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Abstract.
The study of nonlinear Noetherian matrix boundary value problems for ordinary differential

equations is associated with numerous applications of such problems in the theory of
nonlinear oscillations in mechanics, biology, electrical engineering, theory of management,
theory of motion stability, particularly in problems associated with different cases of the
parametric resonance. Research papers of Yu.A Mitropolskii, A.M. Samoilenko, N.A. Perestyuk,
A.A. Boichuk, M.I. Ronto, I.G. Malkin, P.A. Proskuryakov, V.A. Yakubovich, V.M. Starzhinsky,
D.I. Martynyuk, E.A. Grebenikov, Y.A. Ryabov and other scientists are dedicated to various
aspects of the theory of boundary value problems. Research papers of such foreign scientists as
G.D. Birkhoff, G.A. Bliss, R. Conti, J. Hale, W.T. Reid, S. Schwabik, O. Veivoda, D. Wexler,
and others are also dedicated to the theory of boundary value problems.

These methods are used in the analysis of boundary value problems for various classes
of systems: boundary value problems for systems of ordinary differential equations, matrix,
boundary value problems for systems of ordinary differential equations, autonomous differential
systems, for operator equations in functional spaces.

In recent years, considerable attention is paid to the research of boundary value problems,
which linear part is not reversible operator, and, in particular, in the case where the number of
boundary conditions does not coincide with the dimensionality of solution. Note that in scientific
literature this class of boundary value problems has been called Noetherian.

The aim of this article is to obtain solvability conditions and solution constructions of
Noetherian weakly nonlinear matrix boundary value problems for systems of ordinary differential
equations in the case of parametric resonance, in this case they use original techniques for
solving generalized matrix equations of Sylvester with usage of projectors and pseudo inverse (by
Moore-Penrose) matrixes and the operator, which leads to a linear algebraic matrix equation of
Sylvester to traditional linear algebra system with a rectangular matrix. A generalized method
of Green’s operator built for traditional Noetherian boundary value problems for systems of
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ordinary differential equations in the works of A.M. Samoilenko and A.A. Boichuk are also
used. As opposed to researches of periodic boundary value problems in the case of parametric
resonance of V.A. Yakubovich and V. M. Starzhinsky, this article is devoted to the investigation
of more general Noetherian matrix boundary value problems for systems of ordinary differential
equations.

Obtained solvability conditions and a scheme for constructing solutions of nonlinear
Noetherian matrix boundary value problems for systems of differential equations in the case
of parametric resonance generalize similar results, which are presented in papers of A.A. Boichuk
and S.A. Krivosheya for periodic matrix boundary value problems for Riccati equation in the
absence thereof parametric resonance. In addition, received solvability conditions and a scheme
of constructing solutions stipulate the inhomogeneity dependence of the linear part of the matrix
boundary value problem, and hence the solutions of the equation for generating constants from
a small parameter too.

Obtained results are illustrated by the example of a matrix periodic boundary value problem
for Riccati equation in the case of parametric resonance.

Key words: matrix boundary value problem, matrix differential equations, generalized
Green’s operator, parametric excitation, Riccati equation.

Постановка задачи

Исследуем задачу о построении решений [27]

Z(t, ") : Z(·, ") 2 C1
[a; b], Z(t, ·) 2 C[0; "0], Z(t, ") 2 R↵⇥�

матричного дифференциального уравнения

Z 0
(t, ") = AZ(t, ") + Z(t, ")B + F (t, ") + " �(Z(t, "), µ("), t, "), (1)

подчиненных краевому условию

LZ(·, ") = A , A 2 R�⇥�. (2)

Решение матричной краевой задачи (1), (2) ищем в малой окрестности решения по-
рождающей задачи

Z 0
0(t, ") = AZ0(t, ") + Z0(t, ")B + F (t, "), LZ0(·, ") = A . (3)

Здесь A 2 R↵⇥↵ и B 2 R�⇥� � постоянные матрицы. Нелинейный матричный опера-
тор

�(Z(t, "), µ("), t, ") : R↵⇥�
! R↵⇥�
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предполагаем дифференцируемым в смысле Фреше [9, c. 636] по первому аргументу
в малой окрестности решения порождающей задачи и непрерывно дифференциру-
емым по µ в малой окрестности решения порождающей задачи (2) и начального
значения µ0(") собственной функции µ("). Нелинейность �(z, µ("), t, ") и неоднород-
ность порождающей задачи F (t, ") считаем непрерывными по t на отрезке [a, b] и по
малому параметру " на отрезке [0, "0]. Кроме того, LZ(·, ") � линейный ограничен-
ный матричный функционал:

LZ(·, ") : C1
[a; b] ! R�⇥�.

Вообще говоря, предполагаем ↵ 6= � 6= � 6= �. Условия разрешимости и структура
решения линейной дифференциальной системы (3) были приведены в монографии
[1]. Конструктивные условия разрешимости и структура периодического решения
линейной дифференциальной системы (3) при условии ↵ = � получены в статье [27]
с использованием обобщенного обращения матриц и операторов, описанного в статье
[28]. Таким образом, задача о построении решений матричного дифференциального
уравнения (1), подчиненного краевому условию (2), является обобщением периодиче-
ской задачи для матричного уравнения Риккати [27], нетеровых краевых задач для
систем обыкновенных дифференциальных уравнений [2, 3, 29], а также задачи Коши
для матричного уравнения Бернулли [7, 8].

Как известно [1, c. 211], общее решение

W (t,⇥) = U(t) ·⇥ · V (t), ⇥ 2 R↵⇥�

задачи Коши

Z 0
(t) = AZ(t) + Z(t)B, Z(a) = ⇥

определяют U(t) и V (t) � нормальные фундаментальные матрицы:

U 0
(t) = AU(t), U(a) = I↵, V 0

(t) = BV (t), V (a) = I�.

Общее решение Z(t) 2 C1
[a, b] задачи Коши [27]

Z 0
(t) = AZ(t) + Z(t)B + F (t), Z(a) = ⇥ (4)

имеет вид

Z(t,⇥) = W (t,⇥) +K


F (s)

�
(t), ⇥ 2 R↵⇥�,
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где

K


F (s)

�
(t) :=

tZ

a

U(t)U�1
(s)F (s)V (t)V �1

(s) ds

� оператор Грина задачи Коши для матричного уравнения (4). Подставляя общее
решение матричного дифференциального уравнения (4) в краевое условие (2), при-
ходим к линейному алгебраическому уравнению

LZ(·,⇥) = A � LK


F (s)

�
(·) (5)

относительно матрицы ⇥ 2 R↵⇥�. Обозначим ⌅

(j)
2 R↵⇥�, j = 1, 2, ... ↵ · � � есте-

ственный базис [5] пространства R↵⇥� и cj � константы, определяющие разложение
матрицы ⇥ 2 R↵⇥� по векторам ⌅

(j) базиса пространства R↵⇥�, при этом

LW (·,⇥) =

↵·�X

j=1

LU(·)⌅

(j)V (·)cj, ⇥ =

↵·�X

j=1

⌅

(j)cj, cj 2 R1, j = 1, 2, ... ↵ · �.

Таким образом, приходим к линейному алгебраическому уравнению
↵·�X

j=1

LU(·)⌅

(j)V (·)cj = A � LK


F (s)

�
(·)

относительно констант cj 2 R1. Определим оператор M [B] : Rm⇥n
! Rm·n,

как оператор, который ставит в соответствие матрице B 2 Rm⇥n вектор-столбец
M [B] 2 Rm·n, составленный из n столбцов матрицы B, а также обратный оператор

M�1

⇢
M [B]

�
: Rm·n

! Rm⇥n,

который ставит в соответствие вектор-столбцу M [B] 2 Rm·n матрицу B 2 Rm⇥n.

Итак, приходим к линейному алгебраическому уравнению [16, 17]

Q · c = M


A

�
� M

⇢
LK


F (s)

�
(·)

�
(6)

относительно вектора c 2 R↵·�, равносильному уравнению (5); здесь

Q :=


M


Q(1)

�
M


Q(2)

�
... M


Q(↵·�)

� �
, Q(j)

:= LU(·)⌅

(j)V (·) 2 R�⇥�.

Уравнение (6) разрешимо тогда и только тогда, когда [17, 16, 29]

PQ⇤
d
M

⇢
A � LK


F (s)

�
(·)

�
= 0. (7)
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Здесь PQ⇤ � ортопроектор: R�·�⇥�·�
! N(Q⇤

); матрица PQ⇤
d

составлена из d линейно
независимых строк ортопроектора PQ⇤ матрицы Q 2 R�·�⇥↵·�. При условии (7) и
только при нем общее решение уравнения (6)

c = Q+M

⇢
A � LK


F (s)

�
(·)

�
+ PQrcr, cr 2 Rr

определяет общее решение [16, 17] матричного уравнения (5)

⇥ = M�1

⇢
Q+M

⇢
A � LK


F (s)

�
(·)

��
+ M�1


PQrcr

�
,

которое, в свою очередь, определяет общее решение матричного дифференциального
уравнения (4), подчиненного краевому условию (2)

Z(t,⇥r) = W (t,⇥r) +G


F (s);A

�
(t), ⇥r := M�1


PQrcr

�
.

Здесь PQ � ортопроектор: R↵·�⇥↵·�
! N(Q); матрица PQr 2 R↵·�⇥r составлена из r

линейно независимых столбцов ортопроектора PQ,

G


F (s);A

�
(t) := W

⇢
t,M�1

⇢
Q+M


A � LK


F (s)

�
(·)

���
+K


F (s)

�
(t)

� обобщенный оператор Грина [19] матричной краевой задачи (2), (4), Q+ � псев-
дообратная (по Муру-Пенроузу) матрица [5, 29]. Обозначим индексы

⇢
j1, j2, ... jr

�
✓

⇢
1, 2, ... m · n

�

линейно независимых столбцов ортопроектора PQ, при этом

W (t,⇥r) :=

rX

k=1

U(t) · ⌅(jk)V (t) · cjk , ⇥r 2 R↵⇥�

� общее решение матричного дифференциального уравнения (4), подчиненного кра-
евому условию (2). При условии PQ⇤

6= 0 будем говорить, что для краевой задачи
(3) имеет место критический случай, при этом задача (3) разрешима лишь для тех
неоднородностей F (t) и A , для которых выполнено условие (7). В свою очередь, при
условии PQ⇤

= 0 для краевой задачи (3) имеет место некритический случай, при этом
задача (3) разрешима для любых неоднородностей F (t) и A . Условие разрешимости
(7) является обобщением соответствующих условий [2, 3, 11, 29] на случай матричной
краевой задачи (3) и может быть использовано в теории краевых задач [29], а также
в теории управления [10].

�Таврический вестник информатики и математики�, №1 (26)’ 2015
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Условия разрешимости

Предположим, что для краевой задачи (3) имеет место критический случай, при
этом условие (7) выполнено и задача (1), (2) в малой окрестности решения

Z0(t,⇥0(")) = W (t,⇥0(")) +G


F (s, ");A

�
(t)

порождающей задачи (3) имеет решение

Z(t, ") = Z0(t,⇥0(")) +X(t, "), ⇥0(0) := ⇥

⇤
0 2 R↵⇥�,

для которого в достаточно малой окрестности начального значения собственной
функции µ0(") существует непрерывная собственная функция

µ(") = µ0(") + ⇣("), µ0(0) := µ⇤
0.

Таким образом, приходим к задаче о нахождении решения

X(t, ") : X(·, ") 2 C1
[a, b], X(t, ·) 2 C[0, "0], X(t, ") 2 R↵⇥�

и собственной функции ⇣(") 2 C[0, "0] слабонелинейной матричной краевой задачи

X 0
(t, ") = AX(t, ") +X(t, ")B + " �(Z(t, "), µ("), t, "), LX(·, ") = 0, (8)

разрешимой тогда и только тогда, когда

PQ⇤
d
M

⇢
LK


�(Z0(s,⇥0(")) +X(s, "), µ0(") + ⇣("), s, ")

�
(·)

�
= 0. (9)

В силу непрерывности по Z и по µ нелинейной функцию �(z, µ("), t, ") в малой
окрестности решения порождающей задачи (3) и начального значения µ0(") собствен-
ной функции µ(") приходим к следующему уравнению

F (⇥0("), µ0(")) := PQ⇤
d
M

⇢
LK


�(Z0(s,⇥0(")), µ0("), s, ")

�
(·)

�
= 0.

Необходимые условия существования решения матричной краевой задачи (1), (2)
в случае параметрического резонанса определяет следующая лемма, являющаяся
обобщением соответствующих утверждений [22, 23, 24].

Лемма. Предположим, что для краевой задачи (3) имеет место критический слу-

чай, при этом выполнено условие разрешимости:

PQ⇤
d
M

⇢
A � LK


F (s, ")

�
(·)

�
= 0.
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Предположим также, что в малой окрестности порождающего решения

Z0(t,⇥0(")) = W (t,⇥0(")) +G


F (s, ");A

�
(t)

задача (1), (2) имеет решение

Z(t, ") = Z0(t,⇥0(")) +X(t, "), ⇥0(0) := ⇥

⇤
0 2 R↵⇥�,

для которого в достаточно малой окрестности начального значения собственной

функции µ0(") существует непрерывная собственная функция

µ(") = µ0(") + ⇣("), µ0(0) := µ⇤
0.

Тогда имеет место равенство

F (⇥0("), µ0(")) := PQ⇤
d
M

⇢
LK


�(Z0(s,⇥0(")), µ0("), s, ")

�
(·)

�
= 0. (10)

По аналогии с нетеровыми слабонелинейными краевыми задачами в критическом
случае [29], а также периодическими краевыми задачами [6], уравнение (10) будем
называть уравнением для порождающих констант матричной краевой задачи (1), (2)
в случае параметрического резонанса. Корни уравнения для порождающих порожда-
ющих констант (10), в данном случае � матрицы ⇥0(") 2 R↵⇥�, а также собственные
функции µ0(") определяют порождающее решение Z0(t,⇥0(")), в малой окрестности
которого могут существовать искомые решения исходной матричной краевой зада-
чи (1), (2) в случае параметрического резонанса. Если же уравнение (10) не имеет
корней

⇥0(") 2 R↵⇥�, µ0(") 2 R1, ⇥0("), µ0(") 2 C[0, "0],

то исходная матричная краевая задача (1), (2) в случае параметрического резонан-
са не имеет искомых решений. Фиксируя одно из решений ⇥0(") 2 R↵⇥�, уравне-
ния для порождающих порождающих констант (10), а также собственную функцию
µ0("), приходим к задаче об отыскании решения матричной краевой задачи (1), (2)
в окрестности порождающего решения Z0(t,⇥0(")); в этой окрестности имеет место
разложение [9, c. 636]

�


Z0(t,⇥0(")) +X(t, "), µ0(") + ⇣("), t, "

�
= �


Z0(t,⇥0(")), µ0("), t, "

�
+

+D


Z0(t,⇥0(")), µ0("), X(t, ")

�
+ A


Z0(t,⇥0(")), µ0(")

�
⇣(") +R


Z(t, "), µ("), t, "

�
,
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при этом в малой окрестности порождающего решения ⇥0(") 2 R↵⇥�, уравнения для
порождающих порождающих констант (10), а также собственной функции µ0("),

A


Z0(t,⇥0(")), µ0(")

�
:=

@

@⇣
�


Z0(t,⇥0(")) +X(t, "), µ0(") + ⇣("), t, "

�
���������
X(t, ") = 0

⇣(") = 0

� (↵⇥�) – матрица и R(Z(t, "), µ("), t, ") � остаток этого разложения. Дифференциал

D


Z0(t,⇥0(")), µ0("), X(t, ")

�
2 R↵⇥�

представляет собой линейный по X(t, ") оператор. С учетом последнего разложе-
ния, а также равенства (10), необходимое и достаточное условие (9) существования
решения

X(t, ") = W (t,⇥r(")) +X(1)
(t, ")

нелинейной матричной краевой задачи (8) является уравнением

PQ⇤
d
M

(
LK

⇢
D


Z0(s,⇥0(")), µ0("), X(s, ")

�
+

+A


Z0(s,⇥0(")), µ0(")

�
⇣(") +R


Z(s, "), µ("), s, "

��
(·)

)
= 0

относительно матрицы ⇥r(") и скалярной функции ⇣("). Здесь W (t,⇥r(")) � общее
решение однородной части краевой задачи (8) и

X(1)
(t, ") = " G


�(Z0(s,⇥0(")) +X(s, "), µ0(") + ⇣("), s, "); 0

�
(t)

� частное решение неоднородной матричной краевой задачи (8). Обозначим ⇠j(")

скалярные функции, определяющие разложение матрицы

⇥r(") =
↵·�X

j=1

⌅

(j)⇠j("), ⇠j(") 2 C[0, "0], j = 1, 2, ... ↵ · �

по векторам ⌅

(j)
2 R↵⇥� базиса пространства R↵⇥�, вектор

č(") :=

 
⇠(")

⇣(")

!
2 R1+↵�, ⇠(") 2 R↵�
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и матрицу

B0(") :=


B(1)

0 (") B(2)
0 (") ... B(↵�)

0 (") B(1+↵�)
0 (")

�
2 Rd⇥(1+↵�),

где

B(j)
0 (") := PQ⇤

d
M

⇢
LK

⇢
D


Z0(s,⇥0(")), µ0("), U(s) · ⌅(j)

· V (s)

��
(·) 2 Rd,

B(1+↵�)
0 (") := PQ⇤

d
M

(
LK

⇢
A


Z0(s,⇥0(")), µ0(")

��
(·)

)
, j = 1, 2, ... ↵�.

Таким образом, необходимое и достаточное условие (9) разрешимости нелинейной
матричной краевой задачи (8) преобразуется к виду

B0(") · č(") = �PQ⇤
d
M

⇢
LK

⇢
D


Z0(s,⇥0(")), µ0("), X

(1)
(s, ")

��
(·)+

+ LK


R(Z0(s,⇥0(")) +X(s, "), µ0(") + ⇣("), s, ")

�
(·)

�
. (11)

Уравнение (11) разрешимо относительно вектора č(") 2 R1+↵� тогда и только тогда,
когда

PB⇤
0
PQ⇤

d
M

⇢
LK

⇢
D


Z0(s,⇥0(")), µ0("), X

(1)
(s, ")

��
(·)+

+LK


R(Z0(s,⇥0(")) +X(s, "), µ0(") + ⇣("), s, ")

�
(·)

�
= 0.

В частности, уравнение (11) разрешимо при условии

PB⇤
0
(")PQ⇤

d
= 0, B+

0 (") 2 C[0, "0]; (12)

в этом случае уравнение (10) имеет по меньшей мере одно решение

č(") = �B+
0 (") · PQ⇤

d
M

⇢
LK

⇢
D


Z0(s,⇥0(")), µ0("), X

(1)
(s, ")

��
(·)+

+LK


R(Z0(s,⇥0(")) +X(s, "), µ0(") + ⇣("), s, ")

�
(·)

�
;

здесь PB⇤
0
(") 2 Rd⇥d � матрица-ортопроектор:

PB⇤
0
(") : Rd⇥d

! N(B⇤
0(")).
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Таким образом, при условии (11) по меньшей мере одно решение нелинейной мат-
ричной краевой задачи (1), (2) в случае параметрического резонанса определяет сле-
дующая операторная система

Z(t, ") = Z0(t,⇥0(")) +X(t, "), X(t, ") = W (t,⇥r(")) +X(1)
(t, "),

X(1)
(t, ") = " G


�(Z0(s,⇥0(")) +X(s, "), µ0(") + ⇣("), s, "); 0

�
(t),

µ(") = µ0(") + ⇣("), ⇥r(") = M�1


J0 č(")

�
, ⇣(") = J1 č("),

č(") = �B+
0 (") · PQ⇤

d
M

⇢
LK

⇢
D


Z0(s,⇥0(")), µ0("), X

(1)
(s, ")

��
(·)+

+LK


R(Z0(s,⇥0(")) +X(s, "), µ0(") + ⇣("), s, ")

�
(·)

�
; (13)

здесь

J0 :=

⇣
I↵� O

⌘
2 R↵�⇥(1+↵�), J1 :=

⇣
0 0 ... 0 1

⌘
2 R1⇥(1+↵�)

� постоянные матрицы. Для нахождения приближенного решения операторной си-
стемы (2) применим метод последовательных приближений [9]. Таким образом, до-
казано следующее утверждение, которое является обобщением соответствующего
утверждения для традиционных краевых задач для систем обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений в случае параметрического резонанса [20, 23, 24, 25, 26].

Теорема. Предположим, что для порождающей матричной краевой задачи (3)
имеет место критический случай, при этом условие выполнено разрешимости:

PQ⇤
d
M

⇢
A � LK


F (s, ")

�
(·)

�
= 0.

Предположим также, что уравнение (10) имеет корни

⇥0(") 2 R↵⇥�, µ0(") 2 R1, ⇥0("), µ0(") 2 C[0, "0],

тогда при условии (11) в малой окрестности решения порождающей задачи (3)

Z0(t,⇥0(")) = W (t,⇥0(")) +G


F (s, ");A

�
(t)

и в достаточно малой окрестности начального значения µ0(") собственной функ-

ции µ(") по меньшей мере одно решение матричной краевой задачи (1), (2)

Z(t, ") = Z0(t,⇥0(")) +X(t, ")

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2015, 1



Матричная нетерова краевая задача в случае параметрического резонанса 127

и непрерывную собственную функцию µ(") = µ0(") + ⇣(") определяет операторная

система (2); для нахождения этого решения применима итерационная схема

Zk+1(t, ") = Z0(t,⇥0(")) +Xk+1(t, "), Xk+1(t, ") = W (t,⇥rk+1
(")) +X(1)

k+1(t, "),

X(1)
k+1(t, ") = " G


�(Z0(s,⇥0(")) +Xk(s, "), µ0(") + ⇣k("), s, "); 0

�
(t),

µk+1(") = µ0(") + ⇣k+1("), ⇥rk+1
(") = M�1


J0 čk+1(")

�
, ⇣k+1(") = J1 čk+1("),

čk+1(") = �B+
0 (") · PQ⇤

d
M

⇢
LK

⇢
D


Z0(s,⇥0(")), µ0("), X

(1)
k (s, ")

��
(·)+

+ LK


R(Z0(s,⇥0(")) +Xk(s, "), µ0(") + ⇣k("), s, ")

�
(·)

�
, k = 0, 1, 2 ... . (14)

Длина отрезка [0, "⇤], на котором применим метод простых итераций, может быть
оценена, как посредством мажорирующих уравнений Ляпунова [6, 29], так и непо-
средственно из условия сжимаемости оператора, определяемого последней системой
аналогично [15, 18].

Пример. Условия доказанной теоремы выполняются в случае 2⇡-периодической за-
дачи для уравнения типа Риккати

Z 0
(t, ") = AZ(t, ") + Z(t, ")B + F (t) + " �(Z(t, "), µ("), t, "), LZ(·, ") = 0, (15)

где

�(Z(t, "), µ("), t, ") := µS1Z(t, ")S2 + S3Z(t, ")S4Z
⇤
(t, ")S5,

S1 :=

 
0 1

0 0

!
, S2 :=

 
0 0

1 0

!
, S3 :=

 
1 0

0 0

!
, S4 := S1, S5 :=

 
0 0

1 0

!
,

F (t) :=

 
cos 2t 0

0 sin 2t

!
, LZ(·, ") := Z(0, ")� Z(2⇡, ").

Общее решение полуоднородной задачи Коши для матричного дифференциаль-
ного уравнения (15)

Z 0
(t) = AZ(t) + Z(t)B, Z(0) = ⇥

имеет вид

W (t,⇥) = U(t) ·⇥ · V (t), ⇥ 2 R2⇥2,
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где U(t) и V (t) � нормальные (U(0) = I2, V (0) = I3) фундаментальные матрицы:

U(t) =

 
cos t+ sin t �2 sin t

sin t cos t� sin t

!
, V (t) =

 
cos 2t� sin 2t � sin 2t

2 sin 2t cos 2t+ sin 2t

!
.

Обозначим

⌅

(1)
=

 
1 0

0 0

!
, ⌅

(2)
=

 
0 0

1 0

!
, ... , ⌅

(4)
=

 
0 0

0 1

!

� естественный базис пространства R2⇥2 и cj, j = 1, 2, ... 4 � константы, опреде-
ляющие разложение матрицы ⇥ по векторам ⌅

(j) базиса пространства R2⇥2. Общее
решение однородной матричной задачи (15) определяет матрица Q = 0 и ее орто-
проекторы PQ = PQ⇤

= I4. Таким образом, для матричной краевой задачи (15) имеет
место критический случай. Поскольку для 2⇡-периодической задачи для матричного
дифференциального уравнения (15) условие (7) выполнено, постольку порождающая
2⇡-периодическая задача для матричного дифференциального уравнения (15) раз-
решима для данных неоднородностей F (t) и A = 0. Общее решение порождающей
2⇡-периодической задачи для матричного дифференциального уравнения (15)

Z0(t,⇥r) = W (t,⇥r) +G


F (s);A

�
(t), ⇥r =

 
c1 c3
c2 c4

!

определяет обобщенный оператор Грина

G


F (s);A

�
(t) = K


F (s)

�
(t),

где

MK


F (s)

�
(t) =

1

30

0

BBB@

2(�25 cos t+ 37 cos 2t� 12 cos 3t� 6 sin 2t+ 9 sin 3t)

�25 cos t+ 46 cos 2t� 21 cos 3t+ 25 sin t� 8 sin 2t� 3 sin 3t

�25 cos t+ 28 cos 2t� 3 cos 3t+ 25 sin t� 44 sin 2t+ 21 sin 3t

12 cos 2t� 12 cos 3t+ 25 sin t� 26 sin 2t+ 9 sin 3t

1

CCCA
.

Уравнение (10) для порождающих констант 2⇡-периодической задачи для матрич-
ного дифференциального уравнения (15) имеет действительный корень

µ = 1, ⇠ =

✓
37

15

23

15

14

15

2

5

◆⇤

,
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которому соответствует матрица полного ранга

B0 = �120 ⇡

0

BBB@

34 �158 38 300 0

15 �34 68 �38 0

3 �208 14 214 0

�41 �3 61 �14 0

1

CCCA
.

Таким образом, в случае 2⇡-периодической задачи для уравнения (15) выполнены
условия теоремы, следовательно 2⇡-периодическая задача (15) в малой окрестности
порождающего решения

Z0(t) =

 
37 cos 2t� 6 sin 2t 2(7 cos 2t� 11 sin 2t)

�4 sin 2t+ 23 cos 2t 6 cos 2t� 13 sin 2t

!

разрешима, причем µ(0) = 1. Итерационная схема (14) определяет первое приближе-
ние от порождающего решения X(1)

1 (t, ") :

MX(1)
1 (t, ") =

⇢
X(1)

1,i (t, ")

�4

i=1

,

для которого

X(1)
1,1 (t, ") =

"

47 250

⇢
� 31 500 + 24 192 cos t� 10 080 cos 2t� 14 640 cos 3t+

+32 028 cos 4t+ 41 776 sin t� 21 210 sin 2t+ 15 360 sin 3t+ 5 021 sin 4t

�
,

X(1)
1,2 (t, ") =

"

47 250

⇢
� 10 500 + 32 984 cos t� 13 020 cos 2t� 15 000 cos 3t+

+5 536 cos 4t+ 8 792 sin t� 29 190 sin 2t+ 360 sin 3t+ 12 127 sin 4t

�
,

X(1)
1,3 (t, ") =

2"

47 250

⇢
� 10 500 + 16 492 cos t� 12 180 cos 2t+ 180 cos 3t+

+6 008 cos 4t+ 4 396 sin t� 2 310 sin 2t+ 7 500 sin 3t� 5 569 sin 4t

�
,

X(1)
1,4 (t, ") =

8"

47 250

⇢
2 611 cos t� 2 730 cos 2t� 915 cos 3t+

+1 034 cos 4t� 1 512 sin t� 1 260 sin 2t sin 2t+ 960 sin 3t+ 288 sin 4t

�
.
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Для оценки точности найденного порождающего и первого приближения к 2⇡-
периодическому решению уравнения типа Риккати (2) определим невязки

�k(") =

����

����

����

����M

Z 0

1(t, ")� AZ1(t, ")� Z1(t, ")B � F (t)�

�" �(Zk(t, "), µ0("), t, ")

�����

����
R4

����

����
L2[0;2⇡]

, k = 0, 1 .

В частности, при " = 0, 1 имеем:

�0(0, 1) ⇡ 0, 318 171, �1(0, 1) ⇡ 0, 030 770.

При " = 0, 01 невязки уменьшаются:

�0(0, 01) ⇡ 0, 0318 171, �1(0, 01) ⇡ 0, 00307 697.

Заметим, что матрица B0, ключевая при исследовании матричных краевых задач
(1), (2) в случае параметрического резонанса, как и в случае нетеровых краевых
задач для систем обыкновенных дифференциальных уравнений, может быть найдена
непосредственно из уравнения для порождающих констант (10). Действительно:

@

@č
PQ⇤

d
M

⇢
LK


�(Z0(s,⇥0(")), µ0("), s, ")

�
(·)

�
=

=

@

@(⇠, ⇣)
PQ⇤

d
M

(
LK

⇢
D


Z0(s,⇥0(")), µ0("),W (s,

↵·�X

j=1

⌅

(j)⇠j(")) +X(1)
(s, ")

�
+

+A


Z0(s,⇥0(")), µ0(")

�
⇣(")

�
(·)

)
���������
X(t, ") = 0

⇣(") = 0

= B0.

Предложенная в статье схема исследовании матричных краевых задач (1), (2) в
случае параметрического резонанса, как и в случае нетеровых краевых задач для си-
стем обыкновенных дифференциальных уравнений, аналогично [29, 32] может быть
перенесена на матричные краевые задачи с запаздыванием, а также � аналогично
[18, 29, 30, 31] на автономные матричные краевые задачи. И, наконец, аналогично
[21, 29] предложенная схема исследовании матричных краевых задач может быть
перенесена на матричные краевые задачи со слабонелинейным функционалом в кра-
евом условии.
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