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Generalized Green operator Noetherian linear boundary value
problem for the matrix difference equation.
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Abstract. Lyapunov matrix equations and their generalizations � linear matrix Sylvester
equation widely used in the theory of stability of motion, control theory, as well as the solution of
differential Riccati and Bernoulli equations, partial differential equations and signal processing.
If the structure of the general solution of the homogeneous part of the Lyapunov equation is well
studied, the solution of the inhomogeneous equation Sylvester and, in particular, the Lyapunov
equation is quite cumbersome.

By using the theory of generalized inverse operators, A.A. Boichuk and S.A. Krivosheya
establish a criterion of the solvability of the Lyapunov-type matrix equations AX�XB = D and
X�AXB = D and investigate the structure of the set of their solutions. The article A.A.Boichuk
and S.A. Krivosheya based on pseudo-inverse linear matrix operator L, corresponding to
the homogeneous part of the Lyapunov type equation. The article suggests the solvability
conditions, as well as a scheme for constructing a particular solution of the inhomogeneous
generalized equation Sylvester based on pseudo-inverse linear matrix operator corresponding to
the homogeneous part of the linear matrix generalized Sylvester equation.

Using the technique of Moore-Penrose pseudo inverse matrices, we suggest an algorithm for
finding a family of linearly independent solutions of the inhomogeneous generalized equation
Sylvester and, in particular, the Lyapunov equation in general case when the linear matrix
operator L, corresponding to the homogeneous part of the linear generalized matrix Sylvester
equation, has no inverse. We find an expression for family of linearly independent solutions of
the inhomogeneous generalized equation Sylvester and, in particular, the Lyapunov equation in
terms of projectors and Moore-Penrose pseudo inverse matrices. This result is a generalization
of the result article A.A. Boichuk and S.A. Krivosheya to the case of linear generalized matrix
Sylvester equation.

Found solvability conditions and construction of the generalized Green operator for
Noetherian linear boundary value problem for the matrix difference equations. We show that the
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principal results in the theory of linear periodic oscillations remain valid for linear Noetherian
boundary value problem for matrix difference equation. Efficiency of the proposed solvability
conditions and the scheme for constructing solutions of linear Noetherian boundary value problem
for matrix difference equation is illustrated by an example of a multipoint problem for difference
equation.

Key words: Generalized Green operator, boundary value problem, matrix difference
equation, pseudo inverse matrices.

Введение

Найдены условия разрешимости, а также конструкция обобщенного оператора
Грина линейной нетеровой краевой задачи для линейного матричного разностного
уравнения. Предложен оператор, который приводит линейное матричное алгебраи-
ческое уравнение к традиционной линейной алгебраической системе с прямоугольной
матрицей.

1. Постановка задачи

Исследуем задачу о нахождении решений

Z(k) =

✓
z(i,j)(k)

◆
, k 2 [0, N ] ⇢ N, i = 1, 2, . . . , ↵, j = 1, 2, . . . , �

линейной нетеровой (↵ 6= � 6= � 6= µ) краевой задачи

Z(k + 1) = AZ(k) + Z(k)B + F (k), LZ(·) = A . (1)

Компоненты Z(i,j)
(k), F (i,j)

(k) : [0, N ] ! R1 матриц Z(k) 2 R↵⇥� и F (k) 2 R↵⇥� пред-
полагаем ограниченными на отрезке [0, N ] функциями. Здесь A 2 R↵⇥↵, B 2 R�⇥�

и A 2 R�⇥µ � постоянные матрицы; LZ(·) � линейный ограниченный матричный
функционал:

LZ(·) :

⇢
Z(k) : [0, N ] ! R↵⇥�

�
! R�⇥µ.

Конструктивные условия разрешимости и структура решения общей нетеровой кра-
евой задачи были получены в монографии [29]. Условия разрешимости, а также
конструкция оператора Грина нетеровой краевой задачи (1) для традиционного
(� = µ = 1) разностного уравнения были получены в статье [2], как обобщение клас-
сических результатов для систем разностных уравнений [3, 4]. В свою очередь, усло-
вия разрешимости и структура периодического решения систем матричного диффе-
ренциального уравнения были получены в статье [27] с использованием обобщенного
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106 С. М. Чуйко

обращения матриц и операторов, описанного в статье [28]. Общее решение полуод-
нородной задачи Коши

Z(k + 1) = AZ(k) + Z(k)B + F (k), Z(0) = ⇥ (2)

представимо в виде

Z(k) = W (k,⇥) +K


F (s)

�
(k),

где

W (k,⇥) :=

kX

j=0

Ck�j
k Ak�j

⇥Bj

� общее решение однородной части матричного разностного уравнения (1) и

K


�(s)

�
(k) :=

k�1X

j=0

W


j, F (k � 1� j)

�

� обобщенный оператор Грина задачи Коши (2).

Теорема 1. Общее решение линейной полуоднородной задачи Коши (2)

Z(k) = W (k,⇥) +K


F (s)

�
(k), ⇥ 2 R↵⇥�

определяет обобщенный оператор Грина задачи Коши (2).

Доказательство. Чтобы убедиться в этом, достаточно подставить общее решение в
матричное разностное уравнение (1). ⇤

Подставляя общее решение задачи Коши (2) в краевое условие (1), приходим к
линейному алгебраическому уравнению

LW (·,⇥) = A � LK


F (s)

�
(·) (3)

относительно матрицы ⇥ 2 R↵⇥�. Обозначим ⌅

(j)
2 R↵⇥�, j = 1, 2, ... ↵ · � � базис

пространства R↵⇥� и cj, j = 1, 2, ... ↵ · � � константы, определяющие разложение
матрицы

⇥ =

↵·�X

j=1

⌅

(j)cj, cj 2 R1, j = 1, 2, ... ↵ · �

по векторам ⌅

(j)
2 R↵⇥� базиса пространства R↵⇥�, при этом

LW (·,⇥) =

↵·�X

j=1

LW


·,⌅(j)

�
cj.
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Итак, приходим к линейному алгебраическому уравнению
↵·�X

j=1

LW


·,⌅(j)

�
cj = A � LK


F (s)

�
(·)

относительно ↵ · � констант cj 2 R1, j = 1, 2, ... ↵ · �. Определим оператор [17, 16]

M [B] : Rm⇥n
! Rm·n,

как оператор, который ставит в соответствие матрице B 2 Rm⇥n вектор-столбец
M [B] 2 Rm·n, составленный из n столбцов матрицы B, а также обратный оператор

M�1

⇢
M [B]

�
: Rm·n

! Rm⇥n,

который ставит в соответствие вектор-столбцу M [B] 2 Rm·n матрицу B 2 Rm⇥n.

Заметим, что оператор M [A], как и обратный оператор M�1
[B], могут быть пред-

ставлены в явном виде. Определим матрицы

⌥1 := ( 1 ) 2 R1⇥1, ⌥2 := ( 1 0 0 1 )

⇤
2 R4⇥1, ⌥3 := ( 1 0 0 0 1 0 0 0 1 )

⇤
2 R9⇥1,

⌥4 := ( 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 )

⇤
2 R16⇥1, ... .

Вектор ⌥m состоит из m� 1 цепочки вида

( 1 0 0 ... 0 )

⇤
2 R(m�1)⇥1

и заканчивается единицей:

⌥m :=

✓
1 0 0 ... 0 1 0 0 ... 0 ... 1 0 0 ... 0 1

◆⇤

2 Rm2⇥1.

В новых обозначениях оператор M [A] представим в явном виде:

M [A] =

✓
In ⌦ A

◆
·⌥n 2 Rm·n.

Определим также матрицы

Em

n

�

j

:=


Em

1

�

j

⌦ In 2 Rn⇥m·n,


Em

1

�

j

:=

⇢
�ij

�m

i=1

2 R1⇥m
;

здесь �ij � символ Кронеккера:

�ij :=

(
1, j = i,

0, j 6= i
, i = 1, 2, ... m.
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Таким образом, обратный оператор M�1
[B] представим в явном виде:

M�1
[B] =

nX

k=1


Em

n

�

k

· B ·


Em

1

�

k

.

В новых приходим к линейному алгебраическому уравнению

Qc = M


A

�
� M

⇢
LK


F (s)

�
(·)

�

относительно вектора c 2 R↵·�; здесь

Q :=


M


Q(1)

�
M


Q(2)

�
... M


Q(↵·�)

� �
,

где

Q 2 R�·µ⇥↵·�, Q(j)
:= LW


·,⌅(j)

�
2 R�⇥µ, j = 1, 2, ... ↵ · �.

Как известно [29, 17, 16], последнее уравнение разрешимо тогда и только тогда, когда

PQ⇤
d
M

⇢
A � LK


F (s)

�
(·)

�
= 0. (4)

Здесь PQ⇤ � ортопроектор: R�·µ
! N(Q⇤

); матрица PQ⇤
d

составлена из d линейно
независимых строк ортопроектора PQ⇤ .

2. Условия разрешимости

При условии (4) и только при нем общее решение уравнения (3)

c = Q+M

⇢
A � LK


F (s)

�
(·)

�
+ PQrcr, cr 2 Rr

определяет общее решение нетеровой краевой задачи (1)

Z(k,⇥r) = W (k,⇥r) +G


F (s);A

�
(k), ⇥r := M�1


PQrcr

�
;

здесь

⇥ = M�1

⇢
Q+M

⇢
A � LK


F (s)

�
(·)

��
+ M�1


PQrcr

�
,

PQ � ортопроектор: R↵·�⇥↵·�
! N(Q); матрица PQr 2 R↵·�⇥r составлена из r линейно

независимых столбцов ортопроектора PQ,

G


F (s);A

�
(k) := W

⇢
k,M�1

⇢
Q+M


A � LK


F (s)

�
(·)

���
+K


F (s)

�
(k)
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� обобщенный оператор Грина линейной нетеровой краевой задачи (1), Q+ � псев-
дообратная по Муру – Пенроузу матрица [9]. Таким образом, доказана следующая
теорема.

Теорема 2. При условии (4) и только при нем общее решение линейной нетеровой

краевой задачи (1)

Z(k,⇥r) = W (k,⇥r) +G


F (s);A

�
(k), ⇥r := M�1


PQrcr

�
, cr 2 Rr

определяет обобщенный оператор Грина линейной нетеровой краевой задачи (1).

При условии PQ⇤
6= 0 будем говорить, что для краевой задачи (1) имеет место

критический случай, при этом задача (1) разрешима лишь для тех неоднородностей
F (k) и A , для которых выполнено условие (4). При условии PQ⇤

= 0 будем говорить,
что для краевой задачи (1) имеет место некритический случай, при этом задача (1)
разрешима для любых неоднородностей F (k) и A .

Утверждение доказанной теоремы 2 является обобщением соответствующих
утверждений [2] на случай матричной краевой задачи (1).

Пример 1. Условия теоремы 2 выполнены для матричной трехточечной раз-

ностной краевой задачи

Z(k + 1) = AZ(k) + Z(k)B + F (k), LZ(·) = A , (5)

где

A =

 
1 1

0 1

!
, B =

0

B@
0 0 1

1 0 0

0 0 1

1

CA , F (k) =

 
k 0 1

1 0 k

!
, A =

⇣
0 0 1 0 0

⌘
,

а также

LZ(·) :=
3X

i=1

MiZ(⌧i)Ni, M1 :=

⇣
0 1

⌘
, M2 :=

⇣
1 1

⌘
, M3 :=

⇣
1 0

⌘
,

N1 :=

0

B@
0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

1 0 0 0 1

1

CA , N2 :=

0

B@
0 0 1 0 0

1 0 0 0 1

0 0 1 0 0

1

CA , N3 :=

0

B@
1 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

1

CA .
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Общее решение однородной части матричного разностного уравнения (5) опре-
деляют матрицы

W (0,⇥) := ⇥ :=

 
c11 c12 c13
c21 c22 c23

!
,

W (1,⇥) :=

 
c11 + c12 + c21 c12 + c22 c11 + 2c13 + c23

c21 + c22 c22 c21 + 2c23

!
,

W (2,⇥) :=

 
c11 + 2(c12 + c21 + c22) c12 + 2c22 3c11 + c12 + 4c13 + 2c21 + 4c23

c21 + 2c22 c22 3c21 + c22 + 4c23

!
,

W (3,⇥) :=

=

 
c11 + 3(c12 + c21 + 2c22) c12 + 3c22 7c11 + 4c12 + 8c13 + 9c21 + 3c22 + 12c23

c21 + 3c22 c22 7c21 + 4c22 + 8c23

!
,

W (4,⇥) :=

=

 
c11 + 4(c12 + c21 + 3c22) c12 + 4c22 15c11 + 11c12 + 4(4c13 + 7c21 + 4c22 + 8c23)

c21 + 4c22 c22 15c21 + 11c22 + 16c23

!
.

Обозначим

⌅

(1)
=

 
1 0 0

0 0 0

!
, ⌅

(2)
=

 
0 0 0

1 0 0

!
, ... , ⌅

(6)
=

 
0 0 0

0 0 1

!

� естественный базис [9] пространства R2⇥3 и cj, j = 1, 2, ... 6 � константы, опреде-
ляющие разложение матрицы ⇥ по векторам ⌅

(j)
2 R2⇥3 базиса пространства R2⇥3.

Поскольку

PQ⇤
=

1

2

0

BBBBB@

1 0 0 0 �1

0 1 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

�1 0 0 0 1

1

CCCCCA
6= 0,

постольку для краевой задачи (5) имеет место критический случай. Общее решение

W (k,⇥r), ⇥r := M�1


PQrcr

�
, cr 2 R4
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однородной части задачи (5) определяет матрица

Q =

0

BBBBB@

1 4 5 15 0 1

0 0 0 0 0 0

19 37 14 21 20 40

0 0 0 0 0 0

1 4 5 15 0 1

1

CCCCCA

и ее ортопроектор

PQ =

0

BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

741 273
819 892 �

34 744
204 973 �

28 595
819 892

8 715
819 892 �

22 500
204 973 �

173 119
819 892

�

34 744
204 973

139 590
204 973 �

20 873
204 973 �

22 992
204 973 �

37 740
204 973 �

74 371
204 973

�

28 595
819 892 �

20873
204 973

741 069
819 892 �

219 837
819 892 �

3 960
204 973 �

45 227
819 892

8715
819 892 �

22 992
204 973 �

219 837
819 892

92 089
819 892

16 260
204 973

77 007
819 892

�

22 500
204 973 �

37 740
204 973 �

3 960
204 973

16 260
204 973

178 173
204 973 �

50 640
204 973

�

173 119
819 892 �

74 371
204 973 �

45 227
819 892

77 007
819 892 �

50 640
204 973

434 085
819 892

1

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

;

матрица

PQr =

0

BBBBBBBB@

741273
819892 �

34744
204973 �

28595
819892

8715
819892

�

34744
204973

139590
204973 �

20873
204973 �

22992
204973

�

28595
819892 �

20873
204973

741069
819892 �

219837
819892

8715
819892 �

22992
204973 �

219837
819892

92089
819892

�

22500
204973 �

37740
204973 �

3960
204973

16260
204973

�

173119
819892 �

74371
204973 �

45227
819892

77007
819892

1

CCCCCCCCA

составлена из r = 4 линейно независимых столбцов ортопроектора PQ. Частное ре-
шение полуоднородной задачи Коши Z(0) = ⇥ для системы (5) представляет обоб-
щенный оператор Грина задачи Коши

K


�(s)

�
(0) = 0, K


�(s)

�
(1) =

 
0 0 1

1 0 0

!
, K


�(s)

�
(2) =

 
2 0 3

2 0 2

!
,

K


�(s)

�
(3) =

 
6 0 11

3 0 8

!
, K


�(s)

�
(4) =

 
12 0 37

4 0 22

!
.
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Условие (4) в случае неоднородной задачи (5) выполнено, поэтому общее решение

Z(k,⇥r) = W (k,⇥r) +G


F (s);A

�
(k)], cr 2 R4

неоднородной задачи (5) определяет определяет обобщенный оператор Грина

G


F (s);A

�
(k) := W

⇢
k,M�1

⇢
Q+M


A � LK


F (s)

�
(·)

���
+K


F (s)

�
(k)

краевой задачи (5); здесь

G


F (s);A

�
(0) = �

1

204 973

 
29 982 49 551 24 780

71 607 122 634 56 001

!
,

G


F (s);A

�
(1) =

1

204 973

 
�151 140 �172 185 69 430

10 732 �122 634 183 609

!
,

G


F (s);A

�
(2) =

1

204 973

 
�107 620 �294 819 9 084

93 071 �122 634 �151513

!
,

G


F (s);A

�
(3) =

1

204 973

 
100 578 �417 453 �35 992

175 410 �122 634 199 991

!
,

G


F (s);A

�
(4) =

1

204 973

 
473 454 �540 087 433 558

257 749 �122 634 1 190 311

!
.

В некритическом случае, при условии PQ⇤
= 0, задача (1) разрешима для любых

неоднородностей F (k) и A .

Следствие 1. В некритическом случае, при условии PQ⇤
= 0, общее решение ли-

нейной нетеровой краевой задачи (1)

Z(k,⇥r) = W (k,⇥r) +G


F (s);A

�
(k), ⇥r := M�1


PQrcr

�
, cr 2 Rr

определяет обобщенный оператор Грина краевой задачи (1).

Пример 2. Условия следствия выполнены для периодической краевой задачи

Z(k + 1) = AZ(k) + Z(k)B + F (k), LZ(·) = Z(0)� Z(4) = 0, (6)

где

A :=

 
1 1

0 1

!
, B :=

 
1 0

1 1

!
, F (k) :=

 
k 1

1 k

!
, k 2

⇢
0, 1, ... 4

�
.
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Общее решение однородной части матричного разностного уравнения (6) опре-
деляют матрицы

W (0,⇥) := ⇥ :=

 
c11 c12
c21 c22

!
, W (1,⇥) :=

 
2c11 + c12 + c21 2c12 + c22

2c21 + c22 2c22

!
,

W (2,⇥) :=

 
4(c11 + c12 + c21) + 2c22 4(c12 + c22)

4(c21 + c22) 4c22

!
,

W (3,⇥) :=

 
4(2c11 + 3(c12 + c21 + c22)) 8c12 + 12c22

8c21 + 12c22 8c22

!
,

W (4,⇥) :=

 
16(c11 + 2(c12 + c21) + 3c22) 16(c12 + 2c22)

16(c21 + 2c22) 16c22

!
.

Обозначим

⌅

(1)
=

 
1 0

0 0

!
, ⌅

(2)
=

 
0 0

1 0

!
, ... , ⌅

(4)
=

 
0 0

0 0

!

� естественный базис [9] пространства R2⇥2 и cj, j = 1, 2, ... 4 � константы, опреде-
ляющие разложение матрицы ⇥ по векторам ⌅

(j)
2 R2⇥2 базиса пространства R2⇥2.

Поскольку

Q =

0

BBB@

�15 �32 �32 �48

0 �15 0 �32

0 0 �15 �32

0 0 0 �15

1

CCCA
,

постольку PQ⇤
= 0, следовательно для краевой задачи (6) имеет место некритический

случай. Частное решение полуоднородной задачи Коши Z(0) = ⇥ для системы (6)
представляет обобщенный оператор Грина задачи Коши

K


�(s)

�
(0) = 0, K


�(s)

�
(1) =

 
0 1

1 0

!
, K


�(s)

�
(2) =

 
3 3

3 1

!
,

K


�(s)

�
(3) =

 
14 8

8 4

!
, K


�(s)

�
(4) =

 
47 21

21 11

!
.

Единственное (PQ = 0) решение неоднородной задачи (6) определяет определяет
обобщенный оператор Грина

G


F (s);A

�
(k) := K


F (s)

�
(k)�W

⇢
k,M�1

⇢
Q�1M


LK


F (s)

�
(·)

���
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краевой задачи (6); здесь

G


F (s);A

�
(0) =

 
�

5023
3375

37
225

37
225 �

11
15

!
, G


F (s);A

�
(1) =

 
�

8936
3375

134
225

134
225 �

22
15

!
,

G


F (s);A

�
(2) =

 
�

10477
3375

163
225

163
225 �

29
15

!
, G


F (s);A

�
(3) =

 
�

9314
3375

116
225

116
225 �

28
15

!
,

G


F (s);A

�
(4) = G


F (s);A

�
(0) =

 
�

5023
3375

37
225

37
225 �

11
15

!
.

Утверждение доказанных теорем и следствия 1 является обобщением соответ-
ствующих утверждений [2] на случай матричной краевой задачи (1).

Пример 3. Условия следствия выполнены для неоднородной периодической за-

дачи для уравнения Трибоначчи [10]

y(k + 3) = y(k + 2) + y(k + 1) + y(k) + f(k), y(0)� y(4) = 0. (7)

Уравнение (7) приводится к виду (1) посредством матриц

A :=

0

B@
0 1 0

0 0 1

1 1 1

1

CA , F (k) :=

0

B@
0

0

f(k)

1

CA , Z(k) :=

0

B@
y(k)

y(k + 1)

y(k + 2)

1

CA .

Общее решение однородной части матричного разностного уравнения (7) определяют
матрицы

W (0,⇥) := ⇥ :=

0

B@
c1
c2
c3

1

CA , W (1,⇥) :=

0

B@
c2
c3

c1 + c2 + c3

1

CA ,

W (2,⇥) :=

0

B@
c3

c1 + c2 + c3
c1 + 2c2 + 2c3

1

CA , W (3,⇥) :=

0

B@
c1 + c2 + c3
c1 + 2c2 + 2c3
2c1 + 3c2 + 4c3

1

CA ,

W (4,⇥) :=

0

B@
c1 + 2c2 + 2c3
2c1 + 3c2 + 4c3
4c1 + 6c2 + 7c3

1

CA .

Обозначим

⌅

(1)
=

0

B@
1

0

0

1

CA , ⌅

(2)
=

0

B@
0

1

0

1

CA , ⌅

(3)
=

0

B@
0

0

1

1

CA
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� естественный базис [9] пространства R3⇥1 и cj, j = 1, 2, 3 � константы, определя-
ющие разложение матрицы ⇥ по векторам базиса пространства R3⇥1. Поскольку

Q =

0

B@
0 �2 �2

�2 �2 �4

�4 �6 �6

1

CA ,

постольку PQ⇤
= 0, следовательно для краевой задачи (7) имеет место некритичес-

кий случай. Частное решение полуоднородной задачи Коши Z(0) = ⇥ для системы
(7) представляет обобщенный оператор Грина задачи Коши

K


�(s)

�
(0) = 0, K


�(s)

�
(1) =

0

B@
1

0

1

1

CA , K


�(s)

�
(2) =

0

B@
1

2

3

1

CA ,

K


�(s)

�
(3) =

0

B@
3

5

7

1

CA , K


�(s)

�
(4) =

0

B@
6

10

16

1

CA .

Единственное (PQ = 0) решение неоднородной задачи (7) определяет определяет
обобщенный оператор Грина

G


F (s);A

�
(0) = G


F (s);A

�
(4) =

1

2

0

B@
1

�1

�5

1

CA , G


F (s);A

�
(1) =

1

2

0

B@
1

�5

�3

1

CA ,

G


F (s);A

�
(2) = �

1

2

0

B@
3

1

5

1

CA , G


F (s);A

�
(3) =

1

2

0

B@
1

�1

�7

1

CA .

Заключение

В работе найдены условия разрешимости, а также конструкция обобщенного опе-
ратора Грина линейной нетеровой краевой задачи для линейного матричного раз-
ностного уравнения, обобщающие соответствующие результаты А.А. Бойчука [2] на
случай матричной краевой задачи (1). Предложен оператор M [17, 16], который при-
водит линейное матричное алгебраическое уравнение к традиционной линейной ал-
гебраической системе с прямоугольной матрицей. Предложена формула построения
частного решения уравнения, обобщающее известные матричные уравнения Ляпу-
нова и Сильвестра, которые широко используются в теории устойчивости движения,
а также при решении дифференциальных уравнений Риккати [27].
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