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Abstract. Necessary familiar concepts from fuzzy numbers theory and interval systems are
presented in the article, namely, concepts of: a fuzzy number; the carrier and the membership
function of fuzzy number; a discrete and continual fuzzy number; an interval matrix; low and
upper bounds of an interval matrix; a middle matrix; a matrix of radiuses; an interval vector;
low and upper bounds of an interval vector; a middle vector; the vector of radiuses.

New concepts such as concepts of a one-peak fuzzy number (discrete and continual); an
acute and not acute peak; a normal fuzzy number; a standard fuzzy number; a standardized
fuzzy number are introduced in the work.

The concepts of a fuzzy matrix, which connects interval apparatus and fuzzy numbers
apparatus; interval linear systems of equations; the fuzzy linear system of equations are
introduced in the work.

The concept of admitable with the type of membership < t, ⌧ > solution of an uncertain
linear system of equations is introduced in the work. Characterization of a solution is given.

It is proved the lemma that if It
A

is an interval matrix, presented through its low At

and upper ¯At bounds [At, ¯At

], where At, ¯At 2 Rm⇥n, and x is admitable with the type
of membership < t, ⌧ > solution,x 2 Rn , then the family with the number t of right
parts of systems of linear equations Atx can be presented through the matrix of radiuses �

t:
{ Atx

�

� At 2 It
A

} = [At

c

x��

t|x|, At

c

x+�

t|x|].
It is proved for the family with the number t Atx of right parts of systems of linear equations,

that next statements are equivalent: 1) x is admitable with the type of membership < t, ⌧ >

solution of uncertain linear system of equations of the form F
A

x = F
b

; 2) x satisfies the inequality
| At

cx� b

⌧

c |  ��

t|x|+�⌧ , where At

c

is the middle matrix of the interval matrix, b⌧
c

is the middle
vector of the interval vector, �t is the matrix of radiuses of the interval matrix, �⌧ is the vector
of radiuses of the interval vector.

3) x = x1�x2, where x1, x2 satisfy conditions: ¯Atx1�Atx2  ¯b⌧ ; Atx1� ¯Atx2 � b⌧ ; x1 � 0;
x2 � 0, where At, ¯At are low and upper bounds of the interval matrix; b⌧ , ¯b⌧ are low and upper
bounds of the interval vector.
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It is substantiated that the check that x is admitable with the type of membership < t, ⌧ >

solution of the uncertain system can be executed for the polynomial time.

Введение

Постановка проблемы в общем виде и ее связь с важными научными или прак-
тическими задачами. Исследование систем уравнений, содержащих нечеткие данные
[1, 2], весьма актуальная проблема, в частности в задачах оптимизации и принятия
решений [3-11].

Анализ последних исследований и публикаций, в которых предложено решения
данной проблемы и на которые опирается автор. В работе [12] начат анализ таких
систем с использованием аппарата интервальных систем [13].

Нерешенные прежде задачи общей проблемы, которым посвящается указанная
статья. Формулирование целей статьи (постановка задачи). В данной работе вво-
дится понятие допусковых решений таких систем разных типов и дается их харак-
теризация.

1. Необходимые факты из теории нечетких чисел и
интервальных систем

Нечетким число называют множество пар A = { a|µ(a) | a 2 [a
L

, a
R

] ⇢ R1,
µ 2 [0, 1] }.

Носителем нечеткого числа A называют множество {a} чисел a 2 R1 в множестве
пар, образующих нечеткое число A. Функцией принадлежности называют функцию,
ставящую в соответствие 8a число µ(a).

Нечеткое число называют дискретным, если мощность носителя {a} конечна (си-
ноним - нечеткое число с дискретным носителем). Нечеткое число называют конти-
нуальным, если носитель {a} имеет мощность континуума (синоним нечеткое число
с континуальным носителем). Точки a носителя нечеткого числа A называют пико-
выми, если µ(a) = 1.

Пусть элементы носителя дискретного нечеткого числа A пронумерованы так,
что a1 < a2 < ... < a

n

.
Дискретное число называют однопиковым, если набор подряд идущих чисел но-

сителя ↵
L

= a
i+1, ai+2, . . . , a

i+p

= ↵
R

, для которых функция принадлежности равна
единице, единственен. Точки a

i+1, ai+2, . . . , a
i+p

называют пиком числа A. Если p = 1,
то такой пик называют острым, иначе - не острым.

Континуальное нечеткое число A называют однопиковым, если отрезок
[↵

L

, ↵
R

] ⇢ (a
L

, a
R

), для всех чисел a которого µ(a) = 1, единственный. Отрезок
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[↵
L

, ↵
R

] называют пиком числа A. Если ↵
L

= ↵
R

, то пик называют острым, иначе -
не острым.

Нечеткое число называют нормальным, если функция принадлежности слева от
первого (левого) пика не убывающая, а справа от последнего (правого) пика не воз-
растающая.

Нормальное однопиковое число называют стандартным. Оно может быть как
дискретным, так и континуальным.

Стандартизированным нечетким числом называют дискретное нечеткое чис-
ло вида A = {a0|0; a1|0, 25; a2|0, 5; a3|0, 75; a4|1; ā4|1; ā3|0, 75;
ā2|0, 5; ā1|0, 25; ā0|0}, где a0 < a1 < a2 < a3 < a4 ā4 < ā3 < ā2 <ā1 <ā0. Число A

удобно задавать упорядоченной десяткой A = (a0, a1, a2, a3, a4, ā4, ā3, ā2, ā1, ā0). Если
пик острый, то a4 = ā4.

Из стандартного нечеткого континуального числа стандартизированное можно
получить дискретизацией носителя по значениям 0, 25i функции принадлежности,
i 2 { 0, 1, 2, 3, 4 } = J0

4 = { 0, 1, 2, 3, 4 }. При этом концы a
i

, ā
i

интервалов [a
i

, ā
i

]

определяются условиями: 8a 2 [ a
i

, ā
i

] µ(a) 2 [ 0, 25i, 1 ], 8" > 0 µ(a
i

� ") < 0, 25i;
µ(ā

i

+ ") < 0, 25i, a0 = a
L

; ā0 = a
R

.
Получение стандартизированного нечеткого числа из стандартного дискретного

осуществимо по алгоритмам из [14, 15].
Далее будем рассматривать только стандартизированные нечеткие числа, поэто-

му слово "стандартизированное"будем опускать.
Введем в соответствии с [13] необходимую терминологию интервальных матриц.
Пусть A, ¯A - две m⇥n матрицы с действительными элементами, т. е. A, ¯A 2 Rm⇥n.

При n = 1 такая матрица - это вектор-столбец. Пусть A поэлементно не больше ¯A,
обозначим это A  ¯A.

Множество матриц A, удовлетворяющих условию A  A  ¯A, называют ин-
тервальной матрицей. Обозначим ее I

A

, т. е. I
A

= {A
�

� A  A  ¯A}. Матрицу A

называют нижней, а матрицу ¯A - верхней границами интервальной матрицы I
A

, ко-
торую также обозначают так: I

A

= [ A, ¯

A ]. Матрицу A
c

=

1
2(A +

¯A) называют
средней матрицей для I

A

, а матрицу � =

1
2(

¯A � A) называют матрицей радиусов
для I

A

. Очевидно, что элементы �

ij

- матрицы радиусов неотрицательны: �
ij

� 0

8i = 1,m, 8j = 1, n.
Согласно определений A

c

и � имеем: A = Ac��; ¯A = Ac+�. Поэтому, I
A

можно
представить и так: I

A

= [A
c

��, A
c

+�] или I
A

= {A | |A� A
c

|  � }, где модуль
(абсолютная величина) |B| матрицы B = (b

ij

) 2 Rm⇥n определяется как матрица
|B| = (|b

ij

|) 2 Rm⇥n.
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Интервальным вектором-столбцом I
b

называют интервальную матрицу с одним
столбцом. Будем I

b

с использованием ¯b - верхней и b - нижней границ для I
b

обозна-
чать так: I

b

= { b
�

� b  b  ¯b}, где b, ¯b 2 Rm. Вектор b
c

=

1
2(b+

¯b) называют средним
вектором интервального вектора I

b

, а вектор � =

1
2(
¯b � b) - вектором радиусов для

I
b

. Таким образом, I
b

= [ b, ¯b ] = [ b
c

� �; b
c

+ � ].
Используя понятие интервальной матрицы, введем понятие нечеткой матрицы.

Определение 1. Нечеткой матрицей F
A

назовем пятислойную таблицу (мат-
рицу, массив), состоящую на каждом слое t, t 2 J0

4 , из интервальных
матриц I t

A

= [ At, ¯At

], где матрицы At

= (a
ijt

) 2 Rm⇥n,
¯At

= (ā
ijt

) 2 Rm⇥n, а числа ā
ijt

, a
ijt

- это элементы стандартизированного нечет-
кого числа a

ij

= (a
ij0, aij1, aij2, aij3, aij4, āij4, āij3, āij2, āij1, āij0).

Число t будем называть номером слоя матрицы F
A

, матрицу I t
A

- слоем t матрицы
F
A

, а нечеткую матрицу F
A

обозначать (a
ij

) или (a
ijt

) i = 1,m; j = 1, n; t 2 J0
4 .

Если n = 1, то нечеткую матрицу назовем нечетким вектором-столбцом с m

нечеткими координатами b
i

= ( b
i0, bi1, bi2, bi3, bi4, bi4, bi3, bi2, bi1, bi0) и обозначим

F
b

= (b
i

) или F
b

= (b
it) i = 1,m, t 2 J0

4 .
Вектор I

t
b = [ bt, ¯bt ], где bt = ( b1t, b2t, ..., b

mt

), ¯bt = (

¯b1t, ¯b2t, ..., ¯b
mt

), назовем
t-ым слоем вектора F

b

, а вектор F
b

- пятислойным.
Интервальной линейной системой уравнений

I
A

x = I
b

(1)

называют семейство всех систем линейных уравнений

Ax = b, (2)

где
A 2 I

A

; b 2 I
b

. (3)

Определение 2. Нечеткой линейной системой уравнений

F
A

x = F
b

(4)

назовем совокупность пяти интервальных линейных систем уравнений
2

6

6

6

6

6

4

I4
A

x = I4
b

;

I3
A

x = I3
b

;

I2
A

x = I2
b

;

I1
A

x = I1
b

;

I0
A

x = I0
b

;

(5)
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где F
A

и I t
A

, F
b

и I t
b

, t 2 J0
4 соотносятся между собой согласно определения 1, то есть

I t
A

есть слоем t матрицы F
A

, а I t
b

есть слоем t вектора F
b

Имеет место включения (см. теорему 1 из [12]): I t
A

⇢ I t�1
A

, I t
b

⇢ I t�1
b

8t 2 { 0, 1, 2, 3 } = J0
3 , где знак ⇢ может означать и равенство.

2. Допусковые решения нечеткой линейной системы уравнений

Поставим в соответствие каждой интервальной линейной системе уравнений из
(5) I t

A

x = I t
b

, t 2 J0
4 , семейство с номером t систем линейных уравнений вида (2) с

данными вида (3) соответственно:

A

t
x = b

t
; (6)

A

t 2 I t
A

; b

t 2 I t
b

. (7)

Определение 3. Назовем вектор x 2 Rn допусковым с типом принадлежности
< t, ⌧ > решением нечеткой линейной системы вида (4) F

A

x = F
b

, если для него
выполняется условие:

Atx = I⌧
b

8At 2 I t
A

, t, ⌧ 2 J0
4 . (8)

Название решения объясняется тем, что вектор Atx, определяемый данными со
значениями принадлежности не меньше 0, 25t, остается внутри интервала (интервала
"допусков") I⌧b , определяемого данными со значением функций принадлежности не
меньше 0, 25⌧ , независимо от выбора матрицы At 2 I t

A

.
Определение 3 может быть представлено в виде: вектор x, называемый допус-

ковым с типом принадлежности < t, ⌧ > решением нечеткой системы (4), должен
удовлетворять условию

{At
x

�

�

A

t 2 I

t
A } ⇢ I

⌧

b. (9)

Заметим, что определение 3 вводит в рассмотрение 25 допусковых решений, со-
ответствующих разным значениям t, ⌧ 2 J0

4 . В работе [12] числовым значениям t

(⌧) приписывается определенный смысл, который мы будем иметь в виду и в этой
работе. Тип t = 0 (⌧ = 0) будем называть нечетким, t = 1 (⌧ = 1) будем называть
квазинечетким, t = 2 (⌧ = 2) - полунечетким (синоним - получетким), t = 3 (⌧ = 3)
тип назовем квазичетким, а при t = 4 (⌧ = 4) - четким. Такие названия определяют-
ся соответствующим значением функций принадлежности - не меньше 0, 25t (0, 25⌧
соответственно) - согласно определению стандартизированного нечеткого числа (см.
табл. 1-2).
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Таблица 1. Типы принадлежности допусковых решений (⌧ = 0, ⌧ = 1)

⌧ = 0 ⌧ = 1

t = 0 нечетко-нечеткий нечетко-квазинечеткий
t = 1 квазинечетко-нечеткий квазинечетко-квазинечеткий
t = 2 полунечетко-нечеткий полунечетко-квазинечеткий
t = 3 квазинечетко-нечеткий квазинечетко-квазинечеткий
t = 4 четко-нечеткий четко-квазинечеткий

Таблица 2. Типы принадлежности допусковых решений (⌧ = 2, ⌧ = 3, ⌧ = 4)

⌧ = 2 ⌧ = 3 ⌧ = 4

t = 0 нечетко-полунечеткий нечетко-квазичеткий нечетко-четкий
t = 1 квазинечетко-полунечеткий квазинечетко-квазичеткий квазинечетко-четкий
t = 2 полунечетко-полунечеткий полунечетко-квазичеткий полунечетко-четкий
t = 3 квазинечетко-полунечеткий квазинечетко-квазичеткий квазинечетко-четкий
t = 4 четко-полунечеткий четко-квазичеткий четко-четкий

Напомним определение слабого решения [13] интервальной линейной системы
уравнений

I t
A

x = I t
b

, (10)

где
I t
A

= { At  At  ¯At }, I t
b

= { bt  bt  ¯bt }.
Вектор x 2 Rn называется слабым решением системы (10), если он удовлетворяет

для некоторых At 2 I t
A

; bt 2 I t
b

системе Atx = bt.
Для множества, стоящего в левой части соотношения (9), справедливо следующее

утверждение.
Лемма 1. Если I t

A

- интервальная матрица [ At, ¯At

], где At, ¯At 2 Rm⇥n, а
x 2 Rn, тогда

{ Atx
�

� At 2 I t
A

} = [At

c

x��

t|x|, At

c

x+�

t|x|]. (11)

Доказательство. Пусть bt 2 { Atx | At 2 I t
A

}. Тогда существует At 2 I t
A

, что
Atx = bt, т. е. вектор x является слабым решением интервальной линейной системы
уравнений

Atx = [ bt, bt ]. (12)

Воспользуемся теоремой Оеттли-Прагера [13, с. 79]. Согласно этой теоремы,
вектор x является слабым решением интервальной линейной системы уравнений
I t
A

x = I t
b

тогда и только тогда, когда он удовлетворяет неравенству

| At
cx� b

t
c |  �

t|x|+ �t, (13)
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что для системы (12), поскольку I t
b

= [ bt, bt ], а следовательно, а �t = 0, и bt
c

= bt,
дает:

| At
cx�b

t |  �

t|x|. (14)

Перепишем неравенство (14) в виде:

��

t|x|  A

t
cx�b

t  �

t|x|,

которое разрешим относительно b

t:

A

t
cx��

t|x|  b

t  A

t
cx +�

t|x|. (15)

В силу произвольности выбора bt 2 { Atx | At 2 I t
A

}, неравенство (15) означает,
что { Atx | At 2 I t

A

} ⇢ [ At

c

x��

t|x|; At

c

x+�

t|x| ], где знак ⇢ принадлежности под-
множества означает и равенство тоже. Для справедливости (11) покажем и обратное
включение.

Пусть b

t 2 [ A

t
cx��

t|x|; At
cx+�

t|x| ], тогда для него выполняется (15), (14) и (13),
т. е. x является слабым решением интервальной линейной системы уравнений (12).
Но это означает, что b

t 2 { A

t

x | At 2 I t
A

], т. е. справедливо обратное включение.
Это означает, что доказательство леммы закончено.

Эту лемму используем для доказательства эквивалентности разных описаний
допусковых решений нечеткой линейной системы уравнений.

Теорема 2. Следующие утверждения эквивалентны:
1) x - допусковое с типом принадлежности < t, ⌧ > нечеткой линейной систе-

мы вида (4) FAx = Fb;

2) x - удовлетворяет неравенству | At
cx� b

⌧

c |  ��

t|x|+ �⌧ ;
3)

x = x1 � x2, (16)

где x1, x2 удовлетворяют условиям:

¯Atx1 � Atx2  ¯b⌧ ; (17)

Atx1 � ¯Atx2 � b⌧ ; (18)

x1 � 0; x2 � 0. (19)

Доказательство. Доказательство построим по схеме доказательства: из 1) выте-
кает 2); из 2) следует 3); из 3) получаем 1).

Докажем, что из 1) вытекает 2). В соответствии с леммой 1.

{ Atx
�

� At 2 I t
A

} = [ At

c

x��

t|x|, At

c

x+�

t|x| ]. (20)
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Пусть x - допусковое с типом принадлежности < t, ⌧ > решение нечеткой систе-
мы (4), тогда по (9) и по (20):

[ At

c

x��

t|x|, At

c

x+�

t|x| ] ⇢ [ b⌧
c

� �⌧ ; b⌧
c

+ �⌧ ]. (21)

Включение (21) дает неравенство:

b⌧
c

� �⌧  At

c

x��

t|x|  At

c

x+�

t|x|  b⌧
c

+ �⌧ . (22)

Отнимем в (22) от всех частей b⌧
c

:

��⌧  At

c

x��

t|x|� b⌧
c

 At

c

x+�

t|x| � b⌧
c

 �⌧ . (23)

Из правого неравенства в (23), перенеся �

t|x| вправо, имеем:

At

c

x� b⌧
c

 �⌧ ��

t|x|. (24)

Из левого неравенства в (23), перенеся �

t|x| влево, имеем:

�

t|x|� �⌧  At

c

x� b⌧
c

. (25)

Объединяя (24) и (25), получаем неравенство из условия �2)� теоремы. Т. е.,
доказано следование из условия �1)� утверждения �2)�.

Докажем, что из утверждения �2)� вытекает условие �3)�. Пусть x - удовле-
творяет неравенству из условия �2)� теоремы. Обозначим x1 = max{ x, 0 },
x2 = max{ �x, 0 }, где знаки max обозначают взятие покомпонентного максиму-
ма. Легко видеть, что x = x1 � x2, а x1 + x2 = |x|.

Справедливое неравенство из условия �2)� теоремы приобретает в этих обозна-
чениях вид:

�

t

(x1 + x2)� �⌧  At

c

(x1 � x2)� b⌧
c

 ��

t

(x1 + x2) + �⌧ . (26)

Вспомнив, что ¯

A

t
= At

c

+ �

t; A

t
= At

c

� �

t, помножив ¯

A

t на x1, а A

t на x2:
¯

A

tx1 = At

c

x1 + �

tx1, A

tx2 = At

c

x2 � �

tx2, и вычтя из первого равенства второе,
получаем:

¯

A

tx1 � A

tx2 = At

c

(x1 � x2) +�

tx1 +�

tx2. (27)

Выразим из (27)

At

c

(x1 � x2) =
¯

A

tx1 � A

tx2 ��

tx1 ��

tx2

и подставим в правую часть (26), перенеся слагаемые с �

t и b⌧
c

в правую часть
получаемого неравенства:

¯

A

tx1 � A

tx2  �⌧ + b⌧
c

. (28)

Учтя, что b⌧
c

+ �⌧ =

¯b⌧ , из (28) получаем (17).
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Для получения (18) ¯At умножим на x2, а A

t - на x1: ¯

A

tx2 = At

c

x2 + �

tx2;
A

tx1 = At

c

x1 ��

tx1, и вычтем из второго равенства первое:

A

tx1 � ¯

A

tx2 = At

c

(x1 � x2)��

tx1 ��

tx2. (29)

Выразив из (29) At

c

(x1 � x2) = A

tx1 � ¯

A

tx2 + �

tx1 + �

tx2 и подставив в левую
часть (26), получаем:

A

tx1 � ¯

A

tx2 � b

⌧

c � �⌧ ,

что с учетом равенства b

⌧

= b

⌧

c � �⌧ дает (18).
Справедливость (19) следует из определения x1 и x2. Таким образом, доказано,

что из �2)� следует утверждение �3)�.
Завершает доказательство теоремы обоснование того факта, что из утверждения

�3)� следует условие �1)�.
Пусть x1 � 0, x2 � 0 - решения неравенств (17), (18). Для произвольной матрицы

At 2 I t
A

и для вектора x = x1 � x2 выполняется:

Atx = At

(x1 � x2)  A
t

x1 � Atx2  b
⌧

;

Atx = At

(x1 � x2) � Atx1 � ¯Atx2 � b⌧ ,

или
b⌧  Atx  ¯b⌧ ,

т. е.
Atx 2 I

⌧

b 8At 2 I

t

A,

последнее означает, согласно определения 3, что x - допусковое решение нечеткой
линейной системы (4).

Таким образом, теорема доказана.
Замечание. Проверка того, что x является допусковым с типом принадлежности

< t, ⌧ > решением нечеткой системы (4), может быть осуществима за полиномиаль-
ное время, поскольку это простая проверка разрешимости системы (17)-(19).

Заключение

Результаты исследования: в работе введено понятие допускового с типом при-
надлежности < t, ⌧ > решения нечеткой линейной системы уравнений и дана его
характеризация.

Перспективы дальнейших исследований в этом направлении: далее целесооб-
разно провести числовые эксперименты по проверке решения нечеткой системы на
допусковость.
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