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Abstract. Mathematical model of consolidation of soil has been improved taking into account their
salinity and chemical erosion. Numerical solution of the corresponding three-dimensional boundary value
problem has been found by the radial basis functions method.

Вступ

Актуальнiсть дослiдження процесiв фiльтрацiйної консолiдацiї грунтiв, у зв’язку
з розвитком будiвельної галузi, не зменшується. Їх (процесiв) класичнi математичнi
моделi наведено в роботi [5]. Разом з цим при зростаннi впливу техногенних факторiв
на грунтовi основи цивiльних та промислових обєктiв виникає необхiднiсть в удоско-
наленнi вiдповiдних математичних моделей. Математичнi моделi фiльтрацiйної кон-
солiдацiї з урахуванням впливу тепло-масопереносу побудовано в роботах [2, 3]. Од-
нак, явищ хiмiчної суфозiї в цих роботах враховано не було.

Iнтенсивний розвиток промисловостi та енергетики призводить до забруднення
грунтiв i грунтових вод рiзними хiмiчними речовинами. З часом цi речовини розчиня-
ють хiмiчнi сполуки грунту i данi розчиненi сполуки в процесi фiльтрацiї виносяться
з пористого середовища. Цей процес називається хiмiчною суфозiєю. Процес хiмiч-
ної суфозiї здiйснює значний негативний вплив на мiцнiснi характеристики грунту, а
це може призвести до деформацiї споруд i аварiйних ситуацiй внаслiдок просiдання
грунту [7, 9]. Метою даної статтi є вдосконалення математичної моделi консолiдацiї
грунтiв з урахуванням їх засоленостi. В даному випадку просiдання грунту зумов-
люється не лише розсiюванням надлишкових напорiв в поровiй рiдинi, але i розчи-
ненням твердих частинок скелету грунту � хiмiчної суфозiї. Цей факт також має
вiдображатись в побудованiй математичнiй моделi.

Iншим важливим питанням є вiдшукання розв’язкiв вiдповiдних крайових задач,
якими описуються побудованi математичнi моделi. В роботi [2] для вiдшукання чи-
сельних розв’язкiв використано методи скiнченних рiзниць та скiнченних елементiв.
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Вони вiдносяться до класу так званих сiткових методiв. Для їх застосування ро-
зрахункову область потрiбно покрити геометричною сiткою – множиною вузлiв iз
наперед визначеними взаємозв’язками мiж ними. Iнколи iз всiх ресурсiв, затрачених
на розвязання задачi, 70% займає саме пiдзадача побудови геометричної сiтки. Ще
бiльше вказана проблема ускладнюється, якщо розглядати просторовi задачi. В ро-
ботi [3] до даного класу задач запропоновано застосувати безсiтковi методи, зокрема,
метод радiальних базисних функцiй [10]. Саме це i обумовлює вибiр чисельного ме-
тоду в данiй статтi.

1. Математична модель задачi

Розглянемо тривимiрну задачу фiльтрацiйної консолiдацiї масиву засоленого
грунту в областi ⌦ з межею Г пiд впливом миттєво прикладеного незмiнного у часi
зовнiшнього навантаження iнтенсивнiстю q(x,у) . Математичну модель вказаної зада-
чi з урахуванням хiмiчної суфозiї в неiзотермiчних умовах можна описати наступною
крайовою задачею [2, 3]:
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�T = ;, t 2 (0; t0]; c � концентрацiя солей в рiдкiй фазi; h– надлишковий напiр;
N � концентрацiя солей у твердiй фазi; T � температура; n– пористiсть грунту;
e � коефiцiєнт пористостi; ⇢s – густина солей у твердiй фазi; c⇢ � питома теплоєм-
нiсть порового розчину; Cm– концентрацiя граничного насичення в рiдкiй фазi; �m –
коефiцiєнт швидкостi масообмiну; Kh(c,N, T ) = {khij(c, T,N)}, Kc(c) = {kcij(c)},
KT = {kT ij}, D = {Dij}, DT = {(DT )ij}, � = {�ij}, i, j = 1, 3, � коефiцiєнти (тен-
зори) фiльтрацiї, хiмiчного осмосу, термiчного осмосу, дифузiї, термодифузiї, теп-
лопровiдностi вiдповiдно; u = (u1; u2; u3) � вектор швидкостi фiльтрацiї сольового
розчину; n � вектор напрямних косинусiв зовнiшньої нормалi; ↵ � коефiцiєнт, що
залежить вiд характеру засолення твердої фази [1]. Параметр " набуває значення 0,
якщо наявнiсть солей не враховується i 1, якщо наявнiсть солей враховується.

Оскiльки швидкiсть руху твердих частинок грунту значно менша за швидкiсть
фiльтрацiї, то в узагальненому законi Дарсi-Герсеванова (5) знехтувана швидкiсть
руху твердої фази гру нту.

Умова (12) є кiнематичною граничною умовою на верхнiй рухомiй межi ґрун-
ту, який консолiдується. Однак в нiй, на вiдмiну вiд аналогiчної умови [2], враховано
просiдання за рахунок масообмiнних процесiв мiж рiдкою та твердою фазами ґрунту.
Функцiя z = l (x (t) , y (t) , t) описує положення точок верхньої рухомої межi масиву
ґрунту, а z = ' (x, y) � положення точок нижньої нерухомої межi масиву ґрунту. Та-
кож вiдмiтимо, що (12) виведено лише при урахуваннi вертикальних змiщень ґрунту.

2. Чисельне розв’язання крайової задачi

Чисельний розв’язок крайової задачi (1)–(12) знайдено методом радiальних ба-
зисних функцiй [3, 10]. Для цього покриємо замикання ¯

⌦ = ⌦

S

� областi ⌦ вузло-
вими точками (xj, yj, zj) , j = 1,m. Наближенi розвязки крайової задачi (1)–(12)
шукаємо у виглядi

h (X, t) ⇡
Pm

j=1 hj (t)'j (rj, "h) , c (X, t) ⇡
Pm

j=1 cj (t)'j (rj, "C) ,

T (X, t) ⇡
Pm

j=1 Tj (t)'j (rj, "T ) , N (X, t) ⇡
Pm

j=1 Nj (t)'j (rj, "N) ,
(13)

де "h > 0, "C > 0, "T > 0, "N > 0 � параметри форми; 'j (rj, ") – радiальнi базиснi
функцiї; hj (t) , cj (t) , Nj (t) , Tj (t) � невiдомi коефiцiєнти, якi залежать вiд часу,
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Пiдставляючи (13) в рiвняння (1)–(4), початковi умови (8) та граничнi умо-
ви (9)–(11), i використовуючи метод колокацiї в точцi [10], отримаємо задачу Ко-
шi для системи нелiнiйних диференцiальних рiвнянь вiдносно векторiв невiдомих
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Елементи системи рiвнянь (14)-(17) визначаються однотипно, але досить громiздко.
Тому наведемо їх лише для (16), що вiдповiдає рiвнянню теплопровiдностi:

m(3)
ij = �cT'j (rij, "T ) , i 2 s⌦;

l(3)ij =

8

>

<

>

:

r· (�r'j (rij, "T ))� c⇢ (u,r'j (rij, "T )) , i 2 s⌦;

'ij (rij, "T ) , i 2 s�T
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(�r'j (rij, "T ) ,n) , i 2 s�
T

q .

Елементи матриць третьої iз СЛАР (18) визначаються, як

m̃3
ij = 'j (rij, ") , ˜f (3)

i = T0 (xi, yi, zi) , i = 1, s, j = 1,m.

Для дискретизацiї нелiнiйних рiвнянь (14)–(16) по часу з кроком ⌧ використаємо
повнiстю неявну рiзницеву схему, лiнiйну вiдносно шуканих функцiй [2, 3, 8]. Для
системи (16) вона має вигляд

M(3)T
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(tk) , k = 0, 1, 2, ....

Для дискретизацiї нелiнiйного диференцiального рiвняння (17) в часi використаємо
метод Ньютона [8]
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, k = 0, 1, 2, . . .

Отриману пiсля дискретизацiї задачi Кошi (14)–(18) СЛАР розв’язували методом
найменших квадратiв [6]. В процесi консолiдацiї та хiмiчної суфозiї розмiри областi ⌦
змiнюються. Тому на кожному часовому шарi необхiдно перераховувати координати
вузлових та колокацiйних точок. Для цього використаємо кiнематичну умову (12),
згiдно якої маємо

z(k+1) � z(k)

⌧
= �

'(x,y)
Z

z(k)

F
⇣

C(k+1),N(k+1),h(k+1)
⌘

d⇣,

де
�

x, y, z(k)
�

� координати деякої точки областi консолiдацiї при t = t(k),
�

x, y, z(k+1)
�

� координати даної точки на наступному часовому шарi. Змiнна iнте-
грування ⇣ пробiгає вертикальний вiдрiзок вiд початкового положення точки z(k) до
нижньої нерухомої межi z = ' (x, y) масиву грунту. Пiдiнтегральна функцiя визна-
чається згiдно (12).
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3. Результати чисельних експериментiв

Розглянемо тривимiрну задачу фiльтрацiйної консолiдацiї масиву засоленого iзо-
тропного за своїми характеристиками глинистого грунту форми прямокутного пара-
лелепiпеда з довжиною ребер 22 м, 22 м, 11 м (рис. 1). Межу ABCD позначимо як �1,
A1B1C1D1 � �3, ABC1D1 i CDC1D1 � �4, ADA1D1 та BCB1C1 � �5, область KLMN �
�2. Граничнi умови в чисельних експериментах вiзьмемо наступними:
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В областi KLMN грунту прикладається зовнiшнє навантаження iнтенсив-
нiстю q=20·104 кг/м2доба. Область KLMN � квадрат зi сторонами, паралельними
вiдповiдним осям координат при x 2 [6, 16] та y 2 [6, 16].

Значення коефiцiєнтiв та вiдомих функцiй приймаються наступними:
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, i = 1, 3,

T1 (t) = 17 + 13 cos

✓

⇡t

180

◆

, N0(x, y, z) = 240(�
⇣x

l

⌘2

+

x

l
) + 40,

C0 (x, y, z) =

(

Cm , z = 0 ,

C0 , z 6= 0;

T0 (x, y, z) =

(

30

0C , z = 0 ,

4

0C , z 6= 0.

Значення коефiцiєнта фiльтрацiї, який залежить вiд концентрацiї солей
у твердiй та рiдкiй фазах i температури визначили згiдно формули [2, 4]
Kh (c,N, T ) = k0 (c, T ) e

��1
N

N

max

�N . Коефiцiєнт фiльтрацiї чистої води покладався рiв-
ним 0, 002m/doba. Для апроксимацiї залежностi k0 (c, T ) використовувався метод
РБФ з експериментальними даними, взятими iз монографiї [2]. Згiдно [5] почат-
ковий розподiл напорiв h0 (X) = ⇥ (X) /3�, де ⇥ (X) � сума головних напру-
жень у точцi X, що визначається, як [5] ⇥ (X) =

s
�

q(⇠,⌘,0)
⇡ (1� ⌫) z

r3d⇠d⌘, де
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Рис. 1. Фiльтрацiйна консолiдацiя засоленого масиву грунту у чисель-
них експериментах

r =

q

(x� ⇠)2 + (y � ⌘)2 + z2; ⌫ � коефiцiєнт Пуассона; � � область прикладення
навантаження у площинi z=0.

Кiлькiсть вузлових точок покладалася рiвною 216, а колокацiйних � 1728. Крок
по часу ⌧ = 30 дiб. Кiлькiсть часових промiжкiв 36. Параметр форми становив 1
для всiх невiдомих функцiй.

При наведених даних у площинi x = 10м паралельнiй YOZ при t = 270 дiб
були знайденi значення напору, концентрацiї солей у твердiй та рiдкiй фазах,
температури на кожному часовому промiжку з використанням мультиквадратич-
ної РБФ '(r) =

p

1 + (r")2 i побудованi вiдповiднi графiки (два з них наведено на
рис. 2, 3). В таблицi наведено максимальне просiдання точок верхньої межi грунту
за 3 роки.

Рис. 2. Розподiл надлишкових напорiв
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Рис. 3. Рiзниця розподiлiв надлишкових напорiв засоленого i незасоле-
ного грунту при врахуваннi просiдання

Порiвнюючи розподiл надлишкових напорiв при врахуваннi таких факторiв, як
просiдання та засоленiсть грунту бачимо, що напори розсiюються повiльнiше у ви-
падку засоленого грунту в областi прикладання навантаження (рис. 3). А в областi,
де немає навантаження навпаки � швидше. Це пояснюється залежнiстю Kh(c,N,T).
Концентрацiя солей у рiдкiй фазi c(x,y,z,t) стає бiльшою за 60 г/л i коефiцiєнт фiль-
трацiї рiзко зменшується.

Таблиця 1. Максимальна величина просiдань верхньої межi грунту.

Величина просiдань грунту
Kh=Kh(c,N,T)

Параметри I II III Kh=const

"=1 35,4 см 16,5 см 18,9 см 36,3 см
"=0 20,4 см 20,4 см - 20,4 см

В таблицi: I � загальне просiдання; II � просiдання за рахунок змiни напорiв;
III � просiдання за рахунок хiмiчної суфозiї.

Величина просiдань збiльшується при врахуваннi фактору засоленостi грунту, як
при Kh(c,N, T ) (див. наприклад табл., експерименти №1 та 2, де величини просiдань
становлять 35,4 та 20,4 см вiдповiдно), так i при Kh=const (див. тi ж експерименти,
де величини просiдань складають 36,3 см та 20,4 см вiдповiдно). Як видно з експе-
рименту №1, просiдання за рахунок хiмiчної суфозiї (53,4 % вiд загальної величини
просiдання) є бiльшим, нiж просiдання за рахунок змiни надлишкових напорiв (46,6%
вiд загальної величини просiдання). Отже, просiдання за рахунок впливу хiмiчних
факторiв на засолених грунтах є значним i нехтувати їм не можна.
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Висновки

В статтi сформульовано математичну модель просторової задачi фiльтрацiйної
консолiдацiї засоленого грунту. При цьому враховано можливiсть хiмiчної суфозiї.
При проведеннi i аналiзi чисельних експериментiв виявлено, що у випадку просторо-
вої задачi просiдання за рахунок хiмiчної суфозiї виявляється бiльшим за просiдання
при розсiюваннi надлишкових напорiв.

Наступним етапом роботи авторiв в даному напрямку стане дослiдження точностi
отриманих наближених роз’язкiв.
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