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Abstract. This article describes definition of exponential estimation of linear stationary system with
delay solution by functional Liapunova-Krasovskogo.

Вступ

Для розв’язку x(t) асимптотично стiйких лiнiйних стацiонарних систем диферен-
цiальних рiвнянь без запiзнення

dx

dt
= Ax(t), t � 0

з постiйною матрицею A справедлива наступна двостороння нерiвнiсть Важевсько-
го [1, 2]
s

�min(H)

�max(H)

|x(0)| exp
⇢

� �max(C)t

2�min(H)

�

 |x(t)| 

s

�max(H)

�min(H)

|x(0)| exp
⇢

� �min(C)t

2�max(H)

�

(1)

Тут |x(t)|2 =
Pn

i=1 x
2
i (t),�max(·),�min(·) найбiльшi i найменшi числа власних матриць,

H � додатньо визначена матриця, що є розв’язком матричного рiвняння Ляпунова

AT
(H) +HA = �C.

В роботах [3, 4, 6] отримано аналогiчнi оцiнки для систем iз запiзненням. Розглядаємо
сиcтему:

8

<

:

dx
dt = Ax(t) + Bx(t� ⌧), t � 0

x(t) = '
поч

(t), t 2 [� � ⌧, 0].
(2)

Матрицi A i B � сталi, запiзнення ⌧ > 0. Нехай власнi значеннi матрицi A мають
вiд’ємнi частини. В роботах [3, 4] дослiдження проводилось за допомогою функцiй
Ляпунова квадратичного вигляду з використанням умови Разумiхiна. У роботi [6]
дослiдження проводилося за допомогою функцiоналу Ляпунова-Красовського
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квадратичного типу:

V (') = 'T
(0)H'(0) +

0
Z

�⌧

'T
(✓)G'(✓)d✓, (3)

де симетрична матриця H така, що: H > 0 i AT
(H) +HA = �D < 0. Зауважимо, що

в роботi [6] оцiнка була побудована на основi розв’язку скалярного диференцiально-
го рiвняння iз запiзненням. Уданiй роботi розглядається побудова експоненцiальної
оцiнки на основi розв’язку значно практичнiшої порiвняно iз [6] рiзницевої нерiвностi.

1. Основна теорема

Якщо G � додатньо визначена матриця, то можна вказати деякi додатнi кон-
станти ⌫ i , що:

⌫|'(0)|2  V (')  |'|2. (4)

dV (')

dt
= �'T

(0)D'(0) + 2'T
(0)HB'(�⌧) + 'T

(0)G'(0)� 'T
(�⌧)G'(�⌧)

Тобто
dV (')

dt
є квадратичною формою вiдносно 2n-вимiрного вектору ('(0),'(�⌧)).

Введемо 2n⇥ 2n матрицю
"

D �G (HB)

T

�HB G

#

. (5)

Тодi можна записати
dV (')

dt
=

dV ('(0),'(�⌧))

dt
= �('(0),'(�⌧))C('(0),'(�⌧))T .

Потрiбно вибрати матрицi D, B, H, G так, щоб симетрична матриця C була додатно
визначеною. Така задача при зроблених вище обмеженнях для D, H, G зводиться
до знаходження оцiнок для матрицi B. Для випадку додатньо визначеної матрицi C
можна записати:

dV (')

dt
 �min(C)|'(0),'(�⌧)|2, (6)

де |'(0),'(�⌧)| � евклiдова норма вектора ('(0),'(�⌧)) у просторi E2n
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Теорема 1. Нехай система (2) i функцiонал Ляпунова-Красовського (3) такi, що
матриця C:

C =

"

D �G (HB)

T

�HB G

#

додатньо визначена. Тодi iснують константи ⌫ > 0 i N > 1

такi, що:

V (')  V ('
поч

)Ne�⌫(t�t0), t � t0 � � + 3⌧. (7)

Тут сталi N i ⌫ визначаються залежно вiд величини запiзнення ⌧ . Позначимо

⌧0 =

p

�min(H)

(�max(H) + ⌧�max(G))

1/2

p
c0

kAk+ kBk = ⌧0(⌧) (8)

Тодi у випадку, коли ⌧  ⌧0, то

⌫ = �ln

 

1

1 +

�
min

(C)⌧
4(�

max

(H)+⌧�
min

(G))

!

2⌧
, (9)

N = 1 +

�min(C)⌧

4(�max(H) + ⌧�min(G))

.

Якщо ⌧ > ⌧0, то

⌫ = ��lnc0
2⌧

, N =

1

c0
, (10)

де c0(⌧) = c0 � додатнiй розв’язок рiвняння

�min(C)

4(�max(H) + ⌧�max(G))

3/2
(kAk+ kBk)c

3/2
0 + c0 � 1 = 0. (11)

Зауваження 1. Функцiонал V (') для конкретного розв’язку x(t) рiвняння (2) є
функцiєю моменту часу, яку позначатимемо V [t]. Отже нерiвнiсть (7) можна пере-
писати у виглядi

V [t]  V [t0]Ne�⌫(t�t0), t � t0 � � + 3⌧ . (12)

Лема 1. Для будь-якого t � � + ⌧ iснує s 2 [t� ⌧, t]: що |x(s)| � M(t), де

M(t) =

✓

V [t]

�max(H) + ⌧�max(G)

◆1/2
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Доведення. Припустимо протилежне. Тобто нехай iснує момент t � � + ⌧ , що для
всiх s 2 [t� ⌧, t]

|x(s)| <
✓

V [t]

�max(H) + ⌧�max(G)

◆1/2

, s 2 [t� ⌧, t].

Звiдси випливає заперечення:

V [t] = 'T
(0)H'(0) +

0
Z

�⌧

'T
(✓)G'(✓)d✓  �max(H)|'(0)|2+

+ �max(G)

0
Z

�⌧

|'(✓)|2d✓ < �max(H)

V [t]

�max(H) + ⌧�max(G)

+

+ �max(G)

V [t]

�max(H) + ⌧�max(G)

⌧ = V [t].

⇤

Зауваження 2. Матриця C є додатньо визначеною тодi i тiльки тодi, коли буде
додатньо визначеною матриця Q [5].

Лема 2. Якщо
dV

dt
 0 для всiх t � 0 то:

�

�

�

�

dx

dt

�

�

�

�

 L(t), де t � � + ⌧

i L(t) = (kAk+ kBk)
✓

V [t� ⌧ ]

�min(H)

◆1/2

.

Доведення. Оскiльки
dV

dt
 0 для всiх t � 0 то V [t]  V [t � ⌧ ], t � � + ⌧ . Iз (3)

випливає, що:

�min(H)|x(t)|2  V [t]�min(H)|x(t� ⌧)|2  V [t� ⌧ ].

Тобто
|x(t)|2  V [t]

�min(H)

|x(t� ⌧)|2  V [t� ⌧ ]

�min(H)

.

Застосувавши цi вiдношення у систему (2) отримаємо:

�

�

�

�

dx

dt

�

�

�

�

 kAk|x(t)|+ kBk|x(t� ⌧)| 

 kAk
✓

(

V [t]

�min(H)

◆1/2

+ kBk
✓

V [t� ⌧ ]

�min(H)

◆1/2

 kAk+ kBk
p

�min(H)

(V [t� ⌧ ])1/2.

⇤
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Використавши леми 1 i 2, доведемо:

Лема 3. Для будь-якого t � � + 2⌧ iснує s 2 [t� ⌧, t] таке, що вiдношення
|x(!)| � M(t)

2 має мiсце для будь-якого ! 2 I =

h

s� M(t)
2L1(t)

; s+ M(t)
2L1(t)

i

\ [t � ⌧, t],

якщо V [t� 2⌧ ] > 0. Тут M(t) як i в лемi 1, а L1(t) = (a+ b)
⇣

V [t�2⌧ ]
�
min

(H)

⌘1/2

.

Доведення. Знайдемо s 2 [t� ⌧, t] таке як i в лемi 1, тодi |x(s)| � M(t).
Запишемо тотожнiсть

x(s) = x(!)�
!
Z

s

dx(u)

dt
du. (13)

Тодi використавши (13) отримаємо

M(t)  |x(s)|  |x(!)|+

�

�

�

�

�

�

!
Z

s

dx(u)

dt
du

�

�

�

�

�

�

. (14)

Оскiльки L(t)  L1(t) або (L[t� ⌧ ]  L1[t� 2⌧ ], то iз леми 2 |
dxdt|  L1(t).

Тому продовжуючи (14):

M(t)  |x(!)|+ L1(t)
M(t)

2L1(t)
= |x(!)|+ M(t)

2

,

де ! 2 I. Звiдси випливає що |x(!)| � M(t)

2

. ⇤

Введемо константи ⇢, f , d

⇢ =

1

(�min(H) + ⌧�max(G))

1/2

p

�min(H)

kAk+ kBk ;

f =

�min(C)

8(�max(H) + ⌧�max(G))

⇢;

d =

⇢

1
1+ f

⇢⌧

, ⌧  ⌧0c0, ⌧ < ⌧0,

де c0 � додатнiй розв’язок рiвняння fc3/20 + c0 � 1 = 0 i ⌧0 = ⇢
p
c0. Використавши

лему 3 доведемо:
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Лема 4. Для будь-якого t � � + 3⌧ , V [t]  V [t� 2⌧ ]d.

Доведення. Якщо V [t�2⌧ ] = 0 для деяких t, то в силу монотонного спадання V [t] = 0,
i твердження справедливе для цього t. Якщо V [t � 2⌧ ] > 0 то доведення здiйснимо
методом вiд супротивного. Нехай для цього t, V [t] > V [t � 2⌧ ]d. Враховуючи цю

нерiвнiсть, побудуємо оцiнку для
M(t)

L1(t)
:

M(t)

L1(t)
=

✓

V [t]

V [t� 2⌧ ]

◆1/2
p

�min(H)

(�max(H) + ⌧�max(G))

1/2
(kAk+ kBk) >

>
1

(�max(H) + ⌧�max(G))

1/2

p

�min(H)

kAk+ kBkd
1/2 (15)

Проiнтегруємо нерiвнiсть (6) на промiжку [t� ⌧, t]. Отримаємо

V [t]  V [t� ⌧ ]� �min(C)

t
Z

t�⌧

|x(!), x(! � ⌧)|2d! =

= V [t� ⌧ ]� �min(C)

t
Z

t�⌧

|x(!)|2d! � �min(C)

t�⌧
Z

t�2⌧

|x(!)|2d!.

Для оцiнки iнтегралiв
R t

t�⌧ |x(!)|
2d! i

R t�⌧

t�2⌧ |x(!)|
2d! врахуємо лему 3, яка гово-

рить, що для будь-якого t � � + 2⌧ можна вибрати момент s 2 [t � ⌧, t] такий,
що |x(!)| � M(t)

2 при ! 2 I ⇢ [t � ⌧, t]. Вибравши такий момент s i використавши
вище записану нерiвнiсть, отримаємо:

V [t]  V [t� ⌧ ]� �min(C)

✓

M(t)

2

◆2

min

✓

r

2

,
M(t)

2L1(t)

◆

�

� �min(C)

✓

M(t� ⌧)

2

◆2

min

✓

r

2

,
M(t� ⌧)

2L1(t� ⌧)

◆

(16)

Тут використано той факт, що довжина промiжку I = I(s) буде завжди бiльшою

за min

✓

r

2

,
M(t)

2L1(t)

◆

. Якщо ж використати оцiнку (15), то вона завжди буде бiльшою

за min

 

r

2

,
⇢
p
d

2

!

. Про функцiю M(t) можна сказати, що вона монотонно спадна

(як i V [t]). Тому M(t� ⌧) � M(t). Отже можна переписати нерiвнiсть (16):
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V [t]  V [t�⌧ ]��min(C)

✓

M(t)

2

◆2

min

 

r

2

,
⇢
p
d

2

!

��min(C)

✓

M(t)

2

◆2

min

 

r

2

,
⇢
p
d

2

!

=

V [t� ⌧ ]� �min(C)

(M(t))2

4

min

 

r

2

,
⇢
p
d

2

!

(17)

Далi розглянемо два випадки.

Нехай ⌧0 < ⌧ . Тодi справедлива нерiвнiсть
⇢
p
d

2

=

⇢
p
c0

2

=

⌧0
2

<
⌧

2

. Отже

min

 

r

2

,
⇢
p
d

2

!

=

⇢
p
d

2

=

⇢
p
c0

2

.. Враховуючи (17) отримаємо

V [t]  V [t� ⌧ ]� �min(C)

1

4

V [t]

�max(H) + ⌧�max(G)

⇢
p
c0

2

=

= V [t� ⌧ ]� �min(C)

8(�max(H) + ⌧�max(G))

⇢
p
c0V [t]. (18)

Тобто V [t]  V [t� ⌧ ]� f
p
c0V [t].

Звiдси

V [t]  V [t� ⌧ ]
1

1 + fc1/20

= V [t� ⌧ ]c0, (19)

оскiльки fc3/20 + c0 � 1 () 1

1 + fc1/20

= c0.

Нерiвнiсть (19) є запереченням нашого припущення про те, що V [t] > V [t� 2⌧ ]d.

Нехай ⌧0  ⌧ . Тодi справедливий ряд нерiвностей

⌧  ⌧0 = ⇢
p
c0 = ⇢

1

q

1 + fc1/20

= ⇢
1

q

1 + f ⌧0
⇢

< ⇢
1

q

1 +

f
⇢⌧

= ⇢
p
d.

Тобто (19) можна записати наступним чином:

V [t]  V [t� ⌧ ]� �min(C)

✓

M(t)

2

◆2 r

2

= V [t� ⌧ ]� �min(C)

1

4

V [t]

�max(H) + ⌧�max(G)

r

2

=

= v[t� ⌧ ]� �min(C)

8(�max(H) + ⌧�max(G))

⌧V [t] = V [t� ⌧ ]� f

⇢
⌧V [t]. (20)
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З (19) випливає, що

V [t]  V [t� ⌧ ]
1

1 +

f
⇢⌧

= V [t� ⌧ ]d. (21)

Нерiвнiсть (20) є запереченням нашого припущення. Отже, в двох випадках ⌧  ⌧0
i ⌧0 < ⌧ ми прийшли до суперечностi. Тобто припущення не вiрне.

⇤

Доведення теореми. Виберемо числа ⌫ i N таким чином:

⌫ = � ln d

2⌧
, N =

1

d
.

Нехай t � t0 � �+3⌧ � будь-який момент часу i k � додатньо цiле або ж нуль таке,
що:

t 2 [t0 + 2k⌧ ; t0 + 2(k + 1)⌧ ]

Тодi використавши нерiвнiсть iз леми 4, отримаємо:

V [t] < V [t� 2⌧ ]d  V [t� 4⌧ ]d2  · · ·  V [t� 2k⌧ ]dk 

 V [t0]
1

d
dk+1  V [t0]Ne�⌫2⌧(k+1)  V [t0]Ne�⌫(t�t0). (22)

Теорему доведено. ⇤

Висновки

В данiй статтi отримано експоненцiальну оцiнку розв’язку лiнiйної стацiонарної
системи iз запiзненням за допомогою функцiоналу Ляпунова-Красовського. Оцiн-
ка, залежна вiд величини запiзнення, шукається в результатi розв’язку рiзницевої
нерiвностi.
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