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Abstract. In this paper the properties of optimal sets of initial conditions in the problem of practical
stability of discrete set systems are considered. In the case of linear dynamic components Minkowski
function, inverse Minkowski function, and support function of these sets are obtained.

Вступ

Дискретнi системи мають суттєве прикладне значення в зв’язку з тим, що ряд
економiчних, бiологiчних, соцiальних та технiчних процесiв описуються дискретними
моделями. Крiм того, рiзницевi спiввiдношення застосовуються при побудовi число-
вих методiв для рiзних класiв задач. Тому є актуальним дослiдження якiсних ха-
рактеристик дискретних систем. Так, в роботах [7, 9, 10, 11] висвiтлюються методи
теорiї стiйкостi, в [1, 3] отриманi оцiнки i властивостi максимальних множин практич-
ної стiйкостi дискретних систем, в [4] одержано властивостi максимальних множин
практичної стiйкостi множинних дискретних систем.

Якщо на праву частину системи дiють постiйнi збурення, то дискретнi моделi на-
бувають форми включень. Дискретнi включення застосовуються при апроксимацiї
диференцiальних включень та рiвнянь Хукухари дискретними включеннями, оцiн-
ки точностi таких наближень [8, 6]. Неперервну залежнiсть розв’язкiв дискретних
включень вiд початкових умов дослiджено в [5].

В роботi дослiджено властивостi максимальної за включенням множини практич-
ної стiйкостi дискретних включень. У випадку лiнiйної динамiчної складової отри-
мана функцiя Мiнковського та обернена функцiя таких множин. Результати мають
алгоритмiчну спрямованiсть.

Ми будемо використовувати такi позначення: Rn � евклiдовий n-вимiрний
простiр, h·, ·i � скалярний добуток в Rn, який породжує евклiдову норму k·k,
intA, @A � сукупнiсть внутрiшнiх точок i границя множини A ⇢ Rn вiдповiдно,
S = {x 2 Rn

: kxk = 1} � одинична сфера, K
r

(a) = {x 2 Rn

: kx� ak  r} � замкне-
на куля радiусу r з центром в точцi a 2 Rn, comp (Rn

) � сукупнiсть всiх непорожнiх
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компактiв з Rn, conv (Rn

) � сукупнiсть всiх непорожнiх опуклих компактiв з Rn,
[0, N ] = {0, 1, . . . , N} � множина iндексiв, A�

= A+ �K1(0) � �-розширення множи-
ни A ⇢ Rn, с (A, ) � опорна функцiя, A ⇢ Rn,  2 Rn.

1. Властивостi максимальної за включенням множини

Розглянемо систему вигляду

x (k + 1) 2 f
k

(x (k)) , (1)

B
k

: Rm ! comp (Rn

) , (2)
де x 2 Rm, f

k

: D ! D ⇢ Rm � неперервне в областi D багатозначне вiдображен-
ня. Система (1), (2) називається дискретною множинною системою, при цьому (1)
називається динамiчною складовою, яка має форму дискретного включення, вiдо-
браження (2) � множинною складовою множинної дискретної системи (1), (2) [4].
Позначимо x (k, x0) � розв’язок системи (1), який задовольняє початковiй умовi
x (0) = x0, k 2 [0, N ]. Множиною досяжностi X (k, x0) дискретного включення (1)
для x (0) = x0 в момент k 2 [0, N ] називається сукупнiсть точок x 2 Rm таких, що
знайдеться розв’язок x (k, x0) дискретного включення (1), що x (k) = x (k, x0) [5].

Розв’язком (1), (2) називається багатозначне вiдображення

F : [0, N ]⇥D ! comp(Rn

)

таке, що його значення визначаються за правилом

F (k, x0) = B
k

(X(k, x0)).

Тут x (k) = x (k, x0) � розв’язок системи (1), k 2 [0, N ], x0 2 D.
Нехай G0 ⇢ D � множина допустимих початкових станiв, � (k) 2 comp (Rn

),
� (k) ⇢ D � множина фазових обмежень, B

k

(0) ⇢ � (k), k 2 [0, N ], f
k

(0) = 0,
k 2 [0, N � 1].

Припустимо, що для системи (1), (2) виконується така умова: iснують такi r > 0

i k 2 [1, N ], що справджується спiввiдношення

B
k

(X (k,K
r

(0))) /� (k) 6= 0.

Означення 1. Система (1), (2) називається {G0,� (k) , 0, N}-сильно стiйкою, якщо
B

k

(x (k, x0)) ⇢ � (k) для всiх розв’язкiв x (k, x0) включення (1), x0 2 G0, k 2 [0, N ].

Означення 2. Говорять, що сукупнiсть G⇤ ⇢ � (0) є максимальною за включенням
множиною практичної стiйкостi системи (1), (2) при фазових обмеженнях � (k) на
iнтервалi [0, N ], якщо система (1), (2) є {G⇤,� (k) , 0, N}- стiйкою i G0 ✓ G⇤ для всiх
множин G0 ✓ � (0), для яких має мiсце {G0,� (k) , 0, N}- стiйкiсть системи (1), (2).
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Теорема 1. Множина G⇤ � компакт.

Доведення. Множина G⇤ � обмежена, оскiльки G⇤ ⇢ K
r

(0). Покажемо за-
мкненiсть G⇤. Для цього зафiксуємо довiльну послiдовнiсть {x

p

} 2 G⇤, lim

p!1
x
p

= x0.

Покажемо, що x0 2 G⇤. Для всiх розв’язкiв x (k, x0) включення (1), k 2 [0, N ] має
мiсце B

k

(X (k, x
p

)) ✓ � (k), p = 1, 2, ..., k 2 [0, N ].
Зафiксуємо k 2 [0, N ]. Вiдображення B

k

(x)– неперервне. Оскiльки має мiсце
неперервна залежнiсть розв’язкiв (1) вiд початкових умов, тому за теоремою про
суперпозицiю [2, 5] вiдображення z 7! B

k

(X (k, z)) є неперервним, z 2 D. Зафiк-
суємо k 2 [0, N ]. З неперервностi вiдображення z 7! B

k

(X (k, z)) випливає, що для
довiльного " > 0 знайдеться номер p0 такий, що для всiх p > p0 має мiсце включення

B
k

(X (k, x0)) ✓ K
"

(B
k

(X (k, x
p

))) ✓ K
"

(�(k)) .

Звiдси
B

k

(X (k, x0)) ✓
\

">0

K
"

(�(k)) = �(k).

Отже, x0 2 G⇤. Теорему доведено. ⇤
Теорема 2. Якщо x0 2 @G⇤, то iснує такий розв’язок x

�

¯k, x0

�

включення (1)
i ¯k 2 [0, N ], для якого @B

k̄

�

X
�

¯k, x0

��

T

@�
�

¯k
�

6= ;, при цьому для будь-якого
розв’язку x (k) = x (k, x0) i k 2 [0, N ] виконується B

k

(X (k, x0)) ✓ � (k).

Доведення. Нехай @B
k

(X (k, x0))
T

@� (k) = ; для довiльного k 2 [0, N ] i справд-
жується B

k

(X (k, x0)) ✓ � (k), k 2 [0, N ]. Це означає, що знайдеться "
i

> 0 для
всiх i = 0, 1, ..., N таке, що B

i

(X (i, x0))
"

i ⇢ int� (i). З неперервностi вiдображення
z 7! B

k

(X (k, z)), z 2 D випливає, що знайдеться � > 0 таке, що при z0 2 K
�

(x0)

справджується
B

i

(X (i, z0)) ⇢ (B
i

(X (i, x0)))
"0 ,

де "0 = min "
i

> 0 i = 0, 1, ..., N . Тому B
i

(X (i, z0)) ⇢ � (i), i = 0, 1, ..., N , z0 2 K
�

(x0).
Отже, K

�

(x0) ⇢ G⇤. Це означає, що x0 2 intG⇤. А це суперечить умовi теореми.
Теорему доведено. ⇤
Означення 3. Вiдображення f

k

: D ! comp (Rn

) називається вiдкритим, якщо з
того, що U ✓ D � вiдкрита множина, випливає, що множина f (U) =

S

x2U f (x) �
вiдкрита.

Теорема 3. Нехай f
k

, B
k

� вiдкритi вiдображення, виконується включен-
ня B

k

(X (k, x0)) ✓ � (k), k 2 [0, N ] для довiльного розв’язку x (k, x0) включен-
ня (1) та iснує таке ¯k 2 [0, N ] i знайдеться такий розв’язок x

�

¯k, x0

�

,
що @B

k̄

�

X
�

¯k, x0

��

T

@�
�

¯k
�

6= ;. Тодi x0 2 @G⇤.
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Доведення. З умови теореми випливає, що x0 2 G⇤. Припустимо, що x0 2 intG⇤. Тодi
iснує таке � > 0, для якого K

�

(x0) ⇢ G⇤. Оскiльки f
k

i B
k

– вiдкритi вiдображення, то
при деякому "

k

> 0 для z0 2 K
�

(x0) справедливе таке спiввiдношення

B
k

(X (k, z0)) ⇢ (B
k

(X (k, x0)))
"

k ⇢ �(k),

k = 0, 1, .., N . Це означає @B
k

(X (k, x0))
T

@� (k) = ;, k 2 [0, N ]. Прийшли до су-
перечностi. Теорему доведено. ⇤

Наслiдок 1. Нехай f
k

i B
k

� вiдкритi вiдображення. Для того, щоб x0 2 @G⇤

необхiдно i достатньо, щоб для довiльного розв’язку x (k, x0) включення (1)
B

k

(X (k, x0)) ✓ � (k), k 2 [0, N ] та iснував такий розв’язок x (k, x0), k 2 [0, N ], що
@B

k

(X (k, x0))
T

@� (k) 6= ;.

Наслiдок 2. Нехай f
k

i B
k

� вiдкритi вiдображення. Точка x0 2 intG⇤ тодi i тiльки
тодi, коли B

k

(X (k, x0)) ⇢ int� (k) для довiльного розв’язку x (k, x0) включення (1),
k 2 [0, N ].

2. Випадок лiнiйної динамiчної складової

Розглянемо лiнiйну однорiдну дискретну множинну систему

x (k + 1) 2 A (k) x (k) + U (k) , (3)

B
k

: Rm ! conv (Rn

) , (4)

де A (k) � невироджена матриця розмiрностi n ⇥ n, U (k) 2 conv (Rn

), 0 2 intU (k),
k 2 [0, N � 1]. Нехай � (k) 2 conv (Rn

) множина фазових обмежень, k 2 [0, N ]. Запи-
шемо множину досяжностi системи (3) у виглядi

X (k, x0) = ⇥ (k) x0 + ⌦ (k) , k 2 [1, N ] ,

де ⇥ (k) = A
k�1.....A0 � невироджена матриця, ⇥ (i, k) = A

i�1.....Ak

,
⌦ (k) =

P

k

i=1 ⇥ (i, k)U (i� 1), k 2 [1, N ]. Припустимо, що мають мiсце такi спiввiд-
ношення

B
k

(x) = ⌅ (k) x+ V (k) ,

де ⌅ (k) � матриця розмiрностi m⇥ n, k 2 [0, N ], V (k) 2 conv (Rn

). Тодi

B
k

(X (k, x0)) = ⌅ (k)⇥ (k) x0 + ⌅ (k)⌦ (k) + V (k)

Опорна функцiя
c (B

k

(X (k, x0)) , ) = hx0,⇥
⇤
(k)⌅⇤

(k) i+

+

k

X

i=1

c (U (i� 1) ,⇥⇤
(i, k)⌅⇤

(k) ) + c (V (k) , ) .
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Має мiсце теорема.

Теорема 4. Якщо � (k) 2 conv (Rn

), то G⇤ 2 conv (Rn

).

Доведення. Виберемо довiльнi точки x0, y0 2 G⇤. Тодi

(⌅ (k)⇥ (k) x0 + ⌅ (k)⌦ (k) + V (k)) ⇢ � (k) ,

(⌅ (k)⇥ (k) y0 + ⌅ (k)⌦ (k) + V (k)) ⇢ � (k) , k 2 [0, N ] .

Оскiльки множини ⌦ (k),V (k) є опуклими, то при � 2 [0, 1] виконується

� (⌅ (k)⇥ (k) x0 + ⌅ (k)⌦ (k) + V (k)) + (1� �) (⌅ (k)⇥ (k) y0 + ⌅ (k)⌦ (k) + V (k)) =

= � (⌅ (k)⇥ (k) x0) + (1� �) (⌅ (k)⇥ (k) y0)+

+� (⌅ (k)⌦ (k) + V (k)) + (1� �) (⌅ (k)⌦ (k) + V (k)) =

= ⌅ (k)⇥ (k) (�x0 + (1� �) y0) + ⌅ (k)⌦ (k) + V (k) ⇢ � (k) , k 2 [0, N ] .

Отже, точка �x0 + (1� �) y0 2 G⇤. Теорему доведено. ⇤

Теорема 5. Для того, щоб x0 2 @G⇤ необхiдно i достатньо, щоб

max

k2[0,N ]
max

 2S

hx0,⇥⇤
(k)⌅⇤

(k) i
c (� (k) , )�

P

k

i=1 c (U (i� 1) ,⇥⇤
(i, k)⌅⇤

(k) )� c (V (k) , )
= 1

за умови c (� (k) , )�
P

k

i=1 c (U (i� 1) ,⇥⇤
(i, k)⌅⇤

(k) )�c (V (k) , ) > 0. Тут  2 S,
k 2 [0, N ].

Доведення. Якщо x0 2 @G⇤, то c (B
k

(X (k, x0)) , )  c (� (k) , ) для довiльних
 2 S, k 2 [0, N ]. Використовуючи наслiдок 1 теореми 3, одержуємо, що iснує ⇠ 2 S,
¯k 2 [0, N ], для яких c

�

B
k̄

�

X
�

¯k, x0

��

, ⇠
�

= c
�

�

�

¯k
�

, ⇠
�

. Враховуючи властивостi опор-
ної функцiї [2], отримуємо, що при  2 S, k 2 [0, N ] має мiсце нерiвнiсть

hx0,⇥
⇤
(k)⌅⇤

(k) i+
k

X

i=1

c (U (i� 1) ,⇥⇤
(i, k)⌅⇤

(k) ) + c (V (k) , )  c (� (k) , ) ,

в якiй досягається рiвнiсть при ⇠ 2 S, ¯k 2 [0, N ]. Оскiльки

c (� (k) , )�
k

X

i=1

c (U (i� 1) ,⇥⇤
(i, k)⌅⇤

(k) )� c (V (k) , ) > 0, 2 S, k 2 [0, N ] ,

то звiдси маємо
hx0,⇥⇤

(k)⌅⇤
(k) i

c (� (k) , )�
P

k

i=1 c (U (i� 1) ,⇥⇤
(i, k)⌅⇤

(k) )� c (V (k) , )
 1, 2 S, k 2 [0, N ] .
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Крiм того,
⌦

⇠0,⇥⇤ �
¯k
�

⌅

⇤ �
¯k
�

 
↵

c
�

�

�

¯k
�

, 
�

�
P

k̄

i=1 c
�

U (i� 1) ,⇥⇤
�

i, ¯k
�

⌅

⇤
�

¯k
�

 
�

� c
�

V
�

¯k
�

, 
�

= 1, ⇠ 2 S, ¯k 2 [0, N ] .

Достатнiсть випливає з того, що при доведеннi необхiдностi використовувались твер-
дження, що мають необхiдний i достатнiй характер. Теорему доведено. ⇤

Теорема 6. Функцiя Мiнковського множини G⇤ має вигляд

m⇤ (x0) = max

k2[0,N ]
max

 2S

hx0,⇥⇤
(k)⌅⇤

(k) i
c (� (k) , )�

P

k

i=1 c (U (i� 1) ,⇥⇤
(i, k)⌅⇤

(k) )� c (V (k) , )
,

(5)
де c (� (k) , )�

P

k

i=1 c (U (i� 1) ,⇥⇤
(i, k)⌅⇤

(k) )� c (V (k) , ) > 0,  2 S, k 2 [0, N ].

Доведення. За означенням функцiя Мiнковського

m⇤ (x0) = inf

n

� > 0 :

x0

�
2 G⇤

o

, x0 2 Rm.

Якщо x0
�

2 G⇤, то X

�

k, x0
�

�

= ⇥ (k) x0
�

+ ⌦ (k) для всiх k 2 [0, N ]. З властивостей
опорних функцiй випливає

1

�
hx0,⇥

⇤
(k)⌅⇤

(k) i+
k

X

i=1

c (U (i� 1) ,⇥⇤
(i, k)⌅⇤

(k) ) + c (V (k) , )  c (� (k) , )

для всiх  2 S та k 2 [0, N ]. Тодi

� � hx0,⇥⇤
(k)⌅⇤

(k) i
c (� (k) , )�

P

k

i=1 c (U (i� 1) ,⇥⇤
(i, k)⌅⇤

(k) )� c (V (k) , )

для довiльних  2 S, k 2 [0, N ]. Звiдси за означенням функцiї Мiнковського

m⇤ (x0) = max

k2[0,N ]
max

 2S

hx0,⇥⇤
(k)⌅⇤

(k) i
c (� (k) , )�

P

k

i=1 c (U (i� 1) ,⇥⇤
(i, k)⌅⇤

(k) )� c (V (k) , )
.

Теорему доведено. ⇤

За властивостями функцiї Мiнковського

G⇤ = {x 2 Rm

: m⇤(x)  1} .

Теорема 7. Обернена функцiя Мiнковського множини G⇤ має вигляд

d⇤ (x0) = min

k2[0,N ]
min

 2S

c (� (k) , )�
P

k

i=1 c (U (i� 1) ,⇥⇤
(i, k)⌅⇤

(k) )� c (V (k) , )

hx0,⇥⇤
(k)⌅⇤

(k) i
(6)

за умови hx0,⇥⇤
(k)⌅⇤

(k) i > 0,  2 S, k 2 [0, N ].
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Доведення. За означенням оберненої функцiї Мiнковського

d⇤ (x0) = sup {� > 0 : �x0 2 G⇤} , x0 2 Rm.

Використовуючи доведення попередньої теореми та властивостi опорних функцiй
маємо

� hx0,⇥
⇤
(k)⌅⇤

(k) i+
k

X

i=1

c (U (i� 1) ,⇥⇤
(i, k)⌅⇤

(k) ) + c (V (k) , )  c (� (k) , )

для всiх  2 S та k 2 [0, N ]. Звiдси

�  c (� (k) , )�
P

k

i=1 c (U (i� 1) ,⇥⇤
(i, k)⌅⇤

(k) )� c (V (k) , )

hx0,⇥⇤
(k)⌅⇤

(k) i ,

при умовi hg
k

( ) ,⇥ (k) x0i > 0,  2 S, k 2 [0, N ]. Остаточно отримаємо

d⇤ (x0) = min

k2[0,N ]
min

 2S

c (� (k) , )�
P

k

i=1 c (U (i� 1) ,⇥⇤
(i, k)⌅⇤

(k) )� c (V (k) , )

hx0,⇥⇤
(k)⌅⇤

(k) i .

Теорему доведено. ⇤

За властивостями оберненої функцiї Мiнковського

G⇤ =
[

e2S

{x = ke : k 2 [0, d⇤(e)]} .

Розглянемо приклад. Знайдемо функцiю Мiнковського, обернену функцiю Мiн-
ковського множини G⇤ для задачi практичної стiйкостi множинної дискретної систе-
ми вигляду

x (k + 1) 2 A (k) x (k) +K
m(k) (0) ,

B
k

(x) = K
p(k) (x) ,

за умови, що фазовi обмеження

� (k) = K
r(k) (0) , r (k) > 0, k 2 [0, N ] .

З спiввiдношення (6) випливає, що у цьому випадку функцiя Мiнковського має
вигляд

m⇤ (x0) = max

k2[0,N ], 2S

hx0,⇥⇤
(k)⌅⇤

(k) i
r (k)�

P

k

i=1 m (i� 1) k⇥⇤
(k, i)⌅⇤

(k) k � n (k)
.

Обернена функцiя Мiнковського згiдно спiввiдношення (6) може бути записана так

d⇤ (x0) = min

k2[0,N ], 2S

r (k)�
P

k

i=1 m (i� 1) k⇥⇤
(k, i)⌅⇤

(k) k � n (k)

hx0,⇥⇤
(k)⌅⇤

(k) i .
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Висновки

В статтi обґрунтовано компактнiсть та властивостi границi максимальної за
включенням множини практичної стiйкостi дискретних включень. Для лiнiйної дис-
кретної множинної системи доведено опуклiсть оптимальної множини початкових
умов, одержано її функцiю Мiнковського та обернену функцiю Мiнковського.
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