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On stability of impulsive differential systems.

Anashkin O. V., Yusupova O. V.

Abstract. Impulsive differential systems are a convenient tool for constructing adequate
mathematical models of evolutionary processes, the state of which at certain moments in time
undergoes almost instantaneous change. Applications of impulsive differential systems can be
found in a wide variety of fields, such as aeronautics, ecology, economics, epidemiology, finance,
medicine, robotics, and many others. This paper considers impulsive differential systems with
fixed moments of impulse action, whose state is described by a finite set of parameters. Such
systems have the widest range of applications. The solutions of impulsive differential systems are
discontinuous piecewise smooth vector functions, but the concept of Lyapunov stability and the
main known results of stability theory are transferred almost unchanged to impulsive differential
systems with fixed moments of impulse action. However, the so-called critical cases of stability of
stationary solutions and the closely related local qualitative changes in the structure of solutions
of impulsive differential systems (bifurcations) remain little studied.

The authors previously developed an algorithm for calculating the stability index—the first
Lyapunov value of the resting point of a second-order periodic autonomous impulsive differential
system—under the assumption that the linear approximation matrix of the system’s differential
system has a real spectrum. In this paper, the algorithm is implemented for a complex spectrum.
Thus, the study of the critical case of stability of the zero solution of a periodic impulse differential
system of the second order in general position is completely completed.

The article is organized as follows: in the first section, along with the problem statement, we
analyze a feature of impulsive differential systems of this type, which is generally characteristic of
hybrid systems: namely, an impulsive differential system can have an asymptotically stable zero
solution even if both of its subsystems are unstable. In the second section, we introduce complex
conjugate variables and reduce the system to a special form. In the third section, the problem
of the stability of the zero solution of an impulsive differential system is reduced to the problem
of the stability of a fixed point of a polynomial mapping. In the fourth section, the constructed
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mapping is reduced to normal form. During the normalization process, the desired formula for
the first Lyapunov value is derived.

Keywords: periodic impulsive systems, critical case of stability, first Lyapunov quantity,
monodromy matrix, complex conjugate multipliers.

Введение

Дифференциальные уравнения с импульсным воздействием [1]–[4] (импульсные
дифференциальные системы) являются удобным инструментом построения адекват-
ных математических моделей эволюционных процессов, состояние которых в неко-
торые моменты времени подвергается практически мгновенному изменению. «Им-
пульсные системы можно рассматривать как подкласс гибридных систем и они со-
стоят из трех элементов, а именно: дифференциального уравнения непрерывного
времени, описывающего движение динамической системы между импульсными или
перезагрузочными событиями; разностного уравнения, описывающего способ мгно-
венного изменения состояний системы при возникновении перезагрузочного события;
и критерия определения момента, когда состояния системы должны быть перезагру-
жены» [5, с.2]. Приложения импульсных дифференциальных систем можно найти в
самых различных областях, таких как аэронавтика, экология, экономика, эпидемио-
логия, финансы, медицина, робототехника, и многих других.

В настоящей работе рассматриваются импульсные дифференциальные системы
с фиксированными моментами импульсного воздействия, состояние которых описы-
вается конечным набором параметров. Такие системы находят наиболее широкие
приложения. Решения импульсных дифференциальных систем являются разрывны-
ми кусочно-гладкими функциями, но понятие устойчивости по Ляпунову и основ-
ные известные результаты теории устойчивости почти без измениний переносятся на
импульсные дифференциальные системы с фиксированными моментами импульсно-
го воздействия. Метод функций Ляпунова остается основным аппаратом исследова-
ния устойчивости и для нелинейных импульсных дифференциальных систем [1]–[8].
Естественным обобщением классического второго метода Ляпунова было примене-
ние кусочно-гладких функций Ляпунова [4]. Несмотря на большой поток публика-
ций, посвященных импульсным дифференциальным системам, так называемые кри-
тические случаи устойчивости стационарных решений и тесно связанные с ними
локальные качественные изменения в структуре решений импульсных дифферен-
циальных систем (бифуркации) еще мало исследованы. Этим вопросам посвящено
лишь несколько десятков статей, в частности, [8]–[16]. Содержательный обзор ос-
новных результатов качественной теории импульсных дифференциальных систем по
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состоянию на начало 2020-х дает вторая глава монографии [17]. В этой связи следует
отметить также книгу [18].

Настоящая статья посвящена критическому случаю устойчивости стационарно-
го решения периодической импульсной дифференциальной системы, когда матрица
монодромии линейного приближения имеет комплексно сопряженные мультиплика-
торы. В статье авторов [12] описан алгоритм вычисления первой ляпуновской вели-
чины1 точки покоя периодической импульсной дифференциальной системы второго
порядка в предположении, что матрица линейного приближения дифференциальной
подсистемы импульсной системы имеет вещественный спектр. В настоящей работе
этот алгоритм реализован для случая комплексного спектра. Таким образом, полно-
стью завершено исследование критического случая устойчивости нулевого решения
периодической импульсной дифференциальной системы второго порядка в общем
положении.

Статья организована следующим образом: в первом разделе вместе с постанов-
кой задачи проанализирована одна особенность импульсных дифференциальных си-
стем рассматриваемого типа, вообще характерная для некоторых семейств гибрид-
ных систем [19], [20], а именно, импульсная дифференциальная система может иметь
асимптотически устойчивое нулевое решение даже при условии, что обе её подсисте-
мы неустойчивы; во втором разделе уточняется постановка задачи и система при-
водится к специальному виду; в третьем разделе задача об устойчивости нулевого
решения импульсной дифференциальной системы сводится к задаче об устойчивости
неподвижной точки полиномиального отображения; в четвертом разделе отображе-
ние приводится к нормальной форме. В процессе нормализации выводится искомая
формула первой ляпуновской величины.

1. Постановка задачи

Рассмотрим вещественную периодическую импульсную дифференциальную си-
стему второго порядка

ẋ =Ax+ f(x), t ̸= τk = kθ, (1)

x(t+) =Bx(t) + g(x(t)), t = τk, (2)

где x=(x1, x2), x(t+)= lims→t+0 x(s), A,B{in}R2×2 — постоянные матрицы с веще-
ственными элементами, причем матрица A имеет комплексные собственные значения

1Первая ляпуновская величина — числовой показатель, определяющий тип устойчивости ну-
левого решения автономной нелинейной дифференциальной системы второго порядка в критиче-
ском случае. Впервые этот показатель систематически использовался в фундаментальном труде
А. М.Ляпунова «Общая задача об устойчивости движения», Харьков, 1892 г.
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λ1,2=α± iβ и приведена к канонической форме

A =

(
α −β
β α

)
, B =

(
b11 b12
b21 b22

)
, detB > 0,

f, g : R2 → R2 определены и непрерывно дифференцируемы в некоторой окрестно-
сти начала координат в R2, f(0)=g(0)=0, ∂f

∂x
(0)= ∂g

∂x
(0)=0, θ>0, k=0, 1, 2, . . . . Реше-

ния системы (1)–(2) есть удовлетворяющие ей, непрерывные слева, кусочно-гладкие
функции x : R → R2, t 7→ x(t), имеющие разрывы первого рода в моменты импульс-
ного воздействия τk [1]–[4]. Системы вида (1)–(2) иногда называют автономными
импульсными системами, имея в виду то, что правые части системы не зависят
явно от независимой переменной и момента импульсного воздействия.

Линейная система ẋ=Ax имеет характерную фундаментальную матрицу:

Φ(t) = eαt

(
cos βt − sin βt

sin βt cos βt

)
,

поэтому линеаризация периодической импульсной дифференциальной системы (1)–
(2)

ẋ = Ax, t ̸= τk, x(t+) = Bx(t), t = τk, (3)

имеет матрицу монодромии следующего вида

M = eθAB = eαθ

(
b11 cos βθ − b21 sin βθ b12 cos βθ − b22 sin βθ

b11 sin βθ + b21 cos βθ b12 sin βθ + b22 cos βθ

)
. (4)

Спектр двумерной матрицы M задают её след trM и определитель detM :

trM = eαθ [(b11 + b22) cos βθ + (b12 − b21) sin βθ] ,

detM = e2αθ(b11b22 − b12b21) = e2αθ detB.
(5)

Поэтому мультипликаторы матрицы монодромии ρ1, ρ2 будут комплексно сопряжены
если и только если выполняется неравенство (trM)2 < 4 detM или

|(b11 + b22) cos βθ + (b12 − b21) sin βθ| < 2
√
detB. (6)

Положим

κ = (b11 + b22)
2 + (b12 − b21)

2 =
2∑

k,s=1

b2ks + 2detB.

Из очевидного неравенства a2+ b2 ≥ 2|ab| следует, что κ ≥ 4 detB. Поэтому неравен-
ство (6) можно представить в виде

|sin(βθ + ψ)| < 2
√
detB√
κ

≤ 1, (7)
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где

sinψ =
b11 + b22√

κ
, cosψ =

b12 − b21√
κ

.

Пусть при заданных матрице B и числе θ>0 число β>0 удовлетворяет неравен-
ству (7). Тогда при всяком α∈R мультипликаторы ρ1, ρ2 будут комплексно сопряжены
и, следовательно,

|ρ1|2 = |ρ2|2 = detM = e2αθ detB. (8)

Поэтому линеаризация (3) будет экспоненциально устойчива, если detM<1, то есть
при условии

α < α0 =
1

θ
ln

1√
detB

.

Импульсные дифференциальные системы можно отнести к обширному классу
так называемых гибридных систем [19], [20], специфической особенностью которых
является возможность асимптотической устойчивости системы даже при условии
неустойчивости всех подсистем. Подобное явление наблюдается и в классе импульс-
ных дифференциальных систем. Это легко продемонстрировать на примере перио-
дической импульсной системы (1)–(2).

Лемма 1. Пусть выполнены условия

(i) собственные значения µ1, µ2 матрицы B удовлетворяют неравенствам

0 < detB = µ1µ2 < 1, 0 < |µ1| < 1 < |µ2|;

(ii) число βθ удовлетворяет неравенству:

|(b11 + b22) cos βθ + (b12 − b21) sin βθ| < 2
√
detB;

(iii) 0 < α < α0 =
1

θ
ln

1√
detB

.

Тогда нулевое решение импульсной дифференциальной системы (1)–(2) асимп-
тотически (экспоненциально) устойчиво несмотря на то, что обе подсистемы ли-
неаризации (3) неустойчивы.

Доказательство утверждения непосредственно следует из приведенных выше
неравнств.

При α=α0 линеаризация (3) становится всего лишь устойчивой по Ляпунову и
в импульсной дифференциальной системе (1)–(2) возникает критический случай
устойчивости нулевого решения. Величина α играет роль бифуркационного пара-
метра. При α>α0, как показано в статье авторов [11], в системе (1)–(2) в окрестности
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стационарного решения x=0 возникает почти периодическое решение малой ампли-
туды. Поведение этого решения зависит от типа устойчивости нулевого решения им-
пульсной дифференциальной системы (1)–(2) в критическом случае при α=α0.

Дальнейшие разделы настоящей статьи посвящены описанию алгоритма вычис-
ления первой ляпуновской величины — числового показателя, знак которого опреде-
ляет, будет ли нулевое решение импульсной дифференциальной системы устойчивым
или неустойчивым в критическом случае.

2. Предварительные преобразования

Для исследования критического случая устойчивости в импульсной дифференци-
альной системе вида (1)–(2) уточним постановку задачи. Предположим, что функции
f и g в правой части системы достаточно гладкие для того, чтобы система допускала
представление

ξ̇ =Aξ +
∑

|m|=2,3

ξmfm +R(ξ), t ̸= τk = kθ, (9)

ξ(t+) =Bξ(t) +
∑

|m|=2,3

[ξ(t)]mgm +Q(ξ), t = τk, (10)

где m=(m1,m2)≥0 — мультииндекс, m1, m2 — целые неотрицательные чис-
ла, |m|=m1 + m2, ξ=(ξ1, ξ2)

T , ξm=ξm1
1 ξm2

2 , fm=(f
(1)
m , f

(2)
m )T , gm=(g

(1)
m , g

(2)
m )T∈R2,

R(ξ)=o(|ξ|3), Q(ξ)=o(|ξ|3) при |ξ| → 0, | · | — норма в R2, k = 0, 1, 2, . . . .
Как уже было показано, линейное приближение (линеаризация) импульсной диф-

ференциальной системы (9)–(10)

ξ̇ = Aξ, t ̸= τk, ξ(t+) = Bξ(t), t = τk, (11)

имеет матрицу монодромии

M = eαθ

(
b11 cos βθ − b21 sin βθ b12 cos βθ − b22 sin βθ

b11 sin βθ + b21 cos βθ b12 sin βθ + b22 cos βθ

)
.

Её мультипликаторы будут иметь вид ρ1,2=e
±iγ тогда и только тогда, когда выпол-

нены условия
10) e2αθ |(b11 + b22) cos βθ + (b12 − b21) sin βθ| < 2,

20) e2αθ (b11b22 − b12b21) = 1.
(12)

Дополнительно мы потребуем, чтобы они не были вещественными числами, то есть
γ ̸=πk, k=0, 1, 2, . . . . Как мы постоянно подчеркиваем, в данной статье рассматрива-
ются только системы общего положения, где случай вещественных мультипликато-
ров ρ1,2=± 1 не может возникнуть.
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При выполнении условий (12) в случае общего положения, когда величина γ

не является рационально соизмеримой с π, все нетривиальные решения линеариза-
ции (11) являются почти периодическими. При этом разрывная траектория каждого
непродолжаемого решения всюду плотно заполняет некоторую кольцевую окрест-
ность, окружающую начало координат фазовой плоскости. В случае соизмеримости
γ и π все решения линеаризации периодические. Таким образом, система линейно-
го приближения (11) всего лишь устойчива по Ляпунову и возникает критический
случай, когда тип устойчивости нулевого решения полной системы (9)–(10) в случае
общего положения определяют коэффициенты f

(j)
m , g(j)m , j=1, 2, одночленов второй и

третьей степени в правой части импульсной дифференциальной системы (9)–(10).

Пример 1. Рассмотрим линейную периодическую импульсную систему, у которой
дифференциальная система имеет особую точку типа «фокус», а импульсный опера-
тор задан скалярной матрицей:

ẋ1 = αx1 − βx2, ẋ2 = βx1 + αx2, t ̸= τk = kθ,

x1(t
+) = e−αθ0x1(t), x2(t

+) = e−αθ0x2(t), t = τk.
(13)

Матрица монодромии системы (13) имеет мультипликаторы ρ1,2=exp[α(θ−θ0)± iβθ].
При θ=θ0 в случае общего положения все решения являются почти периодическими
и разрывные трактории непродолжаемых решений всюду плотно заполняют кольце-
вую окрестность нуля.

Положим α=0.3, θ0=θ=1, тогда ρ1,2=exp(±iβ). В случае общего положения тра-
ектории системы плотно заполняют идеальные кольцевые окрестности нуля фазовой
плоскости (см. рисунок 1(a)). Если β соизмерима с π, то все ненулевые решения си-
стемы будут периодическими (см. рисунок 1(b)).

(a) β=1 (b) β=π/3

Рис. 1. Траектории системы (13)

Траектории на рисунках 1(a) и 1(b) начинаются в одних и тех же точках.
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Перейдем в системе (9)–(10) к более удобным комплексно сопряженным перемен-
ным x1, x2:

x1=(ξ1 + iξ2) /2, x2=(ξ1 − iξ2)/2 = x̄1,

ξ1 = x1 + x2, ξ2 = i(x2 − x1).
(14)

Здесь и далее черта над символом означает комплексное сопряжение. В новых пере-
менных исходная импульсная система (9)–(10) примет вид

ẋ =Ax+
∑

|m|=2,3

xmfm + R(x), t ̸= τk = kθ, (15)

x(t+) =Bx(t) +
∑

|m|=2,3

[x(t)]mgm + Q(x(t)), t = τk, (16)

где x=(x1, x2), R(x)=(r1(x), r2(x))T , Q(x)=(q1(x),q2(x))
T , rs(x)=o(|x|3), qs(x)=o(|x|3)

при |x| → 0, |x|=√
x1x2=|x1|=|x2|, s=1, 2,

A =

(
α + iβ 0

0 α− iβ

)
, B =

(
b11 b12

b̄12 b̄11

)
,

b11 =
1

2
(b11 + b22) +

i

2
(b21 − b12), b12 =

1

2
(b11 − b22) +

i

2
(b21 + b12). (17)

В покоординатной записи опускаем комплексно сопряженные уравнения:

ẋ1 =(α + iβ)x1 +
∑

|m|=2,3

f(1)m xm1
1 xm2

2 + r1(x), t ̸= τk = kθ, (18)

x1(t
+) =b11x1(t) + b12x2(t) +

∑
|m|=2,3

g(1)
m xm1

1 (t)xm2
2 (t) + q1(x(t)), t = τk. (19)

Укажем явный вид коэффициентов одночленов второй и третьей степени:

f(1)20 =
1

2

(
f
(1)
20 + f

(2)
11 − f

(1)
02

)
+
i

2

(
f
(2)
20 − f

(1)
11 − f

(2)
02

)
,

f(1)11 = f
(1)
20 + f

(1)
02 + i

(
f
(2)
20 + f

(2)
02

)
,

f(1)02 =
1

2

(
f
(1)
20 − f

(2)
11 − f

(1)
02

)
+
i

2

(
f
(2)
20 + f

(1)
11 − f

(2)
02

)
;

(20)

f(1)30 =
1

2

(
f
(1)
30 + f

(2)
21 − f

(1)
12 − f

(2)
03

)
+
i

2

(
f
(2)
30 − f

(1)
21 − f

(2)
12 + f

(1)
03

)
,

f(1)21 =
1

2

(
3f

(1)
30 + f

(2)
21 + f

(1)
12 + 3f

(2)
03

)
+
i

2

(
3f

(2)
30 − f

(1)
21 + f

(2)
12 − 3f

(1)
03

)
,

f(1)12 =
1

2

(
3f

(1)
30 − f

(2)
21 + f

(1)
12 − 3f

(2)
03

)
+
i

2

(
3f

(2)
30 + f

(1)
21 + f

(2)
12 + 3f

(1)
03

)
,

f(1)03 =
1

2

(
f
(1)
30 − f

(2)
21 − f

(1)
12 + f

(2)
03

)
+
i

2

(
f
(2)
30 + f

(1)
21 − f

(2)
12 − f

(1)
03

)
.

(21)
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Формулы для коэффициентов g(1)
m в импульсном операторе (19) такие же, то есть

получаются из (21) заменой символа f на символ g. В силу комплексной сопряжен-
ности переменных x1 и x2 выполнены соотношения:

f(2)m1m2
= f

(1)

m2m1
, g(2)

m1m2
= ḡ(1)

m2m1
. (22)

При выполнении условий (12) матрица монодромии линейного приближения си-
стемы (15)–(16)

M =

(
eλ1θb11 eλ1θb12

eλ2θb̄12 eλ2θb̄11

)
(23)

имеет мультипликаторы ρ1,2 = e±iγ, γ ̸= πk, k = 0, 1, 2, . . . .
Можно заметить, что матрицы A, B и M имеют одинаковую структуру, а именно,

M =

(
a b

b̄ ā

)
, a, b ∈ C. (24)

Обозначим через M2×2 множество всех матриц вида (24). Это множество за-
мкнуто относительно обычных операций сложения и умножения матриц, а также
относительно операции умножения на вещественное число, то есть имеет структуру
линейного пространства над полем вещественных чисел R. Семейство M2×2 является
группой относительно операции сложения матриц, а подмножество невырожденных
матриц вида (24) есть группа относительно операции умножения.

Множество всех упорядоченных пар комплексно сопряженных комплексных чи-
сел {(z, z̄)} является линейным пространством над полем вещественных чисел R и
оно инвариантно относительно линейных преобразований с матрицами из M2×2. Так-
же легко показать: если A ∈ M2×2, то etA ∈ M2×2 при любом t ∈ R.

Поскольку и определитель, и след матрицы вида (24) являются вещественными,
то такие матрицы имеют либо вещественный спектр, либо комплексно сопряженный.
Однако, в отличие от вещественных матриц, собственные векторы с комплексно со-
пряженными собственными значениями в общем случае уже нельзя взять комплекс-
но сопряженными, но эти векторы можно выбрать так, что они образуют матрицу
вида (24).

Выполним линейное преобразование фазовых переменных x=Ψ(t)y с периоди-
ческой матрицей, приводящее импульсную дифференциальную систему (15)–(16) к
специальному виду

ẏ =
∑

|m|=2,3

f̃m(t)ym + R̃(t, y), t ̸= τk, (25)

y(τ+k ) = My(τk) +
∑

|m|=2,3

g̃m [y(τk)]
m + Q̃(t, y), (26)
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16 О. В. Анашкин, О. В. Юсупова

где R̃(t, y)=o(|y|3), Q̃(t, y)=o(|y|3) при |y|→0 равномерно по t∈R. Это преобразова-
ние подробно описано в статье авторов [12]. Далее нам потребуются формулы для
коэффициентов системы (25)–(26), выведенные в [12],

g̃(j)
m =g(j)

m eλ1θ, f̃
(j)

m (t)=f(j)m e[λj−(m,λ)](θ−t)=f(j)m eDmj(θ−t), j=1, 2, 0<t≤θ, (27)

λ=(λ1, λ2), (m,λ)=m1λ1 +m2λ2, Dmj=λj − (m,λ), j=1, 2, |m|=2, 3. (28)

Здесь λ1,2=α±iβ — собственные значения матрицы A.

Переменные y1, y2 системы (25)–(26) комплексно сопряжены, поэтому для коэф-
фициентов этой системы выполняются соотношения, аналогичные (22).

3. Сведение аналоговой задачи к дискретной

Обозначим через y(t, y0) решение системы (25)–(26), удовлетворяющее началь-
ному условию y(0+)=y0. Для аппроксимации отображения за период, порождаемого
нелинейным уравнением (25), разложим решение y(t, y0) в ряд по степеням началь-
ного значения y0:

y(t, y0) = y0 +
∑
|m|≥2

sm(t)y
m
0 , sm(0) = 0, |m| ≥ 2. (29)

Найдем приближенное значение величины y(θ, y0), оставляя в ряду (29) слага-
емые до третьей степени включительно. Формулы для коэффициентов разложения
возьмем из [12]:

s(j)m (θ) =
f(j)m

Dmj

(
eDmjθ − 1

)
, |m| = 2, j = 1, 2, (30)

s
(j)
30 (θ) = f(j)30

eD30jθ − 1

D30j

+ 2C(20,1;20,j)f
(1)
20 f(j)20 + C(20,2;11,j)f

(2)
20 f(j)11 ,

s
(j)
21 (θ) = f(j)21

eD21jθ − 1

D21j

+ 2C(11,1;20,j)f
(1)
11 f(j)20 +

+
(
C(20,1;11,j)f

(1)
20 + C(11,2;11,j)f

(2)
11

)
f(j)11 + 2C(20,2;02,j)f

(2)
20 f(j)02 ,

s
(j)
12 (θ) = f(j)12

eD12jθ − 1

D12j

+ 2C(11,2;02,j)f
(2)
11 f(j)02 +

+
(
C(02,2;11,j)f

(2)
02 + C(11,1;11,j)f

(1)
11

)
f(j)11 + 2C(02,1;20,j)f

(1)
02 f(j)20 ,

s
(j)
03 (θ) = f(j)03

eD03jθ − 1

D03j

+ 2C(02,2;02,j)f
(2)
02 f(j)02 + C(02,1;11,j)f

(1)
02 f(j)11 ,

(31)

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2025, 4
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где

C(n,k;l,j) =
eDnkθ

[
Dlj(e

−Dnkθ − 1) +Dnk(e
Dljθ − 1)

]
DnkDlj (Dnk +Dlj)

, |n| = |l| = 2, k, j = 1, 2. (32)

Подставляя разложение y(θ, y0) в формулу оператора импульсного воздей-
ствия (26), найдем приближеное значение y(θ+, y0) с точностью до членов третьей
степени включительно, а именно,

y(θ+, y0) ≈ My0+
3∑

|m|=2

ym0 pm, pm = (p(1)m , p(2)m )T , p(1)m ∈ C, p(2)m = p(2)m1m2
= p̄(1)m2m1

, (33)

где
pm = g̃m + Msm(θ), если |m| = 2; (34)

p30 = g̃30 + Ms30(θ) + 2s
(1)
20 (θ)g̃20 + s

(2)
20 (θ)g̃11,

p21 = g̃21 + Ms21(θ) + 2s
(1)
11 (θ)g̃20 +

(
s
(1)
20 (θ) + s

(2)
11 (θ)

)
g̃11 + 2s

(2)
20 (θ)g̃02,

p12 = g̃12 + Ms12(θ) + 2s
(1)
02 (θ)g̃20 +

(
s
(2)
02 (θ) + s

(1)
11 (θ)

)
g̃11 + 2s

(2)
11 (θ)g̃02,

p03 = g̃03 + Ms03(θ) + 2s
(2)
02 (θ)g̃02 + s

(1)
02 (θ)g̃11.

(35)

В результате проблема устойчивости нулевого решения системы (9)–(10) сводится
к проблеме устойчивости неподвижной точки двумерного полиномиального отобра-
жения P : C2 → C2:

u′ = P (u) = Mu+
∑

|m|=2,3

umpm, u = (u1, u2)
T , u2 = ū1, (36)

в критическом случае, когда матрица M линеаризации отображения в нуле имеет
комплексно сопряженные собственные значения, равные по модулю единице. Этот
критический случай хорошо изучен и результаты кратко изложены в монографии
Л. Г.Хазина и Э.Э.Шноля [21, c. 197].

4. Вычисление первой ляпуновской величины

Если матрица монодромии уже имеет канонический вид M=diag(eiγ, e−iγ), то ис-
комое значение первой ляпуновской величины равно L=Re A , где A вычисляется
по формуле (12), в которой числа F21, F20, F11, F02 следует заменить на соответству-
ющие коэффициенты p

(1)
m векторного полинома P (u) в (36). В общем случае сначала

приведем матрицу M линейной части полинома P (u) к диагональному виду.
Собственные значения матрицы M имеют вид

ρ1,2 =
trM

2
± i

√
4− (trM)2

2
= e±iγ,
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18 О. В. Анашкин, О. В. Юсупова

где значение γ ̸= kπ определяет равенство

cos γ =
trM

2
, γ ̸= kπ.

Здесь мы учли тот факт, что trM = trM , detM = detM (см. формулы (4), (5)).
Собственный вектор h1 = (h1, h2)

T матрицы M с собственным значением eiγ опре-
делим как решение уравнения

(b11e
λ1θ − eiγ)h1 + b12e

λ1θh2 = 0

и положим
h1 = b12e

λ1θ, h2 = eiγ − b11e
λ1θ.

Второй собственный вектор определим как h2 = (h̄2, h̄1)
T .

К каноническому виду матрицу M приводит линейная замена переменных
u = Cz, где C = (h1h2) ∈ M2×2:

C =

(
h1 h̄2
h2 h̄1

)
=

(
b12e

λ1θ e−iγ − b̄11e
λ2θ

eiγ − b11e
λ1θ b̄12e

λ2θ

)
, detC = |h1|2 − |h2|2 ̸= 0. (1)

Столбцы матрицы C уже не являются комплексно сопряженными. По этой причине,
начиная с этого места, мы уже не можем пользоваться формулами из [12], которые
были получены в предположении, что матрица A линейного приближения диффе-
ренциальной системы в исходной импульсной дифференциальной системе (9)–(10)
имеет вещественный спектр.

В покоординатной записи замена примет вид:

u1 = h1z1 + h̄2z2, u2 = h2z1 + h̄1z2 = ū1. (2)

Тогда

z = C−1u =
1

detC

(
h̄1 −h̄2
−h2 h1

)
u

или

z1 =
h̄1

detC
u1 −

h̄2
detC

u2, z2 =
−h2
detC

u1 +
h1

detC
u2 = z̄1. (3)

Производя замену переменных в формуле отображения (36), получим

Cz′ = P (Cz) = MCz +
∑

|m|=2,3

[Cz]mpm. (4)

Следовательно,
z′ = C−1MCz +

∑
|m|=2,3

[Cz]mC−1pm. (5)
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Оставляя только первую координату, получим скалярное отображение F : C → C:

z′1 = eiγ +
∑

|m|=2,3

h̄1p
(1)
m − h̄2p

(2)
m

detC
(h1z1 + h̄2z2)

m1(h2z1 + h̄1z2)
m2 (6)

или
z′1 = F (z) = eiγz1 +

∑
|m|=2,3

Fmz
m1
1 zm2

2 . (7)

Найдем явный вид коэффициентов Fm в (7). Для этого введем следующее обозначе-
ние:

ηm =
h̄1p

(1)
m − h̄2p

(2)
m

detC
=
h̄1p

(1)
m − h̄2p

(2)
m

|h1|2 − |h2|2
. (8)

Раскроем скобки в произведениях (h1z1 + h̄2z2)
m1(h2z1 + h̄1z2)

m2 с m1 +m2 = 2:

(h1z1 + h̄2z2)
2 = h21z

2
1 + 2h1h̄2z1z2 + h̄22z

2
2 ,

(h1z1 + h̄2z2)(h2z1 + h̄1z2) = h1h2z
2
1 + (|h1|2 + |h2|2)z1z2 + h̄1h̄2z

2
2 ,

(h2z1 + h̄1z2)
2 = h22z

2
1 + 2h2h̄1z1z2 + h̄21z

2
2 .

Теперь мы готовы записать сумму∑
|m|=2

ηm(h1z1 + h̄2z2)
m1(h2z1 + h̄1z2)

m2 =

= η20(h
2
1z

2
1 + 2h1h̄2z1z2 + h̄22z

2
2)+

+ η11(h1h2z
2
1 + (|h1|2 + |h2|2)z1z2 + h̄1h̄2z

2
2)+

+ η02(h
2
2z

2
1 + 2h2h̄1z1z2 + h̄21z

2
2) =

=
∑
|m|=2

Fmz
m1
1 zm2

2 .

Приводя подобные, получим формулы для коэффициентов Fm, |m| = 2,

F20 = h21η20 + h1h2η11 + h22η02,

F11 = 2h1h̄2η20 + (|h1|2 + |h2|2)η11 + 2h2h̄1η02,

F02 = h̄22η20 + h̄1h̄2η11 + h̄21η02.

(9)

Как нетрудно проверить, спектр ρ1 = eiγ, ρ2 = e−iγ линейной части отображе-
ния P (см. (36)) не имеет резонансов четного порядка, а в любом нечетном порядке
2k + 1, k = 1, 2, . . . , у него ровно два резонанса:

ρk+1
1 ρk2 = ρ1, и ρk1ρ

k+1
2 = ρ2.
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Поэтому в дальнейшем при приведении отображения к нормальной форме нам
понадобится лишь коэффициент F21 при единственном резонанасном мономе тре-
тьей степени z21z2 в правой части равенства (7). Раскроем скобки в произведениях(
h1z1 + h̄2z2

)m1
(
h2z1 + h̄1z2

)m2 с m1 + m2 = 3, принимая во внимание только резо-
нансный одночлен z21z2, (

h1z1 + h̄2z2
)3

= 3h21h̄2z
2
1z2 + . . . ,(

h1z1 + h̄2z2
)2 (

h2z1 + h̄1z2
)
=
(
h21z

2
1 + 2h1h̄2z1z2 + h̄22z

2
2

) (
h2z1 + h̄1z2

)
=

= z21z2
(
h21h̄1 + 2h1h̄2h2

)
+ . . . ,(

h1z1 + h̄2z2
) (
h2z1 + h̄1z2

)2
=
(
h1z1 + h̄2z2

) (
h22z

2
1 + 2h2h̄1z1z2 + h̄21z

2
2

)
=

= z21z2
(
h22h̄2 + 2h2h̄1h1

)
+ . . . ,(

h2z1 + h̄1z2
)3

= 3h22h̄1z
2
1z2 + . . . .

Теперь, приводя подобные, получим∑
|m|=3

ηm
(
h1z1 + h̄2z2

)m1
(
h2z1 + h̄1z2

)m2 =
∑
|m|=3

Fmz
m1
1 zm2

2 =

= z21z2
[
3h21h̄2η30 +

(
|h1|2 + 2|h2|2

)
h1η21 +

(
|h2|2 + 2|h1|2

)
h2η12 + 3h22h̄1η03

]
+ . . . .

Следовательно,

F21 = 3h21h̄2η30 +
(
|h1|2 + 2|h2|2

)
h1η21 +

(
|h2|2 + 2|h1|2

)
h2η12 + 3h22h̄1η03. (10)

Далее необходимо привести отображение (7) к нормальной форме до одночленов
третьей степени включительно. Эта процедура детально описана в статье [12]. В
результате мы приходим так называемому модельному отображению [21, с.197]:

w′ = eiγw(1 + A |w|2), w ∈ C, (11)

A = F21e
−iγ+

+ F20F11

(1− e−iγ)(2− e−iγ)e−iγ

|eiγ − 1|2
+ |F11|2

e−iγ − 1

|eiγ − 1|2
+ |F02|2

2(e−i3γ − 1)

|ei3γ − 1|2
. (12)

Как доказано в [11], знак первой ляпуновской величины L=Re A определяет
характер устойчивости нулевого решения исходной импульсной дифференциальной
системы (9)–(10) по Ляпунову, а именно, при L<0 нулевое решение асимптотически
устойчиво, а при L>0 — неустойчиво.
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Рассмотрим несколько иллюстративных примеров применения формулы (12).
Рассматриваются как системы с числовыми коэффициентами, так и системы с па-
раметрами. Для вычисления значения первой ляпуновской величины L=Re A ис-
пользуется специальная программа, работающая в среде некоммерческого пакета
символьных вычислений Maxima, позволяющая находить в явном виде зависимость
величины L=Re A от параметров.

Пример 2. Рассмотрим линейную импульсную систему

ẋ1 = αx1 − βx2, ẋ2 = βx1 + αx2, t ̸= τk = kθ,

x1(t
+) = (2/3) exp(−0.2)x1, x2(t

+) = (3/2)x2, t = τk.
(13)

Положим θ = 1, α = 0.1, β = π/3, Коэффициенты подобраны так, что матрица мо-
нодромии имеет мультипликаторы ρ1,2 = exp(±iγ), где γ не соизмерима с π, поэтому
все решения почти периодические.

(a) T=60 (b) T=500

Рис. 2. Траектории системы (13) на промежутке 0<t≤T

Пример 3. Добавим в систему (13) нелинейное возмущение и увеличим значение
бифуркационного параметра, полагая α = 0.2 > 0.1:

ẋ1 = 0.2x1 − (π/3)x2 − x31, ẋ2 = (π/3)x1 + 0.2x1 − x32, t ̸= τk = kθ,

x1(t
+) = (2/3) exp(−0.2)x1, x2(t

+) = (3/2)x2 + x1x2, t = τk.
(14)

Рисунок 3 является иллюстрацией к теореме о рождении почти периодического
решения из точки покоя, опубликованной в статье авторов [11]: система линейного
приближения импульсной дифференциальной системы становится экспоненциаль-
но неустойчивой и в окрестности нуля возникает асимптотически устойчивое почти
периодическое решение, траектория которого плотно заполняет кольцевую окрест-
ность нуля. На рисунке 3(a) изображена траектория, начинающаяся в точке (0.1, 0.1)
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и стремящаяся к предельной почти периодической траектории изнутри. На рисун-
ке 3(b) траектория начинается в точке (0.7,−0.8) (она находится за пределами кар-
тинки) и стремится к предельной траектории снаружи.

(a) x1(0)=x2(0) = 0.1 (b) x1(0)=0.7, x2(0) = −0.8

Рис. 3. Траектории системы (14) на промежутке 0<t≤300

Отметим, что в этом примере первая ляпуновская величина отрицательная,
L=− 0.83985, т. е. в критическом случае нулевое решение асимптотически устойчиво
(но не экспоненциально).

Пример 3а. Модифицируем пример №3, заменяя числовые коэффициенты в нели-
нейных слагаемых параметрами:

ẋ1 = 0.2x1 − (π/3)x2 + ax31, ẋ2 = (π/3)x1 + 0.2x1 + ax32, t ̸= τk = kθ,

x1(t
+) = (2/3) exp(−0.2)x1, x2(t

+) = (3/2)x2 + bx1x2, t = τk,
(15)

С помощью пакета символьных вычислений Maxima из получаем следующую
формулу первой ляпуновской величины: L(a, b)=0.8205a − 0.019352b2. Как и следо-
вало ожидать, L(a, b) есть квадратичная функция. При этом коэффициент a при
одночлене третьей степени в правой части системы (15) входит в линейную часть
функции L(a, b), а коэффициент b при одночлене второй степени входит в квадра-
тичную часть. Для примера №3 получаем значение L(−1, 1)=− 0.83985 < 0.

Пример 4. Рассмотрим еще одну нелинейную импульсную дифференциальную си-
стему:

ẋ1 = 0.2x1 − (π/3)x2 − x1x2 − 2x31,

ẋ2 = (π/3)x1 + 0.2x1 + x21 − x32, t ̸= τk = kθ,

x1(t
+) = (2/3) exp(−0.2)x1 + x2x2x1, x2(t

+) = (3/2)x2 − 3x1x1, t = τk.

(16)
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(a) x1(0)=x2(0)=− 0.001 (b) x1(0)=0.8, x2(0)=− 0.7

Рис. 4. Траектории системы (16) на промежутке 0<t≤200

На рисунке 5 мы видим разрывный «притягивающий цикл» импульсной систе-
мы (16). В этом примере мы видим кольцевую окрестности начала координат фазо-
вой плоскости, которую всюду плотно заполняет траектория почти периодического
решения. Она сильно отличается по форме от кольцевой окрестности, которую «за-
метает» траектория решения линейного приближения (13) рассматриваемой системы
при критическом значении бифуркационного параметра (см. рис. 2).

Пример 4а. Введем в систему (16) параметры вместо числовых коэффициентов:

ẋ1 =0.2x1 − (π/3)x2 + f
(1)
11 x1x2 + f

(1)
03 x

3
1,

ẋ2 =(π/3)x1 + 0.2x1 + f
(2)
20 x

2
1 + f

(2)
03 x

3
2, t ̸= τk = kθ,

x1(t
+) = (2/3) exp(−0.2)x1(t) + g

(1)
12 x1(t)x

2
2(t),

x2(t
+) = (3/2)x2(t) + g

(2)
20 x

2
1(t), t = τk.

(17)

Расчет при помощи пакета компьютерной алгебры Maxima дает следующее вы-
ражение для первой ляпуновской величины:

L = 0.40335f
(2)
03 + 0.41714f

(1)
30 + 0.1475g

(1)
12 + 0.079002f

(2)
20 f

(1)
11 +

+ 0.085989f
(1)
11 g

(2)
20 − 0.07209

[
f
(1)
11

]2
. (18)

Отсюда для конкретных числовых коэффициентов в уравнении (16) снова получим
отрицательное значение первой ляпуновской величины: L=− 0.98326.

Первая ляпуновская величина L как функция коэффициентов одночленов вто-
рой и третьей степени в правой части имеет предсказуемый вид многочлена вто-
рой степени, как и в критическом случае пары чисто мнимых собственных значений
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матрицы линейного приближения автономной системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений. Но структура этого многочлена существенно отличается и это
видно уже по данному частному примеру. В отличие от дифференциальной системы
в формуле мы видим не только произведения коэффициентов одночленов второй сте-
пени, но и квадраты. Также вполне ожидаемо наблюдается большой разброс значе-
ний коэффициентов многочлена L, которые зависят от элементов матриц линейного
приближения импульсной системы.

Заключение

Критический случай устойчивости нулевого решения периодической испульсной
дифференциальной системы второго порядка, рассмотренный в этой статье, харак-
теризуется тем, что матрица монодромии линейного приближения имеет пару ком-
плексно сопряженных мультипликаторов вида eiγ, e−iγ. Это явление представляет-
ся аналогичным критическому случаю пары чисто мнимых собственных значений
матрицы линейного приближения автономной системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений, для которого имеется компактная формула первой ляпуновской
величины, представляющая собой многочлен второй степени относительно коэффи-
циентов разложения правой части автономной системы в ряд Маклорена до третьего
порядка. Формула (12) задает структуру первой ляпуновской величины отображе-
ния (или разностного уравнения) в виде характерного многочлена второй степени
относительно коэффициентов Fm полинома, задающего отображение (7).

Поскольку все преобразования, совершаемые с коэффициентами исходной им-
пульсной дифференциальной системы являются линейными, то первая ляпуновская
величина также будет многочленом второй степени относительно этих коэффициен-
тов. Однако из приведенных в предыдущих разделах формул очевидно, что явный
вид показателя L=Re A в зависимости от коэффициентов f (j)

m , g(j)m , |m|=2, 3, j=1, 2,
исходных уравнений (9)–(10) будет в общем случае чрезвычайно громоздким и пото-
му нет никакого практического смысла такую формулу выводить.

Значение первой ляпуновской величины для конкретной системы вида (9)–(10)
с числовыми коэффициентами f

(j)
m и g

(j)
m можно найти, последовательно вычисляя

значения комплексных чисел Fm по приведенным выше формулам. Конечно, даже
в этом случае не обойтись без помощи компьютера. Если же в системе имеются
параметры, то для получения явной зависимости первой ляпуновской величины от
этих параметров необходимо использовать средства компьютерной алгебры. Авто-
рами разработан комплекс таких программ, работающих в среде некоммерческой
системы символьных вычислений Maxima.
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Больше примеров применения этих программ для исследования бифуркации
рождения почти периодического решения из точки покоя импульсной системы и ана-
лиз влияния параметров на поведение траекторий в окрестности этого решения будут
рассмотрены в отдельной статье.
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Abstract. The article presents a comparative analysis of the applicability of the normal
and logistic distributions for modeling regional differences in cancer incidence across the Russian
Federation for the period 2007–2023. The research is based on official statistical data provided
by Rosstat (the Federal State Statistics Service) and the Russian Ministry of Health, both
frequentist (point) and Bayesian parameter estimates were derived for each distribution, and their
statistical properties. Model comparison was performed using cross-validation, the generalized
method of moments (GMM), and Q-Q plot analysis. The results indicate that after standardizing
the data by population size, the cancer incidence rate follows a distribution close to normal. The
normal distribution demonstrated the lowest cross-validation error (5.8413 versus 5.8428 for the
logistic distribution) and exhibited higher overall agreement with the empirical data. However,
the logistic distribution more accurately reproduced the sample moments (J-statistic: 0.000002
versus 0.000050). A weak left-skewed asymmetry was observed in the standardized incidence
rates, with a median of 364.37 cases per 100,000 population compared to a mean of 351.16,
although statistically detectable, this minor skewness lacks practical significance for most applied
modeling purposes, especially in the context of large-scale public health forecasting and resource
allocation. The findings support the appropriateness of using the normal distribution for practical
healthcare applications, including the assessment of regional disparities and forecasting medical
resource requirements. The primary objective of this research is to determine which of the two
candidate distributions — normal or logistic — provides a more appropriate statistical framework
for modeling and forecasting regional cancer incidence in the Russian Federation over the period
2007–2023.
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Введение

Онкологические заболевания остаются одной из наиболее серьезных проблем
здравоохранения в России. Согласно данным Всемирной организации здравоохра-
нения, в Российской Федерации ежегодно регистрируется около 600 тысяч новых
случаев злокачественных новообразований, что создает значительную нагрузку на
систему здравоохранений [1]. Анализ региональных различий в уровнях онкологи-
ческой заболеваемости позволяет выявлять аномальные зоны, оценивать эффектив-
ность профилактических программ и оптимизировать распределение медицинских
ресурсов [2].

В медицинской статистике [3] корректный выбор вероятностной модели распреде-
ления играет ключевую роль при оценке параметров, построении доверительных ин-
тервалов и проведении статистических тестов. Большинство исследований в области
онкологической эпидемиологии традиционно предполагают нормальность распреде-
ления показателей заболеваемости. Однако в последнее время появляются работы,
указывающие на возможность использования альтернативных распределений, таких
как логистическое, гамма-распределение или распределение Вейбулла, особенно при
анализе хвостовых частей распределений.

Логистическое распределение, часто применяемое в биологических и медицин-
ских исследованиях [4], обладает рядом преимуществ перед нормальным распреде-
лением: более тяжелые хвосты позволяют лучше описывать экстремальные значения,
а замкнутая форма функции распределения упрощает вычисления. В то же время
для нормального распределения разработаны наиболее полные статистические ме-
тоды и программные инструменты, что делает его предпочтительным при наличии
достаточных теоретических оснований. В отличие от зарубежных исследований, ана-
лизирующих распределение онкологической заболеваемости, исследования на основе
российских данных с применением сравнительного анализа различных вероятност-
ных моделей встречаются значительно реже. Это создает пробел в знаниях о стати-
стической природе онкологической заболеваемости в условиях российской системы
здравоохранения, особенно с учетом реализации национальных проектов в области
онкологии после 2018 года.

Цель исследования — сравнительный анализ применимости нормального [5] и
логистического распределений.

В рамках исследования поставлены задачи по предварительному анализу дан-
ных об онкологической заболеваемости по регионам России, оценка параметров нор-
мального и логистического распределений различными статистическими методами,
оценка качества приближения эмпирического распределения с помощью различных
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теоретических моделей, а также необходимость сформулировать практические реко-
мендации для системы здравоохранения на основе полученных результатов.

Научная новизна работы заключается в комплексном сравнении нормального
и логистического распределений для российских данных об онкологической забо-
леваемости с применением современных статистических методов, включая кросс-
валидацию [6] и байесовский подход.

1. Материалы и методы

В качестве исходных материалов использованы официальные статистические
данные о заболеваемости злокачественными новообразованиями в субъектах Россий-
ской Федерации за период 2007–2023 гг. Данные получены из открытых источников:
«Онкологическая помощь в регионах России с 2007 года» [7] и демографической ста-
тистики Росстата по численности населения регионов РФ [8].

Анализировались данные по всем локализациям злокачественных новообразова-
ний (коды С00-С96 по МКБ-10) для всего населения без разбиения по возрастным и
гендерным группам. Для снижения влияния численности населения на показатели
заболеваемости выполнен расчет относительного показателя — числа новых случает
на 100 тыс. населения для каждого региона и года наблюдения.

Итоговая выборка включала 1394 наблюдения, данные собраны с 86 регионов
на протяжении 17 лет. Проверка данных на наличие пропусков и экстремальных
значений показала их отсутствие после предварительной обработки (табл. 1).

Для оценки параметров распределений применен метод максимального правдо-
подобия (ММП), метод моментов (ММ) и байесовская апостериорная оценка с неин-
формированным априорным распределением.

Свойства полученных оценок (несмещенность, состоятельность, эффективность,
асимптотическая нормальность) исследовались с помощью бутстрэп-метода (1000
псевдовыборок). Проверка нормальности распределения бутстрэп-оценок выполня-
лась с использованием критерия Шапиро–Уилка.

Для сравнения качества моделей использованы кросс-валидация (5-кратная) с
оценкой средней отрицательной логарифмической вероятности, метод обобщенных
моментов (МОМ) с оценкой J-статистики по первым двум моментам, визуальный
анализ Q-Q plot и сравнение теоретических и эмпирических функций распределения.

При выборе между нормальным и логистическим распределениями предпочтение
отдавалось модели с минимальной кросс-валидационной ошибкой, поскольку этот
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метод оценивает качество предсказаний на новых данных и учитывает форму рас-
пределения в целом, в отличие от метода моментов, который фокусируется только
на отдельных характеристиках.

Таблица 1. Первые пять и последние пять строк исследуемых данных
после нормирования

1 Все злокачественные
новообразования (C00-96)

Белгородская
область 2007 5426,0 355,8032787

2 Все злокачественные
новообразования (C00-96)

Брянская
область 2007 4689,0 387,5206612

3 Все злокачественные
новообразования (C00-96)

Владимирская
область 2007 4575,0 331,7621465

4 Все злокачественные
новообразования (C00-96)

Воронежская
область 2007 7365,0 331,3090418

5 Все злокачественные
новообразования (C00-96)

Ивановская
область 2007 3947,0 403,5787321

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

1390 Все злокачественные
новообразования (C00-96)

Забайкальский
край 2023 3461,0 336,0194175

1391 Все злокачественные
новообразования (C00-96)

Чукотский
автономный округ 2023 116,0 241,6666667

1392 Все злокачественные
новообразования (C00-96)

Республика
Бурятия 2023 3618,0 365,4545455

1393 Все злокачественные
новообразования (C00-96)

Республика
Саха (Якутия) 2023 2481,0 245,6435644

1394 Все злокачественные
новообразования (C00-96)

Еврейская
автономная область 2023 552,0 368

2. Результаты и обсуждение

После нормирования на численность населения значения показателя варьировали
в диапазоне от 101,4 до 542,2 на 100 тыс. населения. Среднее значение составило
351,16, стандартное отклонение — 83,21. Коэффициент вариации снизился с 359,2%
до 23,7%, что указывает на приемлемую однородность данных после нормирования.

После нормирования на численность населения была построена гистограмма рас-
пределения показателя заболеваемости (рис. 1). Она отражает форму распределения
и позволяет визуально оценить его симметрию и наличие модальности.
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Рис. 1. Гистограмма распределения показателя заболеваемости после
нормирования

Анализ гистограммы выявляет унимодальное распределение с центром около
350–360 случаев на 100 тыс. населения. Форма приближается к симметричной, од-
нако наблюдается незначительный перекос влево, что указывает на преобладание
регионов с более высокими уровнями заболеваемости.

Это предположение подтверждается дальнейшим анализом эмпирической функ-
ции распределения (рис. 2).

Рис. 2. Эмпирическая функция распределения для нормированных
данных

График эмпирической функции распределения демонстрирует плавный харак-
тер возрастания и отсутствие резких скачков, что свидетельствует о стабильности
данных и отсутствии артефактов. Положение медианы (364,37) и моды (378,69) от-
носительно среднего значения (351,16) визуально подтверждает слабую левосторон-
нюю асимметрию, ранее выявленную на гистограмме. Данная особенность может
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быть связана с влиянием социально-экономических или экологических факторов в
отдельных регионах, но не оказывает существенного влияния на общую модель.

Точечные оценки параметров, полученные различными методами, представлены
в табл. 2.

Таблица 2. Результаты оценивания параметров распределений

Метод Математическое ожидание,
µ

Дисперсия,
σ2

Метод
максимального правдоподобия 351,16 6918,66

Метод моментов 351,16 6918,66
Байесовская
апостериорная оценка 351,16 6933,59

Сравнение оценок методов показало их высокую согласованность, что подтвер-
ждает состоятельность статистических процедур. Байесовская оценка дисперсии ока-
залась несколько выше оценок ММП и ММ, что отражает учет неопределенности
параметров. Анализ свойств оценок через бутстрэп-метод продемонстрировал:

1) незначительное смещение: –0,000008;
2) умеренную дисперсию оценок: 4,47;
3) высокое p-значение по критерию Шапиро–Уилка (0,4648), подтверждающее

асимптотическую нормальность;
4) стабильность оценок при увеличении размера выборки, подтверждающую со-

стоятельность.
При сравнении логистического и нормального распределений для описания эм-

пирических данных анализ начался с визуального сопоставления кривых функций
распределения. На рис. 3 представлены эмпирическая функция распределения и тео-
ретическая кривая нормального распределения.

Наблюдаемое соответствие между кривыми свидетельствует о том, что нормаль-
ное распределение достаточно точно отражает общую форму данных, включая сим-
метричность и концентрацию в центре.

На рис. 4 приведена аналогичная визуализация для логистического распределе-
ния. Кривая этого распределения также демонстрирует близкое совпадение с эмпи-
рической функцией, при этом несколько более выраженные хвосты логистического
распределения позволяют лучше охватить наблюдения на границах выборки.

Сравнение плотностей вероятности двух распределений представлено на рис. 5,
где наглядно видны различия в форме и поведении хвостов.
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Рис. 3. График эмпирической и теоретической функции распределения
(нормальное распределение)

Рис. 4. График эмпирической и теоретической функции распределения
(логистическое распределение)

Оба распределения показывают приемлемое соответствие данным, однако разли-
чия в форме кривых, особенно в областях крайних значений, указывают на потен-
циальное преимущество логистического распределения в случаях, где важна устой-
чивость к выбросам. Это объясняет его лучшую способность воспроизводить выбо-
рочные моменты, хотя и не приводит к преимуществу в прогнозной точности. Ви-
зуальная оценка, не является достаточным основанием для окончательного выбора,
однако позволяет выявить направление для дальнейшего количественного анализа с
использованием статистических критериев.

Сравнение нормального и логистического распределений по различным критери-
ям представлено в табл. 3.
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Рис. 5. Сравнение плотностей вероятности нормального и логистиче-
ского распределений

Таблица 3. Сравнение распределений

Критерий Нормальное
распределение

Логистическое
распределение

Коэффициент детерминации, R2 0,9810 0,9907
Кросс-валидационная ошибка 5,8413 5,8428
Метод обобщённых
моментов с оценкой J-статистики 0,000050 0,000002

Несмотря на лучшее соответствие выборочным моментам (J-статистика 0,000050
против 0,000002) и более точное воспроизведение формы распределения в централь-
ной части, логистическое распределение уступает нормальному по критерию кросс-
валидации (5,8413 против 5,8428). Это указывает на то, что несмотря на более точ-
ную подгонку к обучающей выборке, логистическая модель может быть склонна к
переобучению, тогда как нормальное распределение демонстрирует лучшую устой-
чивость и способность к обобщению.

Для более детальной оценки соответствия каждой модели были построены Q-Q
plot’ы, позволяющие выявить систематические отклонения в разных частях распре-
деления. Результаты для нормального распределения представлены на рис. 6.

Несмотря на лучшее соответствие выборочным моментам (J-статистика 0,000050
против 0,000002) и более точное воспроизведение формы распределения в централь-
ной части, логистическое распределение уступает нормальному по критерию кросс-
валидации (5,8413 против 5,8428). Это указывает на то, что несмотря на более точ-
ную подгонку к обучающей выборке, логистическая модель может быть склонна к
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переобучению, тогда как нормальное распределение демонстрирует лучшую устой-
чивость и способность к обобщению.

Для более детальной оценки соответствия каждой модели были построены Q-Q
plot’ы, позволяющие выявить систематические отклонения в разных частях распре-
деления. Результаты для нормального распределения представлены на рис. 6.

Рис. 6. Q-Q plot для нормального распределения

Точки на графике близки к диагональной линии, что подтверждает хорошее со-
ответствие нормальной модели. Небольшие отклонения наблюдаются лишь в левом
хвосте, что согласуется с установленной левосторонней асимметрией.

Аналогичный график для логистического распределения приведен на рис. 7.

Рис. 7. Q-Q plot для логистического распределения
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В отличие от нормального, логистическое распределение демонстрирует лучшее
соответствие в крайних квантилях, что обусловлено его более тяжелыми хвостами.
Также логистическое распределение демонстрирует более тесное приближение к диа-
гональной линии в центральной части, что свидетельствует о его повышенной спо-
собности воспроизводить форму данных. Тем не менее, для задач прогнозирования
и планирования здравоохранения ключевое значение имеет не только соответствие
центральным квантилям, но и стабильность модели на новых данных. Поскольку
кросс-валидация оценивает именно обобщающую способность, преимущество отдает-
ся нормальной модели, несмотря на её незначительное отставание в описании формы
распределения.

Выявленные статистические закономерности имеют важное практическое значе-
ние для системы здравоохранения:

1. Единая статистическая модель. Нормальное распределение может быть ис-
пользовано как базовая модель для прогнозирования онкологической заболеваемости
в российских регионах, что упрощает разработку унифицированных методик расчета
медицинских ресурсов.

2. Оптимизация скрининговых программ. Регионы с показателями заболеваемо-
сти более, чем на 2 стандартных отклонения выше среднего (более 517,58 на 100 тыс.
населения), могут быть приоритетными для усиления профилактических мероприя-
тий и скрининговых программ.

3. Планирование ресурсов. Полученные параметры распределения позволяют
оценить потребность в противораковых препаратах, диагностическом оборудовании
и кадрах с учетом региональной специфики.

Заключение

В работе описаны подходы сравнительного анализа нормального и логистическо-
го распределения.

В результате проведенного исследования установлено, что распределение пока-
зателя онкологической заболеваемости по регионам Российской Федерации после
нормирования близко как к нормальному, так и логистическому распределению.
Логистическое распределение точнее воспроизводит выборочные моменты и форму
центральной части распределения, однако нормальное распределение демонстриру-
ет лучшую обобщающую способность, о чем свидетельствует минимальная кросс-
валидационная ошибка. Это делает его предпочтительным выбором для практиче-
ских задач прогнозирования и планирования медицинских ресурсов.
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Полученные результаты имеют как теоретическое, так и практическое значение.
С теоретической точки зрения, они подтверждают применимость классических ста-
тистических моделей для описания медицинских показателей в условиях российской
системы здравоохранения. С практической точки зрения, нормальное распределение
может быть использовано для построения региональных прогнозов заболеваемости,
оптимизации распределения ресурсов онкологической помощи и разработки целевых
программ по борьбе с онкологическими заболеваниями.
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A survey of positioning methods for mobile robots in orchard
environments.

Golovanov N. S.

Abstract. A systematic review of positioning methods for mobile robots operating in
fruit orchard environments is presented. The study is motivated by the growing demand for
autonomous agricultural platforms performing spraying, fertilizing, phenotyping, and harvesting
operations, for which precise and robust localization is a fundamental prerequisite for safe and
efficient mission execution.

The specific challenges of orchard navigation are analyzed in detail. Dense tree canopy creates
a shielding effect for L-band satellite signals (1.2–1.6 GHz), causing signal attenuation of 10–
20 dB and multipath propagation errors of several meters. The dynamic visual environment,
characterized by foliage motion, illumination variations from canopy shadows, and seasonal crown
transformations, significantly degrades the stability of visual feature detection and tracking. The
regular row structure of orchards induces perceptual aliasing — geometrically similar scenes at
distinct locations are indistinguishable to the sensor system. Wheel slip on soft or uneven soil
leads to systematic odometry drift.

Four principal classes of positioning methods are systematically reviewed. GNSS (Global
Navigation Satellite System)-based navigation, including RTK (Real-Time Kinematic) systems,
achieves centimeter-level accuracy in open-sky conditions but degrades critically under canopy,
where RTK fix availability drops to 20–50% during the growing season due to signal blockage and
unfavorable satellite geometry, quantified by the PDOP (Position Dilution of Precision) indicator.
Visual odometry (VO) estimates robot motion from sequential images via feature detection,
descriptor matching, and epipolar geometry; stereo configurations resolve scale ambiguity through
triangulation. However, VO suffers from unbounded error accumulation (drift 0.5–5% of path
length) and degrades by a factor of 2–3 under foliage motion and variable illumination. LiDAR
(Light Detection and Ranging)-based localization employs point cloud registration algorithms —
ICP (Iterative Closest Point), NDT (Normal Distributions Transform), and KISS-ICP — and
demonstrates the highest robustness owing to illumination independence and direct geometric
measurement. Specialized orchard methods exploiting trunk extraction and row centerline fitting
achieve lateral accuracy of 0.02–0.05 m. Hybrid sensor fusion systems integrating LiDAR, IMU
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(Inertial Measurement Unit), and GNSS in tightly coupled factor-graph architectures achieve
centimeter-level accuracy while maintaining operational continuity during temporary GNSS
outages. A comparative analysis of accuracy, robustness, and computational complexity is
provided for each class through systematized tables.

Methods for enhancing visual information reliability under orchard conditions are reviewed:
semantic segmentation (MOLO-SLAM, DS-SLAM) for filtering dynamic elements from the
feature-tracking pipeline, deep-learned feature descriptors adapted to agricultural scenes with
repetitive structure and low texture, illumination-invariant keypoints based on spectral color
projections that decouple surface reflectance from lighting effects, and semantic object-level
matching exploiting the structural regularity of orchard rows.

Research gaps are identified. The majority of publications address global 6-DoF (Degrees
of Freedom) localization and full-environment SLAM (Simultaneous Localization and Mapping),
while three practically critical tasks of in-row navigation remain unresolved: binary in-row/out-
of-row state detection, distance-to-row-end estimation, and continuous lateral offset estimation
relative to the row centerline. Standard evaluation metrics ATE (Absolute Trajectory Error) and
RPE (Relative Pose Error) do not reflect the ability of a system to solve these in-row tasks.

Directions for future research are formulated, including lightweight local positioning methods
that do not require pre-built global maps, binary row-state classifiers based on LiDAR point
cloud geometry analysis, row-end distance estimators combining local trunk density features
with global boundary information, and Kalman-filtered lateral offset tracking robust to sensor
noise and occlusions.

Keywords: mobile robot, navigation, orchard, LiDAR, visual odometry, GNSS, sensor fusion,
SLAM, point cloud, survey.

Введение

Автономная навигация мобильных роботов в сельскохозяйственных условиях яв-
ляется одной из наиболее активно развивающихся областей современной робототех-
ники. Роботизированные платформы для выполнения агротехнических операций —
опрыскивания, внесения удобрений, мониторинга состояния растений, сбора уро-
жая — позволяют существенно повысить эффективность производства и снизить
трудозатраты. Однако практическое внедрение таких систем сдерживается нерешён-
ностью ряда задач, связанных с обеспечением точного и устойчивого позициониро-
вания робота в условиях плодовых садов.

Плодовый сад как операционная среда характеризуется совокупностью факто-
ров, существенно усложняющих задачу навигации по сравнению с типовыми сцена-
риями мобильной робототехники. Плотная крона деревьев создаёт экранирующий
эффект для спутниковых сигналов. Колебания листвы, изменения освещённости и
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сезонные трансформации кроны порождают нестабильный визуальный контекст. Ре-
гулярное расположение деревьев в рядах вызывает перцептивное наложение — раз-
личные участки сада выглядят идентично для сенсорной системы. Проскальзывание
колёс и неровности почвы приводят к систематическим ошибкам одометрии.

Для формализации задачи введём базовую модель. Положение робота описы-
вается вектором состояния xt = [xt, yt, αt]

T , где (xt, yt) — координаты, αt — курс.
Дискретная модель движения:

xt+1 = xt + [vt cosαt ·∆t, vt sinαt ·∆t, ωt ·∆t]T +wt, (1)

где vt, ωt — линейная и угловая скорости, wt — шум процесса. Задача локализации со-
стоит в оценке xt на основе последовательности измерений сенсоров, что формально
выражается как нахождение апостериорного распределения p(xt | z0:t,u0:t−1).

При этом для практических агротехнических операций критически важны не
столько глобальные координаты робота, сколько локальные метрики его положения
относительно структуры рядов: поперечное смещение от центральной линии ∆, про-
дольное положение вдоль ряда, а также бинарное определение нахождения внутри
или вне ряда.

Необходимо подчеркнуть, что подавляющее большинство публикаций по данной
тематике принадлежит зарубежным исследовательским группам; русскоязычные ра-
боты, посвящённые прецизионной навигации роботов в садовых условиях, немного-
численны, что дополнительно обусловливает актуальность настоящего обзора. Вме-
сте с тем отечественной школой накоплен значительный задел в смежных областях:
разработаны методы локального позиционирования наземных мобильных платформ
относительно линейной инфраструктуры [1], опубликован систематический обзор ме-
тодов визуальной навигации и vSLAM [2], исследованы алгоритмы автономной кор-
рекции навигационных систем в условиях недоступности GNSS [3], развиты методы
фильтрации и комплексирования данных бортовых сенсоров мобильных роботов [4].
Перенос этих наработок в специфическую среду плодового сада требует учёта рас-
смотренных выше особенностей.

Целью настоящей работы является систематический обзор современных методов
позиционирования мобильных роботов применительно к условиям плодового сада и
выявление направлений для дальнейших исследований. В разделе 1 рассматривается
GNSS-навигация. В разделе 2 — визуальная одометрия. В разделе 3 — LiDAR-методы.
В разделе 4 — гибридные системы. В разделе 5 — методы повышения надёжности
визуальной информации. В разделе 6 систематизируются выявленные пробелы и
формулируются направления дальнейших исследований.
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1. GNSS-навигация в условиях плодового сада

Глобальные навигационные спутниковые системы (GPS, ГЛОНАСС, Galileo,
BeiDou) являются основным средством глобального позиционирования. Системы
RTK (Real-Time Kinematic, кинематическое позиционирование в реальном времени)
обеспечивают точность 1–2 см в благоприятных условиях [5]. Однако в условиях
плодового сада их применение сопряжено с фундаментальными ограничениями.

Плотная листва создаёт физическое препятствие для радиоволн L-диапазона
(1,2–1,6 ГГц): затухание достигает 10–20 дБ в зависимости от плотности листвы и
влажности [6]. Отражение сигналов от стволов и ветвей порождает многолучевое
распространение, вызывающее систематические ошибки в несколько метров [7]. Ви-
димый участок неба в междурядьях ограничен узкой полосой, что сокращает число
доступных спутников и ухудшает геометрию созвездия (показатель PDOP — Position
Dilution of Precision, пространственный геометрический фактор точности). Качество
позиционирования существенно зависит от сезона, времени суток и погодных усло-
вий.

Характеристики GNSS-позиционирования в различных условиях систематизиро-
ваны в таблице 1.

Таблица 1. Характеристики GNSS-позиционирования [8]

Условия Точность RTK-фиксация
Открытая местность, RTK 1–2 см 95–99%
Под кроной, без листвы 0,1–0,5 м 60–80%
Под кроной, полная листва 0,5–3 м 20–50%
Плотный сад, шпалера недоступно < 20%

Представленные данные свидетельствуют о том, что GNSS не может рассмат-
риваться как единственный источник информации о положении робота в условиях
плодового сада. При доступности RTK-фиксации менее 50% в период вегетации ав-
тономные операции невозможны. Вместе с тем GNSS остаётся ценным источником
глобальной привязки координат на открытых участках и может использоваться в
составе гибридных систем для периодической коррекции накопленной ошибки. Для
случаев продолжительной недоступности GNSS-сигнала в отечественной литературе
предложены алгоритмы автономной коррекции навигационных систем по результа-
там распознавания протяжённых природных и инфраструктурных объектов [3]; ме-
тодологически эти подходы переносимы на задачу коррекции по геометрии садовых
рядов.
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2. Визуальная одометрия

Визуальная одометрия (VO) оценивает движение робота по последовательно-
сти изображений. Типичный конвейер включает: детекцию ключевых точек (Harris,
FAST, ORB, SIFT), вычисление дескрипторов, сопоставление признаков между кад-
рами, оценку движения методами эпиполярной геометрии и оптимизацию (Bundle
Adjustment, BA — метод совместной оптимизации положений камер и трёхмерных
точек). Стереосистемы позволяют напрямую измерять глубину сцены посредством
триангуляции, устраняя неопределённость масштаба. Систематический обзор мето-
дов визуальной навигации мобильных роботов и архитектур vSLAM (MonoSLAM,
PTAM, ORB-SLAM, LSD-SLAM, DTAM) приведён в работе [2], где также рассмотре-
ны подходы к построению иерархических картографических моделей и применение
свёрточных нейронных сетей для семантического представления среды.

Преимуществами VO являются независимость от внешней инфраструктуры, вы-
сокая информативность изображений и относительно низкая стоимость сенсоров.
Однако применение VO в садовых условиях сопряжено с существенными ограниче-
ниями.

Визуальная одометрия является относительным методом: ошибки отдельных из-
мерений накапливаются, приводя к неограниченному росту погрешности. Без внеш-
них коррекций дрейф составляет 0,5–5% от пройденного пути [9]. Изменения осве-
щённости — тени от крон, блики, переходы между затенёнными и освещёнными
участками — существенно влияют на стабильность детекции признаков. Колебания
листвы порождают ложные соответствия: система интерпретирует перемещение ли-
стьев как собственное движение робота. В условиях умеренного ветра ошибка VO
может возрастать в 2–3 раза [10]. Регулярное расположение деревьев создаёт визу-
ально схожие сцены, затрудняя корректное сопоставление.

Характеристики VO при различных воздействиях представлены в таблице 2.

Таблица 2. Деградация визуальной одометрии в садовых условиях

Фактор Влияние Деградация
Стабильное освещение Оптимально 0,5–2% дрейфа
Переменное освещение Потеря признаков В 1,5–2 раза
Колебание листвы Ложные соответствия В 2–3 раза
Низкая текстура Недостаток признаков Потеря отслеживания

Для повышения устойчивости в работе [10] предложена система AGRI-SLAM,
использующая адаптивную эквализацию гистограмм (CLAHE, Contrast Limited
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Adaptive Histogram Equalization), устранение дымки на основе тёмного канала и ком-
бинацию точечных (ORB, Oriented FAST and Rotated BRIEF) и линейных (LSD, Line
Segment Detector) признаков. В работе [9] стереовизуальная одометрия интегрирова-
на с RTAB-Map SLAM (Simultaneous Localization and Mapping, одновременная ло-
кализация и построение карты); в полевых экспериментах средняя ошибка позы со-
ставила 0,16 м. Интеграция ORB-SLAM3 в RTAB-Map [11] с фильтрацией по высоте
позволила снизить ошибку траектории на 45,5%.

Несмотря на указанный прогресс, визуальная одометрия не обеспечивает надёж-
ности, достаточной для автономных агротехнических операций, при использовании
в качестве единственного метода позиционирования.

3. LiDAR-методы локализации

Лазерные сканеры (LiDAR, Light Detection and Ranging) измеряют расстояние до
объектов посредством анализа времени отражения лазерного импульса, формируя
облако точек. В отличие от камер, LiDAR не зависит от внешнего освещения, что
делает данный класс методов особенно привлекательным для навигации в садах.

3.1. Алгоритмы совмещения облаков точек. LiDAR-одометрия оценивает пере-
мещение робота путём поиска геометрического преобразования T ∈ SE(3) (группа
специальных евклидовых преобразований в пространстве R3, включающая вращения
и переносы), совмещающего последовательные облака точек.

Алгоритм ICP (Iterative Closest Point, метод итеративного поиска ближайших
точек) [12] итеративно минимизирует сумму квадратов расстояний между ближай-
шими точками:

T ∗ = argmin
T

∑
i

∥T · pi − qc(i)∥2, (2)

где pi — точка исходного облака, qc(i) — ближайшая соответствующая точка целевого
облака, c(i) — индекс этой ближайшей точки. Основные ограничения: требуется хоро-
шая начальная инициализация, чувствительность к выбросам. Модификации вклю-
чают point-to-plane ICP, Generalized ICP (GICP) [13] с ковариационными матрицами
точек и робастные функции потерь.

Алгоритм NDT (Normal Distributions Transform, преобразование нормальных
распределений) [14] аппроксимирует распределение точек в каждой ячейке регуляр-
ной сетки нормальным распределением N (µ,Σ). Преимущества по сравнению с ICP:
не требуется явный поиск соответствий, более гладкая функция стоимости, есте-
ственная устойчивость к шуму. В работе [15] NDT-SLAM обеспечил боковую ошибку
± 5 см и курсовую ошибку ≈± 1 в шпалерных садах.
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Алгоритм KISS-ICP [16] демонстрирует, что тщательно спроектированный ми-
нималистичный подход способен конкурировать со сложными системами. Система
содержит 7 параметров, использует адаптивный порог соответствий, робастное яд-
ро Welsch и воксельную хэш-карту с постоянным временем доступа. На бенчмар-
ке KITTI [17] (Karlsruhe Institute of Technology and Toyota Technological Institute —
стандартный датасет для оценки алгоритмов одометрии) относительная ошибка со-
ставила 0,50%, что означает накопление ≈ 0,5 м за 100 м пути — существенно лучше
визуальной одометрии.

3.2. Специализированные методы для садовых условий. Ряд работ использу-
ет априорные знания о геометрии рядов — регулярное расположение стволов вдоль
прямолинейных рядов, постоянство межствольного расстояния и наличие централь-
ной линии ряда — для повышения надёжности локализации.

В работе Zhou et al. [18] применяется подвижный 2D LiDAR, выполняющий ос-
циллирующие движения для формирования псевдо-3D облака. Сегментация и ап-
проксимация методом RANSAC (Random Sample Consensus, случайная выборка со-
гласованных точек) позволяют выделить стволы и вычислить центральную линию
ряда. Средняя поперечная ошибка: 0,023 м при скорости 0,2 м/с. Аналогичный под-
ход в работе [19] использует DBSCAN (Density-Based Spatial Clustering of Applications
with Noise, кластеризация на основе плотности) и K-means для кластеризации; до-
стигнуто боковое отклонение ≈ 0,12 м RMSE. В работе [20] предложено адаптивное
сжатие облаков точек посредством октодеревьев, обеспечивающее сокращение объ-
ёма данных на 76% при среднем боковом отклонении не более 0,08 м. В работе [21]
выделенные стволы рассматриваются как долговременные ориентиры; расширенный
фильтр Калмана объединяет визуальную одометрию с наблюдениями стволов, обес-
печивая устойчивость к сезонным изменениям кроны.

Сравнение LiDAR-методов представлено в таблице 3.

Таблица 3. Сравнение LiDAR-методов локализации

Метод Тип Точность Особенности
ICP Универс. 1–3 м / 100 м Требует

инициализации
NDT Универс. 0,8–1,5 м / 100 м Без соответствий
KISS-ICP [16] Универс. 0,5 м / 100 м 7 параметров
Zhou et al. [18] Садовый 0,02 м попер. Подвижный 2D

LiDAR
Jiang, Ahamed [19] Садовый 0,12 м RMSE Только 2D LiDAR
Xia et al. [15] Садовый 0,05 м бок. NDT + RTK-GNSS
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LiDAR-методы обеспечивают существенно более высокую устойчивость в услови-
ях сада по сравнению с GNSS и визуальной одометрией. Независимость от освещения
и возможность выделения устойчивых структурных ориентиров (стволов) делают
LiDAR основой современных навигационных систем для аграрных роботов.

4. Гибридные системы позиционирования

Каждый из рассмотренных методов обладает специфическими ограничениями:
GNSS теряет работоспособность под кроной, визуальная одометрия чувствительна к
освещению, LiDAR-одометрия подвержена дрейфу. Преодоление ограничений дости-
гается посредством слияния данных (sensor fusion).

4.1. Архитектуры слияния данных. Слабосвязанная архитектура предполага-
ет независимую работу подсистем, формирующих собственные оценки позы, которые
объединяются на верхнем уровне посредством фильтра. Преимущества: модульность,
простота интеграции, устойчивость к отказу подсистем. Ограничение: потеря инфор-
мации о корреляциях между измерениями.

Тесносвязанная архитектура интегрирует сырые измерения от всех сенсоров
в единую оценочную модель, оперируя непосредственно псевдодальностями GNSS,
точками облака LiDAR, координатами визуальных признаков и показаниями IMU.
Это позволяет использовать частичные данные и корректно моделировать неопреде-
лённость.

4.2. Методы слияния. Расширенный фильтр Калмана (EKF) выполняет рекур-
сивную оценку вектора состояния, чередуя предсказание и коррекцию:

x̂t|t−1 = f(x̂t−1|t−1,ut), Pt|t−1 = FtPt−1|t−1F
T
t +Qt, (3)

Kt = Pt|t−1H
T
t (HtPt|t−1H

T
t +Rt)

−1, (4)

x̂t|t = x̂t|t−1 +Kt(zt − h(x̂t|t−1)), (5)

где Ft, Ht — матрицы Якоби, Qt, Rt — ковариационные матрицы шумов, Kt — ко-
эффициент усиления. Применению EKF и его модификаций для комплексирования
данных гетерогенных сенсоров мобильных роботов посвящён ряд отечественных ра-
бот; в [4] показано, что дополнение EKF адаптивным цифровым фильтром позволяет
компенсировать накопление ошибки при нестационарных шумовых характеристиках.

Оптимизация на графах факторов (factor graph) моделирует задачу как сов-
местную оптимизацию всех состояний траектории. Вершины графа соответствуют
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позам робота и положениям ориентиров, факторы — ограничениям, налагаемым из-
мерениями. Оптимизация выполняется методами нелинейных наименьших квадра-
тов; библиотеки GTSAM (Georgia Tech Smoothing and Mapping) [22] и g2o (General
Graph Optimization) [23] предоставляют эффективные реализации. По сравнению с
EKF, который выполняет рекурсивную оценку только текущего состояния, графы
факторов обеспечивают совместную оптимизацию полной траектории, возможность
переоценки при замыкании петли и более корректную обработку нелинейностей.

4.3. Гибридные системы для садов. В работе [24] реализована тесносвязан-
ная система LiDAR/ IMU (Inertial Measurement Unit, инерциальный измеритель-
ный блок) / RTK-GNSS для робота-опрыскивателя. LiDAR-инерциальная одометрия
(LIO, LiDAR-Inertial Odometry) обеспечивает оценку на частоте 100 Гц, GNSS предо-
ставляет глобальные ограничения. Интеграция выполняется посредством графа фак-
торов. В работе [21] стволы деревьев, выделяемые из LiDAR-сканов, служат долго-
временными ориентирами; EKF объединяет визуальную одометрию с наблюдениями
стволов. В системе [15] RTK-GNSS используется для начальной инициализации, по-
сле чего локализация выполняется посредством NDT-сопоставления с предваритель-
но построенной картой.

Сравнение гибридных систем приведено в таблице 4.

Таблица 4. Гибридные системы позиционирования для садов

Система Сенсоры Архитектура Точность Без
GNSS

[24] LiDAR+IMU+
GNSS

Тесносвязанная 0,02–0,05 м Высокая

[21] Камера+
LiDAR

Слабосвязанная 0,1–0,2 м Полная

[15] LiDAR+GNSS Смешанная 0,05 м Средняя

5. Повышение надёжности визуальной информации

Классические SLAM-системы (ORB-SLAM, VINS-Fusion) опираются на предпо-
ложение о статичности сцены и стабильности признаков. В садовых условиях это
предположение нарушается, что требует специализированных подходов.

5.1. Семантическая сегментация для фильтрации динамических элемен-
тов. В семантической сегментации каждому пикселю присваивается метка класса,
что позволяет исключить динамические элементы (листву, ветки) из процесса отсле-
живания. В системе MOLO-SLAM [25] Mask R-CNN интегрирована в ORB-SLAM2
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для обработки сельскохозяйственных сцен. Гибридное обучение (аграрный датасет +
COCO) и система множественных геометрических ограничений (dynamic confidence
score) позволяют определять динамичность каждой сегментированной области. DS-
SLAM [26] использует SegNet с двухуровневой классификацией объектов. Для встра-
иваемых платформ в работе [27] предложена дистилляция знаний: сегментация вы-
полняется только на ключевых кадрах с распространением результатов на промежу-
точные.

5.2. Обученные дескрипторы. Традиционные дескрипторы (SIFT, ORB) уязви-
мы к значительным изменениям точки зрения, окклюзиям и теням. Дескрипторы
на основе глубокого обучения обучаются на датасетах с разнообразными трансфор-
мациями. В работе [28] архитектура LoFTR (Local Feature TRansformer, трансфор-
мер для сопоставления локальных признаков) адаптирована для сцен с вариациями
масштаба и низкотекстурными областями. В работе [29] предложены инвариантные
к освещению точки на основе цветовых проекций, декоррелирующих спектральное
отражение от эффектов освещения, что стабилизирует детектор Harris в условиях
переменного освещения.

5.3. Семантическое сопоставление для аграрных сцен. В работе [30] предло-
жено сопоставление на уровне объектов: вместо отдельных ключевых точек система
сопоставляет целые объекты (стволы, семена), используя семантические дескрипто-
ры и структурные ограничения, характерные для аграрной навигации. Обзор [31]
показывает, что семантика наиболее эффективна для фильтрации динамических ре-
гионов и повышения устойчивости замыкания петель.

Сводка методов повышения надёжности представлена в таблице 5.
Даже с применением всех перечисленных подходов визуальные методы не обес-

печивают надёжности, достаточной для автономных агротехнических операций без
интеграции с LiDAR.

6. Выявленные пробелы и направления исследований

6.1. Ограничения существующих подходов. Анализ литературы выявляет ряд
фундаментальных ограничений. Подавляющее большинство работ сосредоточено на
глобальной локализации — определении полной позы с шестью степенями свободы (6-
DoF, Six Degrees of Freedom) и построении карты всего пространства сада [9, 11, 15].
Для практических задач движения вдоль рядов это избыточно и вычислительно за-
тратно. Существующие методы предполагают наличие предварительно построенной
карты, что создаёт дополнительные требования к инфраструктуре. Метрики оценки
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Таблица 5. Методы повышения надёжности визуальной информации

Метод Решаемая
проблема

Эффект Ограничения

Семантическая
сегментация

Динамические
объекты

Фильтрация
ложных
признаков

Вычислительная
нагрузка

Улучшение
изображений

Низкая
освещённость,
туман

Восстановление
признаков

Возможны
артефакты

Обученные
дескрипторы

Вариации
освещения,
ракурса

Устойчивое
сопоставление

Требуют GPU

Цветовая
инвариантность

Тени, блики Стабильные
ключевые точки

Чувствительность
к шуму

Семантическое
сопоставление

Повторяющиеся
структуры

Снижение
ложных
соответствий

Требуют
разметки данных

(ATE — Absolute Trajectory Error, абсолютная ошибка траектории; RPE — Relative
Pose Error, относительная ошибка позы) не отражают способность системы решать
задачи центрирования в ряду. Робастность к нерегулярной структуре и пропускам
деревьев недостаточно изучена.

6.2. Нерешённые задачи позиционирования в рядах. Выявлены три практи-
ческие задачи, не имеющие адекватного решения.

Задача 1: определение нахождения робота в ряду. Ни одна из рассмотренных ра-
бот не формулирует эту задачу как самостоятельную. Существующие методы пред-
полагают, что робот уже находится в ряду. На практике робот может оказаться вне
ряда вследствие ошибки инициализации, сбоя навигации или объезда препятствия.
SLAM-системы [11, 15] могут локализовать робота на карте, но не предоставляют
бинарной метрики.

Задача 2: определение расстояния до конца ряда. Данная задача практически не
изучена. Знание расстояния критически важно для планирования разворота, оптими-
зации скорости и переключения режимов работы. Методы выделения стволов [18, 19]
позволяют оценить расстояние до последнего видимого ствола, однако это не экви-
валентно расстоянию до конца ряда.

Задача 3: непрерывная оценка поперечного смещения. Задача частично решается
в работах [18, 19], где авторы вычисляют смещение от центральной линии. Однако
существующие решения вычисляют мгновенную оценку без фильтрации и не учиты-
вают асимметрию посадок.
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Состояние исследований по данным задачам обобщено в таблице 6.

Таблица 6. Состояние исследований по задачам позиционирования в
рядах

Задача Состояние Подходы Пробелы
В ряду / вне ряда Не решена Отсутствуют Нет постановки
Расстояние до
конца

Не решена Косвенно
(SLAM)

Нет локальных
методов

Поперечное
смещение

Частично [18], [19] Нет фильтрации

6.3. Направления дальнейших исследований. На основании проведённого об-
зора могут быть сформулированы следующие направления.

Разработка методов локального позиционирования относительно структуры ря-
дов, не требующих построения глобальной карты. Такой подход позволит снизить
вычислительную сложность и повысить робастность к потере GNSS.

Создание алгоритмов бинарной классификации состояния «в ряду / вне ряда» на
основе анализа геометрической структуры локального облака точек LiDAR. Индика-
торами нахождения в ряду могут служить: наличие вертикальных структур с обеих
сторон, характерное бимодальное распределение точек по поперечной (латеральной)
оси — т. е. по оси, перпендикулярной направлению движения вдоль ряда, — отражаю-
щее присутствие деревьев с обеих сторон от робота, а также ограниченная дальность
прямой видимости.

Разработка методов оценки расстояния до конца ряда, комбинирующих локаль-
ные признаки (разрежение стволов в направлении движения) с глобальной инфор-
мацией о периметре участка.

Применение фильтрации (EKF, фильтр частиц) к оценкам поперечного смещения
для повышения стабильности при окклюзиях и шумах сенсоров. При проектировании
такого фильтра целесообразно учитывать опыт, накопленный для близкой задачи
определения бокового отклонения автомобиля относительно осевой линии дороги по
данным системы технического зрения и цифровой карты [1]: применённая там схема
расчёта поперечной координаты по геометрии полосы движения методологически
переносится на задачу оценки смещения робота от центральной линии садового ряда.

Заключение

В работе проведён систематический обзор методов позиционирования мобильных
роботов применительно к условиям плодового сада.
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GNSS-навигация не может рассматриваться как основной метод позиционирова-
ния: доступность RTK-фиксации под кроной в период вегетации составляет 20–50%,
а ошибки от многолучевого распространения достигают нескольких метров. Визу-
альная одометрия обеспечивает независимость от внешней инфраструктуры, однако
подвержена накоплению дрейфа (0,5–5% пути) и деградации в 2–3 раза при динамике
листвы и переменном освещении. LiDAR-методы демонстрируют наибольшую устой-
чивость: KISS-ICP обеспечивает ошибку ≈ 0,5% пути, а специализированные методы
с выделением стволов достигают поперечной точности 0,02–0,05 м. Гибридные тес-
носвязанные системы LiDAR/ IMU/GNSS обеспечивают сантиметровую точность
и устойчивость к кратковременной потере отдельных источников. Методы повыше-
ния надёжности визуальной информации (семантическая сегментация, обученные
дескрипторы) повышают точность SLAM в динамичной среде, однако требуют зна-
чительных вычислительных ресурсов.

Выявлены существенные пробелы: большинство работ сосредоточено на глобаль-
ной локализации, тогда как три практические задачи — определение нахождения в
ряду, оценка расстояния до конца ряда, непрерывная оценка поперечного смеще-
ния — остаются нерешёнными и требуют разработки специализированных методов
локального позиционирования.
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Abstract.
We study sign-regular properties of a fourth-order differential operator on a metric graph.

Such operators appear in mathematical models of planar rod systems with rigid joints, as well as
in problems of wave propagation in thin channels, hydrodynamics of vessel networks, and flexible
engineering structures. The corresponding boundary value problem involves a spectral parameter
and consists of ordinary differential equations on the edges of the graph together with specific
coupling conditions at the vertices, namely rigid joints.

The sign of solutions – whether they are positive or negative – is critically important for
the qualitative analysis of nonlinear systems. In this work, the authors investigate maximum
principles for a family of linear operators Lλ obtained by perturbing the original operator L0 by
a term proportional to the spectral parameter λ.

Unlike the previously studied case of elastic-hinged joints, rigid joints lead to essential
qualitative differences. Methods developed for the elastic-hinged case are not directly applicable
here. Earlier results by the authors established a criterion for the positive invertibility of the
unperturbed operator and a maximum principle for its solutions with rigid joints.

The main result of the present paper is the proof that positive invertibility of the unperturbed
operator L0 implies positive invertibility of the perturbed operator Lλ for all positive values of
the spectral parameter Λ that are less than the smallest eigenvalue of the original problem. This
result, in turn, yields maximum principles for solutions of the perturbed equation and establishes
positivity of the corresponding Green’s function.

The presence of the perturbation prevents the direct use of earlier methods, requiring new
analytical approaches. The paper also presents spectral properties of the unperturbed operator,
including positivity of eigenvalues and comparison theorems. The non-oscillatory property of the
unperturbed operator is shown to be necessary and sufficient for the positive invertibility of the
perturbed operator in the indicated range of the spectral parameter.
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These findings are important for the qualitative theory of linear and nonlinear differential
equations on networks, particularly for models where rigid connections between structural
elements play a key role.

Keywords: differential operator on a graph, positive invertibility, spectral problem, quantum
graph, Green’s function.

Введение

В последние годы дифференциальные уравнения на метрических графах (сетях)
и краевые задачи для таких уравнений привлекают большое внимание исследовате-
лей. Это связано с тем, что уравнения на графах возникают в моделях, описывающих
многозвенные гибкие инженерные конструкции, распространение волн в тонких ка-
налах, распространение нервных импульсов, в гидродинамике сети тонких сосудов
(см. [13, 16, 17, 19, 21].

Данная работа посвящена исследованию знакорегулярных свойств дифференци-
ального оператора на графе, возникающего при моделировании стержневых систем.
Соответствующую краевую задачу мы записываем в виде:

L0u = λr(x)u, x ∈ Γ, u|∂Γ = (ϑu′ − βu′′)|∂Γ = 0, (1)

где Γ – метрический граф, L0 – дифференциальный оператор четвертого порядка, а
λ – спектральный параметр. Дифференциальный оператор L0 состоит из обыкновен-
ных дифференциальных уравнений четвертого порядка на ребрах Γ и соответству-
ющих условий в узлах (см. раздел 1).

Ниже мы изучаем свойства положительности оператора краевой задачи (1). За-
дачи такого типа возникают во многих приложениях. Хорошо известно, что возмож-
ность использования различных методов качественного анализа нелинейных опера-
торов в значительной степени зависит от свойств положительности соответствующих
линейных операторов (см. [14, 15] и библиографию в них). Критически важным для
поведения всей системы является знак решения – его положительность или отри-
цательность. В данной работе мы исследуем принципы максимума для семейства
линейных операторов Lλ = L0 − λrI. Представленный анализ позволяет, в частно-
сти, найти интервал положительных значений параметра λ, для которых оператор
Lλ положительно обратим.

Для уравнений на сетях принцип максимума был впервые сформулирован для
дифференциального уравнения второго порядка с условиями Кирхгофа в узлах [16,
Chap.,4]. В настоящей работе данный принцип исследуется применительно к урав-
нениям четвёртого порядка на графе. Следует отметить, что подобная задача уже

«Таврический вестник информатики и математики», №4 (69)’ 2025



58 В. А. Елоева, Р. Ч. Кулаев

рассматривалась в статье А. В. Боровских и К. П. Лазарева [1], где изучалась модель
балок с упруго-шарнирными соединениями. Авторы показали, что для решений со-
ответствующего дифференциального уравнения выполняется принцип максимума, а
соответствующий дифференциальный оператор является положительно обратимым.
Позже, в цикле работ [8]–[11] было установлено, что оператор четвёртого порядка с
условиями упруго-шарнирного соединения обладает осцилляционными свойствами,
аналогичными свойствам оператора Штурма–Лиувилля.

В данной работе исследуется модель плоской стержневой системы, состоящей
из жёстко соединённых стержней [4, 6, 12, 20]. Как показывают простейшие приме-
ры, качественные свойства соответствующего уравнения существенно отличаются от
случая упруго-шарнирных соединений. Более того, методы, применявшиеся для ана-
лиза уравнений с упруго-шарнирными соединениями, оказываются неприменимыми
к уравнению (1) с условиями жёсткой спайки.

В работе [2] был сформулирован критерий положительной обратимости операто-
ра L0, соответствующего краевой задаче (1) с λ = 0. На его основе удалось установить
принцип максимума для решений уравнения L0u = 0 со жёсткими соединениями [5].

Основной результат настоящей работы состоит в доказательстве того, что из по-
ложительной обратимости оператора L0 следует положительная обратимость возму-
щённого оператора Lλ = L0−λrI для всех λ ∈ (0, λ0), где λ0 – наименьшее собственное
значение задачи (1). Этот факт, в свою очередь, позволяет получить соответствую-
щие принципы максимума. Полученные результаты важны для качественной теории
линейных и нелинейных дифференциальных уравнений [1, 15, 16].

Следует подчеркнуть, что наличие возмущения λrI в операторе L0 не позволяет
непосредственно использовать методы, развитые в работах [2, 5, 8], что потребовало
разработки новых подходов к анализу оператора Lλ.

Структура работы такова. В разделе 1 вводятся используемые в статье обозна-
чения и формулируется постановка задачи. В разделе 2 кратко излагаются необхо-
димые сведения о дифференциальном уравнении Lλu = 0 и устанавливаются неко-
торые спектральные свойства оператора L0: положительность собственных значений
и теоремы сравнения для спектральной задачи (1). Хотя эти свойства представляют
самостоятельный интерес, основная цель работы достигается в разделе 3, где они
применяются для доказательства принципа максимума для уравнения Lλu = 0 и по-
ложительности функции Грина задачи (1). В частности, показывается, что свойство
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неколеблемости оператора L0 является необходимым и достаточным условием поло-
жительной обратимости оператора Lλ при всех λ > 0, меньших ведущего собственно-
го значения оператора L0. В этом же разделе формулируются принципы максимума
для решений дифференциальных неравенств четвёртого порядка на графе.

1. Основные обозначения и постановка задачи

1.1. Терминология и обозначения. На протяжении всей работы, Γ ⊂ R2 обозначает
связный конечный метрический граф без циклов, с конечным набором вершин V (Γ)

и набором ребер E(Γ). Вершина графа – концевая точка одного или нескольких
ребер. Обозначаются вершины a, b, c и т. д. Каждое ребро γi является интервалом
(ai, bi) конечной длины li = ∥bi − ai∥R2 и предполагается параметризованным таким
образом, что

γi =
{
x ∈ R2

∣∣x = ai + t(bi − ai)/li, 0 < t < li
}
.

Для любого a ∈ V (Γ) через I(a) мы обозначаем набор индексов ребер, инци-
дентных вершине a, а через |I(a)| обозначаем количество элементов множества I(a).
Элементы множеств J(Γ) = {a ∈ V (Γ) : |I(a)| ≥ 2} и ∂Γ = {a ∈ V (Γ) : |I(a)| = 1}
называются внутренними и граничными вершинами, соответственно. Для гранич-
ного ребра, примыкающего к вершине a, мы также используем обозначение γa.

Предполагаем, что Γ = E(Γ)∪J(Γ) и ∂Γ ̸= ∅. Обратите внимание, что граничные
вершины не включены в граф. Пусть Γ0 и Γ два графа. Граф Γ0 называется подгра-
фом графа Γ, если Γ0 является связным подможеством Γ таким,что J(Γ0) ⊂ J(Γ).

Определим понятие окрестности точки на графе. Расстояние d(x1, x2) между дву-
мя точками x1, x2 ∈ E(Γ) ∪ V (Γ) определяется как длина кратчайшего пути графа
от x1 до x2. По определению ε-окрестностью точки x0 ∈ Γ ∪ ∂Γ является множе-
ство Nε(x0) = {x ∈ Γ| d(x0, x) < ε}. При таком определении окрестность граничной
вершины не содержит саму граничную вершину.

Далее используются функциональные пространства:

C[Γ] = {u : Γ → R |u равномерно непрерывно на каждом ребре γ ⊂ E(Γ)};

C[E(Γ)] = {u : E(Γ) → R |u равномерно непрерывно на каждом ребре γ ⊂ E(Γ)}.

Через ui обозначаем ограничение функции u ∈ C[Γ] (или C[E(Γ)]) ребром γi ⊂ Γ.
Каждая функция u ∈ C[Γ] (или C[E(Γ)]) имеет предел lim

γi∋x→a
ui(x) в каждой вершине

a ∈ V (Γ) для i ∈ I(a); обозначим это через ui(a). Обратите внимание, что uk(a) не
обязательно равны ui(a) или u(a), где k, i ∈ I(a) (k ̸= i).

Ребра γi считаются параметризованными µi : (0, li) → R2, где li – длина ребра γi.
Предполагается, что отображения µi являются гладкими.
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Отождествляя ребра γi с интервалами (0, li), определим производную функции
u(x) на ребре γi как производную на ориентированном многообразии и обозначим ее
через u′i(x). Аналогично определяются производные более высокого порядка.

Через Cn[Γ] (или Cn[E(Γ)]) обозначаем пространство функций u ∈ C[Γ] (или
C[E(Γ)]), производные которых вплоть до порядка n включительно существуют и
принадлежат пространству C[E(Γ)]. Для функции u ∈ Cn[Γ] (или Cn[E(Γ)]), в любой
вершине a ∈ V (Γ), множество производных u(j)i (a), 1 ≤ j ≤ n, определено по ребрам,
примыкающим к этой вершине.

Для простоты мы пишем∫
Γ

u(x) dx =
∑

γi⊂E(Γ)

li∫
0

ui(x(t)) dt.

1.2. Постановка задачи. Нас интересует краевая задача (1). Под дифференциальным
уравнением L0u = f(x) на графе Γ, следуя [2, 16], понимаем совокупность диф-
ференциальных уравнений на ребрах и набор условий согласований во внутренних
вершинах. На ребрах γi у нас есть уравнения стержня

(p(x)u′′)′′ − (q(x)u′)′ = f(x), x ∈ E(Γ), (2)

В каждой вершине c ∈ J(Γ), |I(a)| ≥ 3, накладываются следующие условия со-
гласования (see [12, 20]):

ui(c) = uk(c), ∀i ∈ I(c) \ k,

u′i(c) = αki(c)u
′
k(c) + αji(c)u

′
j(c), ∀i ∈ I(c) \ {j, k},

(3)

(pku
′′
k)(c) +

∑
i∈I(c)\{j,k}

αki(c)(piu
′′
i )(c) = 0,

(pju
′′
j )(c) +

∑
i∈I(c)\{j,k}

αji(c)(piu
′′
i )(c) = 0

(4)

∑
i∈I(c)

D3ui(c) = f(c), c ∈ J(Γ). (5)

Здесь αji(c), αki(c) – заданные числа, и D3u квазипроизводная D3u = (pu′′)′ − qu′.
Система соотношений (2)–(5) называетсядифференциальным уравнением на гра-

фе Γ и обозначается L0u = f(x). A решением этого уравнения является любая
функция u(x) ∈ C4[Γ] непрерывная на Γ которое удовлетворяет соответствующему
обыкновенному дифференциальному уравнению (2) на E(Γ) и удовлетворяет усло-
виям (3)–(5)в каждой внутренней вершине.
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Таким образом, дифференциальный оператор L0 : D → C[Γ] определяется соот-
ношениями

D = {u ∈ C4[Γ] : u удовлетворяет (3), (4) on J(Γ)},

L0u(x) :=


(p(x)u′′)′′ − (q(x)u′)′, x ∈ E(Γ),∑
i∈I(x)

D3ui(x), x ∈ J(Γ);

Lλu(x) := L0u(x)− λr(x)u(x), x ∈ Γ.

(6)

Везде далее предполагается выполненными следующие условия:

• p(x) ∈ C2[Γ], infx∈Γ p(x) > 0, q ∈ C1[Γ], q(x) ⩾ 0 in Γ, r ∈ C[Γ], r(x) > 0 на E(Γ)
и r(x) ≥ 0 на J(Γ);

• для любой вершины c ∈ J(Γ) и любого индекса i ∈ I(c) хотя бы одна из
констант αji(c), αki(c) отлична от нуля;

• по крайней мере одна из констант αji(c) и αki(c) отлична от нуля для любой
вершины a ∈ J(Γ) и любого i ∈ I(c) (это предположение означает, что оси
отдельных балок в каркасе не накладываются друг на друга).

• для любой вершины c ∈ J(Γ), |I(c)| ≥ 3, мы можем определить базисные ин-
дексы k, j ∈ I(c) таким образом, что неравенства αki1(c) < 0, αji1(c) ⩽ 0 оба
выполняются для некоторого индекса i1 ∈ I(c) \ {j, k} и αki2(c) ≤ 0, αji2(c) < 0

выполняются для некоторого индекса i2 ∈ I(c)\{j, k}; и для любой вершины
c ∈ J(Γ) где |I(c)| = 2, мы предполагаем что αki1(c) < 0;

• в граничных и трансмиссионных условиях все производные вычисляются в
направлении удаления от вершины;

• граф представляет собой дерево Γ.

Замечание 1. Соотношения (2)–(5) имеют естественную физическую интерпрета-
цию. Они возникают при моделировании малых деформаций плоского каркаса, се-
тевой структуры тонких прямых балок Эйлера-Бернулли (см. [12, 19, 20], и [13,
Chap.V, Sec. 1.4]). Предполагается, что в состоянии равновесия балки размещены в
одной плоскости и образуют граф Γ. Узлами системы являются конечные точки
трех или более отдельных балок, которые жестко связаны между собой. Поэтому
первый ряд предположений для задачи обоснован её физической интерпретацией.
Предположения относительно коэффициентов αki(c) и αji(c) обеспечивают обрати-
мость оператора L0 (см. [3]).
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2. Некоторые свойства оператора Lλ

В этом разделе рассматривается спектральная задача:

Lλu = 0, x ∈ Γ, (7)

u|∂Γ = (ϑu′ − βu′′)|∂Γ = 0. (8)

Здесь левая часть уравнения (7) определяется равенством (6); ϑ, β : ∂Γ → R, и

ϑ(a), β(a) ⩾ 0, ϑ(a) + β(a) > 0 ∀a ∈ ∂Γ. (9)

В [3] показано, что дифференциальный оператор L0, порожденный уравнени-
ем (7) и граничными условиями (8) является самосопряженным, а при всех λ ≤ 0

краевая задача (7), (8) однозначно разрешима.
Имеет место следующий классический результат.

Теорема 1. Спектр Λ задачи (7), (8) дискретен, т.е. существует неограниченная
последовательность положительных собственных значений Λ = {λk}∞k=0 такая,
что 0 < λ0 ≤ λ1 ≤ . . . ≤ λk . . .

Следствие 1. Пусть a ∈ ∂Γ. Для любого λ < λ0 и любых A,B ∈ R краевая задача

Lλu = 0, x ∈ Γ, u(a) = A, u′(a) = B, u|∂Γ\a = (ϑu′ν − βu′′)|∂Γ\a = 0, (10)

однозначно разрешима.

Рассмотрим две пары неотрицательных функций ϑ1, β1 : ∂Γ→[0,+∞)

и ϑ2, β2 : ∂Γ→[0,+∞), определенных на ∂Γ и удовлетворяющих условиям
ϑn(a)+βn(a) > 0 для всех a∈∂Γ, n=1, 2. Каждая пара ϑn, βn определяет свои гранич-
ные условия вида (8). Обозначим через λn0 , n=1, 2, наименьшее собственное значение
спектральной задачи (7), (8) соответствующее паре ϑ=ϑn, β=βn. Имеет место следу-
ющее утверждение.

Теорема 2. Если ϑ2 ≥ ϑ1 ≥ 0 и β1 ≥ β2 ≥ 0 на ∂Γ, то λ10 ≤ λ20.
Доказательство. Наименьшее собственное значение λn0 соответствующей спек-
тральной задачи можно охарактеризовать как минимум функционала Рэлея:

Rn[u, u] → min
u∈Hn[Γ]
⟨u,u⟩Γ=1

,

где n=1, 2,

Rn[u, v] =

∫
Γ

[p(x)u′′(x)v′′(x) + q(x)u′(x)v′(x)] dx+
∑
a∈∂Γ

βn(a)̸=0

ϑn(a)

βn(a)
p(a)u′(a)v′(a);
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⟨u, v⟩Γ =

∫
Γ

r(x)u(x)v(x)dx+
∑

c∈J(Γ)

r(c)u(c)v(c);

Hn[Γ] =
{
u : Γ → R :u ∈ W 2,2

r [Γ] удовлетворяет (1.3) на J(Γ),

u|∂Γ = 0, и (u′(a) = 0, если βn(a) = 0, a ∈ ∂Γ)
}
,

и W 2,4
r [Γ] является формальным произведением весовых пространств Соболева

W 2,4
r (γi), γi ⊂ E(Γ).

Легко проверить, что H2[Γ] ⊂ H1[Γ] и неравенство R1[u, u] ≤ R2[u, u] справед-
ливо для любой функции u ∈ H2[Γ]. Из этого неравенства следует λ10 ≤ λ20. Теорема
доказана. □

Рассмотрим произвольную точку s∈Γ. Если удалить s из графа Γ, то он раcпа-
дётся на несколько ветвей {Γi(s)}. Если s∈E(Γ), то получим две ветви. Если s∈J(Γ),
то получим |I(s)| ветвей. Для каждой ветви {Γi(s)}, точка s является граничной вер-
шиной. Поскольку граф Γ является деревом, то для любой граничной вершины a∈Γ
существует ровно один индекс i ∈ I(s) такой, что a ∈ Γi(s).

Зафиксируем произвольную точку s ∈ Γ и ветвь Γi(s). Рассмотрим следующую
спектральную задачу

Lλu = 0, x ∈ Γi(s),

u(s) = u′(s) = 0, u|∂Γi(s)\s = (ϑu′ − βu′′)|∂Γi(s)\s = 0.
(11)

Отметим, что коэффициенты ϑ, β граничных условий (11) и (8) совпадают
на ∂Γi(s) ∩ ∂Γ.

Лемма 1. Пусть λ0 – наименьшее собственное значение задачи (7), (8) и пусть
λi0 – наименьшее собственное значение задачи (11). Тогда λ0 ≤ λi0.
Доказательство. Наименьшее собственное значение λi0 спектральной задачи (11)
можно охарактеризовать соотношением

∫
Γi(s)

(
p(x)[u′′(x)]2 + q(x)[u′(x)]2

)
dx+

∑
a∈∂Γi(s)
β(a)̸=0

ϑ(a)

β(a)
p(a)[u′(a)]2 → min

u∈H [Γi(s)]
⟨u,u⟩Γi(s)

=1

,
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где

⟨u, u⟩Γi(s) =

∫
Γi(s)

r(x)u2(x)dx+
∑

a∈J(Γi(s))

r(a)u2(x),

H [Γi(s)] =
{
u : Γi(s) → R :u ∈ W 2,2

r [Γi(s)] ∩ C(Γi(s)) удовлетворяет (3) на J(Γi(s)),

u|∂Γi(s) = 0, и (u′(a) = 0, если β(a) = 0, a ∈ ∂Γi(s))
}
.

Возьмем произвольную функцию u ∈ H [Γi(s)] и построим функцию

v(x) =

{
u(x), x ∈ Γi(s);

0, x ∈ Γ \ Γi(s).

Очевидно, что v ∈ H [Γ] и ⟨u, u⟩Γi(s) = ⟨v, v⟩Γ. Если объединить этот факт с принци-
пом Рэлея, то получим λ0 ≤ λi0. Лемма доказана. □

Следствие 2. Пусть λ0 – наименьшее собственное значение задачи (7), (8). Для
любого λ < λ0 и любых A,B ∈ R следующая краевая задача

Lλu = 0, x ∈ Γi(s),

u(s) = A, u′(s) = B, u|∂Γi(s)\s = (ϑu′ − βu′′)|∂Γi(s)\s = 0,
(12)

однозначно разрешима.

Точка x0∈Γ∪∂Γ называется тривиальным нулем функции u∈C[Γ], если u(x0)=0

и существует ε > 0 такое, что u≡0 в Nε(x0).

Следствие 3. Пусть a ∈ ∂Γ и пусть λ0 – наименьшее собственное значение зада-
чи (7), (8). Для каждого λ ∈ [0, λ0) не существует решения краевой задачи

Lλu = 0, x ∈ Γ, u|∂Γ\a = (ϑu′ − βu′′)|∂Γ\a = 0 (13)

имеющего нетривиальный двойной нуль в E(Γ).

Лемма 2. Пусть u – решение уравнения (7). Если u равна нулю во внутренней
вершине c ∈ J(Γ) и не меняет знака в некоторой ее окрестности, то u′i(c) = 0 при
всех i ∈ I(c).
Доказательство. Предположим, что u(x) ≥ 0 в некоторой окрестности точки c.
Так как u(c) = 0, то u′i(c) ≥ 0 для всех i ∈ I(c). Рассмотрим условия (3) в вершине
c ∈ J(Γ). Если |I(c)| = 2, то u′i(c) = αki(c)u

′
k(c), где αki(c) < 0. Следовательно

u′i(c) = u′k(c) = 0.
Теперь рассмотрим случай |I(c)| > 2. Из свойств коэффициентов αki, αji (см.

раздел 1.2) следует, что существуют индексы i1, i2 ∈ I(c)\{k, j} такие, что αji1(c) < 0,
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αki1(c) ≤ 0 и αji2(c) ≤ 0, αki2(c) < 0. Поэтому

0 ≤ u′i1(c) = αki1(c)u
′
k(c) + αji1(c)u

′
j(c) ≤ 0,

0 ≤ u′i2(c) = αki2(c)u
′
k(c) + αji2(c)u

′
j(c) ≤ 0.

Следовательно, производные u′k(c), u′j(c) одновременно равны нулю, и следовательно
u′i(c) = 0 для всех индексов i ∈ I(c). □

Лемма 3. Пусть a∈∂Γ и λ0 – наименьшее собственное значение задачи (7), (8).
Если для некоторого λ∗ ∈ [0, λ0) решение u задачи (13) неотрицательно в Γ, то
либо u(x) > 0 в Γ, либо u(x) ≡ 0 на Γ.
Доказательство. Предположим, что u имеет нуль в Γ. Обозначим через Z множе-
ство всех нулей решения u в Γ. Тогда Z ̸= ∅. Покажем, что Z открытое множество.
Предположим противное. Тогда существует точка x∗ ∈ Z, которая является нетри-
виальным нулем u. Поскольку u(x) ≥ 0 в Γ, из следствия 3 следует, что x∗ ∈ J(Γ).
Привлекая лемму 2, получим u′i(x

∗) = 0 для всех i ∈ I(x∗).
Возьмем i∗ ∈ I(x∗) такой, что a ∈ ∂Γi∗(x

∗) и γi∗ ⊂ Γi∗(x
∗) граничное ребро вет-

ви Γi∗(x
∗) смежное с x∗. Согласно следствию 2 u(x) ≡ 0 на каждой ветви Γi(x

∗),
i ∈ I(x∗) \ i∗. Используя (4) и (5), выводим, что u′′i∗(x∗) = 0 и D3ui∗(x

∗) = 0. Следова-
тельно ui∗(x) ≡ 0, x ∈ γi∗ . Значит, каждая точка ребра γi∗ тривиальный нуль u, что
противоречит следствию 3.

Таким образом, Z открыто. Но u непрерывна на Γ. Следовательно Z замкнутое
множество, и значит Z = Γ. Доказательство леммы завершено. □

3. Положительная обратимость и принцип максимума

В этом разделе формулируется необходимое и достаточное условие положитель-
ности функции Грина оператора Lλ, порожденного соотношениями (6) и граничными
условиями (8). Мы покажем, что оператор Lλ положительно обратим тогда и только
тогда, когда существует фундаментальная система решений соответствующего од-
нородного уравнения (7), состоящая из функций, которые положительны на всем
графе. Используя этот результат, далее устанавливаеются принципы максимума для
оператора Lλ.

Функцией Грина оператора Lλ, порожденного соотношениями (6) и граничными
условиями (8), называется функция Gλ(x, s) : Γ × Γ → R такая, что для любой
правой части f ∈ C[Γ] решение уравнения Lλu = f(x), удовлетворяющее граничным
условиям (8) можно представить в виде

u(x) =

∫
Γ

Gλ(x, s)f(s) ds+
∑

c∈J(Γ)

Gλ(x, c)f(c).
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Если задача (7), (8) однозначно разрешима, то функция Грина Gλ существует
(см. [16, Глава 6]). Из Следствия 1 следует, что Gλ существует для всех λ < λ0.

Замечание 2. Если не указано иное, на протяжении всего этого раздела мы обозна-
чаем Lλ оператор, порождаемый соотношениями (6) и граничными условиями (8).
Мы также предполагаем, что спектральный параметр λ принадлежит интервалу
[0, λ0), где λ0 наименьшее собственное значение оператора L0.

Прежде чем продолжить, нам понадобится представление функции Грина Gλ

оператора Lλ вблизи границы Γ× Γ, которое будет использоваться в дальнейшем.
Зафиксируем произвольную вершину a ∈ ∂Γ и граничное ребро γa = (a, b), где

b ∈ J(Γ). Определим через wa(x, λ), va(x, λ) пару решений краевой задачи.

Lλu = 0 на Γ,

u(a) = Aa, ϑ(a)u′(a)− β(a)u′′(a) = Ba, u|∂Γ\a = (ϑu′ − βu′′)|∂Γ\a = 0;

с Aa = 0, Ba = 1 для решения wa и Aa = 1, Ba = 0 для va.
А для внутренней вершины b ∈ J(Γ) через wb(x, λ), vb(x, λ) мы обозначаем реше-

ния задач
Lλu = 0 на Γ \ b, u|∂Γ = (ϑu′ − βu′′)|∂Γ = 0,

удовлетворяющие в вершине b ∈ J(Γ) следующим условиям

ui(b) = u(b), ∀i ∈ I(b),

u′i(b) = αki(b)u
′
k(b) + αji(b)u

′
j(b), ∀i ∈ I(b) \ {k, j},

(pku
′′
k)(b) +

∑
i∈I(b)\{k,j}

αki(b)(piu
′′
i )(b) = Ab,

(pju
′′
j )(b) +

∑
i∈I(b)\{k,j}

αji(b)(piu
′′
i )(b) = 0,

∑
i∈I(b)

D3ubi(b)− λr(b)u(b) = Bb;

где Ab = 0, Bb = 1 для wb и Ab = 1, Bb = 0 для vb.
Если (x, s) ∈ Γ × (a, b), то функция Грина Gλ(x, s) задачи (1) выражается через

эти функции следующим образом:

Gλ(x, s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
va(s, λ) wa(s, λ) vb(s, λ) wb(s, λ)

v′a(s, λ) w′
a(s, λ) v′b(s, λ) w′

b(s, λ)

v′′a(s, λ) w′′
a(s, λ) v′′b (s, λ) w′′

b (s, λ)

ṽa(x, λ) w̃a(x, λ) ṽb(x, λ) w̃b(x, λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
/

(p(s)[va, wa, vb, wb](s, λ)). (14)
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Здесь [wa, va, wb, vb] обозначают вронскиан функций va, wa, vb, wb;

ṽa(x, λ) =

{
va(x, λ), x ∈ Γ \ (a, s),
0, x ∈ (a, s);

w̃a(x, λ) =

{
wa(x, λ), x ∈ Γ \ (a, s),
0, x ∈ (a, s);

ṽb(x, λ) =

{
0, x ∈ Γ \ (a, s],
vb(x, λ), x ∈ (a, s].

w̃b(x, λ) =

{
0, x ∈ Γ \ (a, s],
wb(x, λ), x ∈ (a, s].

Действительно, n-ая производная функции Gλ(x, s) по x равна нулю при x = s если
n ≤ 2 и равна 1, если n = 3. Следовательно, функция Gλ(x, s) непрерывна и име-
ет непрерывные производные по x до второго порядка для всех x ∈ [a, b] и любого
s ∈ (a, b), а при фиксированном s ∈ (a, b) она имеет также абсолютно непрерывную
квазипроизводную D3Gλ(·, s) на интервалах (a, s) и (s, b), которая имеет скачок рав-
ный 1 при x = s. Более того, на интервале (a, s) и подграфе Γ\(a, s] функция Gλ(·, s),
как функция x, удовлетворяет уравнению LGλ(·, s) = 0 и граничным условиям (8).
Следовательно Gλ(x, s) удовлетворяет всем условиям, определяющим функцию Гри-
на в Γ× (a, b) [16, Глава 6].

Лемма 4. Пусть G0(x, s) функция Грина краевой задачи (7), (8), соответствую-
щей значению λ = 0. Тогда для каждой вершины a ∈ ∂Γ, по крайней мере одна из
производных ∂G0

∂x
(a, s) или ∂2G0

∂2x
(a, s) нетривиальна на соответствующем граничном

ребре γa.
Доказательство. Предположим, что ∂G0

∂x
(a, s) ≡ 0 и ∂2G0

∂2x
(a, s) ≡ 0 для некоторой

вершины a ∈ ∂Γ и для всех s ∈ γa. Пусть γa = (a, b), где b ∈ J(Γ). Из свойств функции
Грина Gλ(x, s) следует (см. [16, Раздел 6.3]), что G0(a, s) ≡ ∂G0

∂x
(a, s) ≡ ∂2G0

∂2x
(a, s) ≡ 0

для всех s ∈ [a, b].
Из (14) следует, что ограничение функции Грина G0(x, s) на треугольник

a ≤ x ≤ s ≤ b допускает представление в виде

G0(x, s) = wb(x, 0)ψ1(s) + vb(x, 0)ψ2(s), a ≤ x ≤ s ≤ b. (15)

Здесь ψ1, ψ2 ∈ C[a, b] нетривиальные функции. Из [16, Теорема 6.11] и [16, Раз-
дел 6.1.3] следует, что wb(x, 0) пропорциональна срезке G0(x, b), x ∈ Γ. Следо-
вательно, с учетом тождеств ∂G0

∂x
(a, s) ≡ ∂2G0

∂2x
(a, s) ≡ 0, s ∈ [a, b], видим, что

wb(a, 0) = w′
b(a, 0) = w′′

b (a, 0) = 0. Используя (15), получаем

∂G0

∂x
(a, s) = v′b(a, 0)ψ2(s) = 0,

∂2G0

∂2x
(a, s) = v′′b (a, 0)ψ2(s) = 0, ∀s ∈ [a, b].

Так как ψ2(s) ̸≡ 0, то vb(a, 0) = v′b(a, 0) = v′′b (a, 0) = 0, и поэтому vb(x, 0) пропорцио-
нальна wb(x, 0) на [a, b], что неверно. Лемма доказана. □
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Пусть Tw(Γ) – класс операторов Lλ, порожденных соотношениями (6) и гранич-
ными условиями (8), для которых для каждой вершины a ∈ ∂Γ соответствующее
решение wa(x, λ) положительно на Γ. Через Tv(Γ) обозначаем класс операторов Lλ,
порожденных соотношениями (6) и граничными условиями (8), для которых для
каждой вершины a ∈ ∂Γ соответствующее решение va(x, λ) положительно на Γ.

В работах [5–7] был изучен оператор L0 порождаемый формулами (2)-(5). Было
показано [5, Теорема 5], что из L0 ∈ Tw(Γ) следует L0 ∈ Tv(Γ). Однако обратное
утверждение не верно.

Лемма 5. Пусть L0∈Tv(Γ). Если для некоторой вершины a0∈∂Γ и для 0<λ∗<λ0
решение va0(x, λ∗) неотрицательно на Γ, то это решение не имеет тройных нулей
на ∂Γ.
Доказательство. Граничные условия в вершине a0 ∈ ∂Γ подразумевают, что a0 не
является тройным нулем va0(x, λ

∗) и, как следует из леммы 3, va0(x, λ∗) > 0 в Γ.
Рассмотрим функцию Грина G0(x, s) дифференциального оператора L0 порож-

даемого формулами (2)–(5) и (8). Из свойств функции Грина (см. [16, Раздел 6.3.1]
или [5]) следует, что

va0(x, λ
∗)=λ∗

∫
Γ

G0(x, s)r(s)va0(s, λ
∗)ds+λ∗

∑
c∈J(Γ)

G0(x, c)r(c)va0(c, λ
∗)+va0(x, 0). (16)

Рассмотрим произвольную вершину a ∈ ∂Γ \ a0. Используя (16), мы получим

v′a0(a, λ
∗)=λ∗

∫
Γ

∂G0

∂x
(a, s)r(s)va0(s, λ

∗)ds+ λ∗
∑

c∈J(Γ)

∂G0

∂x
(a, c)r(c)va0(c, λ

∗) + v′a0(a, 0),

v′′a0(a, λ
∗)=λ∗

∫
Γ

∂2G0

∂x2
(a, s)r(s)va0(s, λ

∗)ds+ λ∗
∑

c∈J(Γ)

∂2G0

∂x2
(a, c)r(c)va0(c, λ

∗) + v′′a0(a, 0).

Поскольку L0∈Tv(Γ), из [2, Теорема 7] следует, что G0(x, s) > 0 в Γ×Γ. Следовательно

v′a0(a, 0) ≥ 0, v′′a0(a, 0) ≥ 0, и
∂G0

∂x
(a, s) ≥ 0,

∂2G0

∂x2
(a, s) ≥ 0 ∀s ∈ Γ.

Более того, с учетом леммы 4,∣∣∣∣∂G0

∂x
(a, s)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∂2G0

∂x2
(a, s)

∣∣∣∣ ̸≡ 0 на Γ.

Учитывая, что va0(x, λ∗) > 0 в Γ, получаем v′a0(a, λ
∗) + v′′a0(a, λ

∗) > 0. □

Следующая лемма может быть доказана аналогичным образом.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2025, 4



О положительной обратимости оператора на графе 69

Лемма 6. Пусть L0 ∈ Tw(Γ). Если для некоторой вершины a0 ∈ ∂Γ и 0 < λ∗ < λ0

решение wa0(x, λ
∗) неотрицательно по Γ, то это решение не имеет тройных нулей

в ∂Γ.

Пусть a – произвольная граничная вершина графа, а γa – граничное ребро, при-
мыкающее к a. Если функция u ∈ C[Γ] имеет конечное число нулей в γa, то через
sgnu(a + 0) обозначим предел lim

γa∋x→a
sgnu(x) и считаем, что ребро параметризовано

от вершины a.

Лемма 7. Пусть L0 ∈ Tv(Γ) (или L0 ∈ Tw(Γ)). Тогда Lλ ∈ Tv(Γ) (или Lλ ∈ Tw(Γ))
для каждого λ ∈ (0, λ0).
Доказательство. Мы докажем только Lλ ∈ Tv(Γ), поскольку доказательство
Lλ ∈ Tw(Γ) аналогично.

Зафиксируем произвольную вершину a∈∂Γ и рассмотрим соответствующее ре-
шение va(x, λ). Ясно, что va(x, λ) непрерывно зависит от параметра λ. Из леммы 3
следует, что для каждого λ∈(0, λ0) либо va(x, λ)>0 в Γ, либо va(x, λ) меняет знак в Γ.
Следовательно, если спектральный параметр λ непрерывно увеличивается от нуля,
то функция va(x, λ) может приобретать или терять нули только через границу ∂Γ.

Предположим, что существует λ′∈(0, λ0) такое, что va(x, λ′) имеет нуль в Γ. То-
гда va(x, λ

′) меняет свой знак в Γ (лемма 3). С другой стороны, функция va(x, 0)

положительна в Γ. Следовательно, существуют λ̃∈(0, λ′) и ε > 0 такие, что va(x, λ)
меняет знак в Γ для всех λ∈(λ̃, λ̃+ ε), и va(x, λ) > 0 на Γ для всех λ∈(0, λ̃). Так как
функция va(x, λ) приобретает или теряет нули только через границу ∂Γ, существует
вершина b∈∂Γ такая, что sgn va(b+0, λ)<0 для всех λ∈(λ̃, λ̃+ ε) и sgn va(b+0, λ) > 0

для всех λ∈(0, λ̃) при условии, что ε > 0 достаточно мало. Из граничных условий в
вершине b, что

v′a(b, λ) ≤ 0, v′′a(b, λ) ≤ 0 для всех λ ∈ (λ̃, λ̃+ ε),

v′a(b, λ) ≥ 0, v′′a(b, λ) ≥ 0 для всех λ ∈ (0, λ̃).

Объединяя эти неравенства с va(x, λ̃) ≥ 0, x ∈ Γ, мы получаем va(x, λ̃) > 0 в Γ и
va(b, λ̃) = v′a(b, λ̃) = v′′a(b, λ̃) = 0. Однако это противоречит лемме 5. □

Наша следующая цель – показать, что включение Lλ∈Tv(Γ) эквивалентно поло-
жительности функции Грина задачи (7), (8).

Напомним (см. Раздел 1), что ε-окрестность граничной вершины графа не содер-
жит саму вершину; следовательно ε-окрестность границы множества Γ×Γ содержит
только точки самого множества Γ× Γ .
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Лемма 8. Пусть a∈∂Γ и при некотором λ∈[0, λ0) решение va(x, λ) отлич-
но от нуля в точке x0∈Γ. Существует ε=ε(x0)>0 такое, что тождество
sgnGλ(x0, s) = sgn va(x0, λ) справедливо для всех s∈Nε(a).
Доказательство. Пусть γa=(a, b) граничное ребро, примыкающее к a∈∂Γ. Из (14)
следует, что для s∈(a, b) и x∈Γ \ (a, s)

Gλ(x, s) = va(x, λ)ψ1(s) + wa(x, λ)ψ2(s),

где ψ1 = −[wa, vb, wb]/(p·[va, wa, vb, wb]) и ψ2 = [va, vb, wb]/(p·[va, wa, vb, wb]). С помощью
свойств вронскианов (см. [18, § 4]), мы имеем ψ1(s) > 0 на (a, b), и ψ2(s) = o(ψ1(s))

при s → a. Учитывая, что va(x0, λ) ̸= 0, мы видим, что sgnGλ(x0, s) = sgn va(x0, λ),
при условии, что s ∈ Nε(a) и ε > 0 достаточно малы. □

Теорема 8 показывает, что если точка s ∈ Γ принадлежит достаточно малой
окрестности вершины a ∈ ∂Γ, то для всех x ∈ Γ знак функции Грина Gλ(x, s) совпа-
дает со знаком соответствующего решения va(x, λ).

Лемма 9. Пусть λ ∈ [0, λ0). Если функция Грина Gλ(x, s) задачи (7), (8) обраща-
ется в нуль в точке (x0, s0) ∈ Γ×Γ и не меняет знак в некоторой ее окрестности,
то существует вершина a ∈ ∂Γ такая, что срезка Gλ(·, s0) тождественно равна
нулю на граничном ребре, примыкающем к a.
Доказательство. Предположим противное. Пусть Gλ(x, s0) ̸≡ 0 на каждом гранич-
ном ребре Γ. Удалим точку x0 из графа Γ. Он распадается на несколько ветвей Γi(x0),
для которых точка x0 является граничной вершиной. Обозначим через Gλ,i(x, s0)

сужение функции Gλ(x, s0) на ребро подграфа Γi(x0), примыкающее к выколотой
точке x0 ∈ ∂Γi(x0). Используя свойства функции Грина и лемму 2, легко вывести,
что G′

λ,i(x, s0)|x=x0 = 0 для всех i ∈ I(x0).
Возьмем ветвь Γi0(x0) такую, что s0 ̸∈ Γi0(x0). Поскольку Gλ(x, s0) ̸≡ 0 на каждом

граничном ребре Γ, мы имеем Gλ(x, s0) ̸≡ 0 в Γi0(x0). Теперь из свойств функции
Грина следует, что λ является собственным значением спектральной задачи

Lλu = 0 на Γi0(x0), u(x0) = u′(x0) = 0, (ϑu′ − βu′′)|∂Γi0
(x0)\x0 = 0.

Но это противоречит следствию 2. □

Из лемм 8 и 9 получаем следующее утверждение.

Следствие 4. Пусть L0 ∈ Tv(Γ). Если при некотором λ ∈ [0, λ0) функция Грина
Gλ(x, s) краевой задачи (7), (8) обращается в нуль в точке (x0, s0) ∈ Γ×Γ, то срезка
Gλ(·, s0) меняет свой знак в любой окрестности x0.
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Теорема 3. Для того, чтобы функция Грина краевой задачи (7), (8) была строго
положительна на Γ × Γ при каждом λ ∈ [0, λ0), необходимо и достаточно, чтобы
выполнялось включение L0 ∈ Tv(Γ).
Доказательство. Поскольку G0(x, s) > 0 на Γ×Γ, то включение L0 ∈ Tv(Γ) следует
из [2, Теорема 7].

Чтобы доказать достаточность отметим, что из леммы 7 следует va(x, λ) > 0 при
x ∈ Γ для каждого a ∈ ∂Γ и для всех λ ∈ [0, λ0). Используя лемму 8, получаем

sgnGλ(a+ 0, s) > 0 ∀λ ∈ [0, λ0), ∀s ∈ Γ, ∀a ∈ ∂Γ. (17)

Предположим, что для некоторого λ̃ ∈ (0, λ0) соответствующая функция Грина
Gλ̃(x, s) не является строго положительной в Γ × Γ. Из следствия 4 вытекает, что
Gλ̃(x, s) меняет свой знак. Следовательно, существует точка s0 ∈ Γ такая, что срез-
ка Gλ̃(x, s0) меняет знак в Γ. С другой стороны, срезка G0(x, s0) положительна в Γ

(см. [2, Теорема 7]). Поскольку Gλ(x, s0) непрерывно зависит от λ, то из (17) следует
существование такого λ∗ ∈ (0, λ̃), что Gλ∗(x, s0) неотрицательна на Γ и имеет по край-
ней мере один нуль x∗ ∈ Γ. Это, однако, противоречит следствию 4. Доказательство
теоремы завершено. □

Определение 1. Мы говорим, что дифференциальный оператор Lλ является поло-
жительно обратимым на Γ, если задача (7), (8) однозначно разрешима и решение
дифференциального неравенства

Lλu ≩ 0 на Γ, u|∂Γ = (ϑu′ − βu′′)|∂Γ = 0.

положительно на Γ.

Следствие 5. Пусть L0 ∈ Tv(Γ). Тогда при 0 ≤ λ < λ0 оператор Lλ положительно
обратим.

Следствие 6 (слабый принцип максимума). Пусть L0 ∈ Tv(Γ). Если λ ∈ [0, λ0), то
любое нетривиальное решение дифференциальных неравенств

Lλu ≥ 0 на Γ, u|∂Γ = 0, (ϑu′ − βu′′)|∂Γ ≥ 0.

положительно на Γ.
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Доказательство непосредственно следует из следствия 5 и из представления ре-
шения

u(x) =

∫
Γ

Gλ(x, s)Lλu(s)ds+
∑

c∈J(Γ)

Gλ(x, c)Lλu(c)

+
∑
a∈∂Γ

va(x, λ)[ϑ(a)u
′(a)− β(a)u′′(a)].

Следствие 7 (принцип максимума). Пусть L0 ∈ Tw(Γ). Если λ ∈ [0, λ0), то любое
нетривиальное решение дифференциальных неравенств

Lλu ≥ 0 на Γ, u|∂Γ ≥ 0, (ϑu′ − βu′′)|∂Γ ≥ 0.

положительно на Γ.
Доказательство. В работе [5, Теорема 5] показано, что из L0 ∈ Tw(Γ) следует
L0 ∈ Tv(Γ). Теперь, привлекая лемму 7, можно утверждать, что доказательство сле-
дует из формулы

u(x) =

∫
Γ

Gλ(x, s)Lλu(s)ds+
∑

c∈J(Γ)

Gλ(x, c)Lλu(c)

+
∑
a∈∂Γ

va(x, λ)[ϑ(a)u
′(a)− β(a)u′′(a)] +

∑
a∈∂Γ

wa(x, λ)u(a).

□

Заключение

В работе установлено, что положительная обратимость невозмущённого опера-
тора L0 краевой задачи четвёртого порядка на метрическом графе с условиями
жёсткого соединения, влечёт положительную обратимость возмущённого оператора
Lλ=L0−λrI для всех положительных значений спектрального параметра λ, меньших
первого собственного значения λ0 исходной задачи. Как следствие, получены прин-
ципы максимума для решений возмущённого уравнения и доказана положительность
функции Грина. Эти результаты важны для качественного анализа линейных и нели-
нейных дифференциальных уравнений на сетях, особенно в приложениях, связанных
со стержневыми системами с жёсткими узлами.

Вместе с тем, в работе рассмотрен только случай положительных значений спек-
трального параметра λ∈(0, λ0). Вопрос о положительной обратимости оператора Lλ

при отрицательных λ остаётся открытым. Более того, совсем нетривиальной являет-
ся задача исследования положительной обратимости оператора Lλ=L0−λrI в случае,
когда весовая функция r(x) является знакопеременной. Развитые в работе методы
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существенно опираются на свойства положительности коэффициента λr, которые не
переносятся непосредственно на случай знакопеременной весовой функции. Решение
этих вопросов потребует принципиально новых подходов и составляет перспективу
дальнейших исследований.
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Comparison of methods of mathematical modeling of the dynamics
of gas suspensions with non-equilibrium and “frozen” velocities of the
dispersed phase.

Tukmakov D. A.

Abstract. In the modern literature, several approaches exist for modeling the dynamics of
inhomogeneous media. The most complex in terms of implementation is the continuum approach
to the dynamics of inhomogeneous media, within which the flow processes of inhomogeneous
media are studied using the Eulerian approach to hydrodynamics. This continuum approach
to the dynamics of inhomogeneous media can be implemented using several different methods.
However, the most difficult to implement in practice is the continuous nonequilibrium approach.
A much simpler approach is the development of mathematical models for the dynamics of
inhomogeneous media with a “frozen” dispersed phase.

This paper compares the calculations of the shock-wave dynamics of gas suspensions
conducted using two mathematical models of the continuum modeling method. In both models,
the flow of the carrier medium is described by a system of Navier-Stokes equations in a two-
dimensional, unsteady form. For the nonequilibrium model, the dynamics of the dispersed phase
is described by a system of equations for the conservation of the average density of the dispersed
phase, the conservation of the spatial components of the dispersed phase momentum, and the
conservation of the thermal energy of the dispersed phase.

For the “frozen” model of gas suspension dynamics, the velocity “frozen” velocity of the
dispersed phase is assumed, and the temperature of the dispersed phase is calculated under the
assumption that the temperature of the dispersed phase is nonequilibrium with respect to the
carrier medium.

The gas suspension was considered in a monodisperse single-fraction approximation, where
all dispersed inclusions have the same size, spherical shape, and the same density and heat
capacity of the particle material.

The system of equations was solved using an explicit finite-difference method of second-order
accuracy. To overcome numerical oscillations, a nonlinear correction scheme for the numerical
solution was used.

Keywords: mathematical modeling, multiphase media, continuum method, interphase
interaction, numerical modeling.
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Работа выполнялась в рамках государственного задания Федерального исследо-
вательского центра Казанского научного центра Российской академии наук.

Введение

Одним из приложений математики является разработка математических моде-
лей механики жидкости и газа [1,2], в частности математических моделей динамики
неоднородных сред [3–18]. В монографии [3] изложены основные теоретические поло-
жения континуального метода математического моделирования течений сплошных
многофазных сред в эйлеровой формулировке, основанные на законах сохранения
массы, импульса и энергии. В монографии [4] разработаны математические моде-
ли ударно-волновой динамики многофазных сред – газовзвесей и пористых сред – с
описанием численных методов решения уравнений. В монографии [5] представлены
модели динамики неоднородных сред в одномерной постановке. Уравнения решаются
методом крупных частиц в эйлеровой континуальной формулировке. В монографии
[6] представлены различные методы описания течений газа с частицами, описываю-
щие траекторный, диффузионный и континуальный подходы к моделированию тече-
ний газовзвесей. В монографии [7] представлены одномерная и двумерная математи-
ческие модели течений газовзвеси с дисперсной фазой, состоящей из твердых метал-
лических частиц, полученные континуальной методикой моделирования динамики
многофазных сред. В современных периодических изданиях исследуются различные
особенности течений неоднородных сред. В статье [8] представлен обзор расчетных,
теоретических и экспериментальных работ, посвященных исследованию различных
типов двухфазных течений, а также рассматриваются проблемы, возникающие при
моделировании двухфазных течений, и особенности их исследования. Высказывает-
ся предположение, что при моделировании течения газодисперсных сред со средней
плотностью дисперсной фазы, сравнимой с плотностью несущей среды, необходимо
учитывать эффекты, связанные с межфазным взаимодействием.

В статье [9] рассматриваются теоретические аспекты численного моделирования
прямоугольных пылеуловителей. Предложены упрощенные выражения для парамет-
ров межфазного взаимодействия, позволяющие упростить численную модель.

В работе [10] проведено численное моделирование распространения ударной вол-
ны, движущейся в изогнутой трубе, заполненной запыленной средой. Результаты
численных расчетов динамики ударной волны в двухфазной среде сравниваются с
аналогичными результатами для однофазной среды. Определено влияние угла изги-
ба трубы на усиление ударной волны.
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При описании технических систем в ряде случаев решение системы гидродинами-
ческих уравнений не рассматривается, и математические модели разрабатываются
на основе анализа экспериментальных данных.

Обзор литературы показывает, что при близких массовых долях дисперсной фа-
зы более применимы континуальные математические модели динамики многофаз-
ных сред [5, 8]. В работе [11] построена континуальная модель, описывающая вы-
сокоскоростные течения дисперсной фазы. Уравнения являются гиперболически-
ми и решаются численным методом типа уравнения Годунова. Обсуждается влия-
ние двумерных эффектов на формирование структуры ударно-волнового течения и
пространственно-временных зависимостей концентрации частиц. В [12] представлен
анализ численного исследования взаимодействия сферических ударных волн с ме-
ханическими и тепловыми неоднородностями, расположенными на плоской поверх-
ности. Результаты расчётов показали, что наличие гетерогенного слоя на плоской
поверхности приводит к ослаблению падающей ударной волны в пределах этого слоя
в зависимости от объёмной доли конденсированной фазы. В статье [13] разработаны
гиперболические модели газопылевых смесей в одно- и многоскоростном приближе-
нии с учётом межфракционного теплообмена. Уравнения математической модели
интегрировались методом Годунова.

В кратком обзоре публикаций в периодических изданиях показано, что для моде-
лирования течений неоднородных сред, в том числе газодисперсных, используются
различные методы. Преимуществом континуальных эйлеровых моделей является их
способность наиболее точно описывать взаимодействия между фазами газодисперс-
ной смеси при больших массовых долях дисперсной фазы. Более простой континуаль-
ной математической моделью динамики газовзвеси, чем неравновесная модель, явля-
ется модель с «замороженной» скоростью дисперсной фазы [12], которая не является
полностью «замороженной» [3], поскольку температура дисперсной фазы рассчиты-
вается как неравновесная с учётом теплового потока между несущей и дисперсной
фазами. В данной работе сравниваются математические модели динамики газовзвеси
с неравновесной и «замороженной» скоростями фаз. Актуальность работы связана
с исследованием процессов ударно-волновой динамики газовзвесей. Новизна работы
заключается в том, что в рамках исследования ударно-волнового течения газовзвеси
в трубе проводится анализ влияния параметров дисперсной компоненты на резуль-
таты расчетов, полученных двумя различными методиками моделирования течений
газовзвеси.
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1. Математическая модель

Движение несущей среды описывается системой уравнений Навье–Стокса с уче-
том сил межфазного взаимодействия и теплопередачи [14]–[18]:

∂ρ

∂t
+
∂(ρu)

∂x
+
∂(ρv)

∂y
= 0, (1)

∂(ρu)

∂t
+

∂

∂x
(ρu2 + p− τxx) +

∂

∂y
(ρu1v − τxy) = −Fx + α2

∂p

∂x
, (2)

∂(ρv)

∂t
+

∂

∂x
(ρuv1 + p− τxy) +

∂

∂y
(ρv2 + p− τyy) = −Fy + α∂p∂y , (3)

∂e

∂t
+

∂

∂x

(
[e + p− τxx]u − τxyv + λ

∂T

∂x

)
+

∂

∂y

(
[e + p− τyy]v − τxyu + λ

∂T

∂y

)
= (4)

= −Q− (|Fx|(u − u1) + |Fy|(v − v1)) + α2

(
∂(pu)

∂x
+
∂(pv)

∂y

)
.

Выражение для зависимых функций через искомые функции системы (1)–(4)

p = (γ − 1)(e − ρ(u2 + v2)/2), e = ρ(I + (u2 + v2)/2),

τxx = µ

(
2
∂u

∂x
− 2

3
D

)
, τyy = µ

(
2
∂v

∂y
− 2

3
D

)
,

τxy = µ

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
, D = µ

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
.

В рамках неравновесной математической модели динамика дисперсной фазы опи-
сывается уравнением сохранения средней плотности дисперсной фазы, уравнениями
сохранения компонент импульса и уравнением сохранения энергии [3, 6, 7]:

∂ρ1
∂t

+
∂ρ1u1
∂x

+
∂ρ1v1
∂y

= 0, (5)

∂(ρ1u1)

∂t
+

∂

∂x
(ρ1u

2
1) +

∂

∂y
(ρ1u1v1) = Fx − α

∂p

∂x
(6)

∂(ρ1v1)

∂t
+

∂

∂x
(ρ1u1v1) +

∂

∂y
(ρ1v

2
1) = Fy − α

∂p

∂y
, (7)

∂e1
∂t

+
∂

∂x
(e1u1) +

∂

∂y
(e1v1) = Q. (8)

Уравнение сохранения полной энергии в случае «замороженной» модели имеет вид:

∂e

∂t
+

∂

∂x

(
[e + p− τxx]u − τxyv1 + λ

∂T

∂x

)
+

∂

∂y
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∂T

∂y

)
= (9)

= −Q− (|Fx|(u) + |Fy|(v)) + α1

(
∂(pu)
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+
∂(pv)

∂y

)
.
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В математической модели динамики газовзвеси с «замороженной» скоростью
дисперсной фазы можно учесть теплообмен между неподвижной дисперсной фазой
и несущей средой [12] —(10):

∂e1
∂t

= Q. (10)

Для описания межфазного обмена — Fx, Fy импульсом через искомые простран-
ственные компоненты векторов скорости несущей среды и доли дисперсной фазы,
были записаны следующие выражения:

Fx = Fxad + FxA + Fxam,

Fxad =
3α

2d
Cdρ

√
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2 + (v − v1)
2 (u − u1) ,
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∂u

∂x
+ v
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)
,
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∂u

∂x
+ v

∂u
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− ∂u1

∂t
− u1

∂u1
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− v1
∂u1
∂y

)
,

Fy = Fyad + FyA + Fyam,

Fyad =
3α

2d
Cdρ

√
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2 + (v − v1)
2 (v − v1) ,

FyA = αρ

(
∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
+ v

∂v
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)
,

Fyam = 0.5αρ

(
∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
− ∂v1

∂t
− v1

∂v1
∂x

− v1
∂v1
∂y

)
.

Здесь индексы «ad» относятся к силам аэродинамического сопротивления,
«A» означает динамическую силу Архимеда, «am» — силу присоединённых
масс [1]. Функция теплообмена между дисперсной фазой и несущей средой [6] рав-
на Q=αλNu1(T − T1)/(d)

2. В приведенных выражениях p, ρ, u, и v — это давление,
плотность, декартовы составляющие скорости несущей среды в направлении осей x

и y, соответственно; T и e — температура и полная энергия газа, µ, λ – вязкость
и теплопроводность газа; ρ2, T1, e1, u1, v1 — средняя плотность, температура, внут-
ренняя энергия, декартовы составляющие скорости дисперсной фазы в направлении
осей x,y. Внутренняя энергия дисперсной фазы, взвешенной в газе, определяется
как e1=ρCpT1, где Cp — удельная теплоёмкость на единицу массы вещества дисперс-
ной фазы. Важным параметром механики многофазных сред является средняя плот-
ность фракции дисперсной фазы, определяемая выражением ρ1=αρ10, где α(x, y, t) —
дисперсной фазы, являющееся функцией времени и пространственных переменных,
ρ10=const — физическая плотность материала дисперсного компонента смеси.
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Силовое взаимодействие компонент смеси определяется коэффициентом сопро-
тивления Cd. Тепловое и силовое взаимодействие компонентов газовзвеси определя-
ются [6] относительным числом Маха M1, относительным числом Рейнольдса Re1,
относительным числом Нуссельта Nu1 и числом Прандтля Pr:

Cd = C0
dϕ(M12)θ(α), C0

d =
24

Re1
+

4

Re0.51

+ 0.4,

ϕ(M1) = 1 + exp

(
0.427

M0.63
1

)
, θ(α) = (1− α)−2.5,

Re1 = dρ|V − V1|/µ, M1 = |V − V1|, P r = cpµ(λ)
−1,

Nu1 = 2 exp(−M1) + 0.459Re0.551 Pr0.33,

Vi=[ui, vi], i=1, 2 – вектор скорости несущей и дисперсной компонент. Для случая
математической модели динамики газовзвеси с «замороженной» скоростью [1] силы
межфазного взаимодействия записываются следующим образом:

Fx = Fxad + FxA + Fxam,

Fxad =
3α

2d
Cdρu

√
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,
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)
,

Fy = Fyad + FyA + Fyam,

Fyad =
3α

2d
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√
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(
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∂t
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)
,

Fyam = 0.5αρ

(
∂v

∂t
+ v

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
.

Для «замороженной» модели имеются следующие различия в относительном числе
Маха —M12 и относительном числе Рейнольдма —Re12:

Re1 = dρ|V|/µ, M1 = |V|,

2. Численный метод

Система уравнений (1)–(9) была проинтегрирована явным методом конечных раз-
ностей Мак-Кормака второго порядка точности. Рассмотрим численный алгоритм на
примере следующего скалярного нелинейного уравнения в частных производных для

«Таврический вестник информатики и математики», №4 (69)’ 2025



82 Д. А. Тукмаков

функции f :
∂f

∂t
+
∂a(f)

∂x
+
∂b(f)

∂y
= c(f), (11)

где a(f), b(f), и c(f) — нелинейные функции.
Для нелинейного уравнения (11) численное решение явным методом конеч-

ных разностей МакКормака на n-м временном слое записывается следующим об-
разом [19]:

f ∗
jk = fn−1

jk − ∆t

∆x
(an−1

j+1k − an−1
jk )− ∆t

∆y
(bn−1

jk+1 − bn−1
jk ) + ∆tcn−1

jk , (12)

fn
jk = 0, 5(f ∗

jk + fn
jk)− 0, 5

∆t

∆x
(a∗jk − a∗j−1k)− 0, 5

∆t

∆y
(b∗jk − b∗jk−1) + 0, 5∆tc∗jk. (13)

Здесь ∆t, ∆x и ∆y — это шаги во временном и пространственном направлениях. Для
решения уравнения (10) использовалась конечно-разностная аппроксимация Эйлера
с шагом вперёд [19]. Для подавления численных осцилляций использовалась нели-
нейная схема коррекции сеточной функции [20, 21]. Пусть Zn

j,k — произвольная неза-
висимая функция на n-м временном слое в узле j, k. Тогда алгоритм коррекции имеет
следующий вид:

Zn∗
j,k = Zn

j,k + κ(δZn
j+1/2,k − δZn

j−1/2,k), (14)

где Zn∗
j,k — скорректированная функция. Этот алгоритм выполняется, когда

(δZn
j−1/2,kδZ

n
j+1/2,k) < 0 или (δZn

j+1/2,kδZ
n
j+3/2,k) < 0. Здесь используется обозначение

δZn
j−1/2,k = Zn

j − Zn
j−1,k, δZ

n
j+1/2,k = Zn

j+1,k − Zn
j,k, δZ

n
j+3/2,k = Zn

j+2,k − Zn
j+1k,

где κ — поправочный коэффициент. Размер временного шага при реализации чис-
ленного алгоритма выбирается на основе условия Куранта–Фридрихса–Леви [19].
Исследование сеточной сходимости конечно-разностного алгоритма решения урав-
нений математической модели (1)–(8) проведено в работе [17], сопоставление чис-
ленных расчетов, проведенных по математической модели (1)–(8) с физическим экс-
периментом проведено в работе [18]. В статье [16] проведено исследование влияния
граничных условий на результаты расчетов ударноволновой динамики газовзвеси в
канале. Из статьи [16] следует, что при задании на стенках канала для составляющих
скорости компонент смеси однородных граничных условий Дирихле по сравнению с
однородными граничными условиями Неймана, наблюдается меньшее значение ве-
личины межфазного скоростного скольжения и меньшая скорость распространения
возмущения по газодисперсной смеси. В данной работе на твёрдых поверхностях
для компонент скорости задавались однородные граничные условия Дирихле, а для
остальных динамических функций — однородные граничные условия Неймана.
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uk(t, 1, j) = 0, vk(t, 1, j) = 0, uk(t, Nx, j) = 0, vk(t, Nx, j) = 0,

uk(t, i, 1) = 0, vk(t, i, 1) = 0, uk(t, i, Ny) = 0, vk(t, i, Ny) = 0,

ρk(t, 1, j) = ρk(t, 2, j), ρk(t, Nx, j) = ρk(t, Nx − 1, j),

ρk(t, i, 1) = ρk(t, i, 2), ρk(t, i, Ny) = ρk(t, i, Ny − 1),

ek(t, 1, j) = ek(t, 2, j), ek(t, Nx, j) = ek(t, Nx − 1, j)

ek(t, i, 1) = ek(t, i, 2), ek(t, i, Ny) = ek(t, i, Ny − 1).

Здесь Nx=300 и Ny=60 — количество узлов; i и j — нумерация узлов в направ-
лениях x и y соответственно.

3. Результаты расчетов

На рис. 1 изображена общая схема моделируемого процесса — исследуется неста-
ционарное течение в ударной трубе, в которой в камере высокого давления находится
однородный газ, а в камере низкого давления находится неоднородная среда — га-
зовзвесь. Ударная волна движется из однородного газа в газовзвесь. Длина канала
составляла L=1 м, ширина канала h=0.1 м. Начальная температура газа и дисперс-
ной фазы — T0=293 К.

Рис. 1. Схематичное изображение моделируемого процесса

В камере низкого давления давление газа составляло p=p1=100 кПа, x>L/2. В
камере высокого давления, давление газа составляет p=p2=n∗p1, в расчетах в основ-
ном предполагается, n=2, p2=200 кПа, x<L/2. Частицы запыленной среды имеют
плотность ρ10=2500 кг/м3. Начальное распределение средней плотности дисперсной
фазы в камере низкого давления: ρ1(x, y)=αρ10(x, y), x≤L/2; в камере высокого дав-
ления — ρ(x, y)=0, x>L/2.

Для определения работоспособности численного метода было проведено иссле-
дование течения однородного невязкого газа. На рис. 2 представлено сопоставление
результатов численных расчетов распада прямого скачка уплотнения в невязком газе
с аналитическими решения для невязкого газа, полученными в работе [22]. Сопостав-
ление продемонстрировало приемлемое соответствие численных расчетов и аналити-
ческого решения в задаче динамики однородной невязкой среды.

На рис. 3 (а, б) представлены результаты расчетов поперечного распределения
модуля скорости несущей среды для неравновесной и «замороженной модели», на по-
следовательности вложенных сеток Nx=100, Ny=20; Nx=200, Ny=40; Nx=300, Ny=60
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Рис. 2. Давление невязкого газа в различные моменты времени

по мере измельчения сетки уменьшается количественное отличие в результатах рас-
четов скорости несущей среды. Для других искомых функций также наблюдается
сеточная сходимость.

Рис. 3. Модуль скорости несущей среды газовзвеси в поперечном се-
чении x = L/2 при расчетах на вложенной последовательности сеток:
(a) — расчеты для замороженной модели, (б) — расчеты по неравено-
весной модели

На рис. 4 изображено распределение давления в однородном вязком газе и в
различных моделях газовзвеси для объемного содержания α2=0.001 и дисперсности
частиц d=40 мкм. По причине межфазного взаимодействия ударная волна движется
в газодисперсной среде с меньшей скоростью, чем в однородном вязком газе. При
этом в однородном вязком газе профиль волны давления отличается от профиля
волны давления в однородном невязком газе (рис. 2).

На рис. 5 представлены результаты расчетов температуры однородного газа и
несущей среды газовзвеси при моделировании процесса распада разрыва давлений
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Рис. 4. Пространственное распределение давления в однородном газе,
в несущей среде в расчетах по неравновесной и замороженной модели

с интенсивностями начального разрыва давлений p2/p1=2, 3, 4, 5 для дисперсности
частиц d=150 мкм и объемном содержании дисперсной фазы α=0.001, полученными
неравновесной и «замороженной» моделями динамики газовзвеси. Вблизи переднего
края волны сжатия достигается максимальное значение температуры, при увеличе-
нии интенсивности начального разрыва давления значение минимальной температу-
ры в волне разряжения уменьшается. Для выбранных параметров дисперсной фазы
при различных интенсивностях начального разрыва давления результаты расчетов,
полученных для обеих моделей динамики газовзвеси, согласуются.

Рассмотрим влияние размера дисперсных включений на динамику газовзвеси.
На рис. 6 представлены результаты расчетов кинетической энергии и температуры в
однородном газе и несущей среде газовзвеси для объемного содержания дисперсной
фазы α=0.001 и различных размеров дисперсных включений.

Межфазное взаимодействие в газовзвеси замедляет скорость движения ударной
волны, по сравнению с однородной средой (рис. 4). За счет меньшей скорости движе-
ния ударной волны в газовзвеси происходит переход кинетической энергии несущей
среды в потенциальную энергию.

Таким образом, у несущей среды газовзвеси температура в волне сжатия, вблизи
поверхности разделения однородной среды и газовзвеси, имеет большее значение,
чем в однородном газе (рис. 6 (г, e)).

По сравнению с однородными газом значение кинетической энергии в ударной
волне в газовзвеси имеет меньшее значение по причине учета потери энергии несущей
среды за счет межфазного трения, между несущей средой и дисперсной фазой.

В «замороженной» модели имеет большее значение интенсивность скоростного
трения между несущей средой и дисперсной фазой, за счет чего в результатах рас-
четов по «замороженной» модели меньшее значение кинетической энергии несущей
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Рис. 5. Температура однородного газа и несущей среды газовзвеси, чья
динамика моделируется неравновесной и «замороженной» моделями:
(а) p2/p1 = 2; (б) p2/p1 = 3; (в) p2/p1 = 4; (г) p2/p1 = 5

среды. В «замороженной» модели по сравнению с неравновесной моделью в урав-
нении сохранения энергии несущей среды большее значение имеет величина потери
тепловой энергии за счет межфазного трения |Fx|(u)+|Fy|(v) и |Fx|(u−u1)+|Fy|(v−v1)
соответственно. Это объясняет меньшее значение температуры несущей среды га-
зовзвеси в расчетах по модели с «замороженной» скоростью, чем в неравновесной
модели.

При уменьшении размера частиц в расчетах по обоим моделям динамики га-
зовзвеси происходит уменьшение кинетической энергии несущей среды газовзвеси.
При одинаковом объемном содержании α=0.001 для размеров дисперсных частиц
d=40 мкм и d=100 мкм минимальные значения отношений величины кинетической
энергии несущей среды газовзвеси, рассчитанной по «замороженной» модели к ана-
логичной величине, рассчитанной по неравновесной модели составляет 74 % и 93%
соответственно.

Зависимость можно объяснить тем, что уменьшение размера частиц дисперсной
фазы приводит к увеличению площади межфазного взаимодействия и в следствии
чего к интенсификации межфазного взаимодействия.
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Рис. 6. Продольное пространственное распределение кинетической
энергии и температуры однородного газа и несущей среды газовзвеси
для различных дисперсностей: (а), (б) d=400 мкм; (в), (г) d=100 мкм;
(д), (е) d=40 мкм.

Также было проведено исследование влияния объемного содержания дисперсной
фазы на результаты расчетов по двум математическим моделям динамики газодис-
персной смеси. Для обоих математических моделей справедливо, что увеличение объ-
емного содержания дисперсной фазы, при фиксированном размере частиц d=50 мкм,
приводит к тому, что в следствии большей массы дисперсной фазы уменьшается как
кинетическая энергии несущей среды, так и температуры несущей среды (рис. 7).
Для модели с «замороженной» скоростью при увеличении объемного содержания
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Рис. 7. Продольное пространственное распределение кинетической
энергии и температуры однородного газа и несущей среды газовзвеси
для различных объемных содержаний дисперсной фазы, размер дис-
персных включений d=50 мкм: (а), (б) α=0.001; (в), (г) d : α=0.0004;
(д), (е) α=0.00001

дисперсной фазы снижение температуры несущей среды идет более интенсивно, чем
для неравновесной модели. При объемном содержании дисперсной фазы α=0.0004,
величина кинетической энергии, рассчитанная по «замороженной» модели составля-
ет 90 %, от аналогичной величины, рассчитанной по неравновесной модели.

В поперечном сечении (x=0.8∗L) уменьшение размеров частиц и увеличение объ-
емного содержания дисперсной фазы приводит к уменьшению кинетической энергии
несущей среды: рис. 8 (а, б). При фиксированном объемном содержании дисперсной
фазы для размеров частиц d=400 мкм результаты расчетов кинетической энергии
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Рис. 8. Поперечное пространственное распределение кинетической
энергии однородного газа и несущей среды газовзвеси с объемным
содержанием дисперсной фазы α=0.001: (а) кривая 1 — однородный
вязкий газ, кривая 2 — численные расчеты несущей среды газовзвеси
по неравновесной модели для дисперсности d=400 мкм, кривая 3 —
численные расчеты несущей среды газовзвеси по «замороженной» моде-
ли для дисперсности d=400 мкм, кривая 4 — численные расчеты несу-
щей среды газовзвеси по неравновесной модели для дисперсности d=40
мкм, кривая 5 — численные расчеты несущей среды газовзвеси по «за-
мороженной» модели для дисперсности d=40 мкм; дисперсность d=50
мкм; (б) кривая 1 — однородный вязкий газ, кривая 2 — численные
расчеты несущей среды газовзвеси по неравновесной модели для объ-
емного содержания α=0.004, кривая 3 — численные расчеты несущей
среды газовзвеси по «замороженной» модели для объемного содержа-
ния α=0.004, кривая 4 — численные расчеты несущей среды газовзве-
си по неравновесной для объемного содержания α=0.0001, кривая 5 —
численные расчеты несущей среды газовзвеси по «замороженной» мо-
дели для объемного содержания α=0.0001.

совпадают, для размера d=40 мкм величина кинетической энергии несущей среды в
«замороженной» модели составляет 74 % от аналогичного значения, рассчитанного
по неравновесной модели. Для частиц с размером d=50 мкм, при объемном содержа-
нии α=0.00001 результаты расчетов кинетической энергии несущей среды газовзвеси
в рассматриваемом поперечном сечении совпадают с расчетами кинетической энер-
гии однородного газа для объемных содержаний α2=0.00001. При увеличении объем-
ного содержания α=0.0004 величина кинетической энергии, рассчитанной по модели
«замороженной» газовзвеси составляет 90 % от результатов расчетов по неравновес-
ной модели.
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4. Заключение

В работе проведено сопоставление результатов расчетов ударноволновой динами-
ки газовзвеси, проведенных математическими моделями с неравновесной и «заморо-
женной» скоростями дисперсной фазы. Исследовано влияние дисперсности частиц и
объемного содержания дисперсной фазы на результаты расчетов. Обнаружено, что
при больших размерах дисперсных включений и больших объемных содержаниях
результаты расчетов существенно отличаются. При этом в «замороженной» модели
динамики неоднородных сред наблюдается большая потеря как кинетической энер-
гии несущей среды, так и температуры несущей среды газовзвеси по сравнению с
расчетами, проведенными по неравновесной модели динамики неоднородных сред.
Для частиц размером d=50 мкм и объемного содержания дисперсной фазы α=0.0004

кинетическая энергия, рассчитанная по «замороженной» модели составляет 90 % от
аналогичной величины, рассчитанной по неравновесной модели динамики газовзвеси.
При моделировании ударно-волнового течения с размером частиц d =100 мкм и объ-
емным содержанием дисперсной фазы α=0.001, результаты расчетов кинетической
энергии несущей среды составляют 93 % от результатов расчетов кинетической энер-
гии несущей среды, рассчитанной по неравновесной модели. Из этого можно сделать
вывод, что математическая модель с «замороженной» скоростью дисперсной фазы
предпочтительней для моделирования течений газодисперсных сред с крупными дис-
персными включениями. Выявленные закономерности возможно использовать при
разработке математических моделей динамики многофазных сред и при проведении
вычислительным экспериментов направленных на изучение течений неоднородных
сред.
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Splitting the Cauchy problem for a degenerate third-order
differential equation in subspaces.
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Abstract. This article is devoted to the study of the Cauchy problem:

A
d3u

dt3
= b

d2u

dt2
+ c

du

dt
+ du(t) + f(t),

u(0) = u0,
du

dt
(0) = u1,

d2u

dt2
(0) = u2,

where the following are given: a bounded linear operator A acting in a Banach space X, real
numbers b, c, d, b ̸= 0, a function f(t)∈X, and initial values u0, u1, u2∈X; t∈T=[0; tk], tk<+∞.
The operator A is degenerate, namely, it has the property of having 0 as a normal eigenvalue
(hereinafter, 0-n.e.v.) and a one-dimensional kernel. Differential equations of the third order in
t are used, for example, to describe the vibrations of thermoelastic plates. Using the 0-n.e.v.
property, the equation and initial conditions are decomposed into corresponding equation and
conditions in the invariant subspace M and in the root subspace N . Then, conditions for the
existence and uniqueness of a solution to the problem are determined in M , and this solution is
found as a Maclaurin series expansion. Next, the problem is solved in N , for which the unknown
function and initial conditions are expanded in a basis of elements {ei}. Note that the order of
the differential equations for the expansion coefficient functions is reduced, meaning that some
of the initial conditions are «redundant». These conditions are used to justify the existence of
a solution. The results obtained are illustrated by an example in the space X=R3 in the case
where the root subspace consists only of the kernel.

The results of this work can be used in modeling dynamical systems described by the
above-mentioned differential equation with initial conditions. They describe the vibrations of
thermoelastic plates, which finds application in aviation. For example, it is possible to study the
perturbations of the equation caused by the presence of a small parameter in the coefficients.
Due to the degeneracy of the operator A, the solution of the problem may «deteriorate» near the
point t=0; a boundary layer phenomenon may occur near this point, or when a small parameter



Расщепление задачи Коши для вырожденного дифференциального уравнения . . . 95

tends to zero, the specified dynamic system may collapse (the limit of the desired function may
not exist according to the norm, or it may tend to +∞).

Keywords: Cauchy problem, third-order differential equation in a Banach space, degenerate
operator at the highest derivative, 0-normal eigenvalue, splitting into subspaces

Введение и необходимые сведения

Рассмотрим задачу Коши:

A
d3u

dt3
= b

d2u

dt2
+ c

du

dt
+ du(t) + f(t), (1)

u(0) = u0,
du

dt
(0) = u1,

d2u

dt2
(0) = u2, (2)

где заданы: ограниченный линейный оператор A, действующий в банаховом про-
странстве X, вещественные числа b, c, d, b ̸=0, функция f(t)∈X, начальные значения
u0, u1, u2∈X; t∈T=[0; tk], tk<+∞.

Оператор A полагается обладающим свойством иметь 0 нормальным собствен-
ным числом (далее, 0-н.с.ч.) и одномерным ядром.

Дифференциальными уравнениями третьего порядка по t описываются, к при-
меру, колебания термоупругих пластин [1].

Дифференциальные уравнения с вырожденным оператором при старшей про-
изводной изучались и изучаются в рамках воронежской (С. Г. Крейн, С. П. Зубова,
Е. В. Раецкая и автор настоящей работы), иркутской (Ю. Е. Бояринцев,
В. Ф. Чистяков, А. А. Щеглова, С. С. Орлов), новосибирской (А. И. Кожанов,
Г. В. Демиденко, С. В. Успенский), екатеринбургской (И. В. Мельникова); за рубе-
жом ведут исследования A. Favini, A. Yagi, P. Kunkel, V. Mehrmann.

В работе [2] решена задача Коши для уравнения

B
d3u

dt3
= A2

d2u

dt2
+ A1

du

dt
+ A0u(t) + f(t),

где B, A2, A1, A0 — замкнутые линейные операторы, действующие в банаховых про-
страствах. Оператор B фредгольмов, обладающий m-мерным ядром и имеющий би-
канонический полный обобщенный A2 A1, A0-жорданов набор.

Здесь оператор, стоящий перед старшей производной, обладает более сильным
0-н.с.ч.-свойством, чем свойством фредгольмовости: известно, что любой линейный
0-н.с.ч.-оператор, обладающий конечномерным ядром, фредгольмов, но обратное, во-
обще говоря, неверно. Примером такого оператора является оператор A, действую-
щий в пространстве сходящихся последовательностей, задаваемый матрицей A=(aij),
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i, j=1, 2, . . .; a21=1; ai,i−2=1, i=4, 6, 8, . . .; ak,k+2=1, k=3, 5, 7, . . .; остальные компонен-
ты нулевые, приведенный в [3].

Цель настоящей работы: определение условий, при которых решение задачи (1),
(2) существует, единственно; нахождение этого решения в аналитическом виде.

Определение 1. [4] (c. 23) Линейный оператор A, действующий в банаховом про-
странстве X, обладает свойством 0-н.с.ч., если

X =M ⊕N, (3)

где N=Lin{ei}ni=1 — корневое подпространство элементов таких, что

Ae1 = 0, e1 ̸= 0, Aei = ei−1, i = 2, 3, . . . , n, (4)

а подпространство M инвариантно относительно A и таково, что сужение Ã опера-
тора A на M имеет ограниченный обратный Ã−1.

Отметим, что свойство 0-н.с.ч. успешно применялось в других работах, напр.,
в [5] при решении задачи Коши для вырожденного обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения первого порядка, и в [6] при решении полуграничной задачи для
вырожденного уравнения в частных производных первого порядка.

Статья построена следующим образом. С применением свойства 0-н.с.ч. урав-
нение (1) и начальные условия (2) расщепляются на соответствующие уравнения
и условия в подпространстве M и в подпространстве N . Затем в M определяют-
ся условия существования, единственности решения задачи, и находится это реше-
ние в виде разложения в ряд Маклорена (результаты формулируются в теореме 1).
Далее решается задача в N , для чего искомая функция и начальные условия рас-
кладываются по базису {ei}. Отметим, что порядок дифференциальных уравнений
для функций-коэффициентов разложения понижается, а значит, часть начальных
условий оказываются «лишними». Эти условия используются для обоснования су-
ществования решения. Результаты формулируются в теореме 2. Полученные резуль-
таты иллюстрируются примером в пространстве X = R3 в случае, если корневое
подпространство состоит только из ядра.

1. Расщепление задачи (1), (2)

Введем проекторы Q на M и P на N . Тогда в силу (3) решение u(t)∈X и функция
f(t)∈X раскладываются в суммы

u(t) = Qu(t) + Pu(t), (5)

f(t) = Qf(t) + Pf(t). (6)

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2025, 4



Расщепление задачи Коши для вырожденного дифференциального уравнения . . . 97

Подстановка (5), (6) в (1) приводит к уравнению

Ã
d3Qu

dt3
+A

d3Pu

dt3
= b

d2Qu

dt2
+b

d2Pu

dt2
+c

dQu

dt
+c

dPu

dt
+dQu(t)+dPu(t)+Qf(t)+Pf(t). (7)

Перенесем слагаемые, лежащие в M , влево, а слагаемые в N — вправо:

Ã
d3Qu

dt3
− b

d2Qu

dt2
− c

dQu

dt
− dQu(t)−Qf(t) =

−Ad
3Pu

dt3
+ b

d2Pu

dt2
+ c

dPu

dt
+ dPu(t) + Pf(t).

(8)

Ввиду того, что
M ∩N = {0}, (9)

уравнение (8) расщепляется на уравнение в M

Ã
d3Qu

dt3
= b

d2Qu

dt2
+ c

dQu

dt
+ dQu(t) +Qf(t) (10)

и уравнение в N

A
d3Pu

dt3
= b

d2Pu

dt2
+ c

dPu

dt
+ dPu(t) + Pf(t). (11)

Теперь разложим начальные условия в суммы:

u0 = Qu0 + Pu0, u1 = Qu1 + Pu1, u2 = Qu2 + Pu2. (12)

Те же рассуждения приводят к начальным условиям в M

Qu(0) = Qu0,
dQu

dt
(0) = Qu1,

d2Qu

dt2
(0) = Qu2 (13)

и в N
Pu(0) = Pu0,

dPu

dt
(0) = Pu1,

d2Pu

dt2
(0) = Pu2. (14)

Далее, перейдем к решению задач в этих подпространствах.

2. Решение задачи (1), (2) в подпространстве M

Под решением задачи (10), (13) подразумевается функция, трижды дифферен-
цируемая, бесконечно дифференцируемая в точке t=0 и удовлетворяющая (10), (13)
в каждой точке t∈T.

Обратим уравнение (10):

d3Qu

dt3
= bÃ−1d

2Qu

dt2
+ cÃ−1dQu

dt
+ dÃ−1Qu(t) + Ã−1Qf(t). (15)

Пусть функция Ã−1Qf(t) непрерывна. Покажем, что решение задачи (10), (15)
единственно.
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Заменами
Qu = (Qu)1, (16)

d(Qu)1
dt

= (Qu)2, (17)

d(Qu)2
dt

= (Qu)3, (18)

уравнение (15) сводится к уравнению

d(Qu)3
dt

= bÃ−1(Qu)3 + cÃ−1(Qu)2 + dÃ−1(Qu)1 + Ã−1Qf(t). (19)

Система (17)–(19) — это уравнение

d

dt

(Qu)1
(Qu)2
(Qu)3

 =

 O I O

O O I

dÃ−1 cÃ−1 bÃ−1


(Qu)1
(Qu)2
(Qu)3

+

 O

O

Ã−1Qf(t).

 (20)

В силу замен (16)–(18) начальное условие имеет вид:(Qu)1(0)

(Qu)2(0)

(Qu)3(0)

 =

Qu0Qu1

Qu2

 . (21)

Оператор

 O I O

O O I

dÃ−1 cÃ−1 bÃ−1

 ограничен, функция

 O

O

Ã−1Qf(t)

 непрерывна,

что и влечет [7] (гл. 1, §6) требуемое.
Найдем решение задачи (15), (13) в виде разложения в ряд Маклорена:

Qu(t) =
∞∑
i=0

ti

i!

diQu

dti
(0). (22)

Введем обозначения:

E2
0 = E1

0 = E2
1 = E0

1 = E1
2 = E0

2 = O, E0
0 = E1

1 = E2
2 = I, F0 = F1 = F2 = O,

Ej
i+1 = bÃ−1Ej

i + cÃ−1Ej
i−1 + dÃ−1Ej

i−2, j = 0, 1, 2,

Fi+1 = bÃ−1Fi + cÃ−1Fi−1 + dÃ−1Fi−2 +
di−2Ã−1Qf

dti−2
(0), i = 2, 3, . . . .

(23)

Определим
diQu

dti
(0). Для i=3 возьмем в (15) t=0 и в обозначениях (23) получим

d3Qu

dt3
(0) = E0

3Qu
0 + E1

3Qu
1 + E2

3Qu
2 + F3. (24)
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Продифференцировав (15) и взяв t=0, получим

d4Qu

dt4
(0) = E0

4Qu
0 + E1

4Qu
1 + E2

4Qu
2 + F4. (25)

Далее, индукцией по i, покажем, что

diQu

dti
(0) = E0

iQu
0 + E1

iQu
1 + E2

iQu
2 + Fi, i = 0, 1, . . . . (26)

Пусть (26) верно при i=m−2,m−1,m. Тогда продифференцировав (15) (m−2) раз и
взяв t=0, получим

dm+1Qu

dtm+1
(0) = E0

m+1Qu
0 + E1

m+1Qu
1 + E2

m+1Qu
2 + Fm+1, (27)

что и требовалось.
Подстановка (26) в (22) приводит к искомому решению

Qu(t) =
∞∑
i=0

ti

i!

(
2∑

j=0

Ej
iQu

j + Fi

)
. (28)

Тем самым, получена

Теорема 1. Пусть функция Ã−1Qf(t) непрерывна в T и бесконечно дифференци-
руема в точке t=0. Тогда решение задачи (10), (13) существует, единственно и
определяется формулой (28) в обозначениях (23).

Замечание 1. Если взять частичную сумму ряда (28) до tq, то ошибка будет состав-
лять

∥restq∥ ⩽
tq+1
k

(q + 1)!

(
2∑

j=0

∥Ej
q+1∥∥Quj∥+ ∥Fq+1∥

)
, (29)

где норма ∥ · ∥ берется в X.

Действительно, если взять остаточный член в форме Лагранжа, то ограничен-
ность операторов Ej

i и вектор-функций Fi влечет замечание.

3. Решение задачи (1), (2) в подпространстве N

Решим вспомогательную задачу:

b
d2v

dt2
+ c

dv

dt
+ dv(t) = g(t), (30)

v(0) = v0,
dv

dt
(0) = v1. (31)
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Пусть ω1(t), ω2(t) — базисные функции дифференциального оператора

b
d2

dt2
+ c

d

dt
+ dI и обозначим:

W ij(t1, t2) = det

diω1

dti
(t1)

diω2

dti
(t1)

djω1

dtj
(t2)

djω2

dtj
(t2)

 .

Методом вариации произвольных постоянных [8] (с. 143) получено следующее

Предложение 1. Пусть функция g(t) непрерывна в T. Тогда решение задачи (30),
(31) существует, единственно и равно

v(t) =
W 01(t, 0)

W 01(0, 0)
v0 − W 00(t, 0)

W 01(0, 0)
v1 − b−1

t∫
0

W 00(t, s)

W 01(s, s)
g(s) ds. (32)

Перейдем к задаче (11), (14). Разложим решение Pu(t), начальные значения Pu0

и функцию Pf(t) по базису {ei}ni=1:

Pu(t) =
n∑

i=1

ui(t)ei, (33)

Puj =
n∑

i=1

ujiei, j = 0, 1, 2, (34)

Pf(t) =
n∑

i=1

fi(t)ei. (35)

Подстановка (33), (35) в (11) с учетом (4) после приравнивания слагаемых при ei,
i=n, n−1, . . . , 1, приводит к уравнениям

b
d2un
dt2

+ c
dun
dt

+ dun(t) = −fn(t),

b
d2ui
dt2

+ c
dui
dt

+ dui(t) =
d3ui+1

dt3
− fi(t), i = n− 1, n− 2, . . . , 1.

(36)

Введем в подпространстве N скалярное произведение ⟨·, ·⟩ так, чтобы

⟨ei, ej⟩ = δij. (37)

Применение функционала ⟨P (·), ei⟩, i = 1, 2 . . . , n, к (34), (35) дает

uji = ⟨Puj, ei⟩, j = 0, 1, 2, (38)

fi(t) = ⟨Pf(t), ei⟩, i = 1, 2, . . . , n. (39)
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Начальные условия для определения функций ui(t) с учетом (38) таковы:

ui(0) = ⟨Pu0, ei⟩,
dui
dt

(0) = ⟨Pu1, ei⟩ i = 1, 2, . . . , n. (40)

Замечание 2. Начальные значения u2i не используются при определении функций
ui(t). Они нужны только для обоснования существования решения, о чем будет ска-
зано в теореме ниже.

Применив предложение 1 и равенства (40), (39), получим следующую

Теорема 2. Пусть функция Pf(t) непрерывна в T. Пусть выполнено условие (37).
Тогда решение Pu(t) задачи (11), (14) существует при выполнении условий

u2n = −c
b
⟨Pu1, en⟩ −

d

b
⟨Pu0, en⟩ − ⟨Pf(0), en⟩,

u2i = −c
b
⟨Pu1, ei⟩ −

d

b
⟨Pu0, ei⟩+

d3ui+1

dt3
(0)− ⟨Pf(0), ei⟩,

i = n− 1, n− 2, . . . , 1.

(41)

Оно единственно и определяется по формулам (33) и

un(t) =
W 01(t, 0)

W 01(0, 0)
⟨Pu0, en⟩ −

W 00(t, 0)

W 01(0, 0)
⟨Pu1, en⟩+ b−1

t∫
0

W 00(t, s)

W 01(s, s)
⟨Pf(s), en⟩ ds,

ui(t) =
W 01(t, 0)

W 01(0, 0)
⟨Pu0, ei⟩ −

W 00(t, 0)

W 01(0, 0)
⟨Pu1, ei⟩−

− b−1

t∫
0

W 00(t, s)

W 01(s, s)

(
d3ui+1(s)

ds3
− ⟨Pf(s), ei⟩

)
ds, i=n− 1, n− 2, . . . , 1.

(42)

Условия (41) вытекают из (36) при t=0.

4. Пример

Рассмотрим задачу (1), (2) в пространстве X=R3 с оператором

A = A =

1 1 1

0 0 0

1 1 0

 ,

постоянными b=5, c=− 2, d=1, начальными векторами

u0 =

 0

2

−1

 , u1 =

 1

0

−2

 , u2 =

α1

α2

α3

 ,
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и вектор-функцией

f(t) =

4t− 2

t2

0

 .

Известно, что любой линейный оператор A : Rn → Rn, задаваемый вырожденной
квадратной матрицей является 0-н.с.ч. [9] (гл. 3).

Будем обозначать ξG, ηG элемент из некоторого пространства G.

Решив уравнение A e1 = 0, построим ядро:

Ker A =


 e11
−e11
0


 ,

e11∈R\{0}. (43)

Нетрудно видеть, что dimKer A =1.

Решение уравнения A e2=e1 приводит к e11=0, что противоречит (43). Значит, e2
не существует, и N=Ker A .

Далее, подпространство M таково:

M =

ξM = ξ̃M1

1

0

1

+ ξ̃M2

1

0

0


 , ξ̃M1, ξ̃M2 ∈ R.

Вычисления показывают, что A ξM∈M , значит, M инвариантно относительно A .
Приравниввние элементов e1 и ξM влечет (9).

Проекторы Q на M и P на N равны

Q =

1 1 0

0 0 0

0 0 1

 , P =

0 −1 0

0 1 0

0 0 0

 .

Нетрудно видеть, что они идемпотентны.

Из уравнения A ξM=ηM получен

Ã −1 =

0 0 1

0 0 0

1 0 −1

 .
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Теперь найдем решение в подпространстве N . Возьмем элемент ядра

e1 =


1√
2

− 1√
2

0

 ,

удовлетворяющий условию (37). Базисные функции равны

ω1(t) = e0.2t cos(0.4t), ω2(t) = e0.2t sin(0.4t).

Тогда по теореме 2 имеем:

Pu(t) =

−10e0.2t sin(0.4t) + t2 + 4t− 2

10e0.2t sin(0.4t)− t2 − 4t+ 2

0



Далее, (41) — это
−
√
2α2 = 0.4

√
2,

откуда
α2 = −0.4.

При этом α1, α3 — любые вещественные числа. Это условие существования решения.

Возьмем, к примеру,
α1 = α3 = 0,

тогда

u2 =

 0

−0.4

0

 .

В подпространстве M по теореме 1 решение равно

Qu(t) =


2 + t− 1

5
t2 +

1

2
t3 − 37

24
t4 +

101

40
t5 + . . .

0

−1− 2t− 7

6
t3 +

289

120
t4 − 1231

300
t5 + . . .

 , (44)

где многоточием скрыты остальные слагаемые ряда, начиная с t6.
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Таким образом, искомое решение задачи равно

u(t) = Qu(t) + Pu(t) =

=

−10e0.2t sin(0.4t) + 2 + t− 1

5
t2 +

1

2
t3 − 37

24
t4 +

101

40
t5 + . . .

10e0.2t sin(0.4t)− 1− 2t− 7

6
t3 +

289

120
t4 − 1231

300
t5 + . . .

 .
(45)

Замечание 3. Пусть в постановке задачи tk = 1 и требуется взять сумму первых
слагаемых ряда (45) с ошибкой, не превышающей 0.1. Тогда в силу замечания 1
вычисления показывают, что нужно взять не менее первые 18 членов ряда (44).

Заключение

Для дифференциального уравнения третьего порядка с оператором при старшей
производной, обладающим свойством 0-н.с.ч., заданного в банаховом пространстве,
решена задача Коши. Свойство 0-н.с.ч. позволяет расщепить исходную задачу на
соответствующие задачи в подпространствах и решить задачи в этих подпростран-
ствах. Определены условия, при которых решение задач существует, единственно, и
найдено это решение в аналитическом виде. Полученные результаты проиллюстри-
рованы примером в пространстве X=R3 с конкретными значениями коэффициентов;
в примере рассмотрен случай: корневое подпространство состоит только из ядра.

Результаты настоящей работы могут применяться при моделировании динамиче-
ских систем, описываемых дифференциальным уравнением (1) с начальными усло-
виями (2). Как было сказано во введении, им описываются, колебания термоупругих
пластин, что находит применение в авиации. К примеру, можно исследовать возму-
щения уравнения (1), вызываемых наличием малого параметра в коэффициентах.
Ввиду вырожденности оператора A решение задачи может «портиться» вблизи точ-
ки t=0; может возникать явление пограничного слоя вблизи этой точки либо при
стремлении малого параметра к нулю динамическая система (1), (2) может разру-
шаться (предел искомой функции по норме может не существовать, либо стремиться
к +∞).
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Function extrapolation in AI systems with fractional order
derivatives.

Fedotov A. I.

Abstract. The problem discussed in the article appeared due to the appeal from the trading
company to predict the amount of forthcoming sales. Having restricted store area to keep goods
they wanted to be sure that they would sell all the goods from the store before the next truck
with goods comes. The problem is obviously unsolvable exactly due to many factors involved. But
as the company sells the goods for construction, which is obviously season depending business
in Russia, it was possible to assume that the amount of sales is quasi-periodic function with
12 months period. Having information about the sales during 1 year it was possible to write a
program for more or less reasonable predictions for the next year.

The idea of the program is pretty simple. For the known numbers of the first year period
the program calculates the trend i.e. the linear function closest to the numbers of sales for each
month. The first coefficient of this linear function is considered as the first order derivative of
predicted function calculated for the predicting month. So for the same month of the next year
the predicted amount is calculated as amount of the month of this year plus the derivative
multiplied by 12.

The manager of the company in charge of this job was happy to have a program. Now for any
mistakes in predictions he could refer to the mistake of the program not of his own. Obviously,
the results were not too precise.

Appearing AI, and especially Machine Learning ideas, gave birth to the hope that the
predicting program could be essentially improved. Now during the first 2 years the predictions
were calculated as before using ordinary derivatives. It was the year of learning for the AI system.
During the third year knowing the predicted values and the real values of sales the system
calculates orders of fractional derivatives with a help of which exact values would be predicted.
These orders of fractional derivatives are used then to predict values for the next year months.
As it is shown in examples the errors of prediction by a new system are lower than the errors
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of predictions of the previous program. For new system author used fractional order derivatives
defined by himself and investigated in his previous articles. They are much easier than known
ones and, contrary to the known fractional derivatives, they are local. It makes them easier in
use.

Keywords: AI systems, fractional derivatives, function extrapolation, predictions, machine
learning

Введение

Первые монографии посвященные искусственному интеллекту появились еще в
70-х годах ХХ столетия. В [1] сделана попытка аксиоматически построить теорию ис-
кусственного интеллекта. Используя аппарат алгебры и элементарные теоретическо-
множественные понятия, автор с единых позиций описывает задачи и методы реше-
ния, возникающие в различных областях умственной деятельности. Особое внимание
уделено собственно теории решения задач, в частности стратегии поиска решений,
теории игр двух лиц и проблемам, связанным с распознаванием образов и обучени-
ям понятиям. Монография [2] посвящена теоретическим результатам методов поиска
решений в пространстве состояний. Она написана как учебник и содержит описание
многочисленных примеров решения прикладных задач.

Недостаточные вычислительные мощности компьютеров в то время не позволяли
реализовать все предлагаемые идеи на практике. В настоящее время эти ограниче-
ния сняты и искуственный интеллект превратился из теории в практику, причем
перечень решаемых им задач расширился настолько, что пришлось разделить их
по направлениям. Одним из таких направлений является machine learning, то есть
обучение компьютеров.

В обзорной работе [3] авторы попытались перечислить основные области, в кото-
рых системы искусственного интеллекта типа machine learning используют производ-
ные дробных порядков. К ним авторы отнесли обработку изображений [4], науки об
окружающей среде [5], моделирование в биологии и психологии [6], и другие. Тради-
ционно в исследованиях по искусственному интеллекту применяются классические
производные дробных порядков.

Задача обобщения понятия производной на случай производной дробного поряд-
ка ставилась с самого начала существования дифференциального исчисления. Уже
в 1695 г. в письме Лопиталю Лейбниц пишет о возможном обобщении определения
введенной им производной на случай дробного порядка и о множественности та-
ких обобщений. В 1730 г. Эйлер, обобщивший понятие факториала на случай любых
действительных чисел, указал, что аналогичным способом, т. е. интерполированием,
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можно и производную обобщить на случай любого действительного порядка. В 1812 г.
Лаплас, используя свое преобразование, дал определение производной дробного по-
рядка через интеграл. В 1819 г. Лакруа определил производную дробного порядка от
степенных функций. Это определение позволило обобщить понятие дробного диф-
ференцирования на пространство функций, в которых степенные функции образуют
полную систему базисных функций. Интересно, что его определение совпадает для
таких функций с современным определением производной Римана-Лиувилля.

Фурье в 1822 г. определил дробную производную через свое преобразование. Он
впервые указал, что при таком определении порядок производной может быть любым
действительным числом как положительным, так и отрицательным. В дальнейшем
производные дробного порядка вводились разными математиками, и к настоящему
времени таких определений имеется уже более 30. Исчерпывающую информацию о
различных определениях можно найти в монографии [7] и обзорных работах [8], [9].

Почему же при наличии такого многообразия различных определений появля-
ются все новые и новые определения? Причина в том, что в каждом определении
имеются, при наличии положительных свойств, недостатки. Именно для их преодо-
ления и вводятся все новые и новые определения. Так в 2014 г. в [10] определена
«удобная производная», которая нашла уже много поклонников и последователей. В
работе [11] предложено новое определение дробной производной обобщающей дроб-
ную производную Капуто. В мае 2020 г. в [12] дано определение «обобщенной дроб-
ной производной» с несингулярным ядром. Интересно, что уже в июне того же года
появилась работа [13] опровергающая корректность определения дробной производ-
ной с несингулярными ядрами. А в [14] изложена даже целая программа построе-
ния дробного анализа на основе модификаций оператора дробного дифференциро-
вания Адамара [15]. Известен ряд обобщений определений дробных операторов на
случай переменного порядка. Например, в [16]-[18] рассматриваются операторы, у
которых порядок дифференцирования является детерминированной функцией вре-
мени, а в [19] исследовался случай, когда порядок дифференцирования является слу-
чайной величиной.

Такое обилие определений дробной производной с одной стороны и значимость
дробных производных для прикладных исследований приводит к необходимости
очертить рамки допустимости определений, то есть ввести критерии их корректно-
сти. Такие критерии были сформулированы в работе [8] и позже повторены в совре-
менной формулировке в работе [20]. Основными критериями в этих работах должны
быть следующими:
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а) если функция аналитическая, то ее производная тоже должна быть аналити-
ческой;

б) оператор дробного дифференцирования должен быть линейным;
в) при натуральных значениях порядка дифференцирования оператор должен

совпадать с обычным оператором дифференцирования.
Последнее требование означает, что, как указал Эйлер [8], возникает ситуация,

похожая на задачу интерполирования. Имеется система операторов целочисленно-
го дифференцирования, требуется связать эти «точки» оператором допускающим
дифференцирование любого действительного порядка. И так же как в случае ин-
терполирования, когда имеется сколь угодно много кривых, соединяющих заданные
точки, имеется бесконечно много способов определить оператор дробного диффе-
ренцирования, совпадающий при целых значениях порядка дифференцирования с
обычным оператором дифференцирования. Все такие операторы должны считаться
корректно определенными. При этом важно понимать, что операторы целочислен-
ного дифференцирования являются частными случаями операторов дробного диф-
ференцирования, и поэтому обладают свойствами, которыми операторы дробного
дифференцирования могут и не обладать. И вопрос тогда уже не столько в кор-
ректности определения оператора дробного дифференцирования, а в выборе такого
оператора, который бы наилучшим образом подходил для решения конкретной зада-
чи. Основным недостатком традиционных производных дробного порядка является
их нелокальность, свойство, которого нет у обычных производных. Это создает суще-
ственные трудности в использовании традиционных производных дробного порядка.
Поэтому для обоснования разностного метода решения интегро-дифференциальных
уравнений с производными дробных порядков автором в работе [21] введена про-
стая производная дробного порядка удовлетворяющая всем требованиям корректно-
сти. Эта производная развивает идею Эйлера [8] об определении оператора дробного
дифференцирования интерполированием операторов целочисленного дифференци-
рования. В определении дробной производной в работе [21] операторы целочислен-
ного дифференцирования интерполируются сплайном первого порядка по порядку
дифференцирования в качестве переменной.

В данной статье предлагается алгоритм и практическая реализация системы ис-
кусственного интеллекта, относящаяся к направлению machine learning, для решение
задачи экстраполяции дискретных функций. Причем для этого используется произ-
водная, введенные автором в работе [21].

«Таврический вестник информатики и математики», №4 (69)’ 2025



110 А. И. Федотов

1. Основные определения и обозначения

Будем как обычно обозначать N={1, 2, . . .} — множество натуральных чисел, R —
множество действительных чисел. Множество непрерывных функций, определенных
на R, обозначим C, а множество функций, определенных на том же множестве и
имеющих непрерывную производную, обозначим C1. Обозначим D0=I : C→C тож-
дественный оператор, а D1 : C1→C оператор дифференцирования первого порядка.

Определение 1. Оператором дифференцирования порядка α∈R, 0≤α≤1, называ-
ется оператор

Dα = (1− α)D0 + αD1 : C1 → C. (1)

При α=0 этот оператор совпадает с тождественным оператором, при α=1 он сов-
падает с оператором дифференцирования первого порядка, поэтому это определение
корректно.

Пусть теперь α является не числом, а функцией α∈C, 0≤α(t)≤1, с областю опре-
деления совпадающей с областью определения дифференцируемой функции. Тогда
обобщением определения 1 на случай оператора дифференцирования переменного
порядка является

Определение 2. Оператором дифференцирования переменного порядка α(t)∈C,
0≤α(t)≤1, называется оператор

Dα(t) = (1− α(t))D0 + α(t)D1 : C1 → C. (2)

Обозначим C12 множество дискретных функций с областью определения
A={1, 2, . . . , 12}∈N и областью значений B⊂R,

C12 = {(i, bi)|i ∈ A, bi ∈ B, i = 1, 2, . . . , 12}.

Определение 3. Трендом функции x={(i, bi)|i=1, 2, . . . , 12}∈C12 будем называть
функцию y(t)=pt+ q, p, q, t∈R, в которой числа p и q получены как решение системы
уравнений 

650p+ 78q =
12∑
i=1

ibi,

78p+ 12q =
12∑
i=1

bi.

(3)

В статистике тренд называется линией регрессии, а система уравнений (3) — это
система уравнений метода наименьших квадратов для нахождения коэффициентов p
и q этой линии. Легко видеть, что коэффициент p вычисляется из системы уравнений

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2025, 4



Использование производных дробного порядка для экстраполяции функций 111

по формуле

p =
1

143

12∑
i=1

ibi −
1

22

12∑
i=1

bi. (4)

Коэффициент q также легко вычисляется, но в дальнейшем изложении он не участ-
вует, поэтому формулу для его вычисления приводить не будем.

2. Постановка задачи

Задача была поставлена автору представителем одной из компаний1, в виде
просьбы о помощи. В конце каждого месяца от него требовалось прогнозировать
объем продаж на следующий месяц. Эта информация была нужна для определе-
ния объема заказа товара от производителя на следующий месяц. Этот менеджер,
несмотря на достаточно большой опыт работы в этой компании, считал эту задачу
невыполнимой. Действительно, от него требовалось конкретное предсказание буду-
щего. Дополнительным условием задачи было то, что компания продавала укрыв-
ные материалы, то есть те, которые используется в строительстве. А так как объемы
строительства в средней полосе России имеют отчетливую сезонность: летом строят
больше чем зимой, можно было предположить, что функция, выражающая объемы
продаж, имеет свойство почти периодичности. Если бы эта функция была периоди-
ческой, то, имея информацию о продажах в каждом из 12 месяцев года, можно было
бы просто предсказывать такие же объемы продаж и на будущий год. Но любой ры-
нок постоянно меняется в зависимости от многих причин, поэтому просто копировать
имеющиеся данные прошлого года в качестве предсказаний на будущий год было бы
ошибкой. Требуется, имея данные продаж за год, предсказать количество продаж
в следующем месяце. На языке математики эту задачу можно сформулировать как
задачу экстраполяции дискретной почти периодической функции.

Итак, имеются дискретные функции x1, x2, x3∈C12 представляющие продажи
укрывного материала за 3 года: 2014, 2015, 2016. требуется написать программу пред-
сказывающую количество продаж в наступающем месяце.

3. Описание алгоритма

Значения функций x1, x2, x3 записываются в массив d(i, j), i=1, 2, 3, j=1, 2, . . . , 12.
Затем в массив a(i, j), i=1, 2, . . . , 25, j=1, 2, . . . , 12, записываются те же данные так,
что a(1, j), j=1, 2, . . . , 12, содержит значения функции x1, то есть строку d(1, j),

1Автор обратился в эту компанию с просьбой опубликовать данные их продаж и получил согла-
сие с условием не раскрывать название компании, так как информация об их продажах считается
инсайдерской.
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j=1, 2, . . . , 12, массива d. В строку a(2, j), j=1, 2, . . . , 11, записываются значения
a(1, j), j=2, 3, . . . , 12, а в a(2, 12) записывается d(2, 1) и так далее.

Таким образом, строка a(1, j), j=1, 2, . . . , 12, содержит значения продаж с января
по декабрь 2014 года. Строка a(2, j), j=1, 2, . . . , 12, содержит значения продаж с
февраля 2014 года по январь 2015 года. Строка a(3, j), j=1, 2, . . . , 12, — значения
продаж с марта 2014 года по февраль 2015 года и так далее. Последняя строка
a(25, j), j=1, 2, . . . , 12, содержит данные о продажах с января по декабрь 2016 года,
то есть значения функции x3.

В первоначальном варианте программы для значений a(1, j), j=1, 2, . . . , 12, вы-
числялся тренд, и по формуле

b(1, 1) = a(1, 1) + 12p (5)

«предсказывалось» значение продаж в январе следующего года. Когда январь за-
канчивался, то в b(1, 2) записывалось фактическое значение продаж, а в b(1, 3) —
погрешность b(1, 3) = |b(1, 1) − b(1, 2)| «предсказания». Затем то же самое проде-
лывалось с a(i, j), i=2, 3, . . . , 25, j=1, 2, . . . , 12. Таким образом, массив b содержал в
первой колонке «предсказанные» значения, во второй колонке — фактические значе-
ния продаж, а в третьей колонке — погрешность «предсказания». Результаты работы
программы были не слишком хорошими. За 3 года использования программы заказ-
чик только один раз сообщил автору, что программа довольно точно предсказала
объем продаж на следующий месяц. Тем не менее заказчик был доволен, потому
что, во-первых, он получал предсказываемое значение, а во-вторых, погрешность
предсказания он всегда мог списать на недостаток программы.

С появлением введенного автором определения дробной производной [21] алго-
ритм удалось существенно улучшить. Теперь, после получения фактического зна-
чения продаж b(1, 2), значение коэффициента p формулы (5) корректировалось. Из
уравнения

b(1, 2) = a(1, 1) + 12((1− α)a(1, 1) + αp) (6)

находилось значение

α =
b(1, 2)− 13a(1, 1)

12(p− a(1, 1))
(7)

порядка дробной производной, применяя которую в формуле (5) вместо p, можно
было бы получить точное значение. Найденные по формулам (6), (7) значения α со-
хранялись в b(i, 4), i=1, 2, . . . , 25, а значения самих дробных производных, найденные
по формуле (1), записывались в b(i, 5), i=1, 2, . . . , 25. На этом этап обучения алгорит-
ма заканчивался.
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На следующем этапе проводилось тестирование алгоритма. Для этого дробные
производные, полученные для данных о продажах в 2015 году, использовались для
«предсказания» продаж в 2016 году. Результаты предсказаний записывались в b(i, 6),
i=14, 15, . . . , 25, а погрешности предсказаний с помощью дробной производной запи-
сывались в b(i, 7)=|b(i, 6) − b(i, 2)|, i=14, 15, . . . , 25. Результаты тестирования пред-
ставлены в следующем разделе.

4. Результаты численных экспериментов

Исходные данные представлялись в виде таблиц значений функций x1, x2 и x3.

7,93 8,78 14,19 13,92 10,13 19,47 13,41 10,12 11,73 11,53 7,29 8,06

11,41 4,22 7,34 8,74 7,77 14,94 12,5 12,93 12,67 9,78 7,35 2,26

4,67 7,25 3,71 7,01 10,15 10,99 12,4 13,27 9,41 9,06 1,54 4,81

У всех этих функций областями определения были значения (1, 2, . . . , 12). Эти дан-
ные переносились в массив d.

Таблица 1. Массив d.

d(*,1) d(*,2) d(*,3) d(*,4) d(*,5) d(*,6) d(*,7) d(*,8) d(*,9) d(*,10) d(*,11) d(*,12)
7,93 8,78 14,19 13,92 10,13 19,47 13,41 10,12 11,73 11,53 7,29 8,06
11,41 4,22 7,34 8,74 7,77 14,94 12,5 12,93 12,67 9,78 7,35 2,26
4,67 7,25 3,71 7,01 10,15 10,99 12,4 13,27 9,41 9,06 1,54 4,81

Из массива d по алгоритму, описанному в предыдущем разделе, формировался
массив a.

Дальше начинался этап обучения. В результате обучения заполнялся массив b.
Вначале, как указано в алгоритме, в массиве b заполняются три колонки. В столб-
це b(i, 1), i=1, 2, . . . , 25, содержатся значения, «предсказанные» по формуле (5), в
столбце b(i, 2), i=1, 2, . . . , 25, содержатся значения фактических продаж, а в столб-
це b(i, 3), i=1, 2, . . . , 25, — погрешности «предсказаний». Затем в столбец b(i, 4),
i=1, 2, . . . , 25, записывались вычисленные порядки дробный производных, а в столбец
b(i, 5), i=1, 2, . . . , 25, сами дробные производные.

На этапе тестирования «предсказания» продаж в 2016 году осуществлялись с ис-
пользованием дробных производных, найденных для соответствующих месяцев 2015
года. Результаты «предсказаний» записаны в столбце b(i, 6), i=14, 15, . . . , 25, а по-
грешности этих «предсказаний» — в столбце b(i, 7), i=14, 15, . . . , 25.
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Таблица 2. Массив a.

a(*,1) a(*,2) a(*,3) a(*,4) a(*,5) a(*,6) a(*,7) a(*,8) a(*,9) a(*,10) a(*,11) a(*,12)
7,93 8,78 14,19 13,92 10,13 19,47 13,41 10,12 11,73 11,53 7,29 8,06
8,78 14,19 13,92 10,13 19,47 13,41 10,12 11,73 11,53 7,29 8,06 11,41
14,19 13,92 10,13 19,47 13,41 10,12 11,73 11,53 7,29 8,06 11,41 4,22
13,92 10,13 19,47 13,41 10,12 11,73 11,53 7,29 8,06 11,41 4,22 7,34
10,13 19,47 13,41 10,12 11,73 11,53 7,29 8,06 11,41 4,22 7,34 8,74
19,47 13,41 10,12 11,73 11,53 7,29 8,06 11,41 4,22 7,34 8,74 7,77
13,41 10,12 11,73 11,53 7,29 8,06 11,41 4,22 7,34 8,74 7,77 14,94
10,12 11,73 11,53 7,29 8,06 11,41 4,22 7,34 8,74 7,77 14,94 12,5
11,73 11,53 7,29 8,06 11,41 4,22 7,34 8,74 7,77 14,94 12,5 12,93
11,53 7,29 8,06 11,41 4,22 7,34 8,74 7,77 14,94 12,5 12,93 12,67
7,29 8,06 11,41 4,22 7,34 8,74 7,77 14,94 12,5 12,93 12,67 9,78
8,09 11,41 4,22 7,34 8,74 7,77 14,94 12,5 12,93 12,67 9,78 7,35
11,41 4,22 7,34 8,74 7,77 14,94 12,5 12,93 12,67 9,78 7,35 2,26
4,22 7,34 8,74 7,77 14,94 12,5 12,93 12,67 9,78 7,35 2,26 4,67
7,34 8,74 7,77 14,94 12,5 12,93 12,67 9,78 7,35 2,26 4,67 7,25
8,74 7,77 14,94 12,5 12,93 12,67 9,78 7,35 2,26 4,67 7,25 3,71
7,77 14,94 12,5 12,93 12,67 9,78 7,35 2,26 4,67 7,25 3,71 7,01
14,94 12,5 12,93 12,67 9,78 7,35 2,26 4,67 7,25 3,71 7,01 10,15
12,5 12,93 12,67 9,78 7,35 2,26 4,67 7,25 3,71 7,01 10,15 10,99
12,93 12,67 9,78 7,35 2,26 4,67 7,25 3,71 7,01 10,15 10,99 12,4
12,67 9,78 7,35 2,26 4,67 7,25 3,71 7,01 10,15 10,99 12,4 13,27
9,78 7,35 2,26 4,67 7,25 3,71 7,01 10,15 10,99 12,4 13,27 94,1
7,35 2,26 4,67 7,25 3,71 7,01 10,15 10,99 12,4 13,27 94,1 9,06
2,26 4,67 7,25 3,71 7,01 10,15 10,99 12,4 13,27 94,1 9,06 1,54
4,67 7,25 3,71 7,01 10,15 10,99 12,4 13,27 94,1 9,06 1,54 4,81

Из массива b видно, что в строках 15 и 21 погрешность значений, «предсказан-
ных» с помощью дробной производной, больше, чем погрешность значений, «пред-
сказанных» с помощью обычной производной. Однако суммарная погрешность для
значений, «предсказанных» с помощью обычной производной равна 71, 53951, а
«предсказанных» с помощью дробной производной равна 50, 38254.

Заключение

В работе представлен простой алгоритм искусственного интеллекта типа machine
learning для решения задачи экстраполяции дискретных почти периодических функ-
ций. В алгоритме использована дробная производная введенная автором в рабо-
те [21]. Ее существенным отличием от традиционных производных дробного порядка
является локальность, что делает ее более удобной для решения задач искусственного
интеллекта. Приведены численные результаты решения реальной задачи прогнози-
рования продаж. Показано, что для решения такой задачи необходимы данные 2 лет
продаж для обучения алгоритма, а затем алгоритм «предсказывает» будущие про-
дажи, продолжая использовать поступающие фактические данные для дальнейшего
обучения.
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Таблица 3. Массив b.

b(*,1) b(*,2) b(*,3) b(*,4) b(*,5) b(*,6) b(*,7)
5,93112 11,41 5,47889 -0,1665733 0,9436091 0 0
4,913146 4,22 0,6931462 -0,3222378 1,006346 0 0
5,308321 7,34 2,031679 -0,7401399 0,9886691 0 0
4,797069 8,74 3,942931 -0,7602443 0,9776177 0 0
1,839517 7,77 5,930483 -0,6908736 0,9543284 0 0
9,931686 14,94 5,008313 -0,7948594 0,9794047 0 0
11,22566 12,5 1,274341 -0,18202848 0,992187 0 0
11,23818 12,93 1,691816 0,09318201 0,9859393 0 0
14,63098 12,67 1,960984 0,2417487 1,014225 0 0
16,73615 9,78 6,956149 0,4338458 1,952241 0 0
13,27951 7,35 5,929512 0,499126 1,072763 0 0
11,54546 2,26 9,285461 0,2904551 1,1099592 0 0
10,45714 4,67 5,787134 -0,0794054 1,041974 0 0
2,255101 7,25 4,994899 -0,1637416 0,9050488 5,22154 2,02846
2,197626 3,71 1,512374 -0,4285312 0,9837767 1,606038 2,103962
0,2338431 7,01 6,776157 -0,7088464 0,9402382 1,519631 5,490369
0,508598 10,15 11,6586 -0,7732165 0,8862782 0,7860061 9,363994
5,954268 10,99 5,035732 -0,748811 0,973252 14,55267 3,562673
7,906016 12,4 4,493983 -0,382832 0,9709304 11,08992 1,310081
12,37909 13,27 0,8909101 -0,04590916 0,9942784 13,59566 0,3256645
16,80664 9,41 7,396637 0,3447197 1,05001 18,88627 9,539299
16,65231 9,06 7,592309 0,5726925 1,068716 15,08067 6,020674
15,49364 1,54 13,95364 0,678368 1,174298 11,31138 9,771381
6,939156 4,81 2,129156 0,389927 1,094879 5,306288 0,4903364
5,105102 0 5,105102 0,03625849 1,09181 -0,4327261 0,4327261
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Quotient graphs of regular tournaments and tournaments
consisting of only kings.

Shabarkova A. O, Abrosimov M. B.

Abstract. Tournaments have many characteristics, including eccentricity, diameter, various
indices, and others. One of the most important characteristics of this type of graph is simplicity.
If a tournament is not simple, it is possible to identify congruence classes and construct a quotient
graph from them, which will also be a tournament.

This paper examines the quotient graphs and congruence classes of non-simple king-only
tournaments, including regular tournaments. For example, it is shown that all vertices of a non-
simple tournament are kings if and only if quotient graph, as well as the congruence classes, are
king-only tournaments.

A lower bound is given for the dimension of quotient graph for both king-only tournaments
and regular tournaments. Specifically, this type of quotient graph cannot consist of fewer than
three vertices. For regular tournaments, there is no such strict constraint on the characteristics
of the quotient graph. That is, regular tournaments have quotient graphs that are themselves
regular tournaments and quotient graphs that are not regular and whose congruence classes are
not regular tournaments of the identical dimension.

This paper presents two different types of regular tournaments whose quotient graphs consist
entirely of kings and are not regular. Methods for reconstructing regular tournaments from
quotient graphs of these types are also shown. It has been proven that tournaments with a
distance matrix of the form

• m regular row, where m is an even number
• n−m

2 row, that having n−1
2 − k−1

2 ones in rows
• k−1

2 row, that having n−1
2 − k−1

2 twos in rows

are quotient graphs of tournaments of higher dimension, from which the maximum possible even
number of congruence classes was extracted, where a regular row is a row in a distance matrix
that contains an equal number of twos and ones. For an n-size tournament, such a row will
contain n−1

2 ones and the same number of twos.

Keywords: tournament, regular tournament, kings, quotient graph, graph theory
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Введение

Напомним, что турниром называется полный направленный граф, то есть ориен-
тированный граф, в котором между каждой парой вершин есть в точности одна дуга.
Будем обозначать турнир следующим образом

−→
T =(V, α), где V — конечное непустое

множество (вершины турнира), а α⊆V×V — отношение смежности на множестве
V (дуги турнира). Количество вершин в турнире будем называть его порядком. В
каждой вершине u турнира есть петля, то есть дуга вида (u, u). При изображении
турниров петли обычно опускаются. Основные определения следуют работе [1].

Классом эквивалентности ϵ на множестве S, соответствующим элементу, называ-
ется множество ϵ(x)={y∈S : x ∼ y}. Пусть ϵ — некоторое отношение эквивалентности
на множестве вершин V орграфа

−→
G . Факторграфом орграфа

−→
G по эквивалентности

ϵ называется орграф
−→
G/ϵ=(V/ϵ, αϵ), где V/ϵ — множество классов эквивалентности

ϵ, αϵ={(ϵ(v1), ϵ(v2)) : ∃u1∈ϵ(v1), u2∈ϵ(v2)(u1, u2)∈α}.
Конгруэнция турнира

−→
T =(V, α) — это такая эквивалентность на множестве его

вершин, что факторграф по ней является турниром. То есть конгруэнция турнира
−→
T =(V, α) — это такая эквивалентность θ⊆V×V , что никакие две вершины, соот-
ветствующие различным θ-классам, не имеют встречных дуг. Очевидно, что любой
турнир имеет по крайней мере две конгруэнции — универсальную и тождественную.

Con
−→
T — это совокупность всех конгруэнций турнира

−→
T . Con

−→
T образует решёт-

ку [2]. Турнир
−→
T =(V, α) называется простым, если решётка Con

−→
T двухэлементна,

т. е. если
−→
T не содержит собственных нетождественных конгруэнций. Иногда можно

встретить другие определения простого турнира (simple, prime, indecomposable).
Турнир

−→
T =(V, α) называется простым (примитивным или неразложимым), если

он не содержит никаких нетривиальных собственных однородных множеств. Одно-
родное множество — это непустое подмножество вершин H⊆V (T ) такое, что для
любой вершины v /∈H, все дуги между v и вершинами из H направлены одинаково.
То есть, либо все вершины из H указывают на v, либо v указывает на все вершины из
H. Тривиальные однородные множества — множества, состоящие из одной вершины,
и всё множество вершин V . Нетривиальное собственное однородное множество H —
это то, которое не является ни одним из вышеперечисленных (т. е. 1<|H|<|V |).

Модулем турнира
−→
T =(V, α) называется подмножество его вершин X, такое что

∀a, b∈X и ∀x∈V \X, (a, x)∈α ⇔ (b, x)∈α. Турнир называется простым или неразло-
жимым, если все его модули являются тривиальными. Модуль называется триви-
альным, если это пустое множество, множества, состоящие из одной вершины, и всё
множество вершин V .
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Ориентированный граф называется регулярным, если все его вершины имеют
одинаковые степени захода и исхода.

Списком смежности вершины v орграфа
−→
T =(V, α) называется множество

N+(u)={v∈V : (u, v)∈α}.
В списке смежности каждой вершины v турнира сама вершина v также присут-

ствует. Для удобства записи, для турнира вершину v не будем указывать в её списке
смежности. Списком смежности орграфа называется совокупность списков смежно-
сти всех его вершин. Вершина v турнира

−→
T — король, если длина пути из v до любой

другой вершины составляет не более, чем 2.
Эксцентриситет вершины графа — это наибольшее из расстояний от этой верши-

ны до всех остальных. Диаметр графа — это наибольший из эксцентриситетов всех
его вершин.

Строению турниров посвящено много работ, см. например [3]. Простым турнирам
посвящена работа [4]. Структуре и использованию простых в смысле неразложимости
графов посвящено также достаточно много работ [5, 6]. Ранее нами было рассмот-
рено свойство простоты турнира в зависимости от такой характеристики турнира
как диаметр. А именно описана структура и количество простых турниров с количе-
ством вершин больше 5, чей диаметр на 1 и 2 меньше порядка [7]. Короли и короли
в турнирах, в частности, также привлекают внимание исследователей, например [8].
Известно, что не существует турниров имеющих в точности 2 короля [9]. Также по-
казано, что для каждого положительного n такого, что n̸=2, n ̸=4, существует турнир
порядка n, где каждая вершина является королём [10]. В одной из предыдущих работ
для регулярных турниров выяснено, что они состоят из одних королей. В данной ра-
боте мы рассмотрим факторграфы и классы конгруэнции турниров, не являющихся
простыми и состоящих из одних королей, в том числе и регулярных.

1. Факторграфы и классы конгруэнции

Теорема 1. Все вершины непростого турнира являются королями тогда и только
тогда, когда факторграф по некоторой конгруэнции, а также классы этой конгру-
энции являются турнирами, состоящими из одних королей.

Доказательство. Рассмотрим непростой турнир
−→
T и некоторую его конгруэнцию θ.

Пусть факторграф по конгруэнции θ, а также все её классы являются турнирами, со-
стоящими из одних королей, и пусть α — некоторый класс этой конгруэнции. Тогда
имеем, что из любой вершины класса α можно попасть в любую вершину любо-
го другого класса путём длиной 1 или 2. Т. е. получаем, что для любой вершины,
принадлежащей любому классу конгруэнции верно следующее: существует путь из
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рассматриваемой вершины в любую вершину того же класса длиной 1 или 2 (т. к. все
вершины класса являются королями) и существует путь для любой вершины любого
другого класса длиной 1 или 2 (по замеченному выше). Следовательно, все вершины
турнира являются королями.

Пусть все вершины турнира
−→
T являются королями. Покажем, что в этом случае

факторграф по любой его конгруэнции θ, а также классы её конгруэнции являются
турнирами, состоящими из одних королей.

Доказательство будем проводить от противного. Рассмотрим 3 случая:
Случай 1. Факторграф по конгруэнции θ является турниром, состоящим из одних

королей, а классы конгруэнции θ — нет. В этом случае найдутся хотя бы 2 вершины
класса, не состоящего из одних королей, между которыми не существует пути 1 или
2, только пути большей длины, проходящие через вершины этого же класса конгру-
энции. Использовать вершины из других классов конгруэнции для получения между
рассматриваемыми двумя вершинами пути длины 1 или 2 также не получится, по-
скольку для возвращения в начальный класс конгруэнции нужно посетить как мини-
мум 2 других класса конгруэнции, что соответствует пути длиной 3. Следовательно,
в самом рассматриваемом турнире будут вершины, королями не являющимися, что
противоречит условию теоремы.

Случай 2. Классы конгруэнции θ являются турнирами, состоящими из одних
королей, а факторграф по этой конгруэнции — нет. В этом случае получим, что
будет существовать как минимум один класс конгруэнции α, из вершин которого
до вершин некоторого другого класса не будет существовать пути длиной 1 или 2.
Следовательно, вершины класса α не будут являться королями для всего турнира,
что противоречит условию теоремы.

Случай 3. Ни классы конгруэнции θ, ни факторграф по ней не являются турнира-
ми, состоящими из одних королей. Поскольку в классе конгруэнции будут вершины,
между которыми не будет пути длиной 1 или 2 через вершины этого же класса (по
предположению в классах есть вершины, не являющиеся королями). Использовать
вершины других классов для построения между рассматриваемыми вершинами пу-
ти длиной 1 или 2 также невозможно (будет построен путь длиной как минимум 3).
Следовательно, эти вершины не будут являться королями для всего турнира, что
противоречит условию теоремы.

Значит, и факторграф по конгруэнции θ и классы этой конгруэнции являются
турнирами, состоящими из одних королей. □
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Следствие 1. Если факторграф непростого турнира
−→
T по некоторой конгруэнции

θ и классы этой конгруэнции являются регулярными турнирами, то турнир
−→
T

состоит из одних королей.

Доказательство. Поскольку регулярные турниры состоят из одних королей, значит,
и факторграф по конгруэнции θ и классы этой конгруэнции состоят из одних коро-
лей. Следовательно, по теореме 1, турнир

−→
T состоит из одних королей. □

Следствие 2. Если факторграф непростого турнира
−→
T по некоторой конгруэнции

θ является регулярным, а классы по этой конгруэнции — регулярными турнирами
одинакового порядка, тогда турнир

−→
T будет также являться регулярным.

Доказательство. Пусть порядок каждого класса конгруэнции равен n, тогда степень
исхода и захода каждой вершины внутри каждого класса равна n−1

2
. И пусть порядок

факторграфа равен m, тогда степень исхода и захода каждой вершины факторграфа
равна m−1

2
. Получаем, что степени исхода и захода всех вершин турнира

−→
T будут

одинаковы и равны n−1
2

+ m−1
2
n = mn−1

2
. □

Следствие 3. Если у непростого турнира, состоящего из одних королей, суще-
ствует нетривиальная конгруэнция, то порядок её факторграфа будет больше или
равен 3.

Доказательство. Минимально возможным числом вершин турнира для того, чтобы
он состоял из одних королей, является число 3. Такой турнир изображён на рисунке
1, это циклическая тройка.

Вершины турнира порядка 2 королями не являются, поскольку мы можем по-
пасть только из одной вершины в другую, обратный же путь является невозмож-
ным. Турнир порядка 1 представляет собой вырожденный случай. Таким образом,
получаем, что порядок факторграфа по нетривиальной конгруэнции для турнира,
состоящего из одних королей, будет не меньше 3. □

Следствие 4. Если у непростого регулярного турнира существует нетривиальная
конгруэнция, то порядок её факторграфа будет больше или равен 3.

Доказательство. Поскольку регулярный турнир состоит из одних королей, для дан-
ного турнира справедлив результат, полученный выше в следствии 3. □

Следствие 5. У любой нетривиальной конгруэнции непростого регулярного тур-
нира нетривиальные классы – это регулярные турниры.

Доказательство. Пусть от противного некоторый нетривиальный класс α нетриви-
альной конгруэнции турнира

−→
T не является регулярным турниром и пусть число
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вершин, входящих в этот класс, равно k. Обозначим m1,m2,. . . ,mk последователь-
ность степеней исхода вершин, входящих в класс α. Поскольку вершины класса α не
образуют регулярный турнир, значит, в рассматриваемой последовательности есть
хотя бы одна пара различных значений. Пусть это будут значения mi и mj, имею-
щиеся у вершин vi и vj соответственно. Поскольку vi и vj входят в один класс кон-
груэнции, то из каждой из них в вершины, принадлежащие другим классам, будет
выходить одинаковое число дуг, например, l. Таким образом, получаем, что степени
исхода вершин vi и vj относительно всего турнира

−→
T не равны и составляют mi+ l и

mj+l соответственно, что противоречит условию регулярности турнира
−→
T . Значит, у

любой нетривиальной конгруэнции регулярного турнира, не являющегося простым,
нетривиальные классы – это регулярные турниры. □

Следствие 6. Порядок факторграфа непростого регулярного турнира по любой кон-
груэнции — нечётное число.

Доказательство. Любой регулярный турнир имеет нечётный порядок, по следствию
5, любая нетривиальная конгруэнция непростого регулярного турнира также являет-
ся регулярным турниром, а следовательно, имеет нечётный порядок. Таким образом,
выделяя в отдельные вершины факторграфа нечётное число вершин, получим, что
факторграф по любой конгруэнции будет турниром нечётного порядка. □

Замечание 1. Всякий регулярный турнир является факторграфом по некоторой
конгруэнции для регулярного турнира большего порядка.

Замечание 2. У регулярных турниров существуют конгруэнции, у которых фактор-
графы не являются регулярными и чьи классы не являются регулярными турнирами
одинакового порядка.

Исследуем последнее замечание более подробно в следующем разделе.

2. Реконструкция турнира по факторграфу

Турниры, состоящие из одних королей и имеющие определённую структуру, мо-
гут быть расширены до регулярных турниров. Рассмотрим это утверждение подроб-
нее. Для начала дадим следующее определение.

Определение 1. Регулярной строкой (столбцом) в матрице расстояний назовём
строку (столбец), имеющую равное количество двоек и единиц. Для турнира порядка
n в такой строке (столбце) будет n−1

2
единиц и столько же двоек.

Теорема 2. Турнир
−→
T порядка n, состоящий из одних королей, матрица расстоя-

ний которого имеет следующий вид:
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• регулярная строка — одна;
• строк, имеющих n−1

2
− k−1

2
единиц — n−1

2
штук (при этом регулярный столбец

даёт в ячейке этой строки единицу);
• строк, имеющих n−1

2
− k−1

2
двоек — n−1

2
штук (при этом регулярный столбец

даёт в ячейке этой строки двойку);

является факторграфом регулярного турнира
−→
T ∗ большего порядка, который про-

стым не является. Турнир
−→
T ∗ может быть получен следующим образом: регуляр-

ной строке (столбцу) соответствует класс конгруэнции — регулярный турнир
порядка k, поэтому вершина, которой соответствует рассматриваемая строка
(столбец) заменяется на регулярный подтурнир. Дуги в вершины, принадлежащие
этому подтурниру и ведущие из вершин исходного турнира, проводятся в соот-
ветствии с рассматриваемой регулярной строкой.

Доказательство. Покажем, что полученный в результате указанных выше действий
турнир

−→
T ∗ будет регулярным турниром порядка n+k−1. Для вершин подтурнира

−→
T k

порядка k, с помощью которого будем производить расширение, справедливо следу-
ющее:

• степени вершин внутри турнира
−→
T k будут равны k−1

2
;

• вершина, соответствующая регулярной строке, в турнире
−→
T имела степень n−1

2
.

Значит, степень вершин подтурнира
−→
T k в турнире

−→
T ∗ равна n−1

2
+k−1

2
=n+k−2

2
.

Теперь рассмотрим остальные вершины. Начнём с вершин, которым соответству-
ют строки матрицы расстояний, имеющие n−1

2
− k−1

2
единиц. При замене вершины,

соответствующей регулярной строке, на подтурнир получаем, что в рассматриваемой
строке будет n−1

2
− k−1

2
− 1− k = n−1−k+1−2+2k

2
= n+k−2

2
единиц. Число двоек осталось

неизменным, а именно n− 1− (n−1
2

− k−1
2
) = 2n−2−n+1+k−1

2
= n+k−2

2
. Таким образом,

мы в каждую вершину, входящую в
−→
T k, провели дугу из каждой вершины из рас-

сматриваемого вида.
Для вершин, имеющих n−1

2
− k−1

2
двоек, вычисления и алгоритм действий не из-

меняются, за исключением того, что вместо единиц ведётся подсчёт двоек и направ-
ление новых дуг изменилось на противоположное: в данном случае дуги проводятся
из вершин, входящих в

−→
T k, в вершины рассматриваемого вида.

В итоге получили, что все вершины всех трёх видов в полученном турнире
−→
T ∗

имеют степень n+k−2
2

, следовательно, турнир
−→
T ∗ — регулярный порядка n+k−1. □

Пример 1. Рассмотрим матрицу расстояний турнира
−→
T , состоящего из одних коро-

лей
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1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 0 1 1 2 2 2 1 2 2

2 2 0 1 1 1 1 2 2 2

3 2 2 0 1 1 1 1 1 2

4 1 2 2 0 1 2 1 1 1

5 1 2 2 2 0 1 1 1 1

6 1 2 2 1 2 0 1 1 1

7 2 1 2 2 2 2 0 1 1

8 1 1 2 2 2 2 2 0 1

9 1 1 1 2 2 2 2 2 0

Строка 2 этой матрицы является регулярной, значит, её можно заменить на под-
турнир порядка k. Найдём k. Рассмотрим строку под номером 1. В ней 3 единицы,
значит получим 9−1

2
−k−1

2
=3

Отсюда k=3. Турнир порядка 3 у нас всего один, значит, получить таким спосо-
бом мы тоже сможем только один турнир

−→
T ∗. Его матрица расстояний будет иметь

вид

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 0 1 1 1 1 2 2 2 1 2 2

2 2 0 1 2 1 1 1 1 2 2 2

3 2 2 0 1 1 1 1 1 2 2 2

4 2 1 2 0 1 1 1 1 2 2 2

5 2 2 2 2 0 1 1 1 1 1 2

6 1 2 2 2 2 0 1 2 1 1 1

7 1 2 2 2 2 2 0 1 1 1 1

8 1 2 2 2 2 1 2 0 1 1 1

9 2 1 1 1 2 2 2 2 0 1 1

10 1 1 1 1 2 2 2 2 2 0 1

11 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 0

Вершины 2, 3 и 4 получившегося турнира
−→
T ∗ соответствуют регулярному подтур-

ниру
−→
T k, использованному для расширения. В регулярном турнире

−→
T ∗ 11 вершин и

простым он не является (не тривиальная конгруэнция образована вершинами 2, 3, 4).

Теорема 3. Турнир
−→
T порядка n, состоящий из одних королей, матрица расстоя-

ний которого имеет следующий вид:

• регулярная строка — m штук, где m — чётное;
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• строк, имеющих n−1
2
−k−1

2
единиц — n−m

2
штук (строки (столбцы) первого ви-

да) (n−m
2

единицы расположены в ячейках на пересечении со столбцами пер-
вого или второго вида);

• строк, имеющих n−1
2
−k−1

2
двоек — n−m

2
штук (строки (столбцы) второго ви-

да) (n−m
2

двойки расположены в ячейках на пересечении со столбцами первого
или второго вида);

является факторграфом регулярного турнира
−→
T ∗ большего порядка, который про-

стым не является.
Турнир

−→
T ∗ может быть получен следующим образом: всем строкам, кроме ре-

гулярных, соответствуют классы конгруэнции — регулярные турниры порядка k

(эти турниры могут быть как различными, так и одинаковыми, но порядок у них
должен быть один), поэтому вершины, которым соответствуют такие строки,
заменяются на регулярные подтурниры. Дуги проводятся в соответствии с рас-
сматриваемыми строками.

Доказательство. Покажем, что полученный в результате указанных выше действий
турнир

−→
T ∗ будет регулярным турниром порядка m+(n−m)∗k. Для вершин подтурни-

ров
−→
T k порядка k, с помощью которых будем производить расширение, справедливо,

что степени вершин внутри турниров
−→
T k будут равны k−1

2
вершины, соответствующие

строкам, не являющимся регулярными, имеют степень исхода, равную либо n−1
2
−k−1

2
,

либо n−1
2
+k−1

2
.

Рассмотрим случай со степенью исхода строки, равной n−1
2
−k−1

2
. Поскольку n−m

2

единицы находятся на пересечении со столбцами первого и второго типа, при за-
мене последних на подтурниры, получим степень исхода для первого вида строк
n−1
2
−k−1

2
+n−m

2
k−n−m

2
+k−1

2
=nk−mk+m−1

2
=m+(n−m)k−1

2
. Теперь рассмотрим степень за-

хода для строк первого вида. Количество двоек, ячейки которых находятся на пе-
ресечении со столбцами первого и второго видов, для них будет равно n−m

2
−1. (Из

общего количества нерегулярных строк n−m необходимо вычесть количество, соот-
ветствующее единицам для видовых столбцов в строке, а именно n−m

2
, а также 1, со-

ответствующую рассматриваемой строке. В итоге получаем n−m− n−m
2

−1=n−m
2

−1.)
После замены таких двоек на подтурниры вычислим степень захода рассматриваемой
вершины n−1

2
+k−1

2
+k−1

2
+(n−m

2
−1)k−(n−m

2
−1)=m+(n−m)k−1

2
. Получили, что степень ис-

хода и захода в результирующем графе для строк первого вида равны.
Для вершин, имеющих n−1

2
−k−1

2
двоек, вычисления и алгоритм действий не из-

меняются, за исключением того, что вместо единиц ведётся подсчёт двоек, а вместо
двоек — единиц.
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Теперь рассмотрим регулярные строки турнира
−→
T . В подобных строках содер-

жится n−m
2

единиц, соответствующих вершинам, подлежащим замене на подтур-
нир, и столько же двоек. Значит, количество и единиц, и двоек в турнире

−→
T ∗ будет

n−1
2
+n−m

2
k−n−m

2
=m+(n−m)k−1

2
.

Все вершины турнира
−→
T ∗, получившегося после расширения, имеют степень

m+(n−m)k−1
2

, значит, турнир
−→
T ∗ — регулярный порядка m+(n−m) ∗ k. □

Теорема 4. Матрица расстояний, рассмотренная в теореме 3, соответствует
случаю, когда в конгруэнцию турнира большего порядка включено максимально воз-
можное чётное число классов конгруэнции.

Доказательство. Покажем, что это так. Опишем алгоритм выделения классов кон-
груэнции регулярного турнира

−→
T . Пусть порядки классов конгруэнции будут равны

k, а порядок турнира
−→
T — n. При выделении каждого следующего класса конгру-

энции порядок получаемого турнира уменьшается на k−1, поскольку k вершин, со-
ответствующие классу конгруэнции, заменяются на 1 вершину факторграфа. Т. о.
порядок факторграфов можно представить в виде формулы n−i∗k+i, где i=1, l, l —
максимально возможное число конгруэнций турнира

−→
T .

Выделим первый класс конгруэнции. Получим, что в факторграфе
−→
T1 одна стро-

ка, соответствующая выделенному классу конгруэнции, останется регулярной и бу-
дет иметь по n−1

2
−k−1

2
единиц и двоек. Остальные строки регулярными не будут и

разделятся на 2 вида в зависимости от направления дуг инцидентных выделенной в
класс конгруэнции вершины. В строках первого вида будет n−1

2
−k+1 единиц и n−1

2

двоек, а в строках второго вида — наоборот, n−1
2

− k + 1 двоек и n−1
2

единиц. (Такой
факторграф подробно рассмотрен в теореме 1). Порядок данного факторграфа будет
равен n−k+1.

Выделим второй класс конгруэнции. В получившемся факторграфе
−→
T2 будем

иметь строки следующих видов:

• n−1
2

− k−1
2

единиц (двоек) и n−1
2

− k−1
2

− k+1 двоек (единиц) — строки, соответ-
ствующие классам конгруэнции;

• n−1
2

− k−1
2

+ 2(1− k) единиц (двоек) и n−1
2

двоек (единиц);
• по n−1

2
− k + 1 единиц и двоек.

Продолжая данный процесс при обязательном выполнении условий о положи-
тельности порядка факторграфа и числе единиц и двоек в строках его матрицы
расстояний (пусть это будет при некотором значении r), на одном из шагов получим
строки матрицы расстояний следующего вида (∗):
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• n−1
2
−k−1

2
+r(1−k) единиц (двоек) и n−1

2
−k−1

2
+(r−1)(1−k) двоек (единиц) —

строки, соответствующие классам конгруэнции;
• по n−1

2
+r(1−k) единиц и двоек.

Далее возможны 2 случая: больше нельзя выделить класс конгруэнции либо на
последнем следующем шаге оставшиеся регулярные строки объединяем в класс кон-
груэнции и получаем в качестве факторграфа регулярный турнир. В любом случае
матрица вида (∗) соответствует случаю, когда в факторграф включено максимально
возможное чётное число классов конгруэнции для турнира

−→
T . Также можем наблю-

дать закономерность: при выделении чётного числа классов конгруэнции регулярные
строки факторграфа соответствуют некоторым вершинам, не включённым в классы
конгруэнции, а при выделении нечётного — некоторым классам конгруэнции. □

Пример 2. Рассмотрим матрицу расстояний регулярного турнира
−→
T и построим

для него факторграф, содержащий максимально возможное чётное число классов
конгруэнции

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1 0 1 1 1 1 2 2 2 1 2 2

2 2 0 1 2 1 1 1 1 2 2 2

3 2 2 0 1 1 1 1 1 2 2 2

4 2 1 2 0 1 1 1 1 2 2 2

5 2 2 2 2 0 1 1 1 1 1 2

6 1 2 2 2 2 0 1 2 1 1 1

7 1 2 2 2 2 2 0 1 1 1 1

8 1 2 2 2 2 1 2 0 1 1 1

9 2 1 1 1 2 2 2 2 0 1 1

10 1 1 1 1 2 2 2 2 2 0 1

11 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 0

Матрица расстояний такого факторграфа будет выглядеть следующим образом

1 2 3 4 5 6 7

1 0 1 1 2 1 2 2

2 2 0 1 1 2 2 2

3 2 2 0 1 1 1 2

4 1 2 2 0 1 1 1

5 2 1 2 2 0 1 1

6 1 1 2 2 2 0 1

7 1 1 1 2 2 2 0
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Как видим в этой матрице 2 строки не являющиеся регулярными и 5 регулярных
строк. Было выделено 2 класса конгруэнции, соответствующие объединению вершин
2, 3, 4 и 6, 7, 8 исходного турнира. Больше выделить классы конгруэнции нельзя.

Заключение

В рамках данной работы рассмотренны способы реконструкции некоторых видов
регулярных турниров, а также показана взаимосвязь между турниром, его фактор-
графом и конгруэнциями и наличием у них всех королей. Кроме того, выявлено,
что факторграф регулярного турнира может как быть регулярным, так и не быть
таковым, а только состоять из одних королей.
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Introduction

Let Ω be a tubular domain over symmetric cones with smooth boundary in Cn. Let
r — be the rank of the cone of our tubular domain (see [10]–[12]). By δ we denote as usual
the well-known so-called determinant function ∆(z) in tubular domain over symmetric
cone(see for this function and it is properties [4] and references there). Let further H (Ω)

denote the space of all holomorphic functions on Ω endowed as usual with the topology
of uniform convergence on compact subsets. V (z) will be the Lebesgue measure on the
domain Ω. B(z, w) or B2n/r(z, w) will be the Bergman kernel of order 2n/r of Ω (see [4]).
For positive α the Bergman kernel of order α will be denoted by Bα(z, w) (see [4]). For
given r̃ ∈ (0, 1) and z0 ∈ Ω, we shall denote by BΩ(z0, r̃) the Bergman ball of center z0 and
the radius r̃. We refer the reader [4] for definitions, basic properties and applications to
geometric function theory of the Bergman distance and for definition and basic properties
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of the Bergman kernel. We will need several results for our proofs about Bergman balls
for which we refer the reader to [4], [10]–[12]. In particular we constantly use among other
things the fact that V (BΩ(z, r̃)) is equivalent to δ2n/r(z), r̃ ∈ (0, 1). We denote m products
of tubular domains by Ωm, the space of all analytic functions on this new product domain
which are analytic by definition in each variable separately will be denoted by H (Ωm).

Let now m̃ = 2, 3, . . . be a natural number, M ⊂ Cn and B ⊂ Cm̃n,

Cm̃n = Cn × · · · × Cn, be a subset. Let X(M) be a class of functions on M, Y (B)

the same. We say TraceY (Mm) = X(M), B = Mm, Mm = M × · · · × M, if for any
f ∈ Y (Mm), f(w, . . . , w) ∈ X(M), w ∈M, and for any g ∈ X(M), there exist a function
f ∈ Y (B) such that f(w, . . . , w) = g(w), w ∈ M. Traces of various functional spaces in
Rn were described in [9]. In polydisk this problem is also known as a problem of diagonal
map (see [6] and references there).

Trace theorems even for n = 1 (case of polydisk) have numerous applications in the
theory of holomorphic functions (see, for example, [6]). The core of our proof is a special
composition estimates an analogue of Andersson-Carlsson composition estimates (see [3]).

We say A ≈ B (A is equivalent to B) if there are positive constants C1 and C2 so
that C1A ≤ B ≤ C2A.

1. Preliminaries

In this section we collect various known preliminaries on the topic of this short note.
Let

A∞
τ (Ω) =

{
F ∈ H (Ω) : ∥F∥A∞

τ
= sup

z∈Ω
|F (z)|δτ (z) <∞

}
, (1)

(see [4], [10]–[12] and references there). It can be checked that this is a Banach space.
For 1 < p < +∞ and ν ∈ R and ν > −1 we denote by Ap

ν(Ω) the weighted Bergman
space consisting of analytic functions f in Ω such that

∥F∥p
Ap

ν
=

∫
Ω

|F (z)|pd Vν(z)

 <∞.

Here we used the notation dVν(w) = δνdV (w). This space is a Banach space.
To define two related Bergman-type spaces Ap

ν(Ω
m) and A∞

τ (Ωm) (ν and τ can be
also vectors) in m-products of tubular domains Ωm (here all domains are the same) we
follow standard procedure which is well-known in case of unit disk and unit ball (see [14]).
Namely we consider analytic functions F = F (z1, . . . zm), where each coordinate varies
in a tubular domain (spaces on product domains). It can be shown that these are also
Banach spaces.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2025, 4



On traces of new BMOA type spaces in tubular domains over symmetric cones 133

The (weighted) Bergman projection Pν is the orthogonal projection from the Hilbert
space L2

ν(Ω) onto its closed subspace A2
ν(Ω) and it is given by the following integral

formula (see, for example, [4], [10]–[12]).

Pνf(z) = Cν

∫
Ω

Bν+2n/r(z, w)f(w)dVν(w), (2)

where Bν+2n/r(z, w) is the Bergman reproducing kernel for A2
ν(Ω) (see [4], [10]–[12]), where

dVν(w) = δνdV (w), ν > −1 and where Cν is a constant of the Bergman representation
formula. For any analytic function in A2

ν(Ω) the following integral formula is valid (see
also [4])

f(z) = Cν

∫
Ω

Bν+2n/r(z, w)f(w)dVν(w), z ∈ Ω. (3)

In this case we say sometimes below simply that the f function allows the Bergman
representation via Bergman kernel with ν index. The existence of suitable coverings (r-
lattices) of a domain Ω based on Bergman balls is crucial for results of this note. Note
these assertions (assertions on the Bergman kernel and assertions on the r-lattices) have
direct analogues in simpler cases of analytic function spaces in unit disk, polydisk, unit
ball, upper half-space C+ and in spaces of harmonic functions in the unit ball or upper
half-space of the Euclidean space Rn. These classical facts are well-known and can be
found, for example, in [6], [8], [16] and in some items from references there.

Let now Ω be a tubular domain over symmetric cones.
We will need for our proofs the following important fact on integral representations

(see [8], [10], [13]). For all 1 ≤ p <∞, ν > −1 and for all f functions from Ap
ν the Bergman

representation formula with α + 2n/r index or with the Bergman kernel Bα+2n/r(z, w) is
valid, for all α, α > α0, for certain fixed α0, (see [4], [10]–[12]). Let α > −1 then for all
ν > ν0 for certain fixed ν0 and all f functions f ∈ A∞

α the integral representations of
Bergman with Bergman kernel Bν+2n/r(z, w) (with ν +2n/r index) is valid. We note also
that (see [4], [10]–[12])

|f(z)|δ
2n/r+ν

p (z) ≤ cp,ν∥f∥Ap
ν
, z ∈ Ω. (4)

All the mentioned results together with properties of the Whitney decomposition
(r-lattice) of tubular domains based on Bergman balls in Cn are vital for this paper.
Proofs of our theorems on trace in BMOA in the ball are heavily based on properties of
r-lattice {ak} in a Bergman metric (see [10]–[13]). Our proofs below are also based on

«Таврический вестник информатики и математики», №4 (69)’ 2025



134 R. F. Shamoyan, O. R. Mihić

same ideas as in the unit ball (see [14]) and is based also on same properties of lattices
but on tubular domains (see [4], [10]–[12]).

Definition 1. ([4], [10]–[12]) Let Ω ⊂ Cn be a tubular domain and r > 0. An r-lattice in
Ω is a sequence {ak} ⊂ Ω such that Ω =

⋃
k BΩ(ak, r̃) and there exists m > 0 such that

any point in Ω belong to at most m balls of the form BΩ(ak, R), where R =
1

2
(1 + r̃).

The following lemmas are vital for proofs of main results of this paper.

Lemma 1. ([4], [10]–[12]) Let Ω ⊂ Cn be a tubular domain over symmetric cone. Then
for every r̃ ∈ (0, 1) there exists an r-lattice in Ω, that is there exists m ∈ N and a sequence
{ak} ⊂ Ω of points such that Ω =

⋃∞
k=0BΩ(ak, r̃) and no point of Ω belongs to more than

m of the balls BΩ(ak, R).

Lemma 2. ([4], [10]–[12]) Let Ω ⊂ Cn be a tubular domain over symmetric cone. Given
r̃ ∈ (0, 1). Then there exists a kr > 0 depending on r such that for all z0 ∈ Ω and for all
z ∈ BΩ(z0, r̃)

1. f(z) ≤ kr
V (BΩ(z0,r̃))

∫
BΩ(z0,r̃)

(f(w))dV (w),

2. V (BΩ(·, r̃)) ≈ δ2n/r,

for every nonnegative holomorphic function f : Ω → R+.

We now provide known Forelli–Rudin estimates in the tube (see, for example,
[10]–[12]).

Lemma 3. ([4], [10]–[12]) Let Ω ⊂ Cn be a tubular domain over symmetric cone and let
z0 ∈ Ω and 1 ≤ p < ∞. Then we have the following estimate for Bergman type kernel
B2n/r(z, z0) ∫

Ω

|B2n/r(ξ, z0)|p · δ(ξ)βdV (ξ) ≲ (5)

≲ δ(z0)
β−(2n/r)(p−1), −1 < β < (2n/r)(p− 1), z0 ∈ Ω.

Estimate (5) is valid for all Bt kernels (see [4], [10]–[12]).
We suppose below that the following additional condition on the Bergman kernel is

valid. We note this condition probably can be dropped. Note also this condition is valid
in Rn+1 and in the unit ball and even in bounded strongly pseudoconvex domains with
smooth boundary in Cn (see for this issues [14], [15] and also various references there).

For our BMOA type spaces (see definition below) in a domain (not in product
domains) the Bergman representation formula with large enough index is valid. Note,
also, in our Theorem 2, we assume that |Bt(z, ak)| is equivalent to |Bt(w, ak)| for any
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Bergman kernel of t type for any w and z in BΩ(am, r̃) and any ak, k ∈ N, where m any
natural number (this is an additional condition on the Bergman kernel which is valid in
the unit ball, see [7]. This condition in the unit ball can be seen in [17] and also plays
a key role for the proof of our theorems in the unit ball case (see [14]). This additional
condition on the Bergman kernel will be used only in the proof of our main theorems
for p ≤ 1 case. This condition concerning Bergman kernel is valid in milder form (see
[4], [10]–[12] and references there). The condition on integral representation is valid with
some restriction on indexes for our BMOA type spaces in tubular domains with smooth
boundary. This follows from the fact that these spaces with some restriction on indexes
are embedded in Bergman space A1

ν with large enough ν and for this spaces this integral
representation is valid. The short proof of this last fact follows by similar arguments as
in the case of the unit disk (see [6], [16], [17]).

Namely, the short proof of this follows from crucial estimate from below of Bergman
kernel on Bergman ball in tubular domains (see, for example, [10] and references there
and [11]–[13]).

2. Main results

In this section we formulate our main trace theorems. In case of unit ball they were
proved in [14]. We recently extended some of our trace theorems from unit polyball to
pseudconvex domains. In this paper we provide such extension for our another trace result
in unit polyball, namely for so called analytic BMOA type spaces. First we introduce a
BMOA type space in tubular domains then formulate our trace theorems. BMOA type
spaces in tubular and other domains gathered a lot of attention recently (see [3], [8], [9]
and various references there).

Let Mp
r1,...,rm,τ,s1,...,sm

(Ωm) =

={f ∈H (Ωm) : sup
w∈Ω

δmτ (w)

∫
Ω

· · ·
∫
Ω

|f(z1, . . . , zm)|p
m∏
j=1

|BSj
(zj, w)|

m∏
j=1

δsj(zj)dV (zj)<∞},

Sj = τ + rj, j = 1, . . . ,m, where τ > 0, sj > −1, rj ≥ 0, j = 1, . . . ,m, p ∈ (0,∞).

These are Banach spaces for all p ≥ 1 and complete metric spaces for other values
of p.

The following theorems for unit ball case can be seen in [14]. The proofs hinges on
similar arguments as in unit ball from one hand and on recent advances in analytic function
theory in tubular domains (see [10]–[12]).
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Theorem 1. Let p > 1, τ ∈ (0,∞), rj ∈ N, sj > −1, j = 1, . . . ,m. If
t = (m− 1)(2n/r) +

∑m
j=1 sj, then for r =

∑m
j=1 rj we have

Trace(Mp
r1,...,rm,τ,s1,...,sm

(Ωm)) =Mp
r,t,τm(Ω)

for all n, n/r > n0, where n0 = n0(p, τ, r1, . . . , rm,m).

Theorem 2. Let p ≤ 1, τ ∈ (0,∞), rj ∈ N, sj > −1, j = 1, . . . ,m. If rj/p ∈ N,
j = 1, . . . ,m and t = (m− 1)(2n/r) +

∑m
j=1 sj, then for r =

∑m
j=1 rj we have

Trace(Mp
r1,...,rm,τ,s1,...,sm

(Ωm)) =Mp
r,t,τm(Ω)

for all n, n/r > n0, where n0 = n0(p, τ, r1, . . . , rm,m).

Very similar results with similar proofs on Traces of BMOA type (or Qp type) spaces
are valid also in bounded strongly pseudoconvex domains with smooth boundary. We
refer readers to [15] for that paper. Note the unit ball and polyball cases which also have
similar proofs were considered previously in [14].

Our proofs are based fully on properties of r lattices in the tube (see [4], [7], [12], [13])
and lemmas and estimates we presented above and are very similar to those provided
earlier in the unit ball in the paper of first author and later in bounded pseudoconvex
domains (see [14], [15]) based on properties of r-lattices in such domains (see [1], [2]).
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РЕФЕРАТЫ ИНФОРМАТИКА И МАТЕМАТИКА

Анашкин О. В., Юсупова О. В. Об устойчивости импульсных дифферен-
циальных систем // Таврический вестник информатики и математики. —
2025. — №4 (69). — C. 7 – 27.

УДК: 517.925.51

Рассматриваются периодические импульсные дифференциальные системы второго
порядка с фиксированными моментами импульсного воздействия. Завершено иссле-
дование критического случая устойчивости нулевого решения в общем положении:
разработанный ранее алгоритм вычисления первого значения Ляпунова распростра-
нён на случай комплексного спектра линейной части. Устойчивость системы сведена
к устойчивости неподвижной точки полиномиального отображения, для которого по-
лучена нормальная форма и выведена формула искомого показателя устойчивости.

Ключевые слова: периодические импульсные системы, критический случай устойчиво-
сти, первая ляпуновская величина, матрица монодромии, комплексно сопряженные муль-
типликаторы.

Бражкин А. А. и др. Сравнительный анализ логистического и нормаль-
ного распределения при моделировании онкологической заболеваемости в
Российской Федерации (2007–2023 гг.) // Таврический вестник информа-
тики и математики. — 2025. — №4 (69). — C. 28 – 39.

УДК: 519.257

В статье представлен сравнительный анализ применимости нормального и логисти-
ческого распределений для моделирования региональных различий онкологической
заболеваемости в Российской Федерации за период 2007–2023 гг. На основе офи-
циальных данных Росстата и Минздрава РФ рассчитаны точечные и байесовские
оценки параметров распределений, исследованы их статистические свойства. Срав-
нение моделей выполнено с использованием кросс-валидации, метода обобщенных
моментов и анализа Q-Q plot. Результаты показали, что после нормирования данных
на численность населения показатель заболеваемости демонстрирует распределение,
близкое к нормальному. Нормальное распределение продемонстрировало минималь-
ную кросс-валидационную ошибку (5,8413 против 5,8428 для логистического) и более
высокую общую согласованность с эмпирическими данными. В то же время логи-
стическое распределение точнее воспроизводит выборочные моменты (J-статистика
0,000002 против 0,000050). Выявленная слабая левосторонняя асимметрия (медиа-
на 364,37 против среднего 351,16) не имеет практического значения для построения
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статистических моделей прогнозирования. Полученные результаты подтверждают
целесообразность использования нормального распределения для решения практи-
ческих задач в области здравоохранения, включая оценку региональных различий и
прогнозирование потребности в медицинских ресурсах. Целью настоящего исследо-
вания является сравнительный анализ применимости нормального и логистического
распределений для моделирования региональной онкологической заболеваемости в
России за период 2007–2023 гг.

Ключевые слова: онкологическая заболеваемость, статистическое моделирование, нор-
мальное распределения, логистическое распределение, байесовская оценка, метод макси-
мального правдоподобия, метод обобщенных моментов.

Голованов Н. С. Обзор методов позиционирования мобильных роботов в
условиях плодового сада // Таврический вестник информатики и матема-
тики. — 2025. — №4 (69). — C. 40 – 55.

УДК: 004.896

Представлен систематический обзор методов позиционирования мобильных роботов,
работающих в условиях плодовых садов. Рассмотрены специфические трудности на-
вигации: экранирование сигналов GNSS плотной кроной, нестабильность визуальных
признаков при движении листвы и переменном освещении, перцептивное наложение
из-за регулярной рядной структуры, а также проскальзывание колёс на неровном
грунте. Проанализированы четыре основных класса методов — GNSS/RTK, визу-
альная одометрия, локализация на основе LiDAR и гибридные системы слияния
сенсоров — с сопоставлением их точности, устойчивости и вычислительной слож-
ности. Выявлено, что большинство работ посвящено глобальной 6-DoF локализации
и полному SLAM, тогда как ключевые задачи внутрирядной навигации (определение
состояния «в ряду / вне ряда», оценка расстояния до конца ряда, поперечное сме-
щение относительно центральной линии) остаются нерешёнными. Сформулированы
направления дальнейших исследований в области лёгкого локального позициониро-
вания без предварительно построенных карт.

Ключевые слова: мобильный робот, навигация, плодовый сад, LiDAR, визуальная одо-
метрия, GNSS, слияние сенсоров, SLAM, облако точек, обзор.
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Кулаев Р. Ч., Елоева В. А. О положительной обратимости дифференци-
ального оператора четвертого порядка на графе // Таврический вестник
информатики и математики. — 2025. — №4 (69). — C. 56 – 75.

УДК: 517.927.2

Исследуется семейство дифференциальных операторов четвёртого порядка Lλ на
графе, зависящее от вещественного параметра λ. Основное внимание уделено описа-
нию множества значений спектрального параметра λ, при которых оператор Lλ яв-
ляется положительно обратимым. Доказано, что оператор Lλ положительно обратим
тогда и только тогда, когда соответствующее однородное уравнение обладает фун-
даментальной системой решений, состоящей из функций, положительных на всём
графе. Установлено, что оператор Lλ положительно обратим при всех λ > 0, мень-
ших наименьшего собственного значения оператора L0 (соответствующего случаю
λ = 0). Также сформулированы принципы максимума для решений дифференциаль-
ных неравенств четвёртого порядка на графе.

Ключевые слова: дифференциальный оператор, граф, положительная обратимость,
спектральный параметр, принцип максимума, собственные значения.

Тукмаков Д. А. Сравнение методик математического моделирования ди-
намики газовзвесей с неравновесной и «замороженной» скоростями дис-
персной фазы // Таврический вестник информатики и математики. —
2025. — №4 (69). — C. 76 – 93.

УДК: 51-73

В работе сравниваются результаты расчётов ударно-волновой динамики газовзвесей,
полученные с использованием двух математических моделей континуального мето-
да моделирования. В обеих моделях течение несущей среды описывается системой
уравнений Навье–Стокса в двумерной нестационарной постановке. В неравновесной
модели динамика дисперсной фазы описывается уравнениями сохранения плотно-
сти, импульса и тепловой энергии; в «замороженной» модели скорость дисперсной
фазы принимается равной скорости несущей среды, а её температура рассчитывается
как неравновесная с учётом межфазного теплообмена. Газовзвесь рассматривается в
монодисперсном однофракционном приближении. Система уравнений интегрирова-
лась явным методом конечных разностей второго порядка точности с применением
нелинейной схемы коррекции для подавления численных осцилляций.

Ключевые слова: математическое моделирование, многофазные среды, континуальный
метод, межфазное взаимодействие, численное моделирование.
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Усков В. И. Расщепление задачи Коши для вырожденного дифференци-
ального уравнения третьего порядка в подпространствах // Таврический
вестник информатики и математики. — 2025. — №4 (69). — C. 94 – 105.

УДК: 517.922

Статья посвящена исследованию задачи Коши:

A
d3u

dt3
= b

d2u

dt2
+ c

du

dt
+ du(t) + f(t),

u(0) = u0,
du

dt
(0) = u1,

d2u

dt2
(0) = u2,

где заданы: ограниченный линейный оператор A, действующий в банаховом про-
странстве X, вещественные числа b, c, d, b ̸= 0, функция f(t) ∈ X, начальные зна-
чения u0, u1, u2 ∈ X; t ∈ T = [0; tk], tk < +∞. Оператор A вырожден, а именно:
он обладает свойством иметь 0 нормальным собственным числом (далее, 0-н.с.ч.) и
одномерным ядром. Применение свойства 0-н.с.ч. позволяет расщепить уравнение и
начальные условия на соответствующие уравнения и условия в инвариантном под-
пространствеM и в корневом подпространствеN ; искомое решение задачи находится
как сумма решений в этих подпространствах. Полученные результаты иллюстриру-
ются примером в пространстве X = R3 в случае, если корневое подпространство
состоит только из ядра.

Ключевые слова: Задача Коши, дифференциальное уравнение третьего порядка в ба-
наховом пространстве, вырожденный оператор при старшей производной, 0-нормальное
собственное число, расщепление на подпространства.

Федотов А. И. Использование производных дробного порядка для экстра-
поляции функций в системах искусственного интеллекта // Таврический
вестник информатики и математики. — 2025. — №4 (69). — C. 106 – 117.

УДК: 004.891,519.6

Задача, обсуждаемая в статье, появилась в результате запроса от одной торговой
компании научться предсказывать количество будущих продаж. Имея отграничен-
ный объем складских помещений, они хотели бы быть уверенными, что они в следу-
ющем месяце продадут весь товар со склада прежде чем фура доставит новую пар-
тию товара. Очевидно, что в общем случае эта задача неразрешима из-за слишком
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большого числа факторов влияющих на результат. Но так как компания продава-
ла строительные материалы, а строительный бизнес имеет в средней полосе России
отчетливую сезонность, можно было предположить, что количество продаж являет-
ся дискретной почти-периодической функцией с периодом в 12 месяцев. Учитывая
эту дополнительную информацию, удалось написать программу, которая осуществ-
ляла более или менее обоснованные предсказания для каждого месяца следующего
года. Идея программы довольно проста: по значениям продаж за год программа
методом наименьших квадратов вычисляла тренд, и первый коэффициент линей-
ной функции тренда рассматривался как значение производной первого порядка.
С появлением введённого автором определения дробной производной алгоритм уда-
лось существенно улучшить: из уравнения предсказания находился порядок дробной
производной, применение которой давало бы точное значение. Как показано в при-
ведённых в статье примерах, ошибки предсказания с использованием производных
дробного порядка были почти вдвое меньше, чем при использовании предыдущей
программы.

Ключевые слова: системы искусственного интеллекта, дробные производные, экстра-
поляция функций, предсказания, обучение компьютеров.

Шабаркова А. О., Абросимов М. Б. Факторграфы регулярных турниров
и турниров, состоящих из одних королей // Таврический вестник инфор-
матики и математики. — 2025. — №4 (69). — C. 118 – 130.

УДК: 519.172.3

Рассматриваются непростые регулярные турниры, а также турниры, состоящие из
одних королей. Показывается, что в непростом турнире, состоящем из одних королей,
факторграф и все конгруэнции также должны состоять из одних королей. У регу-
лярных же турниров факторграф как может являться регулярным, так может и не
являться. Также приводятся способы реконструкции 2-х видов регулярных турниров
по нерегулярному факторграфу.

Ключевые слова: турнир, регулярный турнир, короли, факторграф, теория графов.
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Shamoyan R. F., Mihić O. R. On traces of new BMOA type spaces in tubular
domains over symmetric cones // Таврический вестник информатики и ма-
тематики. — 2025. — №4 (69). — C. 131 – 137.

УДК: 517.5, 517.9

В статье дается полное описание следов аналитических классов типа ВМОА в труб-
чатой области над симметрическими конусами. Изучению этих аналитических про-
странств, имеющих различные приложения в комплексном анализе в разных обла-
стях занимались многие зарубежные авторы в последние два десятилетия. Полные
аналоги наших утверждений могут быть верны и для других областей и для других
аналитических пространств определенных на них.

Ключевые слова: аналитическая функция, пространство типа BMOA, трубчатые об-
ласти, теоремы о следах.
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