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Building an optimal drone strategy in a pursuit problem with an
obstacle.

Malafeyev O. A. , Zaitseva I. V. , Kozlov N. O.

Abstract. Drones are increasingly being used in a variety of fields, including surveillance,
search and rescue, and package delivery. The obstacle pursuit problem has widespread application
in the field of unmanned aerial systems. Obstacle pursuit tasks require drones to track targets
while navigating obstacles. Obstacle pursuit poses challenges when drones must follow targets
without colliding with obstacles, especially with limited information. Effective strategies are
essential for successful pursuit missions. Understanding how drones navigate obstacles, adapt to
changing conditions, and make decisions with limited information is crucial to enhancing the
capabilities of drones in pursuit missions.One crucial aspect of drone operations is optimizing
their pursuit strategies when faced with obstacles.This research delves into developing an
optimal strategy for drones in obstacle pursuit tasks, specifically focusing on the application of
differential games to model successful target interception in dynamic environments.Differential
games provide a mathematical framework where drones and their pursued targets make decisions
based on obstacle detection. The research explores the theorems and proofs related to successful
strategies for unmanned aerial vehicles in pursuit problems, emphasizing the importance of
obstacle avoidance and target pursuit. The paper develops a pursuit algorithm that takes into
account the presence of obstacles and ensures safe approach to the target using a group of
controlled drones. A simple, effective strategy for intercepting and optimally moving a group of
drones to achieve the stated task is created. The results of a study on modeling simple drone
movement dynamics are obtained. The research aims to improve the efficiency and success of UAV
flights by identifying optimal approaches to achieving the target while simultaneously avoiding
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obstacles. The results of the MATLAB simulations provide valuable insights for improving
the performance of unmanned aerial vehicles in challenging environments, and their potential
applications extend to areas such as robotics and artificial intelligence. By optimizing pursuit
strategies in the presence of obstacles, UAVs can navigate complex terrain more efficiently,
ultimately improving their performance and reliability across a wide range of applications.

Keywords: drone, pursuit, obstacle, optimal strategy, game with incomplete information,
?-equilibrium, mathematical model, unmanned systems, control, algorithms.

Введение

В рамках данной работы поставлена задача построить оптимальную стратегию
дрона в задаче преследования с препятствием. Основной целью исследования явля-
ется применение дифференциальных игр для моделирования успешного перехвата
преследуемой цели в динамических условиях. В данном контексте определены сле-
дующие цели и задачи работы. Построить алгоритм преследования, учитывающий
наличие препятствий и обеспечивающий безопасное приближение к преследуемой це-
ли с использованием группы управляемых дронов. Создать простую эффективную
стратегию перехвата и оптимальное движение группы дронов с целью достижения
поставленной задачи. Получить результаты исследования по моделированию простой
динамики движения дронов.

1. Построение оптимальной стратегии дрона в динамических
сценариях

Для построения оптимальной стратегии дрона в динамических сценариях необ-
ходимо определить математическую модель системы, включая динамику движения
дрона, цели и ограничения. Дифференциальные игры обеспечивают математическую
основу, в которой дроны и преследуемые ими цели принимают решения.

Пусть 𝑋 — локально компактное метрическое пространство и пусть 𝐹 (𝑥0, 𝑡0, 𝑡) —
семейство отображений пространства 𝑋 на себя,определяющее обобщённую диффе-
ренциальную систему (ОДС) 𝐹 * [2], [3], так что справедливы следующие аксиомы:
1. 𝐹 (𝑥0, 𝑡0, 𝑡) определено для всех 𝑥0 ∈ 𝑋, 𝑡0, 𝑡 ∈ [0,∞] и является непустым компакт-

ным множеством пространства 𝑋.
2. При всех 𝑡0, 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0,∞), (𝑡0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑡2). 𝐹 (𝑥0, 𝑡0, 𝑡2) = 𝑈𝑥𝑖∈𝐹 (𝑥0,𝑡0,𝑡1) 𝐹 (𝑥𝑖, 𝑡1, 𝑡2).
3. 𝐹 (𝑥0, 𝑡0, 𝑡) непрерывно в метрике Хаусдорфа. Будем называть 𝐹 (𝑥0, 𝑡0, 𝑡) функцией

достижимости ОДС 𝐹 *.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2025, 2
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Определение 1. Отображение 𝑤 = 𝑤(𝑥0, 𝑡0, 𝑡1) : [𝑡0, 𝑡] −→ 𝑋 называется тра-
екторией ОДС 𝐹 * на интервале [𝑡0, 𝑡], исходящей из точки 𝑥0, если для всяких
𝑡1, 𝑡2[𝑡0, 𝑡1](𝑡1 ≤ 𝑡2), 𝑤[·](𝑡2) ∈ 𝐹 (𝑤[·](𝑡1), 𝑡1, 𝑡2).

Обозначим через 𝐹 (𝐴, 𝑡0, 𝑡) множество всех траекторий ОДС 𝐹 * на интервале
[𝑡0, 𝑡], исходящих из точек множества 𝐴 ⊂ 𝑋. Приведем некоторые вспомогательные
утверждения из теории обобщенных дифференцированных систем.

Теорема 1. Траектория 𝑤(𝑥0, 𝑡0, 𝑡) ОДС 𝐹 * является непрерывным отображением
при любых 𝑥0 ∈ 𝑋, 𝑡0, 𝑡 ∈ [0,∞),(𝑡1 ≤ 𝑡2).

Доказательство. Доказательство приведено в [3]. □

Теорема 2. Для ∀𝑥1 ∈ 𝐹 (𝑥0, 𝑡0, 𝑡) ∩ 𝑋 и 𝑡0, 𝑡 ∈ [0,∞) таких, что 𝑡0 ≤ 𝑡, найдется
траектория ОДС 𝐹 * на интервале [𝑡0, 𝑡], начинающаяся в точке 𝑥0, и заканчиваю-
щаяся в точке 𝑥1.

Доказательство. Доказательство приведено в [3] □

Теорема 3. Если множество 𝐵 ⊂ 𝑋 компактно, то при всех 𝑡0, 𝑡 ∈ [0,∞) таких,
что 𝑡0 ≤ 𝑡, множество 𝐹̇ (𝐵, 𝑡0, 𝑡) компактно в равномерной метрике

ˆ̇𝑝(𝑤1, 𝑤2) = max
𝜏∈[𝑡0,𝑡]

𝑝(𝑤1(𝜏), 𝑤2(𝜏))

Доказательство. Доказательство приведено в [3]. Для полного описания диффе-
ренциальной игры с зависимыми движениями необходимо сформулировать еще одно
допущение, которое назовем аксиомой управления. □

Определена совокупность:

𝐴 = (𝑈(𝑥0, 𝑡0, 𝑡), 𝑉 (𝑥0, 𝑡0, 𝑡), 𝜋[𝑥0, 𝑡0, 𝑡],
* )

называемая управлением игры с зависимыми движениями, где:

а) 𝑈(𝑥0, 𝑡0, 𝑡),𝑉 (𝑥0, 𝑡0, 𝑡) — суть абстрактные множества, определенные для
∀𝑥0 ∈ 𝑋,𝑡0,𝑡 ∈ [0,∞) таких, что 𝑡0 ≤ 𝑡, называемые множествами управле-
ний объектов P и, соответственно, E в точке 𝑥0 на интервале [𝑡0, 𝑡];

б) 𝜋(𝑥0, 𝑡0, 𝑡) — однозначное отображение

𝜋(𝑥0, 𝑡0, 𝑡) : 𝑈 [·]× 𝑉 [·] −→ 𝐹 (𝑥0, 𝑡0, 𝑡),

определённое при всех 𝑥0 ∈ 𝑋 и 𝑡0, 𝑡 ∈ [0,∞) таких, что 𝑡0 ≤ 𝑡;
в) * — операция, сопоставляющая всяким совместным элементам

(𝑢1, 𝑣1) ∈ 𝑈(𝑥0, 𝑡0, 𝑡1) × 𝑉 (𝑥0, 𝑡0, 𝑡1), (𝑢2, 𝑣2) ∈ 𝑈(𝑥1, 𝑡1, 𝑡2) × 𝑉 (𝑥1, 𝑡1, 𝑡2)

(т.е. таким, что 𝜋[𝑥0, 𝑡0, 𝑡1](𝑢1, 𝑣1)(𝑡1) = 𝑥1) элемент
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(𝑢1, 𝑣1) * (𝑢2, 𝑣2) = (𝑢3, 𝑣3) ∈ 𝑈(𝑥0, 𝑡0, 𝑡) × 𝑉 (𝑥0, 𝑡0, 𝑡) с выполнением сле-
дующего соотношения:

𝜋[𝑥0, 𝑡0, 𝑡2](𝑢3, 𝑣3)(𝑡) =

⎧⎨⎩𝜋[𝑥0, 𝑡0, 𝑡1](𝑢1, 𝑣1)(𝑡), при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1],

𝜋[𝑥1, 𝑡1, 𝑡2](𝑢2, 𝑣2)(𝑡), при 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2].

Пару𝐷 = (𝐹 *, 𝐴) назовем динамикой игры с зависимыми движениями. Зафиксируем
конечное разбиение интервала [0, 𝑇 ] : 𝜎 = {𝑡0 = 0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑁 = 𝑇}, и определим
для него игры с предписанной продолжительностью 𝑇 < ∞; Γ𝑖(𝑥0, 𝑇 ), 𝑖 = 1, 2. Со-
стояния информации объектов P и E в играх Γ𝑖(𝑥0, 𝑇 ), 𝑖 = 1, 2, следующие: объекту
𝐸(𝑃 ) в игре Γ1(𝑥0, 𝑇 )Γ2(𝑥0, 𝑇 ) в момент 𝑡𝑖 ∈ 𝜎 известно 𝑡𝑖, 𝑥(𝑡𝑖), 𝑤(𝑥0, 𝑡0, 𝑡𝑖), а объекту
𝑃 (𝐸), кроме того, известно 𝑣 ∈ 𝑉 (𝑢 ∈ 𝑈 [𝑥(𝑡𝑖), 𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1]).

Предполагается также, что обоим объектам известны 𝐷,𝑇, 𝜎.

Определение 2. Стратегия 𝜑𝜎𝑖 (Ψ
𝜎
𝑖 ) объекта 𝑃 (𝐸) в игре Γ𝑖(𝑥0, 𝑇 ), 𝑖 = 1, 2, есть

отображение, ставящее в соответствие состоянию информации объекта 𝑃 (𝐸) в мо-
мент времени 𝑡𝑖 ∈ 𝜎 элемент 𝑣 ∈ 𝑉 (𝑢 ∈ 𝑈 [𝑥(𝑡𝑖), 𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1]).

При начальной позиции 𝑥0 ∈ 𝑋 по данной паре стратегий (𝜑𝜎𝑖 Ψ
𝜎
𝑖 ), 𝑖 = 1, 2, тра-

ектория 𝑤[𝑥, 𝑡0, 𝑇 ] ∈ ˆ̇𝐹 (𝑥, 𝑡0, 𝑇 ) строится путем «склеивания» частичных траекторий
𝑤[𝑥(𝑡𝑖), 𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1], 𝑡𝑖 ∈ 𝜎 При этом возникает отображение:

𝜒𝜎𝑖 : Φ
𝜎
𝑖 ×Ψ𝜎

𝑖 −→ 𝐹 (𝑥, 𝑡0, 𝑇 )

Φ𝜎
𝑖 = {𝜑𝜎𝑖 },Ψ𝜎

𝑖 = {𝜓𝜎𝑖 }, 𝑖 = 1, 2

В силу однозначности отображений 𝜋(𝑥0, 𝑡0, 𝑡) : 𝑈 [·]×𝑉 [·] −→ 𝐹 (𝑥0, 𝑡0, 𝑡), справедлива
следующая лемма.

Лемма 1. Отображения 𝜒𝜎𝑖 , 𝑖 = 1, 2, однозначны.

Доказательство. Пусть 𝐻 - непрерывный функционал на пространстве 𝐶([0, 𝑇 ])

непрерывных отображений 𝑓 : [𝑡0, 𝑇 ] −→ 𝑋, снабженном равномерной метрикой

ˆ̇𝑝(𝑓1, 𝑓2) = max
𝜏∈[𝑡0,𝑇 ]

𝑝(𝑓1(𝑡), 𝑓2(𝑡)).

Функция выигрыша в игре Γ𝑖(𝑥0, 𝑇 ), 𝑖 = 1, 2, определяется следующим образом:

𝐻𝜎
𝑖 (𝜑

𝜎
𝑖 , 𝜓

𝜎
𝑖 ) = 𝐻.

Определив пространства стратегий Φ𝜎
𝑖 , Ψ𝜎

𝑖 , 𝑖 = 1, 2, и функции выигрыша𝐻𝜎
𝑖 , 𝑖 = 1, 2,

на их произведении Φ𝜎
𝑖 ×Ψ𝜎

𝑖 , 𝑖 = 1, 2, задали игру Γ𝑖(𝑥0, 𝑇 ) в нормальной форме. □
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Лемма 2. В играх Γ𝑖(𝑥0, 𝑇 ), 𝑖 = 1, 2, при всех 𝑥0 ∈ 𝑋, 𝑇 <∞ и всяком разбиении 𝜎

интервала [0, 𝑇 ] существуют ситуации 𝜀-равновесия для любого 𝜀 > 0. При этом

Val(Γ1(𝑥0, 𝑇 )) ≤ Val(Γ2(𝑥0, 𝑇 )). (1)

Доказательство. Мы покажем существование ситуации 𝜀-равновесия для игры
Γ1(𝑥0, 𝑇 ); для игры Γ2(𝑥0, 𝑇 ) это делается аналогичным образом. Доказательство
леммы проведём индукцией по 𝑛 – числу точек в разбиении 𝜎 = 𝜎𝑛 интервала [0, 𝑇 ].

При 𝑛 = 0 игра Γ1(𝑥0, 𝑇 ) есть однократная минорантная игра с функцией выиг-
рыша

𝐻 (𝜒𝜎01 , (𝜑
𝜎0
1 , 𝜓

𝜎0
1 )) = 𝐻𝜎0

1 (𝜑𝜎01 , 𝜓
𝜎0
1 ),

заданной на произведении 𝑈(𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ) × 𝑉 (·), в которой объект 𝐸 первым выбирает
точку пространства 𝑉 (𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ). После этого объект 𝑃 , будучи информирован об этом
выборе, выбирает точку пространства 𝑈(𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ).

Заметим, что так как функция 𝐻 непрерывна на пространстве ˆ̇𝐹 (𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ), ко-
торое компактно по теореме 3, то из теоремы Вейерштрасса следует, что функ-
ция 𝐻 ограничена на всяком собственном подмножестве пространства ˆ̇𝐹 (𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ).
Следовательно, в среде Γ𝜎01 (𝑥0, 𝑇 ) для всякого числа 𝜀 > 0 существует ситуация 𝜀-
равновесия. Допустим теперь, что утверждение справедливо для всех игр Γ𝜎𝑘1 (𝑥, 𝜏),
𝑥 ∈ 𝑋, 𝜏 ∈ [0,∞) таких, что 𝑘 ≤ 𝑛 − 1. Покажем тогда, что в игре Γ𝜎𝑛1 (𝑥0, 𝑇 ) также
существует ситуация 𝜀-равновесия. Обозначим через 𝜎𝑡𝑖𝑛 разбиение интервала [𝑡𝑖, 𝑇 ],
индуцированное разбиением 𝜎𝑛 интервала [𝑡0, 𝑇 ]: 𝜎𝑡𝑖𝑛 = {𝑡𝑖 < 𝑡𝑖+1 < · · · < 𝑡𝑁𝜎 = 𝑇}.

Для всякой игры Γ𝜎
𝑡1
𝑛

1 (𝜋[𝑥0, 𝑡0, 𝑡𝑖](𝑢1[·], 𝑣𝑖[·])(𝑡1)) обозначим через Φ𝑢1
𝑣1

, Ψ𝑢1
𝑣1

множе-
ства стратегий объектов 𝑃 и, соответственно, 𝐸. По индукционному предположению
в играх Γ𝜎

𝑡1
𝑛

1

(︀
𝜋[·](𝑢1[·], 𝑣1[·])(𝑡1), 𝑇

)︀
существуют ситуации 𝜀-равновесия для всякого

числа 𝜀 > 0. Пусть это суть пары 𝜑𝑢1𝑢1,𝜀 , 𝜓
𝑢1
𝑢1,𝜀

. Тогда справедливы следующие неравен-
ства:

𝐻𝜎
𝑡1
𝑛

1 (𝜑𝑢1𝑢1,𝜀 , 𝜓
𝑢1
𝑢1,𝜀

) ≤ 𝐻𝜎
𝑡1
𝑛

1 (𝜑𝑢1𝑢1,𝜀 , 𝜓
𝑢1
𝑢1,𝜀

) + 𝜀, (2)

𝐻𝜎
𝑡1
𝑛

1 (𝜑𝑢1𝑢1,𝜀 , 𝜓
𝑢1
𝑢1,𝜀

) ≥ 𝐻𝜎
𝑡1
𝑛

1 (𝜑𝑢1𝑢1,𝜀 , 𝜓
𝑢1
𝑢1,𝜀

)− 𝜀 (3)

для всякой пары стратегий (𝜑𝑢1𝑢1 , 𝜓
𝑢1
𝑢1
) ∈ Φ𝑢1

𝑣1
×Ψ𝑢1

𝑣1
.

Зафиксируем такую пару элементов 𝑢𝜀1 ∈ 𝑈 [𝑥0, 𝑡0, 𝑡1], 𝑣𝜀1 ∈ 𝑉 [𝑥0, 𝑡0, 𝑡1], что выпол-
няются неравенства:

𝐺(𝑢𝜀1, 𝑣
𝜀
1) ≥ sup

𝑣1∈𝑉
𝐺(𝑢𝜀1, 𝑣1)− 𝜀, (4)

𝐺(𝑢𝜀1, 𝑣
𝜀
1) ≤ inf

𝑢1∈𝑈
𝐺(𝑢1, 𝑣

𝜀
1) + 𝜀. (5)
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Здесь 𝐺(𝑢1, 𝑣1) = 𝐻(𝑤̄[𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ]), где

𝑤̄[𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ] =

⎧⎨⎩𝜋[𝑥0, 𝑡0, 𝑡𝑖](𝑢1, 𝑣1), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1],

𝜒𝜎
𝑡𝑖
𝑛
𝑖 (𝜑𝑢1𝑣1,𝜀, 𝜓

𝑢1
𝑣1,𝜀

), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑇 ].

Это возможно в силу того, что однократная минорантная игра с функцией выигры-
ша 𝐺 на произведении пространств стратегий 𝑈(𝑥0, 𝑡0, 𝑡1) × 𝑉 (𝑥0, 𝑡0, 𝑡1) для всякого
𝜀 > 0 имеет ситуацию 𝜀-равновесия. Определим стратегии 𝜑𝜎1 , 𝜓𝜎1 в игре Γ𝜎01 (𝑥0, 𝑇 )

следующим образом: ⎧⎨⎩𝜑𝜎1 (𝑡0) = 𝑢𝜀1,

𝜑𝜎1 (𝑡𝑖) = 𝜑𝑢1𝑣1,𝜀(𝑡𝑖), 𝑡𝑖 ̸= 𝑡0.⎧⎨⎩𝜓𝜎1 (𝑡0) = 𝑣𝜀1,

𝜓𝜎1 (𝑡𝑖) = 𝜓𝑢1𝑣1,𝜀(𝑡𝑖), 𝑡𝑖 ̸= 𝑡0.

Из (2) — (5) следует, что для всяких 𝜑𝜎1 , 𝜓𝜎1 :

𝐻𝜎
1 (𝜑

𝜎
1 , 𝜓

𝜎
1 ) ≥ 𝐻𝜎

1 (𝜑
𝜎
1 , 𝜓

𝜎
1 )− 2𝜀,

𝐻𝜎
1 (𝜑

𝜎
1 , 𝜓

𝜎
1 ) ≤ 𝐻𝜎

1 (𝜑
𝜎
1 , 𝜓

𝜎
1 ) + 2𝜀,

так что (𝜑𝜎1 , 𝜓
𝜎
1 ) является ситуацией 2𝜀-равновесия в игре Γ𝜎01 (𝑥0, 𝑇 ). Функция значе-

ния этой игры удовлетворяет следующему соотношению:

Val(Γ𝜎01 (𝑥0, 𝑇 )) = sup
𝑉 (𝑥0,𝑡0,𝑡1)

inf
𝑈(𝑥0,𝑡0,𝑡1)

· · ·

· · · sup
𝑉 [𝑥(𝑡𝑖),𝑡𝑖,𝑡𝑖+1]

inf
𝑈 [𝑥(𝑡𝑖),𝑡𝑖,𝑡𝑖+1]

· · ·

· · · sup
𝑉 [𝑥(𝑁𝜎−1),𝑡𝑁𝜎−1

,𝑇 ]

inf
𝑈 [𝑥(𝑁𝜎−1),𝑡𝑁𝜎−1

,𝑇 ]
· · ·

· · ·𝐻
(︁
𝜋[𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ]

(︀
(𝑢1, 𝑣1) * (𝑢2, 𝑣2) * · · · * (𝑢𝑁𝜎 , 𝑣𝑁𝜎)

)︀)︁
.

Соотношение (1) вытекает из следующего неравенства, справедливого для ограни-
ченной вещественнозначной функции 𝑔, определенной на произведении 𝐴 × 𝐵 мно-
жеств 𝐴 и 𝐵:

inf
𝑥∈𝐴

sup
𝑦∈𝐵

𝑔(𝑥, 𝑦) ≥ sup
𝑦∈𝐵

inf
𝑥∈𝐴

𝑔(𝑥, 𝑦)

□

Лемма 3. Для всякой пары 𝜎, 𝜎′ разбиений интервала [0, 𝑇 ] такой, что разбиение
𝜎′ является измельчением разбиения 𝜎, справедливы следующие неравенства:

Val(Γ𝜎2 (𝑥0, 𝑇 )) ≥ Val(Γ𝜎
′

2 (𝑥0, 𝑇 )), (6)

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2025, 2



Построение оптимальной стратегии дрона в задаче преследования с препятс. . . 13

Val(Γ𝜎1 (𝑥0, 𝑇 )) ≤ Val(Γ𝜎
′

1 (𝑥0, 𝑇 )). (7)

Доказательство. Покажем справедливость неравенства (6), неравенство (7) доказы-
вается аналогичным образом. Ограничимся случаем, когда разбиение 𝜎′ получается
из разбиения 𝜎 добавлением одной точки 𝑡′: 𝜎′ = 𝜎 ∪ {𝑡′}. Общий случай очевидным
образом сводится к этому частному. Обозначим через 𝑘(𝜎𝑘) число внутренних точек
в разбиении 𝜎𝑘, так что 𝜎𝑘 = {𝑡0 = 0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑘 < 𝑡𝑘+1 = 𝑇}.

1. Пусть 𝜎 = 𝜎0. Тогда разбиению 𝜎′ соответствует двухшаговая игра Γ𝜎
′

2 (𝑥0, 𝑇 ),
и нам достаточно доказать справедливость следующего неравенства:

inf
𝑢∈𝑈 [𝑥0,𝑡0,𝑇 ]

sup
𝑣∈𝑉 [𝑥0,𝑡0,𝑇 ]

· · ·𝐻(𝜋[𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ](𝑢, 𝑣)) ≥

≥ inf
𝑢1∈𝑈 [𝑥0,𝑡0,𝑡1]

· · · sup
𝑣2∈𝑉 [𝑥0,𝑡0,𝑡1]

inf
𝑢2∈𝑈 [𝑥0,𝑡1,𝑡2]

· · ·

· · · sup
𝑣2∈𝑉 [𝑥(𝑡1),𝑡0,𝑡2]

𝐻(𝜋[𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ]((𝑢1, 𝑣1) * (𝑢2, 𝑣2))).

Так как 𝑤[𝑥(𝑡1), 𝑡1, 𝑇 ] = 𝑓 ∈ 𝐶([𝑡0, 𝑇 ]), где

𝑓(𝑡) =

⎧⎨⎩𝑥(𝑡1), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1],

𝑤[𝑥(𝑡1), 𝑡1, 𝑇 ], 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ],

то 𝐹 (𝑥(𝑡1), 𝑡1, 𝑇 ) ⊂ 𝐹 (𝑥0, 𝑡0, 𝑡), и, следовательно, при всяком 𝑢2 ∈ 𝑈(𝑥(𝑡1), 𝑡1, 𝑇 )

sup
𝑣∈𝑉 [𝑥0,𝑡0,𝑇 ]

𝐻(𝜋[𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ](𝑢, 𝑣)) ≥

≥ sup
𝑣∈𝑉 [𝑥0,𝑡0,𝑇 ]

𝐻(𝜋[𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ]((𝑢1, 𝑣1) * (𝑢2, 𝑣2))).

А тогда и подавно при всяких 𝑈 [𝑥(𝑡1), 𝑡1, 𝑇 ], 𝑉 [𝑥(𝑡1), 𝑡1, 𝑇 ]

sup
𝑣∈𝑉 [𝑥0,𝑡0,𝑇 ]

𝐻(𝜋[𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ](𝑢, 𝑣)) ≥

≥ inf
𝑣2∈𝑈 [𝑥(𝑡1),𝑡1,𝑇 ]

sup
𝑣2∈𝑉 [𝑥(𝑡1),𝑡1,𝑇 ]

𝐻(𝜋[𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ]((𝑢1, 𝑣1) * (𝑢2, 𝑣2))). (8)

Выражение в правой части (8) является функцией двух переменных, задан-
ной на произведении 𝑈 [𝑥0, 𝑡0, 𝑡1]×𝑉 [𝑥0, 𝑡0, 𝑡1]. Так как неравенство (8) справед-
ливо при любых 𝑈 [𝑥(𝑡1), 𝑡1, 𝑇 ], 𝑉 [𝑥(𝑡1), 𝑡1, 𝑇 ], то выполняется также неравенство

sup
𝑣∈𝑉 [𝑥0,𝑡0,𝑇 ]

𝐻(𝜋[𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ](𝑢, 𝑣)) ≥

≥ inf
𝑢1∈𝑈 [𝑥0,𝑡0,𝑡1]

sup
𝑣1∈𝑉 [𝑥0,𝑡0,𝑡1]

inf
𝑢2∈𝑈 [𝑥0,𝑡0,𝑇 ]

sup
𝑣2∈𝑉 [𝑥0,𝑡0,𝑇 ]

𝐻(𝜋[𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ]((𝑢1, 𝑣1) * (𝑢2, 𝑣2)))
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при всяком 𝑢 ∈ 𝑈 [𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ] в выражении слева.
Следовательно, выполняется также соотношение

inf
𝑢∈𝑈 [𝑥0,𝑡0,𝑇 ]

sup
𝑣∈𝑉 [𝑥0,𝑡0,𝑇 ]

𝐻(𝜋[𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ](𝑢, 𝑣)) ≥

≥ inf
𝑢1∈𝑈 [𝑥0,𝑡0,𝑡1]

sup
𝑣1∈𝑉 [𝑥0,𝑡0,𝑡1]

inf
𝑢2∈𝑈 [𝑥(𝑡1),𝑡1,𝑇 ]

sup
𝑣2∈𝑉 [𝑥(𝑡1),𝑡1,𝑇 ]

𝐻(𝜋[𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ]((𝑢1, 𝑣1) * (𝑢2, 𝑣2))).

2. Пусть теперь 𝑘 — любое. Предположим для определенности, что 𝑡′ ∈ [0, 𝑡1].
Рассмотрим на произведении 𝑈 [𝑥0, 𝑡0, 𝑡1]× 𝑉 [𝑥0, 𝑡0, 𝑡1] функцию

𝐺(𝑢1, 𝑣1) = inf
𝑢2∈𝑈 [𝑥(𝑡1),𝑡1,𝑡3]

sup
𝑣2∈𝑉 [𝑥(𝑡1),𝑡1,𝑡3]

inf
𝑢3∈𝑈 [𝑥(𝑡1),𝑡1,𝑡3]

sup
𝑣3∈𝑉 [𝑥(𝑡1),𝑡1,𝑡3]

. . .

· · · inf
𝑢𝑘+1∈𝑈 [𝑥(𝑡𝑘),𝑡𝑘,𝑇 ]

sup
𝑣𝑘+1∈𝑉 [𝑥(𝑡𝑘),𝑡𝑘,𝑇 ]

𝐻(𝜋[𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ] * · · · * (𝑢𝑘+1, 𝑣𝑘+1)).

Применяя к ней рассуждения п. 1, получаем, что 𝑣′′ ∈ 𝑉 [𝑥(𝑡′), 𝑡′, 𝑡1]

inf
𝑢′∈𝑈 [𝑥0,𝑡0,𝑡1]

sup
𝑣′∈𝑉 [𝑥0,𝑡0,𝑡1]

𝐺(𝑢1, 𝑣1) ≥

≥ inf
𝑢′∈𝑈 [𝑥0,𝑡0,𝑡′]

sup
𝑣′∈𝑉 [𝑥0,𝑡0,𝑡′]

inf
𝑢′′∈𝑈 [𝑥(𝑡′),𝑡′,𝑡1]

sup
𝑣′′∈𝑉 [𝑥(𝑡′),𝑡′,𝑡1]

𝐺((𝑢′, 𝑣′) * (𝑢′′, 𝑣′′)).

Тогда, вспоминая функциональные уравнения для функции значения, пере-
пишем это неравенство следующим образом:

Val(Γ𝜎2 (𝑥0, 𝑇 )) ≥ Val(Γ𝜎
′

2 (𝑥0, 𝑇 )).

□

Лемма 4. Для всякой измельчающейся последовательности {𝜎𝑛}∞𝑛=1 разбиений ин-
тервала [0, 𝑇 ] такой, что

𝛾(𝜎𝑛) = max
1≤𝑖≤𝑁𝜎𝑛

(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1) −−−→
𝑛→∞

0,

существуют пределы
lim
𝑛→∞

Val(Γ𝜎𝑛1 (𝑥0, 𝑇 )) = 𝑉1({𝜎𝑛}),

lim
𝑛→∞

Val(Γ𝜎𝑛2 (𝑥0, 𝑇 )) = 𝑉2({𝜎𝑛}).

Доказательство. Утверждение леммы непосредственно вытекает из лемм 2, 3 и из
теоремы о монотонной ограниченной последовательности. □
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Лемма 5. Для всяких измельчающихся последовательностей {𝜎𝑛}∞𝑛=1, {𝜎′
𝑛}∞𝑛=1 раз-

биений интервала [0, 𝑇 ] таких, что 𝛾(𝜎𝑛) −−−→
𝑛→∞

0, 𝛾(𝜎′
𝑛) −−−→

𝑛→∞
0, справедливы соот-

ношения
𝑉𝑖({𝜎𝑛}) = 𝑉𝑖({𝜎′

𝑛}), 𝑖 = 1, 2.

Доказательство. Докажем утверждение леммы для последовательности игр
{Γ𝜎𝑛1 (𝑥0, 𝑇 )}∞𝑛=1; для последовательности игр {Γ𝜎𝑛2 (𝑥0, 𝑇 )}∞𝑛=1 доказательство прово-
дится аналогичным образом. Положим

𝐿 = sup
{𝜎}

Val(Γ𝜎1 (𝑥0, 𝑇 )),

где {𝜎} — множество всех конечных разбиений интервала [0, 𝑇 ]. Из леммы 3 и нера-
венства (1) следует, что при всяком 𝜎 ∈ {𝜎} справедливо неравенство

Val(Γ𝜎1 (𝑥0, 𝑇 )) ≤ Val(Γ𝜎2 (𝑥0, 𝑇 )).

Здесь {𝜎} — разбиение интервала [0, 𝑇 ], не содержащее никаких точек, кроме 0

и 𝑇 . Отсюда заключаем, что 𝐿 <∞.
Зададимся произвольным числом 𝜂 > 0. По определению 𝐿 найдётся такое раз-

биение 𝜎 ∈ {𝜎}, что
Val(Γ𝜎1 (𝑥0, 𝑇 )) ≤ 𝐿− 𝜂/2. (9)

Пусть 𝑘 — число внутренних точек разбиения 𝜎. В силу непрерывности функ-
ции достижимости 𝐹 (𝑥0, 𝑡0, 𝑇 ) и непрерывности функции выигрыша 𝐻 для всякого
натурального числа 𝑚 по любому 𝜀 > 0 найдётся такое число 𝛿(𝜀) > 0, что если в
разбиении 𝜎′ ∈ {𝜎}, 𝑡(𝜎

′)
𝑖 − 𝑡

(𝜎′)
𝑖−1 < 𝛿(𝜀), 𝑖 = 1, . . . , 𝑁𝜎′ , то для всякого разбиения 𝜎′,

содержащего 𝑚 внутренних точек, выполняется неравенство

𝑊1(𝜎
′) +𝑊1(𝜎) < 𝜀,

где 𝑊1(𝜎) = Val(Γ𝜎1 (𝑥0, 𝑇 )).
Выберем такое разбиение 𝜎′ ∈ {𝜎}, что 𝑡

(𝜎′)
𝑖 − 𝑡

(𝜎′)
𝑖−1 < 𝛿(𝜂/2). Тогда при 𝑚 = 𝑘

выполняется неравенство:

−𝑊1(𝜎
′) +𝑊1(𝜎 ∪ 𝜎′) < 𝜂/2.

По лемме 3 и (9):
𝑊1(𝜎 ∪ 𝜎′) > 𝐿− 𝜂/2.

Вместе с предыдущим неравенством это даёт:

𝑊1(𝜎
′) > 𝐿− 𝜂. (10)
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Неравенство (10) показывает, что для последовательности {𝜎𝑛}∞𝑛=1 разбиений ин-
тервала [0, 𝑇 ] такой, что 𝛾(𝜎𝑛) −−−→

𝑛→∞
0, справедливо соотношение

lim
𝑛→∞

Val(Γ𝜎1 (𝑥0, 𝑇 )) = 𝐿.

□

Определение 3. Стратегией 𝜓1 (𝜙2) игрока 𝐸(𝑃 ) в игре Γ1(𝑥0, 𝑇 ) называется
пара (𝜎𝜓1 , 𝐾

𝐸(𝜎𝜓1)) (соотв. (𝜎𝜙2 , 𝐾
𝑃 (𝜎𝜙2))), где 𝜎𝜓1 (𝜎𝜙2) — произвольное конеч-

ное разбиение интервала [0, 𝑇 ], а 𝐾𝐸(𝜎𝜓1), (𝐾𝑃 (𝜎𝜙2)) — отображение, ставящее в
соответствие состоянию информации объекта 𝐸(𝑃 ) в момент времени 𝑡𝑖 ∈ 𝜎𝜓1

(𝑖 = 0, . . . , 𝑁𝜎𝜓1
− 1), (соотв. 𝑡𝑖 ∈ 𝜎𝜙2 (𝑖 = 0, . . . , 𝑁𝜎𝜙2

− 1)) элемент множества
𝑉 [𝑥(𝑡𝑖), 𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1](𝑈 [𝑥(𝑡𝑖), 𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1]).

Множество стратегий игрока 𝐸 (𝑃 ) в игре Γ1(𝑥0, 𝑇 ) обозначим через Ψ1 (Φ2).

Определение 4. Стратегией 𝜑1 (𝜓2) объекта 𝐸 (𝑃 ) в игре Γ2(𝑥0, 𝑇 ) называется
отображение 𝐾𝐸(𝜎𝜓1) (𝐾𝑃 (𝜎𝜑2)), ставящее в соответствие состоянию информации
объекта 𝑃 (𝐸) в момент времени 𝑡𝑖 ∈ 𝜎𝜓1 (𝑡𝑖 ∈ 𝜎𝜑2) элемент множества 𝑉 [𝑥(𝑡𝑖), 𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1]

(𝑈 [𝑥(𝑡𝑖), 𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1]).
Множество стратегий объекта 𝑃 (𝐸) в игре Γ2(𝑥0, 𝑇 ) обозначим через Φ1 (Ψ2).

Состояния информации игроков в этих играх следующие. В момент 𝑡𝑖 ∈ 𝜎𝜑2 ,
𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁𝜎𝜑2

игроку 𝑃 (𝐸) в игре Γ2(𝑥0, 𝑇 ) (Γ1(𝑥0, 𝑇 )) известно 𝑡𝑖, 𝑥(𝑡𝑖), 𝑤[𝑥0, 𝑡0, 𝑡𝑖],
𝑥(𝑡𝑖), игроку же 𝐸 (𝑃 ) сверх того известно управление 𝑢[𝑥(𝑡𝑖), 𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1] (𝑣[𝑥(𝑡𝑖), 𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1]),
выбранное игроком 𝑃 (𝐸) в этот момент времени. Функция выигрыша в игре опре-
деляется с помощью введённой выше функции 𝐻:

𝐻𝑖(𝜑𝑖, 𝜓𝑖) = 𝐻(𝜒𝑖(𝜑𝑖, 𝜓𝑖)),

где 𝜒𝑖(𝜑𝑖, 𝜓𝑖) — траектория игры, 𝑖 = 1, 2, в ситуации (𝜑𝑖, 𝜓𝑖) ∈ Φ𝑖 ×Ψ𝑖.

Замечание 1. Из полученных выше теорем следует существование ситуаций 𝜖− в
дифференциальных играх с фазовыми ограничениями. Для независимых движений
это показано в [6]. Случай зависимых движений рассматривается аналогично.

Замечание 2. Вопрос существования ситуаций 𝜖 − в дифференциальных играх с
независимыми движениями рассматривается в [7]-[10]. Среды с независимыми движе-
ниями, определяемые с помощью обобщенных дифференциальных систем, рассмат-
ривались в [11], где доказано существование минимаксной стратегии преследователя,
и в [4]. Конструктивным методам отыскания решений в дифференциальных играх
посвящены работы [5], [12]-[14].
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2. Моделирование сценария в прикладной программе MATLAB

Для верификации теоретического аппарата дифференциальных игр, представ-
ленного в первом разделе описана численная модель задачи преследования в среде
MATLAB. Моделирование реализует дискретную аппроксимацию игры Γ2(𝑥0, 𝑇 ) с
тремя преследователями (𝑃 ) и одним убегающим (𝐸) на плоскости с препятствия-
ми, используя алгоритм потенциальных полей для управления движением дронов.
Принципы соответствия теоретической модели:

– абстрактные множества управлений 𝑈 и 𝑉 конкретизируются как множества
допустимых векторов скорости, вычисляемых на каждом временном шаге;

– динамика системы (отображение 𝜋) реализуется через итеративное обновление
позиций объектов по дискретной схеме;

– временное разбиение 𝜎 вводится неявно через шаг дискретизации по времени;
– операция * сшивания управлений на смежных интервалах обеспечивается ите-

рационной структурой алгоритма;
– функционал качества 𝐻 формализуется как бинарный показатель эффектив-

ности условия захвата.

В данном простом примере преследуемая цель (красный) является убегающим, а
остальные три дрона (зеленый, желтый и голубой) являются преследователями. Цель
преследователей — догнать убегающую цель, которая движется к заданной конечной
позиции, избегая препятствия [15]-[16].

1. Инициализация параметров:
– указывается количество препятствий, их радиус, начальные и конечные

позиции для убегающей цели и скорости дронов;
– генерируются случайные координаты для препятствий.

2. Создание фигуры для визуализации:
– моделируются объекты (преследователи и убегающий) с разными цвета-

ми;
– моделируются препятствия в виде окружностей.

3. Цикл для движения объектов:
– убегающая цель движется к конечной позиции, учитывая притяжение к

цели и отталкивание от препятствий;
– преследователи движутся в направлении убегающей цели, также учиты-

вая притяжение и отталкивание;
– проверяется, догнал ли один из преследователей убегающую цель.

Если хотя бы один из преследователей догоняет убегающего, сценарий за-
вершается.
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4. Обновление визуализации:
– позиции объектов обновляются на графике для отображения их текуще-

го положения.
5. Задержка для визуализации:

– для более наглядной демонстрации движения дронов, преследуемой цели
и взаимодействия с препятствиями добавлена задержка.

При выполнении моделирования преследователи в реальном времени двигаются по
полю, преследуя убегающую цель и избегая столкновений с препятствиями. Когда
хотя бы один из преследователей догоняет убегающего, сценарий завершается.

Результаты моделирования отображаются в MATLAB с помощью графического
интерфейса, позволяя наблюдать за движением игроков и препятствий в реальном
времени (рис.1). Позиции дронов, преследуемой цели и препятствий обновляются на
графике после каждой итерации цикла, что обеспечивает визуальное представление
о процессе движения.

Рис. 1. Начальные позиции четырех объектов.

Для избегания столкновений с препятствиями объекты реагируют на их близость.
Если расстояние между объектом и препятствием меньше "repulsion_distance",
объект изменяет направление движения, чтобы обойти препятствие.

Дроны и преследуемая цель вычисляют направление движения как вектор меж-
ду текущим положением и целевым положением (для убегающей цели — конечной
позицией, для дронов — позицией убегающей цели).
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При обнаружении препятствия объект добавляет к своему направлению движе-
ния вектор отталкивания от препятствия, чтобы избежать столкновения.

Сценарий продолжается до тех пор, пока один из преследователей не догонит
убегающую цель (рис.2). При достижении преследователем убегающего выводится
сообщение о успешном преследования. В случае столкновения игроков с препятстви-
ем выводится сообщение о произошедшем столкновении.

Рис. 2. Один из преследователей успешно завершил преследование убе-
гающей цели.

В представленном коде (рис.3) реализована математическое моделирование дви-
жения дронов и убегающей цели в пространстве с учетом препятствий. Ниже пред-
ставлено пояснение параметров и как она влияет на моделирование.

– «num_obstacles»: определяет количество случайно сгенерированных препят-
ствий.

– «obstacle_radius»: задает радиус каждого препятствия.
– «start_pos»: начальная позиция первого игрока.
– «end_pos»: конечная позиция первого игрока, которую он должен достичь.
– «player1_speed»: скорость движения первого игрока.
– «player2_pos»: начальная позиция второго игрока.
– «player2_speed»: скорость движения второго игрока.
– «player3_speed»: скорость движения третьего игрока.
– «player3_pos»: начальная позиция третьего игрока.
– «player4_speed»: скорость движения четвертого игрока.
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– «player4_pos»: начальная позиция четвертого игрока.
– «repulsion_distance»: расстояние, на котором игроки взаимодействуют с пре-

пятствиями.

Рис. 3. Демонстрация кода в прикладной программе MATLAB.

Генерация препятствий. С помощью функции «rand» генерируются случайные
координаты для создания препятствий.

Визуализация. Создается графическое окно для визуализации движения игроков
и расположения препятствий. Начальные позиции игроков и препятствий отобража-
ются на графике.
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Цикл движения дронов. Преследователи двигаются к конечной позиции, управ-
ляя направлением движения в зависимости от расстояния до цели. Приближаясь к
препятствиям, игроки изменяют направление движения, чтобы избегать столкнове-
ний. Преследователи двигаются в направлении убегающего игрока, также учитывая
препятствия и избегая столкновений.

Моделирование продолжается до тех пор, пока один из преследователей не дого-
нит убегающего. При достижении преследователем убегающего сценарий завершает-
ся.

Заключение

В работе представлено исследование по моделированию движения дронов в про-
стой динамике с использованием прикладной программы MATLAB для решения за-
дачи построения оптимальной стратегии дрона в процессе преследования с препят-
ствием. Приведены необходимые для данного случая результаты по теории диффе-
ренциальных игр, которые являются основой для моделирования движения успеш-
ного перехвата преследуемой цели в динамических условиях. Моделирование дви-
жения дронов в различных сценариях имеет большое практическое значение для
разработки исследований стратегий взаимодействия в динамических сценариях. В
ходе работы проведено моделирование для определения направлений движения дро-
нов, избегания столкновений с препятствиями и обновления их позиций в реальном
времени; заданы параметры и получены графики моделирования, которые могут
быть использованы для принятия решений в сценариях и оптимизации стратегий
дронов; получены результаты моделирования простой динамики дронов. Результа-
ты данного исследования могут быть применены в различных областях, таких как
многоагентные системы и робототехника. Дальнейшие исследования направлены на
улучшение моделирования движения дронов с учетом более сложных сценариев и
стратегий поведения.
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Study of hidden oscillations in a 3rd order system with a
discontinuous right-hand side.

Morozov Yu. V.

Abstract. The paper presents an analytical study of the stability of hidden oscillations
arising in a 3rd order system with a discontinuous right-hand side. Numerical examples are given
to illustrate the correctness of the results obtained.

The problem of searching for hidden oscillations in nonlinear systems has been formulated
relatively recently, but the study of parasitic oscillations when restrictions are imposed on control
or phase variables has been widely discussed in the literature since the implementation of the
simplest control algorithms with restrictions.

Works in which parasitic oscillations occurred when using a harmonic external force or
when limiting linear control with a complex spectrum of corresponding eigenvalues have become
widespread.

Unlike other works on the study of parasitic oscillations, in [4] a mathematical definition of
this mode of operation of a nonlinear system is given.

In addition to the definition, the authors also proposed a method for searching for hidden
fluctuations based on reducing the system to the Lurie type. Unfortunately, as it was shown
in [7, 9, 10], there is a fairly simple class of systems for which this method is not applicable, but
at the same time, hidden oscillations and hidden attractors exist in these systems.

This article builds on the research started at [10] and is a continuation of the work of [11].
In these works, the problem of stabilizing a third-order integrator using a control with a nested
structure of saturation functions was investigated. In [11], a new discontinuous control law is
proposed, which makes it possible to construct hidden fluctuations in an analytical form for a
closed system. In this paper, it will be proved that the assumptions made about the structure
of latent vibrations are a consequence of the occurrence of a sliding mode in a closed system,
and the point mapping approach adapted for discontinuous systems by Feigin [2] will be used to
study the properties of oscillatory modes.
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Thus, the purpose of this work is to show that in the studied third-order system with a
discontinuous right-hand side, hidden fluctuations arise only due to the occurrence of a stable
sliding regime on the switching surface, when determining the Filippov solution.

Keywords: discontinuous right side, hidden oscillations, cycle stability

Введение

Проблема поиска скрытых колебаний в нелинейных системах была сформулиро-
вана сравнительно недавно [4, 6], однако исследования паразитных колебаний при
введении ограничений на управление или фазовые переменные широко обсуждалась
в литературе с момента реализации простейших алгоритмов управления c ограниче-
ниями [1].

Широкое распространение получили работы, в которых паразитные колебания
возникали при использовании гармонической внешней силы или при ограничении
линейного управления с комплексным спектром соответствующих собственных зна-
чений.

В отличии от других работ по исследованию паразитных колебаний, в [4] опре-
деление данного режима работы нелинейной системы сформулировано следующим
образом:

Определение 1. Аттрактор называется скрытым, если его область притяжения не
пересекается со сколь угодно малыми окрестностями неустойчивых состояний рав-
новесия [4, 5], т.е. скрытые аттракторы не связаны с неустойчивыми состояниями и
их бассейны притяжения «спрятаны» в фазовом пространстве системы [5].

Помимо определения, авторы предложили также метод поиска скрытых колеба-
ний, опирающийся на приведение системы к типу Лурье. К сожалению, как было
показано в работах [7, 9, 10] существует достаточно простой класс систем, для ко-
торых этот метод не применим, но при этом в данных система существую скрытые
колебания и скрытые аттракторы.

Статья опирается на исследования, начатые в [10] и является продолжением ра-
боты [11]. В этих работах исследовалась проблема стабилизации интегратора третье-
го порядка с помощью управления, обладающего вложенной структурой из функций
насыщения. В работе [11] предложен новый разрывный закон управления, позволяю-
щий для замкнутой системы построить скрытые колебания в аналитическом виде. В
данной работе, будет доказано, что сделанные предположения о структуре скрытых
колебаний, являются следствием возникновения в замкнутой системе скользящего
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режима, а для исследования свойств колебательных режимов будет использован под-
ход точечного отображения, адаптированный для разрывных систем Фейгиным [2].

Таким образом, цель данной работы показать, что в исследуемой системе тре-
тьего порядка с разрывной правой частью, скрытые колебания возникают из-за воз-
никновения устойчивого скользящего режима на поверхности переключения, при
доопределении решения по Филиппову.

Далее кратко, изложим одну из наиболее распространенных схем исследование
устойчивости периодического движения метода на основе точечных отображений в
интерпретации Фейгена [2], ограничившись системой 3-го порядка.

Пусть состояние системы описывается вектором пространственных коорди-
нат 𝑥=(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) и временем 𝜏 . Каждое из простейших отображений связывает со-
отношениями координаты и фазу исходной точки 𝑀0 (𝑥0, 𝜏 0) с координатами и фа-
зой отображенной точки 𝑀1 (𝑥1, 𝜏 1). Следовательно, движение системы для одной
поверхности разрыва в простейшем случае будет описываться последовательными
отображениями точек 𝑀0,𝑀1,𝑀2, принадлежащих, вообще говоря, различным по-
верхностям 𝑆𝑖, 𝑖=1, 2, .... В качестве параметра часто бывает удобным выбрать про-
межуток времени 𝜃1 = 𝜏 1 − 𝜏 0. Т. к. в данной работе будет рассматриваться только
автономная система, для нее начальная фаза на каждом участке траектории роли
не играет и может быть принята равной нулю.

Пусть 𝑀0 ∈ 𝑆𝑖,𝑀1 ∈ 𝑆𝑗 тогда имеют место соотношения вида

𝑥1=𝐹 𝑖𝑗
(︀
𝑥0, 𝜃1

)︀
(1)

причем значение 𝜃1 > 0 и является наименьшим корнем выражения

𝑓𝑗
(︀
𝑥1, 𝜃1

)︀
=0, (2)

являвшегося уравнением соответствующей поверхности 𝑆𝑗. Здесь
𝐹 𝑖𝑗=

(︀
𝐹 𝑖𝑗
1 , 𝐹

𝑖𝑗
2 , 𝐹

𝑖𝑗
3

)︀
— векторные функции, а 𝑓𝑗 — скалярные функции.

Будем искать движение с символической характеристикой .ab.bc. ... la, включа-
ющей 2 символа и имеющее период 𝜏 = 𝑞 Т, где 𝑞 — целое положительное число.
Уравнения неподвижных точек определяются уравнениями вида

𝑥1 = 𝐹 𝑎𝑏
(︀
𝑥0, 𝜃1

)︀
, (3)

𝑓𝑏
(︀
𝑥0, 𝜃1

)︀
= 0, (4)

𝑥2 = 𝐹 𝑏𝑎
(︀
𝑥1, 𝜃2

)︀
, (5)

𝑓𝑎
(︀
𝑥1, 𝜃1, 𝜃2

)︀
= 0 (6)
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и условий неподвижности
𝑥2 = 𝑥0, 𝜃2 + 𝜃1 = 𝑞 T. (7)

В результате приходим к системе 8 уравнений (3)–(7) относительно 8 неизвестных

𝑥0𝑖 , 𝜃
1, 𝑥1𝑖 , 𝜃

2, 𝑖 = 1, 2, 3. (8)

Период движения заранее неизвестен и определяется как сумма отрезков времени
движения по отдельным участкам фазовой траектории

𝜏 = 𝜃1 + 𝜃2.

Следует отметить, что даже в простейших случаях, когда движение между отдельны-
ми поверхностями 𝑆𝑖, 𝑖=1, 2, 3 описывается линейными дифференциальными уравне-
ниями и координаты 𝑥 поддаются исключению путем их выражения через 𝜃1, . . . , 𝜃𝑚,
задача сводится к нахождению решений системы из 𝑚 трансцендентных уравнений

𝑓𝑏
(︀
𝑥0
(︀
𝜃1
)︀
, 𝜃1
)︀
= 0, (9)

. . . (10)

𝑓𝑎
(︀
𝑥1
(︀
𝜃1, 𝜃𝑚

)︀
, 𝜃𝑚, 𝜃1

)︀
=0. (11)

Устойчивость неподвижной точки отображения (речь идет об устойчивости в ма-
лом), а следовательно, и соответствующего периодического движения определяется
корнями характеристического уравнения 𝜒(𝜆)=0. Получим 𝜒(𝜆) для уравнений в
форме (3). С этой целью переходим от этих уравнений к уравнениям в вариациях по
всем пространственным координатам и отклонениям 𝜃:

𝛿𝑥1𝑘 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝐹 𝑎𝑏
𝑘

𝜕𝑥0𝑖
𝛿𝑥0𝑖 +

𝜕𝐹 𝑎𝑏
𝑘

𝜕𝜃1
𝛿𝜃1, (12)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝑓𝑏
𝜕𝑥0𝑖

𝛿𝑥0𝑖 +
𝜕𝑓𝑏
𝜕𝜃1

𝛿𝜃1 = 0, (13)

𝛿𝑥2𝑘 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝐹 𝑏𝑎
𝑘

𝜕𝑥1𝑖
𝛿𝑥1𝑖 +

𝜕𝐹 𝑏𝑎
𝑘

𝜕𝜃1
𝛿𝜃1 +

𝜕𝐹 𝑏𝑎
𝑘

𝜕𝜃2
𝛿𝜃2, (14)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝑓𝑎
𝜕𝑥1𝑖

𝛿𝑥1𝑖 +
𝜕𝑓𝑎
𝜕𝜃1

𝛿𝜃1 +
𝜕𝑓𝑎
𝜕𝜃2

𝛿𝜃2 = 0, (𝑘 = 1, 2, 3). (15)

Здесь значения частных производных соответствуют неподвижным точкам отобра-
жения, устойчивость которых исследуется. Полагая в последних 4-х уравнениях

𝛿𝑥2𝑘=𝜆𝛿𝑥
0
𝑘 (𝑘=1, 2, 3), (16)
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в результате получаем систему однородных линейных уравнений относительно вари-
аций

𝛿𝑥01, 𝛿𝑥
0
2, 𝛿𝑥

0
3, 𝛿𝜃

1, 𝛿𝑥11, 𝛿𝑥
1
2, 𝛿𝑥

1
3, 𝛿𝜃

2.

Условие существования ненулевых решений этой системы, т. е. равенство нулю де-
терминанта матрица 𝐴∈𝑅8×8, составленной из коэффициентов линейных управлений
(12)–(16), и представляет собой характеристическое уравнение 𝜒(𝜆)=0 третьей сте-
пени. Аналитически найти корни такого полинома можно только в особых случаях.

Предположим, что в нашей системе цикл симметричный относительно поверхно-
сти разрыва, тогда условия (7), (16) примут вид

𝑥1 = −𝑥0, 𝜃1 =
1

2
T = Θ, 𝛿𝑥2𝑘 = 𝜆𝛿𝑥0𝑘 (𝑘=1, 2, 3). (17)

А значит, количество неизвестных сократится вдвое и матрицу линейной системы
и соответствующее ей характеристическое уравнение можно выписать в явном виде:

𝜒(𝜆) = det

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜕𝐹 𝑎𝑏
1

𝜕𝑥01
+ 𝜆

𝜕𝐹 𝑎𝑏
1

𝜕𝑥02

𝜕𝐹 𝑎𝑏
1

𝜕𝑥03

𝜕𝐹 𝑎𝑏
1

𝜕𝜃1

𝜕𝐹 𝑎𝑏
2

𝜕𝑥01

𝜕𝐹 𝑎𝑏
2

𝜕𝑥02
+ 𝜆

𝜕𝐹 𝑎𝑏
2

𝜕𝑥03

𝜕𝐹 𝑎𝑏
2

𝜕𝜃1

𝜕𝐹 𝑎𝑏
3

𝜕𝑥01

𝜕𝐹 𝑎𝑏
3

𝜕𝑥02

𝜕𝐹 𝑎𝑏
3

𝜕𝑥03
+ 𝜆

𝜕𝐹 𝑎𝑏
3

𝜕𝜃1
𝜕𝑓𝑎
𝜕𝑥01

𝜕𝑓𝑎
𝜕𝑥02

𝜕𝑓𝑎
𝜕𝑥03

𝜕𝑓𝑎
𝜕𝜃1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0. (18)

Периодическое решение, определяемое параметрами 𝑥01, 𝑥02, 𝑥03, 𝜃1 устойчиво, если все
корни (18) расположены внутри крута единичного радиуса, т. е. выполняются стро-
гие неравенства |𝜆| < 1. Когда абсолютное значение одного из корней становится
равным единице, т. е. 𝜆=1, или 𝜆= − 1, или пары комплексно-сопряженных корней
вида 𝜆=𝑒±𝑖𝜙, 0 ⩽ 𝜙 ⩽ 𝜋 происходит нарушение условий существования этих реше-
ний или потеря их устойчивости [2]. Далее для краткости наряду со словосочетанием
периодическое решение будем использовать слово цикл.

1. Основной результат

Рассмотрим нелинейную систему 3-го порядка с разрывной правой частью вида

𝑥̇1 = 𝑥2, 𝑥̇2 = 𝑥3, 𝑥̇3 = −sign(𝑥3 + sat(𝑛𝛼𝑥2 + 𝛼2𝑥1))), 𝛼, 𝑛 > 0, (19)

где функция sign(𝜉) = 𝜉/|𝜉|, 𝜉 ̸= 0 и sign(𝜉) ∈ [−1, 1] многозначная функция при 𝜉 = 0,
а решение системы (19) понимается в смысле Филиппова [3], sat(𝜉) = 𝜉, при |𝜉| ≤ 1 и
sign(𝜉) при |𝜉| > 1. Покажем, что в начало координат системы (19) при 0 < 𝑛, 𝛼 < +∞
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локально асимптотически устойчиво, причем существует область притяжения [7], из
которой любая траектория приходит в начала координат за конечное время.

1.1. Локальная асимптотическая устойчивость начала координат системы
(19). Пусть 𝑥=[𝑥1;𝑥2;𝑥3] ∈ 𝑅3. Обозначим функцию, определяющую поверхность
разрыва в системе (19) через

𝑆(𝑥) = 𝑥3 + sat(𝑆2(𝑥1, 𝑥2))), 𝑆2(𝑥1, 𝑥2) := 𝑛𝛼𝑥2 + 𝛼2𝑥1. (20)

Тогда множество меры ноль в определении Филиппова задается как
𝑀 = {𝑥 : 𝑆(𝑥) = 0}.

Правая часть системы (19) в векторном виде записывается как 𝑓+ = [𝑥2;𝑥3;−1]
при 𝑆 > 0 и 𝑓− = [𝑥2;𝑥3; 1] при 𝑆 < 0.

Найдем область притяжения начала координат. Для этого воспользуемся методом
Халила [7]. Рассмотрим непрерывную функцию Ляпунова 𝑉 = |𝑆|. Ее производная
будет отрицательной при 𝑆 ̸= 0, если выполняется неравенство |𝑛𝛼𝑥3 +𝛼2𝑥2| < 1 т.е.
𝑉̇ = sign(𝑆)(−sign(𝑆) + 𝑛𝛼𝑥3 + 𝛼2𝑥2) < 0.

Далее рассматривается функция 𝑉1=|𝑥1|, для которой

𝑉̇1=sign(𝑥1)𝑥2 = sign(𝑥1)(𝑆2(𝑥1, 𝑥2)/(𝑛𝛼)− 𝑥1𝛼/𝑛).

Т. к. нас интересует только локальная окрестность начала координат потребуем вы-
полнения условия |𝑆2(𝑥1, 𝑥2)|<1. Тогда 𝑉̇1<0, если выполняется (1/(𝑛𝛼)−|𝑥1|𝛼/𝑛)<0,
|𝑥1|>1/𝛼2. Последнее означает, что ни одна траектория системы (19) не может по-
кинуть область |𝑥1|<1/𝛼2, если выполняются также ограничения |𝑆2(𝑥1, 𝑥2)|<1 и
|𝑛𝛼𝑥3 + 𝛼2𝑥2|<1. Более того, любая траектория, начавшаяся в области Ω

Ω =
{︀
𝑥 ∈ 𝑅3 : |𝑥1| ≤ 1/𝛼2, |𝑆2(𝑥1, 𝑥2)| < 1, |𝑛𝛼𝑥3 + 𝛼2𝑥2| < 1

}︀
, (21)

при 𝑡→ +∞ придет в начало координат [7].
Пусть

Ω𝑠 =

{︂
𝑥 ∈ Ω : |𝛼2𝑛2

(︂
𝛼

𝑛
𝑥1 +

(︂
1− 1

𝑛2

)︂
𝑥2

)︂
| < 1

}︂
. (22)

Докажем, что множество (22) является областью притяжения начала координат за
конечное время для системы (19).

Найдем сначала множества, на которых возможен скользящий режим или на ко-
торых происходит протыкание поверхности разрыва фазовыми траекториями. Для
этого определим параметр 𝛾=𝑓−

𝑁/(𝑓
−
𝑁 − 𝑓

+
𝑁 ), где 𝑓+

𝑁 (𝑆 > 0) и 𝑓−
𝑁 (𝑆 < 0) проекции

векторного поля 𝑓± на нормаль к поверхности разрыва [3]. Если выполняются соот-
ношения

𝑓−
𝑁𝑓

+
𝑁 < 0, 𝛾 ∈ (0, 1), (23)
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в системе на множестве 𝑀 существует устойчивый скользящий режим, т. е. система
движется по многообразию 𝑀 согласно допоределенной правой части, которая для
системы (19) имеет вид 𝑓 0=[𝑥2;𝑥3; 1 − 2𝛾]. Если 𝑓−

𝑁𝑓
+
𝑁 > 0 происходит протыкание

поверхности, и решение можно доопределять по непрерывности.
Т. к. 𝑆 — непрерывно дифференцируемая функция, за исключением точек на

множестве 𝑀0={𝑥 : 𝑥3= − sign(𝑆(𝑥1, 𝑥2)), |𝑆(𝑥1, 𝑥2)|=1}, найдем 𝑓±
𝑁 в каждой точке

на множестве 𝑀𝑠=𝑀∖𝑀0. Случай доопределения решения в точках множества 𝑀0

подробно разобран в [12] и в данной работе не приводится. Основная идея доказа-
тельства заключается в том, что векторное поле в этих точках строится как супер-
позиция векторных полей от 2-х гладких поверхностей разрыва соответственно при
|𝑆(𝑥1, 𝑥2)|<1 и |𝑆(𝑥1, 𝑥2)|>0 при этом направление этого векторного поля на реше-
ние не влияет, т. к. оно определено на множестве меры ноль [3]. Однако, эти точки
могут быть стационарными, если новое векторное поле равно нулю, одновременно
у 4-х проекций. Докажем что, для системы (19) это не так. Используя результаты
Филиппова [3], находим проекции векторного поля в следующем виде:

𝑓±
𝑁 (𝑥) =

∇𝑆(𝑥) · 𝑓±(𝑥)

‖∇𝑆(𝑥)‖
= −(𝜌(𝑥1, 𝑥2)± 1)

‖∇𝑆(𝑥1, 𝑥2)‖
,

𝜌(𝑥1, 𝑥2) = 𝜑′𝛼(𝛼𝑥2 − 𝑛sat(𝑛𝛼𝑥2 + 𝛼2𝑥1)),

(24)

∇𝑆(𝑥1, 𝑥2) =
[︀
𝜑′𝛼2;𝜑′𝑛𝛼; 1

]︀
,

‖∇𝑆(𝑥)‖ =
√︁
1 + (𝜑′)2 𝛼2(𝛼2 + 𝑛2) ̸= 0,

(25)

где 𝜑′=0, если |𝑆2| > 1 и 𝜑′=1, если |𝑆2| < 1.
Из полученных уравнений (24) следует, что для любых функций 𝜌(𝑥1, 𝑥2) вектора

𝑓±
𝑁 (𝑥) не могут быть равны нулю одновременно или быть эквивалентны при разных

значениях 𝜑′, а значит на множестве 𝑀0 стационарных точек нет.
Найдем условия при которых в системе (19) возникает скользящий режим. Рас-

смотрим сначала случай |𝑆2| > 1, тогда 𝜑′=0. Из приведенные формул следует, что
𝑓±
𝑁 (𝑥)=∓ 1, а значит в системе имеет место устойчивый скользящий режим на мно-

жестве 𝑀 при выполнении условия |𝑛𝛼𝑥2 + 𝛼2𝑥1| > 1. Из структуры поверхности
разрыва и (20) следует, что во время устойчивого скользящего режима 𝑥3= ± 1, а
𝑓 0=[𝑥2;𝑥3; 0]. Последнее означает, что траектория может не прийти в начало коорди-
нат, оставаясь на поверхности разрыва до переключения. Во время этого движения
траекториями являются параболы вида 𝑥1=± 𝑥22/2 +𝐶, 𝐶 — это константа, которая
определяется координатами 𝑥*1, 𝑥*2 в момент начала скользящего режима.
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Pассмотрим случай |𝑆2|<1. Тогда 𝜑′=1 и, следовательно,
𝜌(𝑥1, 𝑥2)=𝛼(𝛼𝑥2 − 𝑛(𝑛𝛼𝑥2 + 𝛼2𝑥1)). Найдем

𝛾 =
1− 𝜌(𝑥1, 𝑥2)

2
=

1 + 𝛼2𝑛2(𝛼
𝑛
𝑥1 + (1− 1

𝑛2 )𝑥2)

2
. (26)

Из уравнения (26) и условия следует, что скользящий режим будет суще-
ствовать на множестве 𝑀 , если выполнено 2-ва условия: |𝑛𝛼𝑥2 + 𝛼2𝑥1| < 1 и
|𝛼2𝑛2(𝛼

𝑛
𝑥1 + (1− 1

𝑛2 )𝑥2)| < 1. Доказан следущий результат,

Лемма 1. Ω𝑠 является областью притяжения начала координат системы (19) за
конечное время. На множестве Ω𝑐 = {𝑥 ∈ 𝑅3 : |𝑆2(𝑥1, 𝑥2)| > 1} возникает устойчи-
вый скользящий режим только при 𝑥3 = ±1.

Из леммы 1 следует, что скрытое колебание может существовать только вне об-
ласти Ω𝑠.

1.2. Неустойчивый цикл. Сначала будем искать цикл в той области фазового
пространства, где у системы (19) отсутствует скользящий режим по поверхности
𝑆(𝑥) = 0, но при этом выполняется условие |𝑥3| ≤ 1. В этом случае, описанный выше
алгоритм работает практически без изменений.

Пусть при 𝜃1 > 0 система (19) имеет правую часть 𝑓 = [𝑥2;𝑥3;−1]. Интегрируя
уравнение (19) с этой правой частью, получаем уравнения вида (3):

𝑥13 = 𝐹3(Θ, 𝑥
0) := −Θ+ 𝑥03, (27)

𝑥12 = 𝐹2(Θ, 𝑥
0) := −Θ2

2
+ 𝑥03Θ+ 𝑥02, (28)

𝑥11 = 𝐹1(Θ, 𝑥
0) := −Θ3

6
+ 𝑥03

Θ2

2
+ 𝑥02Θ+ 𝑥01, (29)

𝑓(Θ, 𝑥(Θ)) := 𝑥3(Θ) + 𝑛𝛼𝑥2(Θ) + 𝛼2𝑥1(Θ) = 0, (30)

Вместо последнего уравнения удобно использовать уравнение

𝑓(𝑥0) := 𝑥03 + 𝑛𝛼𝑥02 + 𝛼2𝑥01 = 0, (31)

которое получается с учетом периодичности движения из принадлежности на-
чальной и конечной точки полуцикла поверхности разрыва, т.е. из равенства
𝑓(Θ, 𝑥(Θ)) = 𝑓(0, 𝑥0).

С учетом, условия стационарности (17), если цикл в системе (19) существует, то
он определяется 4-мя параметрами: 𝑥01, 𝑥02, 𝑥03, Θ.
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Найдем их. Из первого уравнения получаем Θ=2𝑥03. Подставляя это значение во
второе уравнение, имеем 𝑥02=0. Из уравнения (29) получаем

𝑥01 = −
1

3
(𝑥03)

3.

Подставляя правую часть этого уравнения в (31), получим

𝑥03(1−
𝛼2

3
(𝑥03)

2) = 0.

Таким образом, имеем решение системы (27)–(31) виде

𝑥01 = −
√
3

𝛼3
, 𝑥02 = 0, 𝑥03 =

√
3

𝛼
; Θ = 2𝑥03. (32)

Два других корня кубического уравнения дают тривиальное решение и симметричное
решение. Т. к. нас интересует только |𝑥03| ≤ 1 с учетом (32) получаем ограничение на
выбор параметра 𝛼, которое можно записать ввиде:

√
3 ≤ 𝛼, (33)

т. е. данный цикл возникает при любом 𝑛, если параметр 𝛼 выбрать, удовлетворяю-
щим неравенству (33). Из моделирования следует, что данный цикл неустойчивый.
Чтобы это доказать, необходимо найти матрицу 𝐴 и составить характеристическое
уравнение в форме (18).

Итак, матрица 𝐴 после подстановки решения (32) имеет вид:⎡⎢⎢⎢⎣
𝜆+ 1 2𝑧 2𝑧2 0

0 𝜆+ 1 2𝑧 −𝑧
0 0 𝜆+ 1 −1

𝑘1𝑘3 𝑘3 1 0

⎤⎥⎥⎥⎦ ,
где введено обозначение 𝑧=𝑥03, а характеристическое уравнение может быть записано
в виде:

(𝑛𝛼𝑧 + 1)𝜆2 +
(︀
2− 4𝛼2𝑧2

)︀
𝜆− 𝑛𝛼𝑧 + 1.

После нормировки 𝑧=
√
3/𝛼 получаем уравнение, которое не зависит от 𝛼:(︁√

3𝑛+ 1
)︁
𝜆2 − 10𝜆−

√
3𝑛+ 1

и для которого собственные значения вычисляются аналитически:

𝜆1 = −
√
3
√
𝑛2 + 8− 5√
3𝑛+ 1

, 𝜆2 =

√
3
√
𝑛2 + 8 + 5√
3𝑛+ 1

.

Покажем, что |𝜆2|>1 при 𝑛>0. Т. к. числитель и знаменатель не имеют корней
(являются гладкими монотонными функциями при 𝑛 > 0) достаточно вычислить
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значение при 𝑛=0 и 𝑛 → +∞. Имеем, 𝜆2(0)=
√
3
√
8 + 5>1 и lim𝑛→+∞ 𝜆2(𝑛)=1. Зна-

чит циклы в интервале
√
3≤𝛼<+∞ будут неустойчивыми. Таким образом, доказан

следующий результат:

Лемма 2. Пусть значения параметров 𝛼, 𝑛 удовлетворяют условию (33), тогда в
системе (19) есть неустойчивый цикл с параметрами (32), траектория которого
состоит из 2-х симметричных относительно нуля сегментов кривых (27)–(29).

1.3. Скрытое колебание. Численное моделирование показывает, что в данной си-
стеме (19) существует также устойчивый цикл (скрытое колебание [4, 6]), лежащий
на поверхности 𝑆(𝑥)=0. Согласно леммы, это происходит из-за скользящего режима,
который имеет место при 𝑥3= ± 1. В этом случае, описанный метод исследования
устойчивости цикла, не работает, т. к. часть движения строго детерминирована и не
допускает вариаций [2]. Поэтому чтобы найти цикл, надо сделать дополнительное
предположение.

Пусть цикл состоит их двух одинаковых симметричных полуциклов, каждый
из которых образован двумя сегментами, но при этом имеет гладкую проекцию на
плоскости (𝑥1, 𝑥2):

(i) на первом сегменте 𝑥̇3 = −1 и 𝑥03 = 1;
(ii) на втором сегменте 𝑥̇3 = 0 и 𝑥3(Θ) = −1, где Θ = 𝜃1 + 𝜃2 — полупериод.

Интегрируем систему (19) на каждом сегменте, согласно сделанных предположе-
ний (i), (ii) на интервале 𝜏 ∈ [0, 𝜃1]. Из уравнения

𝑥3 = −𝜏 + 1 (34)

и условия 𝑥3(𝜃1) = −1 находим
𝜃1 = 2. (35)

Из решения второго уравнения в (19) и с учетом (i)

𝑥2(𝜃1) = −
𝜃21
2

+ 𝜃1 + 𝑥02. (36)

После подстановки (35) находим, что 𝑥2(𝜃1) = 𝑥02. Третье уравнение в (19) с учетом
(i) дает

𝑥1(𝜃1) = −
𝜃31
6

+
𝜃21
2

+ 𝑥02𝜃1 + 𝑥01 =
2

3
+ 2𝑥02 + 𝑥01. (37)

На всем втором интервале [𝜃1,Θ] 𝑥3(𝜏) ≡ −1. Интегрируем второе уравнение
системы (19), используя это предположение, имеем

𝑥22 = 𝐹2(𝜃2, 𝑥
0) := −𝜃2 + 𝑥2(𝜃1) = −𝜃2 + 𝑥02, (38)
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из чего, с учетом условия симметрии, следует, что

𝜃2 = 2𝑥02. (39)

Решение третьего уравнения системы (19) задается формулой

𝑥21 = 𝐹1(𝜃2, 𝑥
0) := −𝜃

2
2

2
+ 𝑥2(𝜃1)𝜃2 + 𝑥1(𝜃1). (40)

После подстановки значения (39) в (40) имеем 𝑥21 = 2
3
+ 2𝑥02 + 𝑥01. Откуда с учетом

условия симметрии, следует, что

𝑥01 = −
1

3
− 𝑥02.

Исходя из граничного условия (31), имеем

𝑥02 = −
𝛼

𝑛
𝑥01 −

1

𝑛𝛼
.

Подставляя это в предыдущее уравнение, получаем выражения для начальных усло-
вий

𝑥01 =
3− 𝑛𝛼

3𝛼(𝑛− 𝛼)
, 𝑥02 =

𝛼2 − 3

3𝛼(𝑛− 𝛼)
. (41)

Положительность 𝜃2 подразумевает, что 𝑥02 ≥ 0, что справедливо, когда
√
3 ≤ 𝛼 < 𝑛. (42)

Следовательно, цикл существует для любого 𝛼 в полуинтервале [
√
3, 𝑛),

√
3 < 𝑛.

Докажем, что данный цикл устойчивый при выборе коэффициентов, удовлетво-
ряющих неравенствам (42).

Остановимся на особенностях построенного цикла:

1. Переменная 𝑥03 определяется однозначно и не зависит от переключения, ее ва-
риация не может привести к изменению цикла, т. к. первый интервал времени
также ею определяется, т. е. 𝛿𝑥03=0 и 𝛿𝜃1=0;

2. В силу структуры полученных уравнений (34)–(40) несмотря на то, что фор-
мально цикл состоит из 2-х сшитых одинаковых полуциклов, каждый из ко-
торых имеет 2 сегмента, можно рассматривать задачу вариации только для
системы вида (3), которая в данном случае определяется уравнениями:

𝐹1(𝜃2, 𝑥
0) := −𝜃

2
2

2
+ 𝑥02𝜃2 +

2

3
+ 2𝑥02 + (1 + 𝜆)𝑥01, (43)

𝐹2(𝜃2, 𝑥
0) := −𝜃2 + (1 + 𝜆)𝑥02, (44)

𝑓1 := 𝑛𝛼𝑥02 + 𝛼2𝑥01 + 1 = 0. (45)
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Используя вариации по переменным 𝜃2, 𝑥02, 𝑥01, формируем матрицу 𝐴, согласно
(18). После переобозначения 𝜃2 → 𝜃, 𝑥02 → 𝑦, 𝑥01 → 𝑥 получаем ее ввиде:⎡⎢⎣ 𝜆+ 1 𝜃 + 2 𝑦 − 𝜃

0 𝜆+ 1 −1
𝛼2 𝑛𝛼 0

⎤⎥⎦ ,
а уравнение 𝜒(𝜆)=0 с учетом условия 𝑛>𝛼 на цикле с параметрами (41) имеет вид:(︀

𝛼3 − 3𝑛𝛼2 +
(︀
3𝑛2 − 3

)︀
𝛼
)︀
𝜆+ 5𝛼3 − 9𝑛𝛼2 +

(︀
3𝑛2 + 3

)︀
𝛼 = 0.

Единственный корень легко находится:

𝜆 = −5𝛼2 − 9𝑛𝛼 + 3𝑛2 + 3

𝛼2 − 3𝑛𝛼 + 3𝑛2 − 3
.

После замены переменных: 𝑛=𝛼 + 𝜖 и 𝛼=
√︀
3(1 + 𝛽) получаем

𝜆 =
−𝜖2 +

√
3
√
𝛽 + 1𝜖+ 𝛽

𝜖2 +
√
3
√
𝛽 + 1𝜖+ 𝛽

= 1− 2𝜖2

𝜖2 +
√
3
√
𝛽 + 1𝜖+ 𝛽

, 𝜖 > 0, 𝛽 ≥ 0.

Знаменатель, строго положительная функция. Числитель не имеет глобального ми-
нимума, поэтому максимальное и минимальное значения достигаются на границах:
𝜆(𝛽=0)= − 1, 𝜆(𝜖=0)=1, lim𝛽→+∞ 𝜆(𝜖=const,𝛽) = 1, lim𝜖→+∞ 𝜆(𝜖, 𝛽) = −1. Т.о. при
𝜖 > 0, 𝛽 ≥ 0 и конечным значением 𝛽 выполняется условие |𝜆| < 1, которое означает,
что цикл устойчив. Доказан следующий результат:

Лемма 3. Пусть значения параметров 𝛼, 𝑛 удовлетворяют условиям (42), тогда
в системе (19) есть устойчивый цикл (скрытое колебание), которое определяется
уравнениями (34)–(41).

Теорема. Пусть значения параметров 𝛼<
√
3 и 0<𝑛, тогда в системе (19) начало

координат глобально асимптотически устойчиво.

Доказательство. Система (19) не имеет изолированных положений равновесия кро-
ме начала координат.

Из доказательства леммы 1 следует, что в системе нет дополнительных стацио-
нарных точек на поверхности разрыва.

Из леммы 1 следует, что система (19) при любых значениях 𝛼<
√
3 и 0<𝑛 имеет

инвариантное множество Π={𝑥 : |𝑥3| ≥ 1}, при этом траектория из множества Π

попадает за конечное время либо на границу этого множества и дальше двигается
по ней до переключения, либо приходит в положение равновесия.
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Пусть при 𝛼<
√
3 и 0<𝑛 существует хотябы одна траектория которая уходит на

бесконечность. Т. к. в системе нет ни точечных, ни линейных особенностей, а мно-
жество множества Π инвариантно, ускорение ограничено, а в скользящем режиме
двумерная система глобально асимптотически устойчива траектория на бесконеч-
ность может уйти только по границе множества Π, испытывая переключения с одно-
го скользящего режима на другой. При этом, если переключения не происходят, то
согласно леммы 1 траектория представляет из себя параболу, лежащую на границе
области Π, т. е. при 𝑥3=±1. В силу непрерывности координат 𝑥1, 𝑥2 это должна быть
гладкая кривая состоящая из 2-х сегментов, с 1 переключением, амплитуда которой
увеличивается. В предельном случае, можно считать, что траектория имеет одина-
ковую амплитуду, т. е. приходим к поиску параметров 𝛼, 𝑛 при в системе возникает
цикл [4], касающийся границы области Π хотя бы одной точкой. Из лемм 2 и 3 следует,
что такой цикл имеет место только при 𝛼=

√
3 и любом 0<𝑛. Т. о. получаем проти-

воречие том, что существует хотя бы одна траектория, уходящая на бесконечность
или образующая цикл при 𝛼<

√
3 и 0<𝑛. Другими словами, при этих параметрах за

время переключения из одного скользящего режима в другой траектория не успевает
достаточно сильно отклониться, чтобы сохранить свою амплитуду. □

2. Численное моделирование

Построим циклы при разных значениях параметра 𝛼 = {
√
3+0.1, 𝑛− 0.01}, 𝑛=2.

Сначала находим, начальные условия для неустойчивого и устойчивого цикла,
по формулам (32) и (41) соответственно. Затем для неустойчивого цикла, выбираем
𝜃0𝑖∈[0,Θ], 𝑖=1, ..., 𝑁0, 𝑁0=Θ/0.01, а для устойчивого имеем 2 диапазона: 𝜃1𝑖∈[0, 2],
𝑖=1, ..., 𝑁1, 𝑁1=200 и 𝜃1𝑖∈[0,Θ2], 𝑖=1, ..., 𝑁2, 𝑁2=Θ2/0.01.

Для каждого момента времени 𝜃𝑘𝑖 , 𝑘=0, 1, 2 вычисляем вектор 𝑥(𝜃𝑘𝑖 ) по формулам:
(14)–(31) для неустойчивого цикла и (34)–(40) для устойчивого.

Из приведенных рис. 1–4 видно, что оба цикла ведут себя согласно доказанных
свойств. Разным цветом выделены разные сегменты траектории, соответствующие
устойчивому циклу кривая 2 на рис. 1–4.

Заключение

Основной результат работы сформулирован в виде 3-х лемм и теоремы. Объ-
единяя все утверждения вместе опишем глобальные бифуркации в системе (19) для
разных значений параметров 𝛼, 𝑛:
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Рис. 1. Устойчивый (2) и неустойчивый (1) циклы в фазовом простран-
стве при 𝛼 =

√
3 + 0.1.

Рис. 2. Проекции устойчивого (2) и неустойчивого (1) цикла на плос-
кость (𝑥1, 𝑥2) в фазовом пространстве при 𝛼 =

√
3 + 0.1.

∙ Когда 𝛼<
√
3 область Ω может сколь угодно сильно увеличиваться при этом нет

ни устойчивого, ни неустойчивого циклов. А положение нуля обладает системы
(19) обладает глобальной асимптотической устойчивостью.
∙ Когда 𝛼 =

√
3 в системе (19) возникает ровно один цикл, и этом цикл является

устойчивым и неустойчивым одновременно, т. е. для данного значения пара-
метра 𝛼 имеем наполовину устойчивый цикл, у которого область притяжения
состоит из его самого рис. 1–2 кривая 1 и трехмерными кривыми, входящими
в точки касания с границей области Π.
∙ Когда

√
3<𝛼<𝑛 в системе (19) возникает два цикла: один — скрытое колеба-

ние, а другой — неустойчивый цикл, лежащий на границе области притяжения
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Рис. 3. Устойчивый (2) и неустойчивый (1) циклы в фазовом простран-
стве при 𝛼 = 1.99.

Рис. 4. Проекции устойчивого (2) и неустойчивого (1) цикла на плос-
кость (𝑥1, 𝑥2) в фазовом пространстве при 𝛼 = 1.99.

нулевого решения. Важно отметить, что в силу построения, притягивающими
сегментами данного цикла будут только те, что лежат границе области Π;
∙ Когда 𝛼→ 𝑛 скрытое колебание в системе (19) становится бесконечно большим

кривая 2 рис. 3–4. При этом неустойчивый цикл, лежащий на границе области
притяжения нулевого решения кривая 1 рис. 3–4 уменьшается в размере.
∙ При 𝛼>𝑛 скрытого колебания нет, а любое решение либо стремится к равнове-

сию, либо уходит в бесконечность. При этом неустойчивый цикл, лежащий на
границе области притяжения нулевого решения снова уменьшается в размере.

Область Ω при 𝛼 ≥
√
3, вписана в неустойчивый цикл, при этом численно данный

цикл можно построить только по формулам (27)–(31). При интегрировании исходной
системы дифференциальных уравнений из любой точки на нем, траектория будет
либо стремится к равновесию, либо уходить на бесконечность в силу численного
округления. Из приведенных формул следует, что область Ω и неустойчивый цикл
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на всем интервале
√
3<𝛼< +∞ будут уменьшается при возрастании 𝛼 и в пределе

стремятся к нулю, в отличии от случая непрерывного управления, где всегда вокруг
нуля есть ограниченная область притяжения линейной системы, в которой может не
быть неустойчивого цикла [10].
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On the optimal arrangement of approximation nodes of the Runge’s
function.

Kotova O. V.

Abstract. Function approximation is an important tool in mathematical modeling. A
special case of approximation is interpolation. To conduct the research, we will consider the
Runge’s function, which is defined on the segment [−1, 1]:

𝑓(𝑥) =
1

1 + 25𝑥2
.

In this paper, a method for implementing the optimal arrangement of approximation nodes
is proposed using the example of the Runge’s function for a certain number of nodes.

The essence of the method is that in order to select the optimal location of the approximation
nodes, the target function 𝐹 is compiled, the minimization of which ensures the optimal location
of the nodes 𝑥𝑖 along the abscissa axis. The location of the approximation nodes along the
ordinate axis is determined by calculating the values 𝑦𝑖 based on the original function.

Traditionally, to interpolate a function, already known coordinates of nodes are used to
calculate polynomial coefficients. This approach provides limited opportunities to control the
location of interpolation nodes, since in fact the location has to be determined at random. The
paper proposes a method based on the nonlinearity of space idea along the axes of the Cartesian’s
coordinate system. To control this nonlinearity, a polynomial function with the parameter 𝑡 is
used.

As an interpolation polynomial we will use the Lagrange’s polynomial 𝐿𝑛(𝑓, 𝑥), which at
nodes 𝑥𝑖 corresponds to the values 𝑦𝑖.

We construct the objective function 𝐹 as the sum of the squares of the difference between
the Runge’s function 𝑓(𝑥) and the Lagrange’s polynomial 𝐿𝑛(𝑓, 𝑥):

𝐹 (𝑥) =

𝑚+1∑︁
𝑖=1

(︀
𝑓(𝜉𝑖)− 𝐿𝑛(𝑓, 𝜉𝑖)

)︀2
,

where the points 𝜉𝑖 are defined as follows:

𝜉𝑖 = 𝑥1 +
𝑖− 1

𝑚
(𝑥𝑛 − 𝑥1).
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The function 𝐹 (𝑥) is a function of 𝑛 variables 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) and is constructed by
analogy with the sum of squares of regression residuals in regression analysis.

Minimization of the objective function 𝐹 (𝑥) on the interval [−1, 1] allows us to determine
the the coordinates of the approximation nodes values 𝑥𝑖 that ensure minimal deviations from
the original Runge’s function.

The article presents the application of the optimal node arrangement method for seven, ten
and fifteen nodes.

The obtained interpolation polynomial is compared with the polynomial constructed on
Chebyshev’s nodes. The polynomial constructed on nodes by the proposed method approximates
better than the polynomial constructed on Chebyshev’s nodes.

For this conclusion, the mean square errors of the interpolation curves are compared.
The advantages of the proposed method for optimizing the arrangement of approximation

nodes are: low values of the mean square error, the method is stable to an increase in the number
of nodes, a significant decrease in the degree of approximating polynomials compared to other
approximation methods without the need to use piecewise functions.

The disadvantages of the proposed method include the use of numerical methods for
minimizing the objective function, which, when implementing existing methods for finding the
minimum values of a function of many variables, largely depend on the quality of the choice of
the initial approximation.

Keywords: approximation, interpolation, Runge’s function, approximation nodes, objective
function, Chebyshev’s nodes, mean square error.

Введение

Аппроксимация функций является важным инструментом математического мо-
делирования. Она используется: в математике и статистике для упрощения слож-
ных математических выражений ([1], [2], [3]), в физике и инженерной практике для
моделирования физических процессов ([4], [5], [6]), в компьютерных науках для раз-
работки алгоритмов и методов оптимизации ([7], [8], [9]), в экономике для создания
экономических моделей и прогнозов ([10], [11], [12]). Частным случаем аппроксима-
ции является интерполяция, которая также нашла широкое применение в различных
отраслях науки и техники ([13], [14]). Некоторая сложная или эмпирически задан-
ная функция является интерполированной с определённой точностью в некоторой
ограниченной области, если она смоделирована с помощью простого аналитического
выражения, например, полинома. Полученное выражение, в то же время, и аппрокси-
мирует данную функцию в этой области. Для проведения исследований рассмотрим
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функцию Рунге, которая определена на отрезке [−1, 1]:

𝑓(𝑥) =
1

1 + 25𝑥2
. (1)

В работе [15] исследована полиномиальная аппроксимация некоторых классиче-
ских функций на отрезке [−1, 1] с равностоящими узлами и отмечено, что функция
Рунге обладает свойством: при увеличении числа равностоящих узлов получаются
расходящиеся процессы. В численном анализе данный феномен выражается в эф-
фекте нежелательных колебаний. В [16] это объясняют близостью особых точек к
узлам аппроксимации. Если узлы выбирать специальным образом, то можно по-
высить качество аппроксимации. Исходя из этого, возникает задача выбора узлов
интерполяции, обеспечивающая максимальное качество аппроксимации.

В данной работе предложена реализация метода оптимального расположения уз-
лов аппроксимации на примере функции (1) для некоторого определенного количе-
ства узлов.

1. Метод оптимального расположения узлов аппроксимации

Суть метода заключается том, что для выбора оптимального расположения уз-
лов аппроксимации составляется целевая функция 𝐹 , минимизация которой и обес-
печивает оптимальное расположение узлов 𝑥𝑖 по оси абсцисс. Расположение узлов
аппроксимации по оси ординат определяется вычислением значений 𝑦𝑖 на основе ис-
ходной функции Рунге (1):

𝑦𝑖 =
1

1 + 25𝑥2𝑖
. (2)

Подобная постановка задачи описана в работе [18], но в отличие от предложен-
ного метода, использовалась кусочная функция в виде локальных параметрических
кубических сплайнов Эрмита.

Традиционно, для интерполяции некоторой функции используются уже извест-
ные координаты узлов для вычисления полиномиальных коэффициентов. Такой под-
ход даёт ограниченные возможности в управлении расположением узлов интерполя-
ции, поскольку фактически расположение приходится определять наугад. В работе
предложен метод, в основу которого заложена идея о нелинейности пространства по
осям декартовой системы координат. Для управления этой нелинейностью использу-
ется полиномиальная функция с параметром 𝑡 ∈ [0, 1]:

𝑡𝑖 =
𝑖

𝑛− 1
, 𝑛 ∈ N, 𝑛 ≥ 2, 𝑖 ∈ [1,𝑚+ 1],

где 𝑚 — количество переменных значений параметра 𝑡.

«Таврический вестник информатики и математики», №2 (67)’ 2025



44 О. В. Котова

Рассмотрим 𝑛 узлов интерполяции 𝑥𝑖 на отрезке [−1, 1]:

𝑥𝑖 = {−1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑖−1, 1}.

По значениям 𝑥𝑖 строится последовательность 𝑦𝑖 согласно (2):

𝑦𝑖 =
{︁ 1

26
,

1

1 + 25𝑥22
, ...,

1

1 + 25𝑥2𝑖−1

,
1

26

}︁
. (3)

В качестве интерполяционного полинома будем использовать полином Лагран-
жа 𝐿𝑛(𝑓, 𝑥), который в узлах 𝑥𝑖 совпадает со значениями 𝑦𝑖 из (3):

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥𝑖) = 𝑦𝑖.

Для 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[−1, 1] интерполяционный полином Лагранжа задается формулой:

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓
(︀
𝑥
(𝑛)
𝑖

)︀
𝑙
(𝑛)
𝑖 (𝑥),

где 𝑙(𝑛)𝑖 (𝑥) — лагранжевы многочлены влияния, удовлетворяющие условию:

𝑙
(𝑛)
𝑖 (𝑥𝑖) =

⎧⎨⎩1, при 𝑖 = 𝑗,

0, при 𝑖 ̸= 𝑗,

имеют вид:

𝑙
(𝑛)
𝑖 (𝑥) =

𝑛∏︁
𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑖

(𝑥− 𝑥𝑗)
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

.

С учетом узлов интерполяции 𝑥𝑖 и значений 𝑦𝑖, получаем полином степени 𝑛− 1,
вида:

𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖

𝑛∏︁
𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑖

(𝑥− 𝑥𝑗)
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

. (4)

Построим целевую функцию 𝐹 , как сумму квадратов разности между функцией
𝑓(𝑥) из (1) и полиномом 𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) из (4):

𝐹 (𝑥) =
𝑚+1∑︁
𝑖=1

(︀
𝑓(𝜉𝑖)− 𝐿𝑛(𝑓, 𝜉𝑖)

)︀2
, (5)

где точки 𝜉𝑖 определяются так:

𝜉𝑖 = 𝑥1 +
𝑖− 1

𝑚
(𝑥𝑛 − 𝑥1). (6)

Функция 𝐹 (𝑥) является функцией 𝑛 переменных 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) и построена
по аналогии с суммой квадратов регрессионных остатков в регрессионном анализе.
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Минимизация целевой функции 𝐹 (𝑥) на отрезке [−1, 1] позволяет определить
значения координат узлов аппроксимации 𝑥𝑖, обеспечивающие минимальные откло-
нения от исходной функции Рунге (1).

2. Применение метода при конкретных значениях 𝑛

Рассмотрим применение метода оптимального расположения узлов для семи,
десяти и пятнадцати узлов. Для обеспечения хорошей точности расчетов возьмем
𝑚 = 100.

В случае 𝑛 = 7 целевая функция имеет вид:

𝐹 (𝑥) =
101∑︁
𝑖=1

(︀
𝑓(𝜉𝑖)− 𝐿7(𝑓, 𝜉𝑖)

)︀2
,

где 𝜉𝑖 определяются из (6):

𝜉𝑖 = −1 +
𝑖− 1

50
, 𝑖 ∈ [1, 101],

𝑓(𝜉𝑖) =
1

1 + 25𝜉2𝑖
, 𝐿7(𝑓, 𝜉𝑖) =

7∑︁
𝑖=1

1

1 + 25𝑥2𝑖

7∏︁
𝑗=1, 𝑗 ̸=𝑖

(𝜉𝑖 − 𝑥𝑗)
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)

.

Здесь функция 𝐹 (𝑥) зависит от пяти переменных:

𝑥 = (−1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 1).

В силу громоздкости выражений приведем только численные значения узлов ап-
проксимации, при которых целевая функция (5) минимальная:

𝑥1 = −1,

𝑥2 = −0, 782883448900990,

𝑥3 = −0, 465047049351183,

𝑥4 = 0, 133292039030711,

𝑥5 = 0, 465047056669734,

𝑥6 = 0, 782883501355870,

𝑥7 = 1.

Заметим, что симметрия относительно оси 𝑂𝑦 в значениях 𝑥𝑖 нарушена.
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Окончательно, с учетом полученных узлов интерполяционный полином имеет
вид:

𝑦 = −3, 97925611859124𝑥6 + 2, 05905621081248 · 10−7𝑥5 + 7, 50862575844819𝑥4−

−2, 58866031214999 · 10−7𝑥3 − 4, 25662638870533𝑥2+

+5, 29604137072814 · 10−8𝑥+ 0, 765718287309914.

Для визуализации полученных результатов в случае 𝑛 = 7 на рисунке 1 представ-
лены графики полинома Лагранжа (сплошная линия) и функции Рунге (шриховая
линия) для данных наборов узлов (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), отмеченных звездочками.

Рис. 1. Семь узлов аппроксимации

В случае 𝑛 = 10 и 𝑛 = 15 приведем только численные значения узлов 𝑥𝑖 и графики
полученных интерполяционных полиномов (рис. 2 а) и рис. 2 б)):
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𝑥1 = −1,

𝑥2 = −0, 861720010388827,

𝑥3 = −0, 646216722377395,

𝑥4 = −0, 376757609770804,

𝑥5 = −0, 112363224922358,

𝑥6 = 0, 112363226334691,

𝑥7 = 0, 376757624071832,

𝑥8 = 0, 646216736163552,

𝑥9 = 0, 861720002525710,

𝑥10 = 1.

𝑥1 = −1,

𝑥2 = −0, 939313606296537,

𝑥3 = −0, 742498832417788,

𝑥4 = −0, 6,

𝑥5 = −0, 419850145957282,

𝑥6 = −0, 231211306133484,

𝑥7 = −2, 50203966529834 · 10−8,

𝑥8 = 0,

𝑥9 = 0, 235854979144489,

𝑥10 = 0, 416684986274951,

𝑥11 = 0, 590446935583422,

𝑥12 = 0, 737336260741580,

𝑥13 = 0, 863398529968205,

𝑥14 = 0, 939579255793872,

𝑥15 = 1.

Рис. 2. а) Десять узлов аппроксимации б) Пятнадцать узлов ап-
проксимации

Полученные исследования выявили интересную особенность: при нечетном коли-
честве узлов нарушается симметрия относительно оси 𝑂𝑦.
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3. Сравнение с полиномом, построенным на интерполяционных
узлах Чебышева

Сравним полиномы, полученные описанным методом в случаях 𝑛 = 7, 𝑛 = 10 и
𝑛 = 15, с полиномами, построенными на интерполяционных узлах Чебышева:

𝜏𝑖 = cos
(2𝑖+ 1)𝜋

2𝑛
, 𝑖 ∈ [1, 𝑛].

Построим интерполяционный полином 𝐿𝑛, 𝐶ℎ𝑒𝑏(𝑓, 𝑥), который в узлах 𝜏𝑖 совпадает
со значениями 𝑦𝑖 из (2) в точках 𝜏𝑖:

𝐿𝑛, 𝐶ℎ𝑒𝑏(𝑓, 𝜏𝑖) = 𝑦𝑖(𝜏𝑖).

Аналогично, как и ранее, составляем целевую функцию 𝐹𝐶ℎ𝑒𝑏 для узлов Чебы-
шева:

𝐹𝐶ℎ𝑒𝑏(𝑥) =
𝑚+1∑︁
𝑖=1

(︀
𝑓(𝜉𝑖)− 𝐿𝑛(𝑓, 𝜉𝑖)

)︀2
,

где точки 𝜉𝑖 определяются из (6).
Для визуализации полученных интерполяционных кривых, построенных на раз-

ных узлах, на рисунках 3 а) и 3 б) выбраны обозначения: полином Лагранжа, по-
строенный предложенным методом, — сплошная линия, функция Рунге — шриховая
линия, полином Лагранжа, построенный на узлах Чебышева, — штрихпунктирная
линия.

Рис. 3. а) Случай 𝑛 = 10 б) Случай 𝑛 = 15
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Сравним среднеквадратические ошибки интерполяционных кривых в случаях
𝑛 = 7, 𝑛 = 10 и 𝑛 = 15 с узлами, определенными ранее, и узлами Чебышева:

Таким образом, интерполяционный полином, построенный на узлах, найденных
предложенным методом, приближает лучше, чем полином, построенный на узлах
Чебышева.

Заключение

Преимуществом предложенного метода оптимизации расположения узлов ап-
проксимации, помимо низких значений среднеквадратичной ошибки, является то,
что метод является устойчивым к увеличению количества узлов, т.к. их расположе-
ние каждый раз оптимизируется и адаптируется к исходной функции. Кроме того,
значительно снижается степень аппроксимирующих полиномов по сравнению с дру-
гими методами аппроксимации без необходимости использования кусочных функций.

К недостаткам относится использование численных методов минимизации целе-
вой функции, которые при реализации существующих методов поиска минимальных
значений функции многих переменных в значительной степени зависят от качества
выбора начального приближения. Вместе с тем, метод является в достаточной сте-
пени универсальным и может использоваться для аппроксимации непрерывных и
дифференцируемых функций.
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On first integrals of a sixth-order ordinary differential equation.
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Abstract. In the paper, constructive methods for finding some first integrals of a sixth-order
ordinary differential equation with a potential operator are suggested. We use some methods
based on application of transformation of variables to establish invariance of the given sixth-
order ordinary differential equation with the potential operator and the corresponding Hamilton-
Ostrogradskii action. Some first integrals of the considered equation are also found.

Keywords: Sixth-order ordinary differential equation, potential operator, Hamilton-Ostrogradskii
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Introduction

Variational principles play an important role in the mechanics of both finite-
dimensional and infinite-dimensional systems. The use of some methods of mechanics is
associated with the existence of direct or indirect variational formulations of the equations
of motion, which can be used, for example, to find the first integrals of the considered
equations. Note that, in particular, the works [1–10] are devoted to construction of
variational formulations of various types of equations and their systems.

Studying the existence and determining the structure of first integrals of different types
of equations and their systems are important and urgent problems. The first integrals
of differential equations have various applications: they are used to prove the existence
and uniqueness of solutions [11–13], to study the stability of motion of some infinite-
dimensional systems [14], etc. Problems of finding the first integrals can be related to
the symmetry properties of functionals and the corresponding Euler-Lagrange equations.
For Euler functionals, the connection between symmetries and conservation laws was
established in [15]. A wide interest in finding conservation laws with the use of symmetries
is associated with the fundamental monographs of L.V. Ovsyannikov [16] and N.Kh.
Ibragimov [17].
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Symmetries are also widely used in the qualitative analysis of the motion of finite-
dimensional systems [18]. Note that the works [1, 19–23] are devoted to relationships of
the symmetries of equations and functionals with the first integrals of the equations of
motion of infinite-dimensional systems. The present work is their continuation.

Assume that 𝑈, 𝑉 are real linear normed spaces. The following definition and theorem
will be needed for the sequel.

Definition 1. [1] An operator 𝑁 : 𝐷(𝑁) ⊂ 𝑈 → 𝑉 is called potential on the set 𝐷(𝑁)

relative to a bilinear form Φ(·, ·) : 𝑉 × 𝑉 → R if there exists a Gâteaux differentiable
functional 𝐹𝑁 : 𝐷(𝐹𝑁) = 𝐷(𝑁)→ R such that

𝛿𝐹𝑁 [𝑢, ℎ] = Φ(𝑁(𝑢), ℎ) ∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀ℎ ∈ 𝐷(𝑁 ′
𝑢). (1)

In this case, it is said that the corresponding equation 𝑁(𝑢) = 0 admits a direct
variational formulation.

Theorem 1. [1] Consider a Gâteaux differentiable operator 𝑁 : 𝐷(𝑁) ⊂ 𝑈 → 𝑉

and a bilinear form Φ(·, ·) : 𝑉 × 𝑉 → R such that for any fixed elements
𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), 𝑔, ℎ ∈ 𝐷(𝑁 ′

𝑢) the function 𝜓(𝜀) = Φ(𝑁(𝑢+ 𝜀ℎ), 𝑔) belongs to class 𝐶1[0, 1].
For 𝑁 to be potential on the convex set 𝐷(𝑁) relative to Φ it is necessary and sufficient
to have

Φ (𝑁 ′
𝑢ℎ, 𝑔) = Φ (𝑁 ′

𝑢𝑔, ℎ) ∀𝑢 ∈ 𝐷 (𝑁) , ∀ℎ, 𝑔 ∈ 𝐷 (𝑁 ′
𝑢) . (2)

Under this condition the potential 𝐹𝑁 is given by

𝐹𝑁 [𝑢] =

1∫︁
0

Φ(𝑁(𝑢0 + 𝜆(𝑢− 𝑢0)), 𝑢− 𝑢0) 𝑑𝜆+ 𝐹𝑁 [𝑢0], (3)

where 𝑢0 is a fixed element of 𝐷(𝑁).

Let us remark that 𝑁 ′
𝑢 is the Gâteaux derivative of 𝑁 at the point 𝑢. The domain

𝐷(𝑁 ′
𝑢) consists of elements ℎ ∈ 𝑈 such that (𝑢+ 𝜀ℎ) ∈ 𝐷(𝑁) for all 𝜀 sufficiently small.

1. Conditions of potentiality and a variational principle

Consider an ordinary differential equation

𝑁(𝑢) ≡
6∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑡)𝑢
(𝑖)(𝑡) + 𝑎0(𝑡, 𝑢(𝑡)) = 0, 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡1). (4)

Here 𝑢 = 𝑢(𝑡) is an unknown function, 𝑎𝑖 ∈ 𝐶𝑖[𝑡0, 𝑡1] (𝑖 = 1, 6), 𝑎0 ∈ 𝐶1([𝑡0, 𝑡1]× R) are
given functions.
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We define the domain of operator 𝑁 (4) by

𝐷(𝑁) =
{︀
𝑢 ∈ 𝑈 = 𝐶6[𝑡0, 𝑡1] : 𝑢(𝑡0) = 𝜑1, 𝑢(𝑡1) = 𝜑2, 𝑢

′(𝑡0) = 𝜑3, 𝑢
′(𝑡1) = 𝜑4,

𝑢′′(𝑡0) = 𝜑5, 𝑢
′′(𝑡1) = 𝜑6

}︀
, (5)

where 𝜑𝑖 (𝑖 = 1, 6) are given constants.

Note that 𝑉 = 𝐶[𝑡0, 𝑡1] and

𝐷(𝑁 ′
𝑢) =

{︀
ℎ ∈ 𝑈 = 𝐶6[𝑡0, 𝑡1] : ℎ(𝑡0) = 0, ℎ(𝑡1) = 0, ℎ′(𝑡0) = 0, ℎ′(𝑡1) = 0,

ℎ′′(𝑡0) = 0, ℎ′′(𝑡1) = 0
}︀
.

Let us introduce a bilinear form

Φ(𝑣, 𝑔) =

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑣(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡. (6)

Theorem 2. [24] For operator 𝑁 (4) to be potential on 𝐷(𝑁) (5) relative to bilinear
form (6), it is necessary and sufficient that ∀𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1] the following conditions hold:

𝑎5(𝑡)− 3𝑎′6(𝑡) = 0, (7)

𝑎3(𝑡) + 5𝑎′′′6 (𝑡)− 2𝑎′4(𝑡) = 0, (8)

𝑎1(𝑡)− 3𝑎
(5)
6 (𝑡) + 𝑎′′′4 (𝑡)− 𝑎′2(𝑡) = 0. (9)

Theorem 3. [24] If conditions (7)–(9) are fulfilled then the Hamilton-Ostrogradskii action
is given by

𝐹𝑁 [𝑢] ≡ 𝐹 𝑡1
𝑁 [𝑢] =

𝑡1∫︁
𝑡0

[︂
1

2

(︂
−3𝑎(4)6 (𝑡)+𝑎′′4(𝑡)−𝑎2(𝑡)

)︂
(𝑢′(𝑡))2+

1

2

(︂
−3𝑎′′6(𝑡)+𝑎4(𝑡)

)︂
(𝑢′′(𝑡))2−

− 1

2
𝑎6(𝑡)(𝑢

′′′(𝑡))2 +𝐵(𝑡, 𝑢(𝑡))

]︂
𝑑𝑡, (10)

where

𝐵(𝑡, 𝑢(𝑡)) =

1∫︁
0

𝑎0(𝑡, ̃︀𝑢(𝑡, 𝜆))(𝑢(𝑡)− 𝑢0(𝑡))𝑑𝜆+𝐵(𝑡, 𝑢0(𝑡)), (11)

̃︀𝑢(𝑡, 𝜆) = 𝑢0(𝑡)+𝜆(𝑢(𝑡)−𝑢0(𝑡)), 𝑢0 = 𝑢0(𝑡) is a fixed element of 𝐷(𝑁), 𝐵 ∈ 𝐶2([𝑡0, 𝑡1]×R).
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Theorem 4. [24] Conditions (7)–(9) are fulfilled if and only if equation (4) takes the
form

𝑁(𝑢) ≡ 𝑎6(𝑡)𝑢
(6)(𝑡) + 3𝑎′6(𝑡)𝑢

(5)(𝑡) + 𝑎4(𝑡)𝑢
(4)(𝑡) +

(︂
2𝑎′4(𝑡)− 5𝑎′′′6 (𝑡)

)︂
𝑢′′′(𝑡)

+ 𝑎2(𝑡)𝑢
′′(𝑡) +

(︂
3𝑎

(5)
6 (𝑡)− 𝑎′′′4 (𝑡) + 𝑎′2(𝑡)

)︂
𝑢′(𝑡) +𝐵′

𝑢(𝑡, 𝑢(𝑡)) = 0. (12)

2. On symmetries of the Hamilton-Ostrogradskii action

Assume that the functional (10) is defined on the set 𝐶3[𝑡0, 𝑡1]. Consider an
infinitesimal transformation

𝑢(𝑡, 𝜀) = 𝑢(𝑡) + 𝜀𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡)) (13)

on 𝐷(𝑁) (5).
The function 𝑆 ∈ 𝐶3([𝑡0, 𝑡1]× R4) is called a generator of transformation (13).

Definition 2. Hamilton-Ostrogradskii action (10) is called an absolute invariant with
respect to transformation (13), if

𝐹 𝑇1
𝑁 [𝑢] = 𝐹 𝑇1

𝑁 [𝑢] + 𝑜(𝜀) ∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀𝑇1 : 𝑡0 ≤ 𝑇1 ≤ 𝑡1.

Definition 3. Transformation (13) is called a divergence symmetry of Hamilton-
Ostrogradskii action (10), if there exists a function 𝑓 ∈ 𝐶1([𝑡0, 𝑡1]× R6) such that

𝐹 𝑇1
𝑁 [𝑢] = 𝐹 𝑇1

𝑁 [𝑢] + 𝜀

𝑇1∫︁
𝑡0

𝑑

𝑑𝑡
𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡), 𝑢(4)(𝑡), 𝑢(5)(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑜(𝜀)

∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), ∀𝑇1 : 𝑡0 ≤ 𝑇1 ≤ 𝑡1. (14)

Note that the function 𝑆 is also called a generator of the symmetry (absolute
or divergence), and symmetries of the Hamilton-Ostrogradskii action are also called
variational symmetries.

Theorem 5. Transformation (13) is a divergence symmetry of Hamilton-Ostrogradskii
action (10) if and only if

𝑁(𝑢)𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))+

+
𝑑

𝑑𝑡

[︂
− 𝑎6(𝑡)𝑢′′′(𝑡)

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑆
(︀
𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡)

)︀
+
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+

(︂(︀
− 3𝑎′′6(𝑡) + 𝑎4(𝑡)

)︀
𝑢′′(𝑡) + 𝑎′6(𝑡)𝑢

′′′(𝑡) + 𝑎6(𝑡)𝑢
(4)(𝑡)

)︂
𝑑

𝑑𝑡
𝑆
(︀
𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡)

)︀
+

+

(︂(︀
− 3𝑎

(4)
6 (𝑡) + 𝑎′′4(𝑡)− 𝑎2(𝑡)

)︀
𝑢′(𝑡) +

(︀
3𝑎′′′6 (𝑡)− 𝑎′4(𝑡)

)︀
𝑢′′(𝑡) +

(︀
2𝑎′′6(𝑡)− 𝑎4(𝑡)

)︀
𝑢′′′(𝑡)−

− 2𝑎′6(𝑡)𝑢
(4)(𝑡)− 𝑎6(𝑡)𝑢(5)(𝑡)

)︂
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))−

− 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡), 𝑢(4)(𝑡), 𝑢(5)(𝑡))
]︂
= 0 ∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1. (15)

Proof. Let the transformation (13) be a divergence symmetry of the Hamilton-
Ostrogradskii action (10). Then

𝐹 𝑇1
𝑁 [𝑢] = 𝐹 𝑇1

𝑁 [𝑢] + 𝜀

𝑇1∫︁
𝑡0

[︂(︀
− 3𝑎

(4)
6 (𝑡) + 𝑎′′4(𝑡)− 𝑎2(𝑡)

)︀
𝑢′(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))+

+
(︀
− 3𝑎′′6(𝑡) + 𝑎4(𝑡)

)︀
𝑢′′(𝑡)

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡)))−

−𝑎6(𝑡)𝑢′′′(𝑡)
𝑑3

𝑑𝑡3
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡)))+

𝜕𝐵(𝑡, 𝑢(𝑡))

𝜕𝑢
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))

]︂
𝑑𝑡+𝑜(𝜀).

Condition (14) can be represented in the form(︀
− 3𝑎

(4)
6 (𝑡) + 𝑎′′4(𝑡)− 𝑎2(𝑡)

)︀
𝑢′(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡)))+

+
(︀
− 3𝑎′′6(𝑡) + 𝑎4(𝑡)

)︀
𝑢′′(𝑡)

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡)))−

− 𝑎6(𝑡)𝑢′′′(𝑡)
𝑑3

𝑑𝑡3
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))) +

𝜕𝐵(𝑡, 𝑢(𝑡))

𝜕𝑢
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))−

− 𝑑

𝑑𝑡
𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡), 𝑢(4)(𝑡), 𝑢(5)(𝑡)) = 0

∀𝑢 ∈ 𝐷(𝑁), 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1. (16)

We have(︀
− 3𝑎

(4)
6 (𝑡) + 𝑎′′4(𝑡)− 𝑎2(𝑡)

)︀
𝑢′(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡)) =

=
𝑑

𝑑𝑡

(︂(︀
− 3𝑎

(4)
6 (𝑡) + 𝑎′′4(𝑡)− 𝑎2(𝑡)

)︀
𝑢′(𝑡)𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))

)︂
−

−
(︂(︀
−3𝑎(5)6 (𝑡)+𝑎′′′4 (𝑡)−𝑎′2(𝑡)

)︀
𝑢′(𝑡)+

(︀
−3𝑎(4)6 (𝑡)+𝑎′′4(𝑡)−𝑎2(𝑡)

)︀
𝑢′′(𝑡)

)︂
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡)),

(17)

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2025, 2



On first integrals of a sixth-order ordinary differential equation 59

(︀
− 3𝑎′′6(𝑡) + 𝑎4(𝑡)

)︀
𝑢′′(𝑡)

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡)) =

=
𝑑

𝑑𝑡

(︂(︀
− 3𝑎′′6(𝑡) + 𝑎4(𝑡)

)︀
𝑢′′(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))

)︂
−

−
(︂(︀
− 3𝑎′′′6 (𝑡) + 𝑎′4(𝑡)

)︀
𝑢′′(𝑡) +

(︀
− 3𝑎′′6(𝑡) + 𝑎4(𝑡)

)︀
𝑢′′′(𝑡)

)︂
𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡)) =

=
𝑑

𝑑𝑡

(︂(︀
− 3𝑎′′6(𝑡) + 𝑎4(𝑡)

)︀
𝑢′′(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))

)︂
−

− 𝑑

𝑑𝑡

[︂(︂(︀
− 3𝑎′′′6 (𝑡)+ 𝑎′4(𝑡)

)︀
𝑢′′(𝑡)+

(︀
− 3𝑎′′6(𝑡)+ 𝑎4(𝑡)

)︀
𝑢′′′(𝑡)

)︂
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))

]︂
+

+

(︂(︀
− 3𝑎

(4)
6 (𝑡) + 𝑎′′4(𝑡)

)︀
𝑢′′(𝑡) + 2

(︀
− 3𝑎′′′6 (𝑡) + 𝑎′4(𝑡)

)︀
𝑢′′′(𝑡)+

+
(︀
− 3𝑎′′6(𝑡) + 𝑎4(𝑡)

)︀
𝑢(4)(𝑡)

)︂
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡)), (18)

− 𝑎6(𝑡)𝑢′′′(𝑡)
𝑑3

𝑑𝑡3
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡)) =

=
𝑑

𝑑𝑡

(︂
− 𝑎6(𝑡)𝑢′′′(𝑡)

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))

)︂
+

+ (𝑎′6(𝑡)𝑢
′′′(𝑡) + 𝑎6(𝑡)𝑢

(4)(𝑡))
𝑑2

𝑑𝑡2
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡)) =

=
𝑑

𝑑𝑡

(︂
− 𝑎6(𝑡)𝑢′′′(𝑡)

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))

)︂
+

+
𝑑

𝑑𝑡

(︂
(𝑎′6(𝑡)𝑢

′′′(𝑡) + 𝑎6(𝑡)𝑢
(4)(𝑡))

𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))

)︂
−

− (𝑎′′6(𝑡)𝑢
′′′(𝑡) + 2𝑎′6(𝑡)𝑢

(4)(𝑡) + 𝑎6(𝑡)𝑢
(5)(𝑡))

𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡)) =

=
𝑑

𝑑𝑡

(︂
− 𝑎6(𝑡)𝑢′′′(𝑡)

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))

)︂
+

+
𝑑

𝑑𝑡

(︂
(𝑎′6(𝑡)𝑢

′′′(𝑡) + 𝑎6(𝑡)𝑢
(4)(𝑡))

𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))

)︂
−

− 𝑑

𝑑𝑡

(︂
(𝑎′′6(𝑡)𝑢

′′′(𝑡) + 2𝑎′6(𝑡)𝑢
(4)(𝑡) + 𝑎6(𝑡)𝑢

(5)(𝑡))𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))

)︂
+

+ (𝑎′′′6 (𝑡)𝑢
′′′(𝑡) + 3𝑎′′6(𝑡)𝑢

(4)(𝑡) + 3𝑎′6(𝑡)𝑢
(5)(𝑡) + 𝑎6(𝑡)𝑢

(6)(𝑡))𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡)).

(19)
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Further,

𝑑

𝑑𝑡

(︂
− 𝑎6(𝑡)𝑢′′′(𝑡)

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))

)︂
+

+
𝑑

𝑑𝑡

(︂
(𝑎′6(𝑡)𝑢

′′′(𝑡) + 𝑎6(𝑡)𝑢
(4)(𝑡))

𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))

)︂
+

+
𝑑

𝑑𝑡

(︂(︀
− 3𝑎′′6(𝑡) + 𝑎4(𝑡)

)︀
𝑢′′(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))

)︂
−

− 𝑑

𝑑𝑡

[︂(︂(︀
− 3𝑎′′′6 (𝑡)+ 𝑎′4(𝑡)

)︀
𝑢′′(𝑡)+

(︀
− 3𝑎′′6(𝑡)+ 𝑎4(𝑡)

)︀
𝑢′′′(𝑡)

)︂
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))

]︂
−

− 𝑑

𝑑𝑡

(︂
(𝑎′′6(𝑡)𝑢

′′′(𝑡) + 2𝑎′6(𝑡)𝑢
(4)(𝑡) + 𝑎6(𝑡)𝑢

(5)(𝑡))𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))

)︂
+

+
𝑑

𝑑𝑡

(︂(︀
− 3𝑎

(4)
6 (𝑡) + 𝑎′′4(𝑡)− 𝑎2(𝑡)

)︀
𝑢′(𝑡)𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))

)︂
+

+

(︂(︂
3𝑎

(5)
6 (𝑡)− 𝑎′′′4 (𝑡) + 𝑎′2(𝑡)

)︂
𝑢′(𝑡) + 𝑎2(𝑡)𝑢

′′(𝑡) +

(︂
2𝑎′4(𝑡)− 5𝑎′′′6 (𝑡)

)︂
𝑢′′′(𝑡) + 𝑎4(𝑡)𝑢

(4)(𝑡)+

+ 3𝑎′6(𝑡)𝑢
(5)(𝑡) + 𝑎6(𝑡)𝑢

(6)(𝑡)

)︂
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))+

+
𝜕𝐵(𝑡, 𝑢(𝑡))

𝜕𝑢
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))−

− 𝑑

𝑑𝑡
𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡), 𝑢(4)(𝑡), 𝑢(5)(𝑡)) = 0.

Hence, taking into consideration (12), we have

𝑑

𝑑𝑡

(︂
− 𝑎6(𝑡)𝑢′′′(𝑡)

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))

)︂
+

+
𝑑

𝑑𝑡

[︂(︂(︀
−3𝑎′′6(𝑡)+𝑎4(𝑡)

)︀
𝑢′′(𝑡)+𝑎′6(𝑡)𝑢

′′′(𝑡)+𝑎6(𝑡)𝑢
(4)(𝑡)

)︂
𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))

]︂
+

+
𝑑

𝑑𝑡

[︂(︂(︀
− 3𝑎

(4)
6 (𝑡) + 𝑎′′4(𝑡)− 𝑎2(𝑡)

)︀
𝑢′(𝑡) +

(︀
3𝑎′′′6 (𝑡)− 𝑎′4(𝑡)

)︀
𝑢′′(𝑡) +

(︀
2𝑎′′6(𝑡)− 𝑎4(𝑡)

)︀
𝑢′′′(𝑡)−

− 2𝑎′6(𝑡)𝑢
(4)(𝑡)− 𝑎6(𝑡)𝑢(5)(𝑡)

)︂
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))

]︂
+

+𝑁(𝑢)𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))−

− 𝑑

𝑑𝑡
𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡), 𝑢(4)(𝑡), 𝑢(5)(𝑡)) = 0,

i. e. we obtain condition (15). Obviously, condition (15) is also sufficient. □
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Consequence 1. If transformation (13) is a divergence symmetry of Hamilton-
Ostrogradskii action (10), then

𝐼(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡), 𝑢(4)(𝑡), 𝑢(5)(𝑡)) =

= −𝑎6(𝑡)𝑢′′′(𝑡)
𝑑2

𝑑𝑡2
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))+

+

(︂(︀
− 3𝑎′′6(𝑡) + 𝑎4(𝑡)

)︀
𝑢′′(𝑡) + 𝑎′6(𝑡)𝑢

′′′(𝑡) + 𝑎6(𝑡)𝑢
(4)(𝑡)

)︂
𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))+

+

(︂(︀
− 3𝑎

(4)
6 (𝑡) + 𝑎′′4(𝑡)− 𝑎2(𝑡)

)︀
𝑢′(𝑡) +

(︀
3𝑎′′′6 (𝑡)− 𝑎′4(𝑡)

)︀
𝑢′′(𝑡) +

(︀
2𝑎′′6(𝑡)− 𝑎4(𝑡)

)︀
𝑢′′′(𝑡)−

− 2𝑎′6(𝑡)𝑢
(4)(𝑡)− 𝑎6(𝑡)𝑢(5)(𝑡)

)︂
𝑆(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡))−

− 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡), 𝑢(4)(𝑡), 𝑢(5)(𝑡))

is a first integral of the ordinary differential equation (4).

3. On symmetries and first integrals of equation (4) with
potential operator 𝑁

Suppose that 𝑆 ∈ 𝐶6([𝑡0, 𝑡1]× R).

Definition 4. A transformation

𝑢(𝑡, 𝜀) = 𝑢(𝑡) + 𝜀𝑆(𝑡, 𝑢) (20)

is called a symmetry of equation (4) if, for any sufficiently small 𝜀 and any solution 𝑢 to
this equation, the function 𝑢 (20) is also a solution to equation (4).

Note that in this case the operator 𝑆 is also called a generator of the symmetry of
equation (4).

The invariance criterion was obtained in [25] and formulated in the form of the
following theorem.

Theorem 6. A transformation
𝑢 = 𝑢+ 𝜀𝑆(𝑢)

is a symmetry of equation 𝑁(𝑢) = 0 if and only if

𝑁 ′
𝑢𝑆(𝑢) = 0 (21)

on solutions to this equation.
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Theorem 7. If operator 𝑁 (4) is potential on 𝐷(𝑁) (5) with respect to bilinear form (6),
𝑆1, 𝑆2 are generators of symmetries of equation (4), then

𝐽 [𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), 𝑢′′′(𝑡), 𝑢(4)(𝑡), 𝑢(5)(𝑡)] =
[︀
−𝑎2(𝑡)+𝑎′′4(𝑡)−3𝑎

(4)
6 (𝑡)

]︀
𝑆1(𝑡, 𝑢)𝐷𝑡𝑆2(𝑡, 𝑢)+

+
[︀
𝑎2(𝑡)− 𝑎′′4(𝑡) + 3𝑎

(4)
6 (𝑡)

]︀
𝐷𝑡𝑆1(𝑡, 𝑢)𝑆2(𝑡, 𝑢)+

+
[︀
− 𝑎′4(𝑡) + 3𝑎′′′6 (𝑡)

]︀
𝑆1(𝑡, 𝑢)𝐷

2
𝑡𝑆2(𝑡, 𝑢)+

+
[︀
𝑎′4(𝑡)− 3𝑎′′′6 (𝑡)

]︀
𝐷2
𝑡𝑆1(𝑡, 𝑢)𝑆2(𝑡, 𝑢) +

[︀
− 𝑎4(𝑡) + 2𝑎′′6(𝑡)

]︀
𝑆1(𝑡, 𝑢)𝐷

3
𝑡𝑆2(𝑡, 𝑢)+

+
[︀
𝑎4(𝑡)− 3𝑎′′6(𝑡)

]︀
𝐷𝑡𝑆1(𝑡, 𝑢)𝐷

2
𝑡𝑆2(𝑡, 𝑢) +

[︀
− 𝑎4(𝑡) + 3𝑎′′6(𝑡)

]︀
𝐷2
𝑡𝑆1(𝑡, 𝑢)𝐷𝑡𝑆2(𝑡, 𝑢)+

+
[︀
𝑎4(𝑡)−2𝑎′′6(𝑡)

]︀
𝐷3
𝑡𝑆1(𝑡, 𝑢)𝑆2(𝑡, 𝑢)−2𝑎′6(𝑡)𝑆1(𝑡, 𝑢)𝐷

4
𝑡𝑆2(𝑡, 𝑢)+𝑎

′
6(𝑡)𝐷𝑡𝑆1(𝑡, 𝑢)𝐷

3
𝑡𝑆2(𝑡, 𝑢)−

− 𝑎′6(𝑡)𝐷3
𝑡𝑆1(𝑡, 𝑢)𝐷𝑡𝑆2(𝑡, 𝑢) + 2𝑎′6(𝑡)𝐷

4
𝑡𝑆1(𝑡, 𝑢)𝑆2(𝑡, 𝑢)− 𝑎6(𝑡)𝑆1(𝑡, 𝑢)𝐷

5
𝑡𝑆2(𝑡, 𝑢)+

+ 𝑎6(𝑡)𝐷𝑡𝑆1(𝑡, 𝑢)𝐷
4
𝑡𝑆2(𝑡, 𝑢)− 𝑎6(𝑡)𝐷2

𝑡𝑆1(𝑡, 𝑢)𝐷
3
𝑡𝑆2(𝑡, 𝑢) + 𝑎6(𝑡)𝐷

3
𝑡𝑆1(𝑡, 𝑢)𝐷

2
𝑡𝑆2(𝑡, 𝑢)−

− 𝑎6(𝑡)𝐷4
𝑡𝑆1(𝑡, 𝑢)𝐷𝑡𝑆2(𝑡, 𝑢) + 𝑎6(𝑡)𝐷

5
𝑡𝑆1(𝑡, 𝑢)𝑆2(𝑡, 𝑢) (22)

is a first integral of this equation.

Proof. Let us find the Gâteaux derivative of the operator 𝑁 . We have

𝑁 ′
𝑢ℎ = 𝑎6(𝑡)ℎ

(6)(𝑡) + 𝑎5(𝑡)ℎ
(5)(𝑡) + 𝑎4(𝑡)ℎ

(4)(𝑡) + 𝑎3(𝑡)ℎ
′′′(𝑡)+

+𝑎2(𝑡)ℎ
′′(𝑡) + 𝑎1(𝑡)ℎ

′(𝑡) + (𝑎0)
′
𝑢(𝑡, 𝑢(𝑡))ℎ(𝑡).

Further,

𝑔𝑁 ′
𝑢ℎ =

(︃
6∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑡)ℎ
(𝑖)(𝑡) + (𝑎0)

′
𝑢(𝑡, 𝑢(𝑡))ℎ(𝑡)

)︃
𝑔(𝑡).

We obtain

𝐽1 = 𝑎1(𝑡)ℎ
′(𝑡)𝑔(𝑡) = 𝐷𝑡

(︀
𝑎1(𝑡)ℎ(𝑡)𝑔(𝑡)

)︀
−
(︀
𝑎1(𝑡)𝑔

′(𝑡) + 𝑎′1(𝑡)𝑔(𝑡)
)︀
ℎ(𝑡),

𝐽2 = 𝑎2(𝑡)ℎ
′′(𝑡)𝑔(𝑡) = 𝐷𝑡

(︀
𝑎2(𝑡)ℎ

′(𝑡)𝑔(𝑡)− 𝑎2(𝑡)𝑔′(𝑡)ℎ(𝑡)− 𝑎′2(𝑡)𝑔(𝑡)ℎ(𝑡)
)︀
+

+𝑎2(𝑡)𝑔
′′(𝑡)ℎ(𝑡) + 2𝑎′2(𝑡)𝑔

′(𝑡)ℎ(𝑡) + 𝑎′′2(𝑡)𝑔(𝑡)ℎ(𝑡),

𝐽3 = 𝑎3(𝑡)ℎ
′′′(𝑡)𝑔(𝑡) = 𝐷𝑡

(︀
𝑎3(𝑡)ℎ

′′(𝑡)𝑔(𝑡)− 𝑎3(𝑡)𝑔′(𝑡)ℎ′(𝑡)− 𝑎′3(𝑡)𝑔(𝑡)ℎ′(𝑡)
)︀
+
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+𝐷𝑡

(︀
𝑎3(𝑡)𝑔

′′(𝑡)ℎ(𝑡) + 𝑎′′3(𝑡)𝑔(𝑡)ℎ(𝑡) + 2𝑎′3(𝑡)𝑔
′(𝑡)ℎ(𝑡)

)︀
− 𝑎3(𝑡)𝑔′′′(𝑡)ℎ(𝑡)−

−3𝑎′′3(𝑡)𝑔′(𝑡)ℎ(𝑡)− 3𝑎′3(𝑡)𝑔
′′(𝑡)ℎ(𝑡)− 𝑎′′′3 (𝑡)𝑔(𝑡)ℎ(𝑡),

𝐽4 = 𝑎4(𝑡)ℎ
(4)(𝑡)𝑔(𝑡) = 𝐷𝑡

(︀
𝑎4(𝑡)ℎ

′′′(𝑡)𝑔(𝑡)− 𝑎4(𝑡)𝑔′(𝑡)ℎ′′(𝑡)
)︀
+

+𝐷𝑡

(︀
𝑎4(𝑡)𝑔

′′(𝑡)ℎ′(𝑡)− 𝑎4(𝑡)𝑔′′′(𝑡)ℎ(𝑡) + 2𝑎′4(𝑡)𝑔
′(𝑡)ℎ′(𝑡)

)︀
+

+𝐷𝑡

(︀
𝑎′′4(𝑡)𝑔(𝑡)ℎ

′(𝑡)− 3𝑎′′4(𝑡)𝑔
′(𝑡)ℎ(𝑡)− 𝑎′′′4 (𝑡)𝑔(𝑡)ℎ(𝑡)− 3𝑎′4(𝑡)𝑔

′′(𝑡)ℎ(𝑡)
)︀
−

−𝐷𝑡

(︀
𝑎′4(𝑡)𝑔(𝑡)ℎ

′′(𝑡)
)︀
+ 𝑎4(𝑡)𝑔

(4)(𝑡)ℎ(𝑡) + 4𝑎′′′4 (𝑡)𝑔
′(𝑡)ℎ(𝑡) + 6𝑎′′4(𝑡)𝑔

′′(𝑡)ℎ(𝑡)−

+4𝑎′4(𝑡)𝑔
′′′(𝑡)ℎ(𝑡) + 𝑎

(4)
4 (𝑡)𝑔(𝑡)ℎ(𝑡),

𝐽5 = 𝑎5(𝑡)ℎ
(5)(𝑡)𝑔(𝑡) = 𝐷𝑡

(︀
𝑎5(𝑡)ℎ

(4)(𝑡)𝑔(𝑡)
)︀
−𝐷𝑡

(︀
𝑎5(𝑡)𝑔

′(𝑡)ℎ′′′(𝑡)
)︀
+

+𝐷𝑡

(︀
𝑎5(𝑡)𝑔

′′(𝑡)ℎ′′(𝑡)
)︀
−𝐷𝑡

(︀
𝑎5(𝑡)𝑔

′′′(𝑡)ℎ′(𝑡)
)︀
+

+𝐷𝑡

(︀
𝑎5(𝑡)𝑔

(4)(𝑡)ℎ(𝑡)
)︀
− 5𝑎′5(𝑡)𝑔

(4)(𝑡)ℎ(𝑡)− 𝑎5(𝑡)𝑔(5)(𝑡)ℎ(𝑡)+

+2𝐷𝑡

(︀
𝑎′5(𝑡)𝑔

′(𝑡)ℎ′′(𝑡)
)︀
− 3𝐷𝑡

(︀
𝑎′′5(𝑡)𝑔

′(𝑡)ℎ′(𝑡)
)︀
+ 4𝐷𝑡

(︀
𝑎′′′5 (𝑡)𝑔

′(𝑡)ℎ(𝑡)
)︀
−

−5𝑎(4)5 (𝑡)𝑔′(𝑡)ℎ(𝑡)− 10𝑎′′′5 (𝑡)𝑔
′′(𝑡)ℎ(𝑡) + 6𝐷𝑡

(︀
𝑎′′5(𝑡)𝑔

′′(𝑡)ℎ(𝑡)
)︀
−

−10𝑎′′5(𝑡)𝑔′′′(𝑡)ℎ(𝑡)− 3𝐷𝑡

(︀
𝑎′5(𝑡)𝑔

′′(𝑡)ℎ′(𝑡)
)︀
+ 4𝐷𝑡

(︀
𝑎′5(𝑡)𝑔

′′′(𝑡)ℎ(𝑡)
)︀
−

−𝐷𝑡

(︀
𝑎′5(𝑡)𝑔(𝑡)ℎ

′′′(𝑡)
)︀
+𝐷𝑡

(︀
𝑎′′5(𝑡)𝑔(𝑡)ℎ

′′(𝑡)
)︀
−𝐷𝑡

(︀
𝑎′′′5 (𝑡)𝑔(𝑡)ℎ

′(𝑡)
)︀
+

+𝐷𝑡

(︀
𝑎
(4)
5 (𝑡)𝑔(𝑡)ℎ(𝑡)

)︀
− 𝑎(5)5 (𝑡)𝑔(𝑡)ℎ(𝑡),

𝐽6 = 𝑎6(𝑡)ℎ
(6)(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡 =

= 𝐷𝑡

(︀
𝑎6(𝑡)ℎ

(5)(𝑡)𝑔(𝑡)
)︀
−𝐷𝑡

(︀
𝑎6(𝑡)𝑔

′(𝑡)ℎ(4)(𝑡)
)︀
+𝐷𝑡

(︀
𝑎6(𝑡)𝑔

′′(𝑡)ℎ′′′(𝑡)
)︀
−

−𝐷𝑡

(︀
𝑎6(𝑡)𝑔

′′′(𝑡)ℎ′′(𝑡)
)︀
+𝐷𝑡

(︀
𝑎6(𝑡)𝑔

(4)(𝑡)ℎ′(𝑡)
)︀
− 5𝐷𝑡

(︀
𝑎′6(𝑡)𝑔

(4)(𝑡)ℎ(𝑡)
)︀
+

+15𝑎′′6(𝑡)𝑔
(4)(𝑡)ℎ(𝑡) + 6𝑎′6(𝑡)𝑔

(5)(𝑡)ℎ(𝑡)−𝐷𝑡

(︀
𝑎6(𝑡)𝑔

(5)(𝑡)ℎ(𝑡)
)︀
+

+𝑎6(𝑡)𝑔
(6)(𝑡)ℎ(𝑡) + 2𝐷𝑡

(︀
𝑎′6(𝑡)𝑔

′(𝑡)ℎ′′′(𝑡)
)︀
− 3𝐷𝑡

(︀
𝑎′′6(𝑡)𝑔

′(𝑡)ℎ′′(𝑡)
)︀
+

+4𝐷𝑡

(︀
𝑎′′′6 (𝑡)𝑔

′(𝑡)ℎ′(𝑡)
)︀
− 5𝐷𝑡

(︀
𝑎
(4)
6 (𝑡)𝑔′(𝑡)ℎ(𝑡)

)︀
+ 6𝑎

(5)
6 (𝑡)𝑔′(𝑡)ℎ(𝑡)+

+15𝑎
(4)
6 (𝑡)𝑔′′(𝑡)ℎ(𝑡)− 10𝐷𝑡

(︀
𝑎′′′6 (𝑡)𝑔

′′(𝑡)ℎ(𝑡)
)︀
+ 20𝑎′′′6 (𝑡)𝑔

′′′(𝑡)ℎ(𝑡)+
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+6𝐷𝑡

(︀
𝑎′′6(𝑡)𝑔

′′(𝑡)ℎ′(𝑡)
)︀
− 10𝐷𝑡

(︀
𝑎′′6(𝑡)𝑔

′′′(𝑡)ℎ(𝑡)
)︀
− 3𝐷𝑡

(︀
𝑎′6(𝑡)𝑔

′′(𝑡)ℎ′′(𝑡)
)︀
+

+4𝐷𝑡

(︀
𝑎′6(𝑡)𝑔

′′′(𝑡)ℎ′(𝑡)
)︀
−𝐷𝑡

(︀
𝑎′6(𝑡)𝑔(𝑡)ℎ

(4)(𝑡)
)︀
+𝐷𝑡

(︀
𝑎′′6(𝑡)𝑔(𝑡)ℎ

′′′(𝑡)
)︀
−

−𝐷𝑡

(︀
𝑎′′′6 (𝑡)𝑔(𝑡)ℎ

′′(𝑡)
)︀
+𝐷𝑡

(︀
𝑎
(4)
6 (𝑡)𝑔(𝑡)ℎ′(𝑡)

)︀
−𝐷𝑡

(︀
𝑎
(5)
6 (𝑡)𝑔(𝑡)ℎ(𝑡)

)︀
+ 𝑎

(6)
6 (𝑡)𝑔(𝑡)ℎ(𝑡).

Then taking into consideration conditions (7)–(9) we obtain

𝑔𝑁 ′
𝑢ℎ = ℎ𝑁 ′

𝑢𝑔 +𝐷𝑡

{︂[︀
− 𝑎2(𝑡) + 𝑎′′4(𝑡)− 3𝑎

(4)
6 (𝑡)

]︀
ℎ(𝑡)𝑔′(𝑡) +

[︀
𝑎2(𝑡)− 𝑎′′4(𝑡) + 3𝑎

(4)
6 (𝑡)

]︀
ℎ′(𝑡)𝑔(𝑡)+

+
[︀
− 𝑎′4(𝑡) + 3𝑎′′′6 (𝑡)

]︀
ℎ(𝑡)𝑔′′(𝑡) +

[︀
𝑎′4(𝑡)− 3𝑎′′′6 (𝑡)

]︀
ℎ′′(𝑡)𝑔(𝑡) +

[︀
− 𝑎4(𝑡) + 2𝑎′′6(𝑡)

]︀
ℎ(𝑡)𝑔′′′(𝑡)+

+
[︀
𝑎4(𝑡)− 3𝑎′′6(𝑡)

]︀
ℎ′(𝑡)𝑔′′(𝑡) +

[︀
− 𝑎4(𝑡) + 3𝑎′′6(𝑡)

]︀
ℎ′′(𝑡)𝑔′(𝑡)+

+
[︀
𝑎4(𝑡)− 2𝑎′′6(𝑡)

]︀
ℎ′′′(𝑡)𝑔(𝑡)− 2𝑎′6(𝑡)ℎ(𝑡)𝑔

(4)(𝑡) + 𝑎′6(𝑡)ℎ
′(𝑡)𝑔′′′(𝑡)−

−𝑎′6(𝑡)ℎ′′′(𝑡)𝑔′(𝑡) + 2𝑎′6(𝑡)ℎ
(4)(𝑡)𝑔(𝑡)− 𝑎6(𝑡)ℎ(𝑡)𝑔(5)(𝑡)+

+𝑎6(𝑡)ℎ
′(𝑡)𝑔(4)(𝑡)− 𝑎6(𝑡)ℎ′′(𝑡)𝑔′′′(𝑡) + 𝑎6(𝑡)ℎ

′′′(𝑡)𝑔′′(𝑡)−

−𝑎6(𝑡)ℎ(4)(𝑡)𝑔′(𝑡) + 𝑎6(𝑡)ℎ
(5)(𝑡)𝑔(𝑡)

}︂
.

Substituting 𝑆1(𝑡, 𝑢) and 𝑆2(𝑡, 𝑢) into the last expression instead of ℎ and 𝑔,
respectively, and taking into account (21), we conclude that 𝐽 of the form (22) is the
first integral of the considered equation.

□

Conclusion

In the paper, we use some methods based on application of transformation of
variables to establish invariance of the given sixth-order ordinary differential equation
with the potential operator and the corresponding Hamilton-Ostrogradskii action. Some
first integrals of the considered equation are also found.
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Conditionally ideal structures in solving discrete optimization
problems. Part 1.

Lemtyuzhnikova D. V.

Abstract. This paper introduces and systematically develops the theory of Conditionally
Ideal Structures (CIS) — a novel framework for reducing the computational complexity of NP-
hard problems by leveraging structural data invariants. Departing from classical approaches
rooted in the P versus NP dichotomy, the proposed method establishes a direct connection
between algorithmic asymptotics and the geometric properties of data, particularly hierarchical
organization and sparsity. The theoretical foundation is built upon two principal asymptotic
regimes: the logarithmic regime (𝑘(𝑛) = 𝑂(log 𝑛)) and the sub-exponential regime
(𝑘(𝑛) = Θ(𝑛𝜀)), where 𝑘(𝑛) represents a structural parameter quantifying data complexity.

The core contribution lies in formalizing structural parameters and introducing
compensating functions that transform structural constraints into computational resources.
This enables the derivation of structurally-compensated complexity bounds of the
form 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛)) = 𝑂(𝑓(𝑘(𝑛)) · 𝑛𝜉), where 𝑓(𝑘(𝑛)) suppresses exponential growth. A key
theoretical result is the proof of asymptotic controllability, guaranteeing that for any CIS,
lim𝑛→∞ 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))/𝑒𝑛 = 0, thus ensuring complexity grows substantially slower than a pure
exponential.

Further theoretical advancements include:

∙ The proof of algebraic closure of the CIS class under fundamental operations like
composition (⊕) and intersection (∩), enabling the combination of structural patterns
while preserving complexity guarantees.
∙ A rigorous formalization of the boundary between tractable and intractable problem

instances, firmly grounded in the Strong Exponential Time Hypothesis (SETH).
∙ The development of a formal compensation procedure for constructing and verifying

adaptive algorithms tailored to specific data structures.

The practical utility of the CIS framework is demonstrated through its application to diverse
domains, including graph optimization (e.g., problems parameterized by treewidth), metric
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clustering, and sparse matrix processing. In these cases, the exploitation of structural parameters
leads to complexity reductions from exponential to polynomial or sub-exponential.

In conclusion, the theory of Conditionally Ideal Structures provides a unified and powerful
methodology for designing efficient algorithms in scenarios of structural data heterogeneity. It
extends the toolbox of parameterized complexity and opens promising avenues for future research,
such as the exploration of singular parameters, integration with machine learning for automatic
CIS identification, and the analysis of complexity phase transitions.

Keywords: conditionally ideal structures, parameterized complexity, SETH hypothesis,
subpolynomial algorithms, NP-hard problems, discrete optimization

Введение

Современная теория вычислительной сложности сталкивается с фундаменталь-
ным вызовом: преодоление разрыва между теоретической классификацией задач и их
практической разрешимостью в условиях экспоненциального роста комбинаторного
пространства. Несмотря на значимость классической дихотомии классов P и NP [5],
её ограниченность при анализе задач со скрытыми структурными закономерностя-
ми требует разработки новых аналитических инструментов. Как показано в работах
по NP-трудности [7], даже принципиально сложные задачи могут содержать под-
классы, допускающие эффективные алгоритмы при наличии специфических струк-
турных свойств. Данный факт послужил основой для развития параметризованной
сложности [6, 14], где введение структурных параметров позволило смягчить вы-
числительную трудность для определённых случаев. Однако применяемые cубполи-
номиальные алгоритмы [8, 9] и процедуры выделения ядер [10, 11], долгое время
оставались разрозненными подходами, требующими унифицирующей теоретической
платформы.

Предлагаемая концепция условно-идеальных структур (Conditionally Ideal
Structures, CIS) устраняет этот пробел, обобщая идеи из различных областей тео-
рии сложности. Центральным элементом CIS является параметризация сложности
в взаимодополняющих случаях: логарифмическом (𝑘(𝑛) = 𝑂(log 𝑛)) и cубполиноми-
альном (𝑘(𝑛) = Θ(𝑛𝜀)), где структурные инварианты данных (иерархичность, раз-
реженность) подавляют комбинаторный взрыв. Теоретические корни подхода про-
слеживаются в работах Эдмондса по матроидам [4], где структурные ограниче-
ния гарантировали эффективность жадных алгоритмов, а также в исследованиях
Ю. И. Журавлёва [1] и Б. Тариана [3], связанных с декомпозицией сложных струк-
тур. Критическим аспектом разработки является согласование метода с гипотезой
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о сильной экспоненциальной временной сложности (SETH) [13], устанавливающей
принципиальные ограничения для задач типа 𝑘-SAT.

Предлагаемое в работе использование композиции функций 𝑘 и 𝑓 для оценки
сложности CIS является одним из возможных инструментов для более тонкой оценки
сложности структур и разрешимости оптимизационных задач на таких структурах.

В отличие от известных идеальных структур, приводящих к полиномиальной
разрешимости соответствующих задач, в представленном подходе отдельными эта-
пами ставятся задачи распознавания CIS и алгоритмическая наполняемость методов
решения в соответствии с выявленной сложностью структуры. В прикладном аспек-
те для конкретной структуры задачи ставится в соответствие компромиссная CIS,
на которой находится приемлемое приближенное решение. Синтез близких CIS свя-
зывается с близостью задач, решений и алгоритмов. Такой подход апробирован для
задач многоагентной маршрутизации на сложных структурах.

Теоретическая значимость исследования проявляется в трёх ключевых аспектах.
Во-первых, доказана алгебраическая замкнутость класса CIS относительно операций
композиции и пересечения, что открывает возможности комбинирования структур-
ных паттернов. Во-вторых, установлена строгая связь с гипотезой SETH, позволяю-
щая установить границу между практически разрешимыми и принципиально труд-
ными случаями. В-третьих, разработаны условия существования полиномиальных
аппроксимационных схем, расширяющие классические результаты параметризован-
ной сложности.

Структура статьи отражает логику развития теоретического аппарата. В разде-
ле 2 вводятся формальные определения CIS и анализируются их асимптотические
свойства. Раздел 3 посвящён алгебраическим операциям над CIS, включая доказа-
тельство замкнутости класса. Каждый раздел сопровождается строгими доказатель-
ствами и иллюстративными примерами, подчёркивающими единство теоретической
основы и её прикладную релевантность.

1. Структурные параметры задачи

Современные вычислительные задачи часто требуют анализа не только объёма
данных, но и их внутренней структуры. Традиционные подходы к оценке сложности
алгоритмов, опирающиеся исключительно на размер 𝑛 входных данных.

Ключевая проблема заключается в установлении связи между структурными
свойствами данных и вычислительной сложностью. Для этого необходимо чётко
определить объекты исследования: что считать входными данными, как выделить
«простые» и «сложные» случаи. Кроме того, нужно ввести количественные меры
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структурной сложности — параметры, отражающие внутреннюю организацию дан-
ных, а также установить асимптотические рамки: понять, как структурные ограни-
чения влияют на рост сложности при 𝑛→∞.

Всё это требует единой формальной модели, которая: отделит абстрактные свой-
ства данных от конкретных алгоритмов, позволит сравнивать задачи разной природы
через призму структурной сложности и станет основой для анализа компромиссов
между точностью и эффективностью. Предлагается модель вычислительной задачи,
которая послужит основной для построения такой теории. Она зафиксирует три кри-
тических компонента: множество допустимых входов, класс «позитивных» случаев
и функцию, измеряющую размерность данных. Предлагаемая модель лежит в осно-
ве построения методики, где структурные параметры данных трансформируются в
вычислительные ресурсы — от полиномиальных до субэкспоненциальных.

Определение 1 (Вычислительная задача). Вычислительной задачей называется
кортеж Π=(𝒟 ,𝒴 , 𝑛), где 𝒟 — множество допустимых входных данных, 𝒴 ⊆𝒟 —
подмножество данных с положительным ответом, 𝑛 : 𝒟→N — вычислимая за поли-
номиальное время функция от размера данных 𝑑∈𝒟 , задающая размерность данных.

Анализ вычислительной сложности традиционно опирается на размер входных
данных 𝑛, однако во многих задачах решающую роль играют не объёмы информации,
а её внутренняя организация. Например, древовидная ширина графа, ранг матри-
цы или степень кластеризации данных могут радикально влиять на эффективность
алгоритмов, даже при растущем 𝑛.

Необходимо ввести количественные меры, отражающие структурные свойства
объектов. Такие меры должны быть вычислимыми — позволять эффективно оцени-
вать сложность данных на практике, согласовываться с размером 𝑛, то есть гаран-
тировать корректный асимптотический анализ, а также объяснять вариативность
сложности — показывать, почему задачи с одними данными решаются быстрее дру-
гих при одинаковом 𝑛.

Для реализации этих требований предлагается ввести понятие структурного па-
раметра — функции, измеряющей внутреннюю сложность данных. Это понятие поз-
воляет классифицировать задачи по степени структурной сложности, тем самым
создавая инструмент для проектирования адаптивных алгоритмов, эффективных на
специфических классах входов. Реализация данной технологии предусматривает воз-
можность оценивать вычислительные ресурсы через связь параметра с асимптоти-
кой до выполнения вычислений. Например, для графов параметром может служить
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размер минимального вершинного покрытия, а для матриц — число линейно незави-
симых строк. Данные параметры не зависят от реализации алгоритмов, а являются
свойством самих данных, что делает их универсальным инструментом анализа.

Формализуем это понятие, чтобы зафиксировать требования к структурным па-
раметрам и установить их роль в теории вычислительной сложности.

Определение 2 (Структурный параметр). Функция 𝑘 : N→ R+ называется струк-
турным параметром задачи Π, если выполняются следующие условия:

1) вычислимость: для любого 𝑑 ∈ 𝒟 существует алгоритм, вычисляющий 𝑘(𝑛)

за время 𝑂(𝑛𝑐), где 𝑐 > 0;
2) согласованность: существует полином 𝑝 : N → N, такой что 𝑘(𝑛) ≤ 𝑝(𝑛) для

всех 𝑛.

Термин «параметр» сохранён для 𝑘(𝑛), несмотря на его функциональную зависи-
мость от 𝑛, по следующим причинам. Структурный параметр 𝑘(𝑛) введен для оценки
структурных свойств данных (например, размер ядра, степень разреженности), ко-
торые напрямую влияют на вычислительную сложность алгоритмов. В частности, в
оптимизационных задачах параметры часто зависят от размера данных (например,
число итераций в адаптивных методах), но сохраняют название «параметров», так
как управляют балансом между точностью и эффективностью. Структурный пара-
метр 𝑘(𝑛) можно интерпретировать как «динамический» параметр, адаптирующий-
ся к размеру задачи, позволяет классифицировать данные по структурной сложно-
сти, строить алгоритмы с некоторой асимптотикой и связывать свойства данных с
вычислительной трудоёмкостью.

Кроме того, в работе явно предполагается, что 𝑘 зависит только от 𝑛, а не от
конкретных данных 𝑑. Это упрощение позволяет анализировать асимптотику 𝑘(𝑛),
абстрагируясь от деталей структуры 𝑑. Общий случай 𝑘(𝑑) требует отдельного изу-
чения (см. замечание ниже).

Замечание 1 (О зависимости от данных). В данной работе ограничимся структур-
ными параметрами, зависящими только от размера данных 𝑛. Это позволяет изучать
асимптотическую сложность через призму роста 𝑘(𝑛), не анализируя тонкие струк-
турные свойства 𝑑. Обобщение на случай 𝑘(𝑑), зависящих от внутренней структуры
данных (например, дерева, матрицы), требует методов параметризованной сложно-
сти и будет рассмотрено отдельно.

Замечание 2 (О целочисленности). Значения 𝑘(𝑛) могут быть нецелыми, но для
приложений их можно округлять до ближайшего натурального числа без потери

«Таврический вестник информатики и математики», №2 (67)’ 2025



72 Д. В. Лемтюжникова

общности. Округление до N не влияет на асимптотический анализ, так как сохраня-
ется порядок роста. Поэтому далее будем исходить из того, что 𝑘(𝑛) ∈ N.

В следующем определении параметр 𝛼 вводится для количественной характери-
стики скорости роста структурного параметра 𝑘(𝑛) относительно размера данных 𝑛.

Определение 3 (Асимптотический показатель структурной сложности). Для
структурного параметра определим величину:

𝛼
def
= lim

𝑛→∞

ln 𝑘(𝑛)

ln𝑛
.

Если данный предел существует, то значение 𝛼 называется асимптотическим по-
казателем структурной сложности параметра 𝑘(𝑛), а структурный параметр 𝑘(𝑛)
имеет показатель 𝛼.

Параметр 𝛼 возникает из логарифмической асимптотики, что позволяет выра-
зить 𝑘(𝑛) в виде: 𝑘(𝑛) ∼ 𝑛𝛼, где 𝛼 определяет доминирующую степенную зависи-
мость. Посмотрим, как конкретные пороги асимптотического показателя структур-
ной сложности связаны с классами сложности.

Таблица 1. Связь асимптотического показателя структурной сложно-
сти с классами сложности

значение 𝛼 тип роста пример 𝑘(𝑛)
𝛼 = 0 Сублогарифмический рост (SLG) 𝑘(𝑛)
𝛼 = 0 Полилогарифмический рост (PLG) 𝑘(𝑛) = (log 𝑛)2

0 < 𝛼 < 1 Сублинейный рост (SBL) 𝑘(𝑛) =
√
log 𝑛

𝛼 = 1 Квазилинейный рост (SGL) 𝑘(𝑛)
𝛼 не существует Осциллирующий/Гибридный рост 𝑘(𝑛)

Далее, для того, чтобы ставить вопрос об эффективности решения вычислитель-
ной задачи, необходимо определить стандартные режимы асимптотики. Данные ре-
жимы основаны на знаниях о скорости сходимости функций.

Замечание 3. Для определения стандартных режимов асимптотики будем исполь-
зовать следующие типы роста функций:

𝑓(𝑛) = 𝑜(𝑔(𝑛)) («𝑓 растёт медленнее 𝑔»);
𝑓(𝑛) = Θ(𝑔(𝑛)) («𝑓 растёт так же, как 𝑔»);
𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛)) («𝑓 ограничена сверху 𝑔»);
𝑓(𝑛) = Ω(𝑔(𝑛)) («𝑓 растет не быстрее, чем 𝑔»).

Стандартными режимами асимптотики будем понимать три базовых режима,
описанных в определении ниже.
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Определение 4 (Стандартные режимы асимптотики). Для функций 𝑔 : N → R+

определим:

1) сублогарифмический (SLG): 𝑔(𝑛) = 𝑜(log 𝑛);
2) сублинейный (SBL): 𝑔(𝑛) = Θ(𝑛𝛼), 𝛼 ∈ (0, 1);
3) полилогарифмический (PLG): 𝑔(𝑛) = Θ((log 𝑛)𝑐), 𝑐 > 0.

Предложенные в определении режимы аналогичны классификации алгоритмов
по времени работы: SLG — очень медленный рост (например, поиск в отсортирован-
ном массиве), PLG — умеренный рост (например, алгоритмы с временем выполнения
𝑂(𝑛2)), SBL — близкий к линейному, но не достигающий его (например, 𝑂(𝑛 log 𝑛)).

Далее примеры иллюстрируют, как предложенная классификация разделяет па-
раметры по их асимптотическому поведению, что важно для анализа вычислитель-
ной сложности.

Пример 1 (Режимы асимптотики). Примеры, иллюстрирующие определение 4:
SLG: 𝑘(𝑛) = (ln𝑛)1/2, PLG: 𝑘(𝑛) = (ln𝑛)2, SBL: 𝑘(𝑛) = 𝑛0.8.

Исходя из этой классификации определим два вида асимптотики для структур-
ного параметра: регулярная и сингулярная.

Определение 5 (Регулярная асимптотика). Структурный параметр 𝑘(𝑛) называ-
ется регулярным, если его асимптотический показатель структурной сложности 𝛼

существует и удовлетворяет условию: 𝛼 ∈ [0, 1). Множество регулярных параметров
обозначим ℛ(Π).

Структурные параметры, характеризующие внутреннюю организацию данных,
демонстрируют разнообразные асимптотические режимы роста. Эти режимы напря-
мую влияют на вычислительную сложность алгоритмов: от полиномиальной до суб-
экспоненциальной. Остаётся открытым вопрос: как именно показатель регулярности
𝛼 связан с конкретными формами роста структурного параметра 𝑘(𝑛)?

Понимание этой связи позволяет классифицировать алгоритмы по их чувстви-
тельности к структурным ограничениям. Например, для задач с 𝛼=0 (кластеризация
с логарифмическим числом кластеров) сложность остаётся полиномиальной, тогда
как при 𝛼∈(0, 1) (например, декомпозиция графов с древовидной шириной Θ(𝑛0.5))
она становится субэкспоненциальной.

Следующая теорема устанавливает строгое соответствие между показателем 𝛼 и
регулярным структурным параметром 𝑘(𝑛), что становится основой для анализа и
сравнения алгоритмов в рамках единой теоретической схемы.
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Теорема 1 (Режимы регулярных параметров). Пусть 𝑘(𝑛) — регулярный струк-
турный параметр с показателем 𝛼 = lim

𝑛→∞
ln 𝑘(𝑛)
ln𝑛
∈ [0, 1). Тогда:

1) если 𝛼 = 0, то ∀𝜀 > 0 : 𝑘(𝑛) = 𝑜(𝑛𝜀);
2) если 𝛼 ∈ (0, 1), то 𝑘(𝑛) = Θ(𝑛𝛼).

Доказательство. Докажем оба случая, используя свойства логарифмической асимп-
тотики.

Случай 1: 𝛼 = 0. По определению предела:

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 : ∀𝑛 > 𝑁
ln 𝑘(𝑛)

ln𝑛
< 𝜀.

Откуда получаем: 𝑘(𝑛) < 𝑒𝜀 ln𝑛 = 𝑛𝜀, т. е. 𝑘(𝑛) = 𝑜(𝑛𝜀). Это включает:

∙ сублинейный рост: 𝑘(𝑛) = 𝑂(ln𝑛);
∙ полилогарифмический рост: 𝑘(𝑛) = Θ((ln𝑛)𝑐).

Случай 2: 𝛼 ∈ (0, 1). Для 𝜀 = 𝛼/2 найдём 𝑁 , такое что:

∀𝑛 > 𝑁 𝛼− 𝜀 < ln 𝑘(𝑛)

ln𝑛
< 𝛼+ 𝜀.

Умножая на ln𝑛, получим: (𝛼−𝜀) ln𝑛< ln 𝑘(𝑛)<(𝛼 + 𝜀) ln𝑛 или 𝑛𝛼−𝜀<𝑘(𝑛)<𝑛𝛼+𝜀,
откуда 𝑘(𝑛)=Θ(𝑛𝛼). □

Замечание 4 (О границах применимости). Теорема 1 работает только для
параметров с регулярной асимптотикой. Исключены осциллирующие функции:
𝑘(𝑛) = 𝑛sin(ln𝑛) и гибридные случаи вида

𝑘(𝑛) =

⎧⎨⎩𝑛0.5, 𝑛 чётное,

ln2 𝑛, 𝑛 нечётное.

Хотя основное внимание в работе уделено регулярным структурным параметрам,
важно отметить существование сингулярных параметров — классов 𝑘(𝑛), для кото-
рых стандартные режимы асимптотики неприменимы. Эти параметры возникают
в случаях, когда предел 𝛼 не существует, например, для осциллирующих функций
𝑘(𝑛)=𝑛sin(ln𝑛), или когда предел достигает граничных значений (𝛼=0 или 𝛼=1), но
поведение 𝑘(𝑛) не вписывается в стандартные классы (например, 𝑘(𝑛)=𝑛 · (log 𝑛)−1

при 𝛼=1). Сингулярные параметры представляют собой «пограничные» случаи, где
структурная сложность данных не может быть однозначно классифицирована как
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регулярная. Они важны, поскольку указывают на направления, где стандартные ме-
тоды анализа сложности требуют модификаций (например, для параметров с хао-
тичным или пограничным поведением). Таким образом, введение сингулярных пара-
метров не только завершает общую картину, но и очерчивает границы применимости
текущей теории, оставляя пространство для её расширения.

Определение 6 (Сингулярный параметр). Структурный параметр 𝑘(𝑛) называется
сингулярным, если либо показатель 𝛼 не существует, либо 𝛼 ≥ 1. Множество сингу-
лярных параметров обозначим 𝒮 (Π).

Пример 2 (Примеры сингулярных параметров).

Осциллирующий: 𝑘(𝑛) = 𝑛sin(log𝑛), ∄ lim ln 𝑘(𝑛)
ln𝑛

.
Квазилинейный: 𝑘(𝑛) = 𝑛

log𝑛
, 𝛼 = 1, 𝑘(𝑛) = 𝑛/(log 𝑛)𝑐, 𝑐 > 0.

Хотя регулярные параметры охватывают широкий класс задач, существуют слу-
чаи, когда асимптотика 𝑘(𝑛) не подчиняется регулярным паттернам. Это мотивирует
введение сингулярных параметров, которые требуют отдельного анализа. Следую-
щая теорема формализует условия, при которых параметр 𝑘(𝑛) считается сингу-
лярным, и описывает его асимптотические свойства. В данной работе сингулярные
параметры не используются для построения дальнейшей теории. Их изучение закла-
дывает основу для будущих исследований, где «пограничные» случаи могут стать
ключом к пониманию фазовых переходов в вычислительной сложности.

Теорема 2 (Режимы сингулярных параметров). Для любого 𝑘(𝑛) ∈ 𝒮 (Π) верно:

1) осциллирующий режим: lim inf ln 𝑘(𝑛)
ln𝑛
̸= lim sup ln 𝑘(𝑛)

ln𝑛
;

2) квазилинейный режим: lim𝑛→∞
ln 𝑘(𝑛)
ln𝑛

= 1, но 𝑘(𝑛) = 𝑜(𝑛).

Доказательство.
1. Для любого 𝑘(𝑛) ∈ 𝒮 (Π):

Если предел 𝛼 не существует:

lim inf
ln 𝑘(𝑛)

ln𝑛
̸= lim sup

ln 𝑘(𝑛)

ln𝑛
=⇒ Осциллирующий режим.

Если предел 𝛼 существует, но 𝛼 = 1:

lim
𝑛→∞

ln 𝑘(𝑛)

ln𝑛
= 1 =⇒ Квазилинейный режим.

При этом 𝑘(𝑛) = 𝑜(𝑛), например:

𝑘(𝑛) =
𝑛

log 𝑛
=⇒ 𝛼 = 1− lim

𝑛→∞

ln log 𝑛

ln𝑛
= 1.
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2. Если любой сингулярный параметр удовлетворяет условию ∄𝛼 ∈ [0, 1), то пре-
дел не существует или предел существует и равен 1. □

Замечание 5. Предложенная классификация покрывает все сингулярные случаи,
сохраняет совместимость с регулярными параметрами и допускает расширение для
сложных осцилляций.

Классификация структурных параметров на регулярные и сингулярные играет
важную роль в анализе вычислительной сложности.

Для систематизации задач важно выяснить, является ли такое разделение ис-
черпывающим. Если классификация полна и непересекающася, это позволит строить
иерархии сложности, группируя задачи по асимптотике их структурных параметров,
разрабатывать универсальные методы анализа, разделяя случаи с предсказуемой и
«хаотичной» структурой данных, а также формализовать границы применимости
алгоритмов, выделяя классы входов, где экспоненциальный взрыв сложности неиз-
бежен. Например, для задач кластеризации регулярные параметры (типа размера
кластеров) допускают субэкспоненциальные алгоритмы, в то время как сингуляр-
ные (например, фрактальная размерность данных) могут требовать принципиально
иных подходов.

Следующая теорема устанавливает, что предложенная классификация не только
логически непротиворечива, но и полна — любой структурный параметр, удовлетво-
ряющий 𝑘(𝑛)=𝑜(𝑛), принадлежит ровно одному из двух классов.

Теорема 3 (Полнота классификации). Для любого структурного параметра
𝑘(𝑛) ∈ 𝒦 (Π), удовлетворяющего 𝑘(𝑛) = 𝑜(𝑛), выполняется:

𝑘(𝑛) ∈ ℛ(Π) ⊔𝒮 (Π),

где: ℛ(Π) — класс регулярных параметров (Опр. 5), 𝒮 (Π) — класс сингулярных
параметров (Опр. 6), причём ℛ(Π) ∩𝒮 (Π) = ∅.

Доказательство.
1. Полнота: Пусть даны 𝑘(𝑛) ∈ 𝒦 (Π) и 𝑘(𝑛) = 𝑜(𝑛), рассмотрим значения

соответствующего показателя 𝛼.

Случай 1: Если предел существует и 𝛼 ∈ [0, 1), то по Опр. 5 𝑘(𝑛) ∈ ℛ(Π).
Случай 2: Если предел:
– не существует;
– или 𝛼 = 0 (но 𝑘(𝑛) ̸= 𝑂((log 𝑛)𝑐));
– или 𝛼 = 1 (но 𝑘(𝑛) = 𝑜(𝑛)),

то по Опр. 6 𝑘(𝑛) ∈ 𝒮 (Π).
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2. Непересекаемость: Предположим ∃𝑘(𝑛) ∈ ℛ(Π) ∩ 𝒮 (Π). Тогда по Опр. 5:
∃𝛼 ∈ [0, 1), по Опр. 6: 𝛼 /∈ [0, 1) или предел не существует. Противоречие, следова-
тельно, ℛ(Π) ∩𝒮 (Π) = ∅. □

Пример 3 (Проверка полноты). Рассмотрим несколько примеров с разными типом
роста функции:

регулярный параметр: 𝑘(𝑛) = 𝑛0.5, 𝛼 = 0.5 ∈ (0, 1);
сингулярный (осциллирующий): 𝑘(𝑛) = 𝑛sin(log𝑛), ∄𝛼;
сингулярный (предельный): 𝑘(𝑛) = 𝑛

log log𝑛
, 𝛼 = 1 /∈ [0, 1).

Замечание 6 (Об ограничении 𝑘(𝑛) = 𝑜(𝑛)). Теорема 3 рассматривает только струк-
турные параметры с 𝑘(𝑛)=𝑜(𝑛). Это связано с тем, что параметры, растущие быстрее
𝑛, выходят за рамки данной классификации и требуют отдельного анализа.

Таким образом, введение структурных параметров с регулярной и сингулярной
асимптотикой позволяет систематизировать анализ вычислительных задач. Теоре-
мы 1 и 3 устанавливают исчерпывающую классификацию, которая связывает слож-
ность алгоритмов со структурой данных, разделяет задачи на практически разре-
шимые (cубполиномиальные/квазилинейные) и принципиально трудные (сингуляр-
ные). Далее рассматриваются структурные параметры с регулярной асимптотикой,
однако, дальнейшие исследования могут быть направлены на изучение нерегулярных
параметров с осциллирующей асимптотикой и их приложений.

2. Понятие условно–идеальных структур

Рассмотренные структурные параметры, характеризуют внутренние свойства
данных. Однако для анализа сложности алгоритмов необходимо связать эти пара-
метры с вычислительными ресурсами.

Введём функцию, которая отображает структурную сложность объекта в коли-
чественную оценку трудоёмкости. Такая функция должна: учитывать асимптотику
структурного параметра 𝑘(𝑛), экспоненциальные эффекты при росте 𝑛, а также раз-
делить влияние структурных ограничений (через зависимость от 𝑘(𝑛)) и базовой
сложности обработки (через полиномиальный член). Формализация этой идеи по-
требует специального определения, которое позволит разделить вклад «структурной
управляемости» и «размерности данных» в итоговую сложность алгоритма.

Определение 7 (Компенсирующая функция). Пусть 𝑘(𝑛) — регулярный структур-
ный параметр с показателем 𝛼. Компенсирующей функцией для 𝑘(𝑛) называется
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функция 𝑓 : N→ R+, определяемая следующим образом:

𝑓(𝑘(𝑛)) =

⎧⎨⎩𝑘𝑚(𝑛), если 𝛼 = 0,

2𝑘(𝑛), если 𝛼 ∈ (0, 1),
(1)

где 𝑚 > 𝜉 — абсолютные константы, не зависящие от 𝑛.

Замечание 7. Определение связывает вид компенсирующей функции с асимптоти-
ческим поведением 𝑘(𝑛). При логарифмическом росте структурного параметра 𝑘(𝑛)
с показателем 𝛼=0 полином 𝑘𝑚(𝑛) сохраняет итоговую сложность полиномиальной.
При степенном росте структурного параметра 𝑘(𝑛) ∼ 𝑛𝛼 с показателем 𝛼∈(0, 1) экс-
понента 2𝑘(𝑛) позволяет выделить субэкспоненциальную сложность 𝑂(2𝑛𝛼).

Перейдём к формализации совместного влияния структурных параметров и ком-
пенсирующих функций на вычислительную сложность. Для этого необходимо объ-
единить два ключевых аспекта: структурную сложность данных, выраженную через
параметр 𝑘(𝑛) и механизм компенсации, преобразующий структурные ограничения
в вычислительный ресурс. Такое объединение позволяет выяснить, как количествен-
но оценить сложность алгоритма, учитывая не только размер данных 𝑛, но и их
скрытые структурные свойства.

Временная сложность, зависящая от 𝑘(𝑛), должна сохранять асимптотическую
сложность (т. е. исключать экспоненциальный рост), разделить вклад полиномиаль-
ной компоненты 𝑛𝜉, отражающей базовую обработку данных, и компенсирующей
функции 𝑓(𝑘(𝑛)), отвечающая за структурные ограничения. Для решения этих задач
введём понятие, которое свяжет структурные параметры, компенсирующие функции
и итоговую сложность в единую модель, которое станет основой для анализа алго-
ритмов на структурно-сложных данных.

В теории сложности вычислений обозначения 𝑇 (𝑛) и 𝑇 (𝑛, 𝑘) используются для
описания временной сложности алгоритмов, но в разных контекстах. 𝑇 (𝑛) — это
функция, описывающая максимальное время работы алгоритма в зависимости от
размера входа 𝑛, где 𝑛 — основная мера данных (например, число бит, вершин графа
или элементов массива). 𝑇 (𝑛, 𝑘) — функция, описывающая время работы алгоритма
в зависимости от двух переменных: 𝑛 — размера входа, 𝑘 — дополнительного пара-
метра задачи, который характеризует её структурные свойства (например, размер
решения, древовидная ширина графа, размер ядра). В отличие от параметризован-
ной сложности, где 𝑘 фиксирован, в данной работе 𝑘(𝑛) является функцией от 𝑛, что
отражает структурные ограничения данных. Поэтому далее определим структурно-
компенсированную сложность с помощью функции сложности, которая зависит от
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𝑛 — размера входа, 𝑘(𝑛) — структурного параметра задачи, который характеризует
её структурные свойства в зависимости от 𝑛.

Определение 8 (Структурно-компенсированная сложность). Алгоритм решения
задачи Π имеет структурно-компенсированную сложность, если функция его вре-
менной сложности выражается как:

𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛)) = 𝑂(𝑓(𝑘(𝑛)) · 𝑛𝜉), (2)

где: 𝑓(𝑘(𝑛)) — компенсирующая функция, 𝑘(𝑛), 𝜉 > 0 — константа. При этом
функцию временной сложности 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛)) будем называть функцией структурно-
компенсированной сложности.

Теперь покажем, как конкретная асимптотика и структурный параметр встроены
в вычислительную задачу.

Пример 4 (Пример структурного параметра в SBL-режиме).
Задача: Факторизация матрицы.
Структурный параметр: 𝑘(𝑛) = ранг матрицы.
Пример значения: 𝑘(𝑛) = 𝑛0.4.
Компенсирующая функция: 𝑓(𝑘(𝑛)) = 2𝑘(𝑛) = 2𝑛

0.4 .
Сложность: 𝑇 (𝑛) = 𝑂(2𝑛

0.4 · 𝑛3) — субэкспоненциальная сложность.
Пояснение: низкий ранг матрицы позволяет использовать методы декомпозиции, со-
кращающие вычислительные ресурсы. Экспонента 2𝑛

0.4 растет медленнее 2𝑛.

Пример 5.
Задача: Проверка наличия гамильтонова цикла в графе.
Структурный параметр 𝑘(𝑛) : древовидная ширина графа.
Пример значения: 𝑘(𝑛) = log 𝑛.
Компенсирующая функция: 𝑓(𝑘(𝑛)) = 𝑘3(𝑛) = (log 𝑛)3.
Сложность: 𝑇 (𝑛) = 𝑂((𝑙𝑜𝑔𝑛)3 · 𝑛2) — полиномиальная сложность.
Пояснение: для графов с логарифмической древовидной шириной алгоритмы на ос-
нове динамического программирования сохраняют полиномиальную сложность, из-
бегая экспоненциального взрыва.

До этого момента в работе рассматривались связи структурных свойств данных
с асимптотикой алгоритмов. Однако принципиальный вопрос остаётся открытым:
какие именно классы данных позволяют достигать управляемой сложности, и как
формально описать их свойства?
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Для ответа на него необходимо выделить подмножества данных, где структурный
параметр 𝑘(𝑛) эффективно ограничивает комбинаторную сложность задачи, ком-
пенсирующая функция 𝑓(𝑘(𝑛)) гарантирует выполнение асимптотического условия
𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛)) ≪ 𝑒𝑛, а алгоритмическая эффективность достигается за счёт явного ис-
пользования структурных паттернов. Такие подмножества формализуют интуитив-
ное представление о «хороших» данных — объектах, внутренняя организация кото-
рых приводит к экспоненциальному росту сложности. Их выделение позволяет клас-
сифицировать задачи по степени структурной управляемости, строить адаптивные
алгоритмы, эффективные на специфических классах входов, а также анализировать
границы применимости методов параметризованной сложности. Для работы с этими
классами введём понятие, объединяющее структурные параметры, компенсирующие
функции и асимптотические гарантии в единую схему, которое станет основой для
изучения «идеальных» структур данных в контексте вычислительной сложности.

Определение 9 (Условно-идеальная структура). Для вычислительной задачи
Π=(𝒟 ,𝒴 , 𝑛) множество 𝑆 ⊆ 𝒟 называется условно-идеальной структурой (CIS),
если существует регулярный структурный параметр 𝑘(𝑛) : 𝑆→N и компенси-
рующая функция 𝑓 : N→R+, такие что задача Π разрешима со структурно-
компенсированной сложностью. Такую задачу будем обозначать CISP (Conditionally
Ideal Structures Problem).

После введения CIS (Опр. 9) важно уточнить роль констант, устанавливающих
компромисс между структурными ограничениями и вычислительной сложностью.
Для CIS ключевыми являются константы 𝑐,𝑚, 𝑛, 𝜀. В логарифмическом режиме
(𝑘(𝑛) ≤ 𝑐 log 𝑛) значение 𝑐 определяет границы структурной «идеальности» данных.
Например, для кластеризации 𝑐 может отражать максимальное допустимое число
кластеров, при котором сохраняется полиномиальная сложность 𝑂(𝑛𝑚+𝜉). Увели-
чение 𝑐 расширяет класс данных, принадлежащих CIS, но требует более строгого
контроля за 𝑚 и 𝜉.

Условие 𝑚>𝜉 (Опр. 7) критично для CIS, так как гарантирует, что вклад
структурного параметра 𝑘(𝑛) доминирует над базовой сложностью обработки
𝑂(𝑘𝑚(𝑛) · 𝑛𝜉)=𝑂(𝑛𝑚+𝜉) при 𝑘(𝑛)=𝑂(log 𝑛). Нарушение 𝑚 > 𝜉 приводит к «размы-
ванию» структурного вклада, что противоречит определению CIS.

В субэкспоненциальных CIS (𝑘(𝑛)=Θ(𝑛𝜀)) значение 𝜀 определяет близость слож-
ности 𝑂(2𝑛𝜀·𝑛𝜉) к экспоненциальному порогу. Условие 𝜀≪1 (например, 𝜀<0.2) обеспе-
чивает выполнение 2𝑛

𝜀·𝑛𝜉=𝑜(𝑒𝑛), что является необходимым для отнесения данных
к CIS (Опр. 9).
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Следующая теорема устанавливает необходимое и достаточное условие «управ-
ляемости», связывая структурные параметры, компенсирующие функции и асимп-
тотику сложности. Этот результат не только теоретический, но и даёт практический
инструмент для проверки применимости алгоритмов к растущим данным.

Теорема 4 (Асимптотическая управляемость). Для любого алгоритма решения за-
дачи Π со структурно-компенсированной сложностью 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛)) выполняется:

lim
𝑛→∞

𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))

𝑒𝑛
= 0.

Доказательство. Согласно Опр. 8, для структурно-компенсированной сложности:

𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛)) = 𝑂
(︀
𝑓(𝑘(𝑛)) · 𝑛𝜉

)︀
,

где 𝑓(𝑘(𝑛)) определяется через показатель регулярности 𝛼 = lim
𝑛→∞

ln 𝑘(𝑛)
ln𝑛
∈ [0, 1).

Случай 1: 𝛼=0. Из Опр. 7 следует 𝑓(𝑘(𝑛))=𝑘𝑚(𝑛). По Опр. 2, найдется полином
𝑝(𝑛) такой, что 𝑘(𝑛) ≤ 𝑝(𝑛). Тогда:

𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))

𝑒𝑛
≤ 𝑝𝑚(𝑛) · 𝑛𝜉

𝑒𝑛
.

Так как 𝑝𝑚(𝑛) · 𝑛𝜉 — полином, а 𝑒𝑛 доминирует над любым полиномом:

lim
𝑛→∞

𝑝𝑚(𝑛) · 𝑛𝜉

𝑒𝑛
= 0 =⇒ lim

𝑛→∞

𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))

𝑒𝑛
= 0.

Случай 2: 𝛼 ∈ (0, 1). Из Опр. 7 𝑓(𝑘(𝑛)) = 2𝑘(𝑛). По Опр. 5, 𝑘(𝑛) ∼ 𝑛𝛼. Тогда:

𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))

𝑒𝑛
=

2𝑛
𝛼 · 𝑛𝜉

𝑒𝑛
= 𝑒𝑛

𝛼 ln 2+𝜉 ln𝑛−𝑛.

Показатель степени:

𝑛𝛼 ln 2 + 𝜉 ln𝑛− 𝑛 = −𝑛
(︂
1− ln 2

𝑛1−𝛼 −
𝜉 ln𝑛

𝑛

)︂
.

Так как 𝛼 < 1, имеем:

lim
𝑛→∞

ln 2

𝑛1−𝛼 = 0, lim
𝑛→∞

𝜉 ln𝑛

𝑛
= 0,

следовательно:

𝑛𝛼 ln 2 + 𝜉 ln𝑛− 𝑛 ∼ −𝑛→ −∞ =⇒ lim
𝑛→∞

𝑒−𝑛𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛)) = 0.

□

Следствие 1. Условие асимптотической управляемости lim𝑛→∞ 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))𝑒−𝑛=0

гарантирует, что сложность алгоритма растёт существенно медленнее экспо-
ненты.
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Замечание 8. Условие 𝛼<1 в Опр. 5 существенно. При 𝛼=1 предел может не стре-
миться к нулю (например, 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))=𝑂(2𝑛 · 𝑛𝜉)).

Перед тем, как перейти к примерам, учтем режимы структурного параметра, вве-
денные ранее, в виде иерархической декомпозиции и посмотрим, как это отражается
на структурно-временной сложности.

Замечание 9 (Иерархическая декомпозиция). Пусть структурный параметр
𝑘(𝑛) отражает глубину иерархии. В PLG-режиме (𝑘(𝑛)=Θ((log 𝑛)𝑐)) декомпози-
ция имеет регулярную структуру, что обеспечивает полиномиальную сложность
𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))=𝑂(𝑛𝑚+𝜉) при 𝑚 > 𝜉. В SBL-режиме (𝑘(𝑛)=Θ(𝑛𝛼)) слабое взаимодей-
ствие компонент допускает субэкспоненциальную сложность 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))=𝑂(2𝑛𝛼 · 𝑛𝜉).
Асимптотическая управляемость (Теорема 4) гарантирует 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))=𝑜(𝑒𝑛).

Покажем, как CIS учитывается в оценке различных классических задач. Рас-
смотрим задачу кластеризации на данных.

Пример 6 (Метрическая кластеризация). Для параметра 𝑘(𝑛), характеризующего
связность кластеров: в SLG-режиме (𝑘(𝑛)=𝑜(log 𝑛)) ограниченная вариативность
метрик приводит к 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))=𝑂(𝑛𝜉+𝜖), где 𝜖 > 0; в SBL-режиме (𝑘(𝑛)=Θ(𝑛𝛼)) сла-
бая зависимость от глобальных свойств даёт 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))=𝑂(2𝑛𝛼 · polylog(𝑛)). Условие
управляемости выполняется за счёт геометрической разреженности (Определение 7).

Пример 7 (Локальная разреженность). Пусть 𝑘(𝑛) — древовидная ширина гра-
фа. Для PLG-режима (𝑘(𝑛)=Θ((log 𝑛)2)) алгоритмы с разделителями имеют слож-
ность 𝑂(𝑛3+𝜉). В SBL-режиме (𝑘(𝑛)=Θ(𝑛0.5)) квазиоптимальные разбиения снижа-
ют сложность до 𝑂(2

√
𝑛 · 𝑛𝜉). Компенсирующая функция 𝑓(𝑘(𝑛))=2𝑘(𝑛) подавляет

комбинаторный взрыв (Теорема 4).

Пример 8 (Структурная разреженность). Для матриц с параметром 𝑘(𝑛),
отражающим ранг: в SLG-режиме (𝑘(𝑛)=𝑜(log 𝑛)) слабая корреляция даёт
𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))=𝑂(𝑛2+𝜉); в SBL-режиме (𝑘(𝑛)=Θ(𝑛0.3)) частичная факторизация обес-
печивает 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))=𝑂(2𝑛0.3 · 𝑛𝜉).

Спектральные ограничения гарантируют 𝑓(𝑘(𝑛))≪ 𝑒𝑛 (Определение 2).

Обобщим выводы по свойству универсальности CIS.

Следствие 2 (Универсальность CIS). Для любой задачи с регулярным структур-
ным параметром 𝑘(𝑛) (Опр. 2) и компенсирующей функцией 𝑓(𝑘(𝑛)) (Опр. 7), вре-
менная сложность удовлетворяет:

𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛)) = 𝑂
(︀
𝑓(𝑘(𝑛)) · 𝑛𝜉

)︀
,
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где режим 𝑓(𝑘(𝑛)) определяется асимптотикой 𝑘(𝑛) (Опр. 4).

Доказательство. Непосредственно следует из Опр. 8 (структурно-компенсирован-
ная сложность), Теоремы 4 (асимптотическая управляемость), Примеров 1–4 (реа-
лизация режимов). □

Переход от теоретических концепций к практическому применению требует фор-
мализации процедуры, которая связывает структурные параметры данных с вычис-
лительной сложностью алгоритмов. Такой переход обеспечивает не только проверку
условий сложности, но и адаптацию параметров для конкретных задач.

Цель процедуры компенсации — систематически преобразовывать структурные
ограничения данных в гарантии сложности, используя введённые ранее понятия:
структурный параметр 𝑘(𝑛), отражающий внутреннюю организацию данных, ком-
пенсирующую функцию 𝑓(𝑘(𝑛)), подавляющую экспоненциальные эффекты, а так-
же условие асимптотической управляемости 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))=𝑜(𝑒𝑛), гарантируемое теоре-
мой 4. Процедура включает следующие шаги:

1) вычисление 𝑘(𝑛) для объекта данных 𝑀 ;
2) классификацию режима роста 𝑘(𝑛);
3) конструирование 𝑓(𝑘(𝑛)) в зависимости от режима;
4) верификацию выполнения условия управляемости;
5) корректировку параметров 𝑚, 𝜉, 𝜀 при нарушении предела.

Процедура связывает абстрактную теорию с прикладными задачами, позволяя
унифицировать анализ для различных классов данных, автоматизировать провер-
ку асимптотических гарантий, а также адаптировать алгоритмы под структурные
особенности входов. Следующая формальная процедура демонстрирует, как струк-
турная простота данных трансформируется в вычислительную эффективность, обес-
печивая выполнение ключевого условия асимптотической управляемости.

Пример 9 (Логарифмический режим (PLG)).
Объект: Граф 𝐺 с 𝑛 вершинами, древовидная ширина 𝑘(𝑛) = 2 log 𝑛.
Параметры: Выбираем 𝑚 = 3, 𝜉 = 2 (удовлетворяет 𝑚 > 𝜉).
Сложность: 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛)) = 𝑂 ((2 log 𝑛)3 · 𝑛2) = 𝑂(𝑛2 log3 𝑛).
Верификация: lim𝑛→∞

𝑛2 log3 𝑛
𝑒𝑛

= 0 (выполнено, см. Теорему 4).
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Алгоритм 1 Процедура компенсации сложности для CIS

1: Вход: Объект данных 𝑀 ∈ 𝑆 ⊆ 𝒟 размерности 𝑛
2: Выход: Решение задачи Π с гарантированной сложностью 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))

3: procedure Компенсация(𝑀 , Π)
4: Вычислить структурный параметр:

𝑘(𝑛)← EvaluateParameter(𝑀) (см. Определение 2)

5: Определить режим роста:

𝛼 = lim
𝑛→∞

ln 𝑘(𝑛)

ln𝑛
(по Определению 5)

6: Выбрать компенсирующую функцию:

𝑓(𝑘(𝑛)) =

{︃
𝑘𝑚(𝑛), 𝑚 > 𝜉 при 𝛼 = 0 (PLG/SLG режим),
2𝑘(𝑛) при 𝛼 ∈ (0, 1) (SBL режим).

(по Определению 7)

7: Оценить сложность: 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛)) = 𝑂
(︀
𝑓(𝑘(𝑛)) · 𝑛𝜉

)︀
(по Определению 8)

8: Проверить асимптотическую «управляемость»:

lim
𝑛→∞

𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))

𝑒𝑛
= 0 (по Теореме 4)

9: Если предел нарушен:{︃
𝑚← 𝑚+∆𝑚, ∆𝑚 > 0 для 𝛼 = 0,

𝜀← 𝜀− 𝛿, 𝛿 > 0 для 𝛼 ∈ (0, 1).

10: end procedure

Пример 10 (Сублинейный режим (SBL)).
Объект: Матрица 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 с рангом 𝑘(𝑛) = 𝑛0.3.
Параметры: Выбираем 𝜉 = 3, 𝜀 = 0.3 (удовлетворяет 𝜀≪ 1).
Сложность: 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛)) = 𝑂(2𝑛

0.3 · 𝑛3).
Верификация: lim𝑛→∞

2𝑛
0.3 ·𝑛3

𝑒𝑛
= lim𝑛→∞ 𝑒𝑛

0.3 ln 2+3 ln𝑛−𝑛 = 0 (выполнено).

Результаты для различных классов задач, представленные в Таблице 2, демон-
стрируют снижение вычислительной сложности при использовании CIS.
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3. Теоретический анализ сложности

Одной из центральных проблем теории сложности вычислений является поиск
условий, при которых NP-трудные задачи могут быть решены с приемлемой эффек-
тивностью на специализированных классах данных. В рамках предложенного подхо-
да выделяются условно-идеальные структуры (CIS), которые позволяют «смягчить»
сложность задачи за счёт явного использования её структурных ограничений.

Для NP-трудных задач, таких как задача выполнимости булевых формул (SAT),
задача о вершинном покрытии или задача коммивояжёра, экспоненциальная слож-
ность в общем случае делает их практически неразрешимыми для больших 𝑛. Однако
если входные данные принадлежат CIS, структурные параметры 𝑘(𝑛), такие как дре-
вовидная ширина графа, ранг матрицы или степень кластеризации, позволяют сни-
зить асимптотику сложности до субэкспоненциальной или даже полиномиальной,
контролировать рост вычислительных ресурсов через компенсирующие функции
𝑓(𝑘(𝑛)), а также гарантировать выполнение условия управляемости 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))≪ 𝑒𝑛.

Следующая теорема формализует этот принцип, показывая, что для NP-трудных
задач, ограниченных CIS, существуют алгоритмы, эффективность которых опреде-
ляется структурными параметрами данных. Этот результат расширяет границы при-
менимости классических методов, демонстрируя, что «структурная простота» дан-
ных может компенсировать их комбинаторную сложность.

Теорема 5 (Смягчение сложности для NP-трудных задач на CIS). Пусть NP-
трудная задача Π имеет CIS с регулярным структурным параметром 𝑘(𝑛) (Опр. 2)
и компенсирующей функцией 𝑓(𝑘(𝑛)) (Опр. 7). Тогда для любого 𝜉 > 0:

при 𝛼=0 (𝑘(𝑛)=𝑂(log 𝑛)) задача решается за 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))=𝑂(𝑛𝑚+𝜉), где 𝑚>𝜉;
при 𝛼 ∈ (0, 1) (𝑘(𝑛)=Θ(𝑛𝛼)) задача решается за 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))=𝑂(2𝑛𝛼 ·𝑛𝜉).

При этом для всех 𝛼 ∈ [0, 1) выполняется lim𝑛→∞
𝑇 (𝑛,𝑘(𝑛))

𝑒𝑛
= 0.

Доказательство. Доказательство следует из Определения 8 и Теоремы 4:

Случай 𝛼 = 0:

𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛)) = 𝑂(𝑘𝑚(𝑛) · 𝑛𝜉)

≤ 𝑂((𝑐 log 𝑛)𝑚 · 𝑛𝜉) (т.к. 𝑘(𝑛) = 𝑂(log 𝑛))

= 𝑂(𝑛𝜉 · polylog(𝑛))

= 𝑂(𝑛𝑚+𝜉) (при 𝑚 > 𝜉).

Случай 𝛼 ∈ (0, 1):

𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛)) = 𝑂(2𝑘(𝑛) · 𝑛𝜉)
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= 𝑂(2𝑛
𝛼 · 𝑛𝜉) (т.к. 𝑘(𝑛) = Θ(𝑛𝛼)).

Условие lim𝑛→∞
𝑇 (𝑛,𝑘(𝑛))

𝑒𝑛
= 0 следует из Теоремы 4. □

Замечание 10. Отметим, что теорема не утверждает полиномиальную разреши-
мость задачи Π в общем случае, но определяет условия, при которых асимптоти-
ческая сложность определяется структурными параметрами данных. Это позволяет
избежать противоречия с гипотезой 𝑃 ̸= 𝑁𝑃 .

В логарифмическом режиме полиномиальная сложность 𝑂(𝑛𝑚+𝜉) (где 𝑚, 𝜉 —
фиксированные константы) применима только к объектам из CIS 𝑆 ⊆ 𝒟 , не охваты-
вая весь класс 𝒟 .

В субэкспоненциальном режиме оценка сложности 𝑂(2𝑛𝜀 ·𝑛𝜉), хотя и превышает
полиномиальную, удовлетворяет условию: lim𝑛→∞ 2𝑛

𝜀
𝑒−𝑛 = 0 (𝜀 ∈ (0, 1)), что суще-

ственно слабее экспоненциального роста.
Таким образом, теорема не противоречит возможной NP-трудности Π, а лишь

устанавливает иерархию сложности для подмножеств данных со специфическими
структурными свойствами.

Наличие условно-идеальных структур (CIS) позволяет существенно снизить
сложность NP-трудных задач для специализированных классов данных. Для
«неструктурированных» данных, где отсутствуют явные паттерны, подавляющие
комбинаторный взрыв, сложность задачи возвращается к своей исходной природе.
Например, случайные графы без ограничений на древовидную ширину, плотные
матрицы с произвольным рангом или булевы формулы без специфических клаузаль-
ных структур демонстрируют экспоненциальный рост сложности даже при нали-
чии эффективных алгоритмов для CIS. Это согласуется с гипотезой SETH (Strong
Exponential Time Hypothesis) 1, предполагающей, что для многих NP-трудных задач
не существует субэкспоненциальных алгоритмов в общем случае. Следующая теоре-
ма формализует этот принцип, устанавливая, что за пределами конечного семейства
CIS сложность задачи неизбежно достигает экспоненциального порога. Этот резуль-
тат подчёркивает фундаментальный компромисс: структурные ограничения данных
являются необходимым условием для смягчения сложности, а их отсутствие делает
экспоненциальный рост неустранимым.

Теорема 6 (Жёсткость сложности для неструктурированных данных). Пусть Π —
NP-трудная задача, и существует конечное семейство CIS Σ={𝑆1, . . . , 𝑆𝑚} с ком-
пенсирующей сложностью 𝑇𝑖(𝑛, 𝑘𝑖(𝑛))=𝑂(𝑓𝑖(𝑘𝑖(𝑛)) · 𝑛𝜉), где 𝑘𝑖(𝑛)=𝑜(𝑛). Тогда для

1SETH — гипотеза о сильной экспоненциальной временной сложности, утверждающая, что для
некоторых NP-трудных задач не существует алгоритмов с временем 𝑂(2(1−𝜀)𝑛) при 𝜀 > 0.
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любого объекта 𝑀 /∈
⋃︀𝑚
𝑖=1 𝑆𝑖 задача Π имеет нижнюю оценку:

𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛)) = Ω(𝑐𝑛), 𝑐 > 1.

Доказательство. Предположим противное: существует алгоритм, решающий Π для
𝑀 /∈ Σ за время 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))=𝑜(𝑐𝑛). Тогда по условию NP-трудности, не существует ал-
горитма с 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))=𝑂(poly(𝑛)) для общего случая. Если 𝑀 /∈ Σ, то 𝑘(𝑛) не может
быть регулярным параметром с 𝛼 < 1, так как все такие случаи покрыты Σ. Следо-
вательно, для 𝑀 /∈ Σ параметр 𝑘(𝑛) должен расти как 𝑘(𝑛)=Θ(𝑛), что приводит к
𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛))=Ω(𝑐𝑛). Противоречие доказывает теорему. □

Замечание 11. Теорема не противоречит существованию эвристик или приближён-
ных алгоритмов для неструктурированных данных, но устанавливает фундаменталь-
ный предел для точных решений в худшем случае.

Представленная теория условно-идеальных структур (CIS) устанавливает фор-
мальную связь между структурными свойствами данных и вычислительной слож-
ностью алгоритмов. Введённые понятия структурных параметров, компенсирующих
функций и асимптотических режимов роста позволяют систематически анализиро-
вать, как внутренняя организация данных влияет на эффективность их обработки.

Однако предложенный подход имеет естественные границы применимости. Для
неструктурированных данных, не принадлежащих CIS, экспоненциальный рост
сложности остаётся неустранимым, что согласуется с фундаментальными пределами,
такими как гипотеза SETH. Это подчёркивает важность идентификации структур-
ных паттернов в прикладных задачах — от анализа социальных сетей до оптими-
зации логистических систем. Дальнейшие исследования могут быть направлены на
расширение класса сингулярных параметров, интеграцию методов машинного обу-
чения для автоматического выделения CIS, а также изучение «фазовых переходов»
сложности при нарушении структурных ограничений. Таким образом, теория CIS не
только дополняет классические подходы к анализу сложности, но и задаёт новую
парадигму для проектирования адаптивных алгоритмов, эффективных в условиях
структурной неоднородности данных.

4. Базовые алгебраические операции и их свойства

Как установлено, условно-идеальные структуры (CIS) позволяют контролиро-
вать вычислительную сложность через структурные параметры 𝑘(𝑛) и компенси-
рующие функции 𝑓(𝑘(𝑛)). Формализация алгебраических операций над CIS позво-
ляет комбинировать структурные паттерны данных для решения сложных задач,
создавать иерархии структур с контролируемой сложностью и строить адаптивные
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алгоритмы, сохраняющие свойства CIS при трансформациях. Для практического ис-
пользования CIS в комбинированных задачах введём необходимые операции.

Определение 10 (Алгебраические операции). Для CIS 𝑆1=(𝒟1,𝒴1, 𝑛),
𝑆2=(𝒟2,𝒴2, 𝑛):

Композиция 𝑆1 ⊕ 𝑆2:

𝒟⊕ = 𝒟1 ∪𝒟2, 𝒴⊕ = 𝒴1 ∪ 𝒴2, 𝑘⊕(𝑛) = max(𝑘1(𝑛), 𝑘2(𝑛)),

– В SLG-режиме (𝛼 = 0): 𝑓⊕ = 𝑘𝑚1 (𝑛) + 𝑘𝑚2 (𝑛), 𝑚 > 𝜉 (см. определение 7).
– В SBL-режиме (0 < 𝛼 < 1): 𝑓⊕ = 2𝑘1(𝑛) + 2𝑘2(𝑛).

Пересечение 𝑆1 ∩ 𝑆2:

𝒟∩ = {𝑀 ∈ 𝒟1 ∩𝒟2 | 𝑛 = 𝑛}, 𝒴∩ = 𝒴1 ∩ 𝒴2, 𝑘∩(𝑛) = 𝑘1(𝑛) + 𝑘2(𝑛),

– В SLG-режиме: 𝑓∩ = 𝑘𝑚1 (𝑛) · 𝑘𝑚2 (𝑛), 𝑚 > 𝜉.

– В SBL-режиме: 𝑓∩ = 2𝑘1(𝑛)+𝑘2(𝑛).

Теорема 7 (Сохранение свойств CIS). Множество всех CIS S замкнуто относи-
тельно операций ⊕ и ∩ только если 𝑆1, 𝑆2 принадлежат одному асимптотиче-
скому режиму (SLG или SBL) и удовлетворяют условию согласованности 𝜉 < 𝑚.

Доказательство.
1. Композиция структур:

1. Структурный параметр: 𝑘⊕(𝑛) = max(𝑘1(𝑛), 𝑘2(𝑛)) = 𝑜(𝑛).

2. Вычислимость: Максимум 𝑘1(𝑛), 𝑘2(𝑛) вычисляется за𝑂(𝑛𝑐) по определению 2.
3. Управляемость:

Для SLG: 𝑘𝑚1 +𝑘𝑚2
𝑒𝑛

≤ 2𝑝𝑚(𝑛)
𝑒𝑛
→ 0 (по теореме 4).

Для SBL: 2𝑘1+2𝑘2
𝑒𝑛

≤ 2·2𝑛𝛼

𝑒𝑛
→ 0 (𝛼 < 1).

2. Пересечение структур:

1. Структурный параметр: 𝑘∩(𝑛) = 𝑘1(𝑛) + 𝑘2(𝑛) = 𝑜(𝑛).

2. Вычислимость: сумма сохраняет полиномиальность по определению 2.
3. Управляемость:

Для SLG: 𝑘𝑚1 ·𝑘𝑚2
𝑒𝑛
≤ 𝑝2𝑚(𝑛)

𝑒𝑛
→ 0 (при 𝑚 > 𝜉).

Для SBL: 2𝑘1+𝑘2
𝑒𝑛

= 2𝑜(𝑛) · 𝑒−𝑛 = 𝑜(1).

□

Замечание 12 (Связь с управляемостью). В доказательстве теоремы 7 критически
используется условие lim𝑛→∞

𝑓(𝑘(𝑛))
𝑒𝑛

= 0 из теоремы 4, что гарантирует сохранение
субэкспоненциальной сложности.
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Теорема 8 (Полугрупповая структура для композиции). Множество S образу-
ет коммутативную полугруппу относительно операции композиции ⊕ с ней-
тральным элементом 0, где:

0 = ({∅}, {∅}, 𝑛0) — тривиальная CIS с:

𝑛0(∅) = 0, 𝑘0(𝑛) = 0, 𝑓0(𝑛) =

⎧⎨⎩1 (SLG),

1 (SBL).

∀𝑆 ∈ S : 𝑆 ⊕ 0 = 𝑆.

Доказательство. Докажем, что множество образует коммутативную полугруппу.
1. Ассоциативность (𝑆1 ⊕ 𝑆2)⊕ 𝑆3 = 𝑆1 ⊕ (𝑆2 ⊕ 𝑆3):

Для множеств: (𝒟1 ∪𝒟2) ∪𝒟3 = 𝒟1 ∪ (𝒟2 ∪𝒟3).
Для структурных параметров:

max(max(𝑘1, 𝑘2), 𝑘3) = max(𝑘1,max(𝑘2, 𝑘3)).

Для компенсирующих функций:
– SLG: (𝑘𝑚1 + 𝑘𝑚2 ) + 𝑘𝑚3 = 𝑘𝑚1 + (𝑘𝑚2 + 𝑘𝑚3 ).
– SBL: (2𝑘1 + 2𝑘2) + 2𝑘3 = 2𝑘1 + (2𝑘2 + 2𝑘3).

2. Коммутативность 𝑆1 ⊕ 𝑆2 = 𝑆2 ⊕ 𝑆1:

Для множеств: 𝒟1 ∪𝒟2 = 𝒟2 ∪𝒟1.
Для параметров: max(𝑘1, 𝑘2) = max(𝑘2, 𝑘1).
Для функций: 𝑓1 + 𝑓2 = 𝑓2 + 𝑓1.

3. Нейтральный элемент 𝑆 ⊕ 0 = 𝑆:

𝒟 ∪ {∅} = 𝒟 .
max(𝑘𝑆(𝑛), 0) = 𝑘𝑆(𝑛).
Для SLG: 𝑓𝑆 + 1 = Θ(𝑓𝑆) при 𝑓𝑆 ≥ 1.
Для SBL: 2𝑘𝑆 + 1 = Θ(2𝑘𝑆).

□

Замечание 13 (Свойства пересечения). Операция ∩ не образует полугруппу, но
удовлетворяет: 𝑆 ∩ 0 = 0, 𝑆 ∩ 𝑆 = 𝑆, 𝑆1 ∩ 𝑆2 = 𝑆2 ∩ 𝑆1.

Пример 11 (Композиция графов). Пусть 𝑆1 — графы с древовидной шириной
𝑘1(𝑛) = log 𝑛 (SLG), 𝑆2 — графы с максимальной степенью 𝑘2(𝑛) = 5. Тогда:

𝑘⊕(𝑛) = max(log 𝑛, 5) = Θ(log 𝑛), 𝑓⊕ = (log 𝑛)3 + 52 = Θ((log 𝑛)3).

Сложность: 𝑇 (𝑛) = 𝑂((log 𝑛)3 · 𝑛𝜉).
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5. Ограничения и исключения

Теорема 9 (Недопустимость дополнения). Для любой нетривиальной CIS 𝑆 ∈ S с
параметром 𝑘𝑆(𝑛) = 𝑜(𝑛), структура 𝑆 = 𝒟 ∖ 𝑆 не принадлежит S.

Доказательство.
1. Структурный параметр: Для 𝑀 ∈ 𝑆 параметр 𝑘𝑆(𝑛) определяется как ми-

нимальная сложность данных, не удовлетворяющих 𝑆. Так как 𝑘𝑆(𝑛) = 𝑜(𝑛), то:
𝑘𝑆(𝑛) = Θ(𝑛) (полный перебор). Это нарушает условие 𝑘(𝑛) = 𝑜(𝑛).

2. Компенсирующая функция: Пусть 𝑓𝑆(𝑘𝑆(𝑛)) = 𝑂(2𝑘𝑆(𝑛)) (SBL) или 𝑓𝑆 = 𝑘𝑚𝑆 (𝑛)

(SLG). Тогда:

𝑓𝑆 =
2𝑛

𝑓𝑆(𝑘𝑆(𝑛))
=⇒ 𝑓𝑆

𝑒𝑛
≥ 2𝑛

𝑒𝑛
→∞.

Условие управляемости lim𝑛→∞
𝑓
𝑒𝑛

= 0 нарушается. □

Теорема 10 (Несохранение свойств в смешанных режимах). Пусть 𝑆1 ∈ SLG,
𝑆2 ∈ SBL. Тогда 𝑆1 ⊕ 𝑆2 и 𝑆1 ∩ 𝑆2 не являются CIS.

Доказательство. Для композиции ⊕: 𝑓⊕
𝑒𝑛

=
𝑘𝑚1 +2𝑘2

𝑒𝑛
≥ 2𝑛

𝛼

𝑒𝑛
(0 < 𝛼 < 1).

Несмотря на 2𝑛
𝛼
= 𝑜(𝑒𝑛), сумма 𝑘𝑚1 +2𝑛

𝛼 может нарушать условия теоремы 4 при
𝑘1(𝑛) = Θ(log 𝑛).

Для пересечения ∩: 𝑓∩ = 𝑘𝑚1 · 2𝑘2 = 2𝑘2+𝑚 log 𝑘1 .

При 𝑘1(𝑛) = log 𝑛 и 𝑘2(𝑛) = 𝑛𝛼: 𝑓∩ = 2𝑛
𝛼+𝑚 log log𝑛 =⇒ 𝑓∩

𝑒𝑛
→∞. □

Замечание 14 (Критичность условия 𝑚 > 𝜉). В SLG-режиме при 𝑚 ≤ 𝜉:

𝑘𝑚(𝑛)

𝑒𝑛
≥ 𝑘𝜉(𝑛)

𝑒𝑛
=
𝑝(𝑛)

𝑒𝑛
(𝑝(𝑛)¯полином).

Хотя 𝑝(𝑛)
𝑒𝑛
→ 0, условие 𝑇 (𝑛) = 𝑂(𝑓(𝑘(𝑛)) · 𝑛𝜉) становится:

𝑇 (𝑛) = 𝑂(𝑝(𝑛) · 𝑛𝜉) = 𝑂(𝑛𝑚+𝜉),

что допустимо только если 𝑚+ 𝜉 < 𝑐 для некоторой константы 𝑐.

Пример 12 (Задачи с полным перебором). Рассмотрим CIS 𝑆, где 𝒴 требует про-
верки всех подмножеств (напр., задача о клике). Тогда:

𝑘𝑆(𝑛) = Θ(𝑛), 𝑇 (𝑛) = Ω(2𝑛).

Дополнение 𝑆 не является CIS.

Замечание 15 (Связь с SETH). Недопустимость дополнения согласуется с ги-
потезой SETH: для многих NP-трудных задач не существует алгоритмов с
𝑇 (𝑛) = 𝑂(2(1−𝜀)𝑛), если 𝑆 выходит за рамки CIS.
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6. Категориальный анализ

Введём категориально-алгебраическую интерпретацию условно-идеальных
структур, для формализации их взаимодействия в рамках теории категорий.

Определение 11 (Категория CIS). Категория CIS определяется:

Объекты: Все CIS 𝑆 = (𝒟 ,𝒴 , 𝑛).
Морфизмы: Для 𝑆1, 𝑆2 ∈ CIS, морфизм 𝜑 : 𝑆1 → 𝑆2 — это вычислимое
отображение, сохраняющее структурные параметры:

𝑘2(𝜑(𝑑)) ≤ 𝑘1(𝑑) ∀𝑑 ∈ 𝒟1.

Композиция: Композиция морфизмов ассоциативна.
Тождественный морфизм: id𝑆(𝑑) = 𝑑.

Теорема 11 (Начальный и терминальный объекты). В категории CIS:

Начальный объект: 0 = ({∅}, {∅}, 𝑛0), где 𝑛0(∅) = 0.
Терминальный объект: 1 = (𝒟full,𝒴full, 𝑛), где 𝒟full — все данные макси-
мальной сложности.

Доказательство. Для любого 𝑆 ∈ CIS:

Уникальный морфизм 0→ 𝑆: 𝜑(∅) = 𝑑0, где 𝑑0 — фиксированный элемент 𝒟 .
Уникальный морфизм 𝑆 → 1: 𝜑(𝑑) = encode(𝑑), где encode — инъективное
кодирование.

□

Теорема 12 (Произведения и копроизведения). Категория CIS допускает:

Произведение 𝑆1 × 𝑆2: 𝑘×(𝑛) = 𝑘1(𝑛) + 𝑘2(𝑛), 𝑓× = 𝑓1 · 𝑓2.
Копроизведение 𝑆1 ⊔ 𝑆2: 𝑘⊔(𝑛) = max(𝑘1(𝑛), 𝑘2(𝑛)), 𝑓⊔ = 𝑓1 + 𝑓2.

Пример 13 (Копроизведение как композиция). Копроизведение 𝑆1 ⊔𝑆2 совпадает с
операцией композиции ⊕, что объясняет её ассоциативность и коммутативность.

Замечание 16 (Ограничения категории). Категория CIS не обладает: экспоненци-
алами (нет объектов 𝑆𝑆1

2 ); дуальными объектами (дополнение 𝑆 не существует по
теореме 9).

Теорема 13 (Функтор сложности). Существует функтор ℱ : CIS→ Poset, сопо-
ставляющий каждой CIS частично упорядоченное множество её вычислительных
сложностей:

ℱ (𝑆) = {𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛)) | 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛)) = 𝑂(𝑓(𝑘(𝑛)) · 𝑛𝜉)}.
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Доказательство. Функтор сохраняет морфизмы: если 𝜑 : 𝑆1 → 𝑆2, то:

ℱ (𝜑)(𝑇1(𝑛)) = 𝑇2(𝑛) = 𝑂(𝑇1(𝑛) · poly(𝑛)).

□

7. Примеры CIS для классических задач

В данном разделе рассмотрим примеры некоторых задач в разрезе анализа, как
именно к ним применяются введенные операции и как это соотносится с CIS.

Кластерные структуры с ограниченной размерностью на примере метри-
ческой кластеризации (SLG-режим).
Структура: Множество точек в метрическом пространстве с параметром
𝑘(𝑛) = log 𝑛 — максимальное число кластеров.
Компенсирующая функция: 𝑓(𝑘(𝑛)) = 𝑘(𝑛)3.
Композиция: Объединение кластеров сохраняет 𝑘⊕(𝑛) = max(log 𝑛, log 𝑛) = log 𝑛.
Пересечение: Требует 𝑘∩(𝑛) = 2 log 𝑛, что допустимо при 𝑚 > 𝜉.
Смешанный режим: При объединении с SBL-структурой (напр., ранжированные
данные) управляемость теряется.
Анализ: Пример демонстрирует, что ограничение на число кластеров (SLG-режим)
гарантирует полиномиальную сложность 𝑂(log3 𝑛 ·𝑛𝜉). Однако пересечение структур
удваивает параметр 𝑘(𝑛), что требует выполнения условия 𝑚 > 𝜉.
Важно: смешение с SBL-режимом (напр., данные с рангом 𝑛0.5) приводит к экспо-
ненциальному росту 𝑓⊕, нарушая теорему 4. Это иллюстрирует критичность выбора
единого режима.

Графы с комбинаторными ограничениями на примере древовидных гра-
фов (SLG-режим).
Структура: Графы с древовидной шириной 𝑘(𝑛) = log 𝑛.
Компенсирующая функция: 𝑓(𝑘(𝑛)) = 2𝑘(𝑛) = 𝑛.
Замкнутость композиции: операция ⊕ сохраняет ширину log 𝑛.
Замкнутость пересечения: операция ∩ требует динамического программирова-
ния, но 𝑘∩(𝑛) = 𝑂(log 𝑛).
Анализ: Здесь операция композиции соответствует объединению подграфов, что не
увеличивает древовидную ширину благодаря SLG-ограничениям. Пересечение струк-
тур, хотя и требует 𝑘∩(𝑛) = 𝑂(log 𝑛), остаётся управляемым, подтверждая теорему 7.
Пример показывает, как SLG-режим позволяет строить сложные графовые модели
без экспоненциального взрыва сложности.
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Разреженные линейные системы (SBL-режим) на примере матриц с низ-
ким рангом.
Структура: Матрицы 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 с рангом 𝑘(𝑛) = 𝑛0.3.
Компенсирующая функция: 𝑓(𝑘(𝑛)) = 2𝑘(𝑛).
Композиция: Блочные матрицы сохраняют ранг max(𝑘1, 𝑘2).
Смешанный режим: Объединение с SLG-структурами (напр., разреженные мат-
рицы) нарушает SBL-условия.
Анализ: SBL-режим (𝛼 = 0.3) обеспечивает субэкспоненциальную сложность
𝑂(2𝑛

0.3 ·𝑛𝜉). Композиция блочных матриц сохраняет ранг, что соответствует замкну-
тости SBL-класса. Однако при взаимодействии с SLG-структурами (напр., разрежен-
ные матрицы с 𝑘(𝑛) = log 𝑛) возникает несовместимость: 𝑓∩ = 2𝑛

0.3+log𝑛, что нарушает
𝛼 < 1. Это подчеркивает важность изоляции режимов.

Криптографические схемы на примере гомоморфного шифрования
(SLG/SBL-гибрид).
Структура: Ключи с параметром 𝑘(𝑛) =

√
𝑛 (SBL), но операции над ними требуют

log 𝑛-глубины схем (SLG).
Компенсирующая функция: 𝑓(𝑘(𝑛)) = 2

√
𝑛 · (log 𝑛)5.

Замкнутость композиции: замкнутость относительно ⊕ при 𝛼 = 0.5.
Особенности пересечения: нарушение управляемости при ∩ из-за мультиплика-
тивного взрыва.
Анализ: Гибридный режим демонстрирует, что комбинация SLG/SBL возможна, ес-
ли доминирует SBL-компонента (

√
𝑛≫ log 𝑛). Однако пересечение операций (напр.,

одновременная проверка ключа и схемы) приводит к 𝑓∩ = 2
√
𝑛+log𝑛 · (log 𝑛)5, что

асимптотически близко к 2
√
𝑛, но формально нарушает 𝛼 < 1. Это показывает гра-

ницы гибридных подходов.

Динамические структуры данных на примере персистентных очередей
(SLG-режим).
Структура: История операций с глубиной 𝑘(𝑛) = log 𝑛.
Компенсирующая функция: 𝑓(𝑘(𝑛)) = 𝑘(𝑛)2.
Замкнутость композиции: Слияние историй сохраняет log 𝑛.
Особенности смешанного режим: Интеграция с SBL-структурами (напр., кэши-
рование) требует 𝑂(2

√
𝑛), что недопустимо.

Анализ: SLG-режим (𝛼 = 0) гарантирует полиномиальную сложность 𝑂(log2 𝑛 ·𝑛𝜉).
Композиция соответствует объединению версий данных, что безопасно при логариф-
мической глубине. Однако интеграция с SBL-структурами (напр., кэш размером

√
𝑛)
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приводит к 𝑓∩ = log2 𝑛 · 2
√
𝑛, что экспоненциально. Это иллюстрирует необходимость

согласованности структур при проектировании систем.

Исключения: задачи с псевдодополнением на примере двоичных деревьев
поиска.
Структура: Деревья высоты 𝑘(𝑛) = log 𝑛.
Псевдодополнение: Удаление поддерева создаёт структуру с 𝑘𝑆(𝑛) = log 𝑛, но толь-
ко для сбалансированных деревьев.
Условия: 𝑓𝑆 = 𝑛

𝑓𝑆(𝑘(𝑛))
=⇒ 𝑓𝑆

𝑒𝑛
= 𝑛

𝑛·𝑒𝑛 = 𝑂(𝑒−𝑛).

Анализ: Этот пример — редкий случай, когда дополнение 𝑆 остаётся в классе CIS.
Условие 𝑓𝑆(𝑘(𝑛)) = Θ(𝑛) смягчает теорему 9, так как 𝑓𝑆 становится пренебрежи-
мо малым. Однако это работает только для строго сбалансированных деревьев, что
подчёркивает: запрет на дополнение не абсолютен, но требует специальных условий.

Представленные примеры демонстрируют широкую применимость теории
условно-идеальных структур (CIS) в различных областях компьютерных наук. CIS
обеспечивают единую схему анализа сложности для задач из кластеризации, теории
графов, линейной алгебры, криптографии и динамических систем. Это подтвержда-
ет, что структурные параметры 𝑘(𝑛) и компенсирующие функции 𝑓(𝑘(𝑛)) являются
эффективным инструментом для управления вычислительными ресурсами. Разделе-
ние на SLG- и SBL-режимы позволяет в SLG достигать полиномиальной сложности
через явные ограничения (напр., число кластеров или древовидная ширина), а в SBL
получать субэкспоненциальные оценки для задач с "мягкими"структурными паттер-
нами (напр., низкий ранг матриц). Смешанные режимы (SLG+SBL) приводят к экс-
поненциальному росту сложности, что требует строгой изоляции классов. Условия
на параметры (𝑚 > 𝜉, 𝛼 < 1) не являются техническими — их нарушение делает ал-
горитмы практически неприменимыми. Редкие случаи вроде псевдодополнения для
сбалансированных деревьев показывают, что теория CIS допускает модификации, но
требует дополнительных условий. Это открывает направления для будущих исследо-
ваний, например, классификация «слабых» дополнений и формализация гибридных
режимов с контролируемой асимптотикой.

Представленный формализм алгебраических операций над CIS устанавливает
теоретическую основу для систематического конструирования сложных вычисли-
тельных задач с контролируемой сложностью. Доказанная замкнутость относитель-
но операций композиции и пересечения позволяет комбинировать структурные пат-
терны данных, сохраняя ключевое свойство 𝑘(𝑛) = 𝑜(𝑛), что гарантирует выполнение
фундаментального асимптотического условия управляемости lim𝑛→∞ 𝑓(𝑘(𝑛))𝑒−𝑛 = 0.
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Категориальная интерпретация множества CIS как коммутативной полугруппы рас-
крывает глубокую связь между структурными свойствами данных и алгебраической
теорией, предоставляя новые инструменты для анализа параметризованной слож-
ности. Недопустимость операции дополнения подчёркивает асимметричную природу
управляемой вычислительной сложности, ограничивая класс допустимых преобра-
зований. Полученные результаты создают методологическую базу для разработки
адаптивных алгоритмов, способных динамически перестраиваться в зависимости от
структурных характеристик входных данных, открывая перспективы для приложе-
ний в областях машинного обучения, оптимизации и анализа графовых моделей.
Дальнейшие исследования могут быть направлены на расширение класса допусти-
мых операций и изучение их связи с иерархиями сложности в рамках теории вычис-
лительной трудности.

Таким образом, теория CIS не только предоставляет строгий математический
аппарат для анализа сложности, но и служит практическим руководством для раз-
работки алгоритмов в условиях структурной неоднородности данных. Дальнейшее
развитие метода связано с преодолением выявленных ограничений и интеграцией с
параметризованной сложностью.

Заключение

В работе предложена и систематически развита концепция условно-идеальных
структур (CIS) — подхода к снижению вычислительной сложности NP-трудных
задач за счёт явного учёта структурных инвариантов данных. В отличие от клас-
сической дихотомии P и NP, данный метод связывает асимптотику алгоритмов с
геометрическими свойствами данных, такими как иерархичность и разреженность,
выделяя два ключевых режима: логарифмический (𝑘(𝑛) = 𝑂(log 𝑛)) и субэкспо-
ненциальный (𝑘(𝑛) = Θ(𝑛𝜀)).

Основные теоретические результаты работы включают:

1. Формализацию структурных параметров и компенсирующих функций, позво-
ляющих преобразовать структурные ограничения в вычислительные ресурсы.

2. Доказательство асимптотической управляемости сложности для задач на CIS,
обеспечивающей выполнение условия 𝑇 (𝑛, 𝑘(𝑛)) = 𝑜(𝑒𝑛).

3. Доказательство замкнутости класса CIS относительно алгебраических опера-
ций композиции и пересечения, что открывает возможности для комбинирова-
ния структурных паттернов.

4. Установление строгой связи с гипотезой SETH, что позволяет чётко разделить
практически разрешимые и принципиально трудные случаи.
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5. Разработку процедуры компенсации сложности, позволяющей на практике оце-
нивать и адаптировать алгоритмы к структурным особенностям данных.

Практическая значимость CIS продемонстрирована на примерах задач оптимиза-
ции на графах, кластеризации и обработки разреженных матриц, где использование
структурных параметров позволило снизить сложность до полиномиальной или суб-
экспоненциальной.

Таким образом, теория условно-идеальных структур не только дополняет ап-
парат параметризованной сложности, но и предлагает универсальную методологию
для проектирования эффективных алгоритмов в условиях структурной неоднород-
ности данных. Дальнейшие исследования могут быть направлены на расширение
класса сингулярных параметров, интеграцию методов машинного обучения для авто-
матического выделения CIS, а также изучение изменения сложности при нарушении
структурных ограничений.
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Wavelet analysis and machine learning in plant health classifying
from texture features.
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Abstract. This article presents an efficient method that combines the strengths of wavelet
analysis with machine learning techniques to accurately classify plant health status directly
from available color images. The core of the proposed approach lies in the extraction of a
vector of Haralick texture features, derived through the application of the Daubechies wavelet
transform, a powerful tool for multi-resolution signal decomposition. Plant health monitoring
is of paramount importance for ensuring food security, optimizing agricultural practices, and
mitigating the impact of plant diseases on crop yields. Traditional methods for plant disease
diagnosis often rely on visual inspection by experts, which can be subjective, time-consuming,
and prone to errors. Therefore, there is a growing need for automated and objective methods for
plant health assessment. The proposed method offers a cost-effective and scalable solution for
early and accurate detection of plant diseases, contributing to sustainable agricultural practices
and improved crop management.

The increasing availability of high-resolution imagery, captured by drones, satellites,
and mobile devices, has created a wealth of data that can be leveraged for plant health
monitoring. However, extracting meaningful information from these images requires sophisticated
image processing and analysis techniques. Wavelet analysis provides a powerful framework for
decomposing images into different frequency components, allowing for the extraction of texture
features that are indicative of plant health status. Machine learning algorithms can then be
trained to classify plant images based on these features, providing an automated and objective
assessment of plant health.

To implement the proposed method, a custom Python program was developed. This
program leverages a multi-level discrete Daubechies wavelet transform, a versatile tool for
feature extraction, and seamlessly integrates with state-of-the-art machine learning classification
algorithms, including logistic regression and perceptron, renowned for their efficiency and
interpretability. The Daubechies wavelet transform was specifically chosen due to its compact
support and orthogonality properties, making it well-suited for analyzing texture features in
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plant images. The choice of logistic regression and perceptron algorithms was motivated by
their computational efficiency and ability to handle multi-class classification problems with high
accuracy. The Python program was designed to be user-friendly and easily adaptable to different
image datasets and plant species.

The experimental results, obtained from a diverse set of plant images exhibiting varying
degrees of health, unequivocally demonstrate the effectiveness and robustness of the proposed
method in addressing multi-class image classification problems related to plant health assessment.

The proposed method holds potential for deployment in precision agriculture, enabling
farmers to monitor the health of their crops in real-time and take timely interventions to
prevent disease outbreaks. Furthermore, the method can be used for large-scale plant health
monitoring using remote sensing data, providing valuable insights into the health of ecosystems
and contributing to biodiversity conservation efforts. Future research will focus on extending the
method to incorporate other data modalities, such as hyperspectral imagery and sensor data,
and exploring the use of deep learning techniques to further improve the accuracy and robustness
of plant health classification.

Keywords: Daubechies wavelet transform, image classification, logistic regression, machine
learning, Haralick features.

Введение

Цифровизация сельского хозяйства стремительно развивается, что приводит к
появлению автономных систем мониторинга полевых условий. Одним из ключевых
вызовов в разработке таких систем является автоматическая идентификация болез-
ней растений и анализ их роста.

Ранняя диагностика болезней позволяет избежать значительных экономических
потерь, связанных со снижением качества и количества урожая. Создание систем,
способных точно и быстро выявлять заболевания растений, является приоритетной
задачей для укрепления экономики и сельского хозяйства.

Существует острая потребность в разработке новых технологий, которые позво-
ляют отслеживать рост растений и прогнозировать воздействие на него различных
факторов. В большинстве случаев болезни можно выявить по состоянию побегов
(стебля, листьев). Таким образом, идентификация растений, выявление болезней и
анализ роста играют ключевую роль в успешном выращивании сельскохозяйствен-
ных культур.

В ряде современных публикаций на подобные темы прослеживаются тенденции
в использовании методов машинного обучения для автоматической диагностики за-
болеваний растений на основе анализа изображений. Несмотря на различные под-
ходы, работы преследуют общую цель, связанную с разработкой эффективных и
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точных методов, снижающих зависимость от ручного труда и экспертных знаний в
сельском хозяйстве. Например, в работе [1] авторы фокусируются на комбинирова-
нии текстурных признаков и вейвлет-преобразования в сочетании с традиционными
алгоритмами машинного обучения, такими как метод опорных векторов (SVM) и
случайный лес (RF), что позволило достичь высокой точности (94.39% и 93.15%,
соответственно). Это подчёркивает эффективность использования текстурных ха-
рактеристик изображений для классификации состояния растений. Работа [2] сосре-
дотачивается на использовании глубокого обучения, а именно свёрточных нейрон-
ных сетей (CNN) для прямой обработки изображений и автоматического извлечения
признаков, а также метода k-ближайших соседей (KNN). Ключевой результат дан-
ной работы: модель CNN показала более высокую точность (90.92%) по сравнению
с KNN (67.85%), что подтверждает потенциал глубокого обучения в решении задач
многоклассовой классификации. Подытоживая, можно отметить, что выбор конкрет-
ного подхода зависит от доступности данных, вычислительных ресурсов и требуемой
точности классификации.

Все операции с изображениями, связанные с анализом состояния растений, вы-
полняются в цветовом пространстве RGB, которое является стандартным форматом
представления изображений.

1. Теоретические основы

1.1. Вейвлет-преобразование. Вейвлет-преобразование — это инструмент, позво-
ляющий анализировать изображения с разным уровнем детализации, выделяя как
высокочастотные, так и низкочастотные компоненты. В данной работе использует-
ся дискретное двумерное вейвлет-преобразование Добеши (DWT2), конкретно вей-
влет db2. Этот метод разделяет изображение на четыре компоненты (таблица 1):

LL LH

HL HH

Таблица 1. Макет одноуровневого двумерного вейвлет-разложения
изображения

Компоненты в таблице 1 представляют собой поддиапазоны частот, где L — низ-
кая частота, H — высокая частота. Разложение может быть многоуровневым, где n —
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число уровней разложения. LL-квадрант представляет собой аппроксимацию исход-
ного изображения (cAn), HL — его вертикальные детали (cVn), LH — горизонтальные
детали (cHn), HH — диагональные составляющие (сDn) [3].

1.2. Текстурные признаки Харалика: анализ структуры изображения. Тек-
стура, наряду с цветом, играет ключевую роль в идентификации объектов на изоб-
ражениях, в том числе при анализе состояния растений. Каждое заболевание имеет
уникальный «отпечаток» в виде характерного распределения цвета и текстуры на
поверхности растения.

Для анализа текстуры изображения используется метод, основанный на призна-
ках Харалика. Эти признаки вычисляются на основе матрицы совпадения уровней
серого (GLCM). GLCM — это матрица, которая отражает вероятность встречаемости
пикселей с определенной интенсивностью рядом друг с другом.

Для построения GLCM анализируются соседние пиксели относительно «цен-
трального“ пикселя. Учитывается расстояние между ними (Z) и их ориентация (Y).

Проще говоря, GLCM показывает, как часто встречаются пиксели с определён-
ными уровнями яркости рядом друг с другом [4].

Несмотря на то, что GLCM содержит информацию о текстуре, она не очень удоб-
на для прямого анализа изображения. Гораздо эффективнее использовать признаки
Харалика, которые вычисляются на основе GLCM.

В данной работе используются четыре ключевых признака Харалика:
Контраст: измеряет пространственную частоту изображения, то есть степень

«контрастности» текстуры.

𝑐𝑜𝑛 =
𝑁∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑝𝑖,𝑗 · (𝑖− 𝑗)2 (1)

Несходство: определяет расстояние между парами пикселей в анализируемой об-
ласти.

𝑑𝑖𝑠 =
𝑁∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑝2𝑖,𝑗 · |𝑖− 𝑗| (2)

Энергия: измеряет однородность текстуры изображения.

𝑒𝑛𝑟 =
𝑁∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑝2𝑖,𝑗 (3)

Однородность: оценивает степень «гладкости» текстуры, увеличиваясь при
уменьшении разницы в яркости между соседними пикселями.
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ℎ𝑜𝑚 =
𝑁∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑝𝑖,𝑗
1 + (𝑖− 𝑗)2

(4)

В выражениях (1)–(4):

∙ 𝑝𝑖,𝑗 — нормализованная вероятность совместной встречаемости (co-occurrence)
двух пикселей с уровнями серого i и j, находящихся на определённом расстоя-
нии и под определённым углом друг от друга;
∙ N — количество градаций (уровней) серого.

Признаки Харалика обычно используются для изображений в оттенках серого. В
таком изображении каждый пиксель имеет значение, представляющее его яркость.
Обычно это целое число в диапазоне от 0 (чёрный) до 255 (белый). Вместо оригиналь-
ных значений яркости часто используют уменьшенное количество уровней серого,
чтобы сократить вычислительную сложность.

Вероятность 𝑝𝑖,𝑗 нормализуется по следующей формуле:

𝑝𝑖,𝑗 =
𝐺𝐿𝐶𝑀(𝑖, 𝑗)

𝑆
(5)

В формуле (5):

∙ GLCM(i, j) — количество раз, когда уровень серого i встречается рядом с уров-
нем серого j (на заданном расстоянии и под заданным углом);
∙ S — сумма всех элементов GLCM-матрицы (выражение 6).

𝑆 =
𝑁∑︁

𝑖,𝑗=1

𝐺𝐿𝐶𝑀(𝑖, 𝑗) (6)

2. Алгоритм классификации

Цель данного исследования — разработать метод классификации большого коли-
чества цифровых изображений растений, используя информацию о текстуре и цве-
те. Предлагаемый алгоритм комбинирует текстурные признаки Харалика, вейвлет-
преобразование Добеши и многослойную нейронную сеть.

Алгоритм состоит из следующих этапов:

1. Инициализация и предобработка данных: загружается набор данных с изобра-
жениями растений и выполняется предварительная обработка, например, при-
ведение изображений к единому размеру.
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2. Вейвлет-преобразование: к каждому изображению применяется дискретное
двумерное вейвлет-преобразование Добеши, что позволяет разделить изобра-
жение на поддиапазоны частот.

3. Извлечение признаков: коэффициенты вейвлет-преобразования группируются
по квадрантам поддиапазонов частот, что позволяет выделить ключевые тек-
стурные признаки.

4. Классификация: полученные текстурные признаки используются в качестве
входных данных для классификационных методов машинного обучения, таких
как многослойная нейронная сеть или классические методы.

Описанные выше шаги приведены на рисунке 1 в виде схемы.

Рис. 1. Схема предложенного алгоритма классификации
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2.1. Загрузка и подготовка данных. Исходные данные приведены на рисунке 2
и представляют собой набор цветных цифровых изображений, распределенных по
директориям, имена которых соответствуют названиям классов. Изображения бы-
ли предварительно подготовлены — приведены к единому размеру 256x256 пикселей
и распределены поровну на каждый класс (сбалансированы по 2200 единиц в каж-
дом классе, суммарно 17600 фотографий). Таким образом, количество директорий
совпадает с числом классов (по 8).

Рис. 2. Исходные данные по классам

Датасет на рисунке 2 был загружен с общедоступного ресурса по исследованию
данных Kaggle [5].

2.2. Получение текстурных признаков. В результате применения вейвлет-
преобразования, описанного в разделе 1.1, каждое изображение делится на четы-
ре квадранта (рисунок 3). Каждый квадрант представляет собой область размером
128x128 пикселей в цветовом пространстве RGB (красный, зеленый, синий каналы).
Для каждого из этих каналов строится матрица совпадения уровней серого (GLCM),
которая описывает распределение яркости пикселей в квадранте и анализирует вза-
имосвязи между различными уровнями серого в изображении. Разные текстуры (на-
пример, гладкая, шероховатая, зернистая) характеризуются разными закономерно-
стями совместной встречаемости уровней серого.
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Рис. 3. Пример одноуровневого двумерного вейвлет-разложения исход-
ного изображения

Таким образом, для целого изображения получается 12 матриц GLCM (по 4 для
каждого канала RGB). Из каждой матрицы GLCM вычисляются 4 признака Хара-
лика, описанных ранее.

На рисунке 3:
DWT2 (level1) — одноуровневое дискретное двумерное вейвлет-преобразование

Добеши;
Approximation — аппроксимация исходного изображения;
Horizontal detail — горизонтальные детали исходного изображения;
Vertical detail — вертикальные детали исходного изображения;
Diagonal detail — диагональные составляющие исходного изображения.
В итоге, после одноуровневого вейвлет-преобразования, одно цветное изображе-

ние описывается вектором из 48 коэффициентов — текстурных признаков Харалика.
Общее количество признаков F можно рассчитать по формуле:

𝐹 = 𝑄× 𝐶 ×𝐻 × 𝑛 (7)

В формуле (7):
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∙ Q = 4 — количество квадрантов, на которые делится изображение;
∙ C = 3 — количество каналов цветного изображения (RGB);
∙ H = 4 — количество признаков Харалика, вычисляемых из каждой GLCM

матрицы;
∙ n — число уровней вейвлет-преобразования.

С увеличением количества уровней вейвлет-разложения n число признаков F ли-
нейно увеличивается. В данной работе оптимальное число уровней разложения n
было определено эмпирически и составило 3. Таким образом, общее количество при-
знаков F = 4 × 3 × 4 × 3 = 144.

Для удобства дальнейшего анализа все признаки были записаны в CSV-файл с
помощью библиотеки Pandas языка Python (рисунок 4).

Рис. 4. Текстурные признаки Харалика для исходного датасета

На рисунке 4 представлен датафрейм из 17600 строк (по числу изображений в
датасете) и 144 столбцов (по числу признаков Харалика для каждого изображения),
записанный в переменную "features-db".

Стоит также упомянуть другие модули и библиотеки Python, используемые в
данной работе:

Os — для работы с операционной и файловой системами (загрузка и инициали-
зация набора данных); OpenCV — для анализа изображений; NumPy — для работы
с многомерными массивами; Matplotlib — для визуализации данных и вычислений;
PyWt — для вейвлет-вычислений; Scikit-Learn — для операций машинного обуче-
ния [6].
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2.3. Предварительная обработка данных. Датафрейм, представленный на ри-
сунке 4, содержит текстурные признаки Харалика, полученные в результате вейвлет-
преобразования. Этот датафрейм является базой данных, готовой для обучения мо-
дели машинного обучения.

Входными данными для обучения нейронной сети будут текстурные признаки
Харалика (все столбцы датафрейма, кроме последнего). Выходными данными будут
метки классов, закодированные в последнем столбце датафрейма.

Перед обучением модели необходимо провести предварительную обработку дан-
ных:

1. Разделение на обучающую и тестовую выборки: датафрейм разделяется на две
части в соотношении 70:30, где 70 % данных используется для обучения модели,
а 30 % — для тестирования.

2. Стандартизация: данные стандартизируются с помощью метода StandartScaler,
что позволяет привести их к нулевому среднему значению и единичной дис-
персии. Стандартизация применяется лишь к входным данным, поскольку вы-
ходные данные содержат только метки классов [7], [8].

3. Уменьшение размерности: для увеличения скорости работы модели и снижения
требований к памяти используется метод уменьшения размерности. В данной
работе применяется метод главных компонент (Principal Component Analysis,
PCA). С помощью PCA можно сократить количество признаков, сохранив мак-
симальную информацию о данных [9], [10] .

Результат применения PCA на наборе данных из рисунка 4 представлен на ри-
сунке 5.

График на рисунке 5 показывает, что при количестве главных компонент N = 40
значение «Variance explained» практически достигает единицы. Параметр «variance
explained» помогает понять, насколько хорошо компоненты отражают исходные дан-
ные, и используется для выбора оптимального количества компонент при уменьше-
нии размерности. Таким образом, при значении числа N = 40 компонент сохраняется
максимальное количество информации о данных. В результате размерность призна-
ков была сокращена со 144 до 40.

2.4. Классификация и результаты. Классификация изображений была проведе-
на с помощью двух методов машинного обучения:

∙ Логистическая регрессия: классический алгоритм машинного обучения;
∙ MLP (Multilayer Perceptron, многослойный персептрон): базовая модель искус-

ственной нейронной сети [11].

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2025, 2



Прогнозирование признаков растений в моделировании экосистем 109

Рис. 5. График зависимости параметра «Variance explained» от числа
главных компонент

Результаты работы каждого из методов приведены в таблице 2.

Метод классификации Метрика
Accuracy Precision Recall F-score

Логистическая регрессия 90% 0.9 0.89 0.89
MLP 86% 0.86 0.85 0.86

Таблица 2. Результаты классификации

Как можно видеть из таблицы 2, благодаря комбинированию методов текстур-
ного анализа и машинного обучения удалось достичь высоких показателей точности
для 8 классов — до 90%. Оценка проводилась на базовых метриках задачи класси-
фикации [12], а именно:

Accuracy — общая точность, доля правильных предсказаний от общего числа
предсказаний;

Precision — точность положительного класса, доля истинно положительных пред-
сказаний от всех положительных предсказаний;

Recall — полнота, доля истинно положительных предсказаний от всех фактиче-
ских положительных случаев;

F-score — F-мера, гармоническое среднее точности и полноты.
Для precision и recall, так как в задаче более двух классов, используется макро-

усреднение, поскольку все классы одинаково важны и сбалансированы.

«Таврический вестник информатики и математики», №2 (67)’ 2025



110 В. В. Брыкин

Заключение

В статье представлен алгоритм, который эффективно классифицирует состояние
растений по цветным изображениям, анализируя их текстуру. Алгоритм комбинирует
вейвлет-анализ с методами машинного обучения, что позволило достичь высокой
точности классификации (до 90%).

Для дальнейшего улучшения предложенного метода необходимо изучить возмож-
ность использования различных типов вейвлет-преобразований и классификацион-
ных алгоритмов машинного обучения, чтобы определить наиболее оптимальные ком-
бинации для конкретной задачи.
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Малафеев О. А. и др. Построение оптимальной стратегии дрона в задаче
преследования с препятствием // Таврический вестник информатики и
математики. — 2025. — №2 (67). — C. 7 – 23.

УДК: 517.977.5:519.876.5

Дроны все чаще используются в различных областях, включая наблюдение,
поисково-спасательные операции и доставку посылок. Одним из важнейших аспектов
работы дронов является оптимизация стратегии преследования при столкновении с
препятствиями. Это исследование направлено на разработку оптимальной страте-
гии для дронов в задачах преследования с препятствиями, в частности, с упором на
применение дифференциальных игр. Дифференциальные игры обеспечивают мате-
матическую основу, в которой дроны и преследуемые ими цели принимают реше-
ния на основе обнаружения препятствий. В исследовании рассматриваются теоремы
и доказательства, касающиеся успешных стратегий для беспилотных летательных
аппаратов в задачах преследования, подчеркивается важность обхода препятствий
и преследования цели. Исследование направлено на повышение эффективности и
успешности полетов беспилотных летательных аппаратов путем определения опти-
мальных подходов к достижению цели при одновременном избегании препятствий.
Результаты моделирования в прикладной программе MATLABдают ценную инфор-
мацию для улучшения работы беспилотных летательных аппаратов в сложных усло-
виях, а их потенциальное применениераспространяется на такие области, как робо-
тотехника и искусственный интеллект. Оптимизируя стратегии преследования при
наличии препятствий, беспилотные летательные аппараты могут более эффективно
перемещаться по сложной местности, что в конечном итоге повышает их производи-
тельность и надежность в широком спектре применений.

Ключевые слова: беспилотный летательный аппарат, преследование, препятствие, оп-
тимальная стратегия, ?-равновесие, математическая модель, управление, алгоритмы.

Морозов Ю. В. Исследование скрытых колебаний в системе 3-го поряд-
ка с разрывной правой частью // Таврический вестник информатики и
математики. — 2025. — №2 (67). — C. 24 – 40.

УДК: 517.93

В статье представлено аналитическое исследование устойчивости скрытых колеба-
ний, возникающих в системе 3-го порядка с разрывной правой частью. Приведены
численные примеры, иллюстрирующие правильность полученных результатов.

Ключевые слова: прерывистая правая сторона, скрытые колебания, циклическая ста-
бильность.
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Котова О. В. Об оптимальном расположении узлов аппроксимации функ-
ции Рунге // Таврический вестник информатики и математики. — 2025. —
№2 (67). — C. 41 – 53.

УДК: 517.5 + 519.65

Описан метод оптимизации расположения узлов аппроксимации, реализованный на
примере функции Рунге. Для выбора узлов аппроксимации составляется целевая
функция, минимизация которой и обеспечивает оптимальное расположение узлов по
оси абсцисс. Приведено сравнение с интерполяционным полиномом, построенным по
узлам Чебышева.

Ключевые слова: аппроксимация, интерполяция, функция Рунге, узлы аппроксимации,
целевая функция, узлы Чебышева, среднеквадратическая ошибка.

Luu T. H. On first integrals of a sixth-order ordinary differential equation //
Таврический вестник информатики и математики. — 2025. — № 2 (67). —
C. 54 – 66.

УДК: 531.011

В статье предлагаются конструктивные методы нахождения некоторых первых ин-
тегралов обыкновенного дифференциального уравнения шестого порядка с потенци-
альным оператором. Рассмотрены методы, основанные на применении преобразова-
ния переменных, для установления инвариантности данного обыкновенного диффе-
ренциального уравнения шестого порядка с потенциальным оператором и соответ-
ствующим действием Гамильтона-Остроградского. Также найдены некоторые пер-
вые интегралы рассматриваемого уравнения.

Ключевые слова: Обыкновенное дифференциальное уравнение шестого порядка, потен-
циальный оператор, действие Гамильтона-Остроградского, симметрия, дивергентная ин-
вариантность, первый интеграл.

Лемтюжникова Д. В. Условно-идеальные структуры в решении задач
дискретной оптимизации. Часть 1 // Таврический вестник информатики
и математики. — 2025. — №2 (67). — C. 67 – 98.

УДК: 519.854.2

В работе вводится и систематически развивается теория условно идеальных структур
(УИС) — новый подход для снижения вычислительной сложности NP-трудных задач

«Таврический вестник информатики и математики», №2 (67)’ 2025



114 Рефераты

путем использования структурных инвариантов данных. Теоретическая основа стро-
ится на двух основных асимптотических режимах: логарифмическом и субэкспонен-
циальном. Основной вклад заключается в формализации структурных параметров
и введении компенсирующих функций, преобразующих структурные ограничения
в вычислительные ресурсы. Доказана асимптотическая управляемость, гарантиру-
ющая, что сложность растет существенно медленнее экспоненциальной. Доказана
алгебраическая замкнутость класса УИС относительно операций композиции и пе-
ресечения. Разработана формальная процедура компенсации для построения адап-
тивных алгоритмов. Практическая применимость продемонстрирована на задачах
оптимизации графов, метрической кластеризации и обработки разреженных матриц.

Ключевые слова: условно идеальные структуры, параметризованная сложность, гипо-
теза SETH, субполиномиальные алгоритмы, NP-трудные задачи, дискретная оптимиза-
ция.

Брыкин В. В. Вейвлет-анализ и машинное обучение в классификации со-
стояния растений по текстурным признакам // Таврический вестник ин-
форматики и математики. — 2025. — №2 (67). — C. 99 – 111.

УДК: 004.81

В данной работе представлен новый метод, который объединяет вейвлет-анализ с
машинным обучением для классификации состояния растений по цветным изобра-
жениям. Метод использует вектор текстурных признаков Харалика, полученных с
помощью вейвлет-преобразования Добеши. Для реализации метода разработана про-
грамма на языке Python, которая применяет многоуровневое дискретное вейвлет-
преобразование Добеши и классификационные алгоритмы машинного обучения, та-
кие как логистическая регрессия и персептрон. Результаты демонстрируют эффек-
тивность предложенного метода в задачах многоклассовой классификации изображе-
ний. В работе сделаны выводы о практическом применении метода и его потенциале
для дальнейших исследований.

Ключевые слова: вейвлет-преобразование Добеши, классификация изображений, логи-
стическая регрессия, машинное обучение, признаки Харалика.
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