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ОБ АНАЛИ󰑪Е СЕТЕВЫХ МОДЕЛЕЙ СО СЛУЧАЙНЫМИ
ПРОДОЛ󰑮ИТЕЛ󰑩НОСТ󰑯МИ РАБОТ С ПОМОЩ󰑩󰑰 СИСТЕМЫ

WOLFRAM MATHEMATICA

c© В. Р. Кристалинский
Смоленский государственный университет,

ул. Пр󰑨евал󰑭ского, 4, Смоленск, 214000, Российска󰑱 Федераци󰑱
e-mail: kristvr@rambler.ru

On the analysis of network models with random work durations
using the Wolfram Mathematica system.

Kristalinskiy V. R.

Abstract. As you know, a network model is a plan for performing some complex of
interrelated operations, given in the form of a network, the graphical representation of which is
called a network graph. At the same time, all the interrelationships of the work to be performed
require a clear definition. Network planning is one of the most well-known applications of graph
theory and is widely used in practice.

In English-language literature, this technique is called the Project Evaluation and Review
Technique (PERT). The tasks solved using the network planning method are to reduce the
duration of the entire project to a minimum and rationally allocate labor and other resources
throughout its execution.

Network planning can be used, for example, when solving the problem of creating long-range
radar stations, when planning roadway reconstruction, in construction, in process management
at enterprises, when planning maintenance of communication systems, when planning assembly
operations and when solving a large number of other applied tasks. Thus, the development of
methods for the computer implementation of algorithms for the study of network graphs is a
very urgent task.

In the case when the duration of work is deterministic, the main task is to determine the
critical path 󰯹 the longest path along the graph. It is the length of this path that determines the
duration of the entire project, and therefore its increase is unacceptable. In this regard, the most
responsible and qualified specialists should be appointed to work on the critical path. However,
in practice, this case is rare. More often there are cases when the actual time of completion of
the work is not known to us exactly (by chance). In this case, the question arises: what is the
probability that the actual execution time of the complex of works will not exceed a given value
or will be in a given interval? The solution of these issues is obviously very important for practice,
when planning real work packages.
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Solving problems of this kind presents significant computational difficulties. Solving problems
related to network graphs using the Wolfram Mathematica system turns out to be very effective.
This system, especially its latest versions, contains a number of tools that allow you to study
network graphs with random operation times. The use of these capabilities turns out to be very
useful both in solving real-world applied problems, and in the educational process of economic
and technical universities, in studying disciplines related to operations research and computer
modeling.

This article is devoted to solving problems for the study of network graphs with random
work time using the Wolfram Mathematica system.

Keywords: network model, Wolfram Mathematica system.

Введение

Как и󰑬вестно, сетева󰑱 модел󰑭 представл󰑱ет собой план выполнени󰑱 некоторого
комплекса в󰑬аимосв󰑱󰑬анных операций, 󰑬аданный в специфической форме сети, гра-
фическое и󰑬обра󰑨ение которой на󰑬ываетс󰑱 сетевым графиком (сетевым графом).
Отличител󰑭ной особенност󰑭󰑧 сетевой модели 󰑱вл󰑱етс󰑱 четкое определение всех в󰑬а-
имосв󰑱󰑬ей работ, которые дол󰑨ны быт󰑭 проведены. Сетевое планирование, то ест󰑭
планирование комплексов операций, основанное на ра󰑬работке сетевых моделей, 󰑱в-
л󰑱етс󰑱 одним и󰑬 наиболее и󰑬вестных прило󰑨ений теории графов. Оно широко при-
мен󰑱етс󰑱 на практике. 󰑪адачи, решаемые с помощ󰑭󰑧 метода сетевого планировани󰑱,
сформулированы, например, в [1]. Эти 󰑬адачи 󰑬акл󰑧ча󰑧тс󰑱 в сокращении до мини-
мума длител󰑭ности всего проекта и рационал󰑭ном распределении трудовых и других
ресурсов по всему времени его исполнени󰑱. Пример применени󰑱 сетевого планирова-
ни󰑱 к решени󰑧 󰑬адачи со󰑬дани󰑱 радиолокационных станций дал󰑭него обнару󰑨ени󰑱
приведен в [2]. Стат󰑭󰑱 [3] посв󰑱щена испол󰑭󰑬овани󰑧 сетевых графов при планирова-
нии работ по реконструкции доро󰑨ного полотна, стат󰑭󰑱 [4] 󰯹 сетевому планировани󰑧
в строител󰑭стве, В работах [5]–[15] пока󰑬аны во󰑬мо󰑨ности применени󰑱 сетевого пла-
нировани󰑱 в других област󰑱х. Таким обра󰑬ом, ра󰑬работка методов комп󰑭󰑧терной
реали󰑬ации алгоритмов исследовани󰑱 сетевых графов 󰑱вл󰑱етс󰑱 вес󰑭ма актуал󰑭ной
󰑬адачей.

Случай, когда врем󰑱 выполнени󰑱 отдел󰑭ных работ 󰑬адано 󰑬аранее, рассмотрен
в [11]. Как и󰑬вестно, в этом случае основной 󰑬адачей 󰑱вл󰑱етс󰑱 определение кри-
тического пути 󰯹 наиболее продол󰑨ител󰑭ного пути по графу. Именно продол󰑨и-
тел󰑭ност󰑭 этого пути определ󰑱ет продол󰑨ител󰑭ност󰑭 всего проекта, и поэтому ее

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2023, 4
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увеличение недопустимо. Однако на практике этот случай встречаетс󰑱 редко. Ча-
ще встреча󰑧тс󰑱 случаи, когда фактическое врем󰑱 выполнени󰑱 работы в точности
неи󰑬вестно (случайно). В этом случае во󰑬никает вопрос: какова веро󰑱тност󰑭 того,
что фактическое врем󰑱 выполнени󰑱 комплекса работ не прев󰑬ойдет 󰑬аданной вели-
чины? Рассмотрени󰑧 случа󰑱, когда врем󰑱 выполнени󰑱 работ случайно и посв󰑱щена
насто󰑱ща󰑱 стат󰑭󰑱.

Цел󰑭󰑧 данной стат󰑭и 󰑱вл󰑱етс󰑱 исследование во󰑬мо󰑨ностей системы
Mathematica по анали󰑬у сетевых графиков со случайным временем.

1. Анали󰑬 сетевых графиков со случайным временем

Пуст󰑭 tопт 󰯹 оптимистическа󰑱 оценка длител󰑭ности рассматриваемой работы,
tпес 󰯹 пессимистическа󰑱, tвер 󰯹 веро󰑱тна󰑱 оценка длител󰑭ности этой работы. Тогда
в качестве оценки математического о󰑨идани󰑱 продол󰑨ител󰑭ности рассматриваемой
работы испол󰑭󰑬уетс󰑱 следу󰑧ща󰑱 оценка (см. [16])

m =
tопт + 4tвер + tпес

6
,

а в качестве среднего квадратичного отклонени󰑱 беретс󰑱 следу󰑧ща󰑱 оценка

σ =
tпес − tопт

6
.

В реал󰑭ных исследовани󰑱х предполагаетс󰑱, что длител󰑭ност󰑭 работы ест󰑭 слу-
чайна󰑱 величина, име󰑧ща󰑱 гамма-распределение. Параметры этого распределени󰑱
наход󰑱тс󰑱 следу󰑧щим обра󰑬ом (см. например, [16]):

β =
σ2

m
;

α =
m2

σ2
.

Длина ка󰑨дого пути сетевого графика представл󰑱ет собой сумму случайных ве-
личин, име󰑧щих гамма-распределение. Система Mathematica по󰑬вол󰑱ет оцениват󰑭
веро󰑱тности событий, св󰑱󰑬анных с этой случайной величиной, в частности, веро-
󰑱тност󰑭 того, что продол󰑨ител󰑭ност󰑭 комплекса работ не превысит определенного
󰑬начени󰑱, или будет находит󰑭с󰑱 в 󰑬аданном интервале.

Исходными данными дл󰑱 алгоритма решени󰑱 рассматриваемой 󰑬адачи 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱
веро󰑱тные продол󰑨ител󰑭ности всех работ. Сам алгоритм вкл󰑧чает в себ󰑱 следу󰑧щие
шаги.
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Алгоритм вычислени󰑱 характеристик комплекса работ

Вход: матрица детерминированных оценок продол󰑨ител󰑭ности работ
Выход: веро󰑱тности событий полных путей сетевого графа

1. Вычисление оптимистических и пессимистических оценок продол󰑨ител󰑭ностей ра-
бот.

2. Вычисление оценок математического о󰑨идани󰑱 и среднего квадратического откло-
нени󰑱 продол󰑨ител󰑭ностей работ.

3. Построение параметров гамма распределений дл󰑱 всех продол󰑨ител󰑭ностей работ.
4. Построение мно󰑨ества полных путей по сетевому графу.
5. Построение критического пути и вычисление его длины дл󰑱 соответству󰑧щего де-

терминированного сетевого графа.
6. Построение векторов, содер󰑨ащих параметры гамма-распределени󰑱 дл󰑱 всех работ,

ле󰑨ащих на критическом пути.
7. Построение массива реали󰑬аций случайной величины, представл󰑱󰑧щей суммарну󰑧

временну󰑧 прот󰑱󰑨енност󰑭 работ, принадле󰑨ащих ка󰑨дому полному пути.
8. Вычисление веро󰑱тностей интересу󰑧щих нас событий, св󰑱󰑬анных с полными пут󰑱ми

по сетевому графу.

2. Пример реали󰑬ации алгоритма

Строим матрицу, соответству󰑧щу󰑧 оценкам продол󰑨ител󰑭ностей работ.

XX =

󰀳

󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁃

0 8 0 13 0 14 0 0 0 0 0 0

0 0 9 5 10 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 7 0 0 0 0

0 0 0 0 10 7 10 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 6 10 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 9 0 17 12 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 10 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 5 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6 19

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

󰀴

󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁄

.
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Строим матрицы, соответству󰑧щие оптимистическим и пессимистическим оцен-
кам продол󰑨ител󰑭ностей работ. Дл󰑱 построени󰑱 пессимистических и оптимистиче-
ских оценок продол󰑨ител󰑭ности работы умно󰑨аем 󰑬начение о󰑨идаемой продол󰑨и-
тел󰑭ности работы на величину соответственно 1 + R1i,j и 1 − R1i,j, где R1i,j 󰯹 слу-
чайное число и󰑬 проме󰑨утка [0, 1; 0, 3].

Строим матрицы параметров соответству󰑧щих гамма-распределений.

После этого находим все пути по графу от вершины 1 до вершины 12 (полные пу-
ти). В верси󰑱х Wolfram Mathematica до дев󰑱той вкл󰑧чител󰑭но во󰑬мо󰑨ности сделат󰑭
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это непосредственно не было, вследствие чего приходилос󰑭 испол󰑭󰑬оват󰑭 специал󰑭-
ный алгоритм на основе матрицы сме󰑨ности графа.

Сначала строим мно󰑨ество всех подмно󰑨еств мно󰑨ества вершин графа.

󰑪атем выбираем и󰑬 этого мно󰑨ества элементы, в которые вход󰑱т вершины 1 и
12, соответству󰑧щие начал󰑭ному и 󰑬аверша󰑧щему событи󰑱м.

Далее строим мно󰑨ество полных путей. Делаетс󰑱 это следу󰑧щим обра󰑬ом. Стро-
им матрицу сме󰑨ности соответству󰑧щего нев󰑬вешенного графа (в ней на пересече-
нии i-й строки и j-го столбца будет сто󰑱т󰑭 1, если соответству󰑧щие вершины соедине-
ны ме󰑨ду собой, и нул󰑭 в противном случае). 󰑪атем дл󰑱 всех элементов мно󰑨ества 2,
в которое вход󰑱т все мно󰑨ества вершин графа, вкл󰑧ча󰑧щие начал󰑭ну󰑧 и конечну󰑧,
находим прои󰑬ведени󰑱 󰑬начений элементов построенной матрицы сме󰑨ности вдол󰑭
всего пути, соответству󰑧щего данному элементу. Очевидно, что если такой пут󰑭 в
графе существует, то это прои󰑬ведение не равно нул󰑧. Добавл󰑱ем его к мно󰑨еству
полных путей по сетевому графу, после чего находим его длину дл󰑱 случа󰑱, когда
продол󰑨ител󰑭ности работ равны о󰑨идаемым (детерминированы).
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В верси󰑱х системы, начина󰑱 с дес󰑱той, по󰑱вилас󰑭 во󰑬мо󰑨ност󰑭 решат󰑭 эту 󰑬адачу
непосредственно.

Далее вводим команду, по󰑬вол󰑱󰑧щу󰑧 построит󰑭 граф по его матрице сме󰑨ности,
после чего система выводит его графическое представление. После этого вводитс󰑱
команда, по которой непосредственно строитс󰑱 мно󰑨ество всех полных путей. Та-
ким обра󰑬ом, количество полных путей, построенных двум󰑱 описанными способами,
совпадает.
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Найдем критический пут󰑭 на графе и его длину, счита󰑱, что времена работ де-
терминированы.
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Видно, что критический пут󰑭 на графе проходит чере󰑬 вершины 1, 4, 5, 7, 10, 12
и его продол󰑨ител󰑭ност󰑭 при детерминированных временах работы составл󰑱ет 61.

Дл󰑱 нахо󰑨дени󰑱 этого пути мо󰑨но испол󰑭󰑬оват󰑭 и другой способ, описанный
нами в [11], а именно, умно󰑨ит󰑭 длины всех дуг графа на −1 и найти кратчай-
ший пут󰑭 по внов󰑭 построенному графу с помощ󰑭󰑧 специал󰑭ной команды системы
Mathematica, испол󰑭󰑬у󰑧щей алгоритм Форда-Беллмана.

󰑪атем строим вектора, содер󰑨ащие параметры распределени󰑱 дл󰑱 работ ка󰑨дого
полного пути.

Последн󰑱󰑱 команда строит массив реали󰑬аций случайной величины, представл󰑱-
󰑧щей суммарну󰑧 временну󰑧 прот󰑱󰑨енност󰑭 работ, принадле󰑨ащих ка󰑨дому пол-
ному пути. После этого рассчитыва󰑧тс󰑱 веро󰑱тности интересу󰑧щих событий.

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (61)’ 2023



16 В. Р. Кристалинский

Находим, например, веро󰑱тност󰑭 того, что длина 16 пути в списке полных пу-
тей (то ест󰑭 врем󰑱 выполнени󰑱 работ, принадле󰑨ащих этому пути) не прев󰑬ойдет
63. Этот пут󰑭 будет вкл󰑧чат󰑭 в себ󰑱 вершины с номерами 1, 4, 5, 7, 10, 12. Имен-
но этот пут󰑭, как ука󰑬ано выше, был критическим в графе с детерминированными
продол󰑨ител󰑭ност󰑱ми работ.

Вычисление этой веро󰑱тности длитс󰑱 достаточно долго (139,6 секунд), при этом
система выдает следу󰑧щие сообщени󰑱:

NIntegrate::slwcon: Numerical integration converging too slowly; suspect
one of the following: singularity, value of the integration is 0, highly
oscillatory integrand, or WorkingPrecision too small.

NIntegrate::eincr: The global error of the strategy GlobalAdaptive has
increased more than 2000 times. The global error is expected to decrease
monotonically after a number of integrand evaluations. Suspect one of
the following: the working precision is insufficient for the specified
precision goal; the integrand is highly oscillatory or it is not a
(piecewise) smooth function; or the true value of the integral is 0.
Increasing the value of the GlobalAdaptive option MaxErrorIncreases
might lead to a convergent numerical integration. NIntegrate obtained
0.8686657861290231‘ and 0.00020234133716988634‘ for the integral and
error estimates.

Эти сообщени󰑱 свидетел󰑭ству󰑧т о медленной сходимости процесса расчета ин-
тегралов, вычисление которых необходимо дл󰑱 расчета требуемой веро󰑱тности. 󰑪на-
чок ≈, вход󰑱щий в две последние команды, представл󰑱ет собой специал󰑭ный символ
системы Mathematica и набираетс󰑱 последовател󰑭ным на󰑨атием клавиши ESC, вво-
дом слова dist и снова на󰑨атием клавиши ESC.

Найдем тепер󰑭 веро󰑱тност󰑭 того, что длина этого пути будет находит󰑭с󰑱 в про-
ме󰑨утке от 58 до 63.
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󰑪акл󰑧чение

Система Wolfram Mathematica по󰑬вол󰑱ет эффективно исследоват󰑭 сетевые гра-
фы, в которых учитываетс󰑱 случайный характер длител󰑭ностей работ.

Дл󰑱 вычислений мо󰑨но испол󰑭󰑬оват󰑭 ра󰑬личные способы: как основанные на
встроенных командах системы Mathematica, реали󰑬ованные в ее новых верси󰑱х, так
и способы, в ходе реали󰑬ации которых лучше видно содер󰑨ание 󰑬адач, решаемых
при анали󰑬е сетевых графов.

Первый подход лучше испол󰑭󰑬оват󰑭 при решении конкретных прикладных 󰑬адач,
второй 󰯹 в ходе учебного процесса, когда студентам надо дат󰑭 во󰑬мо󰑨ност󰑭 увидет󰑭
сут󰑭 рассматриваемой методики.
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Approximate solutions of the equations which are simulating
nonlinear processes.

Lukianenko V. A.

Abstract. Nonlinear ordinary differential equations and partial differential equations have
found application in many sections of physics: photonics and plasmonics, nonlinear optics, gas-
free combustion theory, hydrodynamics and electrodynamics; biophysics; nonlinear population
dynamics; nonlinear wave theory, etc. In terms of system analysis, the considered models contain
evolutionary blocks, diffusion, diffraction, blocks of interaction, nonlinear blocks and others.

Within the framework of mathematics with broad interdisciplinary topics in the problems
of applied nonlinear dynamics (AND) the existence and behavior of solutions (particularly,
periodic and quasi-periodic solutions) of nonlinear equations with parameters, their stability
are investigated, as well as spatially heterogeneous structures which are born by bifurcation.

Some historical information related to the research of the AND in Crimea is given, for
example here was held the famous international Lyapunov Conference about stability problem,
which was chaired by G. A. Leonov in 2018. Research in the field of linear and nonlinear equations
such as equations of convolution type, singular integral equations with argument shifts, nonlinear
Urysohn type equations have their origin from F. D. Gakhov students, namely G. S. Litvinchuk
and Yu. I. Chersky. Here, in the Crimea, a monograph 󰯺Equations of convolution type󰯻 was
written by F. D. Gakhov and Yu. I. Chersky.

Research in the field of applied non-linear dynamics in V. I. Vernadsky Crimean Federal
university which were started by E. P. Belan, now develop in the following directions:
quasi-linear parabolic equations of nonlinear optics with transformations of spatial variables
(V. A. Lukianenko, Yu. A. Khazova and A. A. Kornuta); nonlinear models of propagation
of surface plasmon-polaritons (V. A. Lukinaneko, M. S. Germanchuk and S. P. Plyshevskaya);
mathematical model of the phenomenological equation of gas-free spin combustion as a singularly
perturbed nonlinear parabolic Van der Pole equation (O. V. Shyian, V. A. Lukianenko and
A. A. Grebeneva); nonlinear integral equation of the first Urysohn type and their approximate
solutions (V. A. Lukianenko, M. G. Kozlova, V. A. Belozub and Yu. A. Khazova).
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For the problem of propagation of phase wave of light modulation with transformation of
reflection of spatial variable using the method of integral (central) manifolds the theorem about
existence of spatially heterogeneous stationary solutions has been proved; applying the Galerkin
method, the form and stability of rotating wave solutions, which are born as a result of Adronov-
Hopf bifurcation, metastable structures have been investigated; integral representation of the
problem with transformation of involution type on an infinite strip with boundary conditions
with oblique derivative has been obtained.

Surface plasmon-polariton wave propagation is considered on the example of a system
of two related nonlinear Schrodinger equations with cubic nonlinearity Kerr’s type, as well
as generalizing model of spin combustion in annular regions (circle, ring, thin ring and
circumference) and the quasi-normal form of the problem is constructed and investigated. The
dependence of the first spin waves which are born after bifurcation from the time is visualized.

The algorithm of solving of nonlinear integral equations of 1st kind of convolution type
on example of Urysohn type equation arising in problems of applied nonlinear dynamics is
introduced.

Constructed structures are consistent with light structures obtained during physical
experiments. This section of mathematics is also reflected in the works oby Moscow, Yaroslavl,
Rostov, Nizhny Novgorod and other schools of non-linear dynamics.

As the main methods of solving the studied problems of applied nonlinear dynamics the
method of central manifold, bifurcation analysis, method of Krylov-Bogolyubov-Mitropolsky-
Samoilenko (KBMS), asymptotic decomposition of the solution according to eigen functions,
averaging method, Jacobi elliptic function method, Galerkin method are offered. The solvability
of the problems is based on the operator’s approach of studying equations in Banach spaces.

The considered mathematical models are the basis of fundamental research on the
development of new technologies of elemental electronics base, aimed at storage, transformation
of information and creation of computational systems of intellectual processing of Big Data.

The results presented in the paper reflect the research about AND and integral equations
within the development program “Crimean mathematical center”.

Keywords: nonlinear equation, nonstationary effects, rotating waves, bifurcation analysis,
integral representation

Введение

Нелинейные дифференциал󰑭ные уравнени󰑱 обыкновенные и в частных прои󰑬-
водных нашли применение во многих ра󰑬делах фи󰑬ики: фотонике и пла󰑬монике,
нелинейной оптике, теории горени󰑱, гидродинамике и электродинамике; биофи󰑬ике;
нелинейной попул󰑱ционной динамике; теории нелинейных волн и др. С точки 󰑬рени󰑱
системного анали󰑬а рассмотренные модели содер󰑨ат эвол󰑧ционные блоки, диффу-
󰑬ионные, дифракционные, блоки в󰑬аимодействи󰑱, блоки нелинейностей и другие.
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В рамках ра󰑬дела математики с широкими ме󰑨дисциплинарными св󰑱󰑬󰑱ми в 󰑬а-
дачах прикладной нелинейной динамики (ПНД) исследуетс󰑱 существование и по-
ведение решений (в частности, периодических и ква󰑬ипериодических) нелинейных
уравнений с параметрами, их устойчивост󰑭, а так󰑨е ро󰑨да󰑧щиес󰑱 при бифуркации
пространственно-неоднородные структуры.

Дл󰑱 и󰑬учени󰑱 локал󰑭ных семейств дифференциал󰑭ных уравнений примен󰑱етс󰑱
теори󰑱 бифуркации векторных полей. Теори󰑱 централ󰑭ных многообра󰑬ий дает во󰑬-
мо󰑨ност󰑭 сводит󰑭 исходну󰑧 󰑬адачу к 󰑬адаче мен󰑭шей ра󰑬мерности, тогда как теори󰑱
нормал󰑭ных и ква󰑬инормал󰑭ных форм по󰑬вол󰑱ет представл󰑱т󰑭 уравнени󰑱 с нелиней-
ными членами в наиболее простом виде.

Приведем исторические сведени󰑱, св󰑱󰑬анные с исследованием ПНД в Крыму.
Программу нового ра󰑬вити󰑱 теории бифуркаций В. И. Арнол󰑭д и󰑬ло󰑨ил в 󰯺Лекци󰑱х
о бифуркации и версал󰑭ных семействах󰯻 [1], прочитанных им на летней школе в
Кацивели (р󰑱дом с Симеи󰑬ом) в 1971 г. и опубликованных в УМН в 1972 г. В это 󰑨е
врем󰑱 были анонсированы ре󰑬ул󰑭таты А. Н. Шошитайшвили и Р. И. Богданова.

Исследовател󰑭ска󰑱 программа В. И. Арнол󰑭да была направлена на системати󰑬а-
ци󰑧 теории локал󰑭ных бифуркаций с точки 󰑬рени󰑱 теории особенностей с испол󰑭-
󰑬ованием леммы Сарда и теоремы трансверсал󰑭ности. На этом пути исследований
отмеча󰑧тс󰑱 ре󰑬ул󰑭таты Р. И. Богданова, Ф. Такенса, Х. 󰑮олондекa, Э. И. Хоро󰑬ова,
Ф. С. Бере󰑬анского, А. И. Хибника, Б. Краускопфа, 󰑰. С. Ил󰑭󰑱шенко и др.

С Крымом св󰑱󰑬аны ме󰑨дународные Л󰑱пуновские конференции по устойчивости.
Председателем одной и󰑬 них (DSST-2018) был Г. А. Леонов 1. Работы Г. А. Леонова
и его школы ока󰑬ыва󰑧т существенное вли󰑱ние на исследовани󰑱 устойчивости 󰑬адач
прикладной нелинейной динамики.

Исследовани󰑱 в области линейных и нелинейных уравнений типа свертки, син-
гул󰑱рных интеграл󰑭ных уравнений со сдвигом, нелинейных уравнений типа Уры-
сона берут свое начало от учеников Ф. Д. Гахова, а именно, Г. С. Литвинчука и
󰑰. И. Черского. 󰑪дес󰑭 󰑨е, в Крыму, была написана монографи󰑱 󰯺Уравнени󰑱 типа
свертки󰯻 Ф. Д. Гахова и 󰑰. И. Черского.

Нар󰑱ду с работой научной школы 󰯺Спектрал󰑭ные и эвол󰑧ционные 󰑬адачи󰯻 под
руководством Н. Д. Копачевского, основными направлени󰑱ми которой 󰑱вл󰑱етс󰑱 ис-
следование вопросов ра󰑬решимости 󰑬адач гидродинамики с помощ󰑭󰑧 спектрал󰑭ной
теории операторов и операторных пучков, в Крымском федерал󰑭ном университете

1Имеетс󰑱 ввиду ме󰑨дународна󰑱 конференци󰑱 󰯺Динамические системы в науке и технологи󰑱х󰯻
(DSST), https://dsst.su
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им. В. И. Вернадского (далее 󰯹 КФУ) ра󰑬вивалос󰑭 направление прикладной нели-
нейной динамики.

Впервые данну󰑧 тематику в КФУ предло󰑨ил в своих работах Е. П. Белан [2]
совместно с А. М. Самойленко [3] и О. Б. Лыковой [4], исследу󰑱 ква󰑬илинейные па-
раболические уравнени󰑱 с преобра󰑬овани󰑱ми пространственных переменных, 󰑬ада-
чи о бифуркации ро󰑨дени󰑱 враща󰑧щихс󰑱 структур дл󰑱 параболического уравнени󰑱
на круге с преобра󰑬ованием поворота и радиал󰑭ного с󰑨ати󰑱, проблемы бифурка-
ции ро󰑨дени󰑱 периодических решений на гладкой области. Построенные структуры
согласу󰑧тс󰑱 со световыми структурами, полученными в ходе фи󰑬ических экспери-
ментов.

Данна󰑱 проблематика так󰑨е нашла свое отра󰑨ение в работах московской, 󰑱ро-
славской, ростовской, ни󰑨егородской и других школах нелинейной динамики.

Исследовани󰑱 в области прикладной нелинейной динамики в КФУ, начатые
Е. П. Беланом, сейчас ра󰑬вива󰑧тс󰑱 в следу󰑧щих направлени󰑱х:

1. Ква󰑬илинейные параболические уравнени󰑱 нелинейной оптики с преобра󰑬о-
вани󰑱ми пространственных переменных (В. А. Лук󰑭󰑱ненко, 󰑰. А. Ха󰑬ова и
А. А. Корнута [5]–[8]).

2. Нелинейные модели распространени󰑱 поверхностных пла󰑬мон-пол󰑱ритонов
(В. А. Лук󰑭󰑱ненко, М. С. Германчук и С. П. Плышевска󰑱 [11]).

3. Математическа󰑱 модел󰑭 феноменологического уравнени󰑱 бе󰑬га󰑬ового спи-
нового горени󰑱 󰯹 сингул󰑱рно во󰑬мущенного нелинейного параболическо-
го уравнени󰑱 ван-дер-полевского типа (О. В. Ши󰑱н, В. А. Лук󰑭󰑱ненко и
А. А. Гребенева [12]–[16]).

4. Нелинейные интеграл󰑭ные уравнени󰑱 1-го рода типа Урысона и их прибли-
󰑨енные методы решени󰑱 (В. А. Лук󰑭󰑱ненко, М. Г. Ко󰑬лова, В. А. Бело󰑬уб и
󰑰. А. Ха󰑬ова [17]–[21]).

В качестве основных методов решени󰑱 исследуемых 󰑬адач прикладной нелиней-
ной динамики предлага󰑧тс󰑱 метод централ󰑭ного многообра󰑬и󰑱, бифуркационный
анали󰑬, метод Крылова-Богол󰑧бова-Митропол󰑭ского-Самойленко (КБМС), асимп-
тотическое ра󰑬ло󰑨ение решени󰑱 по собственным функци󰑱м, метод усреднени󰑱, ме-
тод эллиптических функций 󰑯коби, метод Галеркина. Ра󰑬решимост󰑭 󰑬адач основана
на операторном подходе исследовани󰑱 уравнений в банаховых пространствах.

Рассмотренные математические модели ле󰑨ат в основе фундаментал󰑭ных иссле-
дований по ра󰑬работке новых технологий элементной ба󰑬ы электроники, направлен-
ных на хранение, преобра󰑬ование информации и со󰑬дание вычислител󰑭ных систем
интеллектуали󰑬ированной обработки бол󰑭ших данных (Big Data).

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2023, 4



Прибли󰑨енные решени󰑱 уравнений, моделиру󰑧щих нелинейные процессы 25

Приведенные в работе ре󰑬ул󰑭таты отра󰑨а󰑧т исследовани󰑱 по ПНД и интеграл󰑭-
ным уравнени󰑱м в рамках программы ра󰑬вити󰑱 НО 󰯺Крымский математический
центр󰯻 и, в частности, представлены в окт󰑱бре 2023 г. в Майкопе на III Конфе-
ренции Математических центров России и на VI Ме󰑨дународном научном Форуме
󰯺Цифровые технологии: наука, обра󰑬ование, инновации󰯻 (но󰑱бр󰑭, 2023 г.).

1. Нелинейные уравнени󰑱 параболического типа с
преобра󰑬ованием аргументов

В области S рассматриваетс󰑱 начал󰑭но-краева󰑱 󰑬адача [22]–[24]

ut(x, t) + u(x, t) = D∆u(x, t) +K(1 + γ cosQu(x, t)), x ∈ S ⊂ R2, t > 0, (1)

с краевыми услови󰑱ми Неймана на границе S и начал󰑭ным условием u (x, 0) = u0 (x).
Уравнение (1) описывает динамику фа󰑬овой модул󰑱ции u(x, t) световой волны,

прошедшей тонкий слой нелинейной среды керровского типа с преобра󰑬ованием про-
странственных аргументов Qu(x, t) = u(q(x), t) в обратной св󰑱󰑬и.

󰑪дес󰑭 ∆ 󰯹 оператор Лапласа, D > 0 󰯹 эффективный коэффициент диффу󰑬ии
частиц нелинейной среды, 0 < γ 󰃑 1 󰯹 контрастност󰑭 интерференционной картины,
K > 0 󰯹 коэффициент, пропорционал󰑭ный интенсивности светового потока.

Отметим, что достаточно общий тип преобра󰑬ований и󰑬учалс󰑱 в работах [25]-[26].
В качестве области S рассматрива󰑧тс󰑱:

1. Кол󰑭цо Sr = {(r, θ)| 0 < r1 󰃑 r 󰃑 r2; 0 󰃑 θ 󰃑 2π}.
2. Круг (r1 = 0) Sc = {(r, θ)| 0 󰃑 r 󰃑 r2; 0 󰃑 θ 󰃑 2π}.
3. Окру󰑨ност󰑭 S1 = {θ|0 󰃑 θ 󰃑 2π}.
4. Тонкое кол󰑭цо Sδ = {(r, θ)| 0 < r1 󰃑 r 󰃑 r2; r2 − r1 = δ << 1, 0 󰃑 θ 󰃑 2π}.

Дл󰑱 всех круговых областей функци󰑱 u = u (r, θ, t) удовлетвор󰑱ет услови󰑧 пери-

одичности u (r, θ + 2π, t) = u (r, θ, t); ∆u =
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂θ2
󰯹 оператор Лапласа

в пол󰑱рной системе координат.
Дл󰑱 круга и кол󰑭ца оператор Q мо󰑨ет содер󰑨ат󰑭 преобра󰑬ование радиал󰑭ной

координаты и угловой q(r, θ) = (κr, θ + h), 0 < κ < 1, 0 < h < 2π, т. е. операто-
ры с󰑨ати󰑱 (раст󰑱󰑨ени󰑱) и поворота (отра󰑨ени󰑱). Дл󰑱 модул󰑱ции световой волны
на окру󰑨ности рассматриваетс󰑱 тол󰑭ко поворот: q(θ) = (θ + h). В случае, когда

Qu = Qhu = u(r, θ + h, t) 󰯹 преобра󰑬ование поворота на угол h =
2π

p
(p ∈ N) опера-

тор Qh 󰯹 оператор инвол󰑧ции Qp = I [9].
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При исследовании 󰑬адачи (1) испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 следу󰑧щие функционал󰑭ные про-
странства: H = H(S) = Lr

2(S) 󰯹 пространство функций и󰑬 L2(S), квадратично инте-
грируемых с весом r, со скал󰑱рным прои󰑬ведением и нормой соответственно Sr, Sc:

< u, v >H=

2π󰁝

0

r2󰁝

r1

u(r, θ)v(r, θ)rdrdθ, 󰀂u󰀂2H =

2π󰁝

0

r2󰁝

r1

|u(r, θ)|2rdrdθ,

󰑬дес󰑭 < ∗, ∗ > 󰯹 скал󰑱рное прои󰑬ведение в гил󰑭бертовом пространстве H; функцио-
нал󰑭ное пространство H2 󰯹 соболевское пространство комплексно󰑬начных функций
двух вещественных переменных со скал󰑱рным прои󰑬ведением и нормой соответствен-
но:

< u, v >H2=< u, v >H + < (−∆)
1
2u, (−∆)

1
2v >H , 󰀂u󰀂2H2 =< u, u >H2 .

Шкалу пространств, поро󰑨денну󰑧 оператором −∆ с учетом краевых условий
обо󰑬начим Hs, s ∈ Z+. Норма в пространстве Hs определ󰑱етс󰑱 следу󰑧щим обра󰑬ом:
󰀂u󰀂2s =< (−∆)su, u > + < u, u >.

Пространство Соболева H l(S) и󰑬меримых на S функций вводитс󰑱 стандартным
обра󰑬ом. Скал󰑱рные прои󰑬ведени󰑱 в H l(S) определ󰑱етс󰑱 формулой

〈u, v〉l =
1

π

󰁛

0󰃑|α|󰃑l

󰁝

S

∂αu(x)∂αv(x)dx, (2)

где α = (α1,α2) ∈ Z+, ∂
α = ∂α1

1 ∂α2
2 , |α| = α1 + α2.

Пространство H l = H l(S)
󰁗 󰀝

∂u

∂ν

󰀏󰀏󰀏󰀏
∂S

= 0

󰀞
󰑱вл󰑱етс󰑱 пополнением пространства

бесконечно дифференцируемых на S функций, удовлетвор󰑱󰑧щих краевому услови󰑧,
по норме пространства H l(S). Норму в пространстве H l будем обо󰑬начат󰑭 || · ||l.

Обо󰑬начим H−1 󰯹 пространство, сопр󰑱󰑨енное пространству H1. Тогда

󰀂u󰀂−1 = sup

󰀝
〈u, v〉
󰀂v󰀂1

󰀃
v ∈ H1, v ∕= 0

󰀄󰀞
. (3)

По теореме Соболева име󰑧т место вло󰑨ени󰑱 H1 ⊂ H ⊂ H−1, причем, вло󰑨ение
H1 ⊂ H вполне непрерывно.

Отметим, что оператор Q : H → H (Q : H1 → H1), определ󰑱󰑧щий праву󰑧 част󰑭
уравнени󰑱 (1), 󰑱вл󰑱етс󰑱 линейным и ограниченным и 󰀂Q󰀂Hom(H) = κ−1.

И󰑬 работы [28] следует

Теорема 1. Дл󰑱 T > 0 начал󰑭но-краева󰑱 󰑬адача (1) с условием u|t=0 = u0(r, θ),

u0 ∈ H имеет единственное решение u(r, θ, t), принадле󰑨ащее пространству
L∞(H, [0, T ])

󰁗
L2(H

1, [0, T ]).
В качестве фа󰑬ового пространства выбираетс󰑱 пространство H1.
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Корректност󰑭 начал󰑭но-краевой 󰑬адачи (1) дл󰑱 круга Sc дока󰑬ана в [17], дл󰑱
кол󰑭ца Sr, окру󰑨ности S1 и тонкого кол󰑭ца Sδ дока󰑬ател󰑭ство аналогично.

Легко пока󰑬ат󰑭, что если u(r, θ, t) 󰯹 решение этой 󰑬адачи, то функци󰑱 u(r, θ+α, t),
где 0 󰃑 α 󰃑 2π, так󰑨е 󰑱вл󰑱етс󰑱 решением (1). Следовател󰑭но, математическа󰑱 мо-
дел󰑭 уравнени󰑱 динамики фа󰑬овой модул󰑱ции световой волны с преобра󰑬ованием
пространственных аргументов в круговых област󰑱х S-эквивариантна.

В работе описана асимптотическа󰑱 форма и проведен анали󰑬 устойчивости струк-
тур 󰯹 решений, бифурциру󰑧щих и󰑬 пространственно-однородного состо󰑱ни󰑱 равно-
веси󰑱, определ󰑱емого уравнением

w = K(1 + γ cosw). (4)

Согласно [29]–[30] рост K сопрово󰑨даетс󰑱 увеличением количества одновременно
существу󰑧щих корней уравнени󰑱 (4); кроме того, и󰑬-󰑬а по󰑱влени󰑱 новых состо󰑱ний
равновеси󰑱 и исче󰑬новени󰑱 старых, происходит посто󰑱нное обновление их состава.
То ест󰑭 в 󰑬ависимости от вида преобра󰑬овани󰑱 Q данна󰑱 модел󰑭 обладает широким
спектром бифурциру󰑧щих структур.

󰑪афиксировав одну и󰑬 непрерывных ветвей решени󰑱 уравнени󰑱 (1) w = w(K),
1 +K sinw(K) ∕= 0, предполо󰑨им, что выполн󰑱етс󰑱 следу󰑧щее условие

Условие 1. При K = 󰁥K существует такое решение w = 󰁥w уравнени󰑱 (4), что
1 + 󰁥Kγ sin 󰁥w ∕= 0.

В силу теоремы о не󰑱вной функции, следует, что найдетс󰑱 аналитическа󰑱 в
окрестности точки 󰁥K функци󰑱 w = w( 󰁥K + ν) = w(ν), w(0) = 󰁥w, удовлетвор󰑱󰑧ща󰑱
уравнени󰑧 (4) при K = 󰁥K + ν.

Пуст󰑭 u = w = Const 󰯹 одно и󰑬 пространственно-однородных решений 󰑬а-
дачи (1), определ󰑱емое уравнением (4). В окрестности точки w, выполнив 󰑬амену
u (r, θ, t) = w + v (r, θ, t), где v(r, θ, t) 󰯹 нова󰑱 неи󰑬вестна󰑱 функци󰑱, относител󰑭но v

получим следу󰑧щу󰑧 󰑬адачу:

vt + v = D∆v −Kγ sinw ·Qhv + f(Qhv, w), (r, θ) ∈ S, t 󰃍 q0, (5)

где f(Qhv, w) = Kγ (cosw(cosQhv − 1)− sinw(sinQhv −Qhv)), с услови󰑱ми Нейма-

на на границе
∂v

∂ν
= 0, ν 󰯹 единична󰑱 внутренн󰑱󰑱 нормал󰑭 к границе S, а так󰑨е

начал󰑭ным условием
v (r, θ, 0) = v0(r, θ) (6)

и условием периодичности

v (r, θ + 2π, t) = v (r, θ, t) . (7)
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Раскладыва󰑱 f(Qhv, w) в р󰑱д и оставл󰑱󰑱 некоторое конечное число членов р󰑱да,
получим иерархи󰑧 модел󰑭ных уравнений, дл󰑱 которых исследуетс󰑱 󰑬адача нахо󰑨-
дени󰑱 прибли󰑨енного пространственно-неоднородного решени󰑱, бифурцируещего и󰑬
его пространственно-однородного решени󰑱 при и󰑬менении бифуркационного пара-
метра. Бифуркационными могут быт󰑭 параметры D и K.

󰑪апишем уравнение (1) в виде

vt = L(D,K)v +B(Qv), (8)

где L(D,K) = µ∆v − v −Kγ sinwQhv, B(Qv) = f(Qhv, w).
Согласно лемме 3.1 [31], оператор L(D,K) в пространстве H с област󰑭󰑧 опре-

делени󰑱 H2 имеет компактну󰑧 ре󰑬ол󰑭венту и, следовател󰑭но, дискретный спектр.
Обо󰑬начим чере󰑬 λn, n = 1, 2, . . . собственные 󰑬начени󰑱 оператора L(D,K).

В работе [7] дл󰑱 оператора L(D,K) в пространстве H(Sr) дока󰑬ана лемма 1.

Лемма 1. Оператор L(D,K) имеет полну󰑧 в H(Sr) ортонормированну󰑧 си-
стему собственных функций

ψn,m(r, θ) = Rn,m(λn,mr) exp[inθ], n = 0,±1,±2, . . . ; m = 1, 2, . . . ,

таку󰑧, что

L(D,K)ψn,m(r, θ) = (−1−Dλ2
n,m + Λ exp[inh])ψn,m(r, θ),

Rn,m(r) = Rn,m(λn,mr) = Jn (λn,mr) · Y ′
n (λn,mr1)− Yn (λn,mr) · J ′

n (λn,mr1) .
(9)

Функции Rnm(r) определ󰑱󰑧тс󰑱 чере󰑬 функции Бессел󰑱 Jn, Yn [10], первого и вто-
рого рода соответственно, пор󰑱дка n:

Jn(x) =
󰀓x
2

󰀔n

· 󰁨ψn(x), где 󰁨ψn(x) =
∞󰁛

k=0

(−1)k

Γ(k + 1) · Γ(n+ k + 1)

󰀓x
2

󰀔2k

,

Yn(x) = lim
α→n

󰀕
ctg πα · Jα(x)−

1

sin πα
· J−α(x)

󰀖
,

(10)

где λn,m = 󰁨λ 󰯹 упор󰑱доченные по во󰑬растани󰑧 корни уравнени󰑱

J ′
n

󰀓
󰁨λr1

󰀔
· Y ′

n

󰀓
󰁨λr2

󰀔
− J ′

n

󰀓
󰁨λr2

󰀔
· Y ′

n

󰀓
󰁨λr1

󰀔
= 0. (11)

Функции R(r) = Rn,m (λm,n) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 решени󰑱ми краевой 󰑬адачи дл󰑱 уравнени󰑱
Бессел󰑱

r2R′′(r) + rR′(r) +
󰀓
󰁨λ2r2 − n2

󰀔
R(r) = 0, R′(r1) = 0, R′(r2) = 0, n = 0,±1,±2, . . . .

(12)
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Собственным 󰑬начени󰑱м оператора L(D,K) соответствует выра󰑨ение вида:

λn = −Dλ2
n,m − 1 + Λ exp[inh], (13)

где n = 0,±1,±2, . . ., m = 1, 2, . . . , Λ = −Kγ sinQhw = −Kγ sinw дл󰑱 w = const.
Провед󰑱 рассу󰑨дени󰑱, аналогичные дока󰑬ател󰑭ству леммы 1 (см. [7]), дока󰑬ана

Лемма 2. Оператор L(D,K) имеет полну󰑧 в H(Sc) ортонормированну󰑧 си-
стему собственных функций

ψn,m(r, θ) = Jn(λn,mr) exp[inθ], n = 0,±1,±2, . . . ; m = 1, 2, . . . ,

L(D,K)ψn,m(r, θ) = (−1−Dλ2
n,m + Λ exp[inh])ψn,m(r, θ),

где Jn (λn,mr) 󰯹 функции Бессел󰑱 первого рода пор󰑱дка n, λn,m = 󰁨λ 󰯹 упор󰑱доченные
по во󰑬растани󰑧 корни уравнени󰑱

J ′
n

󰀓
󰁨λr1

󰀔
= 0. (14)

Функции R(r) = Jn (λm,nr) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 решени󰑱ми краевой 󰑬адачи дл󰑱 уравнени󰑱
Бессел󰑱

r2R′′(r) + rR′(r) +
󰀓
󰁨λ2r2 − n2

󰀔
R(r) = 0, R′(r2) = 0, n = 0,±1,±2, . . . . (15)

Собственные 󰑬начени󰑱 дл󰑱 оператора L(D,K): λn = −1− µλ2
n,m + Λ exp[inh],

n = 0,±1,±2, . . ., m = 1, 2, . . ..
Частным случаем леммы 1 󰑱вл󰑱етс󰑱 лемма 3.

Лемма 3. Оператор L(D,K) имеет полну󰑧 в H(S1) ортонормированну󰑧 си-
стему собственных функций

ψn(r, θ) = exp[inθ],

L(D,K)ψn(r, θ) = (−1−Dn2 + Λ exp[inh])ψn(r, θ) n = 0,±1,±2, . . . .

Собственные 󰑬начени󰑱 дл󰑱 оператора L(D,K): λn = −1−Dn2 + Λ exp[inh],
n = 0,±1,±2, . . ..

В 󰑬ависимости от 󰑬начений действител󰑭ной и мнимой частей λn могут существо-
ват󰑭 ра󰑬личные типы решений, бифурциру󰑧щие и󰑬 пространственно-однородного
решени󰑱, определ󰑱емого равенством (4). Так, в случае Reλn ∕= 0, Imλn = 0 могут
быт󰑭 исследованы пространственно-неоднородные стационарные решени󰑱, в случае
Reλn = 0, Imλn ∕= 0 получим чисто периодические решени󰑱.
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Линеари󰑬у󰑱 уравнение (5) на выделенном стационарном пространственно-
однородном решении 󰁥w, u = v + 󰁥w, рассмотрим одну и󰑬 модел󰑭ных постановок 󰑬ада-
чи (5)–(7):

vt + v = D∆v −Kγ sin 󰁥w ·Qhv −
Kγ cos 󰁥w

2!
·Qhv

2 +
Kγ sin 󰁥w

3!
·Qhv

3,

0 󰃑 r 󰃑 r2, 0 󰃑 θ 󰃑 2π, t 󰃍 0,
(16)

с услови󰑱ми второго рода на границе

vr(r2, θ, t) = 0, (17)

начал󰑭ным условием
v (r, θ, 0) = 0 (18)

и условием периодичности

v (r, θ + 2π, t) = v (r, θ, t) . (19)

Введем обо󰑬начени󰑱 Λ = −Kγ sin 󰁥w, Ω =
ctg 󰁥w
2

. Тогда 󰑬адача (16) имеет вид

vt = −v +D∆v + ΛQhv + ΩQhv
2 − Λ

6
Qhv

3,

0 󰃑 r 󰃑 r2, 0 󰃑 θ 󰃑 2π, t 󰃍 0.
(20)

В работе [5] методом централ󰑭ного многообра󰑬и󰑱 исследовалос󰑭 уравне-
ние (20), линеари󰑬ованное в окрестности нулевого решени󰑱; 󰑬дес󰑭 vt = L(D,K)v,
Lv = −v +D∆v + ΛQhv. 󰑪афиксируем h =

π

3
(другие случаи рассматрива󰑧тс󰑱 ана-

логично).
Интерес представл󰑱ет, когда Λ < −1. Тогда дл󰑱 K выполн󰑱етс󰑱 условие

Условие 2. Λ = Λ
󰀓
󰁥K
󰀔
< −1.

Обо󰑬начим Ds = (−1 − (−1)sΛ)/λ2
3s,m, s = 1, 2, . . . . Если D > D1, то согласно

лемме 2 нулевое решение 󰑬адачи (20) 󰑱вл󰑱етс󰑱 устойчивым. При убывании параметра
D и его прохо󰑨дении чере󰑬 󰑬начение D1 собственное 󰑬начение λ1 пересекает мниму󰑧
ос󰑭.

Если D2 < D < D1, то индекс неустойчивости нулевого решени󰑱 равен 1. Индекс
неустойчивости нулевого решени󰑱 повышаетс󰑱 на единицу при умен󰑭шении D и его
прохо󰑨дении чере󰑬 Ds, s = 2, 3, . . . .

Теорема 2. При выполнении условий 1 и 2 дл󰑱 h = π/3 существует µ > 0,
такое, что при фиксированном 󰑬начении m = 1 и дл󰑱 л󰑧бых 󰑬начений параметра
D, удовлетвор󰑱󰑧щих неравенству D1 − µ < D < D1, существует непрерывное по D
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стационарное решение ϕ(r, θ, D) уравнени󰑱 (20), определ󰑱емое равенством

ϕ(r, θ, D) =

= zJ3 (λ3,1r) cos 3θ + z2P6(r, µ) cos 6θ + z3P9(r, µ) cos 9θ + ξ(z, r, θ, µ) |z=z(µ),
(21)

P6(r,D) =
Ωγ2

2 (2λ3 − λ6) d26,1
· J6 (λ6,1r) , (22)

P9(r,D) =
1

2 (3λ3 − λ9) d29,1

󰀗
− Ω2γ2γ3
(2λ3 − λ6) d26,1

+
Λγ4
12

󰀘
· J9 (λ9,1r) . (23)

󰑪дес󰑭 ξ(z, r, θ, D) = O(|z|3), z(D) > 0 󰯹 непрерывна󰑱 ветв󰑭 стационарных точек
уравнени󰑱

ż = λ3(D) +
1

2d23,1

󰀣
Λγ1
4

− Ω2γ2
2󰀃

2λ3 − λ6

󰀄
d26,1

󰀤
z3 + . . . , (24)

где J3s (λ3s,1r) определ󰑱етс󰑱 в (10), d2n,m =
r2󰁕
0

rJ2
n(λ3,1r)dr, n = 0,±1,±2, . . . ,

m = 1, 2, . . . ,

γ1 =

r2󰁝

0

rJ4
3 (λ3,1r)dr, γ2 =

r2󰁝

0

rJ2
3 (λ3,1r)J6(λ6,1r)dr,

γ3 =

r2󰁝

0

rJ3(λ3,1r)J6(λ6,1r)J9(λ9,1r)dr, γ4 =

r2󰁝

0

rJ3
3 (λ3,1r)J9(λ9,1r)dr.

(25)

Таким обра󰑬ом, в некоторой полуокрестности D1 существует решение ϕ1(r, θ, D)

уравнени󰑱 (20), определ󰑱емое равенствами (20)–(23), где ξ(z, r,D) = O(|z|3),
z(D) > 0 󰯹 непрерывна󰑱 ветв󰑭 стационарных точек уравнени󰑱 (19). Решение
ϕ1(r, θ, D) 󰯹 асимптотически устойчиво.

Отметим, что описанный процесс построени󰑱 функции ϕ(r, θ, µ) мо󰑨ет быт󰑭 про-
дол󰑨ен.

В пакете символ󰑭ных вычислений 󰯺Wolfram Mathematica 11.3󰯻 при фиксиро-
ванных 󰑬начени󰑱х параметров Λ = −3/2, h = π/3 построены прибли󰑨енные ста-
ционарные решени󰑱 ϕ(x, y,D) дл󰑱 ра󰑬личных 󰑬начений бифуркационного парамет-
ра D (рис. 1).

󰑪адача (5)–(7) дл󰑱 круга характери󰑬уетс󰑱 существованием периодических по t

решений типа 󰯺бегуща󰑱 волна󰯻, существование и асимптотическа󰑱 форма которых
подробно исследованы в [33].

Дл󰑱 кол󰑭ца S = Sr справедлива теорема аналогична󰑱 теореме 2 [7], [9].
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a) б)

Рис. 1. Прибли󰑨енное стационарное решение ϕ(x, y,D) дл󰑱 Λ = −3/2,
h = π/3 в цилиндрической системе координат:
a) при D = 0.1; б) при D = 0.01

Испол󰑭󰑬у󰑱 пакет символ󰑭ных вычислений, построено прибли󰑨енное стационар-
ное решение ϕ(r, θ, D) и󰑬 класса W1 дл󰑱 󰑬начений параметров Λ = −3/2, D = 0.1; 0.01

(рис. 2).

Рис. 2. Прибли󰑨енное решение дл󰑱 Λ = −3/2, h = π/3:
а) при D = 0.1; б) при D = 0.01

В [3] дл󰑱 области фа󰑬овой модул󰑱ции волны окру󰑨ности дока󰑬ана тео-
рема о существовании в окрестности бифуркационного 󰑬начени󰑱 параметра
D1 = −1 + Λ exp[ih] устойчивых пространственно-неоднородных стационарных реше-
ний 󰑬адачи (5)–(7), бифурциру󰑧щих и󰑬 пространственно-однородного стационарного
решени󰑱 (4). При умен󰑭шении параметра D ∈ (0, 1) были обнару󰑨ены два каска-
да седло-у󰑬ловых бифуркаций, в ре󰑬ул󰑭тате которых происходило ответвление пары
непрерывных по D пространственно-неоднородных стационарных решений (5)–(7).
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Испол󰑭󰑬ование ука󰑬анных решений в качестве начал󰑭ных условий в 󰑬ада-
че (5)–(7) привело к по󰑱влени󰑧 метаустойчивых структур, которые на до-
статочно длител󰑭ном проме󰑨утке времени не и󰑬мен󰑱󰑧тс󰑱, а 󰑬атем 󰑬а срав-
нител󰑭но короткий проме󰑨уток времени переход󰑱т в окрестност󰑭 одного и󰑬
пространственно-неоднородных стационарных решений 󰑬адачи (5)–(7), бифур-
циру󰑧щих и󰑬 пространственно-однородного стационарного решени󰑱 (4) при
D1 = −1 + Λ exp[ih]. Сценарий во󰑬никновени󰑱 описан в [7]. Подобные структуры име-
󰑧т место и дл󰑱 остал󰑭ных областей.

Дл󰑱 уравнени󰑱 (1) на окру󰑨ности S1 = R/2πZ В. А. Лук󰑭󰑱ненко совместно с
󰑰. А. Ха󰑬овой исследована параболическа󰑱 󰑬адача с преобра󰑬ованием поворота про-
странственной переменной Qu(θ, t) = u(θ + h, t), 0 󰃑 t 󰃑 2π:

ut = µ∆u− u− ΛQu+ Λ
1

2!
ctgω ·Qu2 +

Λ

6
Qu3, t > 0, (26)

u(ϕ+ 2π, t) = u(ϕ, t), (27)

где Λ = Λ(K, γ) = −Kγ sinω, Qu(ϕ, t) = u(ϕ+h, t) 󰯹 оператор поворота; угол поворо-
та выбираетс󰑱 несои󰑬меримым с 2π. 󰑪афиксируем h = 2π

3
. 󰑪дес󰑭 µ 󰯹 бифуркационный

параметр, ∆ 󰯹 одномерный оператор Лапласа.

Теорема 3. Пуст󰑭 выполнено условие Λ > 2. Тогда существует такое δ0 > 0,
что если 0 < µ∗ − µ < δ0, то 󰑬адача (26)–(27) имеет прибли󰑨енное решение типа
бегущей волны вида:

u(ϕ, t) = ρ1(µ)e
iω1(µ)teiϕ + ρ1(µ)e

−iω1(µ)te−iϕ+

+
Λ

2

ρ31(µ)e
3iω1(µ)te3iϕ

3λ1 − λ3

+
Λ

2

ρ31(µ)e
−3iω1(µ)te−3iϕ

3λ1 − λ3

+ . . . ,

где ρ1(µ) > 0 󰑱вл󰑱етс󰑱 поло󰑨ител󰑭ным корнем уравнени󰑱

Reλ1(µ) + (Re c3)ρ
2
1(µ) + (Re c5)ρ

4
1(µ) = 0,

ω1(µ) = Imλ1(µ) + (Im c3)ρ
2
1(µ) + (Im c5)ρ

4
1(µ).

Re c3 < 0, Re c3 < 0. Периодические по t решени󰑱 u(ϕ, t) орбитал󰑭но устойчивые.

Дл󰑱 численных расчетов примен󰑱лас󰑭 модел󰑭на󰑱 󰑬адача (26) с условием
cosω = 0, а так󰑨е 󰑬адача (26) с квадратичным и кубическим слагаемыми.

Перва󰑱 бегуща󰑱 волна при фиксированном 󰑬начении N = 6, ро󰑨да󰑧ща󰑱с󰑱 ор-
битал󰑭но устойчивой в ре󰑬ул󰑭тате бифуркации Андронова-Хопфа при переходе би-
фуркационного параметра µ чере󰑬 󰑬начение µ∗

1 = 0.5 приведена на рис. 3, а).
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Втора󰑱 бегуща󰑱 волна при фиксированном 󰑬начении N = 6, ро󰑨да󰑧ща󰑱с󰑱
неустойчивой, с индексом неустойчивости два, в ре󰑬ул󰑭тате бифуркации Андронова-
Хопфа при переходе бифуркационного параметра µ чере󰑬 󰑬начение µ∗

2 = 0.125 при-
ведена на рис. 3, б).

а) перва󰑱 бегуща󰑱 волна б) втора󰑱 бегуща󰑱 волна

Рис. 3. Ре󰑬ул󰑭таты численных экспериментов. ϕ 󰯹 пространственна󰑱
переменна󰑱, t 󰯹 переменна󰑱 времени, u 󰯹 󰑬начение функции u(ϕ, t)

Рис. 4. График роста амплитуды второй бегущей волны при фиксиро-
ванном N = 6 в 󰑬ависимости от умен󰑭шени󰑱 бифуркационного пара-
метра µ = 0.09, 0.06, 0.03; 󰑬дес󰑭 ϕ 󰯹 пространственна󰑱 переменна󰑱, t 󰯹
переменна󰑱 времени, u 󰯹 󰑬начение функции u(ϕ, t)
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Дл󰑱 случа󰑱 окру󰑨ности:

1. С помощ󰑭󰑧 метода централ󰑭ных многообра󰑬ий дока󰑬ана теорема о существо-
вании пространственно неоднородных стационарных решений параболического
уравнени󰑱 с преобра󰑬ованием отра󰑨ени󰑱 пространственной переменной.

2. С помощ󰑭󰑧 метода Галеркина исследованы форма и устойчивост󰑭 простран-
ственно неоднородных стационарных решений типа бегуща󰑱 волна, ро󰑨да󰑧-
щиес󰑱 в ре󰑬ул󰑭тате бифуркации Андронова–Хопфа.

3. Исследованы метаустойчивые структуры (медленно мен󰑱󰑧щиес󰑱 решени󰑱),
во󰑬ника󰑧щие в ре󰑬ул󰑭тате седло-у󰑬ловых бифуркаций.

В [8] исследован вопрос существовани󰑱, формы и устойчивости пространственно
неоднородных стационарных решений, бифурциру󰑧щих и󰑬 пространственно одно-
родных стационарных решений. И󰑬учены неустойчивые и метаустойчивые структуры
параболического уравнени󰑱 с квадратичным и кубическим слагаемыми на отре󰑬ке.
Получено интеграл󰑭ное представление решени󰑱 параболической 󰑬адачи.

Исследована динамика диссипативных структур в параболической 󰑬адаче с пре-
обра󰑬ованием отра󰑨ени󰑱 пространственной переменной. Математической модел󰑭󰑧
дл󰑱 такой оптической системы 󰑱вл󰑱етс󰑱 полулинейное параболическое уравнение:

∂tu(x, t) + u(x, t) = D∂xxu(x, t) +K(1 + γ cosu(−x, t)), t > 0, (28)

∂xu
󰀓
−π

2
, t
󰀔
= ∂xu

󰀓π
2
, t
󰀔
= 0. (29)

Преобра󰑬ование u = w + v приводит 󰑬адачу (28)–(29) к виду

v̇ + L(D)v = N(Qv). (30)

Справедливо следу󰑧щее равенство

N(v) =
1

2
Λ1v

2 − 1

6
Λv3 +O(v4), Λ1 = −Λ ctgω. (31)

Дл󰑱 анали󰑬а динамики v±1 (x,D) при смещении параметра D в област󰑭 надкри-
тичности стро󰑱тс󰑱 галеркинские аппроксимации уравнени󰑱 (30) при Λ1 = 0 в виде

v =
4󰁛

k=0

z2k+1 sin(2k + 1)x. (32)

В ре󰑬ул󰑭тате дл󰑱 z = (z1, z3, . . . , z9) получим градиентну󰑧 систему

ż2k+1 = −∂G1,0(z,D)

∂z2k+1

, k = 0, 1, 2, 3, 4. (33)
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Качественно ра󰑬лича󰑧щиес󰑱 фа󰑬овые портреты однопараметрического семей-
ства систем уравнений (33), схематически и󰑬обра󰑨енных на рис. 5.

Рис. 5. Фа󰑬овый портрет градиентной системы

В работах В. А. Лук󰑭󰑱ненко и А. А. Корнута [9]–[8] получено обобщение 󰑬адачи
дл󰑱 граничных условий с косой прои󰑬водной. В частности, рассмотрена начал󰑭но-
краева󰑱 󰑬адача дл󰑱 нелинейного ФДУ параболического типа с преобра󰑬ованием от-
ра󰑨ени󰑱 по переменной x ∈ R с косой прои󰑬водной:

∂u

∂t
+ u = D∆u+K(1 + γ cosQu), x ∈ R, |y| 󰃑 l, t > 0, (34)

󰀕
∂u

∂y
− tgα1

∂u

∂x

󰀖󰀏󰀏󰀏󰀏
y=−l

= 0,

󰀕
∂u

∂y
− tgα2

∂u

∂x

󰀖󰀏󰀏󰀏󰀏
y=l

= 0, (35)

u(x, y, 0) = u0(x, y), (36)

󰑬дес󰑭 u = u(x, y, t), x ∈ R, |y| 󰃑 l, Qu(x, y, t) = u(−x, y, t).
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Теорема 4. Начал󰑭но-краева󰑱 󰑬адача (34)–(36) представима в виде нелинейного
интеграл󰑭ного уравнени󰑱

u(x, y, t) =
1√
2π

t󰁝

0

󰁝

R

󰀕
chΛ(t− τ) exp

󰀗
− (x+ ξ)2

4(t− τ)D

󰀘
+

+ shΛ(t− τ) exp

󰀗
− (x− ξ)2

4(t− τ)D

󰀘󰀖
exp [−(t− τ)]

2
󰁳

π(t− τ)D
×

×1

l

l󰁝

−l

󰀥
1

2
+

∞󰁛

k=1

exp

󰀥
−D

󰀕
kπ

2l

󰀖2

(t− τ)

󰀦
cos

kπ

2l
(y − η)

󰀦
×

(37)

×
󰀓
K(1 + γ cosu(ξ, η, τ))− Λu(ξ, η, τ)

󰀔
dηdξdτ+

+
1√
2π

exp [−t]

2
√
πtD

󰁝

R

󰀕
chΛt exp

󰀗
−(x− ξ)2

4tD

󰀘
+ shΛt exp

󰀗
−(x+ ξ)2

4tD

󰀘󰀖
×

×1

l

l󰁝

−l

󰀥
1

2
+

∞󰁛

k=1

exp

󰀥
−D

󰀕
kπ

2l

󰀖2

t

󰀦
cos

kπ

2l
(y − η)

󰀦
u0(ξ, η)dηdξ.

Полученное нелинейное уравнение подходит дл󰑱 итерационных вычислител󰑭ных
процедур.

Основные ре󰑬ул󰑭таты:

1. Проведен бифуркационный анали󰑬 начал󰑭но-краевой 󰑬адачи дл󰑱 параболиче-
ского ФДУ с преобра󰑬ованием пространственных аргументов.

2. Исследованы форма и устойчивост󰑭 стационарных неоднородных и периоди-
ческих по времени структур.

3. Получено интеграл󰑭ное представление 󰑬адачи с преобра󰑬ованием инвол󰑧ции
на бесконечной полосе с краевыми услови󰑱ми с косой прои󰑬водной.

В работе [34] (продол󰑨ение работ [35]–[36]) рассматривалис󰑭 󰯺процессы форми-
ровани󰑱 фа󰑬овых пространственных структур в поперечном сечении когерентного
светового пучка в нелинейной оптической системе с пространственно распределен-
ной обратной св󰑱󰑬󰑭󰑧 󰯹 нелинейном кол󰑭цевом ре󰑬онаторе󰯻 (испол󰑭󰑬овалс󰑱 тонкий
слой нелинейной среды керровского типа).

В󰑬аимодействие световой волны с нелинейной средой учитывает диффу󰑬и󰑧 и ди-
фракци󰑧 при распространении волны в ре󰑬онаторе. Динамика нелинейной фа󰑬овой

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (61)’ 2023



38 В. А. Лук󰑭󰑱ненко

модул󰑱ции u(r, t) описываетс󰑱 системой уравнений (аналогичной раннее рассматри-
ваемым в данной работе)

τ0
∂u(r, t)

∂t
+ u(r, t) = D∆u(r, t) +K|A(r, 0, t)|2, (38)

A(r, z, t+ tr) = (1−R)1/2Ain(r) +Reiϕ0 exp[iL∆(A(r, z, t)ein(r,t))]
󰀏󰀏
z=0

, (39)

−2ik0
∂A(r, z, t)

∂z
= ∆A(r, z, t), A(r, 0, t) = A0(r, t). (40)

󰑪дес󰑭 r = (x, y) 󰯹 радиус поперечное сечение светового пол󰑱; z 󰯹 продол󰑭на󰑱 коор-
дината; t 󰯹 врем󰑱; τ0 󰯹 характерное врем󰑱 релаксации нелинейности; ∆ 󰯹 лапласи-
ан по переменным (x, y), описыва󰑧щий диффу󰑬ионный процесс в нелинейной среде;
D 󰯹 нормированный коэффициент диффу󰑬ии; K 󰯹 коэффициент нелинейности сре-
ды; |A(r, 0, t)|2 󰯹 интенсивност󰑭 светового пол󰑱, попада󰑧щего в нелинейну󰑧 среду;
A(r, z, t) 󰯹 комплексна󰑱 медленно мен󰑱󰑧ща󰑱с󰑱 амплитуда светового пол󰑱 внутри
ре󰑬онатора; R 󰯹 коэффициент отра󰑨ени󰑱 󰑬еркал по интенсивности; tr 󰯹 врем󰑱 рас-
пространение пол󰑱 в ре󰑬онаторе; Ain(r) 󰯹 комплексна󰑱 амплитуда входной световой
волны; ϕ0 󰯹 посто󰑱нный фа󰑬овый сдвиг световой волны; L 󰯹 длина ре󰑬онатора (нор-
мированна󰑱 на дифракционну󰑧 длину); k0 = 2π/λ 󰯹 волновое число; l 󰯹 толщина
сло󰑱 нелинейной среды. Така󰑱 подстановка обобщает модели дл󰑱 уравнени󰑱 (1).

При допущени󰑱х l ≪ L, tr = L/c ≪ τ0 󰯺медленной нелинейности󰯻 уравнение (38)
󰑱вл󰑱етс󰑱 упрощенным вариантом уравнени󰑱 Икеды [37]. В системе так󰑨е могут при-
сутствоват󰑭 преобра󰑬овани󰑱 пространственных переменных Q.

Система (38)–(40) имеет пространственно-однородное стационарное решение

us =
(1−R)KI0

1 +R2 − 2R cos(us + ϕ0)
, (41)

где us = K|As|2, I0 = |Ain|2.

Дал󰑭нейша󰑱 линеари󰑬аци󰑱 исходных уравнений проводитс󰑱 в окрестности us.
В ре󰑬ул󰑭тате вычислител󰑭ных экспериментов пока󰑬ана вариативност󰑭 динамики

исследуемой системы, формирование сло󰑨ных поперечных структур (flower like 󰯹
структуры). Обнару󰑨ен особый ре󰑨им, привод󰑱щий к динамическим фа󰑬овым про-
странственным структурам типа ролла и гексагона, 󰑱вл󰑱󰑧щихс󰑱 ре󰑬ул󰑭татом 󰯺со-
ревновател󰑭ной динамики нелинейных мод в ре󰑬онаторе, а так󰑨е сло󰑨ных фа󰑬овых
структур, формиру󰑧щихс󰑱 в ре󰑬ул󰑭тате кооперативной динамики нелинейных мод󰯻.
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Еще один пример 󰑬адачи дл󰑱 рассматриваемого в работе класса абстрактных па-
раболических уравнений с преобра󰑬ованием пространственных переменных (с при-
ло󰑨ени󰑱ми не и󰑬 нелинейной оптики) рассмотрен в работе Д. А. Куликова [38]. Урав-
нение ука󰑬анного класса 󰑱вл󰑱етс󰑱 модел󰑭󰑧 формировани󰑱 рел󰑭ефа на поверхности
пластины под во󰑬действием потока ионов. Процесс формировани󰑱 волнового рел󰑭ефа
получаетс󰑱 в ре󰑬ул󰑭тате решени󰑱 бифуркационных 󰑬адач, дл󰑱 которых испол󰑭󰑬ует-
с󰑱 метод централ󰑭ных инвариантных многообра󰑬ий и аппарат теории нормал󰑭ных
форм.

Пока󰑬ано, что в рассмотренной периодической краевой 󰑬адачи дл󰑱 нелокал󰑭но-
го уравнени󰑱 эро󰑬ии сохран󰑱етс󰑱 механи󰑬м обра󰑬овани󰑱 наноструктур, который был
вы󰑱влен ранее дл󰑱 модели Бредли-Харпера (волновые структуры могут сформиро-
ват󰑭с󰑱 при потере устойчивости плоского фронта обработки мишени ионов).

2. Нелинейные уравнени󰑱 типа Шредингера

В работе [39] исследуетс󰑱 распространение поверхностных пла󰑬мон-
пол󰑱ритонных (ППП) волн вдол󰑭 границы двух сред: металла или метаматериала с
отрицател󰑭ным пока󰑬ателем преломлени󰑱 и диэлектрика, облада󰑧щего оптической
активност󰑭󰑧 или кубической нелинейност󰑭󰑧.

Интерес к ППП св󰑱󰑬ан так󰑨е с во󰑬мо󰑨ным применением в передаче (обработке)
информации и др.

Электромагнитное поле поверхностного пла󰑬мон-пол󰑱ритонного пучка представ-
л󰑱етс󰑱 в виде

E(x, y, z) = A(x, y)f(z) exp[iβx], (42)

где A(x, y) это медленно мен󰑱󰑧ща󰑱с󰑱 огиба󰑧ща󰑱, f(z) описывает поперечное рас-
пределение пол󰑱

f(z) = f0[γj(z − zj0)] 󰯹 в среде с керровской нелинейност󰑭󰑧;

f(z) = f1 exp[−γ1|z|] + f2 exp[−γ2|z|) 󰯹 в среде с оптической активност󰑭󰑧.
(43)

Тогда уравнение огиба󰑧щей

∂A

∂x
− iDdif

∂2A

∂y2
− iαNL|A|2A = 0, (44)

где Ddif =
1

2β
󰯹 коэффициент дифракции, αNL 󰯹 эффективный коэффициент нели-

нейности, 󰑬нак и величина которого 󰑬авис󰑱т от диэлектрической и магнитной про-
ницаемости, нелинейности сред и коэффициентов локали󰑬аци󰑱 пучка γj.
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Уравнение дл󰑱 A(x, y) с учетом дифракционных и дисперсионных 󰑱влений в слу-
чае пла󰑬мон-пол󰑱ритонного импул󰑭сного пучка конечной ширины и длител󰑭ности

E(x, y, z, ξ) = A(z, y, ξ) exp[iβx− iω0t]f(z)

мо󰑨но 󰑬аписат󰑭 в виде нелинейного уравнени󰑱 Шредингера, име󰑧щего солитонные
решени󰑱 [40]

∂A

∂x
+ iDdis

∂2A

∂ξ2
− iDdif

∂2A

∂y2
− iαNL|A|2A = 0, (45)

где ξ = x−νgσt 󰯹 бегуща󰑱 координата пучка, νgσ =
∂w

∂β
󰯹 группова󰑱 скорост󰑭 пучка,

Ddis =
1

2

dν−1
gσ

∂ω

󰀏󰀏󰀏󰀏
k

= k0 󰯹 коэффициент дисперсии.

В работе И. В. Д󰑬едолика [41] рассмотрена 󰑬адача конструировани󰑱 и реали󰑬ации
логических элементов дл󰑱 обработки сигналов в процессорах оптического диапа󰑬она
с помощ󰑭󰑧 пла󰑬монных устройств. И. В. Д󰑬едоликом проведен эксперимент, когда
на поверхности металла в интерференционном поле во󰑬ника󰑧т сингул󰑱рные точки, в
которых фа󰑬а вектора Пойнтинга поверхностных пла󰑬мон-пол󰑱ритонов (ППП) имеет
винтову󰑧 дислокаци󰑧. На рис. 6 пока󰑬ана интерференционна󰑱 картина нормал󰑭ной
к поверхности металла компоненты вектора Пойнтинга SzM при отра󰑨ении ППП от
криволинейной границы неоднородности, λ0 = 0.6µm, εM = −8.77 + i1.37 (󰑬олото).

Рис. 6. Топологические 󰑬ар󰑱ды вихрей: +1 (красна󰑱 стрелка, против
часовой), −1 (󰑬елена󰑱 стрелка, по часовой), ра󰑬меры по ос󰑱м отло󰑨ены
в микрометрах)

И󰑬 системы уравнений Максвелла получено прибли󰑨енное уравнение дл󰑱 по-
перечной компоненты электрического пол󰑱 нелинейных поверхностных пла󰑬мон-
пол󰑱ритонов (ППП) [42] в виде

d2Ex

dz2
+K2Ex + χ|Ex|2Ex = 0, (46)
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где K2, χ и󰑬вестные параметры.
Представл󰑱󰑱 Ex = A(z) exp[iβz], где A(z) это медленно мен󰑱󰑧ща󰑱с󰑱 амплитуда в

масштабе скорости и󰑬менени󰑱 фа󰑬ы, выбира󰑱 амплитуды пада󰑧щих и отра󰑨енных
ППП в форме Ai,r = 󰁨Ai,r(z) exp[iϕi,r(z)], где 󰁨Ai,r, ϕi,r 󰯹 действител󰑭ные амплитуды
и фа󰑬овые составл󰑱󰑧щие, получена система уравнений дл󰑱 ϕi,r. Ее решени󰑱 име󰑧т
следу󰑧щий вид ϕi,r = ± arctg[

󰁳
a/b tg(

√
abt)], где a = Q + χ + β, b = Q − χ + β,

Q = (KG2 + χ 󰁨A2
i + χ 󰁨A2

r)/2β, X = χ 󰁨Ai
󰁨Ar/β.

Нормал󰑭ные компоненты электрических векторов нелинейных ППП (при-
бли󰑨енные) могут быт󰑭 представлены как Ei = 󰁨Ai exp[iϕi − iωt + iϕ0/2] и
Er = 󰁨Ar exp[iϕr − iωt+ iϕ0/2].

Рассмотрено во󰑬мо󰑨ное пла󰑬монное устройство, реали󰑬у󰑧щее пла󰑬монный логи-
ческий элемент 󰯺ИЛИ-НЕ󰯻, необходимый дл󰑱 функционал󰑭но полного логического
ба󰑬иса.

Более обща󰑱 модел󰑭 анонсирована в работе В. А. Лук󰑭󰑱ненко и
М. С. Германчук [11], в которой исследуетс󰑱 устойчивост󰑭 системы и󰑬 двух
св󰑱󰑬анных нелинейных уравнений Шредингера дл󰑱 комплексно󰑬начных функций с
кубической нелинейност󰑭󰑧 Керра и периодическими услови󰑱ми:

i
∂u

∂t
+

1

2β

∂2u

∂y2
+ ilu+ κv = 0,

i
∂υ

∂t
+

1

2β

∂2υ

∂y2
+ i(l − g)υ + γ|υ|2υ + κu = 0,

u(−d
2
+ y, t) = u(d

2
+ y, t),

υ(−d
2
+ y, t) = υ(d

2
+ y, t),

󰀬
∀t ∈ [0, T ), ∀y ∈ R,

u(y, 0) = u0(y),

υ(y, 0) = υ0(y).

󰀬
∀y ∈

󰀗
−d

2
,
d

2

󰀘
,

(47)

где u(y, t), υ(y, t) 󰯹 искомые комплексно󰑬начные функции; действител󰑭ные парамет-
ры l, g и κ 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 нормированными коэффициентами потер󰑭, усилени󰑱 и св󰑱󰑬и;
fΥ = γ, где γ = γ1 + iγ2, f 󰯹 бе󰑬ра󰑬мерный масштабный параметр, Υ 󰯹 параметр
нелинейности Керра; d 󰯹 это ширина области по оси y.

Начал󰑭но-краева󰑱 󰑬адача (47) представима в следу󰑧щей операторной форме:

∂w

∂t
= Aw, t > 0, |y| 󰃑 d

2
, (48)

w(−d

2
+ y, t) = w(

d

2
+ y, t),

w(y, 0) = w0(y) = (u0(y), υ0(y))
T ,
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где
A = L+N, L = D∆− B, Nw = G(w)w, w = (u, υ)T ,

D∆ =
i

2β

󰀣
∆ 0

0 ∆

󰀤
, B =

󰀣
l iκ

iκ l − g

󰀤
,

G(w) =

󰀣
0 0

0 iγ

󰀤
|υ|2,

∆ 󰯹 одномерный оператор Лапласа.
Лемма 4. Система уравнений (47) имеет решени󰑱, 󰑬авис󰑱щие тол󰑭ко от вре-

мени:
u0 = aeiω0t, υ0 = beiω0t, (49)

где a, b удовлетвор󰑱󰑧т уравнени󰑱м

a =
iκb

iω0 + l
,

(l + iω0 − g)− iγ|b|2 = − κ2

iω0 + l
, (50)

|b|2 = l2 − ω2
0 − gl + κ2

−γ1ω0 − γ2l
=

2lω0 − gω0

γ1l − γ2ω0

,

а ω0 󰑱вл󰑱етс󰑱 корнем кубического уравнени󰑱

ω3 − γ1
γ2

γ1(g − l)ω2 + (l2 − κ2)ω − γ1
γ2

l((g − l)l − κ2) = 0. (51)

Дл󰑱 исследовани󰑱 устойчивости (47) представим решени󰑱 следу󰑧щим обра󰑬ом:

υ(y, t) = w(ξ, t)ei
2πn
d

ye
−i
2β

( 2πn
d

)2t,

u(y, t) = q(ξ, t)ei
2πn
d

ye
−i
2β

( 2πn
d

)2t,
(52)

где ξ = y − 1
β
2πn
d
t, и получим

󰀻
󰀿

󰀽
qt − qξξ + ilq = iκw,

wt − i
2β

wξξ + (l − g)w − iγ|w|2w = iκq.
(53)

Так как система (53) такого 󰑨е вида, что и система (47), то дл󰑱 того, чтобы ис-
следоват󰑭 на устойчивост󰑭 бегущие волны ei(

2πn
d

y− 1
2β

( 2πn
d

)2t), достаточно исследоват󰑭
тол󰑭ко решение вида u0(t) = aeiω0t, υ0(t) = beiω0t. Как и ранее, в этой 󰑬адаче обнару-
󰑨ение бегущих волн, вихревых и других структур, в перву󰑧 очеред󰑭, актуал󰑭но дл󰑱
практики.
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3. Математическа󰑱 модел󰑭 спинового горени󰑱

Краевые 󰑬адачи дл󰑱 феноменологической модели спинового горени󰑱, предло󰑨ен-
ной 󰑯. Б. 󰑪ел󰑭довичем, исследовалис󰑭 в работах Е. П. Белана и О. В. Ши󰑱н [12], про-
дол󰑨ены В. А. Лук󰑭󰑱ненко и А. А. Гребеневой [13]-[16] в случае кол󰑭цевых областей
(круг, кол󰑭цо, тонкое кол󰑭цо и окру󰑨ност󰑭) дл󰑱 более общей модели сингул󰑱рно во󰑬-
мущенного нелинейного параболического уравнени󰑱 ван-дер-полевского типа с усло-
ви󰑱ми Неймана и с дробной степен󰑭󰑧 оператора Лапласа. С помощ󰑭󰑧 спектрал󰑭ной
теории и теории операторов дока󰑬ана теорема о существовании и единственности ре-
шени󰑱 дл󰑱 ограниченных областей, исследована устойчивост󰑭 󰑬адач и соответству-
󰑧щие им ква󰑬инормал󰑭ные формы, а так󰑨е спектрал󰑭ные 󰑬адачи. Получена св󰑱󰑬󰑭
модели спинового горени󰑱 в кол󰑭це с модел󰑭󰑧 горени󰑱 на окру󰑨ности.

Математическа󰑱 модел󰑭 спинового горени󰑱 была предло󰑨ена 󰑯. Б. 󰑪ел󰑭довичем
совместно с А. П. Алдушиным и Б. А. Маломедом:

ξ̈ + ξ = 2ε

󰀗
ξ̇

󰀕
1− 4

3
ξ̇2
󰀖
+

λ2

4π2
∆ξ̇ +

βλ

2π

√
−∆ξ̇

󰀘
. (54)

󰑪дес󰑭 ξ = ξ(x, t) 󰯹 функци󰑱, описыва󰑧ща󰑱 фронт распространени󰑱 реакции горе-
ни󰑱; 0 < ε ≪ 1 󰯹 инкремент неустойчивости, λ > 0 󰯹 коррел󰑱ционна󰑱 длина теп-
лопроводности св󰑱󰑬ей ме󰑨ду соседними участками фронта, β > 0 󰯹 коэффициент
нелокал󰑭ной св󰑱󰑬и участков фронта.

В работах В. А. Лук󰑭󰑱ненко и А. А. Гребеневой рассмотрено обобща󰑧щее (54)
феноменологическое уравнение бе󰑬га󰑬ового спинового горени󰑱 в круговых област󰑱х.
В частности, в кол󰑭це Sr = {r,ϕ| r1 < r < r2, 0 < ϕ < 2π} (цилиндрическа󰑱 толсто-
стенна󰑱 труба):

ü+ u = 2ε

󰀗
u̇

󰀕
1− 4

3
u̇2

󰀖
− λ2

4π2
(−∆)u̇+

βλ

2π
(−∆)αu̇

󰀘
, 0 < α < 1,

u(r,ϕ+ 2π, t) = u(r,ϕ, t),

∂u̇

∂r

󰀏󰀏󰀏󰀏
r=r1,r2

= 0,
∂u

∂r

󰀏󰀏󰀏󰀏
r=r1,r2

= 0.

(55)

Уравнение представл󰑱ет сингул󰑱рно во󰑬мущенное нелинейное параболическое
уравнение ван-дер-полевского типа.

Дл󰑱 первых спиновых волн построено асимптотическое ра󰑬ло󰑨ение решени󰑱 󰑬а-
дачи (55) в виде комбинации бесселевых функций Jnm(r):

u =
3󰁛

m=1

zmJ1m(r)e
−iϕ +

3󰁛

m=1

z̄mJ1m(r)e
iϕ + εũ1(ze

−iϕ, z̄eiϕ, r), (56)
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где z = (z1, z2, z3), a zm такие, что

żm = zm(i+ εq1m) + εam(z, z̄), m = 1, 2, 3. (57)

Функции am, m = 1, 2, 3, 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 S1-эквивариантными:
am(ze

−iϕ, z̄eiϕ, r) = eiϕam(z, z̄, r) дл󰑱 всех ϕ ∈ R/2πZ.
󰑪адача (55) имеет прибли󰑨енные решени󰑱

(us
1)

± =
3󰁛

m=1

zs1mJ1 (r) cos(t∓ ϕ), s = 1, 2. (58)

Решени󰑱 (u2
1)

± 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 неустойчивыми. Бегуща󰑱 волна (u2
1)

+ подавл󰑱етс󰑱 вол-
ной (u1

1)
+ (рис. 7).

Рис. 7. 󰑪ависимост󰑭 первых спиновых волн (us
1)

+ от времени дл󰑱
a) t = π

2
; b) t = π; c) t = 3π

2

Аналогично стро󰑱тс󰑱 вторые спиновые волны, но в отличие от первых спиновых
волн вторые ро󰑨да󰑧тс󰑱 и оста󰑧тс󰑱 неустойчивыми.

Теорема 5. Перва󰑱 спинова󰑱 волна (u1
1)

+ на (ρ̂1(β), ρ̂
1(β)) (которые определ󰑱󰑧т-

с󰑱 и󰑬 характеристического уравнени󰑱: ω2
n−2εqnωn+1 = 0) устойчива относител󰑭но

давлени󰑱 (ui
m)

−, (uj
m+1)

+ дл󰑱 всех m = 2, 3, . . . , i, j = 1, 2, . . . .

Получена ква󰑬инормал󰑭на󰑱 форма 󰑬адачи (55):

v̇ = v(1− |v|2) + λ2

4π2
∆v +

βλ

2π
(−∆)αv, 0 < α < 1,

∂v

∂r

󰀏󰀏󰀏󰀏
r=r1,r2

= 0. (59)

󰑪амечание. 󰑪адача об устойчивости (v11)
± эквивалентна устойчивости реше-

ни󰑱 (u1
1)

± 󰑬адачи (55).
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Так󰑨е рассмотрена 󰑬адача (55) дл󰑱 тонкого кол󰑭ца R 󰃑 r 󰃑 R+ δ, δ ≪ 1. Потре-
бовав, чтобы решение совсем (почти совсем) не мен󰑱лос󰑭 в радиал󰑭ном направлении
(т. е. u̇y = 0), и устремив δ → 0, получена одномерна󰑱 модел󰑭 феноменологического

уравнени󰑱 бе󰑬га󰑬ового горени󰑱 с оператором ∆u̇ =
1

R2
u̇ϕϕ. Исследованы периоди-

ческие решени󰑱 на окру󰑨ности при ϕ = θR, соответству󰑧щие спиновым ре󰑨имам
горени󰑱 тонкостенного цилиндра:

ü+ u = 2ε

󰀗
u̇

󰀕
1− 4

3
u̇2

󰀖
+

λ2

4π2R2
∆u̇+

βλ

2πR2α
(−∆)αu̇

󰀘
, 0 < α < 1,

u(θ + 2π, t) = u(θ, t), u(θ, 0) = u0(θ), u̇(θ, 0) = u1(θ) 0 󰃑 θ 󰃑 2π.

(60)

Лемма 5. Начал󰑭но-краева󰑱 󰑬адача (60) представима в виде

u(θ, t) =
1

2π

π󰁝

−π

(K1(θ − s)u0(s) +K2(θ − s)u1(s)) ds−

− 2µε

t󰁝

0

1

2π

π󰁝

−π

K3(θ − s, t− τ)u̇3(s, τ)dsdτ,

(61)

где (k1)n (t) =
(ω2)ne

(ω2)nt + (ω1)ne
(ω1)nt

(ω2)n − (ω1)n
, (k2)n(t) =

e(ω2)nt + e(ω1)nt

(ω2)n − (ω1)n
,

(k3)n(t) =
sin

󰁳
1− ε2q2n t󰁳
1− ε2q2n

eεqnt, Kj(θ, t) = W (kj)n(θ, t), j = 1, 2,

1

2π

π󰁕
−π

K3(θ − s, t − τ)u̇3(s, τ)dsdτ = W (k3)ngn, ε2q2n − 1 < 0. 󰑪дес󰑭 (ω1,2)n наход󰑱тс󰑱

и󰑬 соответству󰑧щего характеристического уравнени󰑱: ω2
n − 2εqnωn + 1 = 0.

Асимптотический анали󰑬 в сочетании с методом Галеркина по󰑬вол󰑱ет найти пару
периодических устойчивых решений (при α = 1/2):

u±
1 =

󰁳
3− 2q1 cos t± 2

󰁳
q1 − 1 sin t cos θ +O(ε),

которые ро󰑨да󰑧тс󰑱 и󰑬 нулевого решени󰑱 u0 = cos t+O(ε) при прохо󰑨дении q1 чере󰑬
критическое 󰑬начение равное единице (рис. 8).

Дал󰑭нейший интерес представл󰑱ет применение итерационных алгоритмов дл󰑱
нелинейных уравнений типа свертки (интеграл󰑭ного представлени󰑱 󰑬адачи бе󰑬га󰑬о-
вого спинового горени󰑱) и исследование моделей с 󰑬апа󰑬дыванием по пространствен-
ной переменной.
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Рис. 8. Решени󰑱 u+
1 при a) q1 = 1.06 и b) q1 = 1.48

4. Нелинейные интеграл󰑭ные уравнени󰑱 1-го рода типа свертки

В р󰑱де 󰑬адач прикладной нелинейной динамики при построении решений во󰑬-
ника󰑧т нелинейные интеграл󰑭ные уравнени󰑱. Нелинейные интеграл󰑭ные уравнени󰑱
1-го рода типа Урысона и их прибли󰑨енные методы решени󰑱 рассматрива󰑧тс󰑱 в
работах [17]–[21]. Дл󰑱 решени󰑱 примен󰑱󰑧тс󰑱 методы регул󰑱ри󰑬ации, интеграл󰑭ные
преобра󰑬овани󰑱 Фур󰑭е F и непрерывное вейвлет-преобра󰑬ование (CWT), асимпто-
тические методы и итерационные с испол󰑭󰑬ованием бли󰑬ких уравнений.

Рассмотрено применение вейвлет-преобра󰑬овани󰑱 Wϕ дл󰑱 решени󰑱 уравнени󰑱
Урысона:

Az ≡
󰁝

R

f(s)n (t− z(s)) ds = u(t), t ∈ R, (62)

(WϕA)(a, b) =

󰁝

R

f(s)Wϕ {n(t− z(s))} ds = U(a, b).

И󰑬
Wϕ {n(t− z(s))} (a, b) = |a|

1
2

󰁝

R

F {n(t− z(s))} (ξ)Φ̄(aξ)e−ibξ =

= |a|
1
2

󰁝

R

N(ξ) eiξz(s)Φ̄(aξ)e−ibξds,

получим

|a|
1
2

󰁝

R

󰀳

󰁃
󰁝

R

f(s)eiξz(s)ds

󰀴

󰁄N(ξ)Φ̄ (aξ) e−ibξ = |a|
1
2

󰁝

R

U(ξ)Φ (aξ)e−ibξds.
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И󰑬 этого следует
󰁝

R

f(s)eiξz(s)ds = N−1(ξ)U(ξ), N(ξ) ∕= 0

или в регул󰑱ри󰑬ованной форме относител󰑭но 󰑱дра N(ξ)
󰁝

R

f (s)eiξz(s)ds = V (ξ) ≡ N(ξ)U(ξ)

α + |N(ξ)|2
,

где α 󰯹 параметр регул󰑱ри󰑬ации.
Дл󰑱 монотонно во󰑬раста󰑧щих на интервале [a, b] функций z(s) таких, что

α = min z(s) 󰃑 z(s) 󰃑 max z(s) = β,

уравнение (62) с 󰑬аменой τ = z(s), s = ϕ(τ) приводитс󰑱 к следу󰑧щей форме
β󰁝

α

f (ϕ(t))n (t− τ)ϕ′(τ)dτ = u(t), α 󰃑 t 󰃑 β.

Дл󰑱 n(t) = δ(t) получим обыкновенное дифференциал󰑭ное уравнение

f(ϕ(τ))ϕ′(t) = u(t).

󰑪адача нахо󰑨дени󰑱 решени󰑱 дл󰑱 уравнений типа свертки относител󰑭но CWT
преобра󰑬овани󰑱

Af ≡ k#f = g (63)

󰑱вл󰑱етс󰑱 некорректной. Регул󰑱ри󰑬иру󰑧щий функционал А. Н. Тихонова имеет вид

J(f(·)) = α 󰀂f󰀂2L2
+ 󰀂k#f − g󰀂2L2

→ inf,

где α 󰯹 параметр регул󰑱ри󰑬ации.
󰑪дес󰑭

(k#f)(t) =

󰁝

R

󰁝

R

q(t, τ, s)k(τ) dτ f(s) ds =

󰁝

R

n(t, s)f(s) ds.

И󰑬 необходимых условий экстремума дл󰑱 функционала J(f) следует
󰀅
α + |Kϕ (a, b)|2

󰀆
Fϕ (a, b) = Kϕ (a, b)Gϕ (a, b) .

И󰑬 этого уравнени󰑱 получим

Fϕ (a, b) = Kϕ (a, b)
󰀅
α + |Kϕ (a, b)|2

󰀆−1
Gϕ (a, b) = Rα (a, b)Gϕ (a, b)

или
fα (t) = W−1

ϕ {Rα (a, b)Gϕ (a, b)} (t) = (rα#g) (t) . (64)
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На уравнение типа Урысона Az = u распростран󰑱󰑧тс󰑱 раннее полученные ав-
тором ре󰑬ул󰑭таты [18]–[21] по итерационным алгоритмам, основанные на испол󰑭󰑬о-
вании бли󰑬кого уравнени󰑱 Ãz̃ = ũ. В 󰑬ависимости от наличи󰑱 априорной и другой
информации о решении и модели косвенных и󰑬мерений мо󰑨но воспол󰑭󰑬оват󰑭с󰑱 всей
гаммой и󰑬вестных алгоритмов регул󰑱ри󰑬ации. Наиболее бли󰑬кие ре󰑬ул󰑭таты содер-
󰑨ат󰑭с󰑱 в работах В. В. Васина и его соавторов. Например, дл󰑱 метода регул󰑱ри󰑬ации
Лаврент󰑭ева F (z) = Az−u+α(z−zm) итерационна󰑱 процедура построени󰑱 zn+1 при-
бли󰑨ени󰑱 zn+1 = zn+h приводит к алгоритму нахо󰑨дени󰑱 h и󰑬 линейного уравнени󰑱
[αI + (A′zn)]h− F (zn) = 0 или

zn+1 = zn − γ [αI + (A′zn)]
−1

[Azn − u+ α(zn − zm)] .

В качестве бли󰑬ких уравнений следует рассматриват󰑭 уравнени󰑱

Kh = [αI + (A′zn)]h = Azn − u+ α(zn − zm) ≡ g,

K̃h̃ =
󰁫
α̃I + (Ã′z̃n)

󰁬
h̃ = Ãz̃n − ũ+ α̃(z̃n − z̃m) ≡ g̃,

где, обеспечив 󰀂K̃−1(K− K̃)󰀂 < 1, мо󰑨ем найти решение уравнени󰑱 Kh = g чере󰑬 ре-
шение бли󰑬кого уравнени󰑱 K̃h̃ = g̃, более простого по своей структуре, или решение,
которое у󰑨е найдено дл󰑱 ра󰑬личных уровней погрешности (прецедентна󰑱 инфор-
маци󰑱). Дл󰑱 модифицированного варианта метода Левенберга-Марквардта решени󰑱
нелинейных уравнений типа Урысона в частном случае имеет вид

zn+1 = zn − γ
󰁫
Ã′(zn)

∗Ã′(zn) + αI
󰁬−1 󰁫

Ã′(zn)(Azn − uδ) + α(zn − z̃m)
󰁬
.

󰑪дес󰑭 z̃m 󰯹 начал󰑭ное прибли󰑨ение дл󰑱 искомого решени󰑱,

(A′zm)h =

󰁝

R

n′(t− z(s), s)f(s)h(s)ds

и справедлива теорема об оценке погрешности.
Таким обра󰑬ом, наличие эффективно решаемых бли󰑬ких уравнений по󰑬вол󰑱ет

строит󰑭 алгоритмы дл󰑱 исходных уравнений.

󰑪акл󰑧чение

В рамках направлени󰑱 прикладной нелинейной динамики, ра󰑬вива󰑧щейс󰑱 в
Крымском федерал󰑭ном университете им. В. И. Вернадского с конца XX века, рас-
смотрены дифференциал󰑭ные уравнени󰑱 в частных прои󰑬водных с оператором диф-
ференцировани󰑱 по времени, оператором преобра󰑬овани󰑱, оператором Лапласа и
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дробным лапласианом. В основе ле󰑨ит математическа󰑱 формали󰑬аци󰑱 реал󰑭ных фи-
󰑬ических процессов таких как 󰑬адачи нелинейной оптики, пла󰑬моники и теории так
на󰑬ываемого 󰯺быстрого󰯻 горени󰑱 и детонации.

Испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 основные методы исследовани󰑱 ква󰑬илинейных параболических
уравнений. Например, метод Крылова–Богол󰑧бова–Митропол󰑭ского–Самойленко
(КБМС), наиболее часто встреча󰑧щийс󰑱 дл󰑱 сведени󰑱 исходного уравнени󰑱 к гради-
ентной системе с комплексно сопр󰑱󰑨енными уравнени󰑱ми, сочета󰑧щийс󰑱 с методом
Галеркина (согласованным с интеграл󰑭ным (централ󰑭ным) многообра󰑬ием), а так󰑨е
асимптотическое ра󰑬ло󰑨ение решени󰑱 по собственным функци󰑱м, метод усреднени󰑱,
метод эллиптических функций 󰑯коби и операторный метод.

Дл󰑱 󰑬адачи распространени󰑱 фа󰑬овой волны световой модул󰑱ции с преобра󰑬о-
ванием отра󰑨ени󰑱 пространственной переменной с помощ󰑭󰑧 метода интеграл󰑭ных
(централ󰑭ных) многообра󰑬ий дока󰑬ана теорема о существовании пространственно
неоднородных стационарных решений; примен󰑱󰑱 метод Галеркина, исследована фор-
ма и устойчивост󰑭 решений типа бегуща󰑱 волна, ро󰑨да󰑧щихс󰑱 в ре󰑬ул󰑭тате бифур-
кации Адронова-Хопфа; исследованы метаустойчивые структуры; получено инте-
грал󰑭ное представление 󰑬адачи с преобра󰑬ованием инвол󰑧ции на бесконечной полосе
с краевыми услови󰑱ми с косой прои󰑬водной.

Рассмотрено распространение поверхностных пла󰑬мон-пол󰑱ритонных волн на
примере системы и󰑬 двух св󰑱󰑬анных нелинейных уравнений Шредингера с кубиче-
ской нелинейност󰑭󰑧 Керра, а так󰑨е обобщенна󰑱 модел󰑭 спинового горени󰑱 в круго-
вых област󰑱х (круг, кол󰑭цо, тонкое кол󰑭цо и окру󰑨ност󰑭), построена и исследована
на устойчивост󰑭 ква󰑬инормал󰑭на󰑱 форма 󰑬адачи. Ви󰑬уали󰑬ирована 󰑬ависимост󰑭 пер-
вых, ро󰑨да󰑧щихс󰑱 спиновых волн от времени.

Приведен алгоритм решени󰑱 нелинейных интеграл󰑭ных уравнений 1-го рода типа
свертки на примере уравнени󰑱 Урысона, во󰑬ника󰑧щего в 󰑬адачах восстановлени󰑱
решений по данным косвенных и󰑬мерений.

Благодарности

Работа выполнена НО 󰯺Крымский математический центр󰯻 и поддер󰑨ана
Министерством науки и высшего обра󰑬овани󰑱 Российской Федерации, соглашение
󰎍075-02-2023-1799.

Автор выра󰑨ает при󰑬нател󰑭ност󰑭 󰑬а плодотворну󰑧 совместну󰑧 работу своим
соавторам.

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (61)’ 2023



50 В. А. Лук󰑭󰑱ненко

Cписок литературы

1. Арнол󰑭д, В. И. Лекции о бифуркаци󰑱х и версал󰑭ных семействах // УМН. 󰯹
1972. 󰯹 27(5). 󰯹 C. 119–184.

ARNOLD, V I. (1972) Lectures on bifurcations in versal families. Uspekhi Mat. Nauk.
27 (5). Pp. 119–184.

2. Белан, Е. П. О динамике бегущих волн в параболическом уравнении с преобра-
󰑬ованием сдвига пространственной переменной // 󰑮урнал математической фи-
󰑬ики, анали󰑬а, геометрии. 󰯹 2005. 󰯹 1(1). 󰯹 C. 3–34.

BELAN, E P. (2005) On the dynamics of the running waves in the parabolic equation
with the transformation of the shift of the space variable. Zh. Mat. Fiz. Anal. Geom.
1 (1). Pp. 3–34.

3. Самойленко, А. М., Белан, Е. П. Динамика бегущих волн феноменологического
уравнени󰑱 спинового горени󰑱 // Доклады РАН. 󰯹 2006. 󰯹 406(6). 󰯹 C. 738–741.

SAMOILENKO, A.M. & BELAN, E. P. (2006) Dynamics of traveling waves of the
phenomenological equation of spin combustion. Reports of the Russian Academy of
Sciences. 406 (6). Pp. 738–741.

4. Белан, Е. П. Бифуркации враща󰑧щихс󰑱 структур в параболическом уравне-
нии с преобра󰑬ованием поворота пространственной переменной / Е. П. Белан,
О. Б. Лыкова // Динамические системы. 󰯹 2008. 󰯹 25. 󰯹 C. 3–16.

BELAN, E. P. & LYKOVA, O. B. (2008) Bifurcations of rotating structures in a
parabolic equation with transformation of rotation of a spatial variable. Dynamic
systems. 25. Pp. 3–16.

5. KORNUTA, A. A. & LUKIANENKO, V. A. (2021) Stability of Structures and
Asymptotics of Nonlinear Parabolic Type Equations Solutions with Transformation
of Arguments. Lobachevskii Journal of Mathematics. 42 (14). Pp. 3468–3485.

6. Корнута, А. А. Метаустойчивые структуры в параболическом уравнении с по-
воротом пространственной переменной // Динамические системы. 󰯹 2014. 󰯹
4(32). 󰯹 C. 59–75.

KORNUTA, A. A. (2014) Metastable structures in a parabolic equation with rotation
of the spatial variable. Dynamic systems. 4 (32). Pp. 59–75.

7. KORNUTA, A. A. & LUKIANENKO, V. A. (2021) Stable Structures of Nonlinear
Parabolic Equations with Transformation of Spatial Variables. Lobachevskii Journal
of Mathematics. 42. Pp. 911–930.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2023, 4



Прибли󰑨енные решени󰑱 уравнений, моделиру󰑧щих нелинейные процессы 51

8. Ха󰑬ова, 󰑰. А. Метаустойчивые структуры в параболической 󰑬адаче с отра󰑨е-
нием пространственной переменной на отре󰑬ке // Динамические системы. 󰯹
2017. 󰯹 7(35). 󰯹 C. 119–129.

KHAZOVA, Yu. A. (2017) Meta-stable structures in a parabolic problem with the
reflection of a spatial variable on a segment. Dynamic systems. 7 (35). Pp. 119-129.

9. Корнута, А. А. Динамика решений одного нелинейного функционал󰑭но-
дифференциал󰑭ного уравнени󰑱 параболического типа / А. А. Корнута,
В. А. Лук󰑭󰑱ненко // И󰑬вести󰑱 высших учебных 󰑬аведений. Прикладна󰑱
нелинейна󰑱 динамика. 󰯹 2022. 󰯹 30(2). 󰯹 C. 132–151.

KORNUTA, A. A. & LUKIANENKO, V. A. (2022) Dynamics of solutions of a
nonlinear functional differential equation of a parabolic type. Izv. VUZov. 30 (2).
Pp. 132–151.

10. Корнута, А. А. 󰑪адача нелинейной оптики с преобра󰑬ованием пространственной
переменной и косой прои󰑬водной / А. А. Корнута, В. А. Лук󰑭󰑱ненко // Со-
временна󰑱 математика. Фундаментал󰑭ные направлени󰑱. 󰯹 2023. 󰯹 69(2). 󰯹
C. 276–288.

KORNUTA, A. A. & LUKIANENKO, V. A. (2023) The problem of nonlinear optics
with the transformation of a spatial variable and an oblique derivative. Modern
mathematics. Fundamental directions. 69 (2). Pp. 276–288.

11. GERMANCHUK, M. S., LUKIANENKO, V. A. & PLYSHEVSKAYA, S. P. (2023)
Modeling of the Propagation of Surface Plasmon Polaritons. International
Conference on 󰯺Physics and Mechanics of New Materials and Their Applications󰯻
(PHENMA 2023): Abstracts and Schedule (Surabaya, Indonesia, October 3-8, 2023).
I. A. Parinov, E. P. Putri, S.-H. Chang (Eds.); Southern Federal University (Rostov-
on-Don; Taganrog: Southern Federal University Press). Pp. 127–128.

12. Белан, Е. П. Автоколебател󰑭ные ре󰑨имы горени󰑱 вдол󰑭 полосы / Е. П. Белан,
О. В. Ши󰑱н // Динамические системы. 󰯹 2009. 󰯹 27. 󰯹 C. 3–16.

BELAN, E. P. & SHYIAN, O. V. (2009) Auto-oscillating regimes of combustion
modes along the strip. Dynamic systems. 27. Pp. 3–16.

13. Ха󰑬ова, 󰑰. А., Гребенева, А. А. Анали󰑬 устойчивости и формы прибли󰑨енных
периодических решений уравнени󰑱 спинового горени󰑱 // Таврический вестник
информатики и математики. 󰯹 2022. 󰯹 1(56). 󰯹 C. 75–87.

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (61)’ 2023



52 В. А. Лук󰑭󰑱ненко

KHAZOVA, Yu. A. & GREBENEVA, A.A. (2022) Analysis of stability and form of
approximate periodic solutions of the equation of spin combustion. Taurida Journal
of Computer Science Theory and Mathematics. 1 (56). Pp. 75–87.

14. LUKIANENKO, V. A. Solvability of the phenomenological spin combustion
equation / V. A. Lukianenko, A. A. Grebeneva // Математический форум (Итоги
науки. 󰑰г России). 󰯹 2023. 󰯹 15. 󰯹 C. 194–195.

LUKIANENKO, V. A. & GREBENEVA, A. A. (2023) Solvability of the
phenomenological spin combustion equation. Mathematical Forum (Results of
Science. South of Russia). 15. Pp. 194–195.

15. Гребенева, А. А. Некоторые 󰑬адачи феноменологического уравнени󰑱 спинового
горени󰑱 / А. А. Гребенева, В. А. Лук󰑭󰑱ненко // Таврический вестник информа-
тики и математики. 󰯹 2022. 󰯹 3(58). 󰯹 C. 7–29.

GREBENEVA, A. A. & LUKIANENKO, V. A. (2022) Some problems of the
phenomenological equation of spin combustion. Taurida Journal of Computer Science
Theory and Mathematics. 3 (58). Pp. 7–29.

16. GREBENEVA, A. A. & LUKIANENKO, V. A. (2023) Bifurcation of Solutions of
the Phenomenological Equation of Spin Combustion. International Conference on
󰯺Physics and Mechanics of New Materials and Their Applications󰯻: Abstracts and
Schedule (Surabaya, Indonesia, October 3-8, 2023). I. A. Parinov, E. P. Putri, S.-
H. Chang (Eds.); Southern Federal University ( Rostov-on-Don; Taganrog: Southern
Federal University Press). Pp. 130.

17. Ха󰑬ова, 󰑰. А., Лук󰑭󰑱ненко, В. А. Применение интеграл󰑭ных методов дл󰑱 иссле-
довани󰑱 одной параболической 󰑬адачи // И󰑬вести󰑱 ву󰑬ов. ПНД. 󰯹 2019. 󰯹 4. 󰯹
C. 85–98.

KHAZOVA, Yu. A. & LUKIANENKO, V. A. (2019) Application of integral methods
for the study of the parabolic problem. Izvestiya VUZ. Applied Nonlinear Dynamics.
27 (4). Pp. 85–98.

18. BELOZUB, V., KOZLOVA, M. G. & LUKIANENKO, V. A. (2021) Approximated
solution algorithms for Urysohn-type equations. J. Phys.: Conf. Ser. 1902.
Pp. 012051.

19. LUKIANENKO, V. A (2020) Approximate solution of the smooth transition
equation. Sib. Elektron. Mat. Izv. 17. Pp. 1849–1862.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2023, 4



Прибли󰑨енные решени󰑱 уравнений, моделиру󰑧щих нелинейные процессы 53

20. LUKIANENKO, V. A (2021) Applying Wavelet Transforms as a Solution for
Convolution Type Equations. Springer Proceedings in Mathematics and Statistics,
Rostov-on-Don. Rostov-on-Don, 2021. Pp. 369–391.

21. LUKIANENKO, V A., KOZLOVA, M. G. & BELOZUB, V. A. (2023) Application of
Wavelet Transform to Urysohn-Type Equations. Mathematics. 11. Pp. 3999.

22. Ахманов, С. А., Воронцов, М. А., Иванов, В. 󰑰. Генераци󰑱 структур в оптиче-
ских системах с двумерной обратной св󰑱󰑬󰑭󰑧: на пути к со󰑬дани󰑧 нелинейно-
оптических аналогов нейронных сетей. 󰯹 Новые принципы оптической обработки
информации. М.: Наука, 1990. 󰯹 263–325 c.

AKHMANOV, S. A., VOROTSOV, M. A. & IVANOV, V. Yu. (1990) Generation
of structures in two-dimensional feedback optical systems: towards the creation of
nonlinear-optical analogues of neural networks. New principles of optical information
processing. M.: Nauka.

23. VORONTSOV, M. A. & ZHELEZNYKH, N. I (1990) Transverse bistability and
multistability in nonlinear optical systems with two-dimensional feedback. Matem.
Mod. 2:2. Pp. 31󰯹38.

24. VORONTSOV, M. A., ZHELEZNYKH, N. I. & IVANOV, V. Yu. (1988) Transverse
interaction in 2-D feedback non-linear optical systems. Opt. and Quant. Electron. 22.
Pp. 301–318.

25. Ра󰑬гулин, А. В. Нелинейные модели оптической синергетики. 󰯹 МАКС Пресс
Москва, МГУ, 2008. 󰯹 204 c.

RAZGULIN, A. V. (2008) Nonlinear models of optical synergetics. M: MGU, MAKS
Press.

26. SKUBACHEVSKII, A. L. (1998) Bifurcation of periodic solution for nonlinear
parabolic functional differential equations arising in optoelectronics. Nonlinear
Analysis. Theory. Methods & Applications. 12 (2). Pp. 261–278.

27. KARAPETYANTS,N. K. & SAMKO, S. G. (1988) Equations with invulative
operators and their applications. Rostov: Rostov University Press.

28. Бабин, А. В., Вишек, М. И. Аттракторы эвол󰑧ционных уравнений. 󰯹 Москва:
Наука, 1989. 󰯹 470 c.

BABIN, A. V. & VISHIK, M. I. (1989) Attractors of Evolution Equations. Moscow:
Nauka.

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (61)’ 2023



54 В. А. Лук󰑭󰑱ненко

29. Колесов, А. 󰑰., Ро󰑬ов, Н. Х. Оптическа󰑱 буферност󰑭 и механи󰑬мы ее во󰑬никно-
вени󰑱 // Теоретическа󰑱 и математическа󰑱 фи󰑬ика. 󰯹 140(1), 2004. 󰯹 C. 14–28.
KOLESOV, A. Yu. & ROZOV, N. Kh. (2004) Optical Buffering and Mechanisms for
Its Occurrence. Theoretical and Mathematical Physics. 140 (1). Pp. 14–28.

30. Мищенко, Е. Ф. Автоволновые процессы в нелинейных средах с диффу󰑬ией /
Е. Ф. Мищенко, В. А. Садовничий, А. 󰑰. Колесов, Н. Х. Ро󰑬ов. 󰯹 М.: Фи󰑬матлит,
2010. 󰯹 395 c.

MISHCHENKO, E. F., SADOVNICII, V. A., KOLESOV, A. Yu. & ROZOV, N. Kh.
(2010) Autowave processes in nonlinear media diffusion. М.: Fizmatlit.

31. Скубачевский, А. Л. О бифуркации Хопфа дл󰑱 ква󰑬илинейного параболическо-
го функционал󰑭но-дифференциал󰑭ного уравнени󰑱 // Дифференц. уравнени󰑱. 󰯹
1998. 󰯹 34:10. 󰯹 C. 1394–1401.

SKUBACHEVSKIY, A. L. (1998) On the Hopf bifurcation for a quasilinear parabolic
functional differential equation. Differ. Equ. 34 (10). Pp. 1395–1402.

32. ABRAMOVITS, A. & STEGUN, I. (1972) Handbook of Mathematical Functions with
Formulas, Graphs, and Mathematical Tables. National Bureau of Standards Applied
Mathematics Series 55. Tenth Printing.

33. Кубышкин, Е. П., Куликов, В. А. Бифуркации автоколебател󰑭ных решений нели-
нейного параболического уравнени󰑱 с поворотом пространственного аргумента и
󰑬апа󰑬дыванием // 󰑮. вычисл. матем. и матем. фи󰑬. 󰯹 2021. 󰯹 61:3. 󰯹 C. 428–449.

KUBUSHKIN, E. P. & KULIKOV, V. A. (2021) Bifurcations of self-oscillatory
solutions to a nonlinear parabolic equation with a rotating spatial argument and
time delay. Comput. Math. Math. Phys. 61 (3). Pp. 428–449.

34. Иванов, В. 󰑰., Иванова (Пол󰑱кова), И. Б. Фа󰑬овые структуры в нелинейном
кол󰑭цевом ре󰑬онаторе // Вестник Московского университета / Сери󰑱 03. Фи󰑬ика.
Астрономи󰑱. 󰯹 2016. 󰯹 3. 󰯹 C. 48-53.

IVANOV, V. Yu. & IVANOVA (POLYAKOVA), I. B. (2016) Phase structures in
nonlinear ring resonator. Moscow University Physics Bulletin. 71 (3). Pp. 266–271.

35. AKHAMANOV, S. A., VORONTSOV, M. A., IVANOV, V. Y. etal (1992)
Controlling transverse-wave interactions in nonlinear optics 󰯹 generation and
interaction of spatiotemporal structures. J. Opt. Soc. Amer. 9. Pp. 78–90.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2023, 4



Прибли󰑨енные решени󰑱 уравнений, моделиру󰑧щих нелинейные процессы 55

36. IVANOV, V. Y., IROSHNIKOV, N. G. & LACHINOVA, S. L. (1996) Cross
interaction in a passive ring resonator. Bulletin of the Russian Academy of
Sciences: Physics. 60 (12). Pp. 1964–1970.

37. IKEDA, K. (1979) Multiple-Valued Stationary State and Its Instability of the
Transmitted Light by a Ring Cavity System. Opt. Commun.

38. Куликов, Д. А. Механи󰑬м формировани󰑱 волновых диссипативных структур в
одной и󰑬 󰑬адач нано-технологий // Вестн. РАЕН. Диффер. уравн. 󰯹 2013. 󰯹
13(4). 󰯹 C. 23–31.

KULIKOV, D. A. (2013) Mechanism of the formation of the wave dissipative
structures in one of the nanotechnological problems. Vestnik RAEN. 13 (4).
Pp. 23󰯹31.

39. SUKHORUKOV, A. P., SARAPINA, D. O. & KALISH, A. N. (2010) Surface
plasmon-polariton terahertz waves in optically active media. Vestnik NSU. Series:
Physics. 5 (4). Pp. 154–157.

40. SARAPINA, D. O. & SUKHORUKOV, A. P. (2009) Diffraction of surface waves in
metals and metamaterials. Bulletin of the Russian Academy of Sciences: Physics.
73 (12). Pp. 1594–1597.

41. DZEDOLIK, I. V. (2016) Solitons and Nonlinear Waves of Phonon-Polaritons &
Plasmon-Polaritons. New York: Nova Science Publishers Inc.

42. Климов, В. В. Нанопла󰑬моника // УФН. 󰯹 2008. 󰯹 178:8. 󰯹 C. 875–880.

KLIMOV V. V. (2008) Nanoplasmonics. Phys. Usp. 51 (8). Pp. 839–844.

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (61)’ 2023



УДК: 517.957

MSC2020: 35Q68, 65M60

ПРИМЕНЕНИЕ СИСТЕМЫ КОМП󰑩󰑰ТЕРНОЙ МАТЕМАТИКИ В
󰑪АДАЧАХ ПРИКЛАДНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ ДИНАМИКИ

c© А. А. Корнута, В. А. Лук󰑭󰑱ненко
Крымский федерал󰑭ный университет им. В. И. Вернадского

Фи󰑬ико-технический институт
просп. Академика Вернадского, 4, Симферопол󰑭, 295007, Российска󰑱 Федераци󰑱

e-mail: korn_57@mail.com, art-inf@yandex.ru

Application of a computer mathematics system in problems of applied
nonlinear dynamics.

Kornuta A. A., Lukianenko V. A.

Abstract. Mathematical formalization of various natural processes leads to models that
are described by nonlinear differential equations (ordinary, in partial derivatives and functional-
differential equations) or nonlinear integral equations.

Their research takes place within the framework of applied non-linear dynamics. The issues
of stability, bifurcation of solutions, the emergence of spatially inhomogeneous structures, quasi-
periodic solutions, etc. are considered. Various theories, methods and algorithms are used (for
example, the theory of bifurcation of vector fields, the theory of central manifolds, the theory
of normal forms, etc.). An important and relevant aspect is the use of computer mathematics
systems.

In the article, using the Wolfram Mathematica package, the nonlinear (quasi-linear)
functional-differential equations of the parabolic type with transformation of spatial variables,
which are simulating real physics experiments in nonlinear optical systems with Kerry
nonlinearity, in which the transformation of a field in a two-dimensional feedback loop leads
to the emergence of spatially heterogeneous, rotating and other structures, are investigated

The conditions under which new structures appear depend on several system parameters: the
diffusion coefficient of the medium, the intensity of the signal source, the transformation in the
feedback loop (for example, rotation, compression-stretching). For local analysis of structures and
description of scenarios of their development asymptotic methods of research of local dynamics
of solutions of functional-differential equations with small diffusion parameter, parameter of
intensity and parameters of transformation of coordinates are used. The numerical solution
and visualization of the results for various parameter values are of interest. Note that various
models containing at least cubic nonlinearity with respect to the desired function of the form u3

(|u|pu, p ≥ 2) are used to simulate the formation of rotating structures, travelling waves, vortices.
The importance of studying equations with low diffusion and other parameters is due to the

modern problems of searching for innovative methods of storing, transmitting and processing
information, modern issues of nanotechnology.

Keywords: applied nonlinear dynamics, functional differential equations, bifurcation, stationary
solution, Wolfram Mathematica.



Применение системы комп󰑭󰑧терной математики в 󰑬адачах ПНД 57

Введение

Математическа󰑱 формали󰑬аци󰑱 процессов ра󰑬личной природы приводит к моде-
л󰑱м, которые описыва󰑧тс󰑱 нелинейными дифференциал󰑭ными уравнени󰑱 (обыкно-
венными и в частных прои󰑬водных, а так󰑨е функционал󰑭но-дифференциал󰑭ными
уравнени󰑱ми) или нелинейными интеграл󰑭ными уравнени󰑱ми.

Их исследование проводитс󰑱 в рамках прикладной нелинейной динами-
ки (ПНД). Рассматрива󰑧тс󰑱 вопросы устойчивости, бифуркации решений, во󰑬никно-
вени󰑱 пространственно-неоднородных структур, ква󰑬ипериодических решений и др.
При этом испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 ра󰑬личные теории, методы и алгоритмы (теори󰑱 бифур-
кации векторных полей, теори󰑱 централ󰑭ных многообра󰑬ий, теори󰑱 нормал󰑭ных
форм и др.). Ва󰑨ным и актуал󰑭ным аспектом 󰑱вл󰑱етс󰑱 испол󰑭󰑬ование систем ком-
п󰑭󰑧терной математики.

В работе с помощ󰑭󰑧 пакета Wolfram Mathematica исследованы нелинейные (ква-
󰑬илинейные) функционал󰑭но-дифференциал󰑭ные уравнени󰑱 параболического типа
с преобра󰑬ованием пространственных переменных, моделиру󰑧щие эксперименты в
нелинейных оптических системах с нелинейност󰑱ми керровского типа [1], в которых
преобра󰑬ование пол󰑱 в двумерном контуре обратной св󰑱󰑬и приводит к во󰑬никнове-
ни󰑧 пространственно-неоднородных, враща󰑧щихс󰑱 и других структур. Услови󰑱, при
которых по󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 новые структуры, 󰑬авис󰑱т от нескол󰑭ких параметров системы:
коэффициента диффу󰑬ии среды, интенсивности источника сигнала, преобра󰑬овани󰑱
в контуре обратной св󰑱󰑬и (например, поворота, с󰑨ати󰑱 или раст󰑱󰑨ени󰑱). Дл󰑱 ло-
кал󰑭ного анали󰑬а структур и описани󰑱 сценариев их ра󰑬вити󰑱 испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 асимп-
тотические методы исследовани󰑱 локал󰑭ный динамики решений функционал󰑭но-
дифференциал󰑭ных уравнений с малым параметром диффу󰑬ии, бол󰑭шим парамет-
ром интенсивности и параметрами преобра󰑬овани󰑱 координат. Представл󰑱ет интерес
численное решение и ви󰑬уали󰑬аци󰑱 ре󰑬ул󰑭татов дл󰑱 ра󰑬личных 󰑬начений параметров.

Отметим, что дл󰑱 моделировани󰑱 процессов обра󰑬овани󰑱 враща󰑧щихс󰑱 струк-
тур, бегущих волн, вихрей (спиралей) примен󰑱󰑧тс󰑱 ра󰑬личные модели, содер󰑨ащие
по крайней мере кубическу󰑧 нелинейност󰑭 относител󰑭но искомой функции вида u3

(|u|pu, p 󰃍 q2).

Необходимост󰑭 исследовани󰑱 уравнений с малой диффу󰑬ией и другими парамет-
рами обусловлена актуал󰑭ными 󰑬адачами поиска инновационных методов хранени󰑱,
передачи и обработки информации, современными 󰑬адачами нанотехнологий.
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Стат󰑭󰑱 органи󰑬ована следу󰑧щим обра󰑬ом: в первом ра󰑬деле привод󰑱тс󰑱 теоре-
тические аспекты исследовани󰑱 с необходимыми ре󰑬ул󰑭татами и описанием алгорит-
мов, во втором ра󰑬деле приведена программна󰑱 реали󰑬аци󰑱 представленных алгорит-
мов построени󰑱 структур решений и анали󰑬 устойчивости в системе комп󰑭󰑧терной
математики (Wolfram Mathematica).

1. Функционал󰑭но-дифференциал󰑭ное уравнение с
преобра󰑬ованием пространственной переменной

На области S рассматриваетс󰑱 функционал󰑭но-дифференциал󰑭ное уравнение па-
раболического типа с преобра󰑬ованием пространственной переменной, описыва󰑧щее
фа󰑬ову󰑧 модул󰑱ци󰑧 световой волны, котора󰑱 в двумерном контуре обратной св󰑱󰑬и
прошла тонкий слой нелинейной среды керровского типа [1]–[2]:

∂u

∂t
−D∆u+ u− ΛQu = f(u) = K(1 + γ cosQu)− ΛQu ≡ g(x, t), x ∈ S, t > 0, (1)

где u = u (x, t), x ∈ S, Qu 󰯹 преобра󰑬ование пространственной переменной. 󰑪ада-
ны краевые услови󰑱 Неймана [3]–[7] или с косой прои󰑬водной [8], а так󰑨е начал󰑭-
ное условие u(x, 0) = u0(x) и условие 2π-периодичности по угловой переменной.
󰑪дес󰑭 ∆ 󰯹 оператор Лапласа, D > 0 󰯹 коэффициент диффу󰑬ии частиц нелинейной
среды, Qu(x, t) = u(q(x), t) 󰯹 гладкое преобра󰑬ование пространственных перемен-
ных, K > 0 󰯹 коэффициент, пропорционал󰑭ный интенсивности вход󰑱щего потока,
γ (0 < γ < 1) 󰯹 коэффициент видности (контрастности) интерференционной карти-
ны, Λ = −Kγ sinw.

Пуст󰑭 w = w(x, t) 󰯹 одно и󰑬 решений 󰑬адачи (1), в окрестности которого пред-
ставим (1) в виде

∂v

∂t
= Lv +Nv, x ∈ S, t ≥ 0,

v (x, 0) = v0(x),
(2)

где v = v(x, t) 󰯹 нова󰑱 неи󰑬вестна󰑱 функци󰑱, u = w + v [5],

Lv = −v +D∆v + ΛQv, Λ = −Kγ sinw, (3)

Nv = f(Qw,Qv) = Kγ (cosQw(cosQv − 1)− sinQw(sinQv −Qv)) . (4)

Ра󰑬ло󰑨ение нелинейной функции f(Qv,Qw) в р󰑱д по степен󰑱м v начинаетс󰑱 со
слагаемого v2, удовлетвор󰑱󰑧щего услови󰑧 f(0, Qw) = 0. Далее рассматрива󰑧тс󰑱 мо-
дели с нелинейност󰑭󰑧 не выше кубической. В качестве w рассматрива󰑧тс󰑱 функции
в виде w = const, w = w(r), w = w(θ), w = w(t) и др.
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Оставл󰑱󰑱 некоторое количество слагаемых, получена иерархи󰑱 моделей исходной
󰑬адачи. В работах [5]–[7] исследованы пространственно-неоднородные стационарные
решени󰑱 и периодические по времени решени󰑱 начал󰑭но-краевой 󰑬адачи дл󰑱 уравне-
ни󰑱

∂v

∂t
= D∆v − v + ΛQv +

Ω

2
(Qv)2 − Λ

6
(Qv)3, t > 0, x ∈ S,

v (x, 0) = v0 (x) ,
∂v

∂n

󰀏󰀏
S
= 0 (условие Неймана).

(5)

󰑪адача (5) при Ω = 0 рассматриваетс󰑱 в работе [3].

Проводитс󰑱 исследование пространственно-неоднородных решений или пери-
одических по времени решений типа 󰯺бегуща󰑱 волна󰯻, которые ро󰑨да󰑧тс󰑱 в
процессе бифуркации и󰑬 пространственно-однородного стационарного решени󰑱
u(x, t) = w = const, определ󰑱емого уравнением

w = K(1 + γ cosw). (6)

Фиксируем гладку󰑧 ветв󰑭 w = w (K, γ), котора󰑱 соответствует одному и󰑬 решений
уравнени󰑱 (6), при

1 +Kγ sinw(K, γ) ∕= 0.

Линеари󰑬у󰑱 󰑬адачу (2) в окрестности стационарного пространственно-
однородного решени󰑱 w = w(K, γ) = const, получим:

∂v

∂t
= Lv, t > 0, x ∈ S,

∂v

∂n

󰀏󰀏󰀏󰀏
S

= 0, v (x, 0) = v0 (x) . (7)

В качестве области S рассматрива󰑧тс󰑱

1. Кол󰑭цо Sr = {(r, θ)| 0 < r1 󰃑 r 󰃑 r2; 0 󰃑 θ 󰃑 2π} [7].
2. Круг Sc = {(r, θ)| 0 󰃑 r 󰃑 r2; 0 󰃑 θ 󰃑 2π} [6].
3. Окру󰑨ност󰑭 S1 = {θ| 0 󰃑 θ 󰃑 2π}.
4. Тонкое кол󰑭цо Sδ = {(r, θ)| 0 < R− δ 󰃑 r 󰃑 R + δ; 0 󰃑 θ 󰃑 2π, δ ≪ 1}.

Дл󰑱 круговых областей в качестве преобра󰑬овани󰑱 выбран поворот на угол h,
Qu = u(r, θ+h, t), например, h = 2π

p
(p ∈ N). Преобра󰑬ование поворота на угол h = 2π

p

определ󰑱ет оператор Q = Qh, который 󰑱вл󰑱етс󰑱 оператором инвол󰑧ции Qp = I [9].
Ра󰑬решимост󰑭 󰑬адачи опираетс󰑱 на и󰑬учении операторного уравнени󰑱 ut = Au,

A = L+N в банаховых пространствах. Испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 H = L2(S) гил󰑭бертово про-
странство и󰑬меримых на S функций, H2 󰯹 функционал󰑭ное пространство комплекс-
но󰑬начных функций вещественной переменной Соболева со стандартным скал󰑱рным
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прои󰑬ведением и соответству󰑧щей нормой. Линейный оператор L с област󰑭󰑧 опре-
делени󰑱 H2, рассматриваемый как неограниченный оператор в пространстве H, 󰑱в-
л󰑱етс󰑱 самосопр󰑱󰑨енным оператором.

󰑪адача на кол󰑭це Sr исследуетс󰑱 в пространствах H и H2.
H = Lr

2(S)× (0, 2π) 󰯹 пространство функций и󰑬 L2 квадратично интегрируемых
с весом r, со скал󰑱рным прои󰑬ведением и нормой (дл󰑱 круга r1 = 0):

< u, v >H=

2π󰁝

0

r2󰁝

r1

u(r, θ)v(r, θ)rdrdθ, 󰀂u󰀂2H =

2π󰁝

0

r2󰁝

r1

|u(r, θ)|2rdrdθ.

H2 󰯹 соболевское пространство комплексно󰑬начных функций двух вещественных
переменных со скал󰑱рным прои󰑬ведением и нормой:

< u, v >H2=< u, v >H + < (−∆)1/2u, (−∆)1/2v >H , 󰀂u󰀂2H2 =
√
< u, u >H2 ;

H2
2π={u ∈ H2|u(θ+2π) = u(θ)} 󰯹 󰑬амкнутое пространство 2π-периодичных функций.

В работе [7] найдена полна󰑱 в L2(S
r) ортонормированна󰑱 система собственных

функций оператора L:

ψn,m(r, θ) = Rn,m(λn,mr) exp[inθ], n = 0,±1,±2, . . . ; m = 1, 2, . . . , (8)

где
Rn,m(r) = Rn,m(λn,mr) = Jn (λn,mr) · Y ′

n (λn,mr1)− Yn (λn,mr) · J ′
n (λn,mr1) . (9)

󰑪дес󰑭 Jn, Yn 󰯹 функции Бессел󰑱 первого и второго рода пор󰑱дка n соответствен-
но [10], λn,m = 󰁨λ 󰯹 корни уравнени󰑱

J ′
n

󰀓
󰁨λr1

󰀔
· Y ′

n

󰀓
󰁨λr2

󰀔
− J ′

n

󰀓
󰁨λr2

󰀔
· Y ′

n

󰀓
󰁨λr1

󰀔
= 0, (10)

функции R(r) = Rn,m (λm,nr) 󰯹 решени󰑱 краевой 󰑬адачи дл󰑱 уравнени󰑱 Бессел󰑱

r2R′′(r)+ rR′(r)+(󰁨λ2r2−n2)R(r) = 0, R′(r1) = 0, R′(r2) = 0, n = 0,±1,±2, . . . , (11)

собственные 󰑬начени󰑱 оператора L (7):

λ∗
n,m = −1−Dλ2

n,m + Λ exp[inh], (12)

где n = 0,±1,±2, . . ., Λ определ󰑱етс󰑱 равенством (3) при w = const.

Решение линеари󰑬ованной 󰑬адачи, соответству󰑧щей (5), при h =
2π

p
мо󰑨ет быт󰑭

представлено в виде

u(r, θ, t) =
+∞󰁛

n=−∞

+∞󰁛

m=0

Cn,mRn,m(r) exp [−inθ] exp

󰀗󰀕
−1− µλ2

n,m + Λ exp

󰀗
i
2πn

p

󰀘󰀖
t

󰀘
.

В работе [6] получено аналогичное представление дл󰑱 круга.
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Устойчивост󰑭 решени󰑱 v 󰑬ависит от 󰑬нака Reλ∗
n,m, где λ∗

n,m определ󰑱󰑧тс󰑱 в (3): ес-
ли Reλ∗

n,m < 0, то решение v устойчивое, если Reλ∗
n,m > 0, то решение v неустойчивое.

В качестве бифуркационного параметра выбран коэффициент диффу󰑬ии D, при этом
Λ считаем фиксированным. В 󰑬ависимости от 󰑬начений Reλ∗

n,m и Imλ∗
n,m могут быт󰑭

получены ра󰑬личные типы решений, в частности, при Reλ∗
n,m = 0, Imλ∗

n,m ∕= 0 полу-
чаем чисто периодические решени󰑱. Более подробно рассмотрим случай Reλ∗

n,m ∕= 0.
Дл󰑱 дал󰑭нейшего исследовани󰑱 испол󰑭󰑬уем иерархии упрощенных моделей, по-

строенных в окрестности точек бифуркации [11]–[12], а именно, рассмотрим одну
и󰑬 моделей 󰑬адачи (2):

∂v

∂t
= −v +D∆v + ΛQhv + ΩQhv

2 − Λ

6
Qhv

3, Λ = −Kγ sinw, Ω = −Kγ
ctgw

2
,

0 < r1 󰃑 r 󰃑 r2 (дл󰑱 кол󰑭ца), 0 󰃑 r 󰃑 r2 (дл󰑱 круга),

0 󰃑 θ 󰃑 2π, t 󰃍 0,

(13)

с услови󰑱ми второго рода на кол󰑭це

∂v(r1, θ, t)

∂r
= 0,

∂v(r2, θ, t)

∂r
= 0, (14)

на круге
∂v(r2, θ, t)

∂r
= 0, (15)

начал󰑭ным условием v (r, θ, 0) = 0 и условием периодичности
v (r, θ + 2π, t) = v (r, θ, t).

В численных экспериментах полагаем, что h =
π

3
(аналогично мо󰑨но рассмот-

рет󰑭 другие случаи). Тогда Reλ∗
n,m ∕= 0, Imλ∗

n,m = Kγ sinw sin
πn

3
= 0, оператору L

соответствует ра󰑬ло󰑨ение в р󰑱д по собственным функци󰑱м ψ3s,m(r, θ) = R3s,m cos 3sθ,

s = 1, 2, . . . с собственными 󰑬начени󰑱ми

λ∗
3s,m = −Dλ2

3s,m − 1 + (−1)sΛ, (16)

где дл󰑱 кол󰑭ца λ3s,m 󰯹 m-корен󰑭 уравнени󰑱 (10), дл󰑱 круга это корни трансцендент-
ного уравнени󰑱

J ′
n

󰀓
󰁨λr2

󰀔
= 0. (17)

Будем считат󰑭, что m = 1. Критические 󰑬начени󰑱 параметра D определ󰑱󰑧тс󰑱
равенством

Ds =
−1 + (−1)sΛ

λ2
3s,1

. (18)

С точки 󰑬рени󰑱 бифуркационного анали󰑬а интерес представл󰑱ет случай Λ < −1. Дл󰑱
󰑬начений D > D1 нулевое решение (13) устойчиво, при умен󰑭шении параметра D и
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переходе чере󰑬 󰑬начение D1 нулевое решение становитс󰑱 неустойчивым с индексом
неустойчивости 1. Происходит бифуркаци󰑱 типа 󰯺вилка󰯻 [11]. Имеет место следу󰑧-
ща󰑱 теорема дл󰑱 󰑬адачи на кол󰑭це [7]

Теорема 1. При h = π/3, Λ < −1 существует δ > 0, такое что при фиксированном
󰑬начении m = 1 и дл󰑱 л󰑧бых 󰑬начений параметра D, удовлетвор󰑱󰑧щих неравенству
D1 − δ < D < D1, где Ds = (−1+(−1)sΛ)/λ2

3s,1, s = 1, 2, . . . , существует непрерывна󰑱
ветв󰑭 стационарных точек z(D) > 0 уравнени󰑱

ż = λ3(D)z +
1

2d23,1

󰀣
Λγ1
4

− Ω2γ2
2󰀃

2λ3 − λ6

󰀄
d26,1

󰀤
z3 + . . . , (19)

которой соответствует стационарное решение v = ϕ(r, θ, D) уравнени󰑱 (22), опре-
дел󰑱емое равенством

ϕ(r, θ, D) = zR3,1(r) cos 3θ + z2R6,1(r)
Ωγ2

2 (2λ3 − λ6) d26,1
cos 6θ+

+z3R9,1(r)
1

2 (3λ3 − λ9) d29,1

󰀗
− Ω2γ2γ3
(2λ3 − λ6) d26,1

+
Λγ4
12

󰀘
cos 9θ + ξ(z, r, θ, D) |z=z(D),

(20)

где ξ(z, r, θ, D) = O(|z|4), R3s,1 удовлетвор󰑱ет услови󰑧 (9),

d23s,1 =
2

π2λ2
3s,1r

2
1

󰀗
π2r21
4

󰀃
λ2
3s,1r

2
2 − (3s)2

󰀄
(R3s,1(r2))

2 −
󰀃
λ2
3s,1r

2
1 − (3s)2

󰀄󰀘
,

γ1 =

r2󰁝

r1

rR4
3,1(r)dr, γ2 =

r2󰁝

r1

rR2
3,1(r)R6,1(r)dr,

γ3 =

r2󰁝

r1

rR3,1(r)R6,1(r)R9,1(r)dr, γ4 =

r2󰁝

r1

rR3
3,1(r)R9,1(r)dr,

(21)

где s = 1, 2, 3.
Решение ϕ(r, θ, D) 󰯹 орбитал󰑭но устойчиво.

Аналогичное утвер󰑨дение дл󰑱 круга дока󰑬ано в [6].
Теорема носит локал󰑭ный характер. Дока󰑬ател󰑭ство проведено с применением

централ󰑭ных многообра󰑬ий.
Дл󰑱 исследовани󰑱 асимптотики стационарных решений 󰑬адачи (13)–(15) и про-

ведени󰑱 численных экспериментов с ви󰑬уали󰑬ацией ре󰑬ул󰑭татов при умен󰑭шении би-
фуркационного параметра D и его отходе от критического 󰑬начени󰑱 D1 испол󰑭󰑬уетс󰑱
метод Галеркина, который согласован с методом централ󰑭ных многообра󰑬ий.
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1.1. Метод Галеркина. В соответствии с методом Галеркина прибли󰑨енные реше-
ни󰑱 (13)–(15) представим в виде

ϕ∗(r, θ) =
N󰁛

k=1

(zk exp[ikθ] + zk exp[−ikθ])Rk,1(r), (22)

󰑬дес󰑭 zk, zk 󰯹 комплексно сопр󰑱󰑨енные выра󰑨ени󰑱.
Так как функци󰑱 ϕ∗(r, θ), определ󰑱ема󰑱 равенством (22), удовлетвор󰑱ет уравне-

ни󰑧 (13), приходим к системе обыкновенных дифференциал󰑭ных уравнений

żk = λ∗
k,1zk + σk(z, z),

żk = λ∗
k,1zk + σk(z, z),

(23)

где λ∗
k,1(D) = −1−Dλ2

k,1 + exp[ikh]Λ, λ∗
k,1(D) = −1−Dλ2

k,1 + exp[−ikh]Λ, σk(z, z),

σk(z, z) 󰯹 формы трет󰑭ей степени от zk, zk, k = 1, 2, . . . , N.

Устойчивост󰑭 нулевого решени󰑱 системы (23) определ󰑱ет спектр матрицы устой-
чивости {λ∗

k,1(D), λ∗
k,1(D)}.

Как и выше h = π
3
, тогда первое критическое 󰑬начение параметра D, при

котором нулевое стационарное решение системы (23) тер󰑱ет устойчивост󰑭, опре-

дел󰑱етс󰑱 равенством D1 =
−Λ− 1

λ2
3,1

. В ре󰑬ул󰑭тате этого происходит бифуркаци󰑱

типа 󰯺вилка󰯻 и при D < D1 ро󰑨даетс󰑱 пара устойчивых стационарных точек
±z∗(D) = {0, 0,±z∗3 , 0, 0,±z∗6 , . . .}, 󰑱вл󰑱󰑧щихс󰑱 решени󰑱ми алгебраической системы
уравнений

λkzk + εk(zl) = 0, k, l = 1, 2, . . . , N, (24)

где εk(zl) 󰯹 полином трет󰑭ей степени, содер󰑨ащий втору󰑧 и трет󰑭󰑧 степен󰑭 zl.

Тогда пространственно-неоднородное стационарное решение 󰑬адачи (13)–(15)
определ󰑱етс󰑱 асимптотическим равенством

ϕ∗(r, θ, D) =

[N/3]󰁛

k=1

z3k(D) cos[3kθ]R3k,1(r). (25)

Так, решение z∗(D) при трехмодовой аппроксимации определ󰑱етс󰑱 системой

λ3z1 +
1

8d23

󰀅
Λ
󰀃
β3z

3
1 + 2δ36z

2
2z1 + 2δ39z

2
3z1 + ζ39z

2
1z3 + ξ639z

2
2z3

󰀄
−8Ωz2 (δ369z3 + ξ36z1)

󰀆
=0,

λ6z2 +
1

8d26

󰀅
−Λz2

󰀃
β6z

2
2 + 2δ36z

2
1 + 2δ69z

2
3 + 2ξ639z1z3

󰀄
+ Ωz1 (8δ369z3 + 4ξ36z1)

󰀆
= 0,

λ9z3 +
1

24d29

󰀅
3Λ

󰀃
β9z

3
3 + 2δ39z

2
1z3 + 2δ69z

2
2z3 + ζ39Λz

3
1 + ξ639z

2
2z1

󰀄
− 24δ369Ωz2z1

󰀆
= 0,
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где

βk =

r2󰁝

r1

rR4
k,1(r)dr, k = 3, 6, 9; δkl =

r2󰁝

r1

rR2
k,1(r)R

2
l,1(r)dr, k, l = 3, 6, 9 (k < l);

ζ39 =

r2󰁝

r1

rR3
3,1(r)R9,1(r)dr, ξ36 =

r2󰁝

r1

rR2
3,1(r)R6,1(r)dr,

δ369 =

r2󰁝

r1

rR2
3,1(r)R

2
6,1(r)R

2
9,1(r)dr, ξ639 =

r2󰁝

r1

rR2
6,1(r)R3,1(r)R9,1(r)dr.

(26)
Все этапы исследовани󰑱 начал󰑭но-краевых 󰑬адач (асимптотика, устойчивост󰑭

и т. д.) сопрово󰑨да󰑧тс󰑱 ра󰑬нообра󰑬ными символ󰑭ными преобра󰑬овани󰑱ми, числен-
ным построением спектра, вычислением громо󰑬дких интегралов от прои󰑬ведений соб-
ственных функций и др. В следу󰑧щем ра󰑬деле вычислител󰑭ные аспекты представ-
ленных теоретических выкладок реали󰑬у󰑧тс󰑱 алгоритмически с элементами ви󰑬уа-
ли󰑬ации. Дл󰑱 проведени󰑱 численных экспериментов испол󰑭󰑬ована система комп󰑭󰑧-
терной математики Wolfram Mathematica 11.3.

2. Применение системы комп󰑭󰑧терной математики
дл󰑱 решени󰑱 󰑬адачи на круге

2.1. Построение пространственно-однородных стационарных решений.
Пространственно-однородное решение уравнени󰑱 (4) w = const 󰯹 определ󰑱етс󰑱 урав-
нением

w = K (1 + γ cosw) ,

K(1− γ) 󰃑 w 󰃑 K(1 = γ).
(27)

Число решений уравнени󰑱 (27) 󰑬ависит от параметров K и γ. При во󰑬растании
󰑬начени󰑱 K происходит увеличение числа решений. В пакете Wolfram Mathematica
построена бифуркационна󰑱 диаграмма дл󰑱 (27). Более подробно в пункте 2.2.2. рас-
сматриваетс󰑱 система таких уравнений.

2.2. Построение частных случаев решений. В программной реали󰑬ации бифур-
кационный параметр D обо󰑬начим 󰁨D. Рассмотрим частные случаи: стационарное
решение, 󰑬авис󰑱щее от угловой координаты u = u(θ); стационарное решение, 󰑬авис󰑱-
щее от радиал󰑭ной координаты u = u(r); нестационарное решение, 󰑬авис󰑱щее тол󰑭ко
от времени u = u(t); нестационарное решение, 󰑬авис󰑱щее от времени и радиал󰑭ной
координаты u = u(r, t).

В окрестности таких решений во󰑬мо󰑨ны интересные структуры.
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2.2.1. Решени󰑱, 󰑬авис󰑱щие от радиал󰑭ной координаты. Рассмотрим решение
󰑬адачи (13)–(15), 󰑬авис󰑱щее от радиал󰑭ной переменной u = w(r). Дл󰑱 определени󰑱
функции w(r) получим уравнение второго пор󰑱дка

󰁨D
󰀕
w′′(r) +

w′(r)

r

󰀖
− w(r) +K(1 + γ cosw(r)) = 0, 0 󰃑 r 󰃑 1 (28)

с краевыми услови󰑱ми
w(0) = 1, w′(1) = 0. (29)

Прибли󰑨енные решени󰑱 󰑬адачи (28)–(29) находим с помощ󰑭󰑧 встроенной функ-
ции NDSolve[eqns,u,{x,xmin,xmax}], котора󰑱 во󰑬вращает численное решение обык-
новенных дифференциал󰑭ных уравнений eqns дл󰑱 функции u с не󰑬ависимой пере-
менной x в диапа󰑬оне от xmin до xmax. Дл󰑱 󰁨D = 0.05, γ = 0.5, K = 1, 10 находим и
строим соответству󰑧щие прибли󰑨енные решени󰑱:

Программа 1. Решени󰑱, 󰑬авис󰑱щие тол󰑭ко от радиал󰑭ной координаты

2.2.2. Решени󰑱, 󰑬авис󰑱щие от угловой координаты. Пуст󰑭 u = w(θ) 󰯹 стацио-
нарное решение (13)–(15), 󰑬авис󰑱щее тол󰑭ко от угловой координаты θ. Тогда функци󰑱
u = w(θ) определ󰑱етс󰑱 уравнением

󰁨Dw′′(θ)− w(θ) +K(1 + γ cosQw(θ)) = 0 (30)
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с условием периодичности
w(θ + 2π) = w(θ),

где Qw(θ) = w(θ+h) 󰯹 оператор поворота на некоторый угол h, 󰑱вл󰑱󰑧щийс󰑱 опера-
тором инвол󰑧ции: Qmw = w. В этом случае уравнение (30) в 󰑬ависимости от операто-
ра Q мо󰑨ет быт󰑭 сведено к равносил󰑭ной системе m дифференциал󰑭ных уравнений
второго пор󰑱дка.

Пуст󰑭, например, m = 2, т. е. Q2w = w. Следу󰑱 работе авторов [4], приходим к
системе четырех дифференциал󰑭ных уравнений первого пор󰑱дка

w′
0 = v0, w

′
1 = v1,

v′0 = 󰁨D−1(w0 −K(1 + γ cosw1)), v
′
1 = 󰁨D−1(w1 −K(1 + γ cosw0)),

(31)

поло󰑨ени󰑱 равновеси󰑱 которой в плоскости (w0, w1) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 решени󰑱ми системы
уравнений

w0 −K(1 + γ cosw1) = 0, w1 −K(1 + γ cosw0) = 0. (32)

И󰑬 (32) следует, что
K(1− γ) < wj < K(1 + γ), j = 0, 1. (33)

󰑪адаем параметры K = 1, 10, γ = 0.5. Дл󰑱 маркировки точек равновеси󰑱 на гра-
фике с помощ󰑭󰑧 функции FindRoot[{eng1,eng2, ...}, {{x,x0},{y,y0},...}], где
eng1,eng2, ... 󰯹 уравнени󰑱 системы, {{x,x0},{y,y0},...} 󰯹 диапа󰑬оны 󰑬начений
неи󰑬вестных (решение ищетс󰑱 вбли󰑬и 󰑬аданной точки), находим соответству󰑧щее
ка󰑨дой паре (K, γ) решение системы уравнений (32), удовлетвор󰑱󰑧щее услови󰑧 (33):

Программа 2. Построение точек равновеси󰑱 и векторного пол󰑱

Дл󰑱 графического представлени󰑱 решени󰑱 системы (32) испол󰑭󰑬уетс󰑱 функци󰑱
ContourPlot[{f1=g1,f2=g2, . . . },{x,xmin,xmax},{y,ymin,ymax}] с ра󰑬личными оп-
ци󰑱ми: PlotLabel (определ󰑱ет общу󰑧 метку дл󰑱 графика), FrameLabel (опреде-
л󰑱ет метки осей координат), PlotLegends (определ󰑱ет условные обо󰑬начени󰑱 дл󰑱
ра󰑬личных контурных линий, которые и󰑬обра󰑨а󰑧тс󰑱 в одной системе координат),
ContourStyle (определ󰑱ет стил󰑭, в котором дол󰑨ны быт󰑭 нарисованы контурные
линии или поверхности), Epilog (предоставл󰑱ет список графических параметров, ко-
торые могут быт󰑭 отобра󰑨ены после ви󰑬уали󰑬ации основной части графики). Функ-
ци󰑱 StreamPlot[{{vx,vy},{wx,wy}, . . . },{x,xmin,xmax},{y,ymin,ymax}] по󰑬вол󰑱ет
получит󰑭 векторное поле.
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Фиксиру󰑱 K = 10, γ = 0.5, получим графическое представление точек равновеси󰑱
и векторное поле (см. рис. 1).

Рис. 1. Точки равновеси󰑱 системы (20) дл󰑱 Λ = −3
2
, h = π

3
, K = 1, 10 и

векторное поле в их окрестности
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2.2.3. Решени󰑱, 󰑬авис󰑱щие тол󰑭ко от времени. Рассмотрим решение 󰑬ада-
чи (13)–(15), 󰑬авис󰑱щее от времени u = w(t). Дл󰑱 определени󰑱 функции w(t) получим
уравнение первого пор󰑱дка

w′(t) = −w(t) +K(1 + γ cosw(t)) (34)

с начал󰑭ным условием w(0) = w0.
Прибли󰑨енные решени󰑱 󰑬адачи (34) находим с помощ󰑭󰑧 встроенной функции

NDSolve[eqns,u,{x,xmin,xmax], котора󰑱 во󰑬вращает численное решение обыкновен-
ных дифференциал󰑭ных уравнений eqns дл󰑱 функции u с не󰑬ависимой переменной
x в диапа󰑬оне от xmin до xmax. Дл󰑱 󰁨D = 0.05, γ = 0.5, K = 1, 10 находим и строим
соответству󰑧щие прибли󰑨енные решени󰑱:

Программа 3. Решени󰑱, 󰑬авис󰑱щие тол󰑭ко от времени

2.3. Линеари󰑬аци󰑱 в окрестности выбранного стационарного решени󰑱.
Фиксируем гладку󰑧 ветв󰑭 w = w (K, γ), котора󰑱 соответствует одному и󰑬 решений
уравнени󰑱

w = K(1 + γ cosw), при 1 +Kγ sinw(K, γ) ∕= 0.

Выполним 󰑬амену u = w + v, где v = v(x, t) 󰯹 нова󰑱 неи󰑬вестна󰑱 функци󰑱. Ис-
пол󰑭󰑬у󰑱 встроенну󰑧 функци󰑧 Series[f,{x,x0,n}], котора󰑱 генерирует ра󰑬ло󰑨ение
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в степенной р󰑱д функции f в точке x0 по (x− x0)
n, раскладываем функци󰑧

cos(w +Qv(x, t))

в р󰑱д по v(x, t) (при v0 = 0 с учетом Λ = −Kγ sinw, Ω = −Kγ cosw). Программна󰑱
реали󰑬аци󰑱:

Программа 4. Процедура линеари󰑬ации

Ре󰑬ул󰑭тат работы программы:

Таким обра󰑬ом,
∂v

∂t
= D∆v − v + ΛQv +

Ω

2
(Qv)2 − Λ

6
(Qv)3 − Ω

24
(Qv)4+

+
Λ

120
(Qv)5 +O

󰀃
(v)6

󰀄
, t > 0, x ∈ S

v (x, 0) = v0 (x) ,

Линеари󰑬у󰑱 󰑬адачу в окрестности стационарного пространственно-однородного

решени󰑱 w(K, γ) = K(1 + γ cosw), получим
∂v

∂t
= Lv.

2.4. Метод Галеркина, согласованный с централ󰑭ным многообра󰑬ием.
Дл󰑱 построени󰑱 стационарного пространственно-неоднородного решени󰑱 󰑬адаем
h = π/3 и пор󰑱док аппроксимации p = 3. Испол󰑭󰑬у󰑱 встроенну󰑧 функци󰑧
Sum[f,{i,imin,imax}], представим решение модел󰑭ной 󰑬адачи (5) в специал󰑭ном ви-
де. Дл󰑱 получени󰑱 системы обыкновенных дифференциал󰑭ных уравнений воспол󰑭󰑬у-
емс󰑱 встроенной функцией TrigReduce[expr], котора󰑱 переписывает прои󰑬ведени󰑱 и
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степени тригонометрических функций в выра󰑨ении expr в виде тригонометрических
функций с комбинированными аргументами. В полученном ре󰑬ул󰑭тате, учитыва󰑱 ор-
тогонал󰑭ност󰑭 системы собственных функций [5], приходим к системе обыкновенных
дифференциал󰑭ных уравнений. Правые части S2k, k = 1, 2, 3 󰑬аписаны с учетом того,
что функции R2k(r) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 решени󰑱ми краевой 󰑬адача дл󰑱 уравнени󰑱 Бессел󰑱

r2R′′(r) + rR′(r) +
󰀓
󰁨λ2r2 − n2

󰀔
R(r) = 0, R′(r2) = 0, n = 0,±1,±2, . . . (35)

Программа 5. Формирование системы уравнений
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Получим систему żkR3k,1 = S1k, k = 1, 2, 3. Дл󰑱 определени󰑱 точек равновеси󰑱
необходимо умно󰑨ит󰑭 k-ое уравнение на rR3k,1 и проинтегрироват󰑭 на отре󰑬ке [0, r2].
Дл󰑱 этого испол󰑭󰑬уем встроенну󰑧 функци󰑧 Integrate[f,{x,xmin,xmax}]:

Программа 6. Определение точек равновеси󰑱 системы

Ре󰑬ул󰑭тат работы программы:
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Введем обо󰑬начени󰑱 (индексы k, l,m, n = 1, N):

d23k =
󰁕 1

0
rR2

3k,1 (r) dr, β3k =
1󰁕
0

rR4
3k,1(r)dr, δ3k,3l =

1󰁕
0

rR2
3k,1(r)R

2
3l,1(r)dr,

ξ3k,3l =
1󰁕
0

rR2
3k,1(r)R3l,1(r)dr, ζ3k,3l =

1󰁕
0

rR3
3k,1(r)R3l,1(r)dr при k < l,

δ3k,3l,3m =
1󰁕
0

rR3k,1(r)R3l,1(r)R3m,1(r)dr при k < l < m,

ξ3k,3l,3m =
1󰁕
0

rR2
3k,1(r)R3l,1(r)R3m,1(r)dr при k ∕= l,m; l < m.

Получим систему żk
1󰁕
0

rR2
3k,1(r)dr = S4k, k = 1, 2, 3:

Программа 7. Продол󰑨ение работы программы 6

Ре󰑬ул󰑭тат работы программы:

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2023, 4



Применение системы комп󰑭󰑧терной математики в 󰑬адачах ПНД 73

Испол󰑭󰑬у󰑱 встроенные функции Do[expr,{i,imin,imax},{j,jmin,jmax},...] и
Array[f,n,{a,b}] (генерирует список, испол󰑭󰑬у󰑱 n 󰑬начений от a до b), составл󰑱ем
матрицу устойчивости системы S5k = 0, k = 1, 2, 3.

Дл󰑱 проведени󰑱 анали󰑬а устойчивости точек равновеси󰑱 находим собствен-
ные 󰑬начени󰑱 матрицы матрицы устойчивости с помощ󰑭󰑧 встроенной функции
Eigenvalues[m]. С помощ󰑭󰑧 MatrixForm[list] представл󰑱ем элементы списка в ви-
де обычной матрицы.

Программа 8. Нахо󰑨дение собственных 󰑬начений матрицы

Ре󰑬ул󰑭тат работы программы:
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󰑪адаем функции R3k,1 = J3k с помощ󰑭󰑧 встроенной функции BesselJ[n,z], кото-
ра󰑱 на выходе дает функци󰑧 Бессел󰑱 первого рода с индексом n. Находим решени󰑱
соответству󰑧щей краевой 󰑬адачи дл󰑱 уравнени󰑱 Бессел󰑱:

Ре󰑬ул󰑭тат программы:

󰑪адаем найденные на предыдущем шаге собственные 󰑬начени󰑱 λ3k,1.
Дл󰑱 ви󰑬уали󰑬ации ре󰑬ул󰑭татов ра󰑬ло󰑨им функции Бессел󰑱 J3k(r), k = 1, 2, 3 в

степенной р󰑱д, испол󰑭󰑬у󰑱 встроенну󰑧 функци󰑧 Series[f,{x,x0,n}], котора󰑱 гене-
рирует ра󰑬ло󰑨ение в степенной р󰑱д f(x) в точке x0 до n-го пор󰑱дка.

Ре󰑬ул󰑭тат программы:

󰑪адаем решени󰑱 уравнени󰑱 Бессел󰑱 с краевыми услови󰑱ми на границе круга:
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Вычислив прибли󰑨енные 󰑬начени󰑱 интегралов, получим систему дл󰑱 нахо󰑨де-
ни󰑱 точек равновеси󰑱:

Программа 9. Нахо󰑨дение точек равновеси󰑱

Ре󰑬ул󰑭тат работы программы:

В численных экспериментах 󰑬аданы 󰑬начени󰑱 параметров Λ = −3

2
, K = 2. Опре-

делим прибли󰑨енные 󰑬начени󰑱 параметров γ, w,Ω в окрестности γ = 0.1, w = 2 и󰑬
услови󰑱, что w = w(K) это решение уравнени󰑱 w = K(1 + γ cosw), Λ = −Kγ sinw.

Воспол󰑭󰑬уемс󰑱 функцией FindRoot[eng1, eng2, ...}, {{x,x0},{y,y0},...}],
котора󰑱 выполн󰑱ет одновременный поиск численного решени󰑱 уравнений engi в

окрестности точки (x0,y0,...). Вычисл󰑱ем 󰑬начени󰑱 Ω =
Λ

2
ctgw и D1 =

−1− Λ

λ2
3,1

,

где λ3,1 ≈ 2.100594470605264.

Программа 10. Численные решени󰑱 в окрестности точки равновеси󰑱

Ре󰑬ул󰑭тат работы программы:
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На 󰑬акл󰑧чител󰑭ном этапе прои󰑬водитс󰑱 ви󰑬уали󰑬аци󰑱 полученных ре󰑬ул󰑭та-
тов. Выбираетс󰑱 󰑬начение параметра D < D1 ≈ 0.028, при котором решаетс󰑱 си-
стема S7k = S6k, 󰁨D и находитс󰑱 стационарна󰑱 точка системы (24). Определ󰑱тс󰑱
матрицу устойчивости и ее спектр в точке равновеси󰑱. Воспол󰑭󰑬овавшис󰑭 встроен-
ной функцией RevolutionPlot3D[f,{t,tmin,tmax},{s,smin,smax}], ви󰑬уали󰑬ируем
пространственно-неоднородное стационарное решение.

Программа 11. Ви󰑬уали󰑬аци󰑱 пространственно-неоднородного решени󰑱

Ре󰑬ул󰑭тат работы программы:

Испол󰑭󰑬у󰑱 встроенну󰑧 функци󰑧 ContourPlot3D[f,{x,xmin,xmax},{y,ymin,ymax}],
по󰑬вол󰑱󰑧щу󰑧 построит󰑭 линии уровн󰑱 поверхности, получим решени󰑱 (см. рис. 2).

Программа 12. Построение линий уровн󰑱 поверхности (решени󰑱)
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Рис. 2. Линии уровн󰑱 пространственно-неоднородных решений (20)
дл󰑱 Λ = −3

2
, h = π

3
при 󰁨D = 0.025.

󰑪акл󰑧чение

Дл󰑱 вы󰑱снени󰑱 поведени󰑱 решений 󰑬адач дл󰑱 нелинейного функционал󰑭но-
дифференциал󰑭ного уравнени󰑱 параболического типа с преобра󰑬ованием простран-
ственных переменных испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 ра󰑬личные методы асимптотического, бифурка-
ционного анали󰑬ов, теории во󰑬мущений, интеграл󰑭ных (централ󰑭ных) многообра󰑬ий
и др. Такое исследование сопрово󰑨даетс󰑱 ра󰑬ло󰑨ением решений в р󰑱д, преобра󰑬ова-
нием р󰑱дов, вычислением интегралов с собственными функци󰑱ми соответству󰑧щих
спектрал󰑭ных 󰑬адач и т. п. Рационал󰑭но испол󰑭󰑬оват󰑭 пакеты прикладных программ
на основе символ󰑭ных вычислений.

На примере 󰑬адачи, моделиру󰑧щей эксперименты в оптических системах с нели-
нейност󰑱ми керровского типа дл󰑱 круговых областей, в которых преобра󰑬ование по-
л󰑱 в двумерном контуре обратной св󰑱󰑬и приводит к во󰑬никновени󰑧 пространственно-
неоднородных, враща󰑧щихс󰑱 и других структур, приведены характерные програм-
мы. В первом ра󰑬деле стат󰑭и содер󰑨атс󰑱 основные теоретические аспекты, св󰑱󰑬ан-
ные с необходимыми дл󰑱 численного решени󰑱 ре󰑬ул󰑭татами и описанием алгоритмов
(методов), во втором ра󰑬деле приведена реали󰑬аци󰑱 алгоритмов построени󰑱 структур
решений и анали󰑬 устойчивости в системе комп󰑭󰑧терной математики.
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Бол󰑭шое внимание уделено построени󰑧 частных случаев решений, таких как:
решени󰑱, 󰑬авис󰑱щие от радиал󰑭ной координаты; от угловой координаты, от времени.

С помощ󰑭󰑧 пакета Wolfram Mathematica, испол󰑭󰑬у󰑱 основные асимптотические
методы прикладной нелинейной динамики (в частности, метод Галеркина), осуществ-
лен локал󰑭ный анали󰑬 ро󰑨да󰑧щихс󰑱 структур и описаны сценарии их ра󰑬вити󰑱,
найдены точки равновеси󰑱 систем и их фа󰑬овые траектории. Получено численное ре-
шение и его ви󰑬уали󰑬аци󰑱 в 󰑬ависимости от 󰑬начений таких параметров, как малый
параметр диффу󰑬ии, бол󰑭шой параметр интенсивности и преобра󰑬овани󰑱 координат.

Данна󰑱 методика применима к широкому кругу 󰑬адач. Мо󰑨ет предвар󰑱т󰑭 чис-
ленные сеточные подходы.

Работа выполнена в рамках НО 󰯺Крымский математический центр󰯻 и поддер󰑨а-
на Министерством науки и высшего обра󰑬овани󰑱 Российской Федерации, соглашение
󰎍 075-02-2023-1799.
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On a basic invariants of the imprimitive groups G(m, p, n), Bm
n , Dm

n .

Rudnitskii O. I.

Abstract. In n-dimensional unitary space Un we introduce an coordinate system with

origin O and the orthonormal basis vectors 󰂓ei (i = 1, n); vector 󰂓x =
n󰁓

i=1
xi󰂓ei.. Let G be a finite

irreducible unitary group generated by reflections with respect to hyperplanes with the common
point O. A polynomial f = f(󰂓x) = f(xi) ∈ C[x1, . . . ,xn] is called a invariant (G−invariant) of
the group G if

σ · f = σ · f(󰂓x) = f(σ−1󰂓x) = f, ∀ σ ∈ G.

The set of all G−invariants forms an algebra, with is generated by n algebraically independent
polynomials of degrees mi, i = 1, n, called a basic invariants of group G (Shephard G. C.,
Todd J. A.).

In this paper, we study the properties of basic invariants of the imprimitive group G

(the group of number 2 in the list of Shephard and Todd). These are the symmetry group
G(m, p, n) of the complex polytope 1

pγ
m
n and the symmetry group G(m, 1, n) = Bm

n of the
generalized n-cube γmn , as well as its subgroup G(m,m, n) = Dm

n ⊂ Bm
n .

In the paper provides an overview of known approaches to constructing in explicit form
the basis invariants of these groups 󰯹 of the methods of Shephard-Todd, of the Pogorelov
polynomials, of the 󰯺vertex problem󰯻. Also in the paper we present a new method for constructing
in explicit form the basis invariants of groups G(m, p, n), Bm

n , Dm
n . This method is based on the

use of the differential operator for constructing in explicit form the basis invariants of the odd
degrees.

Keywords: Unitary space, reflection,invariant, basic invariant, complex polytope.
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Введение

Пуст󰑭 в n-мерном унитарном пространстве Un 󰑬адана система координат нача-

лом O и ортонормированным ба󰑬исом 󰂓ei (i = 1, n); вектор 󰂓x =
n󰁓

i=1

xi󰂓ei. Отра󰑨ением

σ пор󰑱дка l ≥ 2 в пространстве Un на󰑬ываетс󰑱 унитарное преобра󰑬ование пор󰑱дка l,
мно󰑨ество неподви󰑨ных точек которого 󰑱вл󰑱етс󰑱 гиперплоскост󰑭󰑧 (плоскост󰑭󰑧 ра󰑬-
мерности n− 1). Обо󰑬начим чере󰑬 G конечну󰑧 неприводиму󰑧 группу, поро󰑨дённу󰑧
отра󰑨ени󰑱ми σ относител󰑭но гиперплоскостей с общей точкой O. Классификаци󰑱
групп G впервые получена в работе [1].

Действие группы G в кол󰑭це R = C[x1, . . . ,xn] многочленов от n переменных над
полем комплексных чисел определим с помощ󰑭󰑧 равенства

σ · f = σ · f(󰂓x) = f(σ−1󰂓x), σ ∈ G, f(󰂓x) = f(xi) ∈ R.

Многочлен f ∈ R на󰑬ываетс󰑱 инвариантом группы G (G−инвариантом), если
σ · f = f дл󰑱 всех σ ∈ G. И󰑬вестно, что мно󰑨ество всех G-инвариантных много-
членов f ∈ R обра󰑬ует алгебру IG, поро󰑨дённу󰑧 n алгебраически не󰑬ависимыми
однородными многочленами (ба󰑬исными инвариантами) fi степеней mi, i = 1, n [1].
Отметим, что числа mi дл󰑱 󰑬аданной группы G определ󰑱󰑧тс󰑱 одно󰑬начно, а сами
ба󰑬исные инварианты нет. Поэтому представл󰑱ет интерес ра󰑬работка и реали󰑬аци󰑱
конструктивных методов ба󰑬иных инвариантов групп G, удовлетвор󰑱󰑧щих ра󰑬лич-
ным, наперед 󰑬аданным, услови󰑱м.

Цел󰑭 работы рассмотрет󰑭 ра󰑬ничные подходы к построени󰑧 в 󰑱вном виде ба󰑬ис-
ных инвариантов унитарных импримитивных групп G(m, p, n), как ранее и󰑬вест-
ные так и новые, с испол󰑭󰑬ованием дифференциал󰑭ного оператора.

1. Постановка 󰑬адачи

В 1954 году Шепард и Тодд [1] впервые опубликовали список всех конечных уни-
тарных неприводимых групп G, пор󰑨денных отра󰑨ени󰑱ми относител󰑭но гиперплос-
костей пространства Un. В этой классификации отдел󰑭но и󰑬уча󰑧тс󰑱 импримитивные
и примитивные группы G .

Насто󰑱ща󰑱 стат󰑭󰑱 посв󰑱щена и󰑬учени󰑧 инвариантов трехпараметрического се-
мейства импримитивных групп G, и󰑬вестных как G(m, p, n) в обо󰑬начени󰑱х Шепарда
и Тодда [1](группа 󰎍 2 в списке Шепарда-Тодда [1]).

Дл󰑱 натурал󰑭ных m, p (m 󰃍 2,m = pq) группа G(m, p, n) (p ∕= 1,m) имеет пор󰑱док
qmn−1 · n! и поро󰑨даетс󰑱 в пространстве Un(n > 1) отра󰑨ени󰑱ми пор󰑱дка q = mp−1
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относител󰑭но гиперплоскостей

xi = 0, i = 1, n, (1)

и отра󰑨ени󰑱ми второго пор󰑱дка относител󰑭но гиперплоскостей

xi − θkxj = 0 (i, j = 1, n, i < j). (2)

где θ 󰯹 первообра󰑬ный корен󰑭 степени m и󰑬 единицы, k = 1,m.

Степени ба󰑬исных инвариантов mi = m, 2m, . . . , (n− 1)m,nq [1].

Так как p делител󰑭 m, то естественно выдел󰑱󰑧т два случа󰑱 p = 1 и p = m.

При p = 1, группа G(m, 1, n), обо󰑬начаема󰑱 так󰑨е Bm
n , имеет пор󰑱док mn · n!

и поро󰑨даетс󰑱 отра󰑨ени󰑱ми пор󰑱дка m относител󰑭но гиперплоскостей с уравнени-
󰑱ми (1) и отра󰑨ени󰑱ми второго пор󰑱дка относител󰑭но гиперплоскостей (2) [2]. Это
группа симметрий правил󰑭ного комплесного многогранника γm

n пространства Un, на-
󰑬ываемого обобщённым n-кубом [1, 3]. Его mn вершин мо󰑨но 󰑬адат󰑭 векторами [1]

−−→
OVr =

n󰁛

i=1

θki󰂓ei, (3)

где ki = 1,m, r = 1,mn.

Обобщенный n-куб γm
n 󰑱вл󰑱етс󰑱 естественным обобщением n-куба γn на унитар-

ное пространство и при m = 2 совпадает с ним: γ2
n = γn. Соответственно, группа

B2
n = Bn [3]

Числа mi дл󰑱 группы Bm
n равны m, 2m, . . . , (n− 1)m,nm [1].

Отметим, что группа G(m, p, n) 󰑱вл󰑱етс󰑱 группой симметрий полуправил󰑭ного
комплесного многогранника 1

p
γm
n . Его qmn−1 вершин могут быт󰑭 󰑬аданы вектора-

ми (3) при условии
n󰁓

i=1

ki ≡ 0 (mod p) и r = 1, qmn−1 [1].

Если p = m, то группа G(m,m, n), обо󰑬начаема󰑱 так󰑨е Dm
n , 󰑱вл󰑱етс󰑱 подгруп-

пой группы симметрий Bm
n обобщенного n−куба, совпада󰑧щей при m = 2 с группой

Dn ⊂ Bn. Она поро󰑨даетс󰑱 отра󰑨ени󰑱ми второго пор󰑱дка относител󰑭но гиперплос-
костей (2), степени ба󰑬исных инвариантов mi = m, 2m, . . . , (n− 1)m,n [1].

Ра󰑬ичные подходы к построени󰑧 в 󰑱вном виде ба󰑬исных инвариантов групп
G(m, p, n), Bm

n , Dm
n рассмтривалис󰑭 в целом р󰑱де работ, например, в [1, 2, 4–6].

В этой стат󰑭е будет дан об󰑬ор ранее и󰑬вестных подходов к построени󰑧 в 󰑱вном
виде ба󰑬исных инвариантов ука󰑬анных групп, а так󰑨е предло󰑨ен новый метод.
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2. Ра󰑬личные методы построени󰑱 ба󰑬исных инвариантов групп
G(m, p, n), Bm

n , Dm
n

1. Шепард-Тодд. Впервые ба󰑬исные инварианты групп G(m, p, n), Bm
n , Dm

n бы-
ли найдены в работе [1]. Сут󰑭 метода состоит в следу󰑧щем. Проанали󰑬ировав пре-
обра󰑬овани󰑱 содер󰑨ащиес󰑱 в группе G(m, p, n), Шепард и Тодд установили, что они
поро󰑨да󰑧тс󰑱 преобра󰑬овани󰑱ми следу󰑧щих двух типов (см. так󰑨е [7]):

1) преобра󰑬ование переставл󰑱󰑧щие ба󰑬исные векторы 󰂓ei;
2) преобра󰑬ование g вида: g󰂓ei = θi󰂓ei (i = 1, n), где θmi = 1, (θ1 . . . θn)

q = 1.

Отс󰑧да следует вывод: мно󰑨ество ба󰑬исных инвариантов группы G(m, p, n)

состоит и󰑬 элементарных симметрических функций от xm
1 , x

m
2 , · · · , xm

n , степеней
1, 2, · · · , n− 1, и многочлена (x1x2 . . . xn)

q.
Таким обра󰑬ом, степенные суммы

Ik =
n󰁛

i=1

xi
mk, (k = 1, n− 1) (4)

и In = (x1x2 . . . xn)
q 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 ба󰑬исными инвариантами дл󰑱 группы G(m, p, n).

Степенные суммы (4) и In = (x1x2 . . . xn)
m или In =

n󰁓
i=1

xi
mn 󰯹 ба󰑬исные инвари-

анты дл󰑱 группы Bm
n .

Степенные суммы (4) и In = x1x2 . . . xn 󰯹 ба󰑬исные инварианты дл󰑱 группы Dm
n .

2. Многочлены Погорелова. В. Ф. Игнатенко (см., например, [8], [9]) постро-
ил, на основе многочленов Погорелова, геометрическу󰑧 теори󰑧 инвариантов веще-
ственных групп G и поставил 󰑬адачу перенести ре󰑬ул󰑭таты этой теории на случай
унитарных групп G пространства Un, а именно, применит󰑭 многочлены Погорело-
ва дл󰑱 построени󰑱 ба󰑬исных инвариантов унитарных групп G. Другими словами 󰯹
найти все ба󰑬исные инварианты групп G вида

JG
2r =

󰁛

σ∈G

(󰂓x, σ󰂓s)2r, (5)

где σ 󰯹 отра󰑨ени󰑱 относител󰑭но гиперплоскостей, 󰂓s 󰯹 единичный вектор нормали (с

началом O) одной и󰑬 них, (󰂓x,󰂓s) =
n󰁓

i=1

xis̄i 󰯹 скал󰑱рное прои󰑬ведение векторов 󰂓x = (xi)

и 󰂓s = (si).
Многочлены J2r получили на󰑬вание многочленов Погорелова [9]. Нетрудно по-

н󰑱т󰑭, что ненулевые многочлены Погорелова, подход󰑱щих четных степеней mi, 󰯹
инварианты группы G. Следовател󰑭но, решение поставленной 󰑬адачи сводитс󰑱 к до-
ка󰑬ател󰑭ству их алгебраической не󰑬ависимости. Эта 󰑬адача дл󰑱 всех групп G была
решена в работе [2].
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Приведем 󰑬дес󰑭 основные ре󰑬ул󰑭таты, каса󰑧щиес󰑱 инвариантов групп G(m, p, n),
Bm

n , Dm
n . Так мы рассматриваем невещественные группы G(m, p, n), то m > 2.

Так как группа G(m, p, n) поро󰑨даетс󰑱 отра󰑨ени󰑱ми относител󰑭но гиперплос-
костей с уравнени󰑱ми (1), (2), то G(m, p, n) 󰯹 инвариантное мно󰑨ество S = {σ󰂓s}
состоит и󰑬 векторов [2], [6]

θh󰂓ei, i = 1, n, h = 1,m (6)

и

± θh√
2
(󰂓ei − θk󰂓ej), i, j = 1, n (i < j), h, k = 1,m. (7)

Таким обра󰑬ом, многочлены Погорелова (5) четных степеней mt дл󰑱 группы
G(m, p, n), (p ∕= 1,m), с точност󰑭󰑧 до посто󰑱нного мно󰑨ител󰑱, могут быт󰑭 󰑬аписа-
ны в виде [6]

J
G(m,p,n)
mt = (

2
mt
2
−1

m
+ n− 1)

n󰁛

i=1

xi
mt +Rα

mt. (8)

где Rα
mt =

t−1󰁓
k=1

n󰁓
i,j=1
i<j

(−1)kαCmk
mt x

m(t−k)
i xmk

j .

󰑪дес󰑭 α = 0, если m четное и t = 1, n− 1; α = 1, если m нечетное и t = 2, 4,
6, · · · , n− 1− ρ, где ρ = 0(1) при нечетном (четном) n.

Отметим, что в случае четного nq многочлен Jnq (nq ∕= tm) равен 0 или совпадает
с (8), если nq = tm (t 󰃑 n− 1).

Инвариант J
G(m,p,n)
mt 󰯹 ба󰑬исный, если его нел󰑭󰑬󰑱 представит󰑭 в виде многочлена

от степенных сумм (4) степеней mk < mt. Чтобы в этом убедит󰑭с󰑱 преобра󰑬уем Rα
mt:

Rα
mt =

t−1󰁛

k=1

n󰁛

i,j=1
i<j

(−1)kαCmk
mt x

m(t−k)
i xmk

j =
t−1󰁛

k=1

(−1)kαCmk
mt

n󰁛

i,j=1
i<j

x
m(t−k)
i xmk

j =

=
1

2

t−1󰁛

k=1

(−1)kαCmk
mt (

n󰁛

i,j=1

x
m(t−k)
i xmk

j −
n󰁛

i=1

xmt
i ) =

=
1

2

t−1󰁛

k=1

(−1)kαCmk
mt

n󰁛

i=1

x
m(t−k)
i

n󰁛

i=1

xmk
i − 1

2

t−1󰁛

k=1

(−1)kαCmk
mt

n󰁛

i=1

xmt
i .

Тогда многочлен J
G(m,p,n)
mt мо󰑨но 󰑬аписат󰑭 в виде

J
G(m,p,n)
mt = b

n󰁛

i=1

xmt
i + Sα

mt,

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (61)’ 2023



86 О. И. Рудницкий

где дл󰑱 четного m

b = n− 1 +
2

mt
2
−1

m
− δ

t−τ−1
2󰁛

k=1

Cmk
mt − τ

2
C

mt
2

mt ,

S0
mt = δ

t−τ−1
2󰁛

k=1

Cmk
mt

n󰁛

i=1

x
m(t−k)
i

n󰁛

i=1

xmk
i +

τ

2
C

mt
2

mt (
n󰁛

i=1

x
mt
2

i )2,

и дл󰑱 нечетного m и четного t

b = n− 1 +
2

mt
2
−1

m
− δ

t−2
2󰁛

k=1

(−1)kCmk
mt − (−1)

mt
2

2
C

mt
2

mt ,

S1
mt = δ

t−2
2󰁛

k=1

(−1)kCmk
mt

n󰁛

i=1

x
m(t−k)
i

n󰁛

i=1

xmk
i +

(−1)
mt
2

2
C

mt
2

mt (
n󰁛

i=1

x
mt
2

i )2;

󰑬дес󰑭 δ = 0(1) при t = 1, 2(> 2) и τ = 1(0) при четном(нечетном) t.

Следовател󰑭но, JG(m,p,n)
mt 󰯹 ба󰑬исный тол󰑭ко при тех 󰑬начени󰑱х m, t, n, которые

не удовлетвор󰑱󰑧т услови󰑧 b = 0. Так как n 󰯹 натурал󰑭ное, то условие b = 0, которое
мо󰑨но преобра󰑬оват󰑭 к виду

n =
1

2

t󰁛

k=0

Cmk
mt − 2

mt
2
−1

m
, (9)

справедливо тол󰑭ко в случае m = 2l (l = 2, 3, . . .).

Таким обра󰑬ом, справедливо следу󰑧щее утвер󰑨дение [2]

Утвер󰑨дение 1. Многочлены (5) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 ба󰑬исными инвариантами четных
степеней mt группы G(m, p, n) при всех соответству󰑧щих 󰑬начени󰑱х t, если m ∕= 2l,
и при t = 1, n− 1, не удовлетвор󰑱󰑧щих услови󰑧 (9), если m = 2l.

Отметим, что в случае группы Bm
n (p = 1), мно󰑨ество S = {σ󰂓s} совпадает с (6),

(7), а многочлены J
Bm

n
mt 󰯹 с (8).

Таким обра󰑬ом, дл󰑱 группы Bm
n справедливо Утвер󰑨дение 1 при t = 1, n [2].

В случае группы Dm
n (p = m) мно󰑨ество S = {σ󰂓s} совпадает (7), и многочлены

J
Dm

n
mt име󰑧т вид

J
Dm

n
mt = (n− 1)

n󰁛

i=1

xi
mt +Rα

mt.

Как и ранее, нетрудно дока󰑬ат󰑭 справедливост󰑭 утвер󰑨дени󰑱
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Утвер󰑨дение 2. Многочлены (5) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 ба󰑬исными инвариантами чет-
ных степеней mt группы Dm

n при всех 󰑬начени󰑱х t = 1, n− 1 (m четно) и при
t = 2, 4, . . . , n− 1− ρ (m нечетно), не удовлетвор󰑱󰑧щих услови󰑧

n =
1

2

t󰁛

k=0

(−1)mkCmk
mt .

Отметим [4], что формы Rα
mt (см.(8)) 󰯹 ба󰑬исные инварианты четных степеней

mt групп G(m, p, n), Bm
n , Dm

n при всех соответству󰑧щих 󰑬начени󰑱х m и t.
При рассмотрении многочленов Погорелова в вещественных пространствах ва󰑨-

ным, необходимым, условием была четност󰑭 их степени. Это обусловлено тем, что
дл󰑱 всех вещественных групп G мно󰑨ество S = {σ󰂓s}, которое инвариантно относи-
тел󰑭но G, обладает следу󰑧щим свойством: если вектор 󰂓s ∈ S, то и вектор −󰂓s ∈ S.

Поэтому многочлены Погорелова нечетной степени дл󰑱 вещественных групп G то-
󰑨ественно равны 0.

Дл󰑱 невещественных групп G мно󰑨ество S = {σ󰂓s} не всегда обладает этим свой-
ством. Это дает во󰑬мо󰑨ност󰑭 рассмотрени󰑱 многочленов Погорелова прои󰑬вол󰑭ной,
не об󰑱󰑬ател󰑭но четной, степени r [6].

В работе [6] было введено пон󰑱тие m-мно󰑨ества. Мно󰑨ество S на󰑬ываетс󰑱 m-
мно󰑨еством при выполнении следу󰑧щего услови󰑱: если вектор 󰂓s ∈ S, то и вектор
θk󰂓s ∈ S (k = 1,m), где θ, как и ранее, 󰯹 первообра󰑬ный корен󰑭 степени m и󰑬 единицы.
Дл󰑱 вещественных групп G мно󰑨ество S 󰯹 2-мно󰑨ество.

Лемма. [6] Многочлены Погорелова JG
r степеней r = mt 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 ненулевыми

инвариантами группы G тогда и тол󰑭ко тогда, когда мно󰑨ество S = {σ󰂓s} группы
G ест󰑭 m−мно󰑨еством.

Примен󰑱󰑱 Лемму к группе G(m, p, n) мо󰑨но сделат󰑭 следу󰑧шие выводы.
Мно󰑨ество векторов (6), (7) 󰯹 m-мно󰑨ество. Следовател󰑭но, многочлены

J
G(m,p,n)
mt (t = 1, n− 1) степеней mt 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 ненулевыми инвариантами группы

G(m, p, n).
При этом, если mt 󰯹 нечетно, многочлены J

G(m,p,n)
mt , с точност󰑭󰑧 до посто󰑱нного

мно󰑨ител󰑱, совпада󰑧т со степенными суммами It (см.(4)), и, следовател󰑭но, 󰑱вл󰑱-
󰑧тс󰑱 ба󰑬исными дл󰑱 л󰑧бых m, t, n. Таким обра󰑬ом, Утвер󰑨дение 1 мо󰑨ет быт󰑭
преобра󰑬овано к виду [6]

Утвер󰑨дение 3. Многочлены J
G(m,p,n)
mt 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 ба󰑬исными инвариантами

степеней mt группы G(m, p, n) при л󰑧бом n, если m ∕= 2l, и при t = 1, n− 1, не
удовлетвор󰑱󰑧щих услови󰑧 (9), если m = 2l.
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3. 󰯺Проблема вершин󰯻. Пуст󰑭 Mn 󰯹 правил󰑭ный n-мерный многогранник с
центром в начале координат O и вершинами Vr, r = 1, p. Его группа симметрий G

ест󰑭 конечна󰑱 группа, поро󰑨дённа󰑱 отра󰑨ени󰑱ми относител󰑭но гиперплоскостей с
началом O [3]. Тогда многочлены

V G
mi

=

p󰁛

r=1

(󰂓x,
−−→
OV r)

mi (10)

инварианты группы G.
Естественно во󰑬никает вопрос: 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 ли многочлены (10) ба󰑬исными инвари-

антами группы или, другими словами, 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 ли многочлены (10) алгебраически
не󰑬ависимыми?

Впервые така󰑱 󰑬адача (󰯺проблема вершин󰯻) была сформулирована в работах
Леопол󰑭да Флатто (см. [10–12]). Там 󰑨е он дал ее поло󰑨ител󰑭ное решение дл󰑱 групп
G симметрий правил󰑭ных вещественных многогранников, отличных от группы Bn

симметрий n-куба γn, и выска󰑬ал предполо󰑨ение об алгебраической не󰑬ависимости
многочленов (10) в случае G = Bn. Его подтвердил Хейслейн [13], а так󰑨е другим
методом В. Ф. Игнатенко [14].

В [5] автор решил ука󰑬анну󰑧 󰑬адачу дл󰑱 групп симметрий правил󰑭ных комплекс-
ных многогранников, при этом дл󰑱 решени󰑱 󰑬адачи в случае группы G(m, 1, n) = Bm

n

симметрий обобщенного n-куба γm
n был испол󰑭󰑬ован метод работы [14](см., так-

󰑨е [15]). А именно, дока󰑬ано: если G = Bm
n , то многочлены (10) степеней

mi = mt (t = 1, n) алгебраически не󰑬ависимы и, следовател󰑭но, 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 ба󰑬ис-
ными дл󰑱 группы Bm

n .
Отметим, что дл󰑱 полуправил󰑭ного многогранника 1

p
γm
n с группой симметрий

G(m, p, n) 󰑬адача 󰯺проблема вершин󰯻 не имеет полного решени󰑱. В работе [15] дано
решение этой 󰑬адача дл󰑱 частного случа󰑱, дока󰑬ано

Утвер󰑨дение 4. Если G = G(m, p, n) ест󰑭 группа симметрий многогранни-
ка 1

p
γm
n (n > 2), где n и p 󰯹 в󰑬аимно простые, то многочлены (10) степеней

mi = mt (t = 1, n− 1) алгебраически не󰑬ависимы, то ест󰑭 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 ба󰑬исными
инвариантами группы G(m, p, n).

4. Применение дифференциал󰑭ного оператора. Рассмотрим еще один, ра-
нее не примен󰑱емый дл󰑱 групп G(m, p, n), Bm

n , Dm
n , способ построени󰑱 ба󰑬исных ин-

вариантов. В п. 2 насто󰑱щей стат󰑭и (см. так󰑨е [4]), установлено, что формы Rα
mt

(см.(8)) четных степеней mt 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 ба󰑬исными инвариантами групп G(m, p, n),
Bm

n , Dm
n дл󰑱 всех соответству󰑧щих 󰑬начений m, t.
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Пуст󰑭 m 󰯹 нечетное. Тогда многочлены R1
mt 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 ба󰑬исными инвариантами

группы G(m, p, n) дл󰑱 t = 2, 4, 6, · · · , n− 1− ρ, где ρ = 0(1) при нечетном (четном) n.
Найдем остал󰑭ные ба󰑬исные инварианты группы G(m, p, n) нечетных степеней mt,
то ест󰑭 дл󰑱 t = 1, 3, 5, · · · , n− 2− ρ.

Вычислим δ(R1
mt) =

n󰁓
l=1

∂m

∂xm
l
(R1

mt) при t = 2, 4, . . . , n− 1− ρ (m нечетно).

Дл󰑱 этого форму R1
mt представим в виде

R1
mt =

1

m

m󰁛

k=1

n󰁛

i,j=1
i<j

(xi − θkxj)
mt − (n− 1)

n󰁛

i=1

xmt
i .

Таким обра󰑬ом,

δ(R1
mt) =

n󰁛

l=1

∂m

∂xm
l

󰀳

󰁅󰁃
1

m

m󰁛

k=1

n󰁛

i,j=1
i<j

(xi − θkxj)
mt

󰀴

󰁆󰁄−
n󰁛

l=1

∂m

∂xm
l

󰀣
(n− 1)

n󰁛

i=1

xmt
i

󰀤
.

Вычислим первое слагаемое. Дл󰑱 этого найдем

Ai =
∂m

∂xm
i

(xi − θkxj)
mt = β(xi − θkxj)

m(t−1)

и
Aj =

∂m

∂xm
j

(xi − θkxj)
mt = β(−θk)m(xi − θkxj)

m(t−1),

где β = mt · (mt− 1) · (mt− 1) · . . . · (mt−m+ 1)).

Так как (−θk)m при нечетном m равно −1, то Ai = −Aj, следовател󰑭но, первое
слагаемое равно 0.

Вычислим второе слагаемое:

−
n󰁛

l=1

∂m

∂xm
l

󰀣
(n− 1)

n󰁛

i=1

xmt
i

󰀤
= −(n− 1)β

n󰁛

i=1

x
m(t−1)
i .

Следовател󰑭но, δ(R1
mt), с точност󰑭󰑧 до посто󰑱нного мно󰑨ител󰑱, совпадает со

степенной суммой Ik, нечетной степени k = m(t− 1), а 󰑬начит 󰑱вл󰑱етс󰑱 ба󰑬исным.
Таким обра󰑬ом, испол󰑭󰑬у󰑱 дифференциал󰑭ный оператор δ, получены не

доста󰑧щие ба󰑬исные инварианты группы G(m, p, n) нечетных степеней mt

(t = 1, 3, 5, · · · , n − 2 − ρ, m 󰯹 нечетное). Следовател󰑭но, дл󰑱 нечетного m, инва-
рианты R1

mt (t = 2, 4, 6, · · · , n− 1− ρ,) и δ(R1
mt) (t = 1, 3, 5, · · · , n− 2− ρ) 󰯹 ба󰑬иные

дл󰑱 группы G(m, p, n).
Отметим, что все вышеска󰑬анное справедливо и дл󰑱 групп Bm

n (с соответству󰑧-
щими 󰑬начени󰑱ми t) и Dm

n .
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󰑪акл󰑧чение

В работе дан об󰑬ор и󰑬вестных подходов к построени󰑧 в 󰑱вном виде ба󰑬исных
инвариантов групп G(m, p, n), Bm

n и Dm
n , а так󰑨е предло󰑨ен новый способ построени󰑱

ба󰑬исных инвариантов этих групп с испол󰑭󰑬ованием дифференциал󰑭ного оператора.
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High order finite difference scheme for the plane problem of
convection in a porous medium.

Selischev A. A., Tsybulin V. G.

Abstract. Modeling of convection in a porous medium saturated with incompressible fluid
has applications in geophysics, technics, etc. The problem of convection in a porous medium
has a feature that distinguishes it from the problem of free fluid convection. Discovered by
D. V. Lyubimov branching off a family of stationary solutions for the plane Darcy convection
[3] was explained by V. I. Yudovich based on the theory of cosymmetry [4]. Galerkin method
was applied to study one-parameter families of stationary states in the Darcy problem for
rectangles in [5]. Second-order finite-difference scheme ensuring cosymmetry for discrete analogue
was presented in [6].

The problem of convection of a heat-conducting fluid in a rectangular porous region heated
from below is under consideration. We introduce a compact finite-difference scheme to supply a
higher order of accuracy in solving the equations for the stream function and temperature (Darcy
model). Previously, various versions of effective compact schemes for parabolic and hyperbolic
equations have been developed [7–9].

We built a compact finite difference approximation on nine-point stencil by using the balance
method. The constructed scheme ensures cosymmetry for discrete analogues. In a numerical
experiment, we study the spectral problem and calculate critical Raleigh numbers corresponding
to the branching off a family of stationary convective flows. Reducing terms in Taylor series
expansion, we improved the scheme by choosing parameters in the approximation of the Laplace
operator and the first derivative in horizontal coordinate.

Our results show that the accuracy can be increased by choosing an optimal ratio of the
step along horizontal and vertical coordinates. New finite-difference scheme allows to conduct
computations of the family of steady states and its transformations more effectively.
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Введение

Моделирование конвективных дви󰑨ений в пористой среде, насыщенной нес󰑨и-
маемой 󰑨идкост󰑭󰑧 представл󰑱ет интерес в 󰑬адачах геофи󰑬ики и в некоторых техни-
ческих прило󰑨ени󰑱х [1]. В постановке, испол󰑭󰑬у󰑧щей 󰑬акон Дарси [2], 󰑬адача облада-
ет р󰑱дом особенностей отлича󰑧щих ее от 󰑬адачи свободной конвекции. Обнару󰑨ен-
ное Д.В. Л󰑧бимовым ответвление семейств стационарных решений [3] дл󰑱 плоской
фил󰑭трационной конвекции Дарси было об󰑫󰑱снено В.И. 󰑰довичем на основе теории
косимметрии [4]. Исследовани󰑱 однопараметрических семейств стационарных ре󰑨и-
мов плоской 󰑬адачи Дарси дл󰑱 пр󰑱моугол󰑭ников были выполнены на основе сохра-
н󰑱󰑧щих косимметри󰑧 методов Галёркина [5] и конечных-ра󰑬ностных схем второго
пор󰑱дка [6], обеспечива󰑧щих сохранение косимметрии дл󰑱 дискретных аналогов.

В насто󰑱щей работе ра󰑬виваетс󰑱 компактна󰑱 ра󰑬ностна󰑱 схема, по󰑬вол󰑱󰑧ща󰑱 по-
высит󰑭 пор󰑱док точности и обеспечит󰑭 сохранение косимметрии. Компактные схемы
󰑬аписыва󰑧тс󰑱 на шаблонах, не существенно отлича󰑧щихс󰑱 от традиционных дл󰑱, но
име󰑧т более высокий пор󰑱док точности. Дл󰑱 уравнений параболического и гипербо-
лического типа были ра󰑬виты ра󰑬личные варианты эффективных компактных схем
[7]–[9]. Вопрос о применении компактных схем дл󰑱 󰑬адачи фил󰑭трационной конвек-
ции, наскол󰑭ко и󰑬вестно авторам, не рассматривалс󰑱 [1].

1. Уравнени󰑱 плоской 󰑬адачи конвекции Дарси

Рассматриваетс󰑱 пористый контейнер Ω = [0, a]× [0, b], насыщенный 󰑨идкост󰑭󰑧.
Осуществл󰑱етс󰑱 подогрев сни󰑬у, на боковых границах поддер󰑨иваетс󰑱 линейный
профил󰑭 распределени󰑱 температуры. Дл󰑱 описани󰑱 дви󰑨ени󰑱 испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 урав-
нени󰑱 на основе 󰑬акона Дарси [2]

θ̇ = ∆θ + λψx + J(ψ, θ) (1)

∆ψ − θx = 0, J(ψ, θ) = ψxθz − ψzθx (2)

с граничными услови󰑱ми
ψ|∂Ω = θ|∂Ω = 0, (3)

где θ(x, z, t) 󰯹 отклонение температуры от равновесного линейного профил󰑱 на гра-
нице, λ 󰯹 фил󰑭трационное число Рэел󰑱.

Дл󰑱 построени󰑱 схемы более высокого пор󰑱дка ввод󰑱тс󰑱 потоки тепла q1 = −θx

и q2 = −θz и уравнение (1) перепишетс󰑱 в виде

−(q1)x − (q2)z + λψx + J(ψ, θ) = θ̇. (4)
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Дл󰑱 решени󰑱 нестационарной 󰑬адачи необходимо 󰑬адат󰑭 начал󰑭ные услови󰑱 тол󰑭-
ко дл󰑱 девиации температуры θ(x, z, 0) = θ0. Распределение функции тока при t = 0

находитс󰑱 и󰑬 󰑬адачи (2).
Косимметрией системы 󰑱вл󰑱етс󰑱 функци󰑱 L = (ψ,−θ).
Дл󰑱 определени󰑱 критических чисел Рэле󰑱 формулируетс󰑱 линеари󰑬ованна󰑱 ста-

ционарна󰑱 󰑬адача с граничными услови󰑱ми Дирихле

∆ψ − θx = 0, (5)

∆θ + λψx = 0. (6)

В работе [4] дока󰑬ано, что существует бесконечна󰑱 последовател󰑭ност󰑭 поло󰑨и-
тел󰑭ных характеристических чисел λ1,λ2, ..., причем все они не менее, чем двукрат-
ны. В случае пр󰑱моугол󰑭ника критические числа Рэле󰑱 да󰑧тс󰑱 формулой

λnm = 4π2

󰀕
n2

a2
+

m2

b2

󰀖
, n,m = 1, 2, . . . (7)

2. Метод конечных ра󰑬ностей

Дл󰑱 решени󰑱 󰑬адачи проводитс󰑱 дискрети󰑬аци󰑱 на основе метода конечных ра󰑬-
ностей. По ка󰑨дой и󰑬 пространственных переменных ввод󰑱тс󰑱 равномерные сетки
ωh = {xi = hi, i = 0, 1, ..., n+ 1} с шагом h =

a

n+ 1
и ωg = {zj = gj, j = 0, 1, ...,m+ 1}

с шагом g =
b

m+ 1
. Далее в работе верхний индекс испол󰑭󰑬уетс󰑱 дл󰑱 обо󰑬начени󰑱

номеров у󰑬лов по z, а ни󰑨ний 󰯹 по x, ввод󰑱тс󰑱 так󰑨е смещенные сетки, в у󰑬лах
которых наход󰑱тс󰑱 󰑬начени󰑱 скоростей и потоков тепла:

ωu =
󰁱
u
j+1/2
i , i = 0, 1, ...n+ 1, j = 0, 1, ...,m

󰁲

ωw =
󰁱
uj
i+1/2, i = 0, 1, ...n, j = 0, 1, ...,m+ 1

󰁲

ωθ =
󰀋
uj
i , i = 0, 1, ...n+ 1, j = 0, 1, ...,m+ 1

󰀌

Схематичное располо󰑨ение у󰑬лов в области пока󰑬ано на рис. 1, где представлены
у󰑬лы дл󰑱 гори󰑬онтал󰑭ной u и вертикал󰑭ной w скоростей, которые св󰑱󰑬аны с функ-
цией тока соотношени󰑱ми u = ψz, w = −ψx. В этих 󰑨е у󰑬лах определ󰑱󰑧тс󰑱 потоки
температуры q1 и q2.
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Рис. 1. Дискрети󰑬аци󰑱 исходной области

Дл󰑱 построени󰑱 конечно-ра󰑬ностной схемы воспол󰑭󰑬уемс󰑱 интегро-
интерпол󰑱ционным методом. Интегрируем (6) в пр󰑱моугол󰑭ни-
ке [xi−1/2, xi+1/2]× [zj−1/2, zj+1/2].

zj+1/2󰁝

zj−1/2

dz (−q1 + λψ) |xi+1/2
xi−1/2 +

xi+1/2󰁝

xi−1/2

dx (−q2) |z
j+1/2

zj−1/2 = 0. (8)

Дл󰑱 второго интеграла в (8) применим формулу Симпсона
xi+1/2󰁝

xi−1/2

dx (−q2) |z
j+1/2

zj−1/2 ≈ −h

6

󰁫
(q2)

j+1/2
i−1/2 + 4(q2)

j+1/2
i + (q2)

j+1/2
i+1/2 − (q2)

j−1/2
i−1/2 − 4(q2)

j−1/2
i − (q2)

j−1/2
i+1/2

󰁬
.

󰑪аменив

(q2)
j±1/2
i±1/2 ≈

(q2)
j±1/2
i + (q2)

j±1/2
i±1

2
и выра󰑬ив q2 чере󰑬 температуру θ, имеем

xi+1/2󰁝

xi−1/2

dx (−q2) |z
j+1/2

zj−1/2 ≈
h

12g

󰀵

󰀹󰀷
1 10 1

−2 −20 −2

1 10 1

󰀶

󰀺󰀸⊙

󰀵

󰀹󰀷
θj+1
i−1 θj+1

i θj+1
i+1

θji−1 θji θji+1

θj−1
i−1 θj−1

i θj−1
i+1

󰀶

󰀺󰀸 .

где ⊙ 󰯹 матричный оператор свёртки.
Аналогично выводим дл󰑱 первого интеграла в (8)

zj+1/2󰁝

zj−1/2

dz (−q1 + λψ) |xi+1/2
xi−1/2 ≈

g

12h

󰀵

󰀹󰀷
1 −2 1

10 −20 10

1 −2 1

󰀶

󰀺󰀸⊙

󰀵

󰀹󰀷
θj+1
i−1 θj+1

i θj+1
i+1

θji−1 θji θji+1

θj−1
i−1 θj−1

i θj−1
i+1

󰀶

󰀺󰀸+
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+
λg

24

󰀵

󰀹󰀷
−1 0 1

−10 0 10

−1 0 1

󰀶

󰀺󰀸⊙

󰀵

󰀹󰀷
ψj+1
i−1 ψj+1

i ψj+1
i+1

ψj
i−1 ψj

i ψj
i+1

ψj−1
i−1 ψj−1

i ψj−1
i+1

󰀶

󰀺󰀸 .

Таким обра󰑬ом, дл󰑱 уравнени󰑱 (6) построен дискретный аналог на дев󰑱титочеч-
ном шаблоне

0 =
1

12

󰀳

󰁅󰁃
1

g2

󰀵

󰀹󰀷
1 10 1

−2 −20 −2

1 10 1

󰀶

󰀺󰀸+
1

h2

󰀵

󰀹󰀷
1 −2 1

10 −20 10

1 −2 1

󰀶

󰀺󰀸

󰀴

󰁆󰁄⊙

󰀵

󰀹󰀷
θj+1
i−1 θj+1

i θj+1
i+1

θji−1 θji θji+1

θj−1
i−1 θj−1

i θj−1
i+1

󰀶

󰀺󰀸+

+
λ

24h

󰀵

󰀹󰀷
−1 0 1

−10 0 10

−1 0 1

󰀶

󰀺󰀸⊙

󰀵

󰀹󰀷
ψj+1
i−1 ψj+1

i ψj+1
i+1

ψj
i−1 ψj

i ψj
i+1

ψj−1
i−1 ψj−1

i ψj−1
i+1

󰀶

󰀺󰀸 .

(9)

Аналогично получаетс󰑱 дискретный аналог уравнени󰑱 (5)

0 =
1

12

󰀳

󰁅󰁃
1

g2

󰀵

󰀹󰀷
1 10 1

−2 −20 −2

1 10 1

󰀶

󰀺󰀸+
1

h2

󰀵

󰀹󰀷
1 −2 1

10 −20 10

1 −2 1

󰀶

󰀺󰀸

󰀴

󰁆󰁄⊙

󰀵

󰀹󰀷
ψj+1
i−1 ψj+1

i ψj+1
i+1

ψj
i−1 ψj

i ψj
i+1

ψj−1
i−1 ψj−1

i ψj−1
i+1

󰀶

󰀺󰀸+

− 1

24h

󰀵

󰀹󰀷
−1 0 1

−10 0 10

−1 0 1

󰀶

󰀺󰀸⊙

󰀵

󰀹󰀷
θj+1
i−1 θj+1

i θj+1
i+1

θji−1 θji θji+1

θj−1
i−1 θj−1

i θj−1
i+1

󰀶

󰀺󰀸 .

(10)

3. Повышение пор󰑱дка аппроксимации

Ра󰑬ностный аналог оператора Лапласа на дев󰑱титочечном шаблоне мо󰑨но 󰑬апи-
сат󰑭 в виде

∆α,βf j
i =

󰀳

󰁅󰁃
1

h2

󰀵

󰀹󰀷
α −2α α

1− 2α −2 + 4α 1− 2α

α −2α α

󰀶

󰀺󰀸+
1

g2

󰀵

󰀹󰀷
β 1− 2β β

−2β −2 + 4β −2β

β 1− 2β β

󰀶

󰀺󰀸

󰀴

󰁆󰁄⊙ F, (11)

где F 󰯹 матрица 3× 3. Аналогично дл󰑱 первой прои󰑬водной имеем

δγxf
j
i ≈ 1

2h

󰀵

󰀹󰀷
−γ 0 γ

2γ − 1 0 1− 2γ

−γ 0 γ

󰀶

󰀺󰀸⊙ F. (12)

В уравнение (9) с неопределенными коэффициентами α, β, γ подставим точное
решение θ,ψ и ра󰑬ло󰑨им полученное выра󰑨ение в р󰑱д Тейлора относител󰑭но точ-
ки (x, z).

θx,x + θz,z + λψx = Φ(h, g),
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где нев󰑱󰑬ка выра󰑨аетс󰑱 следу󰑧щим обра󰑬ом

Φ(h, g) =
h2

12
θxxxx + βh2θxxzz +

h2

6
λψxxx + αg2θxxzz +

g2

12
θzzzz + λγg2ψxzz+

+
h2g2

6
λγψxxxzz +

h2g2

12
αθxxxxzz +

h2g2

12
βθxxzzzz +O(h4) +O(g4).

После дифференцировани󰑱 уравнени󰑱 (6) два󰑨ды по x и по z имеем

ψxxx = −1

λ
(θxxxx + θxxzz) , ψxzz = −1

λ
(θxxzz + θzzzz) , ψxxxzz = −1

λ
(θxxxxzz + θxxzzzz) .

Искл󰑧чив с помощ󰑭󰑧 данных формул прои󰑬водные от переменной ψ и сгруппировав
члены при одинаковых степен󰑱х шагов h и g, 󰑬апишем выра󰑨ение дл󰑱 нев󰑱󰑬ки в виде

Φ(x, z) = Ah2 +Bg2 + Ch2g2 +O(h4) +O(g4),

A =

󰀕
1

12
− 1

6

󰀖
θxxxx +

󰀕
β − 1

6

󰀖
θxxzz,

B = (α− γ) θxxzz +

󰀕
1

12
− γ

󰀖
θzzzz,

C =
󰀓 α

12
− γ

6

󰀔
θxxxxzz +

󰀕
β

12
− γ

6

󰀖
θxxzzzz.

(13)

При α = β = γ = 1/12, получаетс󰑱 схема (9), а при α = β = γ = 0 󰯹 схема
второго пор󰑱дка [6].

4. Вычислител󰑭ный эксперимент

󰑪адача вычислени󰑱 критических чисел Рэле󰑱 λ, минимал󰑭ное и󰑬 которых от-
вечает во󰑬никновени󰑧 стационарных колебател󰑭ных ре󰑨имов, сводитс󰑱 к системе
ра󰑬ностных уравнений, которые 󰑬аписываетс󰑱 в виде

AΨ− BΘ = 0, AΘ+ λBΨ = 0,

где A,B 󰯹 матричные операторы Лапласа и дифференцировани󰑱 по x, построенные
на основе конечно-ра󰑬ностных операторов (11)–(12), Ψ,Θ 󰯹 векторы у󰑬ловых 󰑬наче-
ний функции тока и температуры. Выра󰑬ив Ψ = A−1 · BΘ, получим спектрал󰑭ну󰑧
󰑬адачу

0 = AΘ+ λB · A−1 · BΘ.

В вычислител󰑭ном эксперименте параметры α, β, γ выбиралис󰑭 таким обра󰑬ом,
чтобы сократит󰑭 число слагаемых в (13). Наибол󰑭шее сокращение главных членов
нев󰑱󰑬ки мо󰑨но добит󰑭с󰑱 при α = β = 2γ = 1/6. Расчеты проводилис󰑭 на сетках
n×m, где n 󰯹 число ра󰑬биений по оси x, m 󰯹 по оси z.
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Рис. 2. Расчет первых дес󰑱ти критических чисел Рэле󰑱 дл󰑱 ра󰑬личных
сеток (слева) и схем (справа), точное решение (крестик).

На рис. 2 (слева) приведены ре󰑬ул󰑭таты вычислени󰑱 первых дес󰑱ти критиче-
ских чисел Рэле󰑱 дл󰑱 α = β = 2γ = 1/6. Видно, что при увеличении числа у󰑬лов
сходимост󰑭 к точному решени󰑧 набл󰑧даетс󰑱 на достаточно грубой сетке. И󰑬 рис. 2
(справа) видно, что дл󰑱 одинаковых сеток схема (7) по󰑬вол󰑱ет достич󰑭 бол󰑭шей точ-
ности, чем схемы второго пор󰑱дка точности (α = β = γ = 0) и полученна󰑱 интегро-
интерпол󰑱ционным методом.

На рис. 3 представлены ре󰑬ул󰑭таты расчета первого критического числа Рэле󰑱 λ11

на ра󰑬личных сетках. И󰑬 графика относител󰑭ной погрешности следу󰑧т два вывода:
1) точност󰑭 ре󰑬ул󰑭тата вычислений на грубой сетке сил󰑭нее 󰑬ависит от m, чем от
n (дл󰑱 схемы второго пор󰑱дка это было отмечено в [6]); 2) существует оптимал󰑭ное
отношение шагов g/h = κ, при котором достигаетс󰑱 наиболее высока󰑱 точност󰑭 при
фиксированном числе у󰑬лов сетки.

В таблице 1 приведены 󰑬начени󰑱 λ11, рассчитанные дл󰑱 бли󰑬ких к оптимал󰑭ным
отношени󰑱х шагов. Так, дл󰑱 пр󰑱моугол󰑭ника с a = 2, b = 5 при g/h ≈ 5.192 первое
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Рис. 3. Относител󰑭на󰑱 погрешност󰑭 вычислени󰑱 λ11 на ра󰑬ных сетках;
α = β = 2γ = 1/6; a = 2, b = 5.

Таблица 1. Вычисление λ11 при α = β = 2γ = 1/6 в области a = 2, b = 5
на сетках с ра󰑬личным отношением шагов κ = g/h. λexact

11 = 49.348;
α = β = 2γ = 1/6; a = 2, b = 5.

n×m λcalc
11 Отн. погр. λ11(%) κ

19× 7 49.6205 0.5521 1.357
21× 7 49.3857 0.0763 1.5
23× 7 49.2107 0.2782 1.643
25× 9 49.4760 0.2594 1.388
27× 9 49.3706 0.0457 1.5
29× 9 49.2865 0.1247 1.611
31× 11 49.4192 0.1443 1.409
33× 11 49.3631 0.0305 1.5
35× 11 49.3163 0.0643 1.591

критическое 󰑬начение получаетс󰑱 с наимен󰑭шей погрешност󰑭󰑧. На рис. 4 представ-
лены функции тока и распределение температуры, отвеча󰑧щие λ11. Эти ре󰑬ул󰑭таты
аналогичны характерным течени󰑱м, во󰑬ника󰑧щим после потери устойчивости меха-
нического равновеси󰑱, см. [5, 6].
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Рис. 4. Функци󰑱 тока ψ и распределение температуры θ, соответству-
󰑧щие во󰑬никновени󰑧 конвекции при переходе чере󰑬 λ11.

󰑪акл󰑧чение

Дл󰑱 численного исследовани󰑱 фил󰑭трационной конвекции Дарси предло󰑨ена
конечно-ра󰑬ностна󰑱 схема на дев󰑱титочечном шаблоне, сохран󰑱󰑧ща󰑱 косимметри󰑧
исходной 󰑬адачи. Выбором дополнител󰑭ных параметров дискретных аналогов опера-
торов Лапласа и первой прои󰑬водной получено повышение пор󰑱дка аппроксимации
уравнений по вертикал󰑭ной координате. Это по󰑬вол󰑱ет улучшит󰑭 точност󰑭, прово-
д󰑱 расчеты с более детал󰑭ной сеткой по гори󰑬онтал󰑭ной координате. Представлены
ре󰑬ул󰑭таты вычислител󰑭ных экспериментов по решени󰑧 спектрал󰑭ной 󰑬адачи дл󰑱
пр󰑱моугол󰑭ников, проведено сравнение со схемой на п󰑱титочечном шаблоне, опреде-
лены оптимал󰑭ные соотношени󰑱 шагов сетки.

Благодарности

Работа выполнена в 󰑰󰑨ном федерал󰑭ном университете при поддер󰑨ке РНФ,
грант 󰎍 23-21-00221.

Cписок литературы

1. NIELD D.A. and BEJAN A. (2006) Convection in Porous Media. Third Edition. New
York: Springer.

2. Гершуни, Г. 󰑪., 󰑮уховицкий, Е. М. Конвективна󰑱 устойчивост󰑭 нес󰑨имаемой
󰑨идкости. 󰯹 М.: Наука, 1972. 󰯹 392 c.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2023, 4



Ра󰑬ностна󰑱 схема повышенного пор󰑱дка дл󰑱 анали󰑬а фил󰑭трационной конвек. . . 101

GERSHUNI, G. Z. and ZHUKHOVITSKY, E. M. (1972) Convective stability of an
incompressible fluid. Moscow: Nauka.

3. Л󰑧бимов, Д. В. О конвективных дви󰑨ени󰑱х в пористой среде, подогреваемой сни-
󰑬у // Прикладна󰑱 математика и техническа󰑱 фи󰑬ика. 󰯹 1975. 󰯹 󰎍 2. 󰯹 C. 131–137.

LYUBIMOV, D. V. (1975) Convective motions in a porous medium heated from below.
Journal of applied mechanics and technical physics. vol. 16 (2). Pp. 257–261.

4. 󰑰дович, В. И. Косимметри󰑱, выро󰑨дение решений операторных уравнений, во󰑬-
никновение фил󰑭трационной конвекции // Математические 󰑬аметки. 󰯹 1991. 󰯹
Т. 49, 󰎍5. 󰯹 C. 142–148.

YUDOVICH, V. I. (1991) Cosymmetry, degeneration of solutions of operator equations,
and onset of a filtration convection. Mathematical Notes of the Academy of Sciences of
the USSR. vol. 49. Pp. 540–545.

5. Говорухин, В. Н. Анали󰑬 семейств вторичных стационарных ре󰑨имов в 󰑬адаче
о плоской фил󰑭трационной конвекции в пр󰑱моугол󰑭ном контейнере // И󰑬вести󰑱
Российской академии наук. Механика 󰑨идкости и га󰑬а. 󰯹 1999. 󰯹 󰎍5. 󰯹 C. 53–62.

GOVORUKHIN, V. N. (1999) Analysis of families of secondary steady-state regimes
in the problem of plane flow through a porous medium in a rectangular vessel. Fluid
Dynamics. vol. 34 (5). Pp. 652–659.

6. KARASOZEN, B. and TSYBULIN, V. G. (1999) Finite-difference approximations and
cosymmetry conservation in filtration convection problem. Physics Letters A. vol. 262.
Pp. 321–329.

7. Толстых, А. И. Компактные и мул󰑭тиоператорные аппроксимации высокой точно-
сти дл󰑱 уравнений в частных прои󰑬водных. 󰯹 М.: Наука, 2015. 󰯹 350 c.

TOLSTYKH, A. I. (2015) Compact and high-precision multi-operator approximations
for partial differential equations. Moscow: Nauka.

8. Матус, П. П., Утебаев, Б. Д. Компактные и монотонные ра󰑬ностные схемы дл󰑱
параболических уравнений // Математическое моделирование. 󰯹 2021. 󰯹 Т. 33,
󰎍4. 󰯹 C. 60–78.

MATUS, P. P. and Utebaev, B. D. (2021) Compact and monotone difference schemes
for parabolic equations. Mathematical Models and Computer Simulations. vol. 13 (6).
Pp. 1038–1048.

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (61)’ 2023



102 А.А. Селищев, В.Г. Цибулин

9. Рогов, Б. В., Брагин, М. Д. Бикомпактные схемы дл󰑱 многомерного уравнени󰑱
конвекции диффу󰑬ии // 󰑮урнал вычислител󰑭ной математики и математической
фи󰑬ики. 󰯹 2021. 󰯹 Т. 61, 󰎍4. 󰯹 C. 625–643.

BRAGIN, M. D., ROGOV, B. V. (2021) Bicompact schemes for the multidimensional
convection-diffusion equations. Computational Mathematics and Mathematical Physics.
vol. 61 (4). Pp. 607–624.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2023, 4



РЕФЕРАТЫ ИНФОРМАТИКА И МАТЕМАТИКА

Кристалинский В. Р. Об анали󰑬е сетевых моделей со случайными про-
дол󰑨ител󰑭ност󰑱ми работ с помощ󰑭󰑧 системы Wolfram Mathematica /
В. Р. Кристалинский // Таврический вестник информатики и математи-
ки. 󰯹 2023. 󰯹 󰎍4 (61). 󰯹 C. 7 – 20.

УДК: 519.688

В стат󰑭е описываетс󰑱 подход к вычислени󰑧 веро󰑱тностных параметров сетевых мо-
делей с испол󰑭󰑬ованием системы Wolfram Mathematica. Пока󰑬ано, что данный подход
по󰑬вол󰑱ет эффективно исследоват󰑭 сетевые модели и мо󰑨ет испол󰑭󰑬оват󰑭с󰑱 как на
практике, так и в учебном процессе ву󰑬ов.

Кл󰑧чевые слова: сетева󰑱 модел󰑭, система Wolfram Mathematica.

Лук󰑭󰑱ненко В. А. Прибли󰑨енные решени󰑱 уравнений, моделиру󰑧щих
нелинейные процессы / В. А. Лук󰑭󰑱ненко // Таврический вестник инфор-
матики и математики. 󰯹 2023. 󰯹 󰎍4 (61). 󰯹 C. 21 – 55.

УДК: 517.957+517.928.7

В рамках направлени󰑱 прикладной нелинейной динамики рассмотрены дифферен-
циал󰑭ные уравнени󰑱 в частных прои󰑬водных с оператором дифференцировани󰑱 по
времени, оператором преобра󰑬овани󰑱, оператором Лапласа и дробным лапласианом,
нашедшие применение в ра󰑬личных област󰑱х фи󰑬ики: 󰑬адачи нелинейной оптики
(световой фа󰑬овой модул󰑱ции и оптического ре󰑬онатора), пла󰑬моники и теории так
на󰑬ываемого 󰯺быстрого󰯻 горени󰑱. В работе испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 основные методы иссле-
довани󰑱 ква󰑬илинейных параболических уравнений (метод Крылова-Богол󰑧бова-
Митропол󰑭ского-Самойленко (КБМС), метод Галеркина, асимптотическое ра󰑬ло󰑨е-
ние решени󰑱 по собственным функци󰑱м, метод усреднени󰑱, метод эллиптических
функций и операторный метод. Приведен алгоритм решени󰑱 нелинейных интеграл󰑭-
ных уравнений 1-го рода типа свертки на примере уравнени󰑱 Урысона, во󰑬ника󰑧ще-
го в 󰑬адачах прикладной нелинейной динамики при построении решений по данным
косвенных и󰑬мерений.

Кл󰑧чевые слова: прикладна󰑱 нелинейна󰑱 динамика, метод централ󰑭ных многообра󰑬ий,
метод Галеркина, бифуркационный анали󰑬, асимптотические методы.
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Корнута А. А., Лук󰑭󰑱ненко В. А. Применение системы комп󰑭󰑧терной ма-
тематики в 󰑬адачах прикладной нелинейной динамики / А. А. Корнута,
В. А. Лук󰑭󰑱ненко // Таврический вестник информатики и математики. 󰯹
2023. 󰯹 󰎍4 (61). 󰯹 C. 56 – 80.

УДК: 517.957

В работе рассмотрено применение системы комп󰑭󰑧терной математики дл󰑱 исследо-
вани󰑱 нелинейного функционал󰑭но-дифференциал󰑭ного уравнени󰑱 параболическо-
го типа с преобра󰑬ованием пространственных переменных, моделиру󰑧щего экспери-
менты в оптических системах с нелинейност󰑱ми керровского типа, в которых пре-
обра󰑬ование пол󰑱 в двумерном контуре обратной св󰑱󰑬и приводит к во󰑬никновени󰑧
пространственно-неоднородных, враща󰑧щихс󰑱 и других структур. С помощ󰑭󰑧 па-
кета Wolfram Mathematica, испол󰑭󰑬у󰑱 основные асимптотические методы приклад-
ной нелинейной динамики, осуществлен локал󰑭ный анали󰑬 ро󰑨да󰑧щихс󰑱 структур
и описаны сценарии их ра󰑬вити󰑱. Пполучено численное решение и его ви󰑬уали󰑬а-
ци󰑱 в 󰑬ависимости от 󰑬наченийтаких параметров, как малый параметр диффу󰑬ии,
интенсивности и преобра󰑬овани󰑱 координат.

Кл󰑧чевые слова: прикладна󰑱 нелинейна󰑱 динамика, функционал󰑭но-дифференциал󰑭ные
уравнени󰑱, бифуркаци󰑱, стационарное решение, Wolfram Mathematica.

Рудницкий О. И. О ба󰑬исных инвариантах импримитивных групп
G(m, p, n), Bm

n , Dm
n / О. И. Рудницкий // Таврический вестник инфор-

матики и математики. 󰯹 2023. 󰯹 󰎍4 (61). 󰯹 C. 81 – 91.

УДК: 514.7

В n-мерном унитарном пространстве и󰑬уча󰑧тс󰑱 инварианты импримитивных групп
G(m, p, n), Bn

m, Dn
m. Дан об󰑬ор и󰑬вестных подходов к построени󰑧 в 󰑱вном виде ба-

󰑬исных инвариантов ука󰑬анных групп, а так󰑨е предло󰑨ен новый метод с испол󰑭󰑬о-
ванием дифференциал󰑭ного оператора.

Кл󰑧чевые слова: унитарное пространство, отра󰑨ение, инвариант, ба󰑬исный инвари-
ант, комплексный многогранник.
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Селищев А. А., Цибулин В. Г. Ра󰑬ностна󰑱 схема повышенного по-
р󰑱дка дл󰑱 анали󰑬а фил󰑭трационной конвекции / А. А. Селищев,
В. Г. Цибулин // Таврический вестник информатики и математики. 󰯹
2023. 󰯹 󰎍4 (61). 󰯹 C. 92 – 102.

УДК: 519.634

Рассматриваетс󰑱 󰑬адача о конвекции теплопроводной 󰑨идкости в пр󰑱моугол󰑭ной по-
ристой области, подогреваемой сни󰑬у. Дл󰑱 решени󰑱 уравнений относител󰑭но функ-
ции тока и температуры (модел󰑭 Дарси) построена компактна󰑱 конечно-ра󰑬ностна󰑱
схема на дев󰑱титочечном шаблоне. Пока󰑬ано, что выбором параметров аппроксима-
ции оператора Лапласа и первых прои󰑬водных мо󰑨но обеспечит󰑭 повышенный по-
р󰑱док точности по пространственным переменным 󰑬а счет сокращени󰑱 слагаемых
в ра󰑬ло󰑨ении Тейлора. Численный эксперимент продемонстрировал, что при оп-
тимал󰑭ном выборе дискрети󰑬ации области получа󰑧тс󰑱 более точные решени󰑱, чем
при испол󰑭󰑬овании п󰑱титочечного шаблона. Представлены ре󰑬ул󰑭таты расчета спек-
трал󰑭ной 󰑬адачи и вычислени󰑱 критических чисел Рэле󰑱, отвеча󰑧щих во󰑬никнове-
ни󰑧 семейства стационарных конвективных дви󰑨ений.

Кл󰑧чевые слова: конвекци󰑱, пориста󰑱 среда, модел󰑭 Дарси, компактна󰑱 схема, метод
конечных ра󰑬ностей.

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (61)’ 2023



СПИСОК АВТОРОВ НОМЕРА

Корнута Ан󰑨елика
Александровна

старший преподавател󰑭 кафедры математическо-
го анали󰑬а Крымского федерал󰑭ного университета,
г. Симферопол󰑭, Российска󰑱 Федераци󰑱.
e-mail: korn_57@mail.ru

Кристалинский
Владимир Романович

к. ф.-м. н., доцент кафедры прикладной математики и
информатики, Смоленский государственный универ-
ситет, г. Смоленск, Российска󰑱 Федераци󰑱.
e-mail: kristvr@rambler.ru

Лук󰑭󰑱ненко Владимир
Андреевич

к. ф.-м. н., доцент кафедры математического анали󰑬а
Крымского федерал󰑭ного университета, г. Симферо-
пол󰑭, Российска󰑱 Федераци󰑱.
e-mail: art-inf@yandex.ru

Рудницкий Олег
Иванович

к. ф.-м. н., доцент кафедры математического ана-
ли󰑬а Фи󰑬ико-технического института ФГАОУ
ВО 󰯺КФУ им. В.И. Вернадского󰯻, г. Симферопол󰑭,
Российска󰑱 Федераци󰑱.
e-mail: oirud58@gmail.com

Селищев Александр
Андреевич

магистрант ИММиКН им. И.И. Воровича 󰑰󰑨ного
Федерал󰑭ного Университета, г. Ростов-на-Дону, Рос-
сийска󰑱 Федераци󰑱.
e-mail: selishev@sfedu.ru

Цибулин В󰑱чеслав
Георгиевич

д. ф.-м. н., 󰑬аведу󰑧щий кафедрой теорети-
ческой и комп󰑭󰑧терной гидроаэродинамики
ИММиКН им. И. И. Воровича 󰑰󰑨ного Федерал󰑭-
ного Университета, г. Ростов-на-Дону, Российска󰑱
Федераци󰑱.
e-mail: vgcibulin@sfedu.ru



Распростран󰑱етс󰑱 бесплатно. Дата выхода в свет: 11.03.2024 .
И󰑬дател󰑭ский дом ФГАОУ ВО 󰯺КФУ имени В. И. Вернадского󰯻.

Отпечатано с готового оригинал-макета 󰑬ака󰑬чика. 󰑪ака󰑬 󰎍 ВВФР-000506 . Тира󰑨 25 эк󰑬. Формат 60х90/16.
Усл. печ. ед. 5,2. Гарнитура 󰯺Times New Roman󰯻. Бумага офсетна󰑱.

Типографи󰑱 ИП Павл󰑧ков В. В., ИНН 250209756491. 295017, Республика Крым, г. Симферопол󰑭, ул. Рубцова, 44,
тел. +7 (978) 823-31-73, E-mail: zakaz@krimpoligraf.ru


