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ОБ АНАЛИЕ СЕТЕВЫХ МОДЕЛЕЙ СО СЛУЧАЙНЫМИ
ПРОДОЛИТЕЛНОСТМИ РАБОТ С ПОМОЩ СИСТЕМЫ

WOLFRAM MATHEMATICA

c© В. Р. Кристалинский
Смоленский государственный университет,

ул. Превалского, 4, Смоленск, 214000, Российска Федераци
e-mail: kristvr@rambler.ru

On the analysis of network models with random work durations
using the Wolfram Mathematica system.

Kristalinskiy V. R.

Abstract. As you know, a network model is a plan for performing some complex of
interrelated operations, given in the form of a network, the graphical representation of which is
called a network graph. At the same time, all the interrelationships of the work to be performed
require a clear definition. Network planning is one of the most well-known applications of graph
theory and is widely used in practice.

In English-language literature, this technique is called the Project Evaluation and Review
Technique (PERT). The tasks solved using the network planning method are to reduce the
duration of the entire project to a minimum and rationally allocate labor and other resources
throughout its execution.

Network planning can be used, for example, when solving the problem of creating long-range
radar stations, when planning roadway reconstruction, in construction, in process management
at enterprises, when planning maintenance of communication systems, when planning assembly
operations and when solving a large number of other applied tasks. Thus, the development of
methods for the computer implementation of algorithms for the study of network graphs is a
very urgent task.

In the case when the duration of work is deterministic, the main task is to determine the
critical path  the longest path along the graph. It is the length of this path that determines the
duration of the entire project, and therefore its increase is unacceptable. In this regard, the most
responsible and qualified specialists should be appointed to work on the critical path. However,
in practice, this case is rare. More often there are cases when the actual time of completion of
the work is not known to us exactly (by chance). In this case, the question arises: what is the
probability that the actual execution time of the complex of works will not exceed a given value
or will be in a given interval? The solution of these issues is obviously very important for practice,
when planning real work packages.
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Solving problems of this kind presents significant computational difficulties. Solving problems
related to network graphs using the Wolfram Mathematica system turns out to be very effective.
This system, especially its latest versions, contains a number of tools that allow you to study
network graphs with random operation times. The use of these capabilities turns out to be very
useful both in solving real-world applied problems, and in the educational process of economic
and technical universities, in studying disciplines related to operations research and computer
modeling.

This article is devoted to solving problems for the study of network graphs with random
work time using the Wolfram Mathematica system.

Keywords: network model, Wolfram Mathematica system.

Введение

Как ивестно, сетева модел представлет собой план выполнени некоторого
комплекса ваимосванных операций, аданный в специфической форме сети, гра-
фическое иобраение которой наываетс сетевым графиком (сетевым графом).
Отличителной особенност сетевой модели влетс четкое определение всех ва-
имосвей работ, которые долны быт проведены. Сетевое планирование, то ест
планирование комплексов операций, основанное на раработке сетевых моделей, в-
летс одним и наиболее ивестных прилоений теории графов. Оно широко при-
менетс на практике. адачи, решаемые с помощ метода сетевого планировани,
сформулированы, например, в [1]. Эти адачи аклчатс в сокращении до мини-
мума длителности всего проекта и рационалном распределении трудовых и других
ресурсов по всему времени его исполнени. Пример применени сетевого планирова-
ни к решени адачи содани радиолокационных станций далнего обнаруени
приведен в [2]. Стат [3] посвщена исполовани сетевых графов при планирова-
нии работ по реконструкции дороного полотна, стат [4]  сетевому планировани
в строителстве, В работах [5]–[15] покааны вомоности применени сетевого пла-
нировани в других областх. Таким обраом, раработка методов комптерной
реалиации алгоритмов исследовани сетевых графов влетс весма актуалной
адачей.

Случай, когда врем выполнени отделных работ адано аранее, рассмотрен
в [11]. Как ивестно, в этом случае основной адачей влетс определение кри-
тического пути  наиболее продолителного пути по графу. Именно продоли-
телност этого пути определет продолителност всего проекта, и поэтому ее

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2023, 4
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увеличение недопустимо. Однако на практике этот случай встречаетс редко. Ча-
ще встречатс случаи, когда фактическое врем выполнени работы в точности
неивестно (случайно). В этом случае воникает вопрос: какова веротност того,
что фактическое врем выполнени комплекса работ не превойдет аданной вели-
чины? Рассмотрени случа, когда врем выполнени работ случайно и посвщена
настоща стат.

Цел данной стати влетс исследование вомоностей системы
Mathematica по аналиу сетевых графиков со случайным временем.

1. Анали сетевых графиков со случайным временем

Пуст tопт  оптимистическа оценка длителности рассматриваемой работы,
tпес  пессимистическа, tвер  веротна оценка длителности этой работы. Тогда
в качестве оценки математического оидани продолителности рассматриваемой
работы исполуетс следуща оценка (см. [16])

m =
tопт + 4tвер + tпес

6
,

а в качестве среднего квадратичного отклонени беретс следуща оценка

σ =
tпес − tопт

6
.

В реалных исследованих предполагаетс, что длителност работы ест слу-
чайна величина, имеща гамма-распределение. Параметры этого распределени
находтс следущим обраом (см. например, [16]):

β =
σ2

m
;

α =
m2

σ2
.

Длина кадого пути сетевого графика представлет собой сумму случайных ве-
личин, имещих гамма-распределение. Система Mathematica поволет оцениват
веротности событий, сванных с этой случайной величиной, в частности, веро-
тност того, что продолителност комплекса работ не превысит определенного
начени, или будет находитс в аданном интервале.

Исходными данными дл алгоритма решени рассматриваемой адачи влтс
веротные продолителности всех работ. Сам алгоритм вклчает в себ следущие
шаги.

Таврический вестник информатики и математики, 4 (61)’ 2023
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Алгоритм вычислени характеристик комплекса работ

Вход: матрица детерминированных оценок продолителности работ
Выход: веротности событий полных путей сетевого графа

1. Вычисление оптимистических и пессимистических оценок продолителностей ра-
бот.

2. Вычисление оценок математического оидани и среднего квадратического откло-
нени продолителностей работ.

3. Построение параметров гамма распределений дл всех продолителностей работ.
4. Построение мноества полных путей по сетевому графу.
5. Построение критического пути и вычисление его длины дл соответствущего де-

терминированного сетевого графа.
6. Построение векторов, содеращих параметры гамма-распределени дл всех работ,

леащих на критическом пути.
7. Построение массива реалиаций случайной величины, представлщей суммарну

временну протенност работ, принадлеащих кадому полному пути.
8. Вычисление веротностей интересущих нас событий, сванных с полными путми

по сетевому графу.

2. Пример реалиации алгоритма

Строим матрицу, соответствущу оценкам продолителностей работ.

XX =





0 8 0 13 0 14 0 0 0 0 0 0

0 0 9 5 10 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 7 0 0 0 0

0 0 0 0 10 7 10 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 6 10 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 9 0 17 12 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 10 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 5 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6 19

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0





.
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Строим матрицы, соответствущие оптимистическим и пессимистическим оцен-
кам продолителностей работ. Дл построени пессимистических и оптимистиче-
ских оценок продолителности работы умноаем начение оидаемой продоли-
телности работы на величину соответственно 1 + R1i,j и 1 − R1i,j, где R1i,j  слу-
чайное число и промеутка [0, 1; 0, 3].

Строим матрицы параметров соответствущих гамма-распределений.

После этого находим все пути по графу от вершины 1 до вершины 12 (полные пу-
ти). В версих Wolfram Mathematica до девтой вклчително вомоности сделат
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это непосредственно не было, вследствие чего приходилос исполоват специал-
ный алгоритм на основе матрицы смености графа.

Сначала строим мноество всех подмноеств мноества вершин графа.

атем выбираем и этого мноества элементы, в которые входт вершины 1 и
12, соответствущие началному и авершащему событим.

Далее строим мноество полных путей. Делаетс это следущим обраом. Стро-
им матрицу смености соответствущего неввешенного графа (в ней на пересече-
нии i-й строки и j-го столбца будет стот 1, если соответствущие вершины соедине-
ны меду собой, и нул в противном случае). атем дл всех элементов мноества 2,
в которое входт все мноества вершин графа, вклчащие началну и конечну,
находим проиведени начений элементов построенной матрицы смености вдол
всего пути, соответствущего данному элементу. Очевидно, что если такой пут в
графе существует, то это проиведение не равно нул. Добавлем его к мноеству
полных путей по сетевому графу, после чего находим его длину дл случа, когда
продолителности работ равны оидаемым (детерминированы).
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В версих системы, начина с дестой, повилас вомоност решат эту адачу
непосредственно.

Далее вводим команду, поволщу построит граф по его матрице смености,
после чего система выводит его графическое представление. После этого вводитс
команда, по которой непосредственно строитс мноество всех полных путей. Та-
ким обраом, количество полных путей, построенных двум описанными способами,
совпадает.
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Найдем критический пут на графе и его длину, счита, что времена работ де-
терминированы.
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Видно, что критический пут на графе проходит чере вершины 1, 4, 5, 7, 10, 12
и его продолителност при детерминированных временах работы составлет 61.

Дл находени этого пути моно исполоват и другой способ, описанный
нами в [11], а именно, умноит длины всех дуг графа на −1 и найти кратчай-
ший пут по внов построенному графу с помощ специалной команды системы
Mathematica, исполущей алгоритм Форда-Беллмана.

атем строим вектора, содеращие параметры распределени дл работ кадого
полного пути.

Последн команда строит массив реалиаций случайной величины, представл-
щей суммарну временну протенност работ, принадлеащих кадому пол-
ному пути. После этого рассчитыватс веротности интересущих событий.
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Находим, например, веротност того, что длина 16 пути в списке полных пу-
тей (то ест врем выполнени работ, принадлеащих этому пути) не превойдет
63. Этот пут будет вклчат в себ вершины с номерами 1, 4, 5, 7, 10, 12. Имен-
но этот пут, как укаано выше, был критическим в графе с детерминированными
продолителностми работ.

Вычисление этой веротности длитс достаточно долго (139,6 секунд), при этом
система выдает следущие сообщени:

NIntegrate::slwcon: Numerical integration converging too slowly; suspect
one of the following: singularity, value of the integration is 0, highly
oscillatory integrand, or WorkingPrecision too small.

NIntegrate::eincr: The global error of the strategy GlobalAdaptive has
increased more than 2000 times. The global error is expected to decrease
monotonically after a number of integrand evaluations. Suspect one of
the following: the working precision is insufficient for the specified
precision goal; the integrand is highly oscillatory or it is not a
(piecewise) smooth function; or the true value of the integral is 0.
Increasing the value of the GlobalAdaptive option MaxErrorIncreases
might lead to a convergent numerical integration. NIntegrate obtained
0.8686657861290231‘ and 0.00020234133716988634‘ for the integral and
error estimates.

Эти сообщени свидетелствут о медленной сходимости процесса расчета ин-
тегралов, вычисление которых необходимо дл расчета требуемой веротности. на-
чок ≈, входщий в две последние команды, представлет собой специалный символ
системы Mathematica и набираетс последователным наатием клавиши ESC, вво-
дом слова dist и снова наатием клавиши ESC.

Найдем тепер веротност того, что длина этого пути будет находитс в про-
меутке от 58 до 63.
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аклчение

Система Wolfram Mathematica поволет эффективно исследоват сетевые гра-
фы, в которых учитываетс случайный характер длителностей работ.

Дл вычислений моно исполоват раличные способы: как основанные на
встроенных командах системы Mathematica, реалиованные в ее новых версих, так
и способы, в ходе реалиации которых лучше видно содерание адач, решаемых
при аналие сетевых графов.

Первый подход лучше исполоват при решении конкретных прикладных адач,
второй  в ходе учебного процесса, когда студентам надо дат вомоност увидет
сут рассматриваемой методики.
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Approximate solutions of the equations which are simulating
nonlinear processes.

Lukianenko V. A.

Abstract. Nonlinear ordinary differential equations and partial differential equations have
found application in many sections of physics: photonics and plasmonics, nonlinear optics, gas-
free combustion theory, hydrodynamics and electrodynamics; biophysics; nonlinear population
dynamics; nonlinear wave theory, etc. In terms of system analysis, the considered models contain
evolutionary blocks, diffusion, diffraction, blocks of interaction, nonlinear blocks and others.

Within the framework of mathematics with broad interdisciplinary topics in the problems
of applied nonlinear dynamics (AND) the existence and behavior of solutions (particularly,
periodic and quasi-periodic solutions) of nonlinear equations with parameters, their stability
are investigated, as well as spatially heterogeneous structures which are born by bifurcation.

Some historical information related to the research of the AND in Crimea is given, for
example here was held the famous international Lyapunov Conference about stability problem,
which was chaired by G. A. Leonov in 2018. Research in the field of linear and nonlinear equations
such as equations of convolution type, singular integral equations with argument shifts, nonlinear
Urysohn type equations have their origin from F. D. Gakhov students, namely G. S. Litvinchuk
and Yu. I. Chersky. Here, in the Crimea, a monograph Equations of convolution type was
written by F. D. Gakhov and Yu. I. Chersky.

Research in the field of applied non-linear dynamics in V. I. Vernadsky Crimean Federal
university which were started by E. P. Belan, now develop in the following directions:
quasi-linear parabolic equations of nonlinear optics with transformations of spatial variables
(V. A. Lukianenko, Yu. A. Khazova and A. A. Kornuta); nonlinear models of propagation
of surface plasmon-polaritons (V. A. Lukinaneko, M. S. Germanchuk and S. P. Plyshevskaya);
mathematical model of the phenomenological equation of gas-free spin combustion as a singularly
perturbed nonlinear parabolic Van der Pole equation (O. V. Shyian, V. A. Lukianenko and
A. A. Grebeneva); nonlinear integral equation of the first Urysohn type and their approximate
solutions (V. A. Lukianenko, M. G. Kozlova, V. A. Belozub and Yu. A. Khazova).
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For the problem of propagation of phase wave of light modulation with transformation of
reflection of spatial variable using the method of integral (central) manifolds the theorem about
existence of spatially heterogeneous stationary solutions has been proved; applying the Galerkin
method, the form and stability of rotating wave solutions, which are born as a result of Adronov-
Hopf bifurcation, metastable structures have been investigated; integral representation of the
problem with transformation of involution type on an infinite strip with boundary conditions
with oblique derivative has been obtained.

Surface plasmon-polariton wave propagation is considered on the example of a system
of two related nonlinear Schrodinger equations with cubic nonlinearity Kerr’s type, as well
as generalizing model of spin combustion in annular regions (circle, ring, thin ring and
circumference) and the quasi-normal form of the problem is constructed and investigated. The
dependence of the first spin waves which are born after bifurcation from the time is visualized.

The algorithm of solving of nonlinear integral equations of 1st kind of convolution type
on example of Urysohn type equation arising in problems of applied nonlinear dynamics is
introduced.

Constructed structures are consistent with light structures obtained during physical
experiments. This section of mathematics is also reflected in the works oby Moscow, Yaroslavl,
Rostov, Nizhny Novgorod and other schools of non-linear dynamics.

As the main methods of solving the studied problems of applied nonlinear dynamics the
method of central manifold, bifurcation analysis, method of Krylov-Bogolyubov-Mitropolsky-
Samoilenko (KBMS), asymptotic decomposition of the solution according to eigen functions,
averaging method, Jacobi elliptic function method, Galerkin method are offered. The solvability
of the problems is based on the operator’s approach of studying equations in Banach spaces.

The considered mathematical models are the basis of fundamental research on the
development of new technologies of elemental electronics base, aimed at storage, transformation
of information and creation of computational systems of intellectual processing of Big Data.

The results presented in the paper reflect the research about AND and integral equations
within the development program “Crimean mathematical center”.

Keywords: nonlinear equation, nonstationary effects, rotating waves, bifurcation analysis,
integral representation

Введение

Нелинейные дифференциалные уравнени обыкновенные и в частных прои-
водных нашли применение во многих раделах фиики: фотонике и пламонике,
нелинейной оптике, теории горени, гидродинамике и электродинамике; биофиике;
нелинейной популционной динамике; теории нелинейных волн и др. С точки рени
системного аналиа рассмотренные модели содерат эволционные блоки, диффу-
ионные, дифракционные, блоки ваимодействи, блоки нелинейностей и другие.
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В рамках радела математики с широкими медисциплинарными свми в а-
дачах прикладной нелинейной динамики (ПНД) исследуетс существование и по-
ведение решений (в частности, периодических и кваипериодических) нелинейных
уравнений с параметрами, их устойчивост, а таке родащиес при бифуркации
пространственно-неоднородные структуры.

Дл иучени локалных семейств дифференциалных уравнений применетс
теори бифуркации векторных полей. Теори централных многообраий дает во-
моност сводит исходну адачу к адаче меншей рамерности, тогда как теори
нормалных и кваинормалных форм поволет представлт уравнени с нелиней-
ными членами в наиболее простом виде.

Приведем исторические сведени, сванные с исследованием ПНД в Крыму.
Программу нового равити теории бифуркаций В. И. Арнолд илоил в Лекцих
о бифуркации и версалных семействах [1], прочитанных им на летней школе в
Кацивели (рдом с Симеиом) в 1971 г. и опубликованных в УМН в 1972 г. В это е
врем были анонсированы реултаты А. Н. Шошитайшвили и Р. И. Богданова.

Исследователска программа В. И. Арнолда была направлена на систематиа-
ци теории локалных бифуркаций с точки рени теории особенностей с испол-
ованием леммы Сарда и теоремы трансверсалности. На этом пути исследований
отмечатс реултаты Р. И. Богданова, Ф. Такенса, Х. олондекa, Э. И. Хороова,
Ф. С. Береанского, А. И. Хибника, Б. Краускопфа, . С. Илшенко и др.

С Крымом сваны медународные Лпуновские конференции по устойчивости.
Председателем одной и них (DSST-2018) был Г. А. Леонов 1. Работы Г. А. Леонова
и его школы окаыват существенное влиние на исследовани устойчивости адач
прикладной нелинейной динамики.

Исследовани в области линейных и нелинейных уравнений типа свертки, син-
гулрных интегралных уравнений со сдвигом, нелинейных уравнений типа Уры-
сона берут свое начало от учеников Ф. Д. Гахова, а именно, Г. С. Литвинчука и
. И. Черского. дес е, в Крыму, была написана монографи Уравнени типа
свертки Ф. Д. Гахова и . И. Черского.

Нарду с работой научной школы Спектралные и эволционные адачи под
руководством Н. Д. Копачевского, основными направленими которой влетс ис-
следование вопросов рарешимости адач гидродинамики с помощ спектралной
теории операторов и операторных пучков, в Крымском федералном университете

1Имеетс ввиду медународна конференци Динамические системы в науке и технологих
(DSST), https://dsst.su
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им. В. И. Вернадского (далее  КФУ) равивалос направление прикладной нели-
нейной динамики.

Впервые данну тематику в КФУ предлоил в своих работах Е. П. Белан [2]
совместно с А. М. Самойленко [3] и О. Б. Лыковой [4], исследу кваилинейные па-
раболические уравнени с преобраованими пространственных переменных, ада-
чи о бифуркации родени вращащихс структур дл параболического уравнени
на круге с преобраованием поворота и радиалного сати, проблемы бифурка-
ции родени периодических решений на гладкой области. Построенные структуры
согласутс со световыми структурами, полученными в ходе фиических экспери-
ментов.

Данна проблематика таке нашла свое отраение в работах московской, ро-
славской, ростовской, ниегородской и других школах нелинейной динамики.

Исследовани в области прикладной нелинейной динамики в КФУ, начатые
Е. П. Беланом, сейчас равиватс в следущих направлених:

1. Кваилинейные параболические уравнени нелинейной оптики с преобрао-
ваними пространственных переменных (В. А. Лукненко, . А. Хаова и
А. А. Корнута [5]–[8]).

2. Нелинейные модели распространени поверхностных пламон-полритонов
(В. А. Лукненко, М. С. Германчук и С. П. Плышевска [11]).

3. Математическа модел феноменологического уравнени бегаового спи-
нового горени  сингулрно вомущенного нелинейного параболическо-
го уравнени ван-дер-полевского типа (О. В. Шин, В. А. Лукненко и
А. А. Гребенева [12]–[16]).

4. Нелинейные интегралные уравнени 1-го рода типа Урысона и их прибли-
енные методы решени (В. А. Лукненко, М. Г. Колова, В. А. Белоуб и
. А. Хаова [17]–[21]).

В качестве основных методов решени исследуемых адач прикладной нелиней-
ной динамики предлагатс метод централного многообраи, бифуркационный
анали, метод Крылова-Боголбова-Митрополского-Самойленко (КБМС), асимп-
тотическое ралоение решени по собственным функцим, метод усреднени, ме-
тод эллиптических функций коби, метод Галеркина. Рарешимост адач основана
на операторном подходе исследовани уравнений в банаховых пространствах.

Рассмотренные математические модели леат в основе фундаменталных иссле-
дований по раработке новых технологий элементной баы электроники, направлен-
ных на хранение, преобраование информации и содание вычислителных систем
интеллектуалиированной обработки болших данных (Big Data).
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Приведенные в работе реултаты отраат исследовани по ПНД и интеграл-
ным уравненим в рамках программы равити НО Крымский математический
центр и, в частности, представлены в октбре 2023 г. в Майкопе на III Конфе-
ренции Математических центров России и на VI Медународном научном Форуме
Цифровые технологии: наука, обраование, инновации (нобр, 2023 г.).

1. Нелинейные уравнени параболического типа с
преобраованием аргументов

В области S рассматриваетс начално-краева адача [22]–[24]

ut(x, t) + u(x, t) = D∆u(x, t) +K(1 + γ cosQu(x, t)), x ∈ S ⊂ R2, t > 0, (1)

с краевыми условими Неймана на границе S и началным условием u (x, 0) = u0 (x).
Уравнение (1) описывает динамику фаовой модулции u(x, t) световой волны,

прошедшей тонкий слой нелинейной среды керровского типа с преобраованием про-
странственных аргументов Qu(x, t) = u(q(x), t) в обратной сви.

дес ∆  оператор Лапласа, D > 0  эффективный коэффициент диффуии
частиц нелинейной среды, 0 < γ  1  контрастност интерференционной картины,
K > 0  коэффициент, пропорционалный интенсивности светового потока.

Отметим, что достаточно общий тип преобраований иучалс в работах [25]-[26].
В качестве области S рассматриватс:

1. Колцо Sr = {(r, θ)| 0 < r1  r  r2; 0  θ  2π}.
2. Круг (r1 = 0) Sc = {(r, θ)| 0  r  r2; 0  θ  2π}.
3. Окруност S1 = {θ|0  θ  2π}.
4. Тонкое колцо Sδ = {(r, θ)| 0 < r1  r  r2; r2 − r1 = δ << 1, 0  θ  2π}.

Дл всех круговых областей функци u = u (r, θ, t) удовлетворет услови пери-

одичности u (r, θ + 2π, t) = u (r, θ, t); ∆u =
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂θ2
 оператор Лапласа

в полрной системе координат.
Дл круга и колца оператор Q моет содерат преобраование радиалной

координаты и угловой q(r, θ) = (κr, θ + h), 0 < κ < 1, 0 < h < 2π, т. е. операто-
ры сати (растени) и поворота (отраени). Дл модулции световой волны
на окруности рассматриваетс толко поворот: q(θ) = (θ + h). В случае, когда

Qu = Qhu = u(r, θ + h, t)  преобраование поворота на угол h =
2π

p
(p ∈ N) опера-

тор Qh  оператор инволции Qp = I [9].
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При исследовании адачи (1) исполутс следущие функционалные про-
странства: H = H(S) = Lr

2(S)  пространство функций и L2(S), квадратично инте-
грируемых с весом r, со скалрным проиведением и нормой соответственно Sr, Sc:

< u, v >H=

2π

0

r2

r1

u(r, θ)v(r, θ)rdrdθ, u2H =

2π

0

r2

r1

|u(r, θ)|2rdrdθ,

дес < ∗, ∗ >  скалрное проиведение в гилбертовом пространстве H; функцио-
налное пространство H2  соболевское пространство комплексноначных функций
двух вещественных переменных со скалрным проиведением и нормой соответствен-
но:

< u, v >H2=< u, v >H + < (−∆)
1
2u, (−∆)

1
2v >H , u2H2 =< u, u >H2 .

Шкалу пространств, породенну оператором −∆ с учетом краевых условий
обоначим Hs, s ∈ Z+. Норма в пространстве Hs определетс следущим обраом:
u2s =< (−∆)su, u > + < u, u >.

Пространство Соболева H l(S) имеримых на S функций вводитс стандартным
обраом. Скалрные проиведени в H l(S) определетс формулой

〈u, v〉l =
1

π



0|α|l



S

∂αu(x)∂αv(x)dx, (2)

где α = (α1,α2) ∈ Z+, ∂
α = ∂α1

1 ∂α2
2 , |α| = α1 + α2.

Пространство H l = H l(S)
 

∂u

∂ν


∂S

= 0


влетс пополнением пространства

бесконечно дифференцируемых на S функций, удовлетворщих краевому услови,
по норме пространства H l(S). Норму в пространстве H l будем обоначат || · ||l.

Обоначим H−1  пространство, сопренное пространству H1. Тогда

u−1 = sup


〈u, v〉
v1


v ∈ H1, v ∕= 0


. (3)

По теореме Соболева имет место влоени H1 ⊂ H ⊂ H−1, причем, влоение
H1 ⊂ H вполне непрерывно.

Отметим, что оператор Q : H → H (Q : H1 → H1), определщий праву част
уравнени (1), влетс линейным и ограниченным и QHom(H) = κ−1.

И работы [28] следует

Теорема 1. Дл T > 0 начално-краева адача (1) с условием u|t=0 = u0(r, θ),

u0 ∈ H имеет единственное решение u(r, θ, t), принадлеащее пространству
L∞(H, [0, T ])


L2(H

1, [0, T ]).
В качестве фаового пространства выбираетс пространство H1.
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Корректност начално-краевой адачи (1) дл круга Sc докаана в [17], дл
колца Sr, окруности S1 и тонкого колца Sδ докаателство аналогично.

Легко покаат, что если u(r, θ, t)  решение этой адачи, то функци u(r, θ+α, t),
где 0  α  2π, таке влетс решением (1). Следователно, математическа мо-
дел уравнени динамики фаовой модулции световой волны с преобраованием
пространственных аргументов в круговых областх S-эквивариантна.

В работе описана асимптотическа форма и проведен анали устойчивости струк-
тур  решений, бифурцирущих и пространственно-однородного состони равно-
веси, определемого уравнением

w = K(1 + γ cosw). (4)

Согласно [29]–[30] рост K сопроводаетс увеличением количества одновременно
существущих корней уравнени (4); кроме того, и-а повлени новых состоний
равновеси и исченовени старых, происходит постонное обновление их состава.
То ест в ависимости от вида преобраовани Q данна модел обладает широким
спектром бифурцирущих структур.

афиксировав одну и непрерывных ветвей решени уравнени (1) w = w(K),
1 +K sinw(K) ∕= 0, предполоим, что выполнетс следущее условие

Условие 1. При K = K существует такое решение w = w уравнени (4), что
1 + Kγ sin w ∕= 0.

В силу теоремы о невной функции, следует, что найдетс аналитическа в
окрестности точки K функци w = w( K + ν) = w(ν), w(0) = w, удовлетворща
уравнени (4) при K = K + ν.

Пуст u = w = Const  одно и пространственно-однородных решений а-
дачи (1), определемое уравнением (4). В окрестности точки w, выполнив амену
u (r, θ, t) = w + v (r, θ, t), где v(r, θ, t)  нова неивестна функци, относително v

получим следущу адачу:

vt + v = D∆v −Kγ sinw ·Qhv + f(Qhv, w), (r, θ) ∈ S, t  q0, (5)

где f(Qhv, w) = Kγ (cosw(cosQhv − 1)− sinw(sinQhv −Qhv)), с условими Нейма-

на на границе
∂v

∂ν
= 0, ν  единична внутренн нормал к границе S, а таке

началным условием
v (r, θ, 0) = v0(r, θ) (6)

и условием периодичности

v (r, θ + 2π, t) = v (r, θ, t) . (7)
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Раскладыва f(Qhv, w) в рд и оставл некоторое конечное число членов рда,
получим иерархи моделных уравнений, дл которых исследуетс адача нахо-
дени приблиенного пространственно-неоднородного решени, бифурцируещего и
его пространственно-однородного решени при именении бифуркационного пара-
метра. Бифуркационными могут быт параметры D и K.

апишем уравнение (1) в виде

vt = L(D,K)v +B(Qv), (8)

где L(D,K) = µ∆v − v −Kγ sinwQhv, B(Qv) = f(Qhv, w).
Согласно лемме 3.1 [31], оператор L(D,K) в пространстве H с област опре-

делени H2 имеет компактну реолвенту и, следователно, дискретный спектр.
Обоначим чере λn, n = 1, 2, . . . собственные начени оператора L(D,K).

В работе [7] дл оператора L(D,K) в пространстве H(Sr) докаана лемма 1.

Лемма 1. Оператор L(D,K) имеет полну в H(Sr) ортонормированну си-
стему собственных функций

ψn,m(r, θ) = Rn,m(λn,mr) exp[inθ], n = 0,±1,±2, . . . ; m = 1, 2, . . . ,

таку, что

L(D,K)ψn,m(r, θ) = (−1−Dλ2
n,m + Λ exp[inh])ψn,m(r, θ),

Rn,m(r) = Rn,m(λn,mr) = Jn (λn,mr) · Y ′
n (λn,mr1)− Yn (λn,mr) · J ′

n (λn,mr1) .
(9)

Функции Rnm(r) определтс чере функции Бессел Jn, Yn [10], первого и вто-
рого рода соответственно, пордка n:

Jn(x) =
x
2

n

· ψn(x), где ψn(x) =
∞

k=0

(−1)k

Γ(k + 1) · Γ(n+ k + 1)

x
2

2k

,

Yn(x) = lim
α→n


ctg πα · Jα(x)−

1

sin πα
· J−α(x)


,

(10)

где λn,m = λ  упордоченные по ворастани корни уравнени

J ′
n


λr1


· Y ′

n


λr2


− J ′

n


λr2


· Y ′

n


λr1


= 0. (11)

Функции R(r) = Rn,m (λm,n) влтс решеними краевой адачи дл уравнени
Бессел

r2R′′(r) + rR′(r) +

λ2r2 − n2


R(r) = 0, R′(r1) = 0, R′(r2) = 0, n = 0,±1,±2, . . . .

(12)
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Собственным наченим оператора L(D,K) соответствует выраение вида:

λn = −Dλ2
n,m − 1 + Λ exp[inh], (13)

где n = 0,±1,±2, . . ., m = 1, 2, . . . , Λ = −Kγ sinQhw = −Kγ sinw дл w = const.
Провед рассудени, аналогичные докаателству леммы 1 (см. [7]), докаана

Лемма 2. Оператор L(D,K) имеет полну в H(Sc) ортонормированну си-
стему собственных функций

ψn,m(r, θ) = Jn(λn,mr) exp[inθ], n = 0,±1,±2, . . . ; m = 1, 2, . . . ,

L(D,K)ψn,m(r, θ) = (−1−Dλ2
n,m + Λ exp[inh])ψn,m(r, θ),

где Jn (λn,mr)  функции Бессел первого рода пордка n, λn,m = λ  упордоченные
по ворастани корни уравнени

J ′
n


λr1


= 0. (14)

Функции R(r) = Jn (λm,nr) влтс решеними краевой адачи дл уравнени
Бессел

r2R′′(r) + rR′(r) +

λ2r2 − n2


R(r) = 0, R′(r2) = 0, n = 0,±1,±2, . . . . (15)

Собственные начени дл оператора L(D,K): λn = −1− µλ2
n,m + Λ exp[inh],

n = 0,±1,±2, . . ., m = 1, 2, . . ..
Частным случаем леммы 1 влетс лемма 3.

Лемма 3. Оператор L(D,K) имеет полну в H(S1) ортонормированну си-
стему собственных функций

ψn(r, θ) = exp[inθ],

L(D,K)ψn(r, θ) = (−1−Dn2 + Λ exp[inh])ψn(r, θ) n = 0,±1,±2, . . . .

Собственные начени дл оператора L(D,K): λn = −1−Dn2 + Λ exp[inh],
n = 0,±1,±2, . . ..

В ависимости от начений действителной и мнимой частей λn могут существо-
ват раличные типы решений, бифурцирущие и пространственно-однородного
решени, определемого равенством (4). Так, в случае Reλn ∕= 0, Imλn = 0 могут
быт исследованы пространственно-неоднородные стационарные решени, в случае
Reλn = 0, Imλn ∕= 0 получим чисто периодические решени.
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Линеариу уравнение (5) на выделенном стационарном пространственно-
однородном решении w, u = v + w, рассмотрим одну и моделных постановок ада-
чи (5)–(7):

vt + v = D∆v −Kγ sin w ·Qhv −
Kγ cos w

2!
·Qhv

2 +
Kγ sin w

3!
·Qhv

3,

0  r  r2, 0  θ  2π, t  0,
(16)

с условими второго рода на границе

vr(r2, θ, t) = 0, (17)

началным условием
v (r, θ, 0) = 0 (18)

и условием периодичности

v (r, θ + 2π, t) = v (r, θ, t) . (19)

Введем обоначени Λ = −Kγ sin w, Ω =
ctg w
2

. Тогда адача (16) имеет вид

vt = −v +D∆v + ΛQhv + ΩQhv
2 − Λ

6
Qhv

3,

0  r  r2, 0  θ  2π, t  0.
(20)

В работе [5] методом централного многообраи исследовалос уравне-
ние (20), линеариованное в окрестности нулевого решени; дес vt = L(D,K)v,
Lv = −v +D∆v + ΛQhv. афиксируем h =

π

3
(другие случаи рассматриватс ана-

логично).
Интерес представлет, когда Λ < −1. Тогда дл K выполнетс условие

Условие 2. Λ = Λ

K

< −1.

Обоначим Ds = (−1 − (−1)sΛ)/λ2
3s,m, s = 1, 2, . . . . Если D > D1, то согласно

лемме 2 нулевое решение адачи (20) влетс устойчивым. При убывании параметра
D и его проходении чере начение D1 собственное начение λ1 пересекает мниму
ос.

Если D2 < D < D1, то индекс неустойчивости нулевого решени равен 1. Индекс
неустойчивости нулевого решени повышаетс на единицу при уменшении D и его
проходении чере Ds, s = 2, 3, . . . .

Теорема 2. При выполнении условий 1 и 2 дл h = π/3 существует µ > 0,
такое, что при фиксированном начении m = 1 и дл лбых начений параметра
D, удовлетворщих неравенству D1 − µ < D < D1, существует непрерывное по D
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стационарное решение ϕ(r, θ, D) уравнени (20), определемое равенством

ϕ(r, θ, D) =

= zJ3 (λ3,1r) cos 3θ + z2P6(r, µ) cos 6θ + z3P9(r, µ) cos 9θ + ξ(z, r, θ, µ) |z=z(µ),
(21)

P6(r,D) =
Ωγ2

2 (2λ3 − λ6) d26,1
· J6 (λ6,1r) , (22)

P9(r,D) =
1

2 (3λ3 − λ9) d29,1


− Ω2γ2γ3
(2λ3 − λ6) d26,1

+
Λγ4
12


· J9 (λ9,1r) . (23)

дес ξ(z, r, θ, D) = O(|z|3), z(D) > 0  непрерывна ветв стационарных точек
уравнени

ż = λ3(D) +
1

2d23,1


Λγ1
4

− Ω2γ2
2

2λ3 − λ6


d26,1


z3 + . . . , (24)

где J3s (λ3s,1r) определетс в (10), d2n,m =
r2
0

rJ2
n(λ3,1r)dr, n = 0,±1,±2, . . . ,

m = 1, 2, . . . ,

γ1 =

r2

0

rJ4
3 (λ3,1r)dr, γ2 =

r2

0

rJ2
3 (λ3,1r)J6(λ6,1r)dr,

γ3 =

r2

0

rJ3(λ3,1r)J6(λ6,1r)J9(λ9,1r)dr, γ4 =

r2

0

rJ3
3 (λ3,1r)J9(λ9,1r)dr.

(25)

Таким обраом, в некоторой полуокрестности D1 существует решение ϕ1(r, θ, D)

уравнени (20), определемое равенствами (20)–(23), где ξ(z, r,D) = O(|z|3),
z(D) > 0  непрерывна ветв стационарных точек уравнени (19). Решение
ϕ1(r, θ, D)  асимптотически устойчиво.

Отметим, что описанный процесс построени функции ϕ(r, θ, µ) моет быт про-
долен.

В пакете символных вычислений Wolfram Mathematica 11.3 при фиксиро-
ванных начених параметров Λ = −3/2, h = π/3 построены приблиенные ста-
ционарные решени ϕ(x, y,D) дл раличных начений бифуркационного парамет-
ра D (рис. 1).

адача (5)–(7) дл круга характериуетс существованием периодических по t

решений типа бегуща волна, существование и асимптотическа форма которых
подробно исследованы в [33].

Дл колца S = Sr справедлива теорема аналогична теореме 2 [7], [9].
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a) б)

Рис. 1. Приблиенное стационарное решение ϕ(x, y,D) дл Λ = −3/2,
h = π/3 в цилиндрической системе координат:
a) при D = 0.1; б) при D = 0.01

Исполу пакет символных вычислений, построено приблиенное стационар-
ное решение ϕ(r, θ, D) и класса W1 дл начений параметров Λ = −3/2, D = 0.1; 0.01

(рис. 2).

Рис. 2. Приблиенное решение дл Λ = −3/2, h = π/3:
а) при D = 0.1; б) при D = 0.01

В [3] дл области фаовой модулции волны окруности докаана тео-
рема о существовании в окрестности бифуркационного начени параметра
D1 = −1 + Λ exp[ih] устойчивых пространственно-неоднородных стационарных реше-
ний адачи (5)–(7), бифурцирущих и пространственно-однородного стационарного
решени (4). При уменшении параметра D ∈ (0, 1) были обнаруены два каска-
да седло-уловых бифуркаций, в реултате которых происходило ответвление пары
непрерывных по D пространственно-неоднородных стационарных решений (5)–(7).
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Исполование укаанных решений в качестве началных условий в ада-
че (5)–(7) привело к повлени метаустойчивых структур, которые на до-
статочно длителном промеутке времени не иментс, а атем а срав-
нително короткий промеуток времени переходт в окрестност одного и
пространственно-неоднородных стационарных решений адачи (5)–(7), бифур-
цирущих и пространственно-однородного стационарного решени (4) при
D1 = −1 + Λ exp[ih]. Сценарий воникновени описан в [7]. Подобные структуры име-
т место и дл осталных областей.

Дл уравнени (1) на окруности S1 = R/2πZ В. А. Лукненко совместно с
. А. Хаовой исследована параболическа адача с преобраованием поворота про-
странственной переменной Qu(θ, t) = u(θ + h, t), 0  t  2π:

ut = µ∆u− u− ΛQu+ Λ
1

2!
ctgω ·Qu2 +

Λ

6
Qu3, t > 0, (26)

u(ϕ+ 2π, t) = u(ϕ, t), (27)

где Λ = Λ(K, γ) = −Kγ sinω, Qu(ϕ, t) = u(ϕ+h, t)  оператор поворота; угол поворо-
та выбираетс несоимеримым с 2π. афиксируем h = 2π

3
. дес µ  бифуркационный

параметр, ∆  одномерный оператор Лапласа.

Теорема 3. Пуст выполнено условие Λ > 2. Тогда существует такое δ0 > 0,
что если 0 < µ∗ − µ < δ0, то адача (26)–(27) имеет приблиенное решение типа
бегущей волны вида:

u(ϕ, t) = ρ1(µ)e
iω1(µ)teiϕ + ρ1(µ)e

−iω1(µ)te−iϕ+

+
Λ

2

ρ31(µ)e
3iω1(µ)te3iϕ

3λ1 − λ3

+
Λ

2

ρ31(µ)e
−3iω1(µ)te−3iϕ

3λ1 − λ3

+ . . . ,

где ρ1(µ) > 0 влетс полоителным корнем уравнени

Reλ1(µ) + (Re c3)ρ
2
1(µ) + (Re c5)ρ

4
1(µ) = 0,

ω1(µ) = Imλ1(µ) + (Im c3)ρ
2
1(µ) + (Im c5)ρ

4
1(µ).

Re c3 < 0, Re c3 < 0. Периодические по t решени u(ϕ, t) орбитално устойчивые.

Дл численных расчетов применлас моделна адача (26) с условием
cosω = 0, а таке адача (26) с квадратичным и кубическим слагаемыми.

Перва бегуща волна при фиксированном начении N = 6, родащас ор-
битално устойчивой в реултате бифуркации Андронова-Хопфа при переходе би-
фуркационного параметра µ чере начение µ∗

1 = 0.5 приведена на рис. 3, а).
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Втора бегуща волна при фиксированном начении N = 6, родащас
неустойчивой, с индексом неустойчивости два, в реултате бифуркации Андронова-
Хопфа при переходе бифуркационного параметра µ чере начение µ∗

2 = 0.125 при-
ведена на рис. 3, б).

а) перва бегуща волна б) втора бегуща волна

Рис. 3. Реултаты численных экспериментов. ϕ  пространственна
переменна, t  переменна времени, u  начение функции u(ϕ, t)

Рис. 4. График роста амплитуды второй бегущей волны при фиксиро-
ванном N = 6 в ависимости от уменшени бифуркационного пара-
метра µ = 0.09, 0.06, 0.03; дес ϕ  пространственна переменна, t 
переменна времени, u  начение функции u(ϕ, t)
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Дл случа окруности:

1. С помощ метода централных многообраий докаана теорема о существо-
вании пространственно неоднородных стационарных решений параболического
уравнени с преобраованием отраени пространственной переменной.

2. С помощ метода Галеркина исследованы форма и устойчивост простран-
ственно неоднородных стационарных решений типа бегуща волна, рода-
щиес в реултате бифуркации Андронова–Хопфа.

3. Исследованы метаустойчивые структуры (медленно менщиес решени),
воникащие в реултате седло-уловых бифуркаций.

В [8] исследован вопрос существовани, формы и устойчивости пространственно
неоднородных стационарных решений, бифурцирущих и пространственно одно-
родных стационарных решений. Иучены неустойчивые и метаустойчивые структуры
параболического уравнени с квадратичным и кубическим слагаемыми на отреке.
Получено интегралное представление решени параболической адачи.

Исследована динамика диссипативных структур в параболической адаче с пре-
обраованием отраени пространственной переменной. Математической модел
дл такой оптической системы влетс полулинейное параболическое уравнение:

∂tu(x, t) + u(x, t) = D∂xxu(x, t) +K(1 + γ cosu(−x, t)), t > 0, (28)

∂xu

−π

2
, t

= ∂xu

π
2
, t

= 0. (29)

Преобраование u = w + v приводит адачу (28)–(29) к виду

v̇ + L(D)v = N(Qv). (30)

Справедливо следущее равенство

N(v) =
1

2
Λ1v

2 − 1

6
Λv3 +O(v4), Λ1 = −Λ ctgω. (31)

Дл аналиа динамики v±1 (x,D) при смещении параметра D в област надкри-
тичности стротс галеркинские аппроксимации уравнени (30) при Λ1 = 0 в виде

v =
4

k=0

z2k+1 sin(2k + 1)x. (32)

В реултате дл z = (z1, z3, . . . , z9) получим градиентну систему

ż2k+1 = −∂G1,0(z,D)

∂z2k+1

, k = 0, 1, 2, 3, 4. (33)
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Качественно раличащиес фаовые портреты однопараметрического семей-
ства систем уравнений (33), схематически иобраенных на рис. 5.

Рис. 5. Фаовый портрет градиентной системы

В работах В. А. Лукненко и А. А. Корнута [9]–[8] получено обобщение адачи
дл граничных условий с косой проиводной. В частности, рассмотрена начално-
краева адача дл нелинейного ФДУ параболического типа с преобраованием от-
раени по переменной x ∈ R с косой проиводной:

∂u

∂t
+ u = D∆u+K(1 + γ cosQu), x ∈ R, |y|  l, t > 0, (34)


∂u

∂y
− tgα1

∂u

∂x


y=−l

= 0,


∂u

∂y
− tgα2

∂u

∂x


y=l

= 0, (35)

u(x, y, 0) = u0(x, y), (36)

дес u = u(x, y, t), x ∈ R, |y|  l, Qu(x, y, t) = u(−x, y, t).
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Теорема 4. Начално-краева адача (34)–(36) представима в виде нелинейного
интегралного уравнени

u(x, y, t) =
1√
2π

t

0



R


chΛ(t− τ) exp


− (x+ ξ)2

4(t− τ)D


+

+ shΛ(t− τ) exp


− (x− ξ)2

4(t− τ)D


exp [−(t− τ)]

2


π(t− τ)D
×

×1

l

l

−l


1

2
+

∞

k=1

exp


−D


kπ

2l

2

(t− τ)


cos

kπ

2l
(y − η)


×

(37)

×

K(1 + γ cosu(ξ, η, τ))− Λu(ξ, η, τ)


dηdξdτ+

+
1√
2π

exp [−t]

2
√
πtD



R


chΛt exp


−(x− ξ)2

4tD


+ shΛt exp


−(x+ ξ)2

4tD


×

×1

l

l

−l


1

2
+

∞

k=1

exp


−D


kπ

2l

2

t


cos

kπ

2l
(y − η)


u0(ξ, η)dηdξ.

Полученное нелинейное уравнение подходит дл итерационных вычислителных
процедур.

Основные реултаты:

1. Проведен бифуркационный анали начално-краевой адачи дл параболиче-
ского ФДУ с преобраованием пространственных аргументов.

2. Исследованы форма и устойчивост стационарных неоднородных и периоди-
ческих по времени структур.

3. Получено интегралное представление адачи с преобраованием инволции
на бесконечной полосе с краевыми условими с косой проиводной.

В работе [34] (продоление работ [35]–[36]) рассматривалис процессы форми-
ровани фаовых пространственных структур в поперечном сечении когерентного
светового пучка в нелинейной оптической системе с пространственно распределен-
ной обратной св  нелинейном колцевом реонаторе (исполовалс тонкий
слой нелинейной среды керровского типа).

Ваимодействие световой волны с нелинейной средой учитывает диффуи и ди-
фракци при распространении волны в реонаторе. Динамика нелинейной фаовой
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модулции u(r, t) описываетс системой уравнений (аналогичной раннее рассматри-
ваемым в данной работе)

τ0
∂u(r, t)

∂t
+ u(r, t) = D∆u(r, t) +K|A(r, 0, t)|2, (38)

A(r, z, t+ tr) = (1−R)1/2Ain(r) +Reiϕ0 exp[iL∆(A(r, z, t)ein(r,t))]

z=0

, (39)

−2ik0
∂A(r, z, t)

∂z
= ∆A(r, z, t), A(r, 0, t) = A0(r, t). (40)

дес r = (x, y)  радиус поперечное сечение светового пол; z  продолна коор-
дината; t  врем; τ0  характерное врем релаксации нелинейности; ∆  лапласи-
ан по переменным (x, y), описыващий диффуионный процесс в нелинейной среде;
D  нормированный коэффициент диффуии; K  коэффициент нелинейности сре-
ды; |A(r, 0, t)|2  интенсивност светового пол, попадащего в нелинейну среду;
A(r, z, t)  комплексна медленно менщас амплитуда светового пол внутри
реонатора; R  коэффициент отраени еркал по интенсивности; tr  врем рас-
пространение пол в реонаторе; Ain(r)  комплексна амплитуда входной световой
волны; ϕ0  постонный фаовый сдвиг световой волны; L  длина реонатора (нор-
мированна на дифракционну длину); k0 = 2π/λ  волновое число; l  толщина
сло нелинейной среды. Така подстановка обобщает модели дл уравнени (1).

При допущених l ≪ L, tr = L/c ≪ τ0 медленной нелинейности уравнение (38)
влетс упрощенным вариантом уравнени Икеды [37]. В системе таке могут при-
сутствоват преобраовани пространственных переменных Q.

Система (38)–(40) имеет пространственно-однородное стационарное решение

us =
(1−R)KI0

1 +R2 − 2R cos(us + ϕ0)
, (41)

где us = K|As|2, I0 = |Ain|2.

Далнейша линеариаци исходных уравнений проводитс в окрестности us.
В реултате вычислителных экспериментов покаана вариативност динамики

исследуемой системы, формирование слоных поперечных структур (flower like 
структуры). Обнаруен особый реим, приводщий к динамическим фаовым про-
странственным структурам типа ролла и гексагона, влщихс реултатом со-
ревнователной динамики нелинейных мод в реонаторе, а таке слоных фаовых
структур, формирущихс в реултате кооперативной динамики нелинейных мод.
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Еще один пример адачи дл рассматриваемого в работе класса абстрактных па-
раболических уравнений с преобраованием пространственных переменных (с при-
лоеними не и нелинейной оптики) рассмотрен в работе Д. А. Куликова [38]. Урав-
нение укаанного класса влетс модел формировани релефа на поверхности
пластины под водействием потока ионов. Процесс формировани волнового релефа
получаетс в реултате решени бифуркационных адач, дл которых исполует-
с метод централных инвариантных многообраий и аппарат теории нормалных
форм.

Покаано, что в рассмотренной периодической краевой адачи дл нелокално-
го уравнени эроии сохранетс механим обраовани наноструктур, который был
вывлен ранее дл модели Бредли-Харпера (волновые структуры могут сформиро-
ватс при потере устойчивости плоского фронта обработки мишени ионов).

2. Нелинейные уравнени типа Шредингера

В работе [39] исследуетс распространение поверхностных пламон-
полритонных (ППП) волн вдол границы двух сред: металла или метаматериала с
отрицателным покаателем преломлени и диэлектрика, обладащего оптической
активност или кубической нелинейност.

Интерес к ППП сван таке с вомоным применением в передаче (обработке)
информации и др.

Электромагнитное поле поверхностного пламон-полритонного пучка представ-
летс в виде

E(x, y, z) = A(x, y)f(z) exp[iβx], (42)

где A(x, y) это медленно менщас огибаща, f(z) описывает поперечное рас-
пределение пол

f(z) = f0[γj(z − zj0)]  в среде с керровской нелинейност;

f(z) = f1 exp[−γ1|z|] + f2 exp[−γ2|z|)  в среде с оптической активност.
(43)

Тогда уравнение огибащей

∂A

∂x
− iDdif

∂2A

∂y2
− iαNL|A|2A = 0, (44)

где Ddif =
1

2β
 коэффициент дифракции, αNL  эффективный коэффициент нели-

нейности, нак и величина которого авист от диэлектрической и магнитной про-
ницаемости, нелинейности сред и коэффициентов локалиаци пучка γj.
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Уравнение дл A(x, y) с учетом дифракционных и дисперсионных влений в слу-
чае пламон-полритонного импулсного пучка конечной ширины и длителности

E(x, y, z, ξ) = A(z, y, ξ) exp[iβx− iω0t]f(z)

моно аписат в виде нелинейного уравнени Шредингера, имещего солитонные
решени [40]

∂A

∂x
+ iDdis

∂2A

∂ξ2
− iDdif

∂2A

∂y2
− iαNL|A|2A = 0, (45)

где ξ = x−νgσt  бегуща координата пучка, νgσ =
∂w

∂β
 группова скорост пучка,

Ddis =
1

2

dν−1
gσ

∂ω


k

= k0  коэффициент дисперсии.

В работе И. В. Дедолика [41] рассмотрена адача конструировани и реалиации
логических элементов дл обработки сигналов в процессорах оптического диапаона
с помощ пламонных устройств. И. В. Дедоликом проведен эксперимент, когда
на поверхности металла в интерференционном поле воникат сингулрные точки, в
которых фаа вектора Пойнтинга поверхностных пламон-полритонов (ППП) имеет
винтову дислокаци. На рис. 6 покаана интерференционна картина нормалной
к поверхности металла компоненты вектора Пойнтинга SzM при отраении ППП от
криволинейной границы неоднородности, λ0 = 0.6µm, εM = −8.77 + i1.37 (олото).

Рис. 6. Топологические арды вихрей: +1 (красна стрелка, против
часовой), −1 (елена стрелка, по часовой), рамеры по осм отлоены
в микрометрах)

И системы уравнений Максвелла получено приблиенное уравнение дл по-
перечной компоненты электрического пол нелинейных поверхностных пламон-
полритонов (ППП) [42] в виде

d2Ex

dz2
+K2Ex + χ|Ex|2Ex = 0, (46)
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где K2, χ ивестные параметры.
Представл Ex = A(z) exp[iβz], где A(z) это медленно менщас амплитуда в

масштабе скорости именени фаы, выбира амплитуды падащих и отраенных
ППП в форме Ai,r = Ai,r(z) exp[iϕi,r(z)], где Ai,r, ϕi,r  действителные амплитуды
и фаовые составлщие, получена система уравнений дл ϕi,r. Ее решени имет
следущий вид ϕi,r = ± arctg[


a/b tg(

√
abt)], где a = Q + χ + β, b = Q − χ + β,

Q = (KG2 + χ A2
i + χ A2

r)/2β, X = χ Ai
Ar/β.

Нормалные компоненты электрических векторов нелинейных ППП (при-
блиенные) могут быт представлены как Ei = Ai exp[iϕi − iωt + iϕ0/2] и
Er = Ar exp[iϕr − iωt+ iϕ0/2].

Рассмотрено вомоное пламонное устройство, реалиущее пламонный логи-
ческий элемент ИЛИ-НЕ, необходимый дл функционално полного логического
баиса.

Более обща модел анонсирована в работе В. А. Лукненко и
М. С. Германчук [11], в которой исследуетс устойчивост системы и двух
сванных нелинейных уравнений Шредингера дл комплексноначных функций с
кубической нелинейност Керра и периодическими условими:

i
∂u

∂t
+

1

2β

∂2u

∂y2
+ ilu+ κv = 0,

i
∂υ

∂t
+

1

2β

∂2υ

∂y2
+ i(l − g)υ + γ|υ|2υ + κu = 0,

u(−d
2
+ y, t) = u(d

2
+ y, t),

υ(−d
2
+ y, t) = υ(d

2
+ y, t),


∀t ∈ [0, T ), ∀y ∈ R,

u(y, 0) = u0(y),

υ(y, 0) = υ0(y).


∀y ∈


−d

2
,
d

2


,

(47)

где u(y, t), υ(y, t)  искомые комплексноначные функции; действителные парамет-
ры l, g и κ влтс нормированными коэффициентами потер, усилени и сви;
fΥ = γ, где γ = γ1 + iγ2, f  берамерный масштабный параметр, Υ  параметр
нелинейности Керра; d  это ширина области по оси y.

Начално-краева адача (47) представима в следущей операторной форме:

∂w

∂t
= Aw, t > 0, |y|  d

2
, (48)

w(−d

2
+ y, t) = w(

d

2
+ y, t),

w(y, 0) = w0(y) = (u0(y), υ0(y))
T ,
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где
A = L+N, L = D∆− B, Nw = G(w)w, w = (u, υ)T ,

D∆ =
i

2β


∆ 0

0 ∆


, B =


l iκ

iκ l − g


,

G(w) =


0 0

0 iγ


|υ|2,

∆  одномерный оператор Лапласа.
Лемма 4. Система уравнений (47) имеет решени, ависщие толко от вре-

мени:
u0 = aeiω0t, υ0 = beiω0t, (49)

где a, b удовлетворт уравненим

a =
iκb

iω0 + l
,

(l + iω0 − g)− iγ|b|2 = − κ2

iω0 + l
, (50)

|b|2 = l2 − ω2
0 − gl + κ2

−γ1ω0 − γ2l
=

2lω0 − gω0

γ1l − γ2ω0

,

а ω0 влетс корнем кубического уравнени

ω3 − γ1
γ2

γ1(g − l)ω2 + (l2 − κ2)ω − γ1
γ2

l((g − l)l − κ2) = 0. (51)

Дл исследовани устойчивости (47) представим решени следущим обраом:

υ(y, t) = w(ξ, t)ei
2πn
d

ye
−i
2β

( 2πn
d

)2t,

u(y, t) = q(ξ, t)ei
2πn
d

ye
−i
2β

( 2πn
d

)2t,
(52)

где ξ = y − 1
β
2πn
d
t, и получим





qt − qξξ + ilq = iκw,

wt − i
2β

wξξ + (l − g)w − iγ|w|2w = iκq.
(53)

Так как система (53) такого е вида, что и система (47), то дл того, чтобы ис-
следоват на устойчивост бегущие волны ei(

2πn
d

y− 1
2β

( 2πn
d

)2t), достаточно исследоват
толко решение вида u0(t) = aeiω0t, υ0(t) = beiω0t. Как и ранее, в этой адаче обнару-
ение бегущих волн, вихревых и других структур, в перву очеред, актуално дл
практики.
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3. Математическа модел спинового горени

Краевые адачи дл феноменологической модели спинового горени, предлоен-
ной . Б. елдовичем, исследовалис в работах Е. П. Белана и О. В. Шин [12], про-
долены В. А. Лукненко и А. А. Гребеневой [13]-[16] в случае колцевых областей
(круг, колцо, тонкое колцо и окруност) дл более общей модели сингулрно во-
мущенного нелинейного параболического уравнени ван-дер-полевского типа с усло-
вими Неймана и с дробной степен оператора Лапласа. С помощ спектралной
теории и теории операторов докаана теорема о существовании и единственности ре-
шени дл ограниченных областей, исследована устойчивост адач и соответству-
щие им кваинормалные формы, а таке спектралные адачи. Получена св
модели спинового горени в колце с модел горени на окруности.

Математическа модел спинового горени была предлоена . Б. елдовичем
совместно с А. П. Алдушиным и Б. А. Маломедом:

ξ̈ + ξ = 2ε


ξ̇


1− 4

3
ξ̇2

+

λ2

4π2
∆ξ̇ +

βλ

2π

√
−∆ξ̇


. (54)

дес ξ = ξ(x, t)  функци, описываща фронт распространени реакции горе-
ни; 0 < ε ≪ 1  инкремент неустойчивости, λ > 0  коррелционна длина теп-
лопроводности свей меду соседними участками фронта, β > 0  коэффициент
нелокалной сви участков фронта.

В работах В. А. Лукненко и А. А. Гребеневой рассмотрено обобщащее (54)
феноменологическое уравнение бегаового спинового горени в круговых областх.
В частности, в колце Sr = {r,ϕ| r1 < r < r2, 0 < ϕ < 2π} (цилиндрическа толсто-
стенна труба):

ü+ u = 2ε


u̇


1− 4

3
u̇2


− λ2

4π2
(−∆)u̇+

βλ

2π
(−∆)αu̇


, 0 < α < 1,

u(r,ϕ+ 2π, t) = u(r,ϕ, t),

∂u̇

∂r


r=r1,r2

= 0,
∂u

∂r


r=r1,r2

= 0.

(55)

Уравнение представлет сингулрно вомущенное нелинейное параболическое
уравнение ван-дер-полевского типа.

Дл первых спиновых волн построено асимптотическое ралоение решени а-
дачи (55) в виде комбинации бесселевых функций Jnm(r):

u =
3

m=1

zmJ1m(r)e
−iϕ +

3

m=1

z̄mJ1m(r)e
iϕ + εũ1(ze

−iϕ, z̄eiϕ, r), (56)
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где z = (z1, z2, z3), a zm такие, что

żm = zm(i+ εq1m) + εam(z, z̄), m = 1, 2, 3. (57)

Функции am, m = 1, 2, 3, влтс S1-эквивариантными:
am(ze

−iϕ, z̄eiϕ, r) = eiϕam(z, z̄, r) дл всех ϕ ∈ R/2πZ.
адача (55) имеет приблиенные решени

(us
1)

± =
3

m=1

zs1mJ1 (r) cos(t∓ ϕ), s = 1, 2. (58)

Решени (u2
1)

± влтс неустойчивыми. Бегуща волна (u2
1)

+ подавлетс вол-
ной (u1

1)
+ (рис. 7).

Рис. 7. ависимост первых спиновых волн (us
1)

+ от времени дл
a) t = π

2
; b) t = π; c) t = 3π

2

Аналогично стротс вторые спиновые волны, но в отличие от первых спиновых
волн вторые родатс и остатс неустойчивыми.

Теорема 5. Перва спинова волна (u1
1)

+ на (ρ̂1(β), ρ̂
1(β)) (которые определт-

с и характеристического уравнени: ω2
n−2εqnωn+1 = 0) устойчива относително

давлени (ui
m)

−, (uj
m+1)

+ дл всех m = 2, 3, . . . , i, j = 1, 2, . . . .

Получена кваинормална форма адачи (55):

v̇ = v(1− |v|2) + λ2

4π2
∆v +

βλ

2π
(−∆)αv, 0 < α < 1,

∂v

∂r


r=r1,r2

= 0. (59)

амечание. адача об устойчивости (v11)
± эквивалентна устойчивости реше-

ни (u1
1)

± адачи (55).
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Таке рассмотрена адача (55) дл тонкого колца R  r  R+ δ, δ ≪ 1. Потре-
бовав, чтобы решение совсем (почти совсем) не менлос в радиалном направлении
(т. е. u̇y = 0), и устремив δ → 0, получена одномерна модел феноменологического

уравнени бегаового горени с оператором ∆u̇ =
1

R2
u̇ϕϕ. Исследованы периоди-

ческие решени на окруности при ϕ = θR, соответствущие спиновым реимам
горени тонкостенного цилиндра:

ü+ u = 2ε


u̇


1− 4

3
u̇2


+

λ2

4π2R2
∆u̇+

βλ

2πR2α
(−∆)αu̇


, 0 < α < 1,

u(θ + 2π, t) = u(θ, t), u(θ, 0) = u0(θ), u̇(θ, 0) = u1(θ) 0  θ  2π.

(60)

Лемма 5. Начално-краева адача (60) представима в виде

u(θ, t) =
1

2π

π

−π

(K1(θ − s)u0(s) +K2(θ − s)u1(s)) ds−

− 2µε

t

0

1

2π

π

−π

K3(θ − s, t− τ)u̇3(s, τ)dsdτ,

(61)

где (k1)n (t) =
(ω2)ne

(ω2)nt + (ω1)ne
(ω1)nt

(ω2)n − (ω1)n
, (k2)n(t) =

e(ω2)nt + e(ω1)nt

(ω2)n − (ω1)n
,

(k3)n(t) =
sin


1− ε2q2n t
1− ε2q2n

eεqnt, Kj(θ, t) = W (kj)n(θ, t), j = 1, 2,

1

2π

π
−π

K3(θ − s, t − τ)u̇3(s, τ)dsdτ = W (k3)ngn, ε2q2n − 1 < 0. дес (ω1,2)n находтс

и соответствущего характеристического уравнени: ω2
n − 2εqnωn + 1 = 0.

Асимптотический анали в сочетании с методом Галеркина поволет найти пару
периодических устойчивых решений (при α = 1/2):

u±
1 =


3− 2q1 cos t± 2


q1 − 1 sin t cos θ +O(ε),

которые родатс и нулевого решени u0 = cos t+O(ε) при проходении q1 чере
критическое начение равное единице (рис. 8).

Далнейший интерес представлет применение итерационных алгоритмов дл
нелинейных уравнений типа свертки (интегралного представлени адачи бегао-
вого спинового горени) и исследование моделей с ападыванием по пространствен-
ной переменной.
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Рис. 8. Решени u+
1 при a) q1 = 1.06 и b) q1 = 1.48

4. Нелинейные интегралные уравнени 1-го рода типа свертки

В рде адач прикладной нелинейной динамики при построении решений во-
никат нелинейные интегралные уравнени. Нелинейные интегралные уравнени
1-го рода типа Урысона и их приблиенные методы решени рассматриватс в
работах [17]–[21]. Дл решени приментс методы регулриации, интегралные
преобраовани Фуре F и непрерывное вейвлет-преобраование (CWT), асимпто-
тические методы и итерационные с исполованием бликих уравнений.

Рассмотрено применение вейвлет-преобраовани Wϕ дл решени уравнени
Урысона:

Az ≡


R

f(s)n (t− z(s)) ds = u(t), t ∈ R, (62)

(WϕA)(a, b) =



R

f(s)Wϕ {n(t− z(s))} ds = U(a, b).

И
Wϕ {n(t− z(s))} (a, b) = |a|

1
2



R

F {n(t− z(s))} (ξ)Φ̄(aξ)e−ibξ =

= |a|
1
2



R

N(ξ) eiξz(s)Φ̄(aξ)e−ibξds,

получим

|a|
1
2



R






R

f(s)eiξz(s)ds



N(ξ)Φ̄ (aξ) e−ibξ = |a|
1
2



R

U(ξ)Φ (aξ)e−ibξds.
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И этого следует


R

f(s)eiξz(s)ds = N−1(ξ)U(ξ), N(ξ) ∕= 0

или в регулриованной форме относително дра N(ξ)


R

f (s)eiξz(s)ds = V (ξ) ≡ N(ξ)U(ξ)

α + |N(ξ)|2
,

где α  параметр регулриации.
Дл монотонно ворастащих на интервале [a, b] функций z(s) таких, что

α = min z(s)  z(s)  max z(s) = β,

уравнение (62) с аменой τ = z(s), s = ϕ(τ) приводитс к следущей форме
β

α

f (ϕ(t))n (t− τ)ϕ′(τ)dτ = u(t), α  t  β.

Дл n(t) = δ(t) получим обыкновенное дифференциалное уравнение

f(ϕ(τ))ϕ′(t) = u(t).

адача находени решени дл уравнений типа свертки относително CWT
преобраовани

Af ≡ k#f = g (63)

влетс некорректной. Регулриирущий функционал А. Н. Тихонова имеет вид

J(f(·)) = α f2L2
+ k#f − g2L2

→ inf,

где α  параметр регулриации.
дес

(k#f)(t) =



R



R

q(t, τ, s)k(τ) dτ f(s) ds =



R

n(t, s)f(s) ds.

И необходимых условий экстремума дл функционала J(f) следует

α + |Kϕ (a, b)|2


Fϕ (a, b) = Kϕ (a, b)Gϕ (a, b) .

И этого уравнени получим

Fϕ (a, b) = Kϕ (a, b)

α + |Kϕ (a, b)|2

−1
Gϕ (a, b) = Rα (a, b)Gϕ (a, b)

или
fα (t) = W−1

ϕ {Rα (a, b)Gϕ (a, b)} (t) = (rα#g) (t) . (64)
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На уравнение типа Урысона Az = u распространтс раннее полученные ав-
тором реултаты [18]–[21] по итерационным алгоритмам, основанные на исполо-
вании бликого уравнени Ãz̃ = ũ. В ависимости от наличи априорной и другой
информации о решении и модели косвенных имерений моно восполоватс всей
гаммой ивестных алгоритмов регулриации. Наиболее бликие реултаты содер-
атс в работах В. В. Васина и его соавторов. Например, дл метода регулриации
Лаврентева F (z) = Az−u+α(z−zm) итерационна процедура построени zn+1 при-
блиени zn+1 = zn+h приводит к алгоритму находени h и линейного уравнени
[αI + (A′zn)]h− F (zn) = 0 или

zn+1 = zn − γ [αI + (A′zn)]
−1

[Azn − u+ α(zn − zm)] .

В качестве бликих уравнений следует рассматриват уравнени

Kh = [αI + (A′zn)]h = Azn − u+ α(zn − zm) ≡ g,

K̃h̃ =

α̃I + (Ã′z̃n)


h̃ = Ãz̃n − ũ+ α̃(z̃n − z̃m) ≡ g̃,

где, обеспечив K̃−1(K− K̃) < 1, моем найти решение уравнени Kh = g чере ре-
шение бликого уравнени K̃h̃ = g̃, более простого по своей структуре, или решение,
которое уе найдено дл раличных уровней погрешности (прецедентна инфор-
маци). Дл модифицированного варианта метода Левенберга-Марквардта решени
нелинейных уравнений типа Урысона в частном случае имеет вид

zn+1 = zn − γ

Ã′(zn)

∗Ã′(zn) + αI
−1 

Ã′(zn)(Azn − uδ) + α(zn − z̃m)

.

дес z̃m  началное приблиение дл искомого решени,

(A′zm)h =



R

n′(t− z(s), s)f(s)h(s)ds

и справедлива теорема об оценке погрешности.
Таким обраом, наличие эффективно решаемых бликих уравнений поволет

строит алгоритмы дл исходных уравнений.

аклчение

В рамках направлени прикладной нелинейной динамики, равиващейс в
Крымском федералном университете им. В. И. Вернадского с конца XX века, рас-
смотрены дифференциалные уравнени в частных проиводных с оператором диф-
ференцировани по времени, оператором преобраовани, оператором Лапласа и
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дробным лапласианом. В основе леит математическа формалиаци реалных фи-
ических процессов таких как адачи нелинейной оптики, пламоники и теории так
наываемого быстрого горени и детонации.

Исполутс основные методы исследовани кваилинейных параболических
уравнений. Например, метод Крылова–Боголбова–Митрополского–Самойленко
(КБМС), наиболее часто встречащийс дл сведени исходного уравнени к гради-
ентной системе с комплексно сопренными уравненими, сочетащийс с методом
Галеркина (согласованным с интегралным (централным) многообраием), а таке
асимптотическое ралоение решени по собственным функцим, метод усреднени,
метод эллиптических функций коби и операторный метод.

Дл адачи распространени фаовой волны световой модулции с преобрао-
ванием отраени пространственной переменной с помощ метода интегралных
(централных) многообраий докаана теорема о существовании пространственно
неоднородных стационарных решений; примен метод Галеркина, исследована фор-
ма и устойчивост решений типа бегуща волна, родащихс в реултате бифур-
кации Адронова-Хопфа; исследованы метаустойчивые структуры; получено инте-
гралное представление адачи с преобраованием инволции на бесконечной полосе
с краевыми условими с косой проиводной.

Рассмотрено распространение поверхностных пламон-полритонных волн на
примере системы и двух сванных нелинейных уравнений Шредингера с кубиче-
ской нелинейност Керра, а таке обобщенна модел спинового горени в круго-
вых областх (круг, колцо, тонкое колцо и окруност), построена и исследована
на устойчивост кваинормална форма адачи. Виуалиирована ависимост пер-
вых, родащихс спиновых волн от времени.

Приведен алгоритм решени нелинейных интегралных уравнений 1-го рода типа
свертки на примере уравнени Урысона, воникащего в адачах восстановлени
решений по данным косвенных имерений.
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Application of a computer mathematics system in problems of applied
nonlinear dynamics.

Kornuta A. A., Lukianenko V. A.

Abstract. Mathematical formalization of various natural processes leads to models that
are described by nonlinear differential equations (ordinary, in partial derivatives and functional-
differential equations) or nonlinear integral equations.

Their research takes place within the framework of applied non-linear dynamics. The issues
of stability, bifurcation of solutions, the emergence of spatially inhomogeneous structures, quasi-
periodic solutions, etc. are considered. Various theories, methods and algorithms are used (for
example, the theory of bifurcation of vector fields, the theory of central manifolds, the theory
of normal forms, etc.). An important and relevant aspect is the use of computer mathematics
systems.

In the article, using the Wolfram Mathematica package, the nonlinear (quasi-linear)
functional-differential equations of the parabolic type with transformation of spatial variables,
which are simulating real physics experiments in nonlinear optical systems with Kerry
nonlinearity, in which the transformation of a field in a two-dimensional feedback loop leads
to the emergence of spatially heterogeneous, rotating and other structures, are investigated

The conditions under which new structures appear depend on several system parameters: the
diffusion coefficient of the medium, the intensity of the signal source, the transformation in the
feedback loop (for example, rotation, compression-stretching). For local analysis of structures and
description of scenarios of their development asymptotic methods of research of local dynamics
of solutions of functional-differential equations with small diffusion parameter, parameter of
intensity and parameters of transformation of coordinates are used. The numerical solution
and visualization of the results for various parameter values are of interest. Note that various
models containing at least cubic nonlinearity with respect to the desired function of the form u3

(|u|pu, p ≥ 2) are used to simulate the formation of rotating structures, travelling waves, vortices.
The importance of studying equations with low diffusion and other parameters is due to the

modern problems of searching for innovative methods of storing, transmitting and processing
information, modern issues of nanotechnology.

Keywords: applied nonlinear dynamics, functional differential equations, bifurcation, stationary
solution, Wolfram Mathematica.
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Введение

Математическа формалиаци процессов раличной природы приводит к моде-
лм, которые описыватс нелинейными дифференциалными уравнени (обыкно-
венными и в частных проиводных, а таке функционално-дифференциалными
уравненими) или нелинейными интегралными уравненими.

Их исследование проводитс в рамках прикладной нелинейной динами-
ки (ПНД). Рассматриватс вопросы устойчивости, бифуркации решений, воникно-
вени пространственно-неоднородных структур, кваипериодических решений и др.
При этом исполутс раличные теории, методы и алгоритмы (теори бифур-
кации векторных полей, теори централных многообраий, теори нормалных
форм и др.). Ваным и актуалным аспектом влетс исполование систем ком-
птерной математики.

В работе с помощ пакета Wolfram Mathematica исследованы нелинейные (ква-
илинейные) функционално-дифференциалные уравнени параболического типа
с преобраованием пространственных переменных, моделирущие эксперименты в
нелинейных оптических системах с нелинейностми керровского типа [1], в которых
преобраование пол в двумерном контуре обратной сви приводит к воникнове-
ни пространственно-неоднородных, вращащихс и других структур. Услови, при
которых повлтс новые структуры, авист от несколких параметров системы:
коэффициента диффуии среды, интенсивности источника сигнала, преобраовани
в контуре обратной сви (например, поворота, сати или растени). Дл ло-
калного аналиа структур и описани сценариев их равити исполутс асимп-
тотические методы исследовани локалный динамики решений функционално-
дифференциалных уравнений с малым параметром диффуии, болшим парамет-
ром интенсивности и параметрами преобраовани координат. Представлет интерес
численное решение и виуалиаци реултатов дл раличных начений параметров.

Отметим, что дл моделировани процессов обраовани вращащихс струк-
тур, бегущих волн, вихрей (спиралей) приментс раличные модели, содеращие
по крайней мере кубическу нелинейност относително искомой функции вида u3

(|u|pu, p  q2).

Необходимост исследовани уравнений с малой диффуией и другими парамет-
рами обусловлена актуалными адачами поиска инновационных методов хранени,
передачи и обработки информации, современными адачами нанотехнологий.
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Стат органиована следущим обраом: в первом раделе приводтс теоре-
тические аспекты исследовани с необходимыми реултатами и описанием алгорит-
мов, во втором раделе приведена программна реалиаци представленных алгорит-
мов построени структур решений и анали устойчивости в системе комптерной
математики (Wolfram Mathematica).

1. Функционално-дифференциалное уравнение с
преобраованием пространственной переменной

На области S рассматриваетс функционално-дифференциалное уравнение па-
раболического типа с преобраованием пространственной переменной, описыващее
фаову модулци световой волны, котора в двумерном контуре обратной сви
прошла тонкий слой нелинейной среды керровского типа [1]–[2]:

∂u

∂t
−D∆u+ u− ΛQu = f(u) = K(1 + γ cosQu)− ΛQu ≡ g(x, t), x ∈ S, t > 0, (1)

где u = u (x, t), x ∈ S, Qu  преобраование пространственной переменной. ада-
ны краевые услови Неймана [3]–[7] или с косой проиводной [8], а таке начал-
ное условие u(x, 0) = u0(x) и условие 2π-периодичности по угловой переменной.
дес ∆  оператор Лапласа, D > 0  коэффициент диффуии частиц нелинейной
среды, Qu(x, t) = u(q(x), t)  гладкое преобраование пространственных перемен-
ных, K > 0  коэффициент, пропорционалный интенсивности входщего потока,
γ (0 < γ < 1)  коэффициент видности (контрастности) интерференционной карти-
ны, Λ = −Kγ sinw.

Пуст w = w(x, t)  одно и решений адачи (1), в окрестности которого пред-
ставим (1) в виде

∂v

∂t
= Lv +Nv, x ∈ S, t ≥ 0,

v (x, 0) = v0(x),
(2)

где v = v(x, t)  нова неивестна функци, u = w + v [5],

Lv = −v +D∆v + ΛQv, Λ = −Kγ sinw, (3)

Nv = f(Qw,Qv) = Kγ (cosQw(cosQv − 1)− sinQw(sinQv −Qv)) . (4)

Ралоение нелинейной функции f(Qv,Qw) в рд по степенм v начинаетс со
слагаемого v2, удовлетворщего услови f(0, Qw) = 0. Далее рассматриватс мо-
дели с нелинейност не выше кубической. В качестве w рассматриватс функции
в виде w = const, w = w(r), w = w(θ), w = w(t) и др.
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Оставл некоторое количество слагаемых, получена иерархи моделей исходной
адачи. В работах [5]–[7] исследованы пространственно-неоднородные стационарные
решени и периодические по времени решени начално-краевой адачи дл уравне-
ни

∂v

∂t
= D∆v − v + ΛQv +

Ω

2
(Qv)2 − Λ

6
(Qv)3, t > 0, x ∈ S,

v (x, 0) = v0 (x) ,
∂v

∂n


S
= 0 (условие Неймана).

(5)

адача (5) при Ω = 0 рассматриваетс в работе [3].

Проводитс исследование пространственно-неоднородных решений или пери-
одических по времени решений типа бегуща волна, которые родатс в
процессе бифуркации и пространственно-однородного стационарного решени
u(x, t) = w = const, определемого уравнением

w = K(1 + γ cosw). (6)

Фиксируем гладку ветв w = w (K, γ), котора соответствует одному и решений
уравнени (6), при

1 +Kγ sinw(K, γ) ∕= 0.

Линеариу адачу (2) в окрестности стационарного пространственно-
однородного решени w = w(K, γ) = const, получим:

∂v

∂t
= Lv, t > 0, x ∈ S,

∂v

∂n


S

= 0, v (x, 0) = v0 (x) . (7)

В качестве области S рассматриватс

1. Колцо Sr = {(r, θ)| 0 < r1  r  r2; 0  θ  2π} [7].
2. Круг Sc = {(r, θ)| 0  r  r2; 0  θ  2π} [6].
3. Окруност S1 = {θ| 0  θ  2π}.
4. Тонкое колцо Sδ = {(r, θ)| 0 < R− δ  r  R + δ; 0  θ  2π, δ ≪ 1}.

Дл круговых областей в качестве преобраовани выбран поворот на угол h,
Qu = u(r, θ+h, t), например, h = 2π

p
(p ∈ N). Преобраование поворота на угол h = 2π

p

определет оператор Q = Qh, который влетс оператором инволции Qp = I [9].
Рарешимост адачи опираетс на иучении операторного уравнени ut = Au,

A = L+N в банаховых пространствах. Исполутс H = L2(S) гилбертово про-
странство имеримых на S функций, H2  функционалное пространство комплекс-
ноначных функций вещественной переменной Соболева со стандартным скалрным
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проиведением и соответствущей нормой. Линейный оператор L с област опре-
делени H2, рассматриваемый как неограниченный оператор в пространстве H, в-
летс самосопренным оператором.

адача на колце Sr исследуетс в пространствах H и H2.
H = Lr

2(S)× (0, 2π)  пространство функций и L2 квадратично интегрируемых
с весом r, со скалрным проиведением и нормой (дл круга r1 = 0):

< u, v >H=

2π

0

r2

r1

u(r, θ)v(r, θ)rdrdθ, u2H =

2π

0

r2

r1

|u(r, θ)|2rdrdθ.

H2  соболевское пространство комплексноначных функций двух вещественных
переменных со скалрным проиведением и нормой:

< u, v >H2=< u, v >H + < (−∆)1/2u, (−∆)1/2v >H , u2H2 =
√
< u, u >H2 ;

H2
2π={u ∈ H2|u(θ+2π) = u(θ)}  амкнутое пространство 2π-периодичных функций.

В работе [7] найдена полна в L2(S
r) ортонормированна система собственных

функций оператора L:

ψn,m(r, θ) = Rn,m(λn,mr) exp[inθ], n = 0,±1,±2, . . . ; m = 1, 2, . . . , (8)

где
Rn,m(r) = Rn,m(λn,mr) = Jn (λn,mr) · Y ′

n (λn,mr1)− Yn (λn,mr) · J ′
n (λn,mr1) . (9)

дес Jn, Yn  функции Бессел первого и второго рода пордка n соответствен-
но [10], λn,m = λ  корни уравнени

J ′
n


λr1


· Y ′

n


λr2


− J ′

n


λr2


· Y ′

n


λr1


= 0, (10)

функции R(r) = Rn,m (λm,nr)  решени краевой адачи дл уравнени Бессел

r2R′′(r)+ rR′(r)+(λ2r2−n2)R(r) = 0, R′(r1) = 0, R′(r2) = 0, n = 0,±1,±2, . . . , (11)

собственные начени оператора L (7):

λ∗
n,m = −1−Dλ2

n,m + Λ exp[inh], (12)

где n = 0,±1,±2, . . ., Λ определетс равенством (3) при w = const.

Решение линеариованной адачи, соответствущей (5), при h =
2π

p
моет быт

представлено в виде

u(r, θ, t) =
+∞

n=−∞

+∞

m=0

Cn,mRn,m(r) exp [−inθ] exp


−1− µλ2

n,m + Λ exp


i
2πn

p


t


.

В работе [6] получено аналогичное представление дл круга.
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Устойчивост решени v ависит от нака Reλ∗
n,m, где λ∗

n,m определтс в (3): ес-
ли Reλ∗

n,m < 0, то решение v устойчивое, если Reλ∗
n,m > 0, то решение v неустойчивое.

В качестве бифуркационного параметра выбран коэффициент диффуии D, при этом
Λ считаем фиксированным. В ависимости от начений Reλ∗

n,m и Imλ∗
n,m могут быт

получены раличные типы решений, в частности, при Reλ∗
n,m = 0, Imλ∗

n,m ∕= 0 полу-
чаем чисто периодические решени. Более подробно рассмотрим случай Reλ∗

n,m ∕= 0.
Дл далнейшего исследовани исполуем иерархии упрощенных моделей, по-

строенных в окрестности точек бифуркации [11]–[12], а именно, рассмотрим одну
и моделей адачи (2):

∂v

∂t
= −v +D∆v + ΛQhv + ΩQhv

2 − Λ

6
Qhv

3, Λ = −Kγ sinw, Ω = −Kγ
ctgw

2
,

0 < r1  r  r2 (дл колца), 0  r  r2 (дл круга),

0  θ  2π, t  0,

(13)

с условими второго рода на колце

∂v(r1, θ, t)

∂r
= 0,

∂v(r2, θ, t)

∂r
= 0, (14)

на круге
∂v(r2, θ, t)

∂r
= 0, (15)

началным условием v (r, θ, 0) = 0 и условием периодичности
v (r, θ + 2π, t) = v (r, θ, t).

В численных экспериментах полагаем, что h =
π

3
(аналогично моно рассмот-

рет другие случаи). Тогда Reλ∗
n,m ∕= 0, Imλ∗

n,m = Kγ sinw sin
πn

3
= 0, оператору L

соответствует ралоение в рд по собственным функцим ψ3s,m(r, θ) = R3s,m cos 3sθ,

s = 1, 2, . . . с собственными наченими

λ∗
3s,m = −Dλ2

3s,m − 1 + (−1)sΛ, (16)

где дл колца λ3s,m  m-корен уравнени (10), дл круга это корни трансцендент-
ного уравнени

J ′
n


λr2


= 0. (17)

Будем считат, что m = 1. Критические начени параметра D определтс
равенством

Ds =
−1 + (−1)sΛ

λ2
3s,1

. (18)

С точки рени бифуркационного аналиа интерес представлет случай Λ < −1. Дл
начений D > D1 нулевое решение (13) устойчиво, при уменшении параметра D и
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переходе чере начение D1 нулевое решение становитс неустойчивым с индексом
неустойчивости 1. Происходит бифуркаци типа вилка [11]. Имеет место следу-
ща теорема дл адачи на колце [7]

Теорема 1. При h = π/3, Λ < −1 существует δ > 0, такое что при фиксированном
начении m = 1 и дл лбых начений параметра D, удовлетворщих неравенству
D1 − δ < D < D1, где Ds = (−1+(−1)sΛ)/λ2

3s,1, s = 1, 2, . . . , существует непрерывна
ветв стационарных точек z(D) > 0 уравнени

ż = λ3(D)z +
1

2d23,1


Λγ1
4

− Ω2γ2
2

2λ3 − λ6


d26,1


z3 + . . . , (19)

которой соответствует стационарное решение v = ϕ(r, θ, D) уравнени (22), опре-
делемое равенством

ϕ(r, θ, D) = zR3,1(r) cos 3θ + z2R6,1(r)
Ωγ2

2 (2λ3 − λ6) d26,1
cos 6θ+

+z3R9,1(r)
1

2 (3λ3 − λ9) d29,1


− Ω2γ2γ3
(2λ3 − λ6) d26,1

+
Λγ4
12


cos 9θ + ξ(z, r, θ, D) |z=z(D),

(20)

где ξ(z, r, θ, D) = O(|z|4), R3s,1 удовлетворет услови (9),

d23s,1 =
2

π2λ2
3s,1r

2
1


π2r21
4


λ2
3s,1r

2
2 − (3s)2


(R3s,1(r2))

2 −

λ2
3s,1r

2
1 − (3s)2


,

γ1 =

r2

r1

rR4
3,1(r)dr, γ2 =

r2

r1

rR2
3,1(r)R6,1(r)dr,

γ3 =

r2

r1

rR3,1(r)R6,1(r)R9,1(r)dr, γ4 =

r2

r1

rR3
3,1(r)R9,1(r)dr,

(21)

где s = 1, 2, 3.
Решение ϕ(r, θ, D)  орбитално устойчиво.

Аналогичное утвердение дл круга докаано в [6].
Теорема носит локалный характер. Докаателство проведено с применением

централных многообраий.
Дл исследовани асимптотики стационарных решений адачи (13)–(15) и про-

ведени численных экспериментов с виуалиацией реултатов при уменшении би-
фуркационного параметра D и его отходе от критического начени D1 исполуетс
метод Галеркина, который согласован с методом централных многообраий.
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1.1. Метод Галеркина. В соответствии с методом Галеркина приблиенные реше-
ни (13)–(15) представим в виде

ϕ∗(r, θ) =
N

k=1

(zk exp[ikθ] + zk exp[−ikθ])Rk,1(r), (22)

дес zk, zk  комплексно сопренные выраени.
Так как функци ϕ∗(r, θ), определема равенством (22), удовлетворет уравне-

ни (13), приходим к системе обыкновенных дифференциалных уравнений

żk = λ∗
k,1zk + σk(z, z),

żk = λ∗
k,1zk + σk(z, z),

(23)

где λ∗
k,1(D) = −1−Dλ2

k,1 + exp[ikh]Λ, λ∗
k,1(D) = −1−Dλ2

k,1 + exp[−ikh]Λ, σk(z, z),

σk(z, z)  формы третей степени от zk, zk, k = 1, 2, . . . , N.

Устойчивост нулевого решени системы (23) определет спектр матрицы устой-
чивости {λ∗

k,1(D), λ∗
k,1(D)}.

Как и выше h = π
3
, тогда первое критическое начение параметра D, при

котором нулевое стационарное решение системы (23) терет устойчивост, опре-

делетс равенством D1 =
−Λ− 1

λ2
3,1

. В реултате этого происходит бифуркаци

типа вилка и при D < D1 родаетс пара устойчивых стационарных точек
±z∗(D) = {0, 0,±z∗3 , 0, 0,±z∗6 , . . .}, влщихс решеними алгебраической системы
уравнений

λkzk + εk(zl) = 0, k, l = 1, 2, . . . , N, (24)

где εk(zl)  полином третей степени, содеращий втору и трет степен zl.

Тогда пространственно-неоднородное стационарное решение адачи (13)–(15)
определетс асимптотическим равенством

ϕ∗(r, θ, D) =

[N/3]

k=1

z3k(D) cos[3kθ]R3k,1(r). (25)

Так, решение z∗(D) при трехмодовой аппроксимации определетс системой

λ3z1 +
1

8d23


Λ

β3z

3
1 + 2δ36z

2
2z1 + 2δ39z

2
3z1 + ζ39z

2
1z3 + ξ639z

2
2z3


−8Ωz2 (δ369z3 + ξ36z1)


=0,

λ6z2 +
1

8d26


−Λz2


β6z

2
2 + 2δ36z

2
1 + 2δ69z

2
3 + 2ξ639z1z3


+ Ωz1 (8δ369z3 + 4ξ36z1)


= 0,

λ9z3 +
1

24d29


3Λ


β9z

3
3 + 2δ39z

2
1z3 + 2δ69z

2
2z3 + ζ39Λz

3
1 + ξ639z

2
2z1


− 24δ369Ωz2z1


= 0,
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где

βk =

r2

r1

rR4
k,1(r)dr, k = 3, 6, 9; δkl =

r2

r1

rR2
k,1(r)R

2
l,1(r)dr, k, l = 3, 6, 9 (k < l);

ζ39 =

r2

r1

rR3
3,1(r)R9,1(r)dr, ξ36 =

r2

r1

rR2
3,1(r)R6,1(r)dr,

δ369 =

r2

r1

rR2
3,1(r)R

2
6,1(r)R

2
9,1(r)dr, ξ639 =

r2

r1

rR2
6,1(r)R3,1(r)R9,1(r)dr.

(26)
Все этапы исследовани начално-краевых адач (асимптотика, устойчивост

и т. д.) сопроводатс ранообраными символными преобраованими, числен-
ным построением спектра, вычислением громодких интегралов от проиведений соб-
ственных функций и др. В следущем раделе вычислителные аспекты представ-
ленных теоретических выкладок реалиутс алгоритмически с элементами виуа-
лиации. Дл проведени численных экспериментов исполована система комп-
терной математики Wolfram Mathematica 11.3.

2. Применение системы комптерной математики
дл решени адачи на круге

2.1. Построение пространственно-однородных стационарных решений.
Пространственно-однородное решение уравнени (4) w = const  определетс урав-
нением

w = K (1 + γ cosw) ,

K(1− γ)  w  K(1 = γ).
(27)

Число решений уравнени (27) ависит от параметров K и γ. При ворастании
начени K происходит увеличение числа решений. В пакете Wolfram Mathematica
построена бифуркационна диаграмма дл (27). Более подробно в пункте 2.2.2. рас-
сматриваетс система таких уравнений.

2.2. Построение частных случаев решений. В программной реалиации бифур-
кационный параметр D обоначим D. Рассмотрим частные случаи: стационарное
решение, ависщее от угловой координаты u = u(θ); стационарное решение, авис-
щее от радиалной координаты u = u(r); нестационарное решение, ависщее толко
от времени u = u(t); нестационарное решение, ависщее от времени и радиалной
координаты u = u(r, t).

В окрестности таких решений вомоны интересные структуры.
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2.2.1. Решени, ависщие от радиалной координаты. Рассмотрим решение
адачи (13)–(15), ависщее от радиалной переменной u = w(r). Дл определени
функции w(r) получим уравнение второго пордка

D

w′′(r) +

w′(r)

r


− w(r) +K(1 + γ cosw(r)) = 0, 0  r  1 (28)

с краевыми условими
w(0) = 1, w′(1) = 0. (29)

Приблиенные решени адачи (28)–(29) находим с помощ встроенной функ-
ции NDSolve[eqns,u,{x,xmin,xmax}], котора вовращает численное решение обык-
новенных дифференциалных уравнений eqns дл функции u с неависимой пере-
менной x в диапаоне от xmin до xmax. Дл D = 0.05, γ = 0.5, K = 1, 10 находим и
строим соответствущие приблиенные решени:

Программа 1. Решени, ависщие толко от радиалной координаты

2.2.2. Решени, ависщие от угловой координаты. Пуст u = w(θ)  стацио-
нарное решение (13)–(15), ависщее толко от угловой координаты θ. Тогда функци
u = w(θ) определетс уравнением

Dw′′(θ)− w(θ) +K(1 + γ cosQw(θ)) = 0 (30)
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с условием периодичности
w(θ + 2π) = w(θ),

где Qw(θ) = w(θ+h)  оператор поворота на некоторый угол h, влщийс опера-
тором инволции: Qmw = w. В этом случае уравнение (30) в ависимости от операто-
ра Q моет быт сведено к равносилной системе m дифференциалных уравнений
второго пордка.

Пуст, например, m = 2, т. е. Q2w = w. Следу работе авторов [4], приходим к
системе четырех дифференциалных уравнений первого пордка

w′
0 = v0, w

′
1 = v1,

v′0 = D−1(w0 −K(1 + γ cosw1)), v
′
1 = D−1(w1 −K(1 + γ cosw0)),

(31)

полоени равновеси которой в плоскости (w0, w1) влтс решеними системы
уравнений

w0 −K(1 + γ cosw1) = 0, w1 −K(1 + γ cosw0) = 0. (32)

И (32) следует, что
K(1− γ) < wj < K(1 + γ), j = 0, 1. (33)

адаем параметры K = 1, 10, γ = 0.5. Дл маркировки точек равновеси на гра-
фике с помощ функции FindRoot[{eng1,eng2, ...}, {{x,x0},{y,y0},...}], где
eng1,eng2, ...  уравнени системы, {{x,x0},{y,y0},...}  диапаоны начений
неивестных (решение ищетс вблии аданной точки), находим соответствущее
кадой паре (K, γ) решение системы уравнений (32), удовлетворщее услови (33):

Программа 2. Построение точек равновеси и векторного пол

Дл графического представлени решени системы (32) исполуетс функци
ContourPlot[{f1=g1,f2=g2, . . . },{x,xmin,xmax},{y,ymin,ymax}] с раличными оп-
цими: PlotLabel (определет общу метку дл графика), FrameLabel (опреде-
лет метки осей координат), PlotLegends (определет условные обоначени дл
раличных контурных линий, которые иобраатс в одной системе координат),
ContourStyle (определет стил, в котором долны быт нарисованы контурные
линии или поверхности), Epilog (предоставлет список графических параметров, ко-
торые могут быт отобраены после виуалиации основной части графики). Функ-
ци StreamPlot[{{vx,vy},{wx,wy}, . . . },{x,xmin,xmax},{y,ymin,ymax}] поволет
получит векторное поле.
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Фиксиру K = 10, γ = 0.5, получим графическое представление точек равновеси
и векторное поле (см. рис. 1).

Рис. 1. Точки равновеси системы (20) дл Λ = −3
2
, h = π

3
, K = 1, 10 и

векторное поле в их окрестности
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2.2.3. Решени, ависщие толко от времени. Рассмотрим решение ада-
чи (13)–(15), ависщее от времени u = w(t). Дл определени функции w(t) получим
уравнение первого пордка

w′(t) = −w(t) +K(1 + γ cosw(t)) (34)

с началным условием w(0) = w0.
Приблиенные решени адачи (34) находим с помощ встроенной функции

NDSolve[eqns,u,{x,xmin,xmax], котора вовращает численное решение обыкновен-
ных дифференциалных уравнений eqns дл функции u с неависимой переменной
x в диапаоне от xmin до xmax. Дл D = 0.05, γ = 0.5, K = 1, 10 находим и строим
соответствущие приблиенные решени:

Программа 3. Решени, ависщие толко от времени

2.3. Линеариаци в окрестности выбранного стационарного решени.
Фиксируем гладку ветв w = w (K, γ), котора соответствует одному и решений
уравнени

w = K(1 + γ cosw), при 1 +Kγ sinw(K, γ) ∕= 0.

Выполним амену u = w + v, где v = v(x, t)  нова неивестна функци. Ис-
полу встроенну функци Series[f,{x,x0,n}], котора генерирует ралоение
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в степенной рд функции f в точке x0 по (x− x0)
n, раскладываем функци

cos(w +Qv(x, t))

в рд по v(x, t) (при v0 = 0 с учетом Λ = −Kγ sinw, Ω = −Kγ cosw). Программна
реалиаци:

Программа 4. Процедура линеариации

Реултат работы программы:

Таким обраом,
∂v

∂t
= D∆v − v + ΛQv +

Ω

2
(Qv)2 − Λ

6
(Qv)3 − Ω

24
(Qv)4+

+
Λ

120
(Qv)5 +O


(v)6


, t > 0, x ∈ S

v (x, 0) = v0 (x) ,

Линеариу адачу в окрестности стационарного пространственно-однородного

решени w(K, γ) = K(1 + γ cosw), получим
∂v

∂t
= Lv.

2.4. Метод Галеркина, согласованный с централным многообраием.
Дл построени стационарного пространственно-неоднородного решени адаем
h = π/3 и пордок аппроксимации p = 3. Исполу встроенну функци
Sum[f,{i,imin,imax}], представим решение моделной адачи (5) в специалном ви-
де. Дл получени системы обыкновенных дифференциалных уравнений восполу-
емс встроенной функцией TrigReduce[expr], котора переписывает проиведени и
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степени тригонометрических функций в выраении expr в виде тригонометрических
функций с комбинированными аргументами. В полученном реултате, учитыва ор-
тогоналност системы собственных функций [5], приходим к системе обыкновенных
дифференциалных уравнений. Правые части S2k, k = 1, 2, 3 аписаны с учетом того,
что функции R2k(r) влтс решеними краевой адача дл уравнени Бессел

r2R′′(r) + rR′(r) +

λ2r2 − n2


R(r) = 0, R′(r2) = 0, n = 0,±1,±2, . . . (35)

Программа 5. Формирование системы уравнений
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Получим систему żkR3k,1 = S1k, k = 1, 2, 3. Дл определени точек равновеси
необходимо умноит k-ое уравнение на rR3k,1 и проинтегрироват на отреке [0, r2].
Дл этого исполуем встроенну функци Integrate[f,{x,xmin,xmax}]:

Программа 6. Определение точек равновеси системы

Реултат работы программы:
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Введем обоначени (индексы k, l,m, n = 1, N):

d23k =
 1

0
rR2

3k,1 (r) dr, β3k =
1
0

rR4
3k,1(r)dr, δ3k,3l =

1
0

rR2
3k,1(r)R

2
3l,1(r)dr,

ξ3k,3l =
1
0

rR2
3k,1(r)R3l,1(r)dr, ζ3k,3l =

1
0

rR3
3k,1(r)R3l,1(r)dr при k < l,

δ3k,3l,3m =
1
0

rR3k,1(r)R3l,1(r)R3m,1(r)dr при k < l < m,

ξ3k,3l,3m =
1
0

rR2
3k,1(r)R3l,1(r)R3m,1(r)dr при k ∕= l,m; l < m.

Получим систему żk
1
0

rR2
3k,1(r)dr = S4k, k = 1, 2, 3:

Программа 7. Продоление работы программы 6

Реултат работы программы:
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Исполу встроенные функции Do[expr,{i,imin,imax},{j,jmin,jmax},...] и
Array[f,n,{a,b}] (генерирует список, исполу n начений от a до b), составлем
матрицу устойчивости системы S5k = 0, k = 1, 2, 3.

Дл проведени аналиа устойчивости точек равновеси находим собствен-
ные начени матрицы матрицы устойчивости с помощ встроенной функции
Eigenvalues[m]. С помощ MatrixForm[list] представлем элементы списка в ви-
де обычной матрицы.

Программа 8. Находение собственных начений матрицы

Реултат работы программы:
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адаем функции R3k,1 = J3k с помощ встроенной функции BesselJ[n,z], кото-
ра на выходе дает функци Бессел первого рода с индексом n. Находим решени
соответствущей краевой адачи дл уравнени Бессел:

Реултат программы:

адаем найденные на предыдущем шаге собственные начени λ3k,1.
Дл виуалиации реултатов ралоим функции Бессел J3k(r), k = 1, 2, 3 в

степенной рд, исполу встроенну функци Series[f,{x,x0,n}], котора гене-
рирует ралоение в степенной рд f(x) в точке x0 до n-го пордка.

Реултат программы:

адаем решени уравнени Бессел с краевыми условими на границе круга:
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Вычислив приблиенные начени интегралов, получим систему дл находе-
ни точек равновеси:

Программа 9. Находение точек равновеси

Реултат работы программы:

В численных экспериментах аданы начени параметров Λ = −3

2
, K = 2. Опре-

делим приблиенные начени параметров γ, w,Ω в окрестности γ = 0.1, w = 2 и
услови, что w = w(K) это решение уравнени w = K(1 + γ cosw), Λ = −Kγ sinw.

Восполуемс функцией FindRoot[eng1, eng2, ...}, {{x,x0},{y,y0},...}],
котора выполнет одновременный поиск численного решени уравнений engi в

окрестности точки (x0,y0,...). Вычислем начени Ω =
Λ

2
ctgw и D1 =

−1− Λ

λ2
3,1

,

где λ3,1 ≈ 2.100594470605264.

Программа 10. Численные решени в окрестности точки равновеси

Реултат работы программы:

Таврический вестник информатики и математики, 4 (61)’ 2023



76 А. А. Корнута, В. А. Лукненко

На аклчителном этапе проиводитс виуалиаци полученных реулта-
тов. Выбираетс начение параметра D < D1 ≈ 0.028, при котором решаетс си-
стема S7k = S6k, D и находитс стационарна точка системы (24). Определтс
матрицу устойчивости и ее спектр в точке равновеси. Восполовавшис встроен-
ной функцией RevolutionPlot3D[f,{t,tmin,tmax},{s,smin,smax}], виуалиируем
пространственно-неоднородное стационарное решение.

Программа 11. Виуалиаци пространственно-неоднородного решени

Реултат работы программы:

Исполу встроенну функци ContourPlot3D[f,{x,xmin,xmax},{y,ymin,ymax}],
поволщу построит линии уровн поверхности, получим решени (см. рис. 2).

Программа 12. Построение линий уровн поверхности (решени)
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Рис. 2. Линии уровн пространственно-неоднородных решений (20)
дл Λ = −3

2
, h = π

3
при D = 0.025.

аклчение

Дл выснени поведени решений адач дл нелинейного функционално-
дифференциалного уравнени параболического типа с преобраованием простран-
ственных переменных исполутс раличные методы асимптотического, бифурка-
ционного аналиов, теории вомущений, интегралных (централных) многообраий
и др. Такое исследование сопроводаетс ралоением решений в рд, преобраова-
нием рдов, вычислением интегралов с собственными функцими соответствущих
спектралных адач и т. п. Рационално исполоват пакеты прикладных программ
на основе символных вычислений.

На примере адачи, моделирущей эксперименты в оптических системах с нели-
нейностми керровского типа дл круговых областей, в которых преобраование по-
л в двумерном контуре обратной сви приводит к воникновени пространственно-
неоднородных, вращащихс и других структур, приведены характерные програм-
мы. В первом раделе стати содератс основные теоретические аспекты, сван-
ные с необходимыми дл численного решени реултатами и описанием алгоритмов
(методов), во втором раделе приведена реалиаци алгоритмов построени структур
решений и анали устойчивости в системе комптерной математики.
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Болшое внимание уделено построени частных случаев решений, таких как:
решени, ависщие от радиалной координаты; от угловой координаты, от времени.

С помощ пакета Wolfram Mathematica, исполу основные асимптотические
методы прикладной нелинейной динамики (в частности, метод Галеркина), осуществ-
лен локалный анали родащихс структур и описаны сценарии их равити,
найдены точки равновеси систем и их фаовые траектории. Получено численное ре-
шение и его виуалиаци в ависимости от начений таких параметров, как малый
параметр диффуии, болшой параметр интенсивности и преобраовани координат.

Данна методика применима к широкому кругу адач. Моет предварт чис-
ленные сеточные подходы.

Работа выполнена в рамках НО Крымский математический центр и поддера-
на Министерством науки и высшего обраовани Российской Федерации, соглашение
 075-02-2023-1799.
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On a basic invariants of the imprimitive groups G(m, p, n), Bm
n , Dm

n .

Rudnitskii O. I.

Abstract. In n-dimensional unitary space Un we introduce an coordinate system with

origin O and the orthonormal basis vectors ei (i = 1, n); vector x =
n

i=1
xiei.. Let G be a finite

irreducible unitary group generated by reflections with respect to hyperplanes with the common
point O. A polynomial f = f(x) = f(xi) ∈ C[x1, . . . ,xn] is called a invariant (G−invariant) of
the group G if

σ · f = σ · f(x) = f(σ−1x) = f, ∀ σ ∈ G.

The set of all G−invariants forms an algebra, with is generated by n algebraically independent
polynomials of degrees mi, i = 1, n, called a basic invariants of group G (Shephard G. C.,
Todd J. A.).

In this paper, we study the properties of basic invariants of the imprimitive group G

(the group of number 2 in the list of Shephard and Todd). These are the symmetry group
G(m, p, n) of the complex polytope 1

pγ
m
n and the symmetry group G(m, 1, n) = Bm

n of the
generalized n-cube γmn , as well as its subgroup G(m,m, n) = Dm

n ⊂ Bm
n .

In the paper provides an overview of known approaches to constructing in explicit form
the basis invariants of these groups  of the methods of Shephard-Todd, of the Pogorelov
polynomials, of the vertex problem. Also in the paper we present a new method for constructing
in explicit form the basis invariants of groups G(m, p, n), Bm

n , Dm
n . This method is based on the

use of the differential operator for constructing in explicit form the basis invariants of the odd
degrees.

Keywords: Unitary space, reflection,invariant, basic invariant, complex polytope.
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Введение

Пуст в n-мерном унитарном пространстве Un адана система координат нача-

лом O и ортонормированным баисом ei (i = 1, n); вектор x =
n

i=1

xiei. Отраением

σ пордка l ≥ 2 в пространстве Un наываетс унитарное преобраование пордка l,
мноество неподвиных точек которого влетс гиперплоскост (плоскост ра-
мерности n− 1). Обоначим чере G конечну неприводиму группу, породённу
отраеними σ относително гиперплоскостей с общей точкой O. Классификаци
групп G впервые получена в работе [1].

Действие группы G в колце R = C[x1, . . . ,xn] многочленов от n переменных над
полем комплексных чисел определим с помощ равенства

σ · f = σ · f(x) = f(σ−1x), σ ∈ G, f(x) = f(xi) ∈ R.

Многочлен f ∈ R наываетс инвариантом группы G (G−инвариантом), если
σ · f = f дл всех σ ∈ G. Ивестно, что мноество всех G-инвариантных много-
членов f ∈ R обраует алгебру IG, породённу n алгебраически неависимыми
однородными многочленами (баисными инвариантами) fi степеней mi, i = 1, n [1].
Отметим, что числа mi дл аданной группы G определтс одноначно, а сами
баисные инварианты нет. Поэтому представлет интерес раработка и реалиаци
конструктивных методов баиных инвариантов групп G, удовлетворщих ралич-
ным, наперед аданным, условим.

Цел работы рассмотрет раничные подходы к построени в вном виде баис-
ных инвариантов унитарных импримитивных групп G(m, p, n), как ранее ивест-
ные так и новые, с исполованием дифференциалного оператора.

1. Постановка адачи

В 1954 году Шепард и Тодд [1] впервые опубликовали список всех конечных уни-
тарных неприводимых групп G, порденных отраеними относително гиперплос-
костей пространства Un. В этой классификации отделно иучатс импримитивные
и примитивные группы G .

Настоща стат посвщена иучени инвариантов трехпараметрического се-
мейства импримитивных групп G, ивестных как G(m, p, n) в обоначених Шепарда
и Тодда [1](группа  2 в списке Шепарда-Тодда [1]).

Дл натуралных m, p (m  2,m = pq) группа G(m, p, n) (p ∕= 1,m) имеет пордок
qmn−1 · n! и породаетс в пространстве Un(n > 1) отраеними пордка q = mp−1
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относително гиперплоскостей

xi = 0, i = 1, n, (1)

и отраеними второго пордка относително гиперплоскостей

xi − θkxj = 0 (i, j = 1, n, i < j). (2)

где θ  первообраный корен степени m и единицы, k = 1,m.

Степени баисных инвариантов mi = m, 2m, . . . , (n− 1)m,nq [1].

Так как p делител m, то естественно выделт два случа p = 1 и p = m.

При p = 1, группа G(m, 1, n), обоначаема таке Bm
n , имеет пордок mn · n!

и породаетс отраеними пордка m относително гиперплоскостей с уравнени-
ми (1) и отраеними второго пордка относително гиперплоскостей (2) [2]. Это
группа симметрий правилного комплесного многогранника γm

n пространства Un, на-
ываемого обобщённым n-кубом [1, 3]. Его mn вершин моно адат векторами [1]

−−→
OVr =

n

i=1

θkiei, (3)

где ki = 1,m, r = 1,mn.

Обобщенный n-куб γm
n влетс естественным обобщением n-куба γn на унитар-

ное пространство и при m = 2 совпадает с ним: γ2
n = γn. Соответственно, группа

B2
n = Bn [3]

Числа mi дл группы Bm
n равны m, 2m, . . . , (n− 1)m,nm [1].

Отметим, что группа G(m, p, n) влетс группой симметрий полуправилного
комплесного многогранника 1

p
γm
n . Его qmn−1 вершин могут быт аданы вектора-

ми (3) при условии
n

i=1

ki ≡ 0 (mod p) и r = 1, qmn−1 [1].

Если p = m, то группа G(m,m, n), обоначаема таке Dm
n , влетс подгруп-

пой группы симметрий Bm
n обобщенного n−куба, совпадащей при m = 2 с группой

Dn ⊂ Bn. Она породаетс отраеними второго пордка относително гиперплос-
костей (2), степени баисных инвариантов mi = m, 2m, . . . , (n− 1)m,n [1].

Раичные подходы к построени в вном виде баисных инвариантов групп
G(m, p, n), Bm

n , Dm
n рассмтривалис в целом рде работ, например, в [1, 2, 4–6].

В этой стате будет дан обор ранее ивестных подходов к построени в вном
виде баисных инвариантов укаанных групп, а таке предлоен новый метод.
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2. Раличные методы построени баисных инвариантов групп
G(m, p, n), Bm

n , Dm
n

1. Шепард-Тодд. Впервые баисные инварианты групп G(m, p, n), Bm
n , Dm

n бы-
ли найдены в работе [1]. Сут метода состоит в следущем. Проаналиировав пре-
обраовани содеращиес в группе G(m, p, n), Шепард и Тодд установили, что они
породатс преобраованими следущих двух типов (см. таке [7]):

1) преобраование переставлщие баисные векторы ei;
2) преобраование g вида: gei = θiei (i = 1, n), где θmi = 1, (θ1 . . . θn)

q = 1.

Отсда следует вывод: мноество баисных инвариантов группы G(m, p, n)

состоит и элементарных симметрических функций от xm
1 , x

m
2 , · · · , xm

n , степеней
1, 2, · · · , n− 1, и многочлена (x1x2 . . . xn)

q.
Таким обраом, степенные суммы

Ik =
n

i=1

xi
mk, (k = 1, n− 1) (4)

и In = (x1x2 . . . xn)
q влтс баисными инвариантами дл группы G(m, p, n).

Степенные суммы (4) и In = (x1x2 . . . xn)
m или In =

n
i=1

xi
mn  баисные инвари-

анты дл группы Bm
n .

Степенные суммы (4) и In = x1x2 . . . xn  баисные инварианты дл группы Dm
n .

2. Многочлены Погорелова. В. Ф. Игнатенко (см., например, [8], [9]) постро-
ил, на основе многочленов Погорелова, геометрическу теори инвариантов веще-
ственных групп G и поставил адачу перенести реултаты этой теории на случай
унитарных групп G пространства Un, а именно, применит многочлены Погорело-
ва дл построени баисных инвариантов унитарных групп G. Другими словами 
найти все баисные инварианты групп G вида

JG
2r =



σ∈G

(x, σs)2r, (5)

где σ  отраени относително гиперплоскостей, s  единичный вектор нормали (с

началом O) одной и них, (x,s) =
n

i=1

xis̄i  скалрное проиведение векторов x = (xi)

и s = (si).
Многочлены J2r получили навание многочленов Погорелова [9]. Нетрудно по-

нт, что ненулевые многочлены Погорелова, подходщих четных степеней mi, 
инварианты группы G. Следователно, решение поставленной адачи сводитс к до-
каателству их алгебраической неависимости. Эта адача дл всех групп G была
решена в работе [2].
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Приведем дес основные реултаты, касащиес инвариантов групп G(m, p, n),
Bm

n , Dm
n . Так мы рассматриваем невещественные группы G(m, p, n), то m > 2.

Так как группа G(m, p, n) породаетс отраеними относително гиперплос-
костей с уравненими (1), (2), то G(m, p, n)  инвариантное мноество S = {σs}
состоит и векторов [2], [6]

θhei, i = 1, n, h = 1,m (6)

и

± θh√
2
(ei − θkej), i, j = 1, n (i < j), h, k = 1,m. (7)

Таким обраом, многочлены Погорелова (5) четных степеней mt дл группы
G(m, p, n), (p ∕= 1,m), с точност до постонного мноител, могут быт аписа-
ны в виде [6]

J
G(m,p,n)
mt = (

2
mt
2
−1

m
+ n− 1)

n

i=1

xi
mt +Rα

mt. (8)

где Rα
mt =

t−1
k=1

n
i,j=1
i<j

(−1)kαCmk
mt x

m(t−k)
i xmk

j .

дес α = 0, если m четное и t = 1, n− 1; α = 1, если m нечетное и t = 2, 4,
6, · · · , n− 1− ρ, где ρ = 0(1) при нечетном (четном) n.

Отметим, что в случае четного nq многочлен Jnq (nq ∕= tm) равен 0 или совпадает
с (8), если nq = tm (t  n− 1).

Инвариант J
G(m,p,n)
mt  баисный, если его нел представит в виде многочлена

от степенных сумм (4) степеней mk < mt. Чтобы в этом убедитс преобрауем Rα
mt:

Rα
mt =

t−1

k=1

n

i,j=1
i<j

(−1)kαCmk
mt x

m(t−k)
i xmk

j =
t−1

k=1

(−1)kαCmk
mt

n

i,j=1
i<j

x
m(t−k)
i xmk

j =

=
1

2

t−1

k=1

(−1)kαCmk
mt (

n

i,j=1

x
m(t−k)
i xmk

j −
n

i=1

xmt
i ) =

=
1

2

t−1

k=1

(−1)kαCmk
mt

n

i=1

x
m(t−k)
i

n

i=1

xmk
i − 1

2

t−1

k=1

(−1)kαCmk
mt

n

i=1

xmt
i .

Тогда многочлен J
G(m,p,n)
mt моно аписат в виде

J
G(m,p,n)
mt = b

n

i=1

xmt
i + Sα

mt,
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где дл четного m

b = n− 1 +
2

mt
2
−1

m
− δ

t−τ−1
2

k=1

Cmk
mt − τ

2
C

mt
2

mt ,

S0
mt = δ

t−τ−1
2

k=1

Cmk
mt

n

i=1

x
m(t−k)
i

n

i=1

xmk
i +

τ

2
C

mt
2

mt (
n

i=1

x
mt
2

i )2,

и дл нечетного m и четного t

b = n− 1 +
2

mt
2
−1

m
− δ

t−2
2

k=1

(−1)kCmk
mt − (−1)

mt
2

2
C

mt
2

mt ,

S1
mt = δ

t−2
2

k=1

(−1)kCmk
mt

n

i=1

x
m(t−k)
i

n

i=1

xmk
i +

(−1)
mt
2

2
C

mt
2

mt (
n

i=1

x
mt
2

i )2;

дес δ = 0(1) при t = 1, 2(> 2) и τ = 1(0) при четном(нечетном) t.

Следователно, JG(m,p,n)
mt  баисный толко при тех начених m, t, n, которые

не удовлетворт услови b = 0. Так как n  натуралное, то условие b = 0, которое
моно преобраоват к виду

n =
1

2

t

k=0

Cmk
mt − 2

mt
2
−1

m
, (9)

справедливо толко в случае m = 2l (l = 2, 3, . . .).

Таким обраом, справедливо следущее утвердение [2]

Утвердение 1. Многочлены (5) влтс баисными инвариантами четных
степеней mt группы G(m, p, n) при всех соответствущих начених t, если m ∕= 2l,
и при t = 1, n− 1, не удовлетворщих услови (9), если m = 2l.

Отметим, что в случае группы Bm
n (p = 1), мноество S = {σs} совпадает с (6),

(7), а многочлены J
Bm

n
mt  с (8).

Таким обраом, дл группы Bm
n справедливо Утвердение 1 при t = 1, n [2].

В случае группы Dm
n (p = m) мноество S = {σs} совпадает (7), и многочлены

J
Dm

n
mt имет вид

J
Dm

n
mt = (n− 1)

n

i=1

xi
mt +Rα

mt.

Как и ранее, нетрудно докаат справедливост утвердени
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Утвердение 2. Многочлены (5) влтс баисными инвариантами чет-
ных степеней mt группы Dm

n при всех начених t = 1, n− 1 (m четно) и при
t = 2, 4, . . . , n− 1− ρ (m нечетно), не удовлетворщих услови

n =
1

2

t

k=0

(−1)mkCmk
mt .

Отметим [4], что формы Rα
mt (см.(8))  баисные инварианты четных степеней

mt групп G(m, p, n), Bm
n , Dm

n при всех соответствущих начених m и t.
При рассмотрении многочленов Погорелова в вещественных пространствах ва-

ным, необходимым, условием была четност их степени. Это обусловлено тем, что
дл всех вещественных групп G мноество S = {σs}, которое инвариантно относи-
телно G, обладает следущим свойством: если вектор s ∈ S, то и вектор −s ∈ S.

Поэтому многочлены Погорелова нечетной степени дл вещественных групп G то-
ественно равны 0.

Дл невещественных групп G мноество S = {σs} не всегда обладает этим свой-
ством. Это дает вомоност рассмотрени многочленов Погорелова проиволной,
не обателно четной, степени r [6].

В работе [6] было введено понтие m-мноества. Мноество S наываетс m-
мноеством при выполнении следущего услови: если вектор s ∈ S, то и вектор
θks ∈ S (k = 1,m), где θ, как и ранее,  первообраный корен степени m и единицы.
Дл вещественных групп G мноество S  2-мноество.

Лемма. [6] Многочлены Погорелова JG
r степеней r = mt влтс ненулевыми

инвариантами группы G тогда и толко тогда, когда мноество S = {σs} группы
G ест m−мноеством.

Примен Лемму к группе G(m, p, n) моно сделат следушие выводы.
Мноество векторов (6), (7)  m-мноество. Следователно, многочлены

J
G(m,p,n)
mt (t = 1, n− 1) степеней mt влтс ненулевыми инвариантами группы

G(m, p, n).
При этом, если mt  нечетно, многочлены J

G(m,p,n)
mt , с точност до постонного

мноител, совпадат со степенными суммами It (см.(4)), и, следователно, вл-
тс баисными дл лбых m, t, n. Таким обраом, Утвердение 1 моет быт
преобраовано к виду [6]

Утвердение 3. Многочлены J
G(m,p,n)
mt влтс баисными инвариантами

степеней mt группы G(m, p, n) при лбом n, если m ∕= 2l, и при t = 1, n− 1, не
удовлетворщих услови (9), если m = 2l.
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3. Проблема вершин. Пуст Mn  правилный n-мерный многогранник с
центром в начале координат O и вершинами Vr, r = 1, p. Его группа симметрий G

ест конечна группа, породённа отраеними относително гиперплоскостей с
началом O [3]. Тогда многочлены

V G
mi

=

p

r=1

(x,
−−→
OV r)

mi (10)

инварианты группы G.
Естественно воникает вопрос: влтс ли многочлены (10) баисными инвари-

антами группы или, другими словами, влтс ли многочлены (10) алгебраически
неависимыми?

Впервые така адача (проблема вершин) была сформулирована в работах
Леополда Флатто (см. [10–12]). Там е он дал ее полоителное решение дл групп
G симметрий правилных вещественных многогранников, отличных от группы Bn

симметрий n-куба γn, и выскаал предполоение об алгебраической неависимости
многочленов (10) в случае G = Bn. Его подтвердил Хейслейн [13], а таке другим
методом В. Ф. Игнатенко [14].

В [5] автор решил укаанну адачу дл групп симметрий правилных комплекс-
ных многогранников, при этом дл решени адачи в случае группы G(m, 1, n) = Bm

n

симметрий обобщенного n-куба γm
n был исполован метод работы [14](см., так-

е [15]). А именно, докаано: если G = Bm
n , то многочлены (10) степеней

mi = mt (t = 1, n) алгебраически неависимы и, следователно, влтс баис-
ными дл группы Bm

n .
Отметим, что дл полуправилного многогранника 1

p
γm
n с группой симметрий

G(m, p, n) адача проблема вершин не имеет полного решени. В работе [15] дано
решение этой адача дл частного случа, докаано

Утвердение 4. Если G = G(m, p, n) ест группа симметрий многогранни-
ка 1

p
γm
n (n > 2), где n и p  ваимно простые, то многочлены (10) степеней

mi = mt (t = 1, n− 1) алгебраически неависимы, то ест влтс баисными
инвариантами группы G(m, p, n).

4. Применение дифференциалного оператора. Рассмотрим еще один, ра-
нее не применемый дл групп G(m, p, n), Bm

n , Dm
n , способ построени баисных ин-

вариантов. В п. 2 настощей стати (см. таке [4]), установлено, что формы Rα
mt

(см.(8)) четных степеней mt влтс баисными инвариантами групп G(m, p, n),
Bm

n , Dm
n дл всех соответствущих начений m, t.
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Пуст m  нечетное. Тогда многочлены R1
mt влтс баисными инвариантами

группы G(m, p, n) дл t = 2, 4, 6, · · · , n− 1− ρ, где ρ = 0(1) при нечетном (четном) n.
Найдем осталные баисные инварианты группы G(m, p, n) нечетных степеней mt,
то ест дл t = 1, 3, 5, · · · , n− 2− ρ.

Вычислим δ(R1
mt) =

n
l=1

∂m

∂xm
l
(R1

mt) при t = 2, 4, . . . , n− 1− ρ (m нечетно).

Дл этого форму R1
mt представим в виде

R1
mt =

1

m

m

k=1

n

i,j=1
i<j

(xi − θkxj)
mt − (n− 1)

n

i=1

xmt
i .

Таким обраом,

δ(R1
mt) =

n

l=1

∂m

∂xm
l




1

m

m

k=1

n

i,j=1
i<j

(xi − θkxj)
mt



−
n

l=1

∂m

∂xm
l


(n− 1)

n

i=1

xmt
i


.

Вычислим первое слагаемое. Дл этого найдем

Ai =
∂m

∂xm
i

(xi − θkxj)
mt = β(xi − θkxj)

m(t−1)

и
Aj =

∂m

∂xm
j

(xi − θkxj)
mt = β(−θk)m(xi − θkxj)

m(t−1),

где β = mt · (mt− 1) · (mt− 1) · . . . · (mt−m+ 1)).

Так как (−θk)m при нечетном m равно −1, то Ai = −Aj, следователно, первое
слагаемое равно 0.

Вычислим второе слагаемое:

−
n

l=1

∂m

∂xm
l


(n− 1)

n

i=1

xmt
i


= −(n− 1)β

n

i=1

x
m(t−1)
i .

Следователно, δ(R1
mt), с точност до постонного мноител, совпадает со

степенной суммой Ik, нечетной степени k = m(t− 1), а начит влетс баисным.
Таким обраом, исполу дифференциалный оператор δ, получены не

достащие баисные инварианты группы G(m, p, n) нечетных степеней mt

(t = 1, 3, 5, · · · , n − 2 − ρ, m  нечетное). Следователно, дл нечетного m, инва-
рианты R1

mt (t = 2, 4, 6, · · · , n− 1− ρ,) и δ(R1
mt) (t = 1, 3, 5, · · · , n− 2− ρ)  баиные

дл группы G(m, p, n).
Отметим, что все вышескаанное справедливо и дл групп Bm

n (с соответству-
щими наченими t) и Dm

n .
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аклчение

В работе дан обор ивестных подходов к построени в вном виде баисных
инвариантов групп G(m, p, n), Bm

n и Dm
n , а таке предлоен новый способ построени

баисных инвариантов этих групп с исполованием дифференциалного оператора.
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High order finite difference scheme for the plane problem of
convection in a porous medium.

Selischev A. A., Tsybulin V. G.

Abstract. Modeling of convection in a porous medium saturated with incompressible fluid
has applications in geophysics, technics, etc. The problem of convection in a porous medium
has a feature that distinguishes it from the problem of free fluid convection. Discovered by
D. V. Lyubimov branching off a family of stationary solutions for the plane Darcy convection
[3] was explained by V. I. Yudovich based on the theory of cosymmetry [4]. Galerkin method
was applied to study one-parameter families of stationary states in the Darcy problem for
rectangles in [5]. Second-order finite-difference scheme ensuring cosymmetry for discrete analogue
was presented in [6].

The problem of convection of a heat-conducting fluid in a rectangular porous region heated
from below is under consideration. We introduce a compact finite-difference scheme to supply a
higher order of accuracy in solving the equations for the stream function and temperature (Darcy
model). Previously, various versions of effective compact schemes for parabolic and hyperbolic
equations have been developed [7–9].

We built a compact finite difference approximation on nine-point stencil by using the balance
method. The constructed scheme ensures cosymmetry for discrete analogues. In a numerical
experiment, we study the spectral problem and calculate critical Raleigh numbers corresponding
to the branching off a family of stationary convective flows. Reducing terms in Taylor series
expansion, we improved the scheme by choosing parameters in the approximation of the Laplace
operator and the first derivative in horizontal coordinate.

Our results show that the accuracy can be increased by choosing an optimal ratio of the
step along horizontal and vertical coordinates. New finite-difference scheme allows to conduct
computations of the family of steady states and its transformations more effectively.
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Введение

Моделирование конвективных двиений в пористой среде, насыщенной неси-
маемой идкост представлет интерес в адачах геофиики и в некоторых техни-
ческих прилоених [1]. В постановке, исполущей акон Дарси [2], адача облада-
ет рдом особенностей отличащих ее от адачи свободной конвекции. Обнаруен-
ное Д.В. Лбимовым ответвление семейств стационарных решений [3] дл плоской
филтрационной конвекции Дарси было обснено В.И. довичем на основе теории
косимметрии [4]. Исследовани однопараметрических семейств стационарных реи-
мов плоской адачи Дарси дл прмоуголников были выполнены на основе сохра-
нщих косимметри методов Галёркина [5] и конечных-раностных схем второго
пордка [6], обеспечиващих сохранение косимметрии дл дискретных аналогов.

В настощей работе равиваетс компактна раностна схема, поволща по-
высит пордок точности и обеспечит сохранение косимметрии. Компактные схемы
аписыватс на шаблонах, не существенно отличащихс от традиционных дл, но
имет более высокий пордок точности. Дл уравнений параболического и гипербо-
лического типа были равиты раличные варианты эффективных компактных схем
[7]–[9]. Вопрос о применении компактных схем дл адачи филтрационной конвек-
ции, насколко ивестно авторам, не рассматривалс [1].

1. Уравнени плоской адачи конвекции Дарси

Рассматриваетс пористый контейнер Ω = [0, a]× [0, b], насыщенный идкост.
Осуществлетс подогрев сниу, на боковых границах поддериваетс линейный
профил распределени температуры. Дл описани двиени исполутс урав-
нени на основе акона Дарси [2]

θ̇ = ∆θ + λψx + J(ψ, θ) (1)

∆ψ − θx = 0, J(ψ, θ) = ψxθz − ψzθx (2)

с граничными условими
ψ|∂Ω = θ|∂Ω = 0, (3)

где θ(x, z, t)  отклонение температуры от равновесного линейного профил на гра-
нице, λ  филтрационное число Рэел.

Дл построени схемы более высокого пордка вводтс потоки тепла q1 = −θx

и q2 = −θz и уравнение (1) перепишетс в виде

−(q1)x − (q2)z + λψx + J(ψ, θ) = θ̇. (4)
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Дл решени нестационарной адачи необходимо адат началные услови тол-
ко дл девиации температуры θ(x, z, 0) = θ0. Распределение функции тока при t = 0

находитс и адачи (2).
Косимметрией системы влетс функци L = (ψ,−θ).
Дл определени критических чисел Рэле формулируетс линеариованна ста-

ционарна адача с граничными условими Дирихле

∆ψ − θx = 0, (5)

∆θ + λψx = 0. (6)

В работе [4] докаано, что существует бесконечна последователност полои-
телных характеристических чисел λ1,λ2, ..., причем все они не менее, чем двукрат-
ны. В случае прмоуголника критические числа Рэле датс формулой

λnm = 4π2


n2

a2
+

m2

b2


, n,m = 1, 2, . . . (7)

2. Метод конечных раностей

Дл решени адачи проводитс дискретиаци на основе метода конечных ра-
ностей. По кадой и пространственных переменных вводтс равномерные сетки
ωh = {xi = hi, i = 0, 1, ..., n+ 1} с шагом h =

a

n+ 1
и ωg = {zj = gj, j = 0, 1, ...,m+ 1}

с шагом g =
b

m+ 1
. Далее в работе верхний индекс исполуетс дл обоначени

номеров улов по z, а ниний  по x, вводтс таке смещенные сетки, в улах
которых находтс начени скоростей и потоков тепла:

ωu =

u
j+1/2
i , i = 0, 1, ...n+ 1, j = 0, 1, ...,m



ωw =

uj
i+1/2, i = 0, 1, ...n, j = 0, 1, ...,m+ 1



ωθ =

uj
i , i = 0, 1, ...n+ 1, j = 0, 1, ...,m+ 1



Схематичное располоение улов в области покаано на рис. 1, где представлены
улы дл горионталной u и вертикалной w скоростей, которые сваны с функ-
цией тока соотношеними u = ψz, w = −ψx. В этих е улах определтс потоки
температуры q1 и q2.
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Рис. 1. Дискретиаци исходной области

Дл построени конечно-раностной схемы восполуемс интегро-
интерполционным методом. Интегрируем (6) в прмоуголни-
ке [xi−1/2, xi+1/2]× [zj−1/2, zj+1/2].

zj+1/2

zj−1/2

dz (−q1 + λψ) |xi+1/2
xi−1/2 +

xi+1/2

xi−1/2

dx (−q2) |z
j+1/2

zj−1/2 = 0. (8)

Дл второго интеграла в (8) применим формулу Симпсона
xi+1/2

xi−1/2

dx (−q2) |z
j+1/2

zj−1/2 ≈ −h

6


(q2)

j+1/2
i−1/2 + 4(q2)

j+1/2
i + (q2)

j+1/2
i+1/2 − (q2)

j−1/2
i−1/2 − 4(q2)

j−1/2
i − (q2)

j−1/2
i+1/2


.

аменив

(q2)
j±1/2
i±1/2 ≈

(q2)
j±1/2
i + (q2)

j±1/2
i±1

2
и выраив q2 чере температуру θ, имеем

xi+1/2

xi−1/2

dx (−q2) |z
j+1/2

zj−1/2 ≈
h

12g




1 10 1

−2 −20 −2

1 10 1



⊙




θj+1
i−1 θj+1

i θj+1
i+1

θji−1 θji θji+1

θj−1
i−1 θj−1

i θj−1
i+1



 .

где ⊙  матричный оператор свёртки.
Аналогично выводим дл первого интеграла в (8)

zj+1/2

zj−1/2

dz (−q1 + λψ) |xi+1/2
xi−1/2 ≈

g

12h




1 −2 1

10 −20 10

1 −2 1



⊙




θj+1
i−1 θj+1

i θj+1
i+1

θji−1 θji θji+1

θj−1
i−1 θj−1

i θj−1
i+1



+
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+
λg

24




−1 0 1

−10 0 10

−1 0 1



⊙




ψj+1
i−1 ψj+1

i ψj+1
i+1

ψj
i−1 ψj

i ψj
i+1

ψj−1
i−1 ψj−1

i ψj−1
i+1



 .

Таким обраом, дл уравнени (6) построен дискретный аналог на девтиточеч-
ном шаблоне

0 =
1

12




1

g2




1 10 1

−2 −20 −2

1 10 1



+
1

h2




1 −2 1

10 −20 10

1 −2 1







⊙




θj+1
i−1 θj+1

i θj+1
i+1

θji−1 θji θji+1

θj−1
i−1 θj−1

i θj−1
i+1



+

+
λ

24h




−1 0 1

−10 0 10

−1 0 1



⊙




ψj+1
i−1 ψj+1

i ψj+1
i+1

ψj
i−1 ψj

i ψj
i+1

ψj−1
i−1 ψj−1

i ψj−1
i+1



 .

(9)

Аналогично получаетс дискретный аналог уравнени (5)

0 =
1

12




1

g2




1 10 1

−2 −20 −2

1 10 1



+
1

h2




1 −2 1

10 −20 10

1 −2 1







⊙
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i ψj+1
i+1

ψj
i−1 ψj

i ψj
i+1

ψj−1
i−1 ψj−1

i ψj−1
i+1



+

− 1

24h




−1 0 1

−10 0 10

−1 0 1



⊙




θj+1
i−1 θj+1

i θj+1
i+1

θji−1 θji θji+1

θj−1
i−1 θj−1

i θj−1
i+1



 .

(10)

3. Повышение пордка аппроксимации

Раностный аналог оператора Лапласа на девтиточечном шаблоне моно апи-
сат в виде

∆α,βf j
i =




1

h2




α −2α α

1− 2α −2 + 4α 1− 2α

α −2α α



+
1

g2




β 1− 2β β

−2β −2 + 4β −2β

β 1− 2β β







⊙ F, (11)

где F  матрица 3× 3. Аналогично дл первой проиводной имеем

δγxf
j
i ≈ 1

2h




−γ 0 γ

2γ − 1 0 1− 2γ

−γ 0 γ



⊙ F. (12)

В уравнение (9) с неопределенными коэффициентами α, β, γ подставим точное
решение θ,ψ и ралоим полученное выраение в рд Тейлора относително точ-
ки (x, z).

θx,x + θz,z + λψx = Φ(h, g),
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где невка вырааетс следущим обраом

Φ(h, g) =
h2

12
θxxxx + βh2θxxzz +

h2

6
λψxxx + αg2θxxzz +

g2

12
θzzzz + λγg2ψxzz+

+
h2g2

6
λγψxxxzz +

h2g2

12
αθxxxxzz +

h2g2

12
βθxxzzzz +O(h4) +O(g4).

После дифференцировани уравнени (6) двады по x и по z имеем

ψxxx = −1

λ
(θxxxx + θxxzz) , ψxzz = −1

λ
(θxxzz + θzzzz) , ψxxxzz = −1

λ
(θxxxxzz + θxxzzzz) .

Исклчив с помощ данных формул проиводные от переменной ψ и сгруппировав
члены при одинаковых степенх шагов h и g, апишем выраение дл невки в виде

Φ(x, z) = Ah2 +Bg2 + Ch2g2 +O(h4) +O(g4),

A =


1

12
− 1

6


θxxxx +


β − 1

6


θxxzz,

B = (α− γ) θxxzz +


1

12
− γ


θzzzz,

C =
 α

12
− γ

6


θxxxxzz +


β

12
− γ

6


θxxzzzz.

(13)

При α = β = γ = 1/12, получаетс схема (9), а при α = β = γ = 0  схема
второго пордка [6].

4. Вычислителный эксперимент

адача вычислени критических чисел Рэле λ, минималное и которых от-
вечает воникновени стационарных колебателных реимов, сводитс к системе
раностных уравнений, которые аписываетс в виде

AΨ− BΘ = 0, AΘ+ λBΨ = 0,

где A,B  матричные операторы Лапласа и дифференцировани по x, построенные
на основе конечно-раностных операторов (11)–(12), Ψ,Θ  векторы уловых наче-
ний функции тока и температуры. Выраив Ψ = A−1 · BΘ, получим спектралну
адачу

0 = AΘ+ λB · A−1 · BΘ.

В вычислителном эксперименте параметры α, β, γ выбиралис таким обраом,
чтобы сократит число слагаемых в (13). Наиболшее сокращение главных членов
невки моно добитс при α = β = 2γ = 1/6. Расчеты проводилис на сетках
n×m, где n  число рабиений по оси x, m  по оси z.
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Рис. 2. Расчет первых дести критических чисел Рэле дл раличных
сеток (слева) и схем (справа), точное решение (крестик).

На рис. 2 (слева) приведены реултаты вычислени первых дести критиче-
ских чисел Рэле дл α = β = 2γ = 1/6. Видно, что при увеличении числа улов
сходимост к точному решени наблдаетс на достаточно грубой сетке. И рис. 2
(справа) видно, что дл одинаковых сеток схема (7) поволет достич болшей точ-
ности, чем схемы второго пордка точности (α = β = γ = 0) и полученна интегро-
интерполционным методом.

На рис. 3 представлены реултаты расчета первого критического числа Рэле λ11

на раличных сетках. И графика относителной погрешности следут два вывода:
1) точност реултата вычислений на грубой сетке силнее ависит от m, чем от
n (дл схемы второго пордка это было отмечено в [6]); 2) существует оптималное
отношение шагов g/h = κ, при котором достигаетс наиболее высока точност при
фиксированном числе улов сетки.

В таблице 1 приведены начени λ11, рассчитанные дл бликих к оптималным
отношених шагов. Так, дл прмоуголника с a = 2, b = 5 при g/h ≈ 5.192 первое
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Рис. 3. Относителна погрешност вычислени λ11 на раных сетках;
α = β = 2γ = 1/6; a = 2, b = 5.

Таблица 1. Вычисление λ11 при α = β = 2γ = 1/6 в области a = 2, b = 5
на сетках с раличным отношением шагов κ = g/h. λexact

11 = 49.348;
α = β = 2γ = 1/6; a = 2, b = 5.

n×m λcalc
11 Отн. погр. λ11(%) κ

19× 7 49.6205 0.5521 1.357
21× 7 49.3857 0.0763 1.5
23× 7 49.2107 0.2782 1.643
25× 9 49.4760 0.2594 1.388
27× 9 49.3706 0.0457 1.5
29× 9 49.2865 0.1247 1.611
31× 11 49.4192 0.1443 1.409
33× 11 49.3631 0.0305 1.5
35× 11 49.3163 0.0643 1.591

критическое начение получаетс с наименшей погрешност. На рис. 4 представ-
лены функции тока и распределение температуры, отвечащие λ11. Эти реултаты
аналогичны характерным теченим, воникащим после потери устойчивости меха-
нического равновеси, см. [5, 6].
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Рис. 4. Функци тока ψ и распределение температуры θ, соответству-
щие воникновени конвекции при переходе чере λ11.

аклчение

Дл численного исследовани филтрационной конвекции Дарси предлоена
конечно-раностна схема на девтиточечном шаблоне, сохранща косимметри
исходной адачи. Выбором дополнителных параметров дискретных аналогов опера-
торов Лапласа и первой проиводной получено повышение пордка аппроксимации
уравнений по вертикалной координате. Это поволет улучшит точност, прово-
д расчеты с более деталной сеткой по горионталной координате. Представлены
реултаты вычислителных экспериментов по решени спектралной адачи дл
прмоуголников, проведено сравнение со схемой на птиточечном шаблоне, опреде-
лены оптималные соотношени шагов сетки.
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долителностми работ с помощ системы Wolfram Mathematica /
В. Р. Кристалинский // Таврический вестник информатики и математи-
ки.  2023.  4 (61).  C. 7 – 20.

УДК: 519.688

В стате описываетс подход к вычислени веротностных параметров сетевых мо-
делей с исполованием системы Wolfram Mathematica. Покаано, что данный подход
поволет эффективно исследоват сетевые модели и моет исполоватс как на
практике, так и в учебном процессе вуов.

Клчевые слова: сетева модел, система Wolfram Mathematica.

Лукненко В. А. Приблиенные решени уравнений, моделирущих
нелинейные процессы / В. А. Лукненко // Таврический вестник инфор-
матики и математики.  2023.  4 (61).  C. 21 – 55.

УДК: 517.957+517.928.7

В рамках направлени прикладной нелинейной динамики рассмотрены дифферен-
циалные уравнени в частных проиводных с оператором дифференцировани по
времени, оператором преобраовани, оператором Лапласа и дробным лапласианом,
нашедшие применение в раличных областх фиики: адачи нелинейной оптики
(световой фаовой модулции и оптического реонатора), пламоники и теории так
наываемого быстрого горени. В работе исполутс основные методы иссле-
довани кваилинейных параболических уравнений (метод Крылова-Боголбова-
Митрополского-Самойленко (КБМС), метод Галеркина, асимптотическое ралое-
ние решени по собственным функцим, метод усреднени, метод эллиптических
функций и операторный метод. Приведен алгоритм решени нелинейных интеграл-
ных уравнений 1-го рода типа свертки на примере уравнени Урысона, воникаще-
го в адачах прикладной нелинейной динамики при построении решений по данным
косвенных имерений.

Клчевые слова: прикладна нелинейна динамика, метод централных многообраий,
метод Галеркина, бифуркационный анали, асимптотические методы.
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Корнута А. А., Лукненко В. А. Применение системы комптерной ма-
тематики в адачах прикладной нелинейной динамики / А. А. Корнута,
В. А. Лукненко // Таврический вестник информатики и математики. 
2023.  4 (61).  C. 56 – 80.

УДК: 517.957

В работе рассмотрено применение системы комптерной математики дл исследо-
вани нелинейного функционално-дифференциалного уравнени параболическо-
го типа с преобраованием пространственных переменных, моделирущего экспери-
менты в оптических системах с нелинейностми керровского типа, в которых пре-
обраование пол в двумерном контуре обратной сви приводит к воникновени
пространственно-неоднородных, вращащихс и других структур. С помощ па-
кета Wolfram Mathematica, исполу основные асимптотические методы приклад-
ной нелинейной динамики, осуществлен локалный анали родащихс структур
и описаны сценарии их равити. Пполучено численное решение и его виуалиа-
ци в ависимости от наченийтаких параметров, как малый параметр диффуии,
интенсивности и преобраовани координат.

Клчевые слова: прикладна нелинейна динамика, функционално-дифференциалные
уравнени, бифуркаци, стационарное решение, Wolfram Mathematica.

Рудницкий О. И. О баисных инвариантах импримитивных групп
G(m, p, n), Bm

n , Dm
n / О. И. Рудницкий // Таврический вестник инфор-

матики и математики.  2023.  4 (61).  C. 81 – 91.

УДК: 514.7

В n-мерном унитарном пространстве иучатс инварианты импримитивных групп
G(m, p, n), Bn

m, Dn
m. Дан обор ивестных подходов к построени в вном виде ба-

исных инвариантов укаанных групп, а таке предлоен новый метод с исполо-
ванием дифференциалного оператора.

Клчевые слова: унитарное пространство, отраение, инвариант, баисный инвари-
ант, комплексный многогранник.
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Селищев А. А., Цибулин В. Г. Раностна схема повышенного по-
рдка дл аналиа филтрационной конвекции / А. А. Селищев,
В. Г. Цибулин // Таврический вестник информатики и математики. 
2023.  4 (61).  C. 92 – 102.

УДК: 519.634

Рассматриваетс адача о конвекции теплопроводной идкости в прмоуголной по-
ристой области, подогреваемой сниу. Дл решени уравнений относително функ-
ции тока и температуры (модел Дарси) построена компактна конечно-раностна
схема на девтиточечном шаблоне. Покаано, что выбором параметров аппроксима-
ции оператора Лапласа и первых проиводных моно обеспечит повышенный по-
рдок точности по пространственным переменным а счет сокращени слагаемых
в ралоении Тейлора. Численный эксперимент продемонстрировал, что при оп-
тималном выборе дискретиации области получатс более точные решени, чем
при исполовании птиточечного шаблона. Представлены реултаты расчета спек-
тралной адачи и вычислени критических чисел Рэле, отвечащих воникнове-
ни семейства стационарных конвективных двиений.

Клчевые слова: конвекци, пориста среда, модел Дарси, компактна схема, метод
конечных раностей.
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