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О МЕТОДАХ ЕРКАЛНОГО СПУСКА ДЛ НЕКОТОРЫХ ТИПОВ
АДАЧ КОМПОИТНОЙ ОПТИМИАЦИИ С
ФУНКЦИОНАЛНЫМИ ОГРАНИЧЕНИМИ

c© С. С. Аблаев1, И. В. Баран2

Крымский федералный университет им. В. И. Вернадского
Фиико-технический институт

просп. Академика Вернадского, 4, Симферопол, 295007, Российска Федераци
e-mail: 1seydamet.ablaev@yandex.ru, 2matemain@mail.ru

On mirror descent methods for some types of composite optimization
problems with functional constraints.

Ablaev S. S., Baran I. V.

Abstract. The paper is devoted to some methods of mirror descent and theoretical estimates
of their rate of convergence for problems of convex composite optimization, where the functionals
f and g are convex, and r and ν have a simple structure.

On the class of Lipschitz functionals, we propose a modified mirror descent algorithm
with adaptively chosen steps and a stopping criterion. The mirror descent operator is defined
as standart. In this case, both problems with Lipschitz functionalities and problems with
functionalities that satisfy substantially more general Lipschitz relative Lipschitz property
to some not necessarily strongly convex prox function, which was recently proposed by
Y. E. Nesterov and H. Lu.

For example, this condition is applicable to such applied problems as Support Vector
Machine, Truss Topology Design, and to the problem of finding a common point for a system of
ellipsoids.

For a more general class of relatively Lipschitz problems, a method with constant steps but
with an adaptive stopping criterion is proposed. This made it possible to obtain estimates for
the rate of convergence of the mirror descent method that are optimal for the class of problems
with relatively Lipschitz objective functionals and constraint functionals.

In paper was also considered a generalization of the last result to the case of the assumption
that δ-subgradients of functionals are available instead of ordinary subgradients, and an estimate
for the corresponding mirror descent algorithm is obtained.

Keywords: Lipschitz functional, subgradient, composite optimization problems, mirror descent
methods
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Введение

Работа посвщена некоторым методам еркалного спуска дл адач выпуклой
компоитной оптимиации вида

f(x) = ϕ(x) + r(x) → min, g(x) = ξ(x) + ν(x) ≤ 0, (1)

где f, g,ϕ, ξ, r, ν : Q → R, Q ⊂ Rn  выпуклое амкнутое мноество, функционалы
f и g выпуклы, причем r и ν имет просту структуру (то ест операци проекти-
ровани на мноество уровн в проиволной точке менее атратна по сравнени с
находением субградиента в этой точке). Ивестно, что адачи компоитной оптими-
ации воникат во многих прикладных адачах [1], в том числе при моделировании
транспортных потоков.

Работа посвщена равити исследований [5], [2]-[6] (особенно равити аме-
чани 4 и [5]). При этом аналогично [5], [6] рассматриватс методы дл адач с
относително липшицевыми функционалами. Относителна липшицевост введена
недавно в [7], [8]. Напомним это понтие. Дл этого нам потребуетс ввести вспо-
могателну прокс-функци, породащу расстоние (функци, породаща
расстоние, вводитс дл оценки качества решени).

Пуст d : Q ⊂ Rn → R  неотрицателна выпукла и непрерывно дифферен-
цируема функци. Тогда далее при аналие алгоритмов дл оценки расстони от
текущей точки до решени моно исполоват дивергенци Брэгмана вида

Vd(y, x) = d(y)− d(x)− 〈∇d(x), y − x〉 ∀x, y ∈ Q, (2)

где 〈·, ·〉  скалрное проиведение в пространстве Rn.
Условие относителной липшицевости функционала свано с релаксацией усло-

ви Липшица, котора предполагает амену ограниченности нормы субградиен-
та ∇f(x)∗  Mf так наываемой относителной липшицевост (непрерывно-
ст) [7]:

∇f(x)∗ 
Mf


2Vd(y, x)

y − x ∀x, y ∈ Q, y ∕= x. (3)

Как отмечено в [7], при подходщем выборе прокс-функции такое условие покры-
вает существенно болший класс адач по сравнени с классом адач с липшицевой
целевой функцией.

Например, такому услови удовлетворт негладкие и, вообще говор, нелипши-
цевы функционалы, равные максимуму конечного набора функционалов с липшице-
вым градиентом. Такие функционалы воникат в таких прикладных адачах, как

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2023, 3



О методах еркалного спуска 9

Truss Topology Design, в адаче находени общей точки несколких эллипсоидов и
других.

Отметим, что мы вслед а [7] рассматриваем следущий аналог услови (3):

〈∇f(x), x− y〉  Mf


2Vd(y, x) ∀x, y ∈ Q.

Напомним ваное вспомогателное понтие и [5].

Определение 1. Пуст δ > 0. Будем говорит, что f и g допускат (δ,φ, V )–модел
в точке y ∈ Q, если

f(x) + ψf (y, x) ≤ f(y), −ψf (y, x) ≤


2Vd(y, x) + δ (4)

g(x) + ψg(y, x) ≤ g(y), −ψg(y, x) ≤


2Vd(y, x) + δ, (5)

где ψf (y, x) и ψg(y, x)  выпуклые функционалы по y и ψf (x, x) = ψg(x, x) = 0 дл
лбого x ∈ Q.

Мы далее будем рассматриват случай δ = 0 и дл постановки адачи (1) ис-
половат функции-модели следущего типа:

ψf (y, x) = 〈∇ϕ(x), y − x〉+ r(y)− r(x),

ψg(y, x) = 〈∇ξ(x), y − x〉+ ν(y)− ν(x).
(6)

Всду далее чере x∗ будем обоначат точное решение поставленной адачи.
Пуст h > 0. Дл адач, допускащих в проиволной точке (δ,φ, V )-модел, опера-
тор проксималного отобраени (шаг еркалного спуска) моно определит сле-
дущим обраом [5]:

Mirrh(x,ψ) = argmin
y∈Q


ψ(y, x) +

1

h
Vd(y, x)


.

Перечислим клчевые реултаты настощей работы.
В первом раделе рассмотрен класс адач компоитной оптимиации (1) c лип-

шицевыми функционалами. Дл этого случа предлоен метод с адаптивно подо-
бранными шагами и критерием остановки, приведена оценка скорости сходимости
метода.

Во втором раделе рассмотрен уе более общий класс адач с относително лип-
шицевыми функционалами. Дл такого класса описан метод еркалного спуска с
постонными шагами, но с адаптивным критерием остановки. Приведены докаан-
ные авторами оценки скорости сходимости метода [5], [6] (при δ = 0), оптималные
на классе адач с относително липшицевыми целевыми функционалами и функци-
оналами ограничений.
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В третем раделе рассмотрено обобщение реултата пункта 2 на предполоение
о достyпности на итерацих еркалного спуска вместо субградиентов функциона-
лов их δ-субградиентов (см., например главy 5 и [10]) и выведена оценка качества
выдаваемого таким алгоритмом решени.

1. Случай липшицевых функционалов. Адаптивный алгоритм
еркалного спуска

Рассмотрим сначала ситуаци, когда функционалы ϕ и ξ удовлетворт обычно-
му услови Липшица и мы исполуем их субградиенты, ограниченные по норме. В
этом случае, если выбрат 1-силно выпуклу относително рассматриваемой нормы
прокс-функци d, то моно адаптивно выбират шаги по аналогии с [2].

Приведем вспомогателну лемму дл адач c функционалами, допускащими
(δ,ϕ, V )-модел [5] при δ = 0.

Лемма 1. Пуст функционал f Mf -липшицев, а простой функционал r Mr-
липшицев и x+ = Mirrh(x,ψf ). Тогда ∀ h > 0 верны неравенства:

h(f(x)− f(y)) ≤ −hψf (y, x) ≤
h2

2


∇ϕ(x)∗ +Mr

2
+ Vd(y, x)− Vd(y, x

+) ∀y ∈ Q.

Дл адачи (1) в случае липшицевых функционалов рассмотрим следущий ал-
горитм. Если g(xk) ≤ ε, то шаг наываетс продуктивным (шаг по функции), в ином
случае, g(xk) > ε, шаг наываетс непродуктивным (шаг по ограничени). Чере I

и J обоначим мноество индексов продуктивных и непродуктивных шагов соответ-
ственно.

Дл алгоритма 1 справедлива следуща

Теорема 1. Пуст ε > 0  фиксированное число и выполнен критерий остановки
алгоритма 1, причём функционал f Mf -липшицев, а g  Mg-липшицев. Тогда x
ест ε-решение адачи (1):

f(x)− f(x∗) ≤ ε, g(x) ≤ ε.

При этом предлоенный алгоритм работает не более N =

2max{M2

f ,M
2
g }θ20

ε2


ите-

раций.

Докаателство. По лемме 1 имеем ∀x ∈ Q

hf
k


f(xk)− f(x)


≤


hf
k

2

2


∇ϕ(xk)∗ +Mr

2
+ Vd(x, x

k)− Vd(x, x
k+1), k ∈ I

hg
k


g(xk)− g(x)


≤


hg
k

2

2


∇ξ(xk)∗ +Mν

2
+ Vd(x, x

k)− Vd(x, x
k+1), k ∈ J.
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Алгоритм 1 еркалный спуск дл адач компоитной оптимиации, липшицевы
функционалы
Require: ε > 0,Mr > 0,Mν > 0, θ0 : d(x

∗) ≤ θ20.
1: x0 = argminx∈Q d(x).
2: I =: ∅ и J =: ∅
3: N ← 0
4: repeat
5: if g


xN


≤ ε then

6: hN = ε
(∇ϕ(xN )∗+Mr)2

, xN+1 = MirrhN
(x,ψf )

7: N → I
8: else
9: hN = ε

(∇ξ(xN )∗+Mν)2
, xN+1 = MirrhN

(x,ψg)

10: N → J
11: N ← N + 1
12: until 2θ20

ε2
≤


k∈I

1
(∇ϕ(xN )∗+Mr)2

+

k∈J

1
(∇ξ(xN )∗+Mν)2

.

Ensure: x :=


k∈I

xkhk


k∈I

hk
.

После суммировани последних неравенств, получим при x = x∗


k∈I

hf
k


f(xk)− f(x∗)


+


k∈J

hg
k


g(xk)− g(x∗)


≤

≤


k∈I


hf
k

2∇ϕ(xk)∗ +Mr

2

2
+


k∈J


hg
k

2∇ξ(xk)∗ +Mν

2

2
+


k


Vd(x∗, x

k)−Vd(x∗, x
k+1)


≤

≤


k∈I


hf
k

2∇ϕ(xk)∗ +Mr

2

2
+


k∈J


hg
k

2∇ξ(xk)∗ +Mν

2

2
+ θ20 ≤

≤ ε

2



k

hk + θ20.

На вском непродуктивном шаге имеем g(xk)− g(x∗) > ε, откуда


k∈I

hf
k


f(xk)− f(x∗)


<

ε

2



k

hk + θ20 − ε


k∈J

hg
k =

ε

2



k∈I

hf
k −

ε

2



k∈J

hg
k + θ20 =

= ε


k∈I

hf
k −

ε

2



k∈I

hf
k −

ε

2



k∈J

hg
k + θ20 ≤ ε



k∈I

hf
k ,

то ест необходимо выполнение неравенства

θ20 ≤
ε

2



k∈I

hf
k+

ε

2



k∈J

hg
k =

ε

2



k

hk =
ε2

2



k∈I

1

∇ϕ(xk)∗ +Mr

2+
ε2

2



k∈J

1

∇ξ(xk)∗ +Mν

2 .
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Поэтому критерий остановки имеет вид

2θ20
ε2

≤


k∈I

1

∇ϕ(xk)∗ +Mr

2 +


k∈J

1

∇ξ(xk)∗ +Mν

2 ,

который аведомо выполнитс при

N ≥
2max{M2

f ,M
2
g }θ20

ε2
.

□

2. Случай относително липшицевых функционалов.
еркалный спуск с постонными шагами

В этом пункте рассматриваетс случай относително липшицевых функциона-
лов, поэтому силна выпуклост прокс-функции уе не требуетс. Алгоритм 2 и
теорема 2 уе были анонсированы в [5] бе докаателств (см. [5], Algorithm 3 и
Remark 2.4). дес мы приводим их с полным обоснованием.

Пуст функционалы f и g удовлетворт соотношеним:

f(x) + ψf (y, x) ≤ f(y), −ψf (y, x) ≤ Mf


2Vd(y, x), (7)

g(x) + ψg(y, x) ≤ g(y), −ψg(y, x) ≤ Mg


2Vd(y, x). (8)

Дл случа относително липшицевых функционалов мы рассмотрим аналог ал-
горитма 1.

Алгоритм 2 еркалный спуск дл относително липшицевых функционалов
Require: ε > 0,Mf > 0,Mg > 0, θ0 : d(x

∗) ≤ θ20.
1: x0 = argminx∈Q d(x).
2: I =: ∅ и J =: ∅
3: N ← 0
4: repeat
5: if g


xN


≤ ε then

6: hf = ε
M2

f
, xk+1 = Mirrhf


xN ,ψf


,

7: N → I
8: else
9: hg = ε

M2
g
, xN+1 = Mirrhg


xN ,ψg


,

10: N → J
11: N ← N + 1
12: until 2θ20

ε2
≤ |I|

M2
f
+ |J |

M2
g
.

Ensure: x := 1
|I|


k∈I

xk.
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Раница меду алгоритмами 1 и 2 аклчаетс в выборе шагов (постонные) и
критери остановки. Дл этого алгоритма справедлив следущий реултат.

Теорема 2. Пуст f и g  это выпуклые функционалы, удовлетворщие (7) и (8)
при некоторых Mf > 0 и Mg > 0. Пуст ε > 0  фиксированное полоителное
число. Предполоим, что θ0 > 0  ивестна константа, така, что d(x∗) ≤ θ20.
Тогда после остановки алгоритма 2 выполнтс следущие неравенства:

f(x)− f(x∗) ≤ ε и g(x) ≤ ε.

При этом необходимое число итераций алгоритма 2 не превышает

N =


2M2θ20
ε2


, где M = max{Mf ,Mg}.

Докаателство. Имет место неравенства

hf


f(xk)− f(y)


≤

M2
fh

2
f

2
+ Vd(y, x

k)− Vd(y, x
k+1),

hg


g(xk)− g(y)


≤

M2
gh

2
g

2
+ Vd(y, x

k)− Vd(y, x
k+1).

После суммировани этих неравенств по k получим при y = x∗


k∈I

hf


f(xk)− f(x∗)


+


k∈J

hg


g(xk)− g(x∗)


≤

≤


k∈I

M2
fh

2
f

2
+


k∈J

M2
gh

2
g

2
+


k


Vd(x∗, x

k)− Vd(x∗, x
k+1)


≤

≤


k∈I

M2
fh

2
f

2
+


k∈J

M2
gh

2
g

2
+ θ20.

На вском непродуктивном шаге имеем g(xk)− g(x∗) > ε, откуда


k∈I

hf


f(xk)− f(x∗)


<



k∈I

M2
fh

2
f

2
+


k∈J

M2
gh

2
g

2
+ θ20 − ε



k∈J

hg =

= |I| ε2

2M2
f

− |J | ε2

2M2
g

+ θ20 ≤ ε


k∈I

hf .

Наконец, имеем

θ20 ≤ |I| ε2

2M2
f

+ |J | ε2

2M2
g

,

откуда
2θ20
ε2

≤ |I|
M2

f

+
|J |
M2

g

.

□
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3. Вариант еркалного спуска дл относително липшицевых
адич с исполованием на итерацих δ-субградиентов

функционалов

В работе [9] были рассмотрены некоторые варианты метода еркалного спуска на
классе липшицевых выпyклых адач в предполоении исполовани на итерацих
δ-субградиентов фyнкций [10] (δ > 0) вместо точных начений сyбградиентов. В этом
раделе мы рассмотрим еркалный спуск уе дл адач компоитной оптимиации
вида (1) c исполованием δ-субградиентов дл случа относително липшицевых
функционалов, допускащих (δ,φ, V )-модел при δ > 0.

Пуст рассматриватс адачи компоитной оптимиации вида:

f(x) = ϕ(x) + r(x) → min,

g(x) = ξ(x) + ν(x) ≤ 0,

где r и ν  функционалы простой структуры. Дл этого случа мы вводим такие
обоначени

ψf (y, x) = 〈∇ϕ(x), y − x〉+ r(y)− r(x)

ψg(y, x) = 〈∇ξ(x), y − x〉+ ν(y)− ν(x).

Покаем, какой вид метода еркалного спуска моно исполоват дл следу-
щей ситуации. Допустим, что нам доступны не обычные субградиенты ∇f и ∇g, а
δ-субградиенты ∇δϕ и ∇δξ, то ест

r(y) ≥ r(x) + 〈∇δϕ(x), y − x〉 − δ,

ν(y) ≥ ν(x) + 〈∇δξ(x), y − x〉 − δ,

дл лбых x, y ∈ Q при фиксированном δ > 0.
Тогда естественно рассмотрет такие предполоени на ψf и ψg в (4) и (5):

f(x)− f(y)− δ ≤ −ψf (y, x) ≤ Mf


2Vd(y, x) + δ, (9)

g(x)− g(y)− δ ≤ −ψg(y, x) ≤ Mg


2Vd(y, x) + δ. (10)

При укаанных предполоених моно сформулироват следущий аналог ба-
овой леммы 1 дл еркалных спусков.

Лемма 2. Пуст f  выпуклый функционал, удовлетворщий (9), h > 0 и
x+ = Mirrh(x,ψf ). Тогда

h(f(x)− f(y)− δ) ≤ −hψf (y, x) ≤
M2

fh
2
f

2
+ Vd(y, x)− Vd(y, x

+) + hδ.
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Докаателство. Имеем ∀y ∈ Q

hψf (y, x)− hψf (x
+, x) + 〈∇d(x+)−∇d(x), y − x+〉 ≥ 0.

Отталкивас от этого неравенства и неравенства (9), вомоно выписат следущие
выкладки:

h(f(x)− f(y)− δ) ≤ −hψf (y, x) ≤ −hψf (x
+, x) + 〈∇d(x+)−∇d(x), y − x+〉 =

= −hψf (x
+, x) + Vd(y, x)− Vd(y, x

+)− Vd(x
+, x) ≤

M2
fh

2
f

2
+ Vd(y, x)− Vd(y, x

+) + hδ.

Наконец, получим

h(f(x)− f(y)− δ) ≤ −hψf (y, x) ≤
M2

fh
2
f

2
+ Vd(y, x)− Vd(y, x

+) + hδ.

□

Скаем несколко слов о свойствах δ-субградиентов выпуклого функциона-
ла f : Rn → R в точке x [10]. Геометрически δ-субградиент соответствует гипер-
плоскостм в Rn+1, раделщим надграфик f(x) и точку (f(x)− δ, x). В отличие от
субградиента, δ-субградиент при δ > 0 не определетс локалными свойствами f(x).
Правила вычислени δ-субградиентов могyт окаатс слонее, чем в слyчае обыч-
ных субградиентов. Однако необходимост в исполовании δ-субградиентов вони-
кает, например, в адачах следущего типа (см. [9] и цитированнy там литератyрy).

Пуст
f(x) = max

y∈Q
φ(x, y),

где x ∈ Rn, Q  компактное мноество, φ(x, y) непрерывна по y и выпукла по x.
В частности, Q моет состот и конечного числа элементов. Очевидно, что f(x)

определена на Rn и выпукла. Пуст y  проиволна точка и Q, така, что
φ(x, y) ≥ f(x) − δ. Иначе говор, y  проиволна точка, в которой приблиен-
но (с точност до δ) достигаетс максимум φ(x, y) по y ∈ Q. Тогда

∂xφ(x, y) ⊂ ∂δf(x).

Таким обраом, чтобы найти один и δ-субградиентов f(x), достаточно прибли-
ённо отыскат максимум по y и вт субградиент соответствущей функции φ.
Вычисление е субградиента f(x) требует точной максимиации φ по y.

Опишем аналог алгоритма 2 с исполованием δ-субградиентов.
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Алгоритм 3 еркалный спуск дл относително липшицевых функционалов с δ-
субградиентами
Require: ε > 0, δ > 0,Mf > 0,Mg > 0, θ0 : d(x

∗) ≤ θ20.
1: x0 = argminx∈Q d(x).
2: I =: ∅ и J =: ∅
3: N ← 0
4: repeat
5: if g


xN


≤ ε+ 2δ then

6: hf = ε
M2

f
, xk+1 = Mirrhf


xN ,ψf


,

7: N → I
8: else
9: hg = ε

M2
g
, xN+1 = Mirrhg


xN ,ψg


,

10: N → J
11: N ← N + 1
12: until 2θ20

ε2
≤ |I|

M2
f
+ |J |

M2
g
.

Ensure: x := 1
|I|


k∈I

xk.

И леммы 2 вытекает следуща теорема.

Теорема 3. Пуст f и g  выпуклые функционалы, удовлетворщие (9) и (10)
дл некоторых Mf > 0 и Mg > 0. Пуст ε > 0, δ > 0  фиксированные полои-
телные числа, θ0 > 0  ивестна константа, така, что d(x∗) ≤ θ20. Тогда после
остановки алгоритма 3 справедливы следущие неравенства:

f(x)− f(x∗) ≤ ε+ 2δ и g(x) ≤ ε+ 2δ.

При этом необходимое число итераций алгоритма 3 не превышает

N =


2M2θ20
ε2


, где M = max{Mf ,Mg}.

Докаателство. Выводитс и леммы 2 по аналогии с теоремой 2. □

аклчение

В работе рассмотрены методы еркалного спуска дл адач компоитной опти-
миации вида f(x) = ϕ(x) + r(x) → min, g(x) = ξ(x) + ν(x) ≤ 0, где функционалы
f и g выпуклы, а r и ν имет просту структуру. При этом, исследовани прово-
дилис в предполоении о том, что функционалы f и g допускат (δ,φ, V )-модел
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О методах еркалного спуска 17

в проиволной точке y ∈ Q.

ψf (y, x) = 〈∇ϕ(x), y − x〉+ r(y)− r(x),

ψg(y, x) = 〈∇ξ(x), y − x〉+ ν(y)− ν(x).

На классе липшицевых адач предлоен метод с адаптивным подбором ша-
гов и адаптивным критерием остановки. Дл этого алгоритма получена теоре-
ма, описываща его слоност и качество выдаваемого решени: ε-точност
f(x)− f(x∗) ≤ ε, g(x) ≤ ε достигаетс а N =


2max{M2

f ,M
2
g }θ20

ε2


итераций.

Дл существенно более общей ситуации относително липшицевых адач ис-
следован предлоенный ранее в [5] вариант еркалного спуска с неадаптивными
шагами, но с адаптивным правилом остановки. Докаана теорема, отобрааща
оценку этого алгоритма: дл относително липшицевых функционалов ε-точност
f(x) − f(x∗) ≤ ε, g(x) ≤ ε приблиенного решени адачи (1) достигаетс а
N =


2max{Mf ,Mg}2θ20

ε2


итераций алгоритма 2.

Рассмотрено обобщение последнего реултата на случай предполоени о до-
ступности δ-субградиентов функционалов вместо обычных субградиентов.

Сформулирована и докаана баова лемма еркалных спусков в случае δ-
субградиентов, и получена теорема, котора покаывает влиние параметра δ на
работу соответствущего алгоритма еркалного спуска.
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On the calculation of the first Lyapunov quantity of a periodic
impulsive system.
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Abstract. Impulsive systems have become increasingly popular in recent decades because
they provide a natural toolkit for mathematical modeling of many phenomena in the real world
and industrial processes. Applications of impulsive systems can be found in a wide variety of
fields, such as aeronautics, environmental science, economics, epidemiology, finance, medicine,
and robotics, to name a few. Solutions of impulsive systems are discontinuous and this makes
some standard methods of analysis and control ineffective. However, much progress has been
made in recent years, and many interesting results in stability, manifold theory and bifurcation
analysis have been published for such systems. Extensive literature is devoted to the stability
conditions for solutions of impulsive systems. But the critical case of stability has not yet been
sufficiently studied.

The paper concerns in periodic impulsive systems with fixed moments of impulse actions.
Such a system consists of two elements: a continuous system of differential equations that
governs the state of the system between moments of impulsive events, and a system of difference
equations, which specifies a method for instantly changing the state of the system.

The critical case of stability is considered for a periodic impulsive system of the second order
of general form with an autonomous differential equation and an autonomous impulsive action
operator. It is assumed that the linear approximation monodromy matrix has a pair of complex
conjugate multipliers on the unit circle of the complex plane.

The algorithm for calculating the first Lyapunov quantity is described in detail. The
reliability of the algorithm formulas is confirmed by the results of test analytical calculations
for two illustrative examples.

Keywords: periodic impulsive systems, reduction to diskrete time, critical case of stability, first
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Введение

Системы дифференциалных уравнений с импулсным водействием (импулс-
ные системы) становтс все более популрными в последние дестилети, посколку
они обеспечиват естественный инструментарий дл математического моделирова-
ни многих влений в реалном мире и промышленных процессах.

Прилоени импулсных систем моно найти в самых раличных областх, та-
ких как аэронавтика, экологи, экономика, эпидемиологи, финансы, медицина и
робототехника, и это лиш некоторые и них.

Импулсна система в общем виде состоит и трех компонент: непрерывной си-
стемы дифференциалных уравнений, котора управлет состонием системы меду
моментами импулсных водействий; системы раностных уравнений, котора адает
способ мгновенного именени состони системы, и критери, адащего моменты
времени, когда состоние системы реко (мгновенно) менетс.

Решени импулсных систем влтс рарывными и это делает мало эффек-
тивными некоторые стандартные методы аналиа и управлени. Тем не менее, а по-
следние дестилети был достигнут начителный прогресс в теории и применении
импулсных систем, описываемых обыкновенными дифференциалными уравнени-
ми.

В стате рассматриватс импулсные системы с фиксированными моментами
импулсного водействи

dx

dt
= f(t, x), t ∕= τk, x(τ+k ) = hk(x(τk)), (1)

где f(t, x)  непрерывна по x и кусочно-непрерывна по t функци с рарывами
первого рода, x(t+) = lims→t+0 x(s)  правое пределное начение функции в точке t,
hk(x)  непрерывные функции, k ∈ Z, последователност {τk} строго ворастает и
не имеет конечных точек сгущени.

Традиционно предполагаетс, что решение импулсной системы непрерывно сле-
ва, но в некоторых математических моделх, например, учитыващих влиние а-
падывани, удобнее предполагат решени непрерывными справа.

Импулсные системы вида (1) имет много общего с системами обыкновенных
дифференциалных уравнений и потому вполне естественно, что на началном этапе,
в 1970-х, теори импулсных систем равивалас по аналогии с хорошо равитой тео-
рией обыкновенных дифференциалных уравнений. Например, решение началной
адачи дл импулсной системы (1) с началным условием x(t0) = x0 удовлетворет
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интегралному уравнени

x(t) = x0 +

t

t0

f(s, x(s))ds+


t0<τk<t

[x(τk) + hk(x(τk))] (2)

и по сути данное представление решени импулсной системы леит в основе бол-
шей части современной теории импулсных систем, восходщей к классической мо-
нографии А. М. Самойленко и Н. А. Перестка [1] 1987 года (английский перевод [2]
с дополненими вышел в 1995-м), и до последнего времени эта точка рени доми-
нирует в болшинстве книг и статей [3]–[8]. Вместе с тем нетрудно аметит, что
импулсна система с фиксированными моментами импулсных водействий есте-
ственным обраом сводитс к системе раностных уравнений.

Пуст права част системы (1) адана всду в соответствущих метрических
пространствах. Обоначим чере ϕ(t; t0, x0) решение дифференциалного уравнени
в системе (1) и предполоим, что дл t0 ∈ [τk0 , τk0+1) и лбого k  k0 решение
ϕ(t; τk, x(τ

+
k )) продолимо на вес сегмент [τk, τk+1]. Тогда решени импулсной си-

стемы неограниченно продолимы вправо и начени xk = x(τk; t0, x0) решени им-
пулсной системы в соседних моментах импулсного водействи сваны рекуррент-
ным соотношением

xk+1 = Fk(xk) = ϕ(τk+1 − τk; τk, hk(x(τk)), k > k0. (3)

Поведение последователности {xk = x(τk; t0, x0)}k>k0 полност характериует по-
ведение решени x(t; t0, x0) при t > t0.

Таким обраом, исследование свойств решений импулсной системы (1) формал-
но сводитс к исследовани свойств решений раностного уравнени (3). Раумеетс,
в общем случае аписат соотношение (3) в вном виде не представлетс вомо-
ным и свойства последователности {xk = x(τk; t0, x0)}k>k0 описат нел. Однако
дл находщих широкие прилоени периодических импулсных систем вида (1)
этот подход влетс весма перспективным.

Напомним, что импулсна система (1) наываетс периодической, если дл неко-
торых 0 < T ∈ R и p ∈ N функци f(t, x) T -периодична по t, функци hk(x)

p-периодична по k и при этом имеет место равенство: τk+p − τk = T дл k ∈ Z.
аметим, что в периодической системе последователност полоителных интерва-
лов {θk = τk+1− τk} меду соседними моментами импулсного водействи влетс
p-периодической. Не ограничива общности, всегда моно предполагат, что τ0 = 0.

Пуст система (1) периодическа и x(t) = x(t; 0, x0)  её решение. Дл простоты
описани предполоим, что p = 2, следователно, T = θ0 + θ1. Тогда дл начений
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xk = x(τk; 0, x0) получим следущее рекуррентное уравнение

xk+2 = F (xk), F (x) = ϕ(θ0 + θ1; θ0, h1(ϕ(θ0; 0, h0(x))), k ∈ Z. (4)

Таким обраом, исследование периодической импулсной системы вида (1) есте-
ственным обраом сводитс к исследовани дискретной динамической системы (4).
Конечно, в общем случае решение ϕ(t; t0, x0) не моет быт описано в вном виде,
но иметс хорошо раработанные приблиенные методы, например, представление
в виде степенного рда по началным наченим.

В последние два дестилети начителное равитие получила теори импулс-
ных функционално дифференциалных уравнений, в частности, теори бифурка-
ций. Современное состоние этого направлени теории импулсных систем илоено
в монографии [9] канадских математиков Kevin Church и Xinzhi Liu. В контексте
стати особый интерес представлет втора глава этой монографии, где представлен
очен содерателный обор современного состони качественной теории импулс-
ных систем вида (1).

Настоща стат посвщена проблеме устойчивости стационарного решени пе-
риодической системы импулсных уравнений второго пордка в критическом случае,
когда матрица монодромии линейного приблиени имеет пару комплексно сопр-
енных мултипликаторов, леащих на единичной окруности. Критическим слу-
чаем устойчивости стационарного решени импулсной системы (1), в свете ивест-
ных фактов об устойчивости по линейному приблиени, наовем ситуаци, когда
линеариаци системы (1) в окрестности стационарного решени устойчива, но не
асимптотически. Условим устойчивости решений импулсных систем посвщена об-
ширна литература, в частности, монографии [3, 4, 10, 11]. Но критический случай
устойчивости пока недостаточно иучен, библиографи насчитывает лиш нескол-
ко дестков статей. Болшу работу в этом направлении выполнил В. И. Слынко
с соавторами. Укаем лиш несколко непосредственно относщихс к настощей
работе статей [12]–[15].

Основна цел  верификаци формул алгоритма вычислени первой лпунов-
ской величины, кратко илоенного в стате авторов [15]. В первой части настощей
работы (раделы 1–4) этот алгоритм описан более детално, исправлены амеченные
опечатки и внесены необходимые уточнени в формулы. Но полна формулировка
теоремы об устойчивости дана в [15] и дес не приводитс. В птом раделе дл
двух иллстративных примеров найдены начени первой лпуновской величины
двум раличными способами. Второй способ непосредственно реалиует получен-
ные в первой части формулы формулы. Совпадение итоговых числовых начений
вселет надеду, что тепер все формулы верные.
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1. Постановка адачи

Рассмотрим импулсну систему второго пордка с фиксированными моментами
импулсного водействи τk, k = 0, 1, 2, . . . ,

ẋ =Ax+


|m|2

fmx
m, t ∕= τk, (5)

x(t+) =Bx(t) +


|m|2

gmx
m, t = τk, (6)

где m = (m1,m2)  0  мултииндекс, |m| = m1 + m2, x = (x1, x2)
T , xm = xm1

1 xm2
2 ,

A,B ∈ R2×2  постонные матрицы с вещественными элементами, detB ∕= 0,
fm = (f

(1)
m , f

(2)
m )T , gm = (g

(1)
m , g

(2)
m )T ∈ R2. Рды в правой части системы предпола-

гатс абсолтно сходщимис в некоторой окрестности нул.

Предполоим, что последователност интервалов θk = τk+1−τk меду момента-
ми импулсных водействий периодическа. Тогда импулсна система (5)–(6) будет
периодической. Дл краткости илоени ограничимс простейшим случаем p = 1

регулрной последователности τk = kθ, θ > 0. Общий случай рассматриваетс ана-
логично.

Нарду с нелинейной системой (5)-(6) рассмотрим её линеариаци в нуле

ξ̇ = Aξ, t ∕= τk, ξ(t+) = Bξ(t), t = τk. (7)

Если спектралный радиус матрицы монодромии M = eθAB линеариации мен-
ше 1, то нулевое решение импулсной системы (5)–(6) асимптотически (экспоненци-
ално) устойчиво, а если спектралный радиус болше 1, то нулевое решение системы
неустойчиво.

Рассмотрим критический случай, когда матрица монодромии M = eθAB линеари-
ации (7) имеет комплексно сопренные собственные начени (мултипликаторы)

ρ1,2 = e±iγ, 0 < γ < π.

начени ξ(τk) лбого решени ξ(t) линейной системы (7) сваны соотношением

ξ(τk+1) = Mξ(τk). (8)

Принима во внимание тот факт, что в рассматриваемом случае матрица монодро-

мии M = eθAB подобна матрице


cos γ − sin γ

sin γ cos γ


поворота на угол γ, аклчаем, что

точки ξ(τk) находтс на некотором эллипсе с центром в начале координат фаовой
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плоскости. Поэтому траектори лбого решени линеариации (7) в случае обще-
го полоени, когда отношение γ/π ест число иррационалное, аполнет всду
плотно некотору колцеву област, окруащу начало координат.

В исклчителном случае соимеримости чисел γ и π все решени линеариа-
ции (7) влтс периодическими функцими одного периода.

Таким обраом, в рассматриваемой системе реалиуетс критический случай
устойчивости нулевого решени. В критическом случае характер устойчивости нуле-
вого решени системы (5)–(6) определт коэффициенты fm, gm одночленов второй
и более высоких степеней в правой части.

Рассматриваемый критический случай устойчивости импулсной системы (5)–(6)
влетс аналогом критического случа пары чисто мнимых собственных начений
±iω матрицы линейного приблиени автономной системы обыкновенных диффе-
ренциалных уравнений.

2. Предварителные преобраовани

Будем предполагат, что матрица A в дифференциалном уравнении (5) имеет
каноническу форму и её собственные начени раличные, т. е. матрица диагонал-
на: A = diag(λ1,λ2). Пуст собственные начени вещественные, λ1,λ2 ∈ R. Тогда
eθA = diag(eλ1θ, eλ2θ) и матрица монодромии M = eθAB, B = (bij), будет имет вид

M =


eλ1θb11 eλ1θb12
eλ2θb21 eλ2θb22


. (9)

Нетрудно проверит, что собственные начени (мултипликаторы) ρ1, ρ2 матри-
цы монодромии M представимы в виде ρ1,2 = e±iγ с 0 < γ < π тогда и толко тогда,
когда выполнтс следущие услови:

10) b12b21 = b11b22− e−(λ1+λ2)θ, 20) b11b22 < e−(λ1+λ2)θ, 30)
eλ1θb11 + eλ2θb22

 < 2. (10)

Дл упрощени далнейших действий проиведем в исходной импулсной систе-
ме (5)–(6) линейну амену переменных

x = Ψ(t)y (11)

так, чтобы в новых переменных система принла вид

ẏ =


|m|2

f̃m(t)y
m, t ∕= τk, (12)

y(τ+k ) = My(τk) +


|m|2

g̃m [y(τk)]
m . (13)
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Проивод амену переменных (11) в дифференциалном уравнении (5), получим

Ψ̇(t)y +Ψ(t)ẏ = AΨ(t)y +


|m|2

fm [Ψ(t)y]m , t ∕= τk.

Следователно,

ẏ = Ψ−1(t)

AΨ(t)− Ψ̇(t)


y +



|m|2

Ψ−1(t)fm [Ψ(t)y]m , t ∕= τk. (14)

амен переменные в импулсном операторе (6), получим

Ψ(τ+k )y(τ
+
k ) = BΨ(τk)y(τk) +



|m|2

gm [Ψ(τk)y(τk)]
m .

Отсда выводим:

y(τ+k ) = Ψ−1(τ+k )BΨ(τk)y(τk) +


|m|2

Ψ−1(τ+k )gm [Ψ(τk)y(τk)]
m . (15)

Сравнива систему (14)–(15) c искомым реултатом (12)–(13), находим услови,
которым долна удовлетворт матрица Ψ(t):

Ψ̇(t) = AΨ(t), t ∕= τk, Ψ−1(τ+k )BΨ(τk) = M.

Иными словами, матрица Ψ(t) долна быт решением матричного импулсного урав-
нени

Ψ̇(t) = AΨ(t), t ∕= τk, Ψ(τ+k ) = BΨ(τk)M
−1. (16)

Полоим Ψ(0) = I, где I ест единична матрица. Тогда

Ψ(t) = etABM−1 = etAB(eθAB)−1 = etABB−1e−θA = e(t−θ)A при 0 < t  θ.

Таким обраом, Ψ(t) ест θ-периодическа кусочно-гладка неособа матрица
с рарывами первого рода в точках τk, а именно,

Ψ(t) = e(t−τk+1)A при τk < t  τk+1, Ψ(τk) = I, Ψ(τ+k ) = e−θA, k ∈ Z. (17)

Отсда, учитыва (15), получаем искомые коэффициенты импулсного операто-
ра в новых переменных:

g̃m = Ψ−1(τ+k )gm = eθAgm =


g
(1)
m eλ1θ

g
(2)
m eλ2θ


, |m|  2. (18)

Согласно (17), на интервале 0 < t  θ матрица преобраовани (11) имеет вид

Ψ(t) =


eλ1(t−θ) 0

0 eλ2(t−θ)


, 0 < t  θ, (19)
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поэтому на интервале 0 < t  θ амена переменных (11) примет вид:

x1 = eλ1(t−θ)y1, x2 = eλ2(t−θ)y2. (20)

Тепер и (14) нетрудно найти формулы дл коэффициентов f̃m(t) на интервале
0 < t  θ. Полоим

λ = (λ1,λ2), (m,λ) = m1λ1 +m2λ2. (21)

Учитыва вное представление (19) матрицы Ψ(t), находим:

[Ψ(t)y]m = (e(t−θ)λ1y1)
m1(e(t−θ)λ2y2)

m2 = e(m,λ)(t−θ)ym,

следователно,

f̃m(t) = Ψ−1(t)fm [Ψ(t)y]m =


eλ1(θ−t)f

(1)
m

eλ2(θ−t)f
(2)
m


e(m,λ)(t−θ)ym, (22)

или в покоординатной аписи:

f̃ (j)
m (t) = f (j)

m e[λj−(m,λ)](θ−t) = f (j)
m eDmj(θ−t), j = 1, 2, 0 < t  θ, (23)

где
Dmj = λj − (m,λ), j = 1, 2, |m|  2. (24)

3. Сведение гладкой адачи к дискретной

Обоначим чере y(t, y0) решение дифференциалного уравнени (12), удовле-
творщее началному услови y(0+) = y0. Ралоение решени y(t, y0) в рд по
степенм началных данных имеет вид

y(t, y0) = y0 +


m2

sm(t)y
m
0 , sm(0) = 0, |m|  2. (25)

Найдем приблиенное начение величины y(θ, y0), оставл в рду (25) слагае-
мые до третей степени вклчително. Благодар существенной нелинейности урав-
нени (12), дл начений sm(θ) имеем простые рекуррентные соотношени:

sm(θ) =

θ

0

f̃m(t) dt, дл |m| = 2, (26)

sm(θ) =

θ

0

f̃m(t) dt+

θ

0

rm(t) dt, дл |m| = 3, (27)
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где функции rm(t) авист толко от sn(t) с |n| = 2, точнее,

r30(t) = 2s
(1)
20 (t)f̃20(t) + s

(2)
20 (t)f̃11(t),

r21(t) = 2s
(1)
11 (t)f̃20(t) +


s
(1)
20 (t) + s

(2)
11 (t)


f̃11(t) + 2s

(2)
20 (t)f̃02(t),

r12(t) = 2s
(1)
02 (t)f̃20(t) +


s
(2)
02 (t) + s

(1)
11 (t)


f̃11(t) + 2s

(2)
11 (t)f̃02(t),

r03(t) = 2s
(2)
02 (t)f̃02(t) + s

(1)
02 (t)f̃11(t).

(28)

Интегриру функции (23) от 0 до t, получим

s(j)m (t) =
eDmjθ

Dmj

f (j)
m


1− e−Dmjt


, |m| = 2, j = 1, 2. (29)

Поэтому

s(j)m (θ) =
f
(j)
m

Dmj


eDmjθ − 1


, |m| = 2, j = 1, 2. (30)

Чтобы вывести форулы дл s
(j)
m (θ) с |m| = 3, j = 1, 2, потребутс начени инте-

гралов
θ

0

s(k)n (t)f̃
(j)
l (t) dt = C(n,k;l,j)f

(k)
n f

(j)
l , (31)

где

C(n,k;l,j) =
eDnkθ


Dlj(e

−Dnkθ − 1) +Dnk(e
Dljθ − 1)



DnkDlj (Dnk +Dlj)
, |n| = |l| = 2, k, j = 1, 2. (32)

аметим, что коэффициенты C(n, k; l, j) авист толко от спектра λ1, λ2 матри-
цы A и периода θ исследуемой импулсной системы.

Тепер, опирас на (31) и (28), выпишем вные формулы дл коэффициентов
s
(j)
m (θ) ралоени y(θ, y0) c |m| = 3, j = 1, 2:

s
(j)
30 (θ) = f

(j)
30

eD30jθ − 1

D30j

+ 2C(20,1;20,j)f
(1)
20 f

(j)
20 + C(20,2;11,j)f

(2)
20 f

(j)
11 ,

s
(j)
21 (θ) = f

(j)
21

eD21jθ − 1

D21j

+ 2C(11,1;20,j)f
(1)
11 f

(j)
20 +

+

C(20,1;11,j)f

(1)
20 + C(11,2;11,j)f

(2)
11


f
(j)
11 + 2C(20,2;02,j)f

(2)
20 f

(j)
02 ,

s
(j)
12 (θ) = f

(j)
12

eD12jθ − 1

D12j

+ 2C(11,2;02,j)f
(2)
11 f

(j)
02 +

+

C(02,2;11,j)f

(2)
02 + C(11,1;11,j)f

(1)
11


f
(j)
11 + 2C(02,1;20,j)f

(1)
02 f

(j)
20 ,

s
(j)
03 (θ) = f

(j)
03

eD03jθ − 1

D03j

+ 2C(02,2;02,j)f
(2)
02 f

(j)
02 + C(02,1;11,j)f

(1)
02 f

(j)
11 .

(33)
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Примечание. Формулы (30), (33) верны, если исходна система влетс си-
стемой общего полоени, когда спектр матрицы A в исходной системе аведомо не
влетс реонансным и потому все Dmj = λj − (m,λ) ∕= 0. Следует аметит, что
во-первых, в системе второго пордка вообще вомоно лиш очен неболшое коли-
чество реонансов второго и третего пордка, во-вторых, формулы (30), (33) легко
модифицирутс в случае наличи реонансов.

Подставл ралоение y(θ, y0) = y0 +


m2 sm(θ)y
m
0 в формулу оператора им-

пулсного водействи системы (13), найдем приблиение дл правого пределного
начени y(θ+, y0) решени системы (12)-(13) в точке θ, а именно

y(θ+, y0) ≈ My0 +
3

|m|=2

pmy
m
0 , (34)

где
pm = g̃m +Msm(θ), если |m| = 2; (35)

p30 = g̃30 +Ms30(θ) + 2s
(1)
20 g̃20 + s

(2)
20 g̃11,

p21 = g̃21 +Ms21(θ) + 2s
(1)
11 (θ)g̃20 +


s
(1)
20 (θ) + s

(2)
11 (θ)


g̃11 + 2s

(2)
20 (θ)g̃02,

p12 = g̃12 +Ms12(θ) + 2s
(1)
02 (θ)g̃20 +


s
(2)
02 (θ) + s

(1)
11 (θ)


g̃11 + 2s

(2)
11 (θ)g̃02,

p03 = g̃03 +Ms03(θ) + 2s
(2)
02 (θ)g̃02 + s

(1)
02 (θ)g̃11.

(36)

Рассмотрим гладкое отобраение

ũ = P (u) = Mu+
3

|m|=2

pmu
m, u = (u1, u2)

T , pm = (p(1)m , p(2)m )T ∈ R2. (37)

Это отобраение аппроксимирует нелинейный оператор отобраени а период
периодической импулсной системы (12)-(13), действущий в фаовом простран-
стве. Таким обраом, проблема устойчивости нулевого решени системы (12)-(13)
сводитс к проблеме устойчивости неподвиной точки двумерного полиномиално-
го отобраени (37) в критическом случае, когда матрица линеариации отобрае-
ни в нуле имеет комплексно сопренные собственные начени, равные по модул
единице. Этот случай хорошо иучен и реултаты кратко илоены в монографии
Л. Г. Хаина и Э. Э. Шнол [16, c. 197].

4. Построение моделного отобраени

Дл исследовани устойчивости нулевой неподвиной точки отобраени (37)
приведем его к нормалной форме до слагаемых третей степени. Сначала будет
удобно перейти к комплексно сопренным переменным z, z̄ с помощ линейного
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преобраовани
u1 = v1z + v̄1z̄, u2 = v2z + v̄2z̄, (38)

где
v1 = eλ1θb12, v2 = eiγ − eλ1θb11, (39)

и v = (v1, v2)
T ест собственный вектор матрицы монодромии M : Mv = eiγv, где

cos γ =
1

2


eλ1θb11 + eλ2θb22


.

Обоначим
ηn =

i

2Im (v1v̄2)


v̄1p

(2)
n − v̄2p

(1)
n


, |n|  2. (40)

И (39) находим:
Im (v1v̄2) = −eλ1θb12 sin γ.

В новых комплексно сопренных переменных z, z̄ двумерному отобрае-
ни (37) соответствует скалрное

z̃ = F (z) = eiγz +
3

|m|=2

Fmz
m1 z̄m2 = eiγz + F2(z) + F3(z), (41)

где Fs(z) =


|m|=s Fmz
m1 z̄m2 , s = 2, 3.

Выпишем выраени дл Fm с |m| = 2:

F20 = v21η20 + v1v2η11 + v22η02,

F11 = 2|v1|2η20 + 2Re(v1v̄2)η11 + 2|v2|2η02,

F02 = v̄21η20 + v̄1v̄2η11 + v̄22η02,

(42)

В далнейшем понадобитс лиш один коэффициент при реонанасном мономе тре-
тей степени:

F21 = 3|v1|2v1η30 +

2|v1|2v2 + v21 v̄2


η21 +


2|v2|2v1 + v22 v̄1


η12 + 3|v2|2v2η03. (43)

Уничтоим квадратичные слагаемые в (41) с помощ квадратичной амены
переменных

z = H(w) = w +H2(w, w̄), H2 =


|m|=2

hmw
m1w̄m2 , hm ∈ C. (44)

Обратное отобраение вычислем с точност до кубических слагаемых

w = H−1(z) = z −H2(z, z̄) +Q3(z, z̄) + . . . . (45)

Дл далнейших преобраований полено следущее утвердение, которое до-
каываетс прмым вычислением.
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Лемма. Пуст a и b  комплексные числа, H2(z) =


|m|=2 hmz
m1 z̄m2,

F2(z) =


|m|=2 Fmz
m1 z̄m2  однородные многочлены второй степени относител-

но комплексно сопренных переменных z, z̄ с комплексными коэффициентами.
Тогда

H2(az + bF2(z)) = H2(az) +H
(F )
3 (a, b; z) + . . . ,

где многоточие обоначает сумму одночленов 4-й степени, а коэффициенты одно-
родного многочлена третей степени

H
(F )
3 (a, b; z) =



|m|=3

H(F )
m (a, b)zm1 z̄m2 ,

определтс формулами

H
(F )
30 (a, b) = 2abh20F20 + ab̄h11F̄02,

H
(F )
21 (a, b) = 2abh20F11 + 2āb̄h02F̄02 + ab̄h11F̄11 + ābh11F20,

H
(F )
12 (a, b) = 2abh20F02 + 2āb̄h02F̄11 + ab̄h11F̄20 + ābh11F11,

H
(F )
03 (a, b) = 2āb̄h02F̄20 + ābh11F02.

(46)

Комплексные коэффициенты однородного многочлена
Q3(z, z̄) =


|m|=3 qmz

m1 z̄m2 в (45) определтс по формулам

q30 = 2h2
20 + h11h̄02,

q21 = 3h20h11 + |h11|2 + 2|h02|2,

q12 = 2h20(h̄11 + h02) + h11(h̄20 + h11),

q03 = 2h02h̄20 + h11h02.

(47)

Коэффициенты многочлена H2 в (44) находим, реша гомологическое уравнение

eiγH2(w, w̄)−H2(e
iγw, e−iγw̄) + G2(w, w̄) = 0.

В итоге получим такие выраени

h20 =
G20

e2iγ − eiγ
, h11 =

G11

1− eiγ
, h02 =

G02

e−2iγ − eiγ
. (48)

В новых переменных отобраение (41) примет вид

w̃ = H−1 ◦ F ◦H(w) = eiγw +


|m|3

Wmw
m1w̄m2 . (49)

Учитыва наличие реонансов третего пордка i(m1−m2)γ = ±iγ, |m| = 3, и отбра-
сыва на основании теоремы Пуанкаре-Длака нереонансные одночлены третей
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степени и все одночлены более высоких степеней, получим так наываемое модел-
ное отобраение

ŵ = eiγw(1 + A |w|2), (50)

где

A = W21e
−iγ = F21e

−iγ+

+ F20F11

(1− e−iγ)(2− e−iγ)e−iγ

|eiγ − 1|2 + |F11|2
e−iγ − 1

|eiγ − 1|2 + |F02|2
2(e−i3γ − 1)

|ei3γ − 1|2 . (51)

нак первой лпуновской величины L = Re A определет характер устойчивости
нулевого решени исходной импулсной системы по Лпунову, а именно, решение
устойчиво асимптотически, если L < 0 и неустойчиво, если L > 0.

5. Примеры

Рассмотрим иллстративные примеры. При этом будем проиводит расчеты
двум способами. Сначала напрму применим алгоритм исследовани устойчиво-
сти, описанный в предыдущих раделах: найдем ралоение решени дифференци-
алного уравнени импулсной системы в рд по началным наченим; подставл
это ралоение в импулсный оператор, получим полиномиалну аппроксимаци
отобраени Пуанкаре и, наконец, ограничивас одночленами не выше третей сте-
пени, вычислим перву лпуновску величину полученного полиномиалного отоб-
раени, полус ивестными формулами.

Второй способ отличаетс тем, что коэффициенты полиномиалного отобрае-
ни (37), аппроксимирущего отобраение Пуанкаре, моно найти, исполу го-
товые формулы, выведенные в предыдущих раделах. Таким путем проведем досто-
верну верификаци этих формул.

5.1. Пуст импулсна система имеет простейшу кубическу нелинейност

ẋ1 = −x1 + ax3
1, ẋ2 = 2x2, t ∕= τk = kθ,

x1(τ
+
k ) =

1
2
eθx1(τk) + e−θx2(τk), x2(τ

+
k ) = −x1(τk).

(52)

В этом примере два параметра: a ∈ R, θ > 0. Матрица монодромии линейного при-
блиени в нуле

M =


1
2

e−2θ

−e2θ 0


(53)

имеет критический спектр
ρ1,2 = e±iγ = 1

4
± i

√
15
4
, (54)
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то ест
cos γ = 1

4
, sin γ =

√
15
4
.

аметим, что в данном примере мултипликаторы ρ1,2 не авист от θ, хот мат-
рица монодромии от θ вно ависит.

Дл приведени матрицы монодромии к канонической форме понадобтс ком-
плексно сопренные собственные векторы матрицы M с собственными наченими
e±iγ:

v = (eiγ,−e2θ)T , v̄ = (e−iγ,−e2θ)T . (55)

После линейного преобраовани (11) система (52) принимает вид:

ẏ1 = ay31e
2(τk+1−t), ẏ2 = 0, τk < t < τk+1, (56)

y1(τ
+
k ) =

1

2
y1(τk) + e−2θy2(τk), y2(τ

+
k ) = −e2θy1(τk). (57)

аметим, что нетрудно найти точное решение y(t, y0), y(0, y0) = y0, дифференци-
алного уравнени (56).

Найдем ралоение решени дифференциалного уравнени по началным на-
ченим. Посколку нелинейност в уравнении кубическа, а интерес представлт
коэффициенты при одночленах до третей степени вклчително, то, подставл
рд (25) в уравнение (56), получим на интервале 0 < t  θ



|m|2

ṡ(1)m (t)[y01]
m1 [y02]

m2 = ae2(θ−t)[y01]
3 + . . . , (58)



|m|2

ṡ(2)m (t)[y01]
m1 [y02]

m2 = 0, sm(0) = 0, |m|  2. (59)

Отметим, что дес y0 ест правое пределное начение решени импулсной систе-
мы (56)-(57) в момент импулсного водействи τ0 = 0, y(0+) = y0. И (59) следует,
что s

(2)
m (t) = 0 дл всех |m|  2, а и (58) следует, что ṡ

(1)
m (t) = 0 дл |m|  2 а

исклчением m = (3, 0): ṡ(1)30 (t) = ae2(θ−t), поэтому

s
(1)
30 (t) =

1

2
ae2θ(1− e−2t), 0 < t  θ.

Окончателно получаем:

y1(θ, y
0) = y01 +

1

2
a(e2θ − 1)[y01]

3 + . . . ,

y2(θ, y
0) = y02.

(60)
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Подставл эти начени в импулсный оператор (57), находим приблиение дл
отобраени а период (отобраение Пуанкаре):

y1(θ
+, y0) =

1

2
y01 + e−2θy02 +

1

4
a(e2θ − 1)[y01]

3 + . . . ,

y2(θ
+, y0) = −e2θy01 −

1

2
a(e2θ − 1)e2θ[y01]

3 + . . . .

(61)

Отбрасыва в (61) мономы выше третей степени, получим полиномиалное отоб-
раение P : R2 → R2

ũ1 =
1

2
u1 + e−2θu2 +

1

4
a(e2θ − 1)u3

1, ũ2 = −e2θu1 −
e2θ

2
a(e2θ − 1)u3

1. (62)

Исполу собственные векторы (55) матрицы монодромии, сделаем линейну аме-
ну переменных

u1 = eiγz + e−iγ z̄, u2 = −e2θz − e2θz̄, (63)

приводщу линейну част этого отобраени к диагоналному виду. Проивед
эту амену в (62), получим

eiγ z̃ + e−iγ ¯̃z =
1

2
(eiγz + e−iγ z̄)− (z + z̄) +

1

4
a(e2θ − 1)(eiγz + e−iγ z̄)3,

−e2θz̃ − e2θ ¯̃z = −e2θ(eiγz + e−iγ z̄)− e2θ

2
a(e2θ − 1)(eiγz + e−iγ z̄)3.

(64)

После очевидных преобраований приходим к следущему равенству дл z̃:

(ei2γ − 1)e−iγ z̃ = (1
2
eiγ − 2)z + 1

4
a(e2θ − 1)(1− 2e−iγ)(ei3γz3 + 3eiγz2z̄ + 3e−iγzz̄2 + e−i3γ z̄3).

Учитыва, что дл данного γ справедливы равенства:

ei2γ =


1
4
+ i

√
15
4

2
= −7

8
+ i

√
15
8

= 1
2
eiγ − 1, 1− 2e−iγ = 1− 1

2
+ i

√
15
2

= 2eiγ,

окончателно получим

z̃ = eiγz +
2eiγ

4(eiγ − e−iγ)
a(e2θ − 1)(ei3γz3 + 3eiγz2z̄ + 3e−iγzz̄2 + e−i3γ z̄3). (65)

Интерес представлет толко коэффициент F21 при реонансном одночлене z2z̄, так
как перва лпуновска величина в данном примере равна L = Re(F21e

−iγ). Поскол-
ку

F21e
−iγ =

3

2
a(e2θ − 1)

eiγ

(eiγ − e−iγ)
=

3 sin γ√
15

a(e2θ − 1) + i . . . =
3

4
a(e2θ − 1) + i . . . ,

то
L = Re(F21e

−iγ) =
3

4
a(e2θ − 1). (66)
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Следователно, нулевое решение импулсной системы (56)-(57) асимптотически
устойчиво при a < 0 и неустойчиво при a > 0.

Второй способ. Тепер найдем начение первой лпуновской величины, ис-
полу формулы, выведенные в предыдущих раделах. Посколку ест толко
один нелинейный одночлен и толко в первом уравнении, то потребуетс лиш
D301 = λ1 − 3λ1 = 2, поэтому

s
(1)
30 (θ) =

a

2
(e2θ − 1), s

(2)
30 (θ) = 0.

Следователно, в нелинейной части отобраени (37) толко один векторный одно-
член p30u

3
1,

p30 = Ms3 =


1
2

e−2θ

−e2θ 0


a
2
(e2θ − 1)

0


=


a
4
(e2θ − 1)

−a
2
e2θ(e2θ − 1)


. (67)

Формула (39) адает собственный вектор матрицы монодромии M с собственным
начением eiγ:

v = (e−2θ,−e−iγ)T . (68)

Срау аметим, что он существенно отличаетс от вектора (55), выбранного в первом
варианте расчета.

Конечно, среди чисел ηn, |n|  2, толко η30 ∕= 0. Учитыва (67), (68), и (40)
получим:

η30 = i
ae2θ(e2θ − 1)

2
√
15

(2− eiγ). (69)

Тепер и (43) следует

F21 = 3e−4θe−2θi
ae2θ(e2θ − 1)

2
√
15

(2− eiγ) = i
3

2
√
15

e−4θa(e2θ − 1)(2− eiγ). (70)

В итоге получаем следущее начение первой лпуновской величины:

L = Re(F21e
−iγ) =

3

2
√
15

e−4θa(e2θ − 1)Re[i(2e−iγ − 1)] =
3

4
a(e2θ − 1)e−4θ. (71)

Как видим, это начение отличаетс от первого варианта (66) полоителным
мноителем e−4θ. Понтно, что вывод о харктере устойчивости такой е, так как
наки лпуновских величин (66) и (71) совпадат.

Причина раницы абсолтных величин рассмотренных вариантов аклчаетс
в том, что дл преобраовани матрицы монодромии к диагоналному виду выбра-
ны раличные собственные векторы этой матрицы. Если вместо вектора (68) вт
вектор v и (55), то мноител e−4θ в итоговом выраении (71) исченет.
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5.2. Тепер аменим в системе (52) и первого примера кубическу нелинейност на
квадратичну:

ẋ1 = −x1 + ax1x2, ẋ2 = 2x2, t ∕= τk = kθ,

x1(τ
+
k ) =

eθ

2
x1(τk) + e−θx2(τk), x2(τ

+
k ) = −x1(τk).

(72)

И в этом примере два параметра: a ∈ R, θ > 0.
После линейного преобраовани (11) система (72) принимает вид:

ẏ1 = ae2(t−τk+1)y1y2, ẏ2 = 0, τk < t < τk+1, (73)

y1(τ
+
k ) =

1

2
y1(τk) + e−2θy2(τk), y2(τ

+
k ) = −e2θy1(τk). (74)

дес таке нетрудно найти точное решение y(t, y0), y(0, y0) = y0, дифференциал-
ного уравнени (73). Но достаточно найти ралоение этого решени в рд (25) по
началным наченим до одночленов третей степени. Подставл рд (25) в урав-
нение (73), получим на интервале 0 < t < θ



|m|2

ṡ(1)m (t)[y01]
m1 [y02]

m2 = ae2(t−θ)y01y
0
2 + ae2(t−θ)y01[y

0
2]

2 + . . . , (75)



|m|2

ṡ(2)m (t)[y01]
m1 [y02]

m2 = 0, sm(0) = 0, |m|  2. (76)

Отсда находим:

y1(θ, y
0) = y01 +

1
2
a(1− e−2θ)y01y

0
2 +

1
8
a2(1− e−2θ)2y01[y

0
2]

2 + . . . ,

y2(θ, y
0) = y02.

(77)

Подставл эти начени в импулсный оператор (74), находим приблиение дл
отобраени а период (отобраение Пуанкаре):

y1(θ
+, y0) = 1

2
y01 + e−2θy02 +

1
4
a(1− e−2θ)y01y

0
2 +

1
16
a2(1− e−2θ)2y01[y

0
2]

2 + . . . ,

y2(θ
+, y0) = −e2θy01 +

1
2
a(1− e2θ)y01y

0
2 − 1

8
a2e2θ(1− e−2θ)2y01[y

0
2]

2 + . . . .
(78)

Отбрасыва в (78) мономы выше третей степени, получим полиномиалное отобра-
ение P : R2 → R2, u → ũ = P (u),

ũ1 =
1
2
u1 + e−2θu2 +

1
4
a(1− e−2θ)u1u2 +

1
16
a2(1− e−2θ)2u1u

2
2,

ũ2 = −e2θu1 +
1
2
a(1− e2θ)u1u2 − 1

8
a2e2θ(1− e−2θ)2u1u

2
2.

(79)

Исполу собственные векторы (55) матрицы монодромии, сделаем линейну
амену переменных

u1 = eiγz + e−iγ z̄, u2 = −e2θz − e2θz̄, (80)
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приводщу линейну част этого отобраени к диагоналному виду. После пере-
хода к комплексно сопренным переменным z, z̄ полиномиалное отобраение (79)
представлетс в виде

z̃ = eiγz +
a(1− e2θ)eiγ

2(eiγ − e−iγ)
(eiγz2 + 1

2
zz̄ + e−iγ z̄2)+

+
a2(e2θ − 1)2eiγ

8(eiγ − e−iγ)
[eiγz3 + (2eiγ + e−iγ)z2z̄ + (2e−iγ + eiγ)zz̄2 + e−iγ z̄3]. (81)

Выпишем коэффицинты при одночленах:

F20 = a

1− e2θ

 ei2γ

i
√
15

, F11 = a

1− e2θ

 eiγ

i2
√
15

, F02 = a

1− e2θ

 1

i
√
15

;

F21 = a2

1− e2θ

2 2ei2γ + 1

i4
√
15

.

(82)

Посколку γ = 1
4
+ i

√
15
4

, то

|eiγ − 1|2 = 3/2, |ei3γ − 1|2 = 27/8.

Поэтому и (51) получим:

W21e
−iγ = a2(1− e2θ)2


2eiγ + 1

i8
√
15

− 2ei2γ + 1− 3eiγ

45
+

e−iγ − 1

90
+

16(e−i3γ − 1)

27 · 15


. (83)

Принима во внимание, что

2ei2γ + 1− 3eiγ = 2ei2γ − 4eiγ + eiγ + 2− 1 = 2(eiγ − 1)2 + eiγ − 1 =

= (eiγ − 1)(2eiγ − 1) = (eiγ − 1)(1
2
+ i

√
15
2

− 1) = 2(e−iγ − 1),

находим, что перва лпуновска величина

L = Re{W21e
−iγ} =

a2(1− e2θ)2

48
(84)

имеет полоителное начение при лбом ненулевом начении параметра a ∈ R.
Таким обраом, нулевое решение импулсной системы (72) неустойчиво при лбых
начених параметров a ∈ R, a ∕= 0, θ > 0.

Второй способ. В пордке верификации найдем начение первой лпуновской
величины, примен готовые формулы и предыдущих раделов.

Посколку нелинейный (векторный) одночлен f11x1x2 толко один и f11 = (a, 0)T ,
то потребуетс лиш D111 = λ1 − λ1 − λ2 = −2. Соответственно, при 0 < t  θ,

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2023, 3



О вычислении первой лпуновской величины периодической импулсной системы 37

f̃
(1)
11 (t) = ae−2(θ−t), поэтому

s
(1)
11 (θ) = −a

2
(e−2θ − 1), s

(1)
12 (θ) =

a2(1− e−2θ)2

8
,

s
(2)
11 (θ) = 0, s

(2)
12 (θ) = 0.

Все осталные коэффициенты sm(θ) равны нул.
В реултате находим лиш два ненулевых коэффициента в правой части (34):

p11 = Ms11 =


a
4
(1− e−2θ)
a
2
(1− e2θ)


, p12 = Ms12 =


a2

16
(1− e−2θ)2

−a2

8
e2θ(1− e−2θ)2


, (85)

в точности такие е, как и в (79).
Линейным преобраованием перейдем к комплексно сопренным переменным

и найдем коэффициенты полинома (41) z̃ = F (z) по готовым формулам (40)–(43).
Согласно (40) и (85) все ηn = 0 с |n| = 2, 3, кроме,

η11 =
−i2e2θ√

15


eiγ

a

4
(1− e−2θ)− a

2
(1− e−2θ)


=

iae2iγ√
15

(1− e2θ),

η12 =
−i2e2θ√

15


eiγ

a2

16
(1− e−2θ)2 − a2

8
(1− e−2θ)2


= −i

a2e2θ(1− e−2θ)2

4
√
15

e2iγ.

(86)

Учитыва, что v1 = e−2θ, v2 = −e−iγ, и (42) получим

F20 = i
a(1− e−2θ)√

15
eiγ, F11 = i

a(1− e−2θ)

2
√
15

e2iγ, F02 = i
a(1− e−2θ)√

15
eiγ. (87)

И (43) и (85) находим

F21 = −i
a2(1− e−2θ)2

4
√
15

(2ei2γ + 1) = i
a2(1− e−2θ)2

4
√
15

(1− eiγ). (88)

В итоге получаем следущее начение первой лпуновской величины:

L = Re(W21e
−iγ) = a2


1− e−2θ

2


1

16
+

1

30
− 1

120
− 1

15


=

a2(1− e2θ)2

48
e−4θ (89)

Как и в предыдущем примере, оно отличаетс от первого варианта (84) полои-
телным мноителем e−4θ.

аклчение

В первой части работы описан алгоритм вычислени первой лпуновской величи-
ны дл периодической импулсной системы второго пордка в критическом случае,
когда матрица монодромии линеариации имеет комплексно сопренные мулти-
пликаторы, леащие на единичной окруности комплексной плоскости. Прение
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публикации авторов [13–15], посвщенные этому алгоритму, содерали опечатки и
неточности. Основной цел настощей работы была верификаци расчетных фор-
мул. Во второй части стати приведены реултаты аналитических вычислений дл
двух тестовых примеров двум неависимыми способами. Совпадение итоговых на-
чений обосновывает правилност приведенных формул алгоритма.
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Brief derivation of the Cooley–Tukey algorithm.

Bespalov M. S.

Abstract. In the development of digital information processing are distinguished the
emergence of a fast algorithm for the implementation of the discrete Fourier transform (DFT),
known as the Fast Fourier Transform (FFT).

The description of this famous algorithm appeared in a paper by Cooley and Tukey, and is
a flow of concepts from Good’s ideas for the discrete Walsh transform to DFT.

The paper gives the final form of the matrix notation of the FFT algorithm for an arbitrary
composite order. It is proposed that the algorithm should start with a reverse permutation rather
than include a perfect reshuffle in each step of the algorithm.

The inverse permutation matrix is presented as a b-product of unit matrices (the b-product
is a new type of tensor product of matrices introduced earlier by the author). The complete
derivation of the FFT algorithm is given.

The methodical aspect of the article is that it can be used in the educational process, the
practical significance is in that the results can be used for software development.

The new in the matrix form of FFT is the representation of the L permutation matrix
as the b-product of the identity matrices. This allows the algorithm to start with a reverse
rearrangement, without being distracted by subsequent permutations. In the algorithms which
are presented in the Internet FFT permutation in the form of the perfect shuffle offer to do at
every step.

The program and algorithm of the composite order FFT is based on theorem 1 or its
consequences, similar to theorem 2. The flowchart for N = 16 was represented earlier.

Keywords: Fast Fourier Transform, tensor product of matrices.

Введение

В качестве револционного скачка в равитии цифровой обработки информа-
ции выделт повление быстрого алгоритма реалиации дискретного преобраова-
ни Фуре (ДПФ), ивестного под наванием быстрое преобраование Фуре (БПФ).
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Описание этого наменитого алгоритма повилос в стате [1] Кули и Тки и в-
летс переносом идей, предлоенных Гудом [2] дл дискретного преобраовани
Уолша, на ДПФ.

При практическом применении чаще рассматриват ДПФ пордка N = 2n. В
стате предлагаетс короткий (а счет формалиации) вывод этого наменитого ал-
горитма дл общего случа составного пордка N = n1n2 . . . nk. Матрична форма
ДПФ и обора [3], илоенна в [4], дополнена новым вариантом тенорного прои-
ведени матриц, введенным в [5], и новым подходом к докаателству.

В качестве основного аппарата исполутс два вида тенорного проиведени
матриц, сравнителна характеристика которых приведена в [6]. Это кронекерово
поиведение A⊗B и b-проиведение A⊘B. Напомним, что кронекерово проиведение
матриц A = (akj) и B представлетс [7] в виде блочной матрицы с блоками вида
akj ·B. Таке в виде блочной матрицы с блоками в виде проиведени столбца первой
на строку второй матриц определетс [5] и b-проиведение. Посним определение с
помощ примера с матрицами

H =


1 1

1 −1


и E =


1 0

0 1


: (1)

H ⊘ E =






1

1


(10)


1

−1


(10)


1

1


(01)


1

−1


(01)




=





1 0 1 0

1 0 −1 0

0 1 0 1

0 1 0 −1




. (2)

То ест, в блок-строке менетс столбец первого сомноител, а в блок-столбце ме-
нетс строка второго сомноител.

В [6] докаано, что кадое и этих двух видов тенорного проиведени ассоци-
ативно и дл них справедлива

Лемма. Если рамеры матрицы таковы, что обычные умноени вомоны, то

(A · B)⊗ (C ·D) = (A⊗ C) · (B ⊗D), (3)

(A · B)⊘ (C ·D) = (A⊘ C) · (B ⊗D) = (C ⊗ A) · (B ⊘D). (4)

Эта лемма применетс дл факториации, рассматриваемой в данной стате,
матрицы Фуре, влщейс матрицей обратного ДПФ

FN =

ωjk
N

N−1

j,k=0
, где ωN = exp

2πi

N
. (5)
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Прмое ДПФ адаетс матрицей FN или формулой (5) с аменой ωN на ωN = ω−1
N .

ДПФ вида (5) переводит входной сигнал x, представленный в виде N-мерного столб-
ца, в сигнал на выходе по формуле

y = FN · x,

что в координатной форме аписываетс так

yk =
N−1

j=0

xjω
kj
N , k = 0, 1, . . . , N − 1. (6)

При аналие ДПФ и в других сферах часто встречаетс перестановочна матри-
ца идеалной тасовки (perfect shuffles) [8], котора N = nm упордоченных чисел от
0 до N−1 переводит и одного лексикографического пордка (относително двухра-
рдной по основаним n и m системы счислени) в другой. А именно, число k + sm

переходит в s + kn, где k пробегает от 0 до m − 1, а s пробегает от 0 до n − 1. В
докладе [4] эти матрицы обоначены L

(n)
mn. Легко аметит, что матрица идеалной

тасовки вырааетс чере b-проиведение единичных матриц

L(n)
mn = Im ⊘ In.

При умноении этой матрицы на массив x выбиратс и x подмассивы обема m

с шагом n и помещатс подрд.

1. Простейший случай БПФ составного пордка

Пуст N = nm. Примен соотношение ωn
N =


e

2πi
N

n

= ωm к формуле (6) дл
началных m координат выходного сигнала, получим

yk =
m−1

j2=0

n−1

j1=0

xj2n+j1ω
k(j2n+j1)
N =

m−1

j2=0


n−1

j1=0

xj2n+j1ω
kj1
N


ωkj2
m .

Общий вид номера отсчета вомем sm+k, где 0 ≤ k < m, 0 ≤ s < n, и, исполу
сокращение aj = xjω

sj
n и соотношение ωn

n = 1, получим:

yk+sm =
N−1

j=0

xjω
kj+smj
N =

N−1

j=0

(xjω
sj
n )ωkj

N =
m−1

j2=0

n−1

j1=0

aj2n+j1ω
k(j2n+j1)
N .

yk+sm =
n−1

j1=0

m−1

j2=0

aj2n+j1ω
kj1
N ωkj2

m =
n−1

j1=0

ωsj1
n ωkj1

N

m−1

j2=0

xj2n+j1ω
kj2
m . (7)

апис данной формулы (7) в матричном виде и составлет основное
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Предлоение. Матрица ДПФ пордка N = nm факториуетс (раскладывает-
с на мноители) в виде

Fnm = (Fn ⊗ Im) · T (n)
nm · (In ⊗ Fm) · (Im ⊘ In), (8)

где T
(n)
nm  диагонална матрица пордка N = nm с элементами на диагонали

tk+jm = ωkj
N , In  единична матрица пордка n.

Посним этот переход. Внутренн сумма в (7) равна
m−1

j2=0 xj2n+j1ω
kj2
m в мат-

ричном виде вычислетс по формуле

(In ⊗ Fm) · (Im ⊘ In) · x.

Сначала осуществлетс перестановка элементов в виде идеалной тасовки, а потом
ДПФ пордка m дл кадой и n пачек.

Умноение в (7) на поправочные мноители ωkj1
N в матричном виде аписыва-

етс с помощ умноени на диагоналну матрицу T
(n)
nm с этими элементами на

диагонали.
Внешн сумма в (7) ест m ра повторенное ДПФ пордка n с выбором эле-

ментов с шагом m и рамещением реултата вычислений в те е чейки. Это па-
раллелное вычисление в матричном виде оформлетс с исполованием операции
кронекерова проиведени в виде оператора с матрицей Fn⊗ Im. При этом реултат
вычислени получаетс в нуном пордке: сначала при s = 0 дл всех k от 0 до
m− 1, потом при s = 1 при том е наборе k и т. д.

Формулу (8) моно немного сократит применением свойства (4), до

Fnm = (Fn ⊗ Im) · T (n)
nm · (Fm ⊘ In).

Приведенный вывод БПФ отличен от предлоенного в [4]. Формула (7) удоб-
нее (8) при составлении алгоритма, а описанный переход полеен при построении
блок-схемы в виде стандартных многокрылых бабочек.

2. Общий случай БПФ составного пордка

Пуст N = nknk−1 . . . n2n1.
Введем обоначени mj = n1n2 . . . nj, Mj = nj+1nj+2 . . . nk, где m0 = 1,

Mk = 1, N = mjMj. Дл предыдущего уровн обоначим Ñ = nk−1 . . . n2n1 и
M̃j = nj+1nj+2 . . . nk−1, где M̃k−1 = 1.

Теорема 1. Матрица ДПФ пордка N = nknk−1 . . . n2n1 факториуетс в виде

FN = Sk · Sk−1 · . . . · S1 · L, (9)

где Sj = (IMj
⊗ Fnj

⊗ Imj−1
) · (IMj

⊗ T
(nj)
mj ), L = In1 ⊘ In2 ⊘ . . .⊘ Ink

.
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Докаателство. Формула (8) при n1 = m, n2 = n составлет бау индукции.
Индуктивное предполоение состоит в верности формулы

FÑ = S̃k−1 · S̃k−2 · . . . · S̃1 · L̃, (10)

где S̃j = (IM̃j
⊗ Fnj

⊗ Imj−1
) · (IM̃j

⊗ T
(nj)
mj ), L̃ = In1 ⊘ In2 ⊘ . . .⊘ Ink−1

.
Так как N = nkÑ , то по (8)

FN = (Fnk
⊗ IÑ) · T

(nk)
N · (Ink

⊗ FÑ) · (IÑ ⊘ Ink
). (11)

Первые два сомноител (11) составлт Sk. В третий сомноител подста-
вим (9) и k ра применим формулу (3)

Ink
⊗ FÑ = (Ink

)k ⊗ (S̃k−1 · S̃k−2 · . . . · S̃1 · L̃) =

= (Ink
⊗ S̃k−1) · (Ink

⊗ S̃k−2) · . . . · (Ink
⊗ S̃1) · (Ink

⊗ L̃).

Кадый, кроме последнего, мноител при j от 0 до k − 1 по формуле (3) при-
водит к

Ink
⊗ S̃j = (Ink

)2 ⊗

(IM̃j

⊗ Fnj
⊗ Imj−1

) · (IM̃j
⊗ T (nj)

mj
)

=

= (Ink
⊗ IM̃j

⊗ Fnj
⊗ Imj−1

) · (Ink
⊗ IM̃j

⊗ T (nj)
mj

) = Sj,

так как Ink
⊗ IM̃j

= IMj
.

А последний обединим с последним и (11) и применим (4)

(Ink
⊗ L̃) · (IÑ ⊘ Ink

) = (L̃ · IÑ)⊘ (Ink
)2 = L̃⊘ Ink

= L. □

Следствие 1. Основну формулу БПФ (9) моно слегка сократит а счет сов-
мещени предварителной перестановки L с S1  первым шагом вычислений (фор-
мула (2) ест простейший пример этого совмещени):

S1 · L = Fn1 ⊘ In2 ⊘ . . .⊘ Ink
.

Докаателство. Так как T
(n1)
m1 = T

(n1)
n1 = In1 , то S1 = IM1 ⊗ Fn1 . Обоначим

L1 = In2 ⊘ . . .⊘ Ink
. По формуле (4)

S1 · L = (IM1 ⊗ Fn1) · (In1 ⊘ L1) = Fn1 ⊘ L1.

Следствие 2. При N = nknk−1 . . . n2n1 вомоен следущий метод факториа-
ции в обратном пордке

FN = LT · S1 · S2 · . . . · Sk, (12)

где Sj = (IMj
⊗ T

(nj)
mj ) · (IMj

⊗ Fnj
⊗ Imj−1

), LT = Ink
⊘ . . .⊘ In2 ⊘ In1 .
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Докаателство. Относително операции транспонировани раличные виды
умноени ведут себ по раному, что дл тенорных проиведений докаано в [6]:

(A · B)T = BT · AT , (A⊗ B)T = AT ⊗ BT , (A⊘ B)T = BT ⊘ AT .

Именим обоначение на Rj = (IMj
⊗Fnj

⊗Imj−1
)·(IMj

⊗T
(nj)
mj ) в (9) и протранспонируем

FN = (FN)
T = (Rk ·Rk−1 · . . . ·R1 · L)T = LT · (R1)

T · . . . · (Sk)
T .

Так как матрицы In и Fn симметричны, то

(Rj)
T = (IMj

⊗ T (nj)
mj

)T · (IMj
⊗ Fnj

⊗ Imj−1
)T = Sj.

3. Наиболее распространенный случай БПФ

На практике наиболшу популрност получил случай БПФ пордка N = 2n.
Если будем исполоват обоначени H и E и (1) и сокращени Ej = Ej⊗ = I2j , то
формулы (9) и (12) перепишутс в виде.

Следствие 3. При N = 2n верны формулы факториации

FN = Sn · Sn−1 · . . . · S1 · L,

где Sj = En−j−1 ⊗ ((H ⊗ Ej−1) · T (2)

2j
), L = En⊘;

FN = L · S1 · S2 · . . . · Sn,

где Sj = En−j−1 ⊗ (T
(2)

2j
· (H ⊗ Ej−1)), L = En⊘.

В [6] докаано, что преобраование с матрицей L ест перестановка реверс, по-
дробное описание которой приведено в [9]. Если ввести обоначение x + 1 дл опе-
рации добавлени ко всем элементам массива x единицы, то программа построени
перестановки в реверсном пордке мноества чисел {0, 1, . . . , N − 1}, где N = 2n,
выглдит так:

x :=


0

1


; дл j от 1 до n− 1 выполнем x :=


2x

2x+ 1


.

Линейное преобраование с матрицей H = F2 слуит не толло ДПФ пордка 2,
но и примитивным дискретным преобраованием Хаара, и представлет собой пере-

ход от входного вектора x =


a

b


к вектору на выходе y =


a+ b

a− b


по формуле

умноени матриц y = H · x, что обоначим y = H(x). Условно это преобраование
моно аписат в виде перехода

(a, b)
H−→ (a+ b, a− b). (13)
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Кроме (13) в далнейшем будем исполоват поправленное дискретное преобрао-
вание Хаара y = Hλ(x) с поправкой λ с условным обоначением

(a, b)λ
H−→ (a+ λb, a− λb).

Введем дл проиволного сигнала x длины 2n (то ест уровн n) понтие под-
сигнала длины 2 с уровнем прореивани k, который укаывает на шаг при выборе
координат подсигнала.

То ест исходный сигнал x при кадом аданном j будем рабиват на 2n−1

непересекащихс подсигнала (динктивное рабиение).
Если j = 0, то прореивание отсутствует. Тогда определим

xm[0] := (x2m x2m+1) дл m ∈ 0 : 2n−1 − 1.

Координаты в подсигнал брали с шагом 20 = 1.
В общем случае прореивани уровн j координаты в подсигнал берем с ша-

гом 2j и органиуем сквону нумераци подсигналов так, что сигнал с меншими
координатами получает менший номер:

xm2j+k[j] := (xm2j+1+k xm2j+1+k+2j) дл m ∈ 0 : 2n−j−1 − 1, k ∈ 0 : 2j − 1.

Теорема 2. Алгоритмический вид быстрого алгоритма дискретного преобрао-
вани Фуре пордка N = 2n состоит и предварителного шага в виде реверсной
перестановки и следущих основных шагов быстрого алгоритма:

дл j от 0 до n− 1, дл m от 0 до 2n−j−1 − 1 и дл k от 0 до 2j − 1 выполнем

am2j+k[j] := Hωk
2j+1

(am2j+k[j]).

аклчение

Методический аспект стати состоит в том, что ее моно исполоват в учебном
процессе, практическа начимост  реултаты моно примент дл раработки
программного обеспечени.

Новым в матричной аписи БПФ слуит представление перестановочной матри-
цы L в виде b-проиведений единичных матриц. Это поволет начат алгоритм с
реверсной перестановки, не отвлекас в далнейшем на перестановки. В представ-
ленных в интернете вариантах БПФ перестановку в виде идеалной тасовки предла-
гат делат на кадом шаге.

Программа и алгоритм БПФ составного пордка строитс на основе теоремы 1
или ее следствий по аналогии с теоремой 2. Блок-схема дл N = 16 представлена
в [10, c. 65].
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Structure of solutions of the nonlinear equations in ring resonator.

Lukianenko V. A., Khazova Yu. A.

Abstract. A mathematical model of the process of formation of phase spatial structures in
the cross section of a coherent light beam in a non-linear optical system with spatially distributed
feedback as a nonlinear ring resonator is considered.

The simultaneous consideration of diffraction and non-linearity results in a variety of spatial
structures. Nonlinear wave dynamics of spatially distributed optical systems is represented by
the following phenomena: spatial bistability and multi-stability, formation of regular spatial
diffraction structures, formation of optical vortices, solitons, dissipative structures, etc.

The model of a ring resonator containing a layer of a nonlinear medium with cubic
nonlinearity is based on the study of two related equations: the equation which are describing
the time dynamics of phase modulation of a light wave in a nonlinear medium, and equations
which are describing the time dynamics of the complex amplitude of the light field within the
resonator, taking into account the diffraction.

This model takes into account the local transverse interactions of the light wave with the
nonlinear medium caused by both the diffusion of the particles of the nonlinear medium and the
diffraction of the light wave. Due to simultaneous action of two physical processes in the system
there are spatio-temporal phase structures.

The nonlinear functional-differential equations of the parabolic type with feedback and
transformation of spatial variables (which is given by involution operator) were previously
considered. The involution operator property (rotation, reflection) allows to reduce the original
equation to a system of equations without transformation of spatial variables. The set of solutions
of such equations is determined by two parameters: low diffusion coefficient, and high flow rate.
Also considered are the initial boundary problems for a circle, circle, ring with involution operator.

This article considers a mathematical model of a ring resonator, consisting of a system
of linear and nonlinear equations in partial derivatives. Stationary solutions are analyzed and
stability zones of the corresponding linearized problem solutions are studied. For the case of a
thin ring (circle), the problem is represented as a nonlinear integral equation.

Keywords: nonlinear ring resonator, spatial mode, phase pattern.
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Введение

В работе рассматриваетс математическа модел процесса формировани фао-
вых пространственных структур в поперечном сечении когерентного светового пучка
в нелинейной оптической системе с пространственно распределенной обратной св-
  нелинейном колцевом реонаторе.

Одновременный учет дифракции и нелинейности приводит к воникновени мно-
гообраи пространственных структур. Нелинейна волнова динамика простран-
ственно распределенных оптических систем представлена следущими вленими:
пространственна бистабилност и мултистабилност, формирование регулрных
пространственных дифракционных структур, обраование оптических вихрей, соли-
тонов, диссипативных структур и т. д.

Модел колцевого реонатора, содеращего слой нелинейной среды с кубиче-
ской нелинейност [1], основана на иучении двух сванных друг с другом урав-
нений: уравнени, описыващего временну динамику фаовой модулции световой
волны в нелинейной среде, и уравнени, описыващего временну динамику ком-
плексной амплитуды светового пол внутри реонатора с учетом дифракции. Опти-
ческа схема исследуемой системы покаана на рис. 1.

Рис. 1. Схема пассивного нелинейного колцевого реонатора: M1–M4 
еркала, LCLV (liquid crystal light valve)  нелинейна среда, Ain и Aout 
комплексные амплитуды входного и выходного полей соответственно. ер-
кала M3 и M4 обладат 100%-м отраением, а еркала M1 и M2 имет
коэффициент отраени R по интенсивности [1]

Данна модел учитывает локалные поперечные ваимодействи световой вол-
ны с нелинейной средой, выванные как диффуией частиц нелинейной среды, так и
дифракцией световой волны. Благодар одновременному действи двух фиических
процессов в системе воникат пространственно-временные фаовые структуры.
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В работах [2–7] дл исследовани подобных оптических систем в качестве мате-
матической модели исполовалос нелинейное параболическое уравнение с преоб-
раованием пространственной переменной: дл случа отраени в [2–5] и поворота
в [6, 7] пространственной переменной. Уравнени рассматривалис на окруности и
отреке с условими периодичности. Построение ралоений периодических решений
в такого рода адачах основывалос на методе централного многообраи [2, 3], ме-
тоде Галеркина [4–6] и методе сведени к нелинейному интералному уравнени [7].

В [8, 9] рассматривалис нелинейные функционално-дифференциалные урав-
нени параболического типа с обратной св и преобраованием пространственных
переменных (которое адает оператор инволции). Свойство оператора инволции
(поворот, отраение) поволет свести исходное уравнение к системе уравнений бе
преобраовани пространственных переменных. Мноество решений таких уравне-
ний определетс двум параметрами: малым  коэффициентом диффуии, и бол-
шим  коэффициентом интенсивности потока. Таке рассматривалис начално-
краевые адачи дл окруности, круга, колца с оператором инволции.

В работах [11, 12] иучалис ротационные и вращащиес волны в парабо-
лических функционално-дифференциалных уравнених с преобраованием пово-
рота и ападыванием. В [13] исследована смешанна адача дл параболическо-
го дифференциално-раностного уравнени, интегралные представлени решени
функционално-дифференциалного параболического уравнени иучены в [14].

В данной стате рассматриваетс математическа модел колцевого реонатора,
состоща и системы линейных и нелинейных уравнений в частных проиводных.
Аналиирутс стационарные решени и исследутс оны устойчивости решений
соответствущей линеариованной адачи. Дл случа тонкого колца (окруности)
адача сведена к решени нелинейного интегралного уравнени.

1. Математическа модел колцевого реонатора
с преобраованием координат

Динамика нелинейной фаовой модулции u(r, t) характериует набег фаы све-
товой волны в нелинейной среде. Предполагаетс, что полриованност среды под-
чинетс релаксационному уравнени дебаевского типа, учитыващему конечност
времени релаксации нелинейности и наличие в среде поперечных ваимодействий
диффуионного характера

ut + u = D∆u+K|A(r, 0, t)|2. (1)

Таврический вестник информатики и математики, 3 (60)’ 2023



52 В. А. Лукненко, . А. Хаова

дес r = (x, y)  радиус-вектор в поперечном сечении светового пол; z  продол-
на координата; t  врем; ∆  лапласиан, описыващий диффуионный процесс
в нелинейной среде; D  нормированный коэффициент диффуии; K  коэффици-
ент нелинейности среды, |A(r, 0, t)|2  интенсивност светового пол, попадащего в
нелинейну среду; A(r, z, t)  комплексна медленно менщас амплитуда свето-
вого пол внутри реонатора, котора перед слоем нелинейной среды складываетс
и двух частей: комплексной амплитуды входного пол после проходени еркала
M1 и комплексной амплитуды пол после распространени в реонаторе.

Динамика комплексной амплитуды пол A(r, z, t) непосредственно перед слоем
нелинейной среды описываетс следущим обраом:

A(r, z, t+ tr) = (1−R)
1
2Ain(r) +Reiϕ0 exp


iL∆{A(r, z, t)eiu(r,t)}


z=0

. (2)

дес R  коэффициент отраени еркал по интенсивности; Ain(r)  комплексна
амплитуда входной световой волны; tr  врем распространени пол в реонаторе;
ϕ0  постонный фаовый сдвиг световой волны в реонаторе; L  длина реона-
тора, нормированна на дифракционну длину, котора определетс диаметром
апертуры реонатора или входного пучка.

Процесс дифракционного распространени пол в реонаторе представлен в
уравнении (2) оператором распространени exp (iL∆) и описываетс обычным урав-
нением дифракции в приблиении кваиоптики с граничным условием, которое
определетс полем непосредственно после сло нелинейной среды:

−2ik0
∂A(r, z, t)

dz
= ∆A(r, z, t), A(r, 0, t) = A0(r, t). (3)

Сделаем несколко предполоений, упрощащих модел. Во-первых, если тол-
щина сло нелинейной среды много менше длины реонатора, т. е. l ≪ L, то мо-
но пренебреч поглощением света в нелинейной среде. Это начит, что нелинейна
среда окаывает влиние толко на фау распространщейс световой волны. Во-
вторых, моно считат, что врем распространени световой волны в реонаторе
много менше, чем врем релаксации нелинейности, т. е. tr = L/c ≪ τ0. Таким обра-
ом, аналиируетс случай медленной нелинейности бе учета эффектов, сван-
ных с временным ападыванием пол в реонаторе [1].

2. Стационарные решени

Рассмотрим област Ω = {(r,ϕ)|0  qr  qr0, 0  qϕ  q2π}. Система урав-
нений (1)–(3) имеет пространственно-однородное стационарное решение. Обонача
us и As соответственно как стационарные начени фаы u(r,ϕ, t) и амплитуды
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A(r,ϕ, z, t) пол в нелинейной среде, найдем их структуры. Дл этого подставим
u = us, A = As и Ain = Ains в уравнени (1) и (2). Уравнение (3) выполнетс
автоматически. Получим

us = K|As|2,
As = (1−R)1/2Ains +Reiϕ0 exp iL∆{As exp ius},

или
As = (1−R)1/2Ains +Reiϕ0Ase

ius .

Откуда следует, что

As =

1−Rei(us+ϕ0)

−1 √
1−RAins. (4)

С учетом (1) уравнение (2) моно аписат следущим обраом:

|As|2 = AsAs =

√
1−RAins Ains

√
1−R

(1−Rei(us+ϕ0)) (1−Re−i(us+ϕ0))
=

(1−R) |Ains|2
1− 2R cos(us + ϕ0) +R2

,

K|As|2 =
(1−R)K I0

1− 2R cos(us + ϕ0) +R2
= us.

Получим

us =
(1−R)k

1− 2R cos(us + ϕ0) +R2
,

us = K|As|2, k = K I0, I0 = |Ains|2.
(5)

В ависимости от именени параметров k, R, ϕ0 уравнение (5) моет имет ра-
ные начени корней us, а следователно и As (4). На рис. 2 решени уравнени (5)

представлены в виде пересечени графиков cos(us + ϕ0) и
1 +R2

2R
− −1−R

2R
k
us

дл
начений параметров ϕ0 = 0, R = 0.5.

С ростом k → ∞ количество корней us постонно менетс: воникат новые со-
стони равновеси и исчеат старые. Такое состоние системы говорит о наличии
болшого количества пространственно-неоднородных структур.

3. Линеариаци системы уравнений

Линеариуем уравнени (1)–(3) в окрестности стационарных решений us, As, Ains.
дес оператор Лапласа определетс следущим обраом: ∆u = urr +

1
r
ur + uϕϕ.

Пуст Ain(r) = Ains + f(r), Ains = const, f(r) = 0, тогда

u = us + v(r, t),

A = As +B(r, z, t).
(6)
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Рис. 2. Графическое построение решений us при увеличении k

Подставим (6) в (1):

vt + v + us = D∆v +K|As +B(r, 0, t)|2,

vt + v + us −K|As|2 = D∆v +K

AsB + AsB + |B|2


.

С учетом (5) и

|As +B|2 = (As +B)(As +B) = |As|2 + AsB + AsB + |B|2

линеариованное уравнение имеет вид

vt + v = D∆v +K

AsB + AsB


. (7)

аметим таке, что

AsB + AsB = Re(AsB + AsB).

Линериуем тепер уравнение (2). Операторна экспонента представима в виде

exp(iL∆) ≈ 1 + iL∆+
(iL)2

2
∆2 + . . . .

Откуда следует, что

exp(iL∆{Aeiu}) = eius [(As + iAsv +B) + iL(iAs∆v +∆B) + . . .] =

= eius [As + iAs(v + iL∆v) + (B + iL∆B)] + . . . =

= Ase
ius + iAse

ius(v + iL∆v) + eius(B + iL∆B) + . . . .
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дес учтено, что

Aeiu = (As +B)ei(us+v) = (As +B)eiuseiv =

= eius(As +B)(1 + iv +
(iv)2

2
+ . . .) = eius(As + iAsv +B + iBv + . . .).

В реултате и (2) получим:

As +B = (1−R)1/2Ain +Reiϕ0{As + iAs(v + iL∆v) + (B + iL∆B)}eius + . . . ,

As −Rei(us+ϕ0)As − (1−R)1/2Ain +B = Rei(us+ϕ0){iAs(v + iL∆v) +B + iL∆B},
As(1−Rei(us+ϕ0))− (1−R)1/2Ain +B = Rei(us+ϕ0){iAs(v + iL∆v) +B + iL∆B},
(1−Rei(us+ϕ0))As = (1−R)1/2Ain +Rei(us+ϕ0){iAs(v + iL∆v) +B + iL∆B}− B,

−B +Rei(us+ϕ0){iAs(v + iL∆v) +B + iL∆B}+ (1−R)1/2f(r) = 0.

Убедимс, что если v = 0, B = 0, f = 0, то получим формулы (5):

As(1−Rei(us+ϕ0))− (1−R)1/2Ains = 0, (8)

As =
(1−R)1/2Ains

1−Rei(us+ϕ0)
, As =

(1−R)1/2Ains

1−Re−i(us+ϕ0)
,

|As|2 =
(1−R)|Ains|2

1− 2R cos(us + ϕ0) +R2
,

И (5) в случае cos(us + ϕ0) = 0 следует

|As|2 =
(1−R)|Ains|2

1 +R2
, K|As|2 = us =

(1−R)K|Ains|2
1 +R2

.

В итоге начално-краева адача дл линеариованных уравнений примет вид:

B −Rei(us+ϕ0) (iAs(v + iL∆v) +B + iL∆B) = (1−R)1/2f(r), (9)

−2ik0
∂B(r,ϕ, z, t)

dz
= ∆B(r,ϕ, z, t), (10)

vt + v = D∆v +K

AsB + AsB


, (11)

v(r,ϕ, z, 0) = v0(r, z),
∂v

∂r


r=r0

= 0.

В (9)–(11) обоначено B(r,ϕ, 0, t) ≡ B.

4. Линеариованна адача на окруности
в классе периодических функций

Рассмотрим линеариованну адачу (9)–(11) с условими на окруности (ана-
лог адачи дл тонкого колца) и построим ее периодические решени.
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Лемма 1. Дл линеариованной адачи в окрестности стационарного решени us и
As: u = us+v, A = As+B в случае окруности с радиусом r0 справедливо следущее
представление:

B −Rei(us+ϕ0)[iAs(v + iρvθθ) +B + iρBθθ] = (1−R)1/2f(θ),

Ain(θ) = Ains + f(θ), Ains = const, ρ =
1

r20
,

(12)

−2ik0
∂B(θ, z, t)

dz
= ∆B(θ, z, t), (13)

vt + v = µ2vθθ +K(AsB + AsB), µ2 =
D

r20
,

v = v(θ, t), B = B(θ, 0, t) ≡ B(θ, t),

v(θ + 2π, t) = v(θ), B(θ + 2π, z, t) = B(θ, z, t).

(14)

При этом AsB + AsB = Re(AsB + AsB)  действителна функци.

Докаателство. Утвердение следует и (9)–(11) и представлени оператора Ла-
пласа ∆ = ∂2

∂r2
+ 1

r
∂
∂r

+ 1
r2

∂2

∂θ2
в случае ависимости функций v и B от (θ, t) и линеари-

ации оператора exp iL∆{(As +B(θ, t)) exp[i(us + v(θ, t))]} в окрестности (us, As). □

Лемма 2. Приблиенные решени, функции v и B, адачи (12)–(14) представимы
в виде рда по собственным функцим X(θ) = einθ адачи Штурма-Лиувилл

X ′′ + λX = 0, X(θ + 2π) = X(θ). (15)

Докаателство. Радел переменные в (13)

−2ik0X(θ)T (t)Z ′(z) = X ′′(θ)T (t)Z(z), T (t) ∕= 0,

−2ik0
Z ′(z)

Z(z)
=

X ′′(θ)

X(θ)
= −λ, X(θ + 2π) = X(θ),

приходим к адаче Штурма-Лиувилл дл X(θ):

X ′′ + λX = 0, X(θ + 2π) = X(θ),

решением которой влетс

λn = n2, Xn(θ) = einθ, n = 0,±1,±2, . . . , (16)

или в вещественной форме

λn = n2, Xn(θ) = an cosnθ + bn sinnθ, n = 0, 1, 2, . . . .
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Дл функции Z(z) получаем, что

Z ′(z)− in2

2k0
Z(z) = 0,

откуда следует

Z(z) = Z0 exp


− in2

2k0
z


. (17)

Так как дифференциалное уравнение в частных проиводных первого пордка
дл B по переменной z, то функци T (t) проиволна. Выберем ее в виде T (t) = eωt.
Таким обраом, кадый член рда дл функций v и B(θ, t) представим в виде
(B0 = B0(n), v0 = v0(n), ω = ω(n)):

B = B0e
inθeωt, v = v0e

inθeωt. (18)

Подставим (18) в (14)

v0(1 + ω + µ2n2)einθ = K(AsB0e
inθ + AsB0e

−inθ).

Так как выраение AsB0e
inθ +AsB0e

−inθ вещественно, то приходим к соотноше-
ним: 




(1 + ω + µ2n2) cosnθ = 2K(Asλ+ Asλ) cosnθ,

(1 + ω + µ2n2) sinnθ = 0,
(19)

где λ = λn = B0(n)
v0(n)

.
И уравнени (12) (после подстановки (18)) получим

Gn(v0, B0) ≡ B0 −Rei(us+ϕ0)[iAs(1− iρn2)v0 + (1− iρn2)B0] = (1−R)1/2fn. (20)

Параметр λ = λn определим и однородного уравнени Gn(v0, B0) = 0:

λ−Rei(us+ϕ0)[iAs(1− iρn2) + (1− iρn2)λ] = 0.

Откуда следует, что

λ ≡ λn =
iAsR(1− iρn2)ei(us+ϕ0)

1−R(1− iρn2)ei(us+ϕ0)
,

Asλ+ Asλ =
i|As|2R(1− iρn2)ei(us+ϕ0)

1−R(1− iρn2)ei(us+ϕ0)
+

−i|As|2R(1 + iρn2)e−i(us+ϕ0)

1−R(1 + iρn2)e−i(us+ϕ0)
=

=
i|As|2(2iR(ρn2 cos(us + ϕ0)− sin(us + ϕ0)))

1− 2R(1 + ρn2) cos(us + ϕ0) +R2
=

=
2R|As|2(sin(us + ϕ0)− ρn2 cos(us + ϕ0))

1− 2R(1 + ρn2) cos(us + ϕ0) +R2
.

□
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Мноител eωt определет устойчивост решени адачи.
При cosnθ :

ω = ωc(n) = −1− µ2n2 +
4RK|As|2(sin(us + ϕ0) + ρn2 cos(us + ϕ0))

1− 2R(1 + ρn2) cos(us + ϕ0) +R2
.

При sinnθ :

ω = ωs(n) = −1− µ2n2 < 0, n = 0,±1,±2, . . . .

Исследуем, как ависит нак

ωc(n) = −1− µ2n2 +
4Rus(sin(us + ϕ0) + ρn2 cos(us + ϕ0))

1− 2R(1 + ρn2) cos(us + ϕ0) +R2

от параметров R, µ2 = D
r20

, As, ϕ0 (us = K|As|2).
Дл этого рассмотрим некоторые частные случаи. Пуст

ωc(0) = −1 +
4Ru2

s sin(us + ϕ0)

(1−R)KI0

и
cos(us + ϕ0) = 0, ⇒ us + ϕ0 =

2n+ 1

2
π, n = 0, 1, 2, . . . .

Тогда

sin(us + ϕ0) = sin


2n+ 1

2
π


= (−1)n,

ωc(n) = −1− µ2n2 + (−1)n
4R(1−R)k

(1 +R2)2
.

Если
sin(us + ϕ0) = 0, ⇒ us + ϕ0 = nπ, n = 0,±1,±2, . . . ,

то
cos(us + ϕ0) = cos (nπ) = (−1)n,

ωc(n) = −1− µ2n2 +
4Rusρn

2(−1)n

1− 2R(1 + ρn2)(−1)2 +R2
, us =

(1−R)k

1− 2R(−1)2 +R2
.

Укаанные случаи вомоны толко при четном n.

5. Численное исследование спектра адачи

Согласус с выраением дл стационарных решений (5), исследуем выраение
дл ωc(n). Найдем оны устойчивости ωc(n) при раличных начених параметров.

На рис. 3–5 покааны именени начений ωc(n) при раличных R и ρ и приведены
области устойчивости с отрицателными ωc(n).
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Рис. 3. начени и оны устойчивости ωc(n) при фиксированных n = 0,
ρ = 0.1, ϕ0 = 0, µ = 0.2 и именщихс R и us

Рис. 4. начени и оны устойчивости ωc(n) при фиксированных n = 1,
ρ = 0.1, ϕ0 = 0, us = 0.1 и именщихс R и µ

Рис. 5. начени и оны устойчивости ωc(n) при фиксированных n = 1,
µ = 0.2, ϕ0 = 0, us = 0.1 и именщихс ρ и R

6. Представление адачи в виде нелинейного
интегралного уравнени

Решение линейного неоднородного уравнени (12) состоит и общего решени
однородного v(θ, t), B(θ, t) и частного решени неоднородного v(θ), B(θ), ависщего
от одной переменной θ.

Лемма 3. Общее решение соответствущего однородного уравнени (12)

B −Rei(us+ϕ0)[iAs(v + iρ∆v) +B + iρ∆B] = 0
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представимо в виде

B(θ, t) =
∞

n=−∞
bne

inθeω(n)t =
∞

n=−∞
λnvne

inθeω(n)t,

v(θ, t) =
∞

n=−∞
vne

inθeω(n)t, bn = λnvn,

(21)

λn =
iAsR(1− iρn2)ei(us+ϕ0)

1−R(1− iρn2)ei(us+ϕ0)
. (22)

Докаателство. Действително, подставл (21) в уравнение (3), дл кадого чле-
на рда получим

bn = Rei(us+ϕ0)[iAs(1− iρn2)vn + (1− iρn2)bn]

или с учетом bn = λnvn

λn = Rei(us+ϕ0)[iAs(1− iρn2) + (1− iρn2)λ].

Откуда и следует выраение (22) дл λn. Преобрауем (22), выдел Reλn и
Imλn:

λn =
iAsR(1− iρn2)ei(us+ϕ0)[1−R(1 + iρn2)e−i(us+ϕ0)]

[1−R(1− iρn2)ei(us+ϕ0)][1−R(1 + iρn2)e−i(us+ϕ0)]
=

=
iAs[R(1− iρn2)ei(us+ϕ0) −R2(1 + iρ2n4)]

1− 2R[cos(us + ϕ0) + ρn2 sin(us + ϕ0)] +R2(1 + iρ2n4)
=

=
iAs(R[cos(us + ϕ0) + ρn2 sin(us + ϕ0) + i(sin(us + ϕ0)− ρn2 cos(us + ϕ0))]

1− 2R[cos(us + ϕ0) + ρn2 sin(us + ϕ0)] +R2(1 + ρ2n4)
.

□

Лемма 4. Частное решение неоднородного уравнени (20)

B −Rei(us+ϕ0)[iAs(v + iρ∆v) +B + iρ∆B] = (1−R)1/2f(θ) ≡ g(θ) (23)

Ain(θ) = Ains + f(θ) ависит толко от θ и представимо в виде

v(θ) =
∞

n=−∞
vne

inθ, B(θ) =
∞

n=−∞
bne

inθ, (24)

где vn = fn, bn = αnvn,

αn =
(1−R)1/2 + iAsR(1− ρn2)ei(us+ϕ0)

1−R(1− iρn2)ei(us+ϕ0)
→ −iAs при n → ∞. (25)
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Докаателство. Действително, подставл частное решение v(θ), B(θ) в неодно-
родное уравнение (23), с учетом

v(θ) =
∞

n=−∞
vne

inθ, B(θ) =
∞

n=−∞
bne

inθ, f(θ) =
∞

n=−∞
fne

inθ, (26)

получим

αnvn −Rei(us+ϕ0)[iAs(1− iρn2)vn + αnvn(1− iρn2)] = (1−R)1/2fn

или

vn[αn[1−R(1− iρn2)ei(us+ϕ0)]− iAsR(1− iρn2)ei(us+ϕ0)] = (1−R)1/2fn.

Выбира αn в таком виде, что выраение в квадратных скобках равно (1−R)1/2,
приходим к наиболее простому соотношени дл vn = fn. □

Преобрауем выраение дл αn

αn =
(1−R)1/2 − iAs[−1 + 1−R(1− ρn2)ei(us+ϕ0)]

1−R(1− iρn2)ei(us+ϕ0)
=

=
(1−R)1/2 + iAs

1−R(1− iρn2)ei(us+ϕ0)
− iAs =

(1−R)1/2

1−R(1− iρn2)ei(us+ϕ0)
+ λn.

(27)

Общее решение v = v(θ, t) + v(θ), B = B(θ, t) +B(θ), где v(θ, t), B(θ, t) определ-
тс формулами (21), (22), а частные решени v(θ), B(θ) формулами (24)–(25).

Дл полученных решений апишем интегралные представлени. Исполуем
дискретное преобраование Фуре W [10]:

B(θ, 0, t) =
∞

n=−∞
(λnvne

ω(n)t + αnfn)e
inθ, (28)

v(θ, t) =
∞

n=−∞
(vne

ω(n)t + fn)e
inθ = f(θ) +

∞

n=−∞
vne

ω(n)t+inθ, (29)

(Wαnfn)(θ) =
∞

n=−∞
αnfne

inθ =
1

2π

π

−π

a(θ − ξ)f(ξ)dξ, где a(θ) =
∞

n=−∞
αne

inθ. (30)

дес vn  проиволные последователности (такие, чтобы рды сходилис).
Если обоначит

λne
ω(n)t = kn(t) = λnen(t), en(t) = eω(n)t,

(Wknvn)(θ) =
∞

n=−∞
λne

ω(n)tvne
inθ =

1

2π

π

−π

k(θ − ξ, t)v(ξ)dξ,
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(Wkn(t)) = k(θ, t) =
∞

n=−∞
kn(t)e

inθ =
∞

n=−∞
λne

ω(n)teinθ,

(Wvn)(ξ) = v(ξ) =
∞

n=−∞
vne

inξ

или

W{λne
ω(n)t} =

∞

n=−∞
λne

ω(n)teinθ =
1

2π

π

−π

Λ(θ − ϕ)E(ϕ, t)dϕ,

(Wλn)(θ) = Λ(θ) =
∞

n=−∞
λne

inθ,

E(ϕ, t) =
∞

n=−∞
en(t)e

inϕ =
∞

n=−∞
eω(n)teinϕ =

∞

n=−∞
eω(n)t+inϕ,

то

B(θ, t) = B(θ, 0, t) =
1

2π

π

−π

k(θ − ξ, t)v(ξ)dξ +
1

2π

π

−π

a(θ − ξ)f(ξ)dξ,

v(θ, t) =
1

2π

π

−π

k(ξ, t)v(ξ)dξ + f(θ).

Теорема 1. Решение адачи (9)–(11) представимо в виде

v(θ, t) =
∞

n=−∞
(vne

ω(n)t + fn)e
inθ = f(θ) +

∞

n=−∞
vne

ω(n)t+inθ,

B(θ, t) =
∞

n=−∞
(λnvne

ω(n)t + αnfn)e
inθ

или в виде интегралного представлени

v(θ, t) =
1

2π

π

−π

k(θ − ξ, t)v(ξ)dξ + f(θ),

B(θ, t) =
1

2π

π

−π

k(θ − ξ, t)v(ξ)dξ +
1

2π

π

−π

a(θ − ξ)f(ξ)dξ,

где

k(θ, t) = W{λne
ω(n)t} =

∞

n=−∞
kn(t)e

inθ =
∞

n=−∞
λne

ω(n)teinθ,
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k(θ, t) = W{λne
ω(n)t}(θ, t) ≡ W{λnen(t)}(θ, t) =

=
1

2π

π

−π

Λ(θ − ϕ)E(ϕ, t)dϕ =
1

2π

π

−π

E(θ − ξ)Λ(ξ)dξ,

Λ(θ) = (Wλn)(θ) =
∞

n=−∞
λne

inθ,

E(ϕ, t) = W{en(t)}(ϕ, t) =
∞

n=−∞
en(t)e

inϕ =
∞

n=−∞
eω(n)t+inϕ,

αn =
(1−R)1/2 + iAsR(1− iρn2)ei(us+ϕ0)

1−R(1− iρn2)ei(us+ϕ0)
,

λn =
iAsR(1− ρn2)ei(us+ϕ0)

1−R(1− iρn2)ei(us+ϕ0)
,

ω(n) = {ωc(n),ωs(n)}, eωc(n)  мноител при cosnθ, eωs(n)  мноител при sinnθ

ωc(n) = −1− µ2n2 +
4RK|As|2(sin(us + ϕ0) + ρn2 cos(us + ϕ0))

1− 2R(1 + ρn2) cos(us + ϕ0) +R2
,

ωs(n) = −1− µ2n2 < 0, n = 0,±1,±2, . . . , µ2 =
D

r20
.

Докаателство. В полученном представлении дл v(θ, t) и B(θ, t) вектор vn,
n = 0,±1, . . . моет быт выбран чере началные услови дл функции v(θ, t):

v(θ, t) = v0(θ) =
∞

n=−∞
v0ne

inθ

v0n = vn + fn, vn = v0n − fn.

Откуда

v(θ, t) =
∞

n=−∞
[(v0n − fn)e

ω(n)t + fn]e
inθ.

В сво очеред, если аданы началные услови дл B(θ, t):

B(θ, 0) = v0(θ) =
∞

n=−∞
b0ne

inθ,

тогда

b0n = λnvn + αnfn, vn =
b0n − αnfn

λn

.

С другой стороны b0n и v0n сваны меду собой следущим обраом:

b0n = λn(v0n − fn) + αnfn, b0n = λnv0n + (αn − λn)fn.
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Так как bn = λnvn выбиралос ранее, то

B(θ, t) =
∞

n=−∞


λn

b0n − αnfn
λn

eω(n)t + αnfn


einθ =

=
∞

n=−∞
[(b0n − αnfn)e

ω(n)t + αnfn]e
inθ.

□

Аналогична теорема справедлива дл круга, но с более громодкими выраени-
ми. Интегралное представление адачи поволет строит приблиенные решени
на бае итерационных алгоритмов (метод последователных приблиений и т. п.).

аклчение

В работе исследован процесс формировани фаовых пространственных струк-
тур в нелинейной оптической системе, моделирущей колцевой реонатор. Сфор-
мулирована начално-краева адача дл общей области Ω ⊂ R2 и конкретиирована
дл круга и окруности. Исследована соответствуща линеариованна адача.

С помощ бифуркационного аналиа и численного исследовани спектра адачи
при именених начений параметров найдены оны устойчивости дл стационарного
решени линеариованной адачи на окруности в классе периодических функций.

Построено интегралное представлени исходной нелинейной системы в виде
нелинейного интегралного уравнени, докаана соответствуща теорема о его су-
ществовании.

В далнейшем планируетс уточнит исследовани асимптотики решений в об-
ластх вида тонкое колца и круг.

Работа выполнена в рамках НО Крымский математический центр и поддер-
ана Министерством науки и высшего обраовани Российской Федерации, согла-
шение  075-02-2023-1799.
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Mathematical model of optimization of information logistics in
stachostic statement.

Moiseev D. V., Shokin A. G.

Abstract. The management of network infrastructures of swarm-like systems using network
centric structures requires solving a wide range of problems of reliability and bandwidth. The
problem arises from the use of different technologies and dissemination media in the construction
and operation of infrastructure. Solving the complex problem of information infrastructure
management and dispatching causes the problem of accounting for many dynamic, heterogeneous
characteristics. For the most part, the characteristics are stochastic, which in turn further
increases the level of complexity of the problem, emphasizing the already high level of its
relevance.

The article provides a solution to the problems of optimizing information logistics in systems
built on the principle of "swarm"using network-centric control in a stochastic formulation. Solving
the complex task of managing and dispatching information infrastructure raises the problem of
taking into account a variety of dynamic, heterogeneous characteristics. For the most part, the
characteristics are of a stochastic nature, which in turn further increases the level of complexity
of the problem being solved, emphasizing the already high level of its relevance.

The set of stochastic models completes a similar list of deterministic models and makes
the system as a whole as complete, without excluding the possibility of supplementing the
composition of the informative description of the input factor space and the output  criterion.

Solving real-time problems in the paradigm of logistics information technology, when
circumstances require not just a solution, but the fastest, most balanced and at the same
time the most effective approach, the need to develop new methods of applied mathematics
and informatics. These methods include such problems as the theory of timetables, solution of
integer and nonlinear problems, network theory, study of problems in fuzzy setting, modeling,
decision-making under uncertainty with consideration of risks.

On the basis of conceptual description, multi-agent model, is provided a complex of
stochastic models of ensuring a guaranteed level of information exchange through communication



68 Д. В. Моисеев, А. Г. Шокин

channels in the following directions: a model of time loss minimization, related to the
provision of information exchange (ensuring the criticality of information exchange in different
situations); model of maximization of reliable functions of providing information volume; model
of maximization of indicators of noise protection of transmitted messages (guarantee reliability
of data transmitted via information channels under conditions of destabilizing effects of natural
and artificial character); model of minimization of cost indicators of channels of information
exchange.

Keywords: geocentric model, logistics information-intelligent system, model for minimizing the
cost indicators of information traffic, model for minimizing time losses, communication with the
provision of information exchange, model for maximizing reliable functions for ensuring network
traffic, model for maximizing the noise immunity indicators of operator messages

Введение

Менедмент сетевых инфраструктур рое-подобных систем, исполущих се-
тецентрические структуры, требует решени болшого спектра адач обеспечени
надености и пропускной способности. Проблематика обусловлена исполовани-
ем в процессе содани и эксплуатации инфраструктуры раличных технологий и
сред распространени. Решение слоной адачи управлени и диспетчериации ин-
формационной инфраструктуры выывает проблему учета мноества динамических,
ранородных характеристик. В болшинстве своем, характеристики ност стохасти-
ческий характер, что в сво очеред дополнително повышает уровен слоности
решаемой адачи, подчеркива и ее актуалност [1]-[6].

Наличие болшого числа характеристик, влищих на эксплуатационные харак-
теристики сетевых транспортных потоков, требует равити новых специфических
методов моделировани и принти решени, численных методов, принти решений
в услових неопределенности, рисков, исследовани операций в нечеткой постановке
с исполованием веротностных критериев оценивани [7]-[10].

Системы, основанные на принципе ро с применением сетецентрического
управлени, исполут вес перечен доступных систем сви, обрау слону
неоднородну по своим параметрам и характеристикам структуру, к которой пред-
влтс требовани надености и пропускной способности, обуславливащие само
существование таких систем.

Сам принцип рое-подобных систем, на бае сетецентрической модели, пред-
полагает высоку динамичност состоний, параметров и характеристик, которые
часто невомоно описат точно. Преде всего этот факт требует наличи в системе
менедмента стохастических подходов к решени данного класса адач [2], [11]-[13].
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Решение адач реалного времени в парадигме логистических информационных
технологий, когда обстотелства требут не просто решени, а максимално быст-
рого, ввешенного и при этом максимално эффективного подхода, воникает необхо-
димост равити новых методов прикладной математики и информатики. К данным
методам отност такие адачи, как адачи теории расписаний, решение целочислен-
ных и нелинейных адач, теории сетей, исследование адач в нечеткой постановке,
моделировани, принти решений в услових неопределенности с учетом рисков.

1. Полимоделный комплекс функционалных адач
оптимиации информационной логистики

Исполование логистических информационно-интеллектуалных си-
стем (ЛИИС) [2, 3], поволет реко повысит скорост и качество принимаемых
решений особенно дл систем реалного времени, обеспечит сниение рутинной
нагруки на операторов, сниит агруенност каналов информационного обмена,
соблдат напренные графики поставок компонент технического обеспечени,
получит высоку реактивност процессов корректировки условий и требований
выполнени адач, системно и комплексно решат многие часто воникащие
проблемные вопросы.

В рамках данной работы выполнено построение комплекса математических мо-
делей дл распределителных адач векторной оптимиации по совокупности ска-
лрных критериев:

– стоимост передачи информации;
– врем доставки сообщений;
– помехоустойчивост;
– веротност беотканой работы (наденост).
Наиболее общей формалной модел дл адачи информационной логистики,

по видимому, влтс двудолные графы G =< A,B > с мноествами вершин (до-
лми графа) X и Y (X, Y ∕= 0, X ∪ Y = V , X ∩ Y = ∅), кадое ребро G инцидентно
определенной вершине и и некоторой вершине и Y . В графе G ваен основной
структурный элемент, подлеащий определени при решении оптимиационных а-
дач,  паросочетание  это подграф графа G, состощий и двух сменых вершин
и ребра меду ними. Мноеству паросочетаний соответствует бинарна матрица
элементов, подлеаща определени в процессе решени оптимиационной адачи.
Ивестным обраом определтс максималное и совершенное паросочетани, иг-
ращие вану рол в построении алгоритмических процедур, ориентированных на
программну реалиаци.
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Кадое ребро двудолного графа, определщее некоторое паросочетание, в-
летс элементом сетевого трафика, обеспечиващего проходение информации по
каналу сви с помехой с исполованием функционалного маршрута: <подготов-
ка информации; первичное неибыточное кодирование  сатие; кодирование ин-
формации с исполованием выбранного метода обеспечени помехоустойчивости;
передача по каналу сви с помехами; восстановление информации; декодирование
информации; информаци в первичном виде>.

В полимоделный баовый комплекс оптимиации функционалных адач ин-
формационной логистики входт следущие модели:

1. Модел минимиации стоимостных покаателей информационного трафика.
2. Модел минимиации временных потер, сванных с обеспечением информа-

ционного обмена.
3. Модел максимиации наденостных функций обеспечени сетевого трафика.
4. Модел максимиации покаателей помехоустойчивости передаваемых сообще-

ний.

1.1. Описание моделных идентификаторов. Все вышеперечисленные модели
имет сквоные идентификаторы, описыващие свыващие их характеристики

M  мноество улов  источников (передатчиков) информации M {mr}.
r = 1, . . . , |R0| или r ∈ R0.
N  мноество доступных каналов передачи информации N {ns}.
s = 1, . . . , |S0| или s ∈ S0.
O  мноество улов  потребителей (приемников) информации O {oh}.
h = 1, . . . , |H0| или h ∈ H0.
L  мноество доступных средств помехоустойчивого кодировани {lu}L.
u = 1, . . . , |U0| или u ∈ U0.
R0, S0, H0  опорные мноества допустимых индексов.
Основные переменные, обраущие исходный факторный баис:
Irshu  обем передачи данных от r-ого источника к o-му приемнику посредством

n-го канала а операционну единицу времени с исполованием кода типа u;
Vrshu  скорост передачи данных от r-го источника к o-му приемнику посред-

ством n-го канала с исполованием кода u;
ttshu  врем передачи данных от r-го источника к o-му приемнику посредством

n-го канала с исполованием кода u;
Crshu  стоимост передачи единицы обема данных от r-го источника к o-му

приемнику посредством n-го канала с исполованием кода u;
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λirshu  интенсивност откаов (сбоев) при подготовке информации от r-го ис-
точника к o-му приемнику посредством n-го канала с исполованием кода u;

λcrshu  интенсивност откаов (сбоев) в канале при передаче информации от
r-го источника к o-му приемнику посредством n-го канала с исполованием кода u;

λgrshu  интенсивност откаов (сбоев) при приеме информации от r-го источника
к o-му приемнику посредством n-го канала с исполованием кода u;

prstu(t) = pirschu(t) · pcrschu(t) · pgrschu(t)  веротност беотканой передачи ин-
формации от r-го источника к o-му приемнику посредством n-го канала с исполова-
нием кода u, где pirschu(t)  веротност беотканой работы источника информации;
pcrschu(t)  веротност беотканой работы канала сви; pgrschu(t)  веротност
беотканой работы приемника информации.

1.2. Матрица моделных решений. Матрица моделных решений X, в ависи-
мости от началных условий и особенностей конкретной адачи, моет быт выро-
денной. X ⊂ A0  пустое мноество (в случае особо естких требований и усло-
вий), содеращее либо несколко решений, влщихс эффективными (X ⊂ A0),
либо единственное решение  оптималное (X ⊂ Aopt). Первоначално матрица X

определена на мноестве допустимых решений (X ⊂ Ad), подмноеством которого
влетс мноество доступных (X ⊂ Am) дл реалиации в данный момент решений.

Структура матрицы X существенно неоднородна, геометрически ее моно ин-
терпретироват как четырехмерный параллелепипед рамерности R0, S, H0, U0, со-
деращий толко координаты целочисленных точек, принадлеащих ему. Исход
и содерателного смысла дл элементов матрицы X обателно одновременное
выполнение следущих условий равенств:






∀u ∈ U :

r∈R


s∈S


h∈H

xrshu = 1,

∀h ∈ H :

r∈R


s∈S


u∈U

xrshu = 1,

∀s ∈ S :

r∈R


s∈S


u∈U

xrshu = 1,

∀r ∈ R :

r∈R


s∈S


u∈U

xrshu = 1.

(1)

Дл примера приведем интерпретаци последнего равенства системы (1): дл
кадого источника информации необходимо осуществит выбор единственных (уни-
калных дл него) приемника информации, канала передачи и способа кодировани.

Равенства (1) интерпретирутс как единственност исполовани дл кадой
пары передатчик-приемник выбранных канала передачи s ∈ S0 и кода u ∈ U0, т. е. в
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кадой рамерности четырехмерной матрицы X имеетс один и толко один единич-
ный элемент xrshu ∈ B, где B  мноество булевых чисел. Дл краткости в моделх
условие (1) совместно с условием xrshu ∈ B будем обоначат как




r∈R

|


s∈S

|


h∈H

|


u∈U

xrshu


∩ (xrshu ∈ B) = 1. (2)

В наиболее простом случае пуассоновских потоков откаов, которые чаще всего
исполутс дл аналиа надености технических систем, имеем:
prshu(t) = exp(−λrshut)  веротност беотканой передачи информации от r-го ис-
точника к o-му приемнику посредством n-го канала с исполованием кода u;
pirshu(t) = exp(−λirshut)  веротност беотканой работы источника информации;
pcrshu(t) = exp(−λcrshut)  веротност беотканой работы канала сви;
pgrshu(t) = exp(−λgrshut)  веротност беотканой работы приемника информации,
r ∈ R0, s ∈ S0, h ∈ H0, u ∈ U0.

Если считат, что откаы в передатчике, канале и приемнике мало ависимы в
совокупности, то:

∀u ∈ U : λrshu = λirshu + λcrshu + λgrshu.

Таким обраом веротност беотканой работы с точност до бесконечно ма-
лых второго пордка равна

Prshu = exp(λrshu · trshu) = 1− λrshu · trshu.

Определим суммарну стоимост передачи информации от всех источников ко
всем приемникам а один цикл:

C =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

crshu · irshu · xrshu =

=


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

(cirshu + ccrshu + cgrshu) · irshu · xrshu,
(3)

где:
cirshu  стоимост подготовки единицы обема информации при передаче от r-го
источника к o-му приемнику посредством n-го канала с исполованием кода u;
ccrshu  стоимост исполовани выбранного канала при передаче единицы обема
информации от r-го источника к o-му приемнику посредством n-го канала с испол-
ованием кода u;
cgrshu  стоимост обеспечени приема единицы обема информации при передаче от
r-го источника к o-му приемнику посредством n-го канала с исполованием кода u.
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Определим суммарное врем передачи информации от r-го источника к o-му
приемнику посредством n-го канала с исполованием кода u.

T =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

trshu · xrshu · irshu =

=


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

(tirshu + tcrshu + tgrshu) · xrshu · irshu.

Суммарна системна веротност P беотканой работы:

P =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

exp [(−λirshu − λcrshu − λgrshu) · trshu · xrshu] .

Уровен помехоустойчивости при исполовании помехоустойчивого кода:

Krshu = KIrshu ·KCrshu ·KGrshu,

где Krshu  уровен помехоустойчивости дл источника информации r, канала s,
приемника h с исполованием кода u.

При решении оптимиационных адач экстремум функции линейной формы и ее
логарифма в интересущей нас области совпадат, поэтому вместо покаател Krshu

далее будем исполоват его логарифм:

KLrshu = lnKrshu = lnKIrshu + lnKCrshu · lnKGrshu =

= KILrshu +KCLrshu +KGLrshu.

Q =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

(KILrshu +KCLrshu +KGLrshu) · xrshu · trshu.

1.3. Баовые стохастические модели полимоделного комплекса. В отли-
чии от детерминированных систем, где все параметры определены точно, стохастиче-
ские модели описыват случайные процессы или ситуации, при этом подраумевает-
с, что случайност тех или иных влений вырааетс в терминах теории веротно-
стей. Так е, как и детерминированные, стохастические модели быват дискретные
и непрерывные.

Непрерывно-стохастические модели. Основной схемой формалиованного описа-
ни систем, дл которых характерны непрерывный характер именени времени и
наличие случайностей в поведении, слуит аппарат систем массового обслуивани.
То ест это набор математических схем, раработанных дл формалиации процессов
функционировани систем, которые влтс процессами обслуивани. Именно
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этим системам присущи стохастический характер функционировани (случайное по-
вление авок на обслуивание), авершение обслуивани в случайные моменты
времени, наличие входного и выходного потока авок, наличие приборов обслуи-
вани, поток событий, существование очереди на обслуивание, определение некото-
рого пордка обслуивани и т. п. Исход и описани непрерывно-стохастических
моделей дл описани функционировани систем, работащих в реиме ро, на
бае сетецентрической модели не подходт.

Дискретно-стохастические модели. Данный тип моделей подходит дл описани
функционировани систем, работащих в реиме ро, на бае сетецентрической
модели, посколку они обладат следущими характеристиками  врем в них дис-
кретно, и они провлт статически акономерное случайное поведение. Модели
систем такого рода могут быт построены на основе двух схем формалиованного
описани:

– конечно-раностные уравнени, среди переменных которых исполут функ-
ции, адащие случайные процессы;

– веротностные автоматы.
В данной работе при переходе от детерминированных моделей к стохастиче-

ской (СМ) будем исполоват M-постановку. Исполуетс математическое ои-
дание (МО) случайной величины.

2. Стохастическа модел минимиации стоимостных
покаателей информационного трафика.
СМ-модел, С-модел в М-постановке

Будем считат: trshu, Irshu и Crshu  случайные величины с математическими
оиданими M [trshu], M [Irshu] и M [Crshu] соответственно.

Тогда целева функци С-модели в М-постановке имеет вид:

C =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

M [trshu] ·M [Irshu] ·M [Crshu] · xrshu → min
xrshu∈X

.

Если случайна величина C представима в виде суммы попарно неависимых
случайных величин cirshu, ccrshu и cgrshu с математическим оиданием m [cirshu],
m [ccrshu] и m [cgrshu] соответственно, то целеву функци С-модели в М-постановке
моно представит в виде:

C =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

(m [cirshu] +m [ccrshu] +m [cgrshu])·M [trshu]·M [Irshu]·xrshu → min
xrshu∈X

.
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Веротностные ограничени С-модели в М-постановке.

Первое ограничение дл детерминированного случа имеет вид:

T =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

trshu · trshu =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

(tirshu + tcrshu + tgrshu) · xrshu < T0.

Второе ограничение дл детерминированного случа имеет вид:

P =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

exp [(−λirshu − λcrshu − λgrshu)trshu · xrshu] > P0.

Трете ограничение дл детерминированного случа имеет вид:

Q =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

(KILrshu +KCLrshu +KGLrshu) · xrshu · trshu > K0.

Решение этой адачи, если оно существует, поволет найти план исполовани
аданной сети каналов с таким наначением каналов передачи информации меду
всеми источниками и приемниками, который минимиирует стоимост телекоммуни-
кации при обеспечении требуемого уровн откаоустойчивости, помехоустойчивости,
а таке времени передачи.

3. Стохастическа модел минимиации временных потер,
сванных с обеспечением информационного обмена.

TМ-модел (T-модел в М-постановке)

Будем считат, что trshu  случайна величина с математическим оиданием
M [trshu]. Тогда целева функци T-модели в М-постановке имеет вид:

T =


i∈I



j∈J



k∈K



l∈L

M [tijkl] · xijkl → min
xijkl∈X

.

T =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

M [trshu] · xrshu → min
xrshu∈X

.

Если случайна величина T представима в виде суммы попарно неависимых слу-
чайных величин tirshu, tcrshu и tgrshu с математическим оиданием m [tirshu], m [tcrshu]

и m [tgrshu] соответственно, то целеву функци T-модели в М-постановке моно
представит в виде:

T =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

(m [tirshu] +m [tcrshu] +m [tgrshu])·M [trshu]·M [irshu]·xrshu → min
xrshu∈X

.
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Веротностные ограничени T-модели в М-постановке.

Первое ограничение дл детерминированного случа имеет вид:

C =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

trshu · crshu · irshu · xrshu =

=


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

(cirshu + ccrshu + cgrshu) · trshu · irshu · xrshu < C0.

Второе ограничение дл детерминированного случа имеет вид:

P =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

exp [(−λirshu − λcrshu − λgrshu) · trshu · xrshu] > P0.

Трете ограничение дл детерминированного случа имеет вид:

Q =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

(KILrshu +KCLrshu +KGLrshu) · trshu · xrshu > K0.

Решение этой адачи, если оно существует, поволет найти план исполовани
аданной сети каналов с таким наначением каналов передачи информации ме-
ду всеми источниками и приемниками, который минимиирует врем передачи ин-
формации при обеспечении требуемого уровн стоимости телекоммуникации, отка-
оустойчивости, помехоустойчивости.

4. Стохастическа модел максимиации наденостных
функций обеспечени сетевого трафика.

РМ-модел (Р-модел в М-постановке)

Исполуетс дл максимиации Р путем выбора оптималного источника сооб-
щений, канала сви, приемника сообщений и способа кодировани при выполнении
ограничений на суммарну стоимост передачи информации, врем передачи ин-
формации, уровен помехоустойчивости.

Если случайна величина P представима в виде суммы попарно неависи-
мых случайных величин −λirshu, −λcrshu и −λgrshu с математическим оиданием
m [−λirshu], m [−λcrshu] и m [−λgrshu] соответственно, то целеву функци P-модели
в М-постановке моно представит в виде:

P =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

exp [(m [−λirshu]+m [−λcrshu]+m [−λgrshu])trshu ·M [xrshu]] → max
xrshu∈X

.
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Веротностные ограничени P-модели в М-постановке. Первое ограничение дл
детерминированного случа имеет вид:

C =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

trshu · crshu · irshu · xrshu =

=


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

(cirshu + ccrshu + cgrshu) · trshu · irshu · xrshu < C0.

Второе ограничение дл детерминированного случа имеет вид:

T =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

trshu · trshu =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

(tirshu + tcrshu + tgrshu) · ·xrshu < T0.

Трете ограничение дл детерминированного случа имеет вид:

Q =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

(KILrshu +KCLrshu +KGLrshu) · trshu · xrshu > K0.

5. Стохастическа модел максимиации покаателей
помехоустойчивости передаваемых сообщений.

КМ-модел, К-модел в М-постановке

КМ-модел исполуетс дл максимиации К путем выбора такого кода l при
выполнении ограничений на суммарну стоимост передачи информации, врем пе-
редачи информации, веротност беотканой работы.

Если случайна величина К представима в виде суммы попарно неависи-
мых случайных величин KILrshu, KCLrshu, KGLrshu с математическим оидани-
ем m [KILrshu], m [KCLrshu] и m [KGLrshu] соответственно, то целеву функци К-
модели в М-постановке моно представит в виде:

K =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

(m [KILrshu] +m [KCLrshu] +m [KGLrshu]) → max
xrshu∈X

.

Веротностные ограничени K-модели в М-постановке.

Первое ограничение дл детерминированного случа имеет вид:

C =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

trshu · crshu · irshu · xrshu =

=


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

(cirshu + ccrshu + cgrshu) · trshu · irshu · xrshu < C0.
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Второе ограничение дл детерминированного случа имеет вид:

T =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

trshu · trshu =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

(tirshu + tcrshu + tgrshu) · ·xrshu < T0.

Трете ограничение дл детерминированного случа имеет вид:

P =


r∈R



s∈S



h∈H



u∈U

exp [(−λirshu − λcrshu − λgrshu)trshu] > P0.

Решение этой адачи, если оно существует, поволет найти план исполовани
каналов информационного обмена, систем, основанных на принципе ро с приме-
нением сетецентрического управлени, который максимиирует помехоустойчивост
передаваемой информации.

аклчение

Быстрый рост и повсеместное внедрение вычислителных систем сегодн, по-
волет покорт ранее не доступные горионты, открыва неисчерпаемые вомо-
ности дл повышени оперативности и обоснованности решений, вырабатываемых
в процессе управлени слоными, динамичными и неоднородными системами. По-
этому работы над соданием методов, моделей, приемов и алгоритмов, поволщих
функционироват таким системам на качественно новом уровне, приоткрыва ана-
вес вору в прекрасное автра, влетс весма актуалным.

В рамках работы проиведена формалиаци стохастических моделей полимо-
делного комплекса, вклчащий в себ такие покаатели как стоимостные пока-
ателей информационного трафика, временные потери на обеспечение информаци-
онного обмена, наденостные функции обеспечени сетевого трафика, покаателей
помехоустойчивости передаваемых сообщений ориентированные на применение в по-
лимоделном комплексе дл решени адачах эксплуатации и исполовани кана-
лов информационного обмена, систем основанных на принципе ро с применением
сетецентрического управлени.

Набор стохастических моделей дополнет аналогичный перечен детерминиро-
ванных моделей и делает в целом систему максимално полной, не исклча при
этом вомоности дополнени по составу информационного описани входного фак-
торного пространства и выходного  критериалного.

На основе концептуалного описани, мултиагентной модели, раработан ком-
плекс стохастических моделей обеспечени гарантированного уровн информацион-
ного обмена по каналам сви в следущих направлених: модел минимиации вре-
менных потер, сванных с обеспечением информационного обмена (обеспечение
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критичности информационного обмена в раличных ситуацих); модел максимиа-
ции наденостных функций обеспечени информационного обема; модел макси-
миации покаателей помехоащищенности передаваемых сообщений (гарантийна
достоверност передаваемых по информационным каналам данных в услових де-
стабилиирущих водействий естественного и искусственного характера); модел
минимиации стоимостных покаателей каналов информационного обмена.
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Nice-polynomials.

Sergeev A. E., Bushueva V. O.

Abstract. Decomposition of polynomials into multipliers and finding their roots is one of
the main problems of algebra. For an arbitrary polynomial of arbitrary degree, it is quite difficult
to find all the roots.

In the present paper nice-polynomials, i.e., polynomials whose all roots are integers, but the
roots of the derivative is also integers.

It is known how to obtain and construct a general nice polynomial of the second, third and
fourth degrees over the field of rational numbers Q. The problem of obtaining and constructing
even concrete (not general) nice polynomials is not simple, since in general this problem is
reduced to solving general Diophantine equations, the solution of which, most often, is impossible
(in integers). Therefore, for degree 5 and higher, in general, very cumbersome Diophantine
equations are obtained, in which even partial solutions are not easy to obtain and the question
of constructing a general nice-polynomial remains open until now.

In this paper, we provide particular examples of constructing nice polynomials of 5th degree.
Specific examples are given for each case. This method allows finding private nice polynomials
of higher degree.

Has been hypothesized that for any natural n, a larger that one, there are nice-polynomials
of the degree n.

At the same time, the question of finding polynomials of arbitrary degree in which the roots
of the polynomial itself, its derivative and second derivative would be different integers remains
unresolved.

Keywords: polynomial, the root of polynomial, decomposition of a polynomial, nice-polynomial

Введение

Многочлен степени n с целыми коэффициентами наываетс nice, если он сам
имеет n целых корней, и его проиводна имеет n− 1 целых корней.

Воникает вопрос: дл кадого ли натуралного n существует nice-многочлен
степени n с раличными целыми корнми? Этот вопрос был впервые поставлен в
1986 году Ф. Шмидтом в урнале Mathematical Intelligencer и до сих пор не решен.
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Чтобы найти nice-многочлены второй степени достаточно, чтобы сумма корней
была четной.

Общие многочлены третей степени были впервые найдены в 1988 году
S. H. Weintraub [1], а ещё ранше их моно найти в работе K. Zuser [2].

Построение nice-многочленов в общем случае NP-полна адача, котора сводит-
с к диофантовым уравненим, методы решени которых не тривиалны. Существо-
вание nice-многочленов четвертой степени было докаано в 1990 году Caldwell [3].
В настощее врем получены параметрические nice-многочлены 3-ей и 4-ой степе-
ней [4]-[7], однако вопрос о nice-многочленах степени выше 4 вопрос пока остаетс
открытым и иметс лиш некоторые частные примеры их построени [8].

Основной цел работы влетс построение nice-многочленов 5-ой степени над
полем Q дл случаев: (4,1), (3,2), (2,2,1), (3,1,1), (2,1,1,1), (1,1,1,1,1), где, например,
под случаем (4,1) понимаетс многочлен 5-ой степени, имещий два раличных кор-
н, причем один корен имеет кратност четыре, а другой  кратност один и т. д.

аметим, что адача о факториации многочленов над проиволным полем про-
иволной степени в общем случае очен слона. Частичный ответ на решение этой
адачи дл конечных полей рассмотрен в [9]. Другие реултаты Сергеева А. Э. были
опубликованы в работах [10, 11].

1. Некоторые теоремы теории nice-многочленов

Теорема 1. Пуст многочлен

f(x) = (x− a1)(x− a2) · · · · · (x− an),

где a1, a2, . . . , an ∈ Z влетс nice-многочленом. Тогда, если t ∈ Z , то многочлен
вида g(x) = (x− (a1− t)) · (x− (a2− t)) · · · · · (x− (an− t)) влетс nice-многочленом.

Докаателство.
Пуст k = 2. Докаем, что если многочлен f(x) = (x− a1)(x− a2) влетс nice-

многочленом, то при лбом t ∈ Z многочлен вида g(x) = (x− (a1 − t)) · (x− (a2 − t))

таке влетс nice-многочленом. Проиводна этого многочлена имеет вид:

g′(x) = 2x− (a1 + a2) + 2t.

Этот многочлен, очевидно, имеет корен x =
a1 + a2

2
− t , и так как многочлен f(x)

по услови влетс nice, то сумма его корней чётна (т. е. a1 + a2 = 2k, k ∈ Z), т. е.
x ∈ Z. Таким обраом, многочлен g(x), действително, влетс nice-многочленом.
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Пуст k = 3. Докаем, что если многочлен f(x) = (x−a1)(x−a2)(x−a3) влетс
nice-многочленом, то при лбом t ∈ Z многочлен вида:

g(x) = (x− (a1 − t))(x− (a2 − t))(x− (a3 − t))

таке влетс nice-многочленом. Многочлен f ′(x) имеет вид:

3x2 − 2x(x1 + x2 + x3) + x1x2 + x1x3 + x2x3.

Так как по услови f(x)  nice-многочлен, то предполоим, что существут такие
y1, y2 ∈ Z, дл которых:

3x2 − 2x(x1 + x2 + x3) + x1x2 + x1x3 + x2x3 = (x− y1)(x− y2).

Проиводна многочлена g(x) имеет вид:

3x2 − 2x(x1 + x2 + x3) + x1x2 + x1x3 + x2x3 = (x− y1)(x− y2)− 2t(x1 + x2 + x3) + 3t2.

Непосредственные вычислени покаыват, что корнми многочлена g′(x) вл-
тс целые числа: y1 − t и y2 − t.

Таким обраом, многочлен вида g(x) = (x− (a1 − t)) · (x− (a2 − t))(x− (a3 − t)),
действително, влетс nice-многочленом.

Докаем это утвердение при лбом натуралном k.
Предполоим, что многочлен

f(x) = (x− a1)(x− a2) · · · · · (x− ak)

влетс nice-многочленом. Тогда существут такие b1, b2, . . . , bk−1 ∈ Z, что:

f ′(x) = (x− b1) · · · · · (x− bk−1).

Докаем, что многочлен вида: g(x) = (x− (a1 − t)) · (x− (a2 − t)) · · · · · (x− (ak − t))

таке влетс nice-многочленом.
Непосредственные вычислени покаыват, что если b1 − t, b2 − t, . . . , bk−1 − t 

целые корни многочлена f ′(x), то b1− t, b2− t, . . . , bk−1− t  целые корни многочлена
g′(x). Следователно, многочлен g(x) = (x− (a1− t)) · (x− (a2− t)) · · · · · (x− (ak − t)),
действително, влетс nice-многочленом.

Таким обраом, теорема докаана.
С помощ этой теоремы мы будем строит однопараметрические семейства nice-

многочленов 5-ой степени.
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2. Примеры nice-многочленов

Теорема 2. Рассмотрим многочлен вида:

f(x) = (x− (5− t))4(x− (10− t)),

где t ∈ Z.
Тогда такой многочлен влетс nice-многочленом.
Докаателство.
Пуст f(x) = (x − x1)

4(x − x2), где x1, x2 ∈ Z. Найдем условие на x1, x2, при
котором многочлен f(x) влетс nice-многочленом.

Имеем:

f ′(x) = 4(x− x1)
3(x− x2) + (x− x1)

4 = (x− x1)
3(5x− 4x2 − x1).

Многочлен f ′(x) имеет корни: x = x1, x =
4x2 + x1

5
. Дл того, чтобы все корни

многочлена f ′(x) были целыми, мы моем вт x1 = 5x′
1, x2 = 5x′

2, где x′
1, x

′
2 ∈ Z.

Тогда x = (4x′
2+x′

1) ∈ Z. начит, многочлен f(x) имеет вид: f(x) = (x−5x′
1)

4(x−5x′
2),

где x′
1, x

′
2 ∈ Z и влетс nice-многочленом, т. к. проиводна f ′(x) имеет вид:

f ′(x) = 5(x− 5x′
1)

3(x− (4x′
2 + x′

1)),

где x′
1, x

′
2 ∈ Z.

Пример 1. Пуст x′
1 = 1, x′

2 = 2, тогда f(x) = (x − 5)4(x − 10) и
f ′(x) = 5(x − 5)3(x − 9). По теореме 1 получаем параметрическое семейство nice-
многочленов 5-ой степени дл случа (4,1):

f(x) = (x− (5− t))4(x− (10− t)),

где t ∈ Z.
Теорема 3. Рассмотрим многочлен вида:

f(x) = (x− (5− t))3(x− (10− t))2, где t ∈ Z.

Тогда такой многочлен влетс nice-многочленом.
Докаателство.
Пуст f(x) = (x − x1)

3(x − x2)
2, где x1, x2 ∈ Z. Найдем условие на x1, x2, при

котором многочлен f(x) влетс nice-многочленом. Имеем:

f ′(x) = 3(x− x1)
2(x− x2)

2 + 2(x− x2)(x− x1)
3 = (x− x1)

2(x− x2)(5x− 3x2 − 2x1).
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Многочлен f(x) имеет корни: x = x1, x = x2, x =
3x2 + 2x1

5
. Дл того, чтобы

все корни многочлена f ′(x) были целыми, мы моем вт: x1 = 5x′
1, x2 = 5x′

2, где
x′
1, x

′
2 ∈ Z. Тогда x = (3x′

2 + 2x′
1) ∈ Z. Поэтому многочлен f(x) имеет вид:

f(x) = (x− 5x′
1)

3(x− 5x′
2)

2

и влетс nice-многочленом, т. к. проиводна f ′(x) имеет вид:

f ′(x) = 5(x− 5x′
1)

2(x− 5x′
2)(x− (3x′

2 + 2x′
1)), x′

1, x
′
2 ∈ Z.

Пример 2. Пуст x′
1 = 1, x′

2 = 2, тогда f(x) = (x − 5)3(x − 10)2 и
f ′(x) = 5(x − 5)2(x − 10)(x − 8). По теореме 1 получаем параметрическое семейство
nice-многочленов 5-ой степени дл случа (3,2):

f(x) = (x− (5− t))3(x− (10− t))2, t ∈ Z.

Теорема 4. Рассмотрим многочлен вида:

f(x) = (x+ t)2(x− (15− t))2(x− (5− t))2, t ∈ Z.

Тогда такой многочлен влетс nice-многочленом.
Докаателство.
Пуст f(x) = x2(x − x1)

2(x − x2), где x1, x2 ∈ Z. Найдем условие на x1, x2, при
котором многочлен f(x) влетс nice-многочленом. Имеем:

f ′(x) = (2x(x− x1)
2 + 2x2(x− x1))(x− x2) + x2(x− x1)

2 =

= x(x− x1)(5x
2 − x(4x2 + 3x1) + 2x1x2).

Дл того, чтобы уравнение f ′(x) = 0 было рарешимо в целых числах необходимо
и достаточно, чтобы дискриминант выраени 5x2 − x(4x2 + 3x1) + 2x1x2 вллс
квадратом некоторого целого числа, т. е.:

D = (4x2 + 3x1)
2 − 40x1x2 = 16x2

2 + 9x2
1 − 16x1x2 = m2, m ∈ Z.

Полоим x1 = 3x2, тогда D = 49x2
2 = m2, т. е. ±7x2 = m. начит, квадратный

трехчлен имеет следущие корни: x =
13x2 + 7x2

10
= 2x2, x =

13x2 − 7x2

10
=

3

5
x2.

Принв x2 = 5x̃2, где x̃2 ∈ Z, получаем, что проиводна f ′(x) имеет все целые
корни. Следователно, многочлен f(x) имеет вид:

f(x) = x2(x− 15x̃2)
2(x− 5x̃2),
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где x̃2 влетс nice-многочленом, т. к. проиводна f ′(x) имеет вид:

f ′(x) = 5x(x− 15x̃2)(x− 10x̃2)(x− 3x̃2), x̃2 ∈ Z.

Пример 3. Пуст x̃2 = 1, тогда f(x) = x2(x − 15)2(x − 5) и
f ′(x) = 5x(x − 15)(x − 10)(x − 3). По теореме 1 получаем параметрическое семей-
ство nice-многочленов 5-ой степени дл случа (2, 2, 1), где

f(x) = (x+ t)2(x− (15− t))2(x− (5− t)), t ∈ Z.

Теорема 5. Рассмотрим многочлен вида:

f(x) = (x− (20− t))3(x− (5− t))(x+ t), t ∈ Z.

Тогда такой многочлен влетс nice-многочленом.
Докаателство.
Пуст f(x) = (x − x1)

3(x − x2)x, где x1, x2 ∈ Z. Найдем условие на x1, x2, при
котором многочлен f(x) влетс nice-многочленом. Имеем:

f ′(x) = (x− x1)
2(5x2 − x(4x2 + 2x1) + x1x2).

Дл того, чтобы уравнение f ′(x) = 0 было рарешимо в целых числах необходимо
и достаточно, чтобы дискриминант выраени 5x2 − x(4x2 + 2x1) + x1x2 вллс
квадратом некоторого целого числа, т. е.:

D = (4x2 + 2x1)
2 − 20x1x2 = 16x2

2 + 4x2
1 − 4x1x2 = m2, m ∈ Z.

Полоим x1 = 4x2, тогда D = 64x2
2 = m2, т. е. ±8x2 = m. начит, квадратный

трехчлен имеет следущие корни:

x =
12x2 + 8x2

10
= 2x2, x =

12x2 − 8x2

10
=

2

5
x2.

Принв x2 = 5x̃2, где x̃2 ∈ Z, получаем, что все корни проиводной f ′(x) целые.
Следователно, многочлен f(x) имеет вид:

f(x) = (x− 20x̃2)
3(x− 5x̃2)x, где x̃2 ∈ Z

и влетс nice-многочленом, т. к. проиводна f ′(x) имеет вид:

f ′(x) = 5(x− 20x̃)2(x− 10x̃2)(x− 2x̃2), где x̃2 ∈ Z.

Пример 4. Пуст x̃2 = 1, тогда f(x) = (x− 20)3(x− 5)x и

f ′(x) = 5(x− 20)2(x− 10)(x− 2).
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По теореме 1 получаем параметрическое семейство nice-многочленов 5-ой степени
дл случа (3, 1, 1): f(x) = (x− (20− t))3(x− (5− t))(x+ t), t ∈ Z.

Теорема 6. Рассмотрим многочлен вида:

f(x) = (x+ t)2(x− (35− t))(x− (75− t))(x− (210− t)), t ∈ Z.

Тогда такой многочлен влетс nice-многочленом.
Докаателство.
Пуст f(x) = x2(x− x1)(x− x2)(x− x3), где x1, x2, x3 ∈ Z. Тогда многочлен f ′(x)

имеет вид:

f ′(x) = x(5x3 − x2(4x1 + 4x2 + 4x3) + x(3x1x2 + 3x2x3 + 3x1x3)− 2x1x2x3).

Дл того, чтобы уравнение f ′(x) = 0 было рарешимо в целых числах необходимо
и достаточно, чтобы диофантово уравнение

5x3 − 4x2(x1 + x2 + x3) + 3x(x1x2 + x2x3 + x1x3)− 2x1x2x3 = 0

таке было рарешимо в целых числах.
В общем виде найти все решени этого уравнени в целых числах атруднител-

но. Однако, это диофантово уравнение при фиксированных x1 = 35, x2 = 75, x3 = 210

имеет решение: y1 = 21, y2 = 175, y3 = 60. Поэтому многочлен

f(x) = x2(x− 35)(x− 75)(x− 210)

влетс nice-многочленом, т. к. его проиводна имеет вид:

f ′(x) = 5x(x− 21)(x− 175)(x− 60).

Таким обраом, по теореме 1 получаем параметрическое семейство nice-
многочленов 5-ой степени дл случа (2,1,1,1):

f(x) = (x+ t)2(x− (35− t))(x− (75− t))(x− (210− t)), t ∈ Z.

Теорема 7. Рассмотрим многочлен вида:

f(x) = (x+ t)(x− (180− t))(x− (285− t))(x− (460− t))(x− (780− t)), t ∈ Z.

Тогда такой многочлен влетс nice-многочленом.
Докаателство. Пуст f(x) = x2(x−x1)(x−x2)(x−x3)(x−x4), где x1, x2, x3, x4 ∈ Z.

Тогда многочлен f ′(x) имеет вид:

f ′(x) = 5x4 − 4x3(x3 + x4) + 3x2(x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4)−

−2x(x1x2x3 + x1x3x4 + x1x2x4 + x2x3x4) + x1x2x3x4.
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Дл того, чтобы уравнение f ′(x) = 0 было рарешимо в целых числах необходимо
и достаточно, чтобы диофантово уравнение

5x4 − 4x3(x3 + x4) + 3x2(x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4)−

−2x(x1x2x3 + x1x3x4 + x1x2x4 + x2x3x4) + x1x2x3x4 = 0

таке было рарешимо в целых числах.
В общем виде найти все решени этого уравнени в целых числах атруднител-

но. При фиксированных x1 = 180, x2 = 285, x3 = 460, x4 = 780 уравнение f ′(x) = 0

имеет решение: y1 = 230, y2 = 60, y3 = 390, y4 = 684.
Поэтому f(x) = x(x− 180)(x− 285)(x− 460)(x− 780) влетс nice-многочленом,

а, следователно, проиводна имеет вид:

f ′(x) = 5x(x− 230)(x− 60)(x− 390)(x− 684).

Таким обраом, по теореме 1 получаем параметрическое семейство nice-
многочленов 5-ой степени дл случа (1,1,1,1,1):

f(x) = (x+ t)(x− (180− t))(x− (285− t))(x− (460− t)(x− (780− t)), t ∈ Z.

аклчение

В работе приведены примеры и построены однопараметрические семейства nice-
многочленов птой степени на все случаи кратности корней многочлена.

адача находени nice-многочленов относитс к NP-полным адачам, так как
не существует вного алгоритма решени диофантовых уравнений. Тем не менее,
принима во внимание полученные реултаты, моно выделит следущу

Гипотеа. Дл лбого натуралного n, болшего единицы, существут nice-
многочлены степени n.

В то е врем остаетс нерешенным вопрос о находении многочленов прои-
волной степени, у которых корни самого многочлена, его проиводной и второй
проиводной вллис бы раличными целыми числами.
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J-selfadjoint dilations of common form: minimality and isomorphism.

Tretyakov D. V.

Abstract.
So-called minimum dilation plays an important role in dilation theory. The analysis of the

known results leads to the study problem of the J-self-adjusted general dilation at a minimum.
This gives rise to the natural problem of isomorphism of two arbitrary J-self-adjust minimum S
dilations of a linear operator A with a non-empty set of regular points.

The common approach to construction of J-self-adjoint dilation for linear operator with
nonempty regular point set is considered in this article.

To construct the dilation, operators conjugated to maximal simple symmetric operators and
boundary doubles of these operators were used. The most common cases of construct the dilation
are the previously known J-self-adjust dilations.

Minimum criteria of constructed dilation have been proved, one of which is formulated in
terms of simplicity of operators. connected to maximally simple symmetric operators.

In addition, the theorem of isomorphism of two arbitrary minimum J-self-defined dilatations
of the original operator has been proved by means of the obtained minimum criteria and a
description of the areas of definition of operators connected to the maximal simple symmetric
operators.

For linear operator A with nonempty regular point set and dense domain in Hilbert space
were proved such theorems:

1. Operator S is a J-self-adjoint dilation for operator A.
This dilation called the J-self-adjoint dilation of common form. Different private cases of
dilation S were considered too. Solved the problem for minimality of J-self-adjoint dilation.

2. Arbitrary J-self-adjoint dilation for operator A of a common form is minimality iff
operators F± are simple.

3. Arbitrary minimal J1- and J2-self-adjoint dilations for operator A of a common form are
isomorphic.

Keywords: J-self-adjoint dilation, maximal symmetric operator, symmetric simple
operator,defect operators, minimal J-self-adjoint dilation, isomorphism of minimal J-self-
adjoint dilations
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Введение

Фактически понтие дилатации линейного оператора впервые повлетс у
М. А. Наймарка [1] в 1940 году. Иде дилатации баируетс на растении аданного
оператора до оператора с более хорошими свойствами в более широком пространстве.

Унитарну дилатаци сати впервые построил Б. Секефалви-Над [2]. Иде
построени дилатации окаалас очен плодотворной, она принесла многочисленные
прилоени в раличных математических дисциплинах (см., напр., [3]). Отметим,
что в [4] была построена унитарна дилатаци общего вида дл оператора сати.

Далее, Л .А. Сахнович [5], А. В. Куел [6] и Ch. Davis [7] неависимо друг от
друга построили J-унитарные дилатации проиволного ограниченного оператора.

В 1977 году в [8] вышла в свет пионерска работа Б. С. Павлова, в которой была
построена самосопренна дилатаци оператора Шредингера. При этом област
определени исходного оператора совпадала с област определени сопренного
оператора.

Полученные реултаты были обобщены в работах А. В. Куел [9] и
. Л. Кудршова [10], в которых были построены транслционна и спектрал-
на формы самосопренной дилатации проиволного диссипативного оператора
с непустым мноеством регулрных точек.

Этими е авторами были построены транслционна [9] и спектрална [11]
формы J-самосопренной дилатации проиволного плотно аданного оператора
с непустым мноеством регулрных точек. Пое вторым автором был докаан ио-
морфим транслционных и спектралных форм в случае самосопренных дила-
таций [12].

В работе [14] была построена J-самосопренна дилатаци общего вида дл
проиволного плотно аданного линейного оператора с непустым мноеством регу-
лрных точек, частными случами которой влтс дилатации А. В. Куел [9] и
. Л. Кудршова [11].

К соалени, в работах автора [14], [15] были допущены неточности, не повли-
вшие на основные реултаты работ, однако, несколко именившие правилну
структуру построенной J-самосопренной дилатации и некоторые этапы докаа-
телства иоморфима двух проиволных J-дилатаций. По этой причине в начале
предлагаемой работы приводтс правилные формулы дл J-самосопренной ди-
латации. Приведены таке обосновани этих формул.

Вану рол в теории дилатаций играт так наываемые минималные дила-
тации. Анали ивестных реултатов приводит к адаче исследовани построенной
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J-самосопренной дилатации общего вида на минималност. В сви с этим во-
никает естественна адача об иоморфиме двух проиволных J-самосопренных
минималных дилатаций линейного оператора с непустым мноеством регулрных
точек. Решени всех этих вопросов посвщена данна работа.

1. Предварителные определени и предлоени

Пуст H  гилбертово пространство (ГП), A  плотно аданный линейный опе-
ратор, причем, бе ограничени общности, −i ∈ ρ(A), R−i = (A + i)−1. Рассмотрим
самосопренные операторы [6]

B+ = iR−i − iR∗
−i − 2R∗

−iR−i, B− = iR−i − iR∗
−i − 2R−iR

∗
−i

и их полрные ралоени B± = J±|B±|. Пуст Q± =


|B±|, Q± = Clos(Q±H) 
дефектные подпространства оператора A.

Рассмотрим проиволные ГП D±, в которых действут проиволные простые
максималные симметрические операторы F± с индексами дефекта (0, q+) и (q−, 0)

соответственно, где q± = dimQ± = dimN±, а N±  дефектные подпространства
операторов F±, Φ± : N± → Q±  иометрии.

Пуст V± иометрические простые операторы  преобраовани Кэли операто-
ров F±:

V− = (F− + i)(F− − i)−1 V+ = (F+ − i)(F+ + i)−1. (1)

Формулы обращени имет вид:

F− = i(V− + 1)(V− − 1)−1 F+ = −i(V+ + 1)(V+ − 1)−1 (2)

Определение 1. Пары 〈H±,Γ±〉, где H±-ГП со скалрными проиведени-
ми (·, ·)H± , Γ± : dom(F ∗

±) → H±  операторы, наыватс граничными двойками
операторов F ∗

±, если:

1. ∀f, g ∈ dom(F ∗
±) (F ∗

±f, g)D± − (f, F ∗
±g)D± = ∓2i(Γ±f,Γ±g)H± . (3)

2. Отобраени dom(F ∗
±) ∋ f → Γ±f ∈ H± срективны.

Существование граничных двоек вытекает и формул фон Неймана. Отсда е
следует, что в нашем случае в качестве H± моно вт подпространства N±.

Отметим, что понтие граничных троек дл равных дефектных чисел было введе-
но в работах А. Н. Кочубе и В. М. Брауна (см., напр., [24] и [25]) и равивалос в мно-
гочисленных работах В. И. Горбачука, В. М. Брука, С. Н. Набоко, М. М. Маламуда,
В. А. Деркача, В Рыова. и др.(см., напр., [18], [20], [25], [19], [26]).
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В сви с неравными дефектными числами в определении 1 необходимо упом-
нут работы В. И. Могилевского, который обобщил рд полоений теории граничных
троек на этот случай (см, напр., [27]).

Пуст в формулах (3) g = f ∈ dom(F±). Тогда Γ±f = 0, то ест
dom(F±) ⊆ kerΓ±. Обратно, пуст, к примеру, h+ = h0

+ + n+ ∈ kerΓ+, где
h0
+ ∈ dom(F+), n+ ∈ N+. Тогда по формулам фон Неймана

0 = Γ+h+2 = (F ∗
+h+, h+)D+ − (h+, F

∗
+h+)D+ = (F+h

0
+ − in+, h

0
+ + n+)D+−

−(h0
+ + n+, F+h

0
+ − in+)D+ = (F+h

0
+, n+)D+ − i(n+, h

0
+)D+ − 2in+2−

−i(h0
+, n+)D+ − (n+, F+h

0
+)D+ = −2in+2.

Отсда n+ = 0 и h+ = h0
+ ∈ dom(F±). Таким обраом, dom(F+) = kerΓ+. Аналогично

dom(F−) = kerΓ−. Докаана

Лемма 1. Имет место равенства dom(F±)=kerΓ±.

Лемма 2. Пуст h± = h0
± + n±, где h± ∈ dom(F ∗

±), h
0
± ∈ dom(F±), n± ∈ N±,

h± =
∞
k=0

V k
±n

±
k , h

0
± =

∞
k=0

V k
±m

±
k , n±

k ,m
±
k ∈ N± ∀k ≥ 0. Тогда Γ±h± = n±

0 −m±
0 .

Докаателство. Так как h± = h0
± + Γ±h±, то обоначив чере P± : D± → N±

ортопроекторы, с учетом вклчений
 ∞

k=1

V k
±n

±
k ,

∞

k=1

V k
±m

±
k ,


⊂ N⊥

±

получим Γ±h± = P±Γ±h± = P±(h± − h0
±) = n±

0 −m±
0 . □

Следствие 1. Имет место равенства: Γ± = P±|dom(F ∗
±) − P±|dom(F±).

Построим тепер ГП H = D−⊕H⊕D+ и определим в H оператор J = J−⊕I⊕J+,
где:

∀ h± =
∞

k=0

V k
±n

±
k ∈ D±, n±

k ∈ N±, J±

 ∞

k=0

V k
±n

±
k


:=

∞

k=0

V k
±Φ

−1
± J±Φ±n

±
k (4)

Имеет место следущее предлоение.

Лемма 3. J±V± = V±J±, J±Γ± ⊆ Γ±J±, J±F± ⊆ F±J±.

Докаателство. В силу (4) дл лбых векторов n± ∈ N±, дл лбых k ∈ N

J±V
k
±n± = V k

±Φ
−1
± J±Φ±n± = V k

±J±n±.
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Отсда дл лбых векторов h± =
∞
k=0

V k
±n

±
k ∈ D±

J±V±h± = J±

∞

k=0

V k+1
± n±

k = V±

∞

k=0

V k
±Φ

−1
± J±Φ±n

±
k = V±J±h±.

Аналогично дл проиволных векторов h± = h0
± + n± в силу леммы 2

J±Γ±h± = J±(n
±
0 −m±

0 ) = Φ−1
± J±Φ±(n

±
0 −m±

0 ) = Γ±J±h±.

Оставшиес вклчени докаыватс с помощ равенств (2):

J±F± = ∓iJ±(I + 2(V± − 1)−1) ⊆ F±J±.

При этом дл лбых векторов h0
± ∈ domF± имеем J±h

0
± ∈ domF± так как и уе

докаанной части данной леммы Γ±J±h
0
± = J±Γ±h

0
± = 0. □

Следствие 2. J±F
∗
± ⊆ F ∗

±J±.

Докаателство. По формулам фон Неймана дл лбых векторов h± ∈ domF ∗
± име-

т место равенства h± = h0
± + n±, где h0

± ∈ domF±, n± ∈ N± и F ∗
±h± = F±h

0
± ∓ in±.

Отсда
J±F

∗
±h± = J±(F±h

0
± ∓ in±) = F±J±h

0
± ∓ iJ±n±. (5)

Так как J±n± = Φ−1
± J±Φ±n± ∈ N± и J±h

0
± ∈ domF±, то и равенства (5) вытекает,

что J±F
∗
±h± = F ∗

±J±h± дл лбых h± ∈ domF ∗
±. □

Лемма 4. Дл лбого натуралного k

F ∗
±V

k
±n± = ∓iV k

±n± ∓ 2i


k−1

r=0

V r
±


n±, ∀n± ∈ N±. (6)

Докаателство. Отметим вначале, что F ∗
±n± = ∓in±. Проведем докаателство

дл оператора F ∗
+.

В силу (1)

F ∗
+V+n+ = F ∗

+(n+ − 2iR−i(F+)n+) = −in+ − 2i(F+ + i− i)R−i(F+)n+ =

= −in+ − 2in+ − 2R−i(F+)n+ = −i(n+ − 2iR−i(F+)n+)− 2in+ = −iV+n+ − 2in+.

Аналогично

F ∗
+V

2
+n+ = F ∗

+(n+ − 4iR−i(F+)n+ − 4R2
−i(F+)n+) = −in+ − 4i(F+ + i− i)R−i(F+)n+−

−4(F+ + i− i)R2
−i(F+)n+ = −iV 2

+n+ − 2i(n+ + V+n+).

Если равенство (6) верно при некотором k ∈ N, то

F ∗
+V

k+1
+ n+ = F ∗

+V+V
k
+n+ = F ∗

+V
k
+n+ − 2iF ∗

+R−i(F+)V
k
+n+ =
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= −iV k
+n+ − 2i


k−1

r=0

V r
+


n+ − 2i(F+ + i− i)R−i(F+)V

k
+n+ =

= −iV k
+n+ − 2i


k

r=0

V r
+


n+ − 2R−i(F+)V

k
+n+ = −iV k+1

+ n+ − 2i


k

r=0

V r
+


n+.

Случай оператора F ∗
− рассматриваетс аналогично. □

2. J-самосопренна дилатаци линейного оператора

Определение 2. J-самосопренный оператор S, действущий в ГП H, наываетс
J-самосопренной дилатацией линейного, плотно аданного оператора A с непу-
стым мноеством регулрных точек (λ0 ∈ ρ(A)), действущего в ГП H, если:

1. H ⊂ H;
2. (A−λ)−1h = P(S−λ)−1h ∀h ∈ H, ∀λ ∈ ρ(A)∩ρ(S) и лбой свной компоненты

некоторой окрестности точки λ0 ∈ ρ(A) ∩ ρ(S) P : H → H - ортопроектор,
где ρ(A), ρ(S)  мноества регулрных точек операторов A и S.

В пространстве H = D− ⊕ H⊕D+ определим оператор S.
Будем говорит, что вектор h = (h−, h0, h+)

T ∈ H принадлеит dom(S) тогда и
толко тогда, когда:

1. h± ∈ dom(F ∗
±);

2. ϕ = h0 +
√
2Q−Φ−Γ−h− ∈ dom(A);

3.
√
2Φ+Γ+h+ =

√
2T ∗Φ−Γ−h−+ iJ+Q+(A+ i)ϕ, где T ∗ = I+2iR∗

−i, I-единичный
оператор в H.

Дл лбого вектора h = (h−, h0, h+)
T ∈ dom(S) полоим

Sh = S(h−, h0, h+)
T := (F ∗

−h−, −ih0 + (A+ i)ϕ, F ∗
+h+)

T . (7)

Вначале докаем несколко вспомогателных предлоений.

Лемма 5. Если вектор h = (h−, h0, h+)
T ∈ dom(S), то

ψ = h0 +
√
2Q+Φ+Γ+h+ ∈ dom(A∗) и (A+ i)ϕ− (A∗ − i)ψ = 2ih0

Докаателство. Подействуем на обе части услови 3 на dom(S) оператором Q+ с
учетом равенства Q+T

∗ = T ∗Q−:
√
2Q+Φ+Γ+h+ =

√
2T ∗Q−Φ−Γ−h− + iJ+Q

2
+(A+ i)ϕ =

√
2(I + 2iR∗

−i)Q−Φ−Γ−h−+

+iB+(A+ i)ϕ =
√
2(I + 2iR∗

−i)Q−Φ−Γ−h− + i(iR−i − iR∗
−i − 2R∗

−iR−i)(A+ i)ϕ =

=
√
2(I+2iR∗

−i)Q−Φ−Γ−h−−ϕ+R∗
−i(A+i)ϕ−2iR∗

−iϕ = (I+2iR∗
−i)(

√
2Q−Φ−Γ−h−−ϕ)+
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+R∗
−i(A+ i)ϕ = −(I + 2iR∗

−i)h0 +R∗
−i(A+ i)ϕ (8)

И равенства (8) получаем:

2iR∗
−ih0 + (h0 +

√
2Q+Φ+Γ+h+) = R∗

−i(A+ i)ϕ (9)

Так как {R∗
−ih0, R

∗
−i(A + i)ϕ} ⊂ dom(A∗), то вектор

ψ = h0 +
√
2Q+Φ+Γ+h+ ∈ dom(A∗). Подействуем тепер на обе части равен-

ства (9) оператором (A∗ − i):

2ih0 + (A∗ − i)ψ = (A+ i)ϕ,

что и требовалос докаат. □

Лемма 6. Дефинитный сопренный оператор S ∗ определетс следущим об-
раом. Вектор g = (g−, g0, g+)

T ∈ H принадлеит dom(S ∗) тогда и толко тогда,
когда:
1∗. g± ∈ dom(F ∗

±);

2∗. ψ = g0 +
√
2J+Q+Φ+Γ+g+ ∈ dom(A∗);

3∗.
√
2Φ−Γ−g− =

√
2TΦ+Γ+g+ − iQ−(A

∗ − i)ψ, где T = I − 2iR−i.
Если g ∈ dom(S ∗), то

S ∗g = S ∗(g−, g0, g+)
T = (F ∗

−g−, ig0 + (A∗ − i)ψ, F ∗
+g+)

T . (10)

Докаателство. Легко проверит, что оператор S плотно адан. Дл лбых векто-
ров h = (h−, h0, h+)

T ∈ dom(S) и g = (g−, g0, g+)
T ∈ H, где g± ∈ dom(F ∗

±)

(Sh, g)H = (F ∗
−h−, g−)D− + (−ih0 + (A+ i)ϕ, g0) + (F ∗

+h+, g+)D+ =

= (h−, F
∗
−g−)D− + i(

√
2Φ−Γ−h−,

√
2Φ−Γ−g−) + (h+, F

∗
+g+)D+−

−i(
√
2T ∗Φ−Γ−h− + iJ+Q+(A+ i)ϕ,

√
2Φ+Γ+g+) + (h0, ig0) + ((A+ i)ϕ, g0) =

= (h−, F
∗
−g−)D− + (h+, F

∗
+g+)D+ + i(

√
2Φ−Γ−h−,

√
2Φ−Γ−g− −

√
2TΦ+Γ+g+)+

+((A+ i)ϕ, g0 +
√
2J+Q+Φ+Γ+g+) + (h0, ig0). (11)

И равенства (11) вытекает, что вектор ψ = g0 +
√
2J+Q+Φ+Γ+g+ долен при-

надлеат dom(A∗). Тогда исполу условие 2 на dom(S), получим:

(Sh, g)H = (h−, F
∗
−g−)D− + (h+, F

∗
+g+)D+ + i(

√
2Φ−Γ−h−,

√
2Φ−Γ−g− −

√
2TΦ+Γ+g+)+

+(h0 +
√
2Q−Φ−Γ−h−, (A

∗ − i)ψ) + (h0, ig0) = (h−, F
∗
−g−)D− + (h+, F

∗
+g+)D++

+(h0, ig0+(A∗−i)ψ)+i(
√
2Φ−Γ−h−,

√
2Φ−Γ−g−−

√
2TΦ+Γ+g++iQ−(A

∗−i)ψ)N−=(h, g∗)H

тогда и толко тогда, когда вектор g = (g−, g0, g+)
T ∈ H удовлетворет условим

леммы 6. При этом справедливо равенство (10). □
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Так е как и лемма 5 докаываетс

Лемма 7. Если вектор g = (g−, g0, g+)
T ∈ dom(S ∗), то

ϕ = g0 +
√
2J−Q−Φ−Γ−g− ∈ dom(A) и (A+ i)ϕ− (A∗ − i)ψ = 2ig0

Теорема 1. Оператор S влетс J-самосопренной дилатацией оператора A.

Докаателство. Так как оператор S[∗], сопренный к S в метрике J, удовлетворет
равенству S[∗] = JS∗J [16], то достаточно докаат, что S = JS∗J.

Проверим вначале, что J dom(S) = dom(S∗). Пуст h ∈ dom(S). Тогда, в частно-
сти, h± ∈ dom(F ∗

±). Но J±h± ∈ dom(F ∗
±), что вытекает и докаателства следстви 2.

Рассмотрим вектор Jh = (J−h−, h0, J+h+)
T . Проверим услови 2∗. и 3∗.

Условие 2∗. ψ = h0+
√
2J+Q+Φ+Γ+J+h+ = h0+

√
2J+Q+Φ+(Φ

−1
+ J+Φ+)(n

+
0 −m+

0 ) =

= h0 +
√
2Q+Φ+Γ+h+ ∈ dom(A∗) в силу лемм 5 и 2. Аналогично проверетс

Условие 3∗. Так как Φ−Γ−J−h− = Φ−(Φ
−1
− J−Φ−)(n

−
0 −m−

0 ) = J−Φ−(n
−
0 −m−

0 ) =

= J−Φ−Γ−h−, то с помощ определени dom(S), равенства I − TT ∗ = 2B− и лем-
мы 7 получаем:

√
2Φ−Γ−J−h− −

√
2TΦ+Γ+J+h+ + iQ−(A

∗ − i)ψ =

=
√
2J−(I − TT ∗)Φ−Γ−h− − iTQ+(A+ i)ϕ+ iQ−(A

∗ − i)ψ =

= 2
√
2J−B−Φ−Γ−h− − iQ−(I − 2iR−)(A+ i)ϕ+ iQ−(A

∗ − i)ψ =

= 2
√
2Q2

−Φ−Γ−h− − iQ−((A+ i)ϕ− (A∗ − i)ψ)− 2Q−ϕ =

= 2
√
2Q2

−Φ−Γ−h− + 2Q−(h0 − ϕ) = 0,

где ψ = h0 +
√
2J+Q+Φ+Γ+J+h+ = h0 +

√
2Q+Φ+Γ+h+ ∈ dom(A∗).

Это докаывает вклчение J dom(S) ⊆ dom(S∗).

Обратное вклчение докаываетс аналогично с помощ леммы 6 и леммы 7.
Следователно, справедливо равенство J dom(S) = dom(S∗), опирас на которое,
легко убедитс в J-самосопренности оператора S. В самом деле, дл лбого век-
тора h = (h−, h0, h+)

T ∈ dom(S) на основании следстви 2 и леммы 5

Sh = J(J−F ∗
−h−, ih0 + (A∗ − i)ψ, J+F

∗
+h+)

T = JS∗J(h−, h0, h+)
T = JS∗Jh.

дес ψ = h0 +
√
2Q+Φ+Γ+h+ ∈ dom(A∗), ϕ = h0 +

√
2Q−Φ−Γ−h− ∈ dom(A).

Предполоим тепер, что λ ∈ C− и принадлеит проиволной свной компо-
ненте некоторой окрестности w(−i; ε) ⊂ ρ(A)∩ ρ(S) точки −i. Обоначим это мное-
ство чере SC−(−i). Найдем реолвенту оператора S. Дл этого составим следущее
уравнение ((F ∗

− − λ)h−, −(i + λ)h0 + (A + i)ϕ, (F ∗
+ − λ)h+)

T = (g−, g0, g+)
T , которое

эквивалентно системе:
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(F ∗
− − λ)h− = g−

−(i+ λ)h0 + (A+ i)ϕ = g0
(F ∗

+ − λ)h+ = g+

(12)

Так как F− симметрический оператор с индексом дефекта (q−, 0), то ни-
н полуплоскост не содерит собственных начений оператора F ∗

−, поэтому
h− = (F ∗

− − λ)−1g−. Второе уравнение перепишем так: (A− λ)ϕ+ (i+ λ)(ϕ− h0) = g0
или

(A− λ)ϕ = g0 −
√
2(i+ λ)Q−Φ−Γ−h−.

Так как λ ∈ SC−(−i), то

ϕ = Rλ(g0 −
√
2(i+ λ)Q−Φ−Γ−(F

∗
− − λ)−1g−). (13)

И равенства (13) находим вектор h0:

h0 = Rλg0 −
√
2(I + (i+ λ)Rλ)Q−Φ−Γ−(F

∗
− − λ)−1g−.

И услови 3. на dom(S) следует равенство

Γ+h+ = Φ−1
+


T ∗Φ−Γ−h− +

i√
2
J+Q+(A+ i)ϕ


(14)

По формулам фон Неймана h+ = h0
+ + n+, h0

+ ∈ dom(F+), n+ ∈ N+, причем,
Γ+h+ = n+. Ввиду формулы (14)

n+ = Φ−1
+


T ∗Φ−Γ−h− +

i√
2
J+Q+(A+ i)ϕ


. (15)

Перепишем тепер трете уравнение системы (12) следущим обраом:

(F+ − λ)h0
+ − (i+ λ)n+ = g+.

Находим вектор h0
+:

h0
+ = (F+ − λ)−1(g+ + (i+ λ)n+) =

= (F+ − λ)−1


g+ + (i+ λ)Φ−1

+


T ∗Φ−Γ−h− +

i√
2
J+Q+(A+ i)ϕ


.

Отсда

h+ = h0
+ + n+ = (F+ − λ)−1g+ + (I + (i+ λ)(F+ − λ)−1)n+ =

= (F+ − λ)−1g+ + (I + (i+ λ)(F+ − λ)−1)Φ−1
+


T ∗Φ−Γ−h− +

i√
2
J+Q+(A+ i)ϕ


=
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= (F+ − λ)−1g+ + (I + (i+ λ)(F+ − λ)−1)Φ−1
+


T ∗Φ−Γ−(F

∗
− − λ)−1g−+

+
i√
2
J+Q+(A+ i)Rλ(g0 −

√
2(i+ λ)Q−Φ−Γ−(F

∗
− − λ)−1g−)


=

= Rλ(F+)g+ +
i√
2
(I + (i+ λ)Rλ(F+))Φ

−1
+ J+Q+(A+ i)Rλg0+

+(I + (i+ λ)Rλ(F+))Φ
−1
+ (T ∗ − i(λ+ i)J+Q+(A+ i)RλQ−)Φ−Γ−Rλ(F

∗
−)g−.

Восполуемс следущими обоначеними: дл лбого линейного оператора L,
дл которого существует (L−λ)−1, обоначим чере Mµ,λ(L) оператор I+(λ−µ)Rλ(L).
Тогда

h+ = Rλ(F+)g+ +M−i,λ(F+)Φ
−1
+ J+


i√
2
Q+M−i,λ(A)g0 +W ∗

A(λ)Φ−Γ−Rλ(F
∗
−)g−


,

где

WA(λ) : Q+ → Q−, WA(λ) = J−T + i(λ− i)Q−Mi,λ(A
∗)Q+ −

характеристическа оператор-функци оператора A (см., напр., [21]).

Кроме того полоим

v−(λ) := Φ−Γ−Rλ(F
∗
−)g−, v+(λ) :=

i√
2
Q+M−i,λ(A)g0.

Отсда получаем формулу

h+ = Rλ(F+)g+ +M−i,λ(F+)Φ
−1
+ J+(W

∗
A(λ)v−(λ) + v+(λ)). (16)

Исполу (15) и (16), находим решение системы (12):





h− = Rλ(F
∗
−)g−

h0 = Rλg0 −
√
2M−i,λ(A)Q−v−(λ)

h+ = Rλ(F+)g+ +M−i,λ(F+)Φ
−1
+ J+(W

∗
A(λ)v−(λ) + v+(λ))

Таким обраом, реолвента оператора S имеет вид:

Rλ(S)(g−, g0, g+)T = (Rλ(F
∗
−)g−,

Rλg0 −
√
2M−i,λ(A)Q−v−(λ), Rλ(F+)g+ +M−i,λ(F+)Φ

−1
+ J+(W

∗
A(λ)v−(λ) + v+(λ)))

T .

(17)
Обоначим чере P : H → H ортопроектор. Тогда

PRλ(S)(0, g0, 0)T = P(0, Rλg0, M−i,λ(F+)Φ
−1
+ J+v+(λ))

T = Rλg0.

Теорема докаана. □
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Аналогично рассуда, приходим к справедливости следущего предлоени.

Следствие 3. Дл лбого λ ∈ SC−(−i) имеет место равенство

Rλ(S)(g−, g0, g+)
T = (Rλ(F−)g− +Mi,λ(F−)Φ

−1
− (WA(λ)w+(λ)− w−(λ)),

R∗
λg0 −

√
2Mi,λ(A

∗)Q+w+(λ), Rλ(F
∗
+)g+)

T ,

где w+(λ) = J+Φ+Γ+Rλ(F
∗
+)g+, w−(λ) =

i√
2
Q−Mi,λ(A

∗)g0.

3. Некоторые частные случаи

Рассмотрим некоторые частные случаи построенной дилатации.
3.1. Спектралное представление дилатации. Пуст

D± = L2(R±;Q±), где R− = (−∞, 0],R+ = [0,+∞). В пространствах D± рассмотрим
симметрические операторы F±, которые определтс следущим обраом:

dom(F±) = {h± ∈ W 1
2 (R±;Q±)|h±(0) = 0}, (F±h±) = ih′

±(t), h±(t) ∈ dom(F±),

где W 1
2 (R±;Q±)  классы Соболева. Операторы F±, очевидно, влтс простыми

и максималными с индексом дефекта (0, q+) и (q−, 0) соответственно. Сопренные
операторы F ∗

± адатс такими е дифференциалными выраеними на линеалах
dom(F ∗

±) = W 1
2 (R±;Q±).

Дефектные подпространства операторов F± адатс равенствами

N± = {e∓tq± | q± ∈ Q±}.

Дл лбых векторов f±, g± ∈ dom(F ∗
±)

(F ∗
±f±, g±)D± − (f±, F

∗
±g±)D± =



R±

((if ′
±(t), g±(t))Q± − (f±(t), ig

′
±(t))Q±)dt =

= ∓i(f±(0), g±(0))Q± = ∓2i(Γ±f±,Γ±g±).

Отсда получаем равенства дл граничных операторов: (Γ±f±)(t) = e∓tf±(0).
Легко найти операторы Φ±:

Φ±(e
∓tq±) =

1√
2
q±, q± ∈ Q±.

По формулам (1) находим операторы V±:

(V+y)(t) = y(t)− 2

t

0

eu−ty(u)du, (V−y)(t) = y(t)− 2

t

−∞

et−uy(u)du.
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Дефектное подпространство N+ апишем в виде: N+ = span{ω0(t)q+|q+ ∈ Q+},
где

ωn(t) =
√
2
et(tne−2t)(n)

n!
=

√
2wn(2t),


wn(t) =

e
t
2 (tne−t)(n)

n!


, n = 0, 1, 2, · · ·−

ортонормированные функции Чебышева-Лагерра двойного аргу-
мента [17]. При этом, как легко проверит, справедливы равенства
V n
+ (ω0(t)q+) = ωn(t)q+, n = 0, 1, 2, . . . . Так как оператор F+ простой, макси-

малный и симметрический , то V+-односторонний сдвиг (см., напр.,[2], [3]) и,
поэтому, дл лбой функции h+(t) ∈ L2(R+;Q+) справедливо ралоение

h+(t) =
∞

n=0

ωn(t)q
+
n =

∞

n=1

V n
+ (ω0(t)q

+
n ), q+n =

∞

0

ωn(t)h+(t)dt ∈ Q+, n ≥ 0.

С помощ равенства (4) ададим оператор J+:

(J+h+)(t) =
∞

n=0

ωn(t)J+q
+
n = J+

∞

n=0

ωn(t)q
+
n = J+h+(t),

то ест, оператор J+ действует на функци h+(t) при кадом t.
Аналогична ситуаци обстоит с представлением дефектного подпространства

N− и определением оператора J−. Продолим вначале ортонормированну систему
функций Чебышева-Лагерра на R−:

ω−n(t) := ωn(−t), n = 0, 1, 2, . . . , тогда N− = span{ω0(t)q−|q− ∈ Q−}.

Справедливы следущие равенства V n
− (ω0(t)q−) = ω−n(t)q−, n = 0, 1, 2, . . . ,

где V−−односторонний сдвиг, N− = span{ω0(t)q−|q− ∈ Q−}. Дл лбой функции
h−(t) ∈ L2(R−;Q−) имеет место ралоение

h−(t) =
∞

n=0

ω−n(t)q
−
n =

∞

n=0

V n
− (ω0(t)q

−
n ), q−n =

0

−∞

ω−n(t)h−(t)dt ∈ Q−, n ≥ 0.

По равенству (4)

(J−h−)(t) =
∞

n=0

ω−n(t)J−q
−
n = J−

∞

n=0

ω−n(t)q
−
n = J−h−(t).

Оператор J−, таким обраом, действует на функци h−(t) при кадом t. Отсда
вытекает формула

J h = (J−h−(t), h0,J+h+(t))
T .

В пространстве H = L2(R−;Q−)⊕ H⊕ L2(R+;Q+) определим оператор Ssp.

Таврический вестник информатики и математики, 3 (60)’ 2023



104 Д. В. Третков

Вектор h = (h−(t), h0, h+(t))
T принадлеит dom(Ssp) тогда и толко тогда, когда:

1. h±(t) ∈ W 1
2 (R±;Q±)

2. ϕ = h0 +Q−h−(0) ∈ dom(A);

3. h+(0) = T ∗h−(0) + iJ+Q+(A+ i)ϕ, где T ∗ = I + 2iR∗
−i.

Дл лбого вектора h = (h−(t), h0, h+(t))
T ∈ dom(Ssp) полоим

Ssph = Ssp(h−(t), h0, h+(t))
T := (ih′

−(t), −ih0 + (A+ i)ϕ, ih′
+(t))

T .

В реултате получаем J-самосопренну дилатаци, построенну в [11].

3.2. Транслционное представление дилатации. Пуст D± = l2(Z±;Q±),
где Z− = {. . . ,−3,−2,−1},Z+ = N. В пространствах D± рассмотрим симметрические
максималные операторы F± с индексом дефекта (0, q+) и (q−, 0), которые определим
следущим обраом. Пуст h+ = (h1, h1, . . . ) ∈ D+, h− = (. . . , h−2, h−1) ∈ D−.

Рассмотрим операторы S± : dom(S±) → Q±, S±n : dom(S±n) → Q±, действущие
по формулам:

S±h± =
∞

k=1

h±k, S±nh± =
+∞

k=n

h±k −
1

2
h±n,

причем

dom(S±) =


h± ∈ D±


+∞

k=1

h±k ∈ Q±


= dom(S±n).

С помощ операторов S± и S±n определим операторы F± :

dom(F±) =


h± ∈ D±


+∞

n=1

S±nh±2 < +∞, S±h± = 0


,

F+h+ = −2i(S1h+, S2h+, . . . ), F−h− = 2i(. . . , S−2h−, S−1h−). (18)

Операторы F± амкнуты, симметричност этих операторов вытекает и легко про-
веремых равенств [6]:

(F±h±, g±)D± − (h±, F±g±)D± = ∓2i(S±h±, S±g±)Q± .

Сопренные операторы F ∗
± действут по формулам (18) на линеалах

dom(F ∗
±) =


h± ∈ D±


+∞

n=1

S±nh±2 < +∞

.

Дефектные подпространства операторов F± имет вид:

N+ = {(h1, 0, 0, . . . ) | h1 ∈ Q+, S+h+ = h1}, N− = {(. . . , 0, 0, h−1) | h−1 ∈ Q−, S−h− = h−1}.
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Дл лбых векторов h±, g± ∈ dom(F ∗
±) имеем:

(F ∗
±h±, g±)D± − (h±, F

∗
±g±)D± = ∓2i(S±h±, S±g±)Q± = ∓2i(h±1, g±1)Q± .

следователно, дл граничных операторов получаем следущие равенства:
Γ+h+ = (h1, 0, 0, . . . ), Γ−h− = (. . . , 0, 0, h−1), h± ∈ dom(F ∗

±). Определим тепер опе-
раторы Φ±:

Φ+(h1, 0, 0, . . . ) = h1, Φ−(. . . , 0, 0, h−1) = h−1, h± ∈ Q±.

По формулам (1) находим операторы V±:

V−h− = (. . . , h−2, h−1, 0), V+h+ = (0, h1, h2, . . . ), h±k ∈ Q±−

это односторонние сдвиги в D±.
В пространстве H = D− ⊕ H⊕D+ ададим оператор J:

J(h−, h0, h+)
T = (J−h−, h0, J+h+)

T ,

где J−h− = (. . . ,J−h−2,J−h−1), J+h+ = (J+h1,J+h2, . . . ).

Определим тепер оператор Str в пространстве H. Вектор (h−, h0, h+)
T ∈ dom(Str)

тогда и толко тогда, когда:

1. h± ∈ dom(F ∗
±)

2. ϕ′ = h0 +
√
2Q−S−h− ∈ dom(A);

3.
√
2S+h+ =

√
2T ∗S−h− + iJ+Q+(A+ i)ϕ′, где T ∗ = I + 2iR∗

−i.

Дл лбого (h−, h0, h+)
T ∈ dom(Str)

Str(h−, h0, h+)
T = (F ∗

−h−, −ih0 + (A+ i)ϕ′, F ∗
+h+)

T

Услови 1.-3. принадлености вектора (h−, h0, h+)
T ∈ dom(Str) области опреде-

лени оператора Str апишем следущим обраом:

1. h± ∈ dom(F ∗
±)

2. 1√
2
ϕ′ = 1√

2
h0 +Q−S−h− ∈ dom(A);

3. S+h+ = T ∗S−h− + iJ+Q+(A+ i)( 1√
2
ϕ′).

Полоим ϕ = ( 1√
2
ϕ′). Тогда получаем услови на dom(Str) и формулу дл опера-

тора Str:

1. h± ∈ dom(F ∗
±)

2. ϕ = 1√
2
h0 +Q−S−h− ∈ dom(A);

3. S+h+ = T ∗S−h− + iJ+Q+(A+ i)ϕ,

Str(h−, h0, h+)
T = (F ∗

−h−, −ih0 +
√
2(A+ i)ϕ, F ∗

+h+)
T .

Это и ест J-самосопренна дилатаци и [6].
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4. Минималност J-самосопренной дилатации.

Пуст, по-пренему, A  плотно аданный линейный оператор, действущий в
сепарабелном ГП H, причем −i ∈ ρ(A).

Определение 3. [22] J-самосопренна дилатаци S линейного, плотно аданного
оператора A с непустым мноеством регулрных точек (λ0 ∈ ρ(A)), действущего в
ГП H, наываетс минималной, если

Hmin :=
∞

n=0

{Rλ0(S)H, Rλ0
(S)H} = H,

где
∞

n=0 Gn обоначает линейну амкнуту оболочку линеалов или подпространств
Gn, Rλ0(S) = (S − λ0)

−1.

Отметим, что в [22] докааны минималности J-самосопренных дилатаций и
раделов 3.1 и 3.2 при условии, что исходное пространство H сепарабелно.

И формулы (17) при λ = −i

R−i(S) (g−, g0, g+)
T =


R−i(F

∗
−)g−, R−ig0 −

√
2Q−Φ−Γ−R−i(F

∗
−)g−,

R−i(F+)g+ + Φ−1
+ J+

 i√
2
Q+g0 + T ∗Φ−Γ−R−i(F

∗
−)g−)

T

. (19)

Частный случай формулы (19):

R−i(S) (0, g0, 0)
T =


0, R−ig0,

i√
2
Φ−1

+ J+Q+g0

T

. (20)

И (19) и (20) получаем дл лбого n ∈ N:

Rn
−i(S) (0, g0, 0)

T =

0, Rn

−ig0,
i√
2

 n−1

r=0

Rn−1−r
−i (F+)Φ

−1
+ J+Q+R

r
−ig0

T

. (21)

Аналогично, с помощ следстви 3, получаем следущее равенство (n ∈ N):

Rn
i (S) (0, g0, 0)

T =

− i√

2

 n−1

r=0

Rn−1−r
i (F−)Φ

−1
− Q−R

∗ r
−ig0


, R∗n

−ig0, 0
T

. (22)

Рассмотрим подпространства B± =
∞
n=0

{Rn
∓ i(S)H} . Очевидно, что

Hmin = B− ∨B+ и, в силу (21) и (22), H = B− ∩B+ .
Тогда подпространство Hmin моно представит в виде ортогоналной суммы:

Hmin = Dmin
− ⊕ H⊕ Dmin

+ , где Dmin
± = B± ⊖ H . (23)
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И равенств (21) и (22) вытекает, что J-самосопренна дилатаци S оператора
A влетс минималной тогда и толко тогда, когда Dmin

± = D±.

Рассмотрим подробно случай подпространства Dmin
+ . И равенства (21) вытекает

следущее очевидное вклчение

Dmin
+ ⊆

∞

n=0

{Rn
−i(F+)N+} = D′

+ .

Обратно, пуст (0, 0, f+)
T ∈ D′

+ . Посколку линеал Φ−1
+ J+Q+(A + i)dom(A)

всду плотен в N+, то дл лбого ε > 0 найдутс такой полином p ∈ C[z] степени
N = N(ε) и вектор g0 ∈ dom(A), что

ε > (0, 0, f+)T − (0, 0, p(R−i(F+))Φ
−1
+ J+Q+(A+ i)g0)

T =

=


(0, 0, f+)

T −

0, 0,

N

m=0

αmR
m
−i(F+)Φ

−1
+ J+Q+(A+ i)g0

T

=

=

(0, 0, f+)
T − (−i

√
2)

N

m=0

αm


Rm+1

−i (S)(0, (A+ i)g0, 0)
T − Rm

−i(S)(0, g0, 0)
T

 .

Следователно, докаано обратное вклчение D′
+ ⊆ Dmin

+ . Случай подпростран-
ства Dmin

− рассматриваетс аналогично.
Мы обосновали справедливост следущих равенств:

Dmin
± =

∞

n=0

{Rn
∓ i(F±)N±} ,

и была докаана

Лемма 8. J-самосопренна дилатаци S общего вида оператора A с непустым
мноеством регулрных точек (−i ∈ ρ(A)) минимална тогда и толко тогда,
когда выполнтс равенства

D± =
∞

n=0

{Rn
∓ i(F±)N±} . (24)

По построени дилатации S операторы F±  простые.
Обратно, если S  минимална J-самосопренна дилатаци общего вида опе-

ратора A, то на основании леммы 8 справедливы равенства (24). Предполоим,
что, хот бы один и операторов F±, к примеру оператор F+, не влетс простым.
Это оначает, что существует подпространство D0

+, приводщее F+ (Q0
+F+ ⊆ F+Q

0
+,

Q0
+ : D+ ↠ D0

+  ортопроектор) к самосопренному оператору F 0
+ = F+|D0

+
. Тогда

D0
+, приводит таке преобраование Кэли V+ оператора F+ к унитарному оператору
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и по теореме Волда (см., напр.,[4])

D0
+ =

∞

n=0

V n
+D+ ⊥

∞

n=0

⊕V n
+N+.

Пуст h0
+ ∈ D0

+  ненулевой вектор. Тогда, дл лбого n ∈ N ∪ {0}
h0
+ ⊥ V n

+N+ = (I − 2iR−i(F+))
nN+.

Следователно,

0 = (h0
+, n+ − 2iR−i(F+)n+) = (h0

+, n+)− 2i(h0
+, R−i(F+)n+) =

= −2i(h0
+, R−i(F+)n+) ∀n+ ∈ N+, откуда h0

+ ⊥ R−i(F+)N+.

Аналогично

0 = (h0
+, (I − 2iR−i(F+))

2n+) = (h0
+, n+)− 4i(h0

+, R−i(F+)n+)− 4(h0
+, R

2
−i(F+)n+) =

= −4(h0
+, R

2
−i(F+)n+), то ест h0

+ ⊥ R2
−i(F+)N+ и т.д.

Таким обраом, h0
+ ⊥ Rn

−i(F+)N+ ∀n ∈ N ∪ {0} и, в силу, (24) h0
+  нулевой

вектор  противоречие. Таким обраом, D0
+ = {0}. Отсда V+  односторонний

сдвиг и, следователно, F+  простой симметрический оператор. Случай оператора
F− аналогичен. Таким обраом, докаана

Теорема 2. J-самосопренна дилатаци общего вида оператора A с непустым
мноеством регулрных точек (−i ∈ ρ(A)) влетс минималной тогда и толко
тогда, когда операторы F± простые.

Следствие 4. Дилатации Ssp и Str оператора A минималны.

5. Иоморфим J-самосопренных дилатаций общего вида

Определение 4. (см., напр., [22]) Пуст A  плотно аданный линейный опера-
тор с непустым мноеством регулрных точек, действущий в ГП H, L1 и L2 
J1-самосопренна и J2-самосопренна дилатации этого оператора в ГП H1 и
H2 соответственно. Операторы L1 и L2 наыватс иоморфными, если существует
унитарный оператор U : H1 → H2, Hr = D

(r)
− ⊕ H⊕D

(r)
+ , r = 1; 2, такой,что

1. U (0, h0, 0)
T = (0, h0, 0)

T ∀h0 ∈ H;
2. U L1 ⊆ L2U ;
3. ∀ h1 ∈ H1 : U J1h1 = J2U h1.

С помощ определени 4 исследуем вопрос об иоморфиме двух проиволных
минималных J-самосопренных дилатаций оператора A в сепарабелном ГП.

Начнем с более деталного иучени областей определени операторов F ∗
±.
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Дл лбого k ∈ N ∪ {0} векторы V k
±n± ∈ dom(F ∗

±), ∀n± ∈ N±. Следователно,
лба линейна комбинаци таких векторов таке леит в dom(F ∗

±). Так как лбой

вектор h± ∈ dom(F ∗
±) представим в виде

N
k=0

V k
±n

±
k , N ≤ ∞, то необходимо найти кри-

терии вклчений
∞
k=0

V k
±n

±
k ∈ dom(F ∗

±). Рассмотрим подробно случай оператора F ∗
+.

Пуст h+
m =

m
k=0

V k
+n

+
k

s−→
∞
k=0

V k
+n

+
k при m → ∞. Тогда по лемме 4

F ∗
+

m

k=0

V k
+n

+
k =

m

k=0

F ∗
+V

k
+n

+
k = −in+

0 +
m

k=1

F ∗
+V

k
+n

+
k =

= −in+
0 +

m

k=1


−iV k

+n
+
k − 2i


k−1

r=0

V r
+


n+
k


= −i(n+

0 + 2n+
1 + · · ·+ 2n+

m)−

−iV+(n
+
1 + 2n+

2 + · · ·+ 2n+
m)− iV 2

+(n
+
2 + 2n+

3 + · · ·+ 2n+
m)− · · ·−

−iV m−1
+ (n+

m−1 + 2n+
m)− iV m

+ n+
m = −2i


m

k=0

n+
k − 1

2
n+
0


− 2iV+


m

k=1

n+
k − 1

2
n+
1


− · · ·−

−2iV j
+


m

k=j

n+
k − 1

2
n+
j


− · · ·− 2iV m−1

+


m

k=m−1

n+
k − 1

2
n+
m−1


− iV m

+ n+
m (25)

Равенство (25) дает основание утвердат, что при m → ∞ последователност

F ∗
+h

+
m = F ∗

+

m
k=0

V k
+n

+
k силно сходитс тогда и толко тогда, когда

 ∞

k=0

n+
k ∈ N+


∧
 ∞

k=0



∞

r=k

n+
r − 1

2
n+
k



2

< ∞


(26)

Рассмотрим плотно аданные операторы S+
k : dom(S+

k ) → N+, k ∈ N ∪ {0}, где

dom(S+
k ) =


h+ ∈ D+ |

∞

r=0

n+
r ∈ N+


, S+

k h+ =
∞

r=k

n+
r − 1

2
n+
k ∀h+ ∈ dom(S+

k ).

Если h+
m =

m
k=0

V k
+n

+
k

s−→ h+ =
∞
k=0

V k
+n

+
k и F ∗

+h
+
m

s−→ g+ при m → ∞, то в силу а-

мкнутости оператора F ∗
+ вектор h+ =

∞
k=0

V k
+n

+
k ∈ dom(F ∗

+) и F ∗
+h+ = −2i

∞
k=0

V k
+S

+
k h+.

Услови (26) и проведенные рассудени убедат нас в справедливости сле-
дущей эквиваленции


h+ =

∞

k=0

V k
+n

+
k ∈ dom(F ∗

+)


⇔

 ∞

k=0

n+
k ∈ N+


∧
 ∞

k=0

S+
k h+2 < ∞


. (27)
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Если эквиваленци (27) верна, то

F ∗
+

 ∞

k=0

V k
+n

+
k


= −2i

∞

k=0

V k
+S

+
k

 ∞

r=0

V r
+n

+
r


.

Случай оператора F ∗
− рассматриваетс аналогично. Таким обраом докаана

Лемма 9. Вклчени h± =
∞
k=0

V k
±n

±
k ∈ dom(F ∗

±) имет место в том и толко в

том случае, когда
∞

k=0

n±
k ∈ N± и

∞

k=0

S±
k h±2 < ∞,

где операторы S±
k , k ∈ N ∪ {0} определтс равенствами:

dom(S±
k ) =


h± ∈ D± |

∞

r=0

n±
r ∈ N±


, S±

k h± =
∞

r=k

n±
r − 1

2
n±
k ∀h± ∈ dom(S±

k ).

При этом

F ∗
±

 ∞

k=0

V k
±n

±
k


= ∓2i

∞

k=0

V k
±S

±
k

 ∞

r=0

V r
±n

±
r


.

Следствие 5. Векторы h± =
∞
k=0

V k
±n

±
k и dom(F ∗

±) принадлеат dom(F±) тогда и

толко тогда, когда
∞
r=0

n±
r = 0 (ср. с аналогичным свойством и п. 3.2).

Докаателство. В линеалах dom(F ∗
±) рассмотрим новые скалрные проиведени

(h±, g±)± := (h±, g±) + (F ∗
±h±, F

∗
±g±),

причем нормы h±± =


(h±, h±)± превращат dom(F ∗
±) в ГП и справедливы орто-

гоналные ралоени:
dom(F ∗

±) = dom(F±)⊕± N±

(см., напр., [13]). Таким обраом, векторы h± ∈ dom(F ∗
±) принадлеат dom(F±) тол-

ко лиш в случае, когда они ±  ортогоналны подпространствам N±.
Рассмотрим подробно случай линеала dom(F−). Дл лбого вектора n− ∈ N− и

вектора h− =
∞
k=0

V k
−n

−
k и dom(F−) с помощ леммы 9 получим:

0 =

 ∞

k=0

V k
−n

−
k , n−



−

= (n−
0 , n−) +


F ∗
−

∞

k=0

V k
−n

−
k , in−


=

= (n−
0 , n−) + 2i

 ∞

k=0

V k
−S

−
k

 ∞

r=0

V r
−n

−
r


, in−


=
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=


n−
0 + 2S−

0

 ∞

r=0

V r
−n

−
r


, n−


= 2

 ∞

r=0

n−
r , n−


.

Случай линеала dom(F+) рассматриваетс аналогично. □

Пуст D
(1)
± и D

(2)
± - ГП. Обоначим чере F± и G± максималные простые сим-

метрические операторы, действущие в пространствах D
(1)
± и D

(2)
± соответственно,

причем, (0, q+)  индекс дефекта операторов F+ и G+, (q−, 0)  индекс дефек-
та операторов F− и G−, q± = dimQ±, N

(r)
± - дефектные подпространства. Пуст

〈N(r)
± ,Γ

(r)
± 〉, r = 1; 2  граничные двойки операторов F ∗

± и G∗
±, V±,W±  преобрао-

вани Кэли операторов F± и G±.
В ГП Hr = D

(r)
− ⊕H⊕D

(r)
+ определим операторы Jr = J

(r)
− ⊕I⊕J

(r)
+ , где J (r)

± , r = 1; 2

адатс равенствами:

∀ h
(1)
± =

∞

k=0

V k
±n

±
k ∈ D

(1)
± , n±

k ∈ N
(1)
± , J

(1)
±

 ∞

k=0

V k
±n

±
k


:=

∞

k=0

V k
±Φ

−1
± J±Φ±n

±
k ,

∀ h
(2)
± =

∞

k=0

W k
±m

±
k ∈ D

(2)
± , m±

k ∈ N
(2)
± , J

(2)
±

 ∞

k=0

W k
±m

±
k


:=

∞

k=0

W k
±Ψ

−1
± J±Ψ±m

±
k ,

где Ψ± : N
(2)
± → Q± - иометрии.

В пространствах Hr определим операторы Sr, r = 1; 2. Векторы

hr =

h
(r)
− , h0, h

(r)
+

T

, где h
(r)
± ∈ D

(r)
± , h0 ∈ H, принадлеат областм определе-

ни операторов Sr, соответственно, тогда и толко тогда, когда

1) h
(1)
± ∈ dom(F ∗

±); h
(2)
± ∈ dom(G∗

±);

2) ϕ1 = h0 +
√
2Q−Φ−Γ

(1)
− h

(1)
− ∈ dom(A); ϕ2 = h0 +

√
2Q−Ψ−Γ

(2)
− h

(2)
− ∈ dom(A);

3)
√
2Φ+Γ

(1)
+ h

(1)
+ =

√
2T ∗Φ−Γ

(1)
− h

(1)
− + iJ+Q+ (A+ i)ϕ1;√

2Ψ+Γ
(2)
+ h

(2)
+ =

√
2T ∗Ψ−Γ

(2)
− h

(2)
− + iJ+Q+ (A+ i)ϕ2, где T ∗ = I + 2iR∗

−i.

Дл лбых векторов hr =

h
(r)
− , h0, h

(r)
+

T

∈ dom(Sr) полоим

S1h1 = S1


h
(1)
− , h0, h

(1)
+

T

:=

F ∗
−h

(1)
− , −ih0 + (A+ i)ϕ1, F ∗

+h
(1)
+

T

;

S2h2 = S2


h
(2)
− , h0 , h

(2)
+

T

:=

G∗

−h
(2)
− , −ih0 + (A+ i)ϕ2, G∗

+h
(2)
+

T

.

По теоремам 1 и 2 операторы Sr, r = 1, 2 влтс Jr–самосопренными мини-
малными дилатацими оператора A.

Теорема 3. Операторы S1 и S2 иоморфны.
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Докаателство. Определим оператор U : H1 → H2 следущим обраом:

U (h
(1)
− , h0, h

(1)
+ )T = U

 ∞

k=0

V k
−n

−
k , h0,

∞

k=0

V k
+n

+
k

T

:=

=

 ∞

k=0

W k
−∆−n

−
k , h0,

∞

k=0

W k
+∆+n

+
k

T

, где ∆± = Ψ−1
± Φ± : N

(1)
± → N

(2)
± . (28)

Очевидно, операторы ∆±  иометрии, а U  унитарный оператор. И (28)
вытекает, что U (0, h0, 0)

T = (0, h0, 0)
T дл лбого h0 ∈ H.

Кроме того

U J1(h
(1)
− , h0, h

(1)
+ )T =

 ∞

k=0

W k
−∆−Φ

−1
− J−Φ−n

−
k , h0,

∞

k=0

W k
+∆+Φ

−1
+ J+Φ+n

+
k

T

=

=

 ∞

k=0

W k
−Ψ

−1
− J−Φ−n

−
k , h0,

∞

k=0

W k
+Ψ

−1
+ J+Φ+n

+
k

T

.

С другой стороны,

J2U (h
(1)
− , h0, h

(1)
+ )T = J2

 ∞

k=0

W k
−∆−n

−
k , h0,

∞

k=0

W k
+∆+n

+
k

T

=

=

 ∞

k=0

W k
−Ψ

−1
− J−Ψ−∆−n

−
k , h0,

∞

k=0

W k
+Ψ

−1
+ J+Ψ+∆+n

+
k

T

=

=

 ∞

k=0

W k
−Ψ

−1
− J−Φ−n

−
k , h0,

∞

k=0

W k
+Ψ

−1
+ J+Φ+n

+
k

T

.

Таким обраом, ∀ h1 ∈ H1 : U J1h1 = J2U h1.
Проверим тепер, что U S1h1 = S2U h1 ∀h1 ∈ dom(S1). Вначале необходимо

установит, что U h1 = (U−h
(1)
− , h0,U+h

(1)
+ )T ∈ dom(S2) ∀h1 ∈ dom(S1). Так как

h1 ∈ dom(S1), то долны выполнтс услови:

1U ) U±h
(1)
± ∈ dom(G∗

±);

2U ) ψ = h0 +
√
2Q−Ψ−Γ

(2)
− U−h

(1)
− ∈ dom(A);

3U )
√
2Ψ+Γ

(2)
+ U+h

(1)
+ =

√
2T ∗Ψ−Γ

(2)
− U−h

(1)
− + iJ+Q+ (A+ i)ψ.

Посколку

U h1 =

 ∞

k=0

W k
−∆−n

−
k , h0,

∞

k=0

W k
+∆+n

+
k

T

,
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то по лемме 9
 ∞

k=0

W k
±∆±n

±
k ∈ dom(G∗

±)


⇔

 ∞

k=0

∆±n
±
k ∈ N

(2)
±


∧

 ∞

k=0

S±
2,kU±h

(1)
± 2 < ∞


,

где S±
m,k, m = 1; 2  операторы и этой леммы.

Проверим справедливост укаанных в эквиваленции условий. Первое условие
эквиваленции, очевидно, выполнетс. Дл лбого k ∈ N ∪ {0}

S±
2,kU±h

(1)
± 2 =

S
±
2,k

 ∞

r=0

W r
±∆±n

±
r



2

=



∞

r=k

∆±n
±
r − 1

2
∆±n

±
k



2

= S±
1,kh

(1)
± 2.

Проверка услови 1U авершена. Проверим условие 2U . Пуст

h
(1)
± = h

0(1)
± + Γ

(1)
± h

(1)
± , где h

0(1)
± ∈ dom(F±). Если h

(1)
± =

∞
k=0

V k
±n

±
k , h

0(1)
± =

∞
k=0

V k
±n±

k , то

по лемме 2 Γ
(1)
± h

(1)
± = n±

0 − n±
0 . Аналогичные формулы имет место дл Γ

(2)
± h

(2)
± .

Тогда:
ψ = h0 +

√
2Q−Ψ−Γ

(2)
− U−h

(1)
− = h0 +

√
2Q−Ψ−∆−(n

−
0 − n−

0 ) =

= h0 +
√
2Q−Φ−(n

−
0 − n−

0 ) = h0 +
√
2Q−Φ−Γ

(1)
− h

(1)
− = ϕ1 ∈ dom(A), (29)

таким обраом, условие 2U таке выполнено.

Условие 3U :
√
2(Ψ+Γ

(2)
+ U+h

(1)
+ − T ∗Ψ−Γ

(2)
− U−h

(1)
− ) =

√
2(Ψ+∆+(n

+
0 − n+

0 )− T ∗Ψ−∆−(n
−
0 − n−

0 )) =

=
√
2(Φ+Γ

(1)
+ h

(1)
+ − T ∗Φ−Γ

(1)
− h

(1)
− ) = iJ+Q+ (A+ i)ϕ1 = iJ+Q+ (A+ i)ψ.

Приходим к выводу, что U h1 ∈ dom(S2) ∀h1 ∈ dom(S1). Следователно,

S2U h1 = S2(U−h
(1)
− , h0,U+h

(1)
+ )T =

=


2i

∞

k=0

W k
−S

−
2,kU−h

(1)
− , −ih0 + (A+ i)ψ, −2i

∞

k=0

W k
+S

+
2,kU+h

(1)
+

T

(30)

С другой стороны, в силу (29)

U S1h1 = U


2i

∞

k=0

V k
−S

−
1,kh

(1)
− , −ih0 + (A+ i)ϕ1, −2i

∞

k=0

V k
+S

+
1,kh

(1)
+

T

=

=


2i

∞

k=0

W k
−∆−S

−
1,kh

(1)
− , −ih0 + (A+ i)ψ, −2i

∞

k=0

W k
+∆+S

+
1,kh

(1)
+

T

(31)
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При этом дл лбого k ∈ N ∪ {0}

∆±S
±
1,kh

(1)
± =

∞

r=k

∆±n
±
r − 1

2
∆±n

±
k = S±

2,kU±h
(1)
± ,

поэтому, в силу (31)

U S1h1 =


2i

∞

k=0

W k
−S

−
2,kU−h

(1)
− , −ih0 + (A+ i)ψ, −2i

∞

k=0

W k
+S

+
2,kU+h

(1)
+

T

= S2U h1

и-а формулы (30).
По определени 4 дилатации S1 и S2 иоморфны. Теорема докаана. □

Следствие 6. Дилатации Ssp и Str и п.3 иоморфны.

Следствие 7. Оператор U влетс (J1, J2)-унитарным (см., напр., [16]).

Докаателство. В самом деле, дл лбого h1 ∈ H1

[U h1,U h1]H2 = (J2U h1,U h1)H2 = (U J1h1,U h1)H2 = (J1h1, h1)H1 = [h1, h1]H1 .

□

аклчение

В работе построена J-самосопренна дилатаци общего вида проиволного
линейного, плотно аданного оператора с непустым мноеством регулрных точек.

Дл построении дилатации исполовалис операторы F ∗
±, сопренные к мак-

сималным простым симметрическим операторам и граничные двойки операто-
ров F ∗

±. Частными случами построенной дилатации влтс ивестные ранее J-
самосопренные дилатации.

Докааны критерии минималности построенной дилатации, один и которых
формулируетс в терминах простоты операторов F ∗

±.
Кроме того, с помощ полученных критериев минималности и описани обла-

стей определени операторов F ∗
± докаана теорема об иоморфиме двух проивол-

ных минималных J-самосопренных дилатаций исходного оператора.

Благодарности

Работа выполнена НО Крымский математический центр и поддерана
Министерством науки и высшего обраовани Российской Федерации, соглашение
075-02-2023-1799.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2023, 3



J-самосопренные дилатации общего вида: минималност и иоморфим 115

Cписок литературы

1. Наймарк, М. А. Спектралные функции симметрического оператора // Ив. АН
СССР.  1940.  4(3).  C. 277–318.

NAYMARK, M. A. (1940) Spectral functions of symmetric operator. Izvestiya AN
SSSR. 4 (3). Pp. 277–318.

2. SG.-NAGY, B. (1953) Sur les contractions de l’espace de Hilbert. Acta Sci. Math. 15.
Pp. 87–92.

3. Николский, Н. К. Лекции об операторе сдвига / Н. К. Николский.  M.: Наука,
1980.  384 c.

NIKOLSKY, N. K. (1980) Lections on shift operator. Moscow: Nauka.

4. Николский, Н. К. Функционална модел и некоторые адачи спектралной
теории функций / Н. К. Николский, С. В. Хрущев // Труды Математ. института
АН СССР.  1974.  176.  C. 97–210.

NIKOLSKY, N. K., & KHRUSCHOV, S. V. (1987) Functional model and some
problems of spectral function theory. Works of Mathematical institute. Academy of
Sciense USSR. 176. Pp. 97–210.

5. Сахнович, Л. А. О J−унитарной дилатации ограниченного оператора // Функц.
анали и его прилоени.  1974.  8(3).  C. 83–84.

SAKHNOVICH, L. A. (1974) On J−unitary dilation of bounded operator. Func.
analyz i ego prilozheniya. 8 (3). Pp. 83–84.

6. Куел, А. В. J−самосопренные и J−унитарные дилатации линейных опера-
торов // Функц. анали и его прилоени.  1983.  17(1).  C. 75–76.

KUZHEL, A. V. (1983) J−self-adjoint and J−unitary dilations of linear operators.
Func. analyz i ego prilozheniya. 17 (1). Pp. 75–76.

7. DAVIS, CH. (1970) J−unitary dilation of a general operators. Acta Sci. Math.
31 (1-2). Pp. 75–86.

8. Павлов, Б. С. Самосопренна дилатаци диссипативного оператора Шредин-
гера и ралоение по его собственным функцим // Мат. сб.  1977.  102(144). 
C. 511–536.

PAVLOV, B. S. (1977) Self-adjoint dilations of dissipative Shredinger operator and its
eigenfunctions decomposition. Mat. sb. 102(144) (4). Pp. 511–536.

Таврический вестник информатики и математики, 3 (60)’ 2023



116 Д. В. Третков

9. Куел, А. В. Самосопренные и J−самосопренные дилатации линейных
операторов // Теори функций, функц. анали и их прил.  1982.  37. 
C. 54–62.

KUZHEL, A. V. (1982) Self-adjoint and J−self-adjoint dilations of linear operators.
Teoriya functsiy, func. analyz i ikh prilozheniya. 37. Pp. 54–62.

10. Кудршов, . Л. Симметрические и самосопренные дилатации диссипатив-
ных операторов // Теори функций, функц. анали и их прил.  1982.  37. 
C. 51–54.

KUDRYASHOV, Yu. L. (1982) Symmetric and self-adjoint dilations of dissipative
operators. Teoriya functsiy, func. analyz i ikh prilozheniya. 37. Pp. 51–54.

11. Кудршов, . Л. J−эрмитовы и J−самосопренные дилатации линейных опе-
раторов // Динам. системы.  1984.  3.  C. 94–98.

KUDRYASHOV, Yu. L. (1984) J−Hermite and J−self-adjoint dilations of linear
operators. Dynam. sistemy. 3. Pp. 94–98.

12. Кудршов, . Л. Иоморфим спектралного и транслционного представлений
самосопренной дилатации диссипативного оператора // ТВИМ.  2018.  1. 
C. 40–47.

KUDRYASHOV, Yu. L. (2018) Isomorphism of spectral and translation
representations for self-adjoint dilations of dissipative operator. Taurida Journal of
Computer Science Theory and Mathematics. 1. Pp. 40–47.

13. REED, M. & SIMON, B. (1975) Methods of modern mathematicals physics. II: Fourier
analysis, self-adjointness. New York, San Francisco, London: Acadeic Press, Inc. 395

14. Третков, Д. В. Об общем подходе к построени J-самосопренной дилатации
линейного оператора с непустым мноеством регулрных точек // ТВИМ. 
2019.  4.  C. 92–106.

TRETYAKOV, D. V. (2019) On common approach to construction of J-self-adjoint
dilation for linear operator with nonempty regular points set. Taurida Journal of
Computer Science Theory and Mathematics. 4. Pp. 92–106.

15. Третков, Д. В. Иоморфим J-самосопренных дилатаций общего вида ли-
нейного оператора с непустым мноеством регулрных точек // ТВИМ. 
2020.  2.  C. 76–87.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2023, 3



J-самосопренные дилатации общего вида: минималност и иоморфим 117

TRETYAKOV, D. V. (2020) On isomorphism of common type J-self-adjoint dilations
for linear operator with nonempty regular points set. Taurida Journal of Computer
Science Theory and Mathematics. 2. Pp. 76–87.

16. BOGNAR, J. (1974) Indefinite inner product spaces. Berlin, Heidelberg, New York:
Springer Verlag.

17. Ахиеер, Н. И., Гламан И. М. Теори линейных оперaторов в гилбертовом про-
странстве. Т.1 / Н. И. Ахиеер, И. М. Гламан.  Харков.: Выща школа, 1977. 
315 c.

AKHIEZER, N. I., & GLAZMAN, I. M. (1980) Theory of linear operators in Hilbert
space. V. 1. Kharkov: Vyscha shkola.

18. Горбачук, В. И. Граничные адачи дл дифференциално-операторных уравне-
ний / В. И. Горбачук.  К.: Наукова думка, 1984.  284 c.

GORBACHUK, V. I. (1984) Boundary value problems for differential-operator
equations. Kiev: Naukova dumka.

19. DERKACH, V. A., & MALAMUD, M. M. (1999) Non-self-adjoint extensions of a
Hermitian operator and their characteristic functions. Journal of Mathematical
Sciences. 97 (5). Pp. 4461–4499.

20. BRUK, V. M. (2014) On the characteristic operator of an integral equation with a
Nevanlinna measure in the indefinite-dimensional case. Journal of Math. Phisics and
Analysis, Geometry. 10 (2). Pp. 163–188.

21. KUZHEL, A. V. (1996) Characteristic Functions and Models of Nonself-Adjoint
Operators. Kluwer Academic Publishers.

22. Кудршов, . Л. О минималности J-симметрической и J-самосопренной
дилатаций линейного оператора с непустым мноеством регулрных точек /
. Л. Кудршов, Д. В. Третков // Динамические системы.  2015.  5(33). 
C. 69–75.

KUDRYASHOV, Yu. L., & TRETYAKOV, D. V. (2015) On minimality of J-
symmetric and J-self-adjoint dilations of linear operator with nonempty regular points
set. Dinamicheskie sistemy. 5(33) (1-2). Pp. 69–75.

23. Третков, Д. В. Об общем подходе к построени самосопренной дилатации
диссипативного оператора / Д. В. Третков, . Л. Кудршов // ап. научн.
сем. ПОМИ.  2021.  503.  C. 121–136.

Таврический вестник информатики и математики, 3 (60)’ 2023



118 Д. В. Третков

TRETYAKOV, D. V., & KUDRYASHOV, Yu. L. (2021) On a general approach to
costruction of a self-adjoint dilation for a dissipative operator. Zap. nauchn. sem.
POMI. 503. Pp. 121–136.

24. Кочубей, А. М. О расширених симметрических операторов и симетрических
бинарных отношений / А. М. Кочубей // Мат. аметки.  1975.  17.  C. 41–48.

KOCHUBEY, A. M. (1975) On an extensions of symmetric operators and symmetric
binary relations. Mat. zametky. 17. Pp. 41–48.

25. BROWN, M., MARLETTA, M., NABOKO, S. & WOOD, I. (2008) Boundary triplets
and M-functions for self-adjoint operators with applications elliptic PDEs and block
operator matrices. Journal of the London Mathematical Society. 77 (3). Pp. 700–718.

26. RYZHOV, V. (2007) Functional model of a class non-selfadjoint extension of
symmetric operators. Oper.Theory Adv.Appl. Birkhuser, Basel (174). Pp. 117–158.

27. MOGILEVSKII, V. (2006) Boundary triplets and Krein type resolvent formula for
symmetric operators with unequal defect numbers. Methods of Functional Analysis
and Topology. 12 (3). Pp. 258–280.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2023, 3



РЕФЕРАТЫ ИНФОРМАТИКА И МАТЕМАТИКА

Аблаев С. С., Баран И. В. О методах еркалного спуска дл некоторых
типов адач компоитной оптимиации с функционалными ограничени-
ми / С. С. Аблаев, И. В. Баран // Таврический вестник информатики и
математики.  2023.  3 (60).  C. 7 – 18.

УДК: 519.85

Работа посвщена некоторым методам еркалного спуска дл адач выпуклой ком-
поитной оптимиации, а таке теоретическим оценкам скорости сходимости дл
них. На классе липшицевых функционалов предлагаетс метод с адаптивно подби-
раемыми шагами и критерием остановки. Дл более общего класса относително лип-
шицевых адач предлоен метод с постонными шагами, но с адаптивным критерием
остановки. Дл более общего класса относително липшицевых адач предлоен ме-
тод с постонными шагами, но с адаптивным критерием остановки. Рассмотрено так-
е обобщение реултата на случай предполоени о доступности δ-субградиентов
функционалов вместо обычных субградиентов, и получена оценка соответствущего
алгоритма еркалного спуска.

Клчевые слова: липшецивый функционал, субградиент, адачи копоитной оптимиа-
ции, метод еркалного спуска.

Анашкин О. В., супова О. В. О вычислении первой лпуновской
величины периодической импулсной системы / О. В. Анашкин,
О. В. супова // Таврический вестник информатики и математики. 
2023.  3 (60).  C. 19 – 39.

УДК: 517.925.51

Рассматриваетс один критический случай устойчивости дл периодической им-
пулсной системы второго пордка общего вида с автономным дифференциалным
уравнением и автономным оператором импулсного водействи. Предполагаетс,
что матрица монодромии линейного приблиени имеет пару комплексно сопрен-
ных мултипликаторов на единичной окруности комплексной плоскости. Подробно
описан алгоритм вычислени первой лпуновской величины. Достоверност формул
алгоритма подтвердат реултаты тестовых аналитических расчетов дл двух
иллстративных примеров.



120 Рефераты

Клчевые слова: периодические импулсные системы, сведение к дискретному времени,
критический случай устойчивости, перва лпуновска величина, матрица монодромии,
комплексно сопренные мултипликаторы.

Беспалов М. С. Краткий вывод алгоритма Кули–Тки /
М. С. Беспалов // Таврический вестник информатики и математики. 
2023.  3 (60).  C. 40 – 48.

УДК: 517.58

В стате предлоена окончателна форма матричной аписи алгоритма быстрого
преобраовани Фуре (Fast Fourier Transform, FFT) дл проиволного составного
пордка. Предлагаетс, чтобы алгоритм начиналс с обратной перестановки, а не
вклчал совершенну перестановку на кадом шаге алгоритма. Обратна матрица
перестановок представлена как b-проиведение единичных матриц (b-проиведение
влетс новым типом тенорного проиведени матриц, введенным автором ранее).

Клчевые слова: быстрое преобраование Фуре, тенорное проиведение матриц.

Лукненко В. А., Хаова . А. Структура решений нелинейных уравне-
ний колцевого реонатора / В. А. Лукненко, . А. Хаова // Тавриче-
ский вестник информатики и математики.  2023.  3 (60).  C. 49 – 66.

УДК: 517:957

В работе рассмотрена математическа модел процесса формировани фаовых про-
странственных структур в поперечном сечении когерентного светового пучка в оп-
тической системе с пространственно распределенной обратной св  нелинейном
колцевом реонаторе. Одновременный учет дифракции и нелинейности приводит к
воникновени многообраи пространственных структур. Проведен бифуркацион-
ный анали и исследованы оны устойчивости стационарных решений, соответству-
щей линеариованной адачи. Дл случа тонкого колца адача сведена к решени
интегралного уравнени.

Клчевые слова: нелинейный колцевой реонатор, пространственное преобраование,
фаова модулци.
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Моисеев Д. В., Шокин А. Г. Математическа модел оптимиации ин-
формационной логистики в стохастической постановке / Д. В. Моисеев,
А. Г. Шокин // Таврический вестник информатики и математики. 
2023.  3 (60).  C. 67 – 82.

УДК: 004.9

В стате приводитс решение адач оптимиации информационной логистики в си-
стемах, построенных по принципу ро, с применением сетецентрического управ-
лени в стохастической постановке. Решение слоной адачи управлени и диспет-
чериации информационной инфраструктуры выывает проблему учета мноества
динамических, ранородных характеристик. В болшинстве своем, характеристики
ност стохастический характер, что в сво очеред дополнително повышает уровен
слоности решаемой адачи, подчеркива ее актуалност. На основе концептуал-
ного описани мултиагентной модели раработан комплекс стохастических моделей
обеспечени гарантированного уровн информационного обмена по каналам сви.

Клчевые слова: сетецентрическа модел, логистические информационно-
интеллектуалные система, модел минимиации стоимостных покаателей информа-
ционного трафика, модел минимиации временных потер, сванных с обеспечением
информационного обмена модел максимиации наденостных функций обеспечени се-
тевого трафика, модел максимиации покаателей помехоустойчивости передаваемых
сообщений.

Сергеев А. Э., Бушуева В. О. NICE-многочлены / А. Э. Сергеев,
В. О. Бушуева // Таврический вестник информатики и математики. 
2023.  3 (60).  C. 83 – 91.

УДК: 519.115.1

Ралоение многочленов на мноители и находение их корней  одна и основ-
ных адач алгебры. Дл проиволного многочлена проиволной степени доволно
слоно найти все корни. В настощей работе рассматриватс nice-многочлены, т. е.
такие многочлены, у которых не толко все корни – целые числа, но и корни про-
иводной – тое целые числа. Получение и построение nice-многочленов влетс
NP полной адачей, так как в общем случае она сводитс к общим диофантовым
уравненим, решение которых, чаще всего, невомоно (в целых числах). Поэтому
вопрос о построении общего nice-многочлена остаетс открытым до сих пор, так как
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дл степени равной 5 и выше в общем случае получатс громодкие диофантовые
уравнени. В стате привелены частные примеры построени nice-многочленов 5-ой
степени. Предлоенный метод поволет находит частные nice-многочлены более
высокой степени.

Клчевые слова: многочлен, корен многочлена, ралоение многочлена, nice-
многочлен.

Третков Д. В. J-самосопренные дилатации общего вида: минимал-
ност и иоморфим / Д. В. Третков // Таврический вестник информа-
тики и математики.  2023.  3 (60).  C. 92 – 118.

УДК: 517.432

В работе получены критерии минималности J-самосопренной дилатации общего
вида линейного, плотно аданного оператора с непустым мноеством регулрных
точек в терминах максималных симметрических операторов, породащих дила-
таци. С помощ одного и критериев докаан иоморфим двух минималных
J-самосопренных дилатаций общего вида.

Клчевые слова: J-самосопренна дилатаци, максималный симметрический опе-
ратор, симметрический простой оператор, дефектные операторы, минимална J-
самосопренна дилатаци, иоморфим минималных J-самосопренных дилатаций.
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