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Linear Isometries of Banach-Kantorovich Lp-spaces.

Chilin V. I., Zakirova G. B.

Abstract. Let B be a complete Boolean algebra, Q(B) be the Stone compact
of B, and C∞(Q(B)) be the commutative unital algebra of all continuous functions
x : Q(B) → [−∞,+∞], assuming possibly the values ±∞ on nowhere-dense subsets of Q(B).
We consider the Banach-Kantorovich spaces Lp(B,m) ⊂ C∞(Q(B)), associated with a measure
m defined on B with the values in the algebra of measurable real functions. It is shown
that in the case when the measure m has the Maharam property, for any linear isometry
U : Lp(B,m) → Lp(B,m), 1 ≤ p < ∞, p ∕= 2, there exist an injective normal homomorphisms
T : C∞(Q(B)) → C∞(Q(B)) and an element y ∈ Lp(B,m) such that U(x) = y · T (x) for all
x ∈ Lp(B,m).

Keywords: Banach-Kantorovich space, Maharam measure, vector integration, linear isometry.

Introduction

One of the important results in the theory of isometries of Banach function spaces
is the theorem of J. Lamperti [5] , which describes the linear isometries of the spaces
Lp(Ω,Σ, µ), 1 ≤ p < ∞, p ∕= 2, for any measurable spaces (Ω,Σ, µ) with σ-finite measure
µ. In the proof of this theorem, the property of preserving disjointness for such isometries
was essentially used (see [2, Chapter 3]).

The development of the theory of integration for vector measures with values in vector
lattices made it possible to construct Lp-spaces Lp(B,m), 1 ≤ p < ∞, [3], [4], associated
with the complete Boolean algebra B and a measure m defined on B with the values in
the algebra L0(Ω,Σ, µ) of real measurable functions on the measure space (Ω,Σ, µ).

It is natural to expect that a similar description of linear isometries is valid for the
linear isometries of the spaces Lp(B,m). In this paper, we establish the explicit form of
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the linear isometries acting in the space Lp(B,m), 1 ≤ p < ∞, p ∕= 2, in the case when
the measure m possesses the Maharam property.

We use the terminology and notation of the theory of Boolean algebras from [6], the
theory of vector lattices from [7] and the theory of vector integration from [3].

1. Preliminaries

Let X be a real vector space, F be a complete vector lattice and let
F+ = {f ∈ F : f ≥ 0}. A mapping  ·  : X → F+ is called an F -valued norm if
for any x, y ∈ X, and real number λ ∈ R, the following holds: x = 0 ⇔ x = 0;
λx = |λ| x; x+ y ≤ x+ y.

An F -valued norm  ·  is said to be decomposable if for any f1, f2 ∈ F+ and x ∈ X

with x = f1+f2, there exist x1, x2 ∈ X such that x = x1+x2 and xi = fi, i = 1, 2.

A pair (X,  · ) with F -valued norm is called a lattice normed space. If, in addition,
the norm  ·  is decomposable, then (X,  · ) is called decomposable.

We say that a net {xα}α∈A from a lattice normed space (X,  · ) (bo)-converges to
an element x ∈ X if the net (x− xα)α∈A (o)-converges to zero in the lattice F, that is,
there exists a net {fα}α∈A ⊂ F+ such that fα ↓ 0, and x − xα ≤ fα for all α ∈ A. A
net (xα)α∈A ⊂ X is called (bo)-fundamental if the net (xα − xβ)(α,β)∈A×A (bo)-converges
to zero.

A lattice normed space is called (bo)-complete if every (bo)-fundamental net in it (bo)-
converges to an element of this space. A decomposable (bo)-complete lattice normed space
is called a Banach-Kantorovich space.

The F -valued norm  ·  on a vector lattice X is said to be monotonic if condition
|x| ≤ |y|, x, y ∈ X, implies that x ≤ y. If a Banach-Kantorovich space (X,  · X) is
a vector lattice and the norm  ·X is monotonic, then it is called a Banach-Kantorovich
lattice.

Let B be a complete Boolean algebra with zero 0 and unit 1. The supremum and
infimum of a set {e, q} ⊂ B are denoted by e ∨ q and e ∧ q, and by Ce is denoted the
complement to an element e. A non-empty set E of nonzero elements from B is said
to be disjoint if e ∧ q = 0 for any e, q ∈ E, e ∕= q.

A Boolean subalgebra A in B is called regular if supE ∈ A and inf E ∈ A for any
subset E ⊂ A. Every regular Boolean subalgebra in B is a complete Boolean algebra.

Let Q(B) be the Stone compact of B, and let L0(B) := C∞(Q(B)) be the commutative
unital algebra over the field R of all continuous functions x : Q(B) → [−∞,+∞],
assuming possibly the values ±∞ on nowhere-dense subsets of Q(B) (see, for example,

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2023, 1
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[3, Chapter 1, Section 1.4.2], [7, Chapter V]). With respect to the partial order

f ≤ g ⇔ g(t)− f(t) ≥ 0 for all t ∈ Q(B) \

f−1(±∞) ∪ g−1(±∞)


,

the algebra L0(B) is a complete order vector lattice, and the set ∇ of all idempotents
in L0(B) is a complete Boolean algebra with respect to the partial order induced from
L0(B). In addition, ∇ is isomorphic to the Boolean algebra B (see, for example, [7,
Chapter V]). It is known that the set C(Q(B)) of all continuous real functions on Q(B)

is a subalgebra in L0(B) and C(Q(B)) is a Banach space with respect to the uniform
norm x∞ = sup

t∈Q(B)

|x(t)|.

We denote by s(x) := sup
n≥1

{|x| > n−1} the support of an element x ∈ L0(B), where

{|x| > λ} is the characteristic function χEλ
of the set Eλ which is the closure of the set

{t ∈ Q(B) : |x(t)| > λ}, λ ∈ R.
For any nonzero x ∈ L0(B) define i(x) to be the inverse element to x on its support,

i.e.

i(x)(t) =


1

x(t)
, ifx(t) ∕= 0,

0, ifx(t) = 0.

It is clear that i(x) ∈ L0(B) and i(x) · x = s(x).

Let (Ω,Σ, µ) be a measurable space with σ-finite measure µ, and let L0(Ω) be the
algebra of all classes of almost everywhere equal real-valued measurable functions on
(Ω,Σ, µ). With respect to the partial order f ≤ g ⇔ g − f ≥ 0 almost everywhere,
the algebra L0(Ω) is a complete order vector lattice, and the set B(Ω) of all idempotents
from L0(Ω) is a complete Boolean algebra with respect to the partial order induced from
L0(Ω).

Since µ is a σ-finite measure, it follows that B(Ω) is a Boolean algebra of countable
type, that is, any subset E ⊂ B(Ω) of nonzero pairwise disjoint elements is at most
countable. Thus for any increasing net xα ↑ x ∈ L0(Ω), {xα}α∈A ⊂ L0(Ω) there
exists a sequence α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αn ≤ . . . such that xαn ↑ x (see, for example,
[7, Chapter VI, §2]).

A mapping m : B → L0(Ω) is called a L0(Ω)-valued measure if it satisfies the following
conditions:
1) m(e) ≥ 0 for all e ∈ B;

2) m(e ∨ g) = m(e) +m(g), for any e, g ∈ B, e ∧ g = 0;
3) m(eα) ↓ 0 for any net eα ↓ 0, {eα} ⊂ B.

A measure m is said to be strictly positive if m(e) = 0 implies e = 0. In this case,
B is a Boolean algebra of countable type.

Таврический вестник информатики и математики, 1 (58)’ 2023
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A strictly positive L0(Ω)-valued measure m is said to be decomposable if for any
e ∈ B and a decomposition m(e) = f1 + f2, f1, f2 ∈ L0(Ω)+, there exist e1, e2 ∈ B,

such that e = e1 ∨ e2, and m(ei) = fi, i = 1, 2. A measure m is decomposable if and
only if it is a Maharam measure, that is, for any e ∈ B, 0 ≤ f ≤ m(e), f ∈ L0(Ω), there
exists q ∈ B, q ≤ e, such that m(q) = f (see [8]).

We use the following important property of the Maharam measure.

Proposition 1. [8, Proposition 3.2]. For each L0(Ω)-valued Maharam measure
m : B → L0(Ω) there exists a unique injective completely additive homomorphism
ϕ : B(Ω) → B such that ϕ(B(Ω)) is a regular Boolean subalgebra of B, and

m(ϕ(q)e) = qm(e) for all q ∈ B(Ω), e ∈ B.

Let m : B → L0(Ω) be a Maharam measure. We identify B with the Boolean algebra
of idempotents in L0(B), i.e. we assume that B ⊂ L0(B). By Proposition 1, there exists a
regular Boolean subalgebra ∇(m) in B and an isomorphism ϕ from B(Ω) onto ∇(m)

such that m(ϕ(q)e) = qm(e) for all q ∈ B(Ω), e ∈ B. In this case, the algebra L0(Ω) is
identified with the algebra L0(∇(m)) = C∞(Q(∇(m))) (the corresponding isomorphism
will also be denoted by ϕ). Thus, the algebra C∞(Q(∇(m))) can be considered as a
subalgebra and as a regular vector sublattice in L0(B) = C∞(Q(B)) (this means that the
exact upper and lower bounds for bounded subsets of L0(∇(m)) are the same in L0(B)

and in L0(∇(m))). In particular, L0(B) is an L0(∇(m)) -module.

Denote by S(B) the vector sublattice in L0(B) of all step elements x =
n

i=1

αiei,

where αi ∈ R, ei ∈ B, ei · ej = 0, i, j = 1, . . . , n. The equality

Im(x) :=


xdm :=

n

i=1

αim(ei) (x ∈ S(B))

uniquely defines a linear operator Im : S(B) → L0(Ω).

A positive element x ∈ L0(B)+ is called m-integrable if there exists a sequence
{xn}∞n=1 ⊂ S(B), 0 ≤ xn ↑ x, such that there is a supremum sup

n≥1
Im(xn) in the lattice

L0(Ω). In this case, the integral of the element x with respect to the measure m is
defined by

Im(x) :=


xdm := sup

n≥1
Im(xn).

It is known that the definition of the integral Im(x) does not depend on the choice of
a sequence {xn}∞n=1 ⊂ S(B), 0 ≤ xn ↑ x, for which there exists sup

n≥1
Im(xn) (see, for

example, [3, 6.1.3]).
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An element x ∈ L0(B) is called m-integrable if its positive x+ and negative x−

parts are m-integrable. The set of all m-integrable elements is denoted by L1(B,m), and
for every x ∈ L1(B,m) we have


xdm :=


x+dm−


x−dm.

If x1,m :=

|x|dm, x ∈ L1(B,m), then the pair (L1(B,m), .1,m) is a lattice normed

space over L0(Ω) [3, 6.1.3]. Moreover, in the case when m : B → L0(Ω) is a Maharam
measure, the pair (L1(B,m), x1,m) is a Banach-Kantorovich space. In addition,

L0(∇(m)) · L1(B,m) ⊂ L1(B,m),


(ϕ(α)x)dm = α


xdm,




xdm
 ≤


|x|dm,

for all x ∈ L1(B,m), α ∈ L0(Ω) [3, Theorem 6.1.10].
Let p ∈ [1,∞), and let

Lp(B,m) = {x ∈ L0(B) : |x|p ∈ L1(B,m)},

xp,m :=
 

|x|pdm
 1

p , x ∈ Lp(B,m).

It is known that for a Maharam measure m the pair (Lp(B,m), xp,m) is a Banach-
Kantorovich space [4, 4.2.2]. In addition,

ϕ(α)x ∈ Lp(B,m) for all x ∈ Lp(B,m), α ∈ L0(Ω), 1 ≤ p < ∞,

and ϕ(α)xp,m = |α|xp,m.
We use the following important property of order continuity of the norm  · p,m.

Proposition 2. If {xn} ⊂ Lp(B,m) and xn ↓ 0, then xnp,m ↓ 0.

Proof. Since xp
n ↓ 0, it follows that Im(x

p
n) ↓ 0 (see the Dominated Convergence

Theorem 6.1.5 [3]). Thus xnp,m ↓ 0. □

Using Proposition 2 for any sequence

{xn} ⊂ Lp(B,m), xn ↑ x ∈ Lp(B,m),

we get the convergence x− xnp,m ↓ 0.

Recall that writing yn
(o)−→ y for elements yn, y, n = 1, 2, . . . , from a vector lattice

F means that the sequence {yn} (o)-converges to the element y, i.e. there exist sequences
an, bn ∈ F such that an ↑ y, bn ↓ y and an ≤ yn ≤ bn for all n = 1, 2, . . . It is known
that if yn

(o)−→ y then λyn
(o)−→ λy for any λ ∈ R and |yn − y| (o)−→ 0 (see, for example, [7,

Chapter III, §7]).

Proposition 3. If x, xn ∈ L0(B), n = 1, 2, . . . , and xn ↓ 0, then |x| · xn ↓ 0.
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12 V. I. Chilin G. B. Zakirova

Proof. It is clear that |x| · xn ↓ y ∈ L0(B), y ≥ 0. If y ∕= 0 then there exists ε > 0

such that e = {y ≥ ε} ∕= 0. Since

e · |x| · xn ≥ e · y ≥ εe,

it follows that e · |x| ∕= 0. Thus there exists δ > 0 such that p = {e · |x| ≥ δ} ∕= 0 and
p ≤ e. Therefore, i(p|x|) ∕= 0 and

s(i(p|x|)) · xn = i(p|x|) · p|x| · xn ≥ i(p|x|) · εp ∕= 0 for all n = 1, 2, . . . ,

which is impossible, because

0 ≤ s(i(p|x|)) · xn ≤ xn ↓ 0.

Thus y = 0, that is, |x| · xn ↓ 0. □

To describe the isometries of Banach-Kantorovich Lp-spaces, we need the notion of
convergence in measure generated by a Maharam measure m.

Definition 1. We say that the sequence {xn}∞n=1 ⊂ L0(B) converges in measure m to an
element x ∈ L0(B) (notation xn

m−→ x) if

m({|xn − x| > ε}) (o)−→ 0 for all ε > 0.

We need the following properties of measure convergence.

Proposition 4. (i). If xn, x, y ∈ L0(B), n = 1, 2 . . . , and xn
m−→ x, xn

m−→ y, then
x = y.

(ii). If xn, x ∈ L0(B), n = 1, 2 . . . , and xn
(o)−→ x, then xn

m−→ x.

(iii). If xn, x ∈ Lp(B,m), n = 1, 2 . . . , 1 ≤ p < ∞, and xn − xp,m
(o)−→ 0, then

xn
m−→ x.

Proof. (i). Let us first show that for any a, b ∈ L0(B), ε > 0, the inequality

{|a+ b| > ε} ≤ {|a| > ε

2
} ∨ {|b| > ε

2
} (1)

is valid.
Let e = {|a| > ε

2
}, q = {|b| > ε

2
}. Since Ce = {|a| ≤ ε

2
}, Cq = {|b| ≤ ε

2
}, it follows

that

(Ce ∧ Cq) · |a+ b| ≤ (Ce ∧ Cq) · |a|+ (Ce ∧ Cq) · |b| ≤ 2 · ε
2
· (Ce ∧ Cq) = ε · (Ce ∧ Cq).

Thus {|a+ b| ≤ ε} ≥ Ce ∧ Cq, and therefore

{|a+ b| > ε} = C({|a+ b| ≤ ε}) ≤ C(Ce ∧ Cq) = e ∨ q.
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Let now xn, x, y ∈ L0(B), n = 1, 2 . . . , and xn
m−→ x, xn

m−→ y. Let

ek = {|x− y| > 1

k
}, k = 1, 2, . . . , and e = sup

k≥1
ek.

If pn,k = {|xn − x| > 1
2k
}, qn,k = {|xn − y| > 1

2k
} then using the equality

x− y = (xn− y)+ (x−xn) and the inequality (1), we obtain that ek ≤ pn,k ∨ qn,k. Thus

0 ≤ m(ek) ≤ m(pn,k) +m(qn,k)
(o)−→ 0 as n → ∞.

Consequently, m(ek) = 0, that is, ek = 0 for any k = 1, 2, . . . . Therefore, e = sup
k≥1

ek = 0,

which implies that x = y.
(ii). Since xn

(o)−→ x, it follows that |xn−x| (o)−→ 0. Thus there exists 0 ≤ zn ∈ L0(B)

such that
|xn − x| ≤ zn ↓ 0.

Let ε > 0 and en = {|xn − x| > ε}. Using inequalities

0 ≤ εen ≤ en|xn − x| ≤ enzn ≤ zn ↓ 0,

we obtain that en
(o)−→ 0. Thus

qn = sup
k≥n

ek ↓ 0 and m(en) ≤ m(qn) ↓ 0.

Consequently, m({|xn − x| > ε}) = m(en)
(o)−→ 0 for any ε > 0, that is, xn

m−→ x.
(iii). Since 

|xn − x|pdm = xn − xpp,m
(o)−→ 0,

it follows that there exists {αn}∞n=1 ⊂ L0(Ω) such that αn ↓ 0 and


|xn − x|pdm ≤ αn for all n = 1, 2 . . .

Let ε > 0 and en = {|xn − x| > ε}. Using the inequalities

εpm(en) = εp


endm ≤


en|xn − x|pdm ≤


|xn − x|pdm ≤ αn,

we obtain that
0 ≤ m(en) ≤

1

εp
αn ↓ 0,

that is, m(en)
(o)−→ 0. Thus xn

m−→ x. □
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2. Description of isometries of Banach-Kantorovich Lp-spaces

Let B be a complete Boolean algebra and let m : B → L0(Ω) be a Maharam
measure for which m(1B) = 1B(Ω). The algebra L0(Ω) is identified with the algebra
L0(∇(m)) = C∞(Q(∇(m))), which is a subalgebra and a regular vector sublattice in
L0(B) = C∞(Q(B)).

Repeating the proof of Theorem 2.1 and Corollary 2.1 from [5] we have the following
version of these statements for the Magaram measure m.

Theorem 1. Let x, y ∈ Lp(B,m), 1 ≤ p < ∞, p ∕= 2. Then the equality

x+ ypp,m + x− ypp,m = 2(xpp,m + ypp,m)

is valid if and only if x · y = 0.

Let U : Lp(B,m) → Lp(B,m), 1 ≤ p < ∞, p ∕= 2, be a linear isometry, that is, U

is a linear map and U(x)p,m = xp,m for all x ∈ Lp(B,m). If x, y ∈ Lp(B,m) and
x · y = 0, then by Theorem 1 we have

U(x) + U(y)pp,m + U(x)− U(y)pp,m = U(x+ y)pp,m + U(x− y)pp,m =

= x+ ypp,m + x− ypp,m = 2(xpp,m + ypp,m) = 2(U(x)pp,m + U(y)pp,m).
Again using Theorem 1, we get U(x) · U(y) = 0. Thus, we have the following

Proposition 5. If U : Lp(B,m) → Lp(B,m), 1 ≤ p < ∞, p ∕= 2, is a linear isometry
and x, y ∈ Lp(B,m), x · y = 0, then U(x) · U(y) = 0.

A linear operator T : L0(B) → L0(B) is called a homomorphism if
T (x · y) = T (x) · T (y) for all x, y ∈ L0(B). If 0 ≤ x ∈ L0(B), then
T (x) = T (

√
x) · T (

√
x) ≥ 0, that is, the homomorphism T : L0(B) → L0(B) is a positive

operator.
A positive linear operator T : L0(B) → L0(B) is called normal(resp., completely

additive), if T (sup
α

xα) = sup
α

T (xα) for any increasing net

0 ≤ xα ↑ x ∈ L0(B), {xα} ⊂ L0(B)

(resp., T (

i∈I

ei) = sup
α∈A


i∈α

T (ei), for every family of idempotents

{ei}i∈I ⊂ B, eiej = 0, i ∕= j, i, j ∈ I,

where A = {α} is the net of all finite subsets of I, ordered by inclusion).
It is clear that the normality property for a positive linear operator implies that

this operator is a completely additive one. In the case when T : L0(B) → L0(B) is a
homomorphism, the converse implication is also valid.
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Theorem 2. ([1, Theorem 4]). The homomorphism T : L0(B) → L0(B) is a normal
operator if and only if T is completely additive operator.

Since m(1B) = 1B(Ω) and µ is a σ-finite measure, it follows that there exists a sequence
{en} ⊂ B(Ω) such that

µ(en) < ∞, enek = 0, n ∕= k, n, k = 1, 2, . . . , sup
n≥1

en = 1,

and {en ·m(q) : q ∈ B} ⊂ L1(Ω,Σ, µ). Consequently, the function

ν(q) =
∞

n=1



Ω

enm(q)dµ

is a σ-finite numerical measure on the Boolean algebra B, in particular, B is a Boolean
algebra of countable type. In this case, in the definition of normality (resp., completely
additivity) of a positive linear operator T : L0(B) → L0(B), instead of an increasing net
{xα} ⊂ L0(B) (resp., family of idempotents {ei}i∈I ⊂ B, eiej = 0, i ∕= j, i, j ∈ I),
one should take a sequences {xn} ⊂ L0(B) (resp., countable family of idempotents
{ei}i≥1 ⊂ B, eiej = 0, i ∕= j, i, j = 1, 2. . . . )

The following Theorem is a vector-valued version of Lamperti’s theorem (Theorem
3.1 [5]) for the Banach-Kantorovich space (Lp(B,m),  · p,m).

Theorem 3. Let U : Lp(B,m) → Lp(B,m), 1 ≤ p < ∞, p ∕= 2, be a linear isometry.
Then there exist a normal homomorphism T : L0(B) → L0(B) and y ∈ Lp(B,m) such
that U(x) = y · T (x) for all x ∈ Lp(B,m).

Proof. Define the mapping ϕ : B → B, by setting ϕ(e) = s(U(e)), e ∈ B, where s(U(e))

is the support of the element U(e) ∈ Lp(B,m). It is clear that ϕ(e) = 0 if and only if
e = 0. If e, g ∈ B and e ·g = 0, then U(e) ·U(g) = 0 (see Proposition 5). Consequently,
ϕ(e) · ϕ(g) = 0 and

ϕ(e ∨ g) = s(U(e+ g)) = s(U(e) + U(g)) = s(U(e)) + s(U(g)) =

= ϕ(e) + ϕ(g) = ϕ(e) ∨ ϕ(g).

Using mathematical induction, we obtain that

ϕ( sup
1≤i≤n

ei) = sup
1≤i≤n

ϕ(ei)

for any finite set of pairwise disjoint idempotents {ei}ni=1 ⊂ B.
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16 V. I. Chilin G. B. Zakirova

Let {ei}∞i=1 ⊂ B be a countable set of pairwise disjoint idempotents and let
gn = sup

1≤i≤n
ei, n = 1, 2, . . . Then gn ↑ sup

n≥1
gn = sup

i≥1
ei := e, and by Proposition 2 we get


n

i=1

U(ei)− U(e)p,m = U(gn)− U(e)p,m = U(gn − e)p,m = gn − ep,m ↓ 0,

that is,
∞
i=1

U(ei) = U(e) (the series converges with respect to the  · p,m-norm). Since

U(ei) · U(ej) = 0, i ∕= j, i, j = 1, 2 . . . , it follows that

sup
i≥1

ϕ(ei)) = sup
i≥1

s(U(ei)) = s(U(e)) = ϕ(e).

Moreover,
ϕ(1) = ϕ(e+ Ce) = s(U(e+ Ce)) = s(U(e) + U(Ce)) =

= s(U(e)) + s(U(Ce)) = ϕ(e) + ϕ(Ce),

that is, ϕ(Ce) = ϕ(1)− ϕ(e).
Thus, the mapping ϕ : B → B satisfies all the properties of a regular isomorphism

from Definition 3.2.3 [2, Chapter III, §3.2], so ϕ is an injective completely additive Boolean
homomorphism [2, Chapter III, §3.2, Remarks 3.2.4].

Using now Theorems 3 and 4 from [1], we get that there exists a unique injective
normal homomorphism T : L0(B) → L0(B) such that T (e) = ϕ(e) for all e ∈ B. In
addition, the restriction A = T |C(Q(B)) is  · ∞-continuous injective homomorphism
from C(Q(B)) into C(Q(B)).

For any e ∈ B we have that

U(e) = U(1− (1− e))s(U(e)) = U(1)ϕ(e)− U(1− e)ϕ(1− e)ϕ(e) =

= U(1)ϕ(e)− U(1− e)ϕ((1− e)e) = U(1)ϕ(e),

that is, U(e) = U(1)ϕ(e). If

x =
n

i=1

αiei ∈ S(B) ⊂ C(Q(B)), ei ∈ B, eiej = 0, i ∕= j, i, j = 1, . . . , n,

is a step element, then

U(x) =
n

i=1

αiU(ei) = U(1)
n

i=1

αiT (ei) = U(1) · T (x).

Let x ∈ C(Q(B)), and let {xn}∞n=1 ⊂ S(B) be a sequence of step elements such
that xn − x∞ → 0. Then

T (xn)− T (x)∞ = A(xn)− A(x)∞ → 0.
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Therefore

U(xn)− U(1)T (x)p,m = U(1) · T (xn)− U(1)T (x)p,m = U(1) · T (xn − x)p,m ≤

≤ U(1)p,m · T (xn − x)∞ → 0.

Since

U(xn)− U(x)p,m = U(xn − x)p,m = xn − xp,m ≤ xn − x∞1p,m → 0,

it follows that U(x) = U(1)T (x).
Let us show that Ux = U(1) · T (x) holds for all x ∈ Lp(B,m). It suffices to

check this equality for all 0 ≤ x ∈ Lp(B,m). Let 0 ≤ x ∈ Lp(B,m), and let
0 ≤ xn = x · χ{0≤x≤n1} ∈ C(Q(B)). Since xn ↑ x and the norm  · p,m is order
continuous norm (Proposition 2), it follows that

U(1) · T (xn)− U(x)p,m = U(xn)− U(x)p,m = U(xn − x)p,m = xn − xp,m ↓ 0.

Thus, U(1) · T (xn)− U(x)
m−→ 0 (Proposition 4 (iii)), that is, U(1) · T (xn)

m−→ U(x).
Using the normality of the homomorphism T we obtain that T (xn) ↑ T (x).

Consequently (Proposition 3),

|U(1) · T (xn)− U(1) · T (x)| = |U(1)| · |T (xn)− T (x)| ↓ 0,

that is, U(1) · T (xn)
(o)−→ U(1) · T (x). Using Proposition 4 (ii), we obtain that

U(1) · T (xn)
m−→ U(1) · T (x). Thus, U(x) = U(1) · T (x) (Proposition 4 (i)). Therefore,

Ux = U(1) · T (x) for all x ∈ Lp(B,m). □
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1. Principia Universalia

Consider the noncooperative N -player normal-form game under uncertainty

〈N, {Xi}i∈N, Y, {fi(x, y)}i∈N〉, (1)

where N = {1, 2, . . . , N ≥ 2} denotes the set of players; each player i ∈ N chooses
and uses a pure strategy xi ∈ Xi ⊂ Rni ( i ∈ N ), which yields a strategy profile
x = (x1, . . . , xN) ∈ X =


i∈N Xi ⊆ Rn


n =


i∈N ni


; regardless of the players actions,

an uncertainty y ∈ Y ⊂ Rm is realized in game (1); the payoff function fi(x, y) of player
i is defined on the pairs (x, y) ∈ X × Y , and its value is called the payoff of player i.

At a conceptual level, the goal of each player in the standard setup considered before
was to choose his strategy so as to achieve as great payoff as possible.

The middle of the twentieth century was a remarkable period for the theory of
noncooperative games. In 1949, 21 years old Princeton University postgraduate J. Nash
suggested and proved the existence of a solution [1] that subsequently became known as
the Nash equilibrium: a strategy profile xe ∈ X is called Nash equilibrium in a game
N, {Xi}i∈N , {fi[x]}i∈N


if

max
xi∈Xi

fi [x
exi] = fi [x

e] (i ∈ N),

where [xexi] =

xe
1, . . . , x

e
i−1, xi, x

e
i+1, . . . , x

e
N


.

This concept (and the approach driven by it) has become invaluable for resolving
global (and other) problems in economics, social and military sciences. After 45 years,
in 1994, J. Nash together with R. Selten and J. Harsanyi were awarded the Nobel
Prize in Economic Sciences "for their pioneering analysis of equilibria in the theory of
non-cooperative games."In 1951, American mathematician, economist and statistician L.
Savage, who worked as a statistics assistant for J. von Neumann during World War II,
proposed [2] the principle of minimax regret (the Savage–Niehans risk). In particular, for
a single-criterion choice problem under uncertainty Γ = 〈X, Y,ϕ(x, y)〉, the principle of
minimax regret can be written as

min
x∈X

max
y∈Y

R(x, y) = max
y∈Y

R (xe, y) = R (2)

where the Savage–Niehans risk function [2] has the form

R(x, y) = max
z∈X

ϕ(z, y)− ϕ(x, y) (3)

The value R(x, y) is called the Savage–Niehans risk in a single-criterion choice problem
Γ. It describes the risk of decision makers while choosing an alternative x (the difference
between the desired value of the criterion maxx∈X ϕ(x, y) and the realized value ϕ(x, y)).
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Note that a decision maker seeks to reduce precisely this risk as much as posible by
choosing x ∈ X. In fact, the combination of the concept of Nash equilibrium with the
principle of minimax regret is the fundamental idea of this work. Such an approach
matches the desire of each player not only to increase his playoff, but also to reduce
his risk with realizing this desire.

In this context, two questions arise naturally:
1. How can we combine the two objectives of each player (payoff increase with simultaneous
risk reduction) using only one criterion?
2. How can we combine these actions (alternatives) in a single strategy profile, in such a
way that uncertainty is also accounted for?

2. How Can We Combine the Objectives of Each Player to
Increase the Payoff and Simultaneously Reduce the Risk?

Construction of Savage–Niehans Risk Function
Recall that, in accordance with the principle of minimax regret, the risk of player i is

defined by the Savage–Niehans risk function [3–5]

Ri(x, y) = max
z∈X

fi(z, y)− fi(x, y), (4)

where fi(x, y) denotes the payoff function of player i in game (1). Thus, to construct the
risk function Ri(x, y) for player i, first we have to find the dependent maximum

max
x∈X

fi(x, y) = fi[y]

for all y ∈ Y. To calculate fi[y], in accordance with the theory of two-level hierarchical
games, it is necessary to assume the discrimination of the lower-level player, who forms
the uncertainty y ∈ Y and sends this information to the upper level for constructing
counterstrategies x(i)(y) : Y → X so that

max
x∈X

fi(x, y) = fi

x(i)(y), y


= fi[y] ∀y ∈ Y.

The set of such counterstrategies is denoted by XY . (Actually, this set consists of n-
dimensional vector functions x(y) : Y → X with the domain of definition Y and the
codomain X.) Thus, to construct the first term in (4) at the upper level of the hierarchy,
we have to solve N single-criterion problems of the form


XY,Y, fi(x, y)


(i ∈ N),

for each uncertainty y ∈ Y; here XY is the set of counterstrategies x(y) : Y → X, i.e.,
the set of pure uncertainties y ∈ Y. The problem itself consists in determining the scalar
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functions fi[y] defined by the formula

fi[y] = max
x(·)∈XY

fi(x, y) ∀y ∈ Y.

After that, the Savage-Niehans risk functions are constructed by formula (4).
Continuity of Risk Function, Guaranteed Payoffs and Risks
Hereinafter, the collection of all compact sets of Euclidean space Rk is denoted by

comp Rk, and if a scalar function ψ(x) on the set X is continuous, we write ψ(·) ∈ C(X).
The main role in this work will be played by the following result.

Proposition 1. If X ∈ compRn,Y ∈ compRm, and fi(·) ∈ C(X× Y), then
(a) the maximum function maxx∈X fi(x, y) is continuous on Y;
(b) the minimum function miny∈Y fi(x, y) is continuous on X.

These assertions can be found in most monographs on game theory, operations
research, systems theory, and even in books on convex analysis [6].

Corollary 1. If in game (1) the sets X ∈ comp Rn and Y ∈ comp Rm and the functions
fi(·) ∈ C(X × Y), then the Savage-Niehans risk function Ri(x, y) (i ∈ N) is continuous
on X× Y.

Indeed, by Proposition 1 the first term in (4) is continuous on Y and a difference of
continuous functions is itself continuous for all (x, y) ∈ X× Y.

Let us proceed with guaranteed payoffs and risks in game (1). In a series of
publications [7, 8], three different ways to account for uncertain factors of decision-
making in conflicts under uncertainty were proposed. Our analysis below will be confined
to one of them presented in [8]. The method that will be applied here consists in the
following. Each payoff function fi(x, y) in game (1) is associated with its strong guarantee
fi[x] = miny∈Y fi(x, y) (i ∈ N). As a consequence, choosing their strategies from a strategy
profile x ∈ X, the players ensure a payoff fi[x] ≤ fi(x, y) ∀y ∈ Y to each player i, i.e., under
any realized uncertainty y ∈ Y . Such a strongly-guaranteed payoff fi[x] seems natural for
the interval uncertainties y ∈ Y, because no additional probabilistic characteristics of
y (except for information on the admissible set Y ⊂ Rm ) are available. An example
of such uncertainties can be the length of women’s skirts [18]. For a clothing factory,
production planning for a next year heavily affects its future profits; however, in view
of the vagaries of fashion and female logic dictating fashion trends, availability of any
probabilistic characteristics would be hardly expected. In such problems, it is possible
to establish only some obvious limits of length variations. Proposition 1, in combination
with Corollary 1 as well as the continuity of fi(x, y) and Ri(x, y) on X × Y , leads to the
following result.
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Proposition 2. If in game (1) the sets Xi(i ∈ N) and Y are compact and the payoff
functions fi(x, y) are continuous on X × Y , then the guaranteed payoffs

fi[x] = min
y∈Y

fi(x, y) (i ∈ N) (5)

and the guaranteed risks
Ri[x] = max

y∈Y
Ri(x, y) (i ∈ N) (6)

are scalar functions that are continuous on X.

Remark 1. First, the meaning of the guaranteed payoff fi[x] from (5) is that, for any
y ∈ Y, the realized payoffs fi(x, y) are not smaller than fi[x]. In other words, using his own
strategies from a strategy profile x ∈ X in game (1), each player ensures a payoff fi(x, y)

of at least fi[x] under any uncertainty y ∈ Y (i ∈ N). Therefore, the guaranteed payoff
fi[x] gives a lower bound for all possible payoffs fi(x, y) occurring when the uncertainty
y runs through all admissible values from Y. Second, the guaranteed risk Ri[x] also gives
an upper bound for all Savage–Niehans risks Ri(x, y) that can be realized under any
uncertainties y ∈ Y. Indeed, from (6) it immediately follows that

Ri(x, y) ≤ Ri[x] ∀y ∈ Y (i ∈ N).

Thus, adhering to his strategy xi from a strategy profile x ∈ X, player i ∈ N obtains
a guarantee in the playoff fi[x], because fi[x] ≤ fi(x, y) ∀y ∈ Y , and simultaneously a
guarantee in the risk Ri[x] ≥ Ri(x, y) ∀y ∈ Y .

3. Transition from Game (1) to a Noncooperative Game with
Two-Component Payoff Function

The new mathematical model of a noncooperative N -player game under uncertainty
with a two-component payoff function of each player in the form

G = 〈N, {Xi}i∈N, Y, {fi(x, y),−Ri(x, y)}i∈N〉

matches the desire of each player to increase his payoff and simultaneously reduce his risk.
Here, N, Xi and Y are the same as in game (1); the novelty consists in the transition from
the one-component function fi(x, y) of each player i to the two-component counterpart
{fi(x, y),−Ri(x, y)}, where Ri(x, y) denotes the Savage-Niehans risk function for player
i. Recall that Ri(x, y) figures in the game G with the minus sign, as in this case player
i seeks to increase both criteria simultaneously by an appropriate choice of his strategy
xi ∈ Xi. In this model, we expect any uncertainty y ∈ Y to occur. Since Ri(x, y) ≥ 0 for
all (x, y) ∈ X× Y, an increase of −Ri(x, y) is equivalent to a reduction of Ri(x, y).
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Since the game G involves interval uncertainties y ∈ Y only (the only available
information is the range of their variation), each player i ∈ N should focus on the
guaranteed payoffs fi[x] from (5) and the guaranteed risks Ri[x] from (6), This approach
allows one to pass from the game G to the game of guarantees

Gg =

N, {Xi}i∈N , {fi[x],−Ri[x]}i∈N


,

in which each player i ∈ N chooses his strategy xi ∈ Xi so as to simultaneously maximize
both criteria fi[x] and −Ri[x]. By "freezing"the strategies of all players in Gg except for
xi, we arrive at the bi-criteria choice problem

Gg
i = 〈Xi, {fi[x],−Ri[x]}〉

for each player i. Recall that, in the bi-criteria choice problem Gg
i , the strategies of all

players except for player i are considered to be fixed ("frozen"), and this player i chooses
his strategy xi ∈ Xi so that for xi = xS

i the maximum possible values of fi[x] and −Ri[x]

are simultaneously realized. Right here it is necessary to answer the first of the two major
questions formulated at the end of article.

4. How Can We Combine the Objectives of Each Player (Increase
Payoff and Simultaneously Reduce Realized Risk) Using Only

One Criterion?

To answer this question, we will apply the concept of vector optimum-the Pareto
efficient solution-proposed in 1909 by Italian economist and sociologist Pareto [10].

In what follows, for the choice problem Gg
i , introduce the notations fi [xi] = fi[x] and

Ri [xi] = Ri[x] for the frozen strategies of all players except for the strategy xi of player
i. Then the problem Gg

i = 〈Xi, {fi[x],−Ri[x]}〉 can be transformed into

〈Xi, {fi [xi] ,−Ri [xi]}〉 . (7)

Proposition 3. If in problem (7) there exists a strategy xe
i ∈ Xi and a value σi ∈ (0, 1)

such that xe
i maximizes the scalar function

Φi [xi] = fi [xi]− σiRi [xi] (8)

i.e.,
Φi [x

e
i ] = max

xi∈Xi

(fi [xi]− σiRi [xi]) (9)

then xe
i is the Pareto-maximal alternative in (7); in other words, for any xi ∈ Xi the

system of two inequalities

fi [xi]  fi [x
e
i ] , −Ri [xi]  −Ri [x

e
i ] ,
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with at least one strict inequality, is inconsistent.

Assume on the contrary that the strategy xe
i yielded by (9) is not the Pareto-maximal

alternative in problem (7) . Then there exists a strategy x̄i ∈ Xi of player i such that the
system of two inequalities

fi [x̄i]  fi [x
e
i ] , −Ri [x̄i]  −Ri [x

e
i ]

with at least one strict inequality, is consistent.
Multiply both sides of the first inequality by 1−σi > 0 and of the other inequality by

σi > 0 and then add separately the left- and right-hand sides of the resulting inequalities
to obtain

(1− σi) fi [x̄i]− σiRi [x̄i] > (1− σi) fi [x
e
i ]− σiRi [x

e
i ]

or, taking into account (8),
Φi [x̄i] > Φi [x

e
i ]

This strict inequality contradicts (9), and the conclusion follows.

Remark 2. The combination of criteria (5) and (6) in form (8) is of interest for
two reasons. First, even if for x̄i ∕= xe

i we have an increase of the guaranteed result
fi [x̄i] > fi [x

e
i ], then due to the Pareto maximality of xe

i and the fact that Ri [xi] ≥ 0

such an improvement of the guaranteed payoff fi [x̄i] > fi [x
e
i ] inevitably leads to an

increase of the guaranteed risk Ri [x̄i] > Ri [x
e
i ]; conversely, for the same reasons,

a reduction of the guaranteed risk Ri [x̄i] < Ri [x
e
i ] leads to a reduction of the

guaranteed payoff fi [x̄i] < fi [x
e
i ] (both cases are undesirable for player i). Therefore, the

replacement of the bi-criteria choice problem (7) with the single-criterion choice problem
〈Xi, fi [xi]− σiRi [xi]〉 matches the desire of player i to increase fi[xi] and simultaneously
reduce Ri[xi].

Second, since Ri [xi] ≥ 0, an increase of the difference fi [xi] − σiRi [xi] also matches
the desire of player i to increase the guaranteed payoff fi[x] and simultaneously reduce
the guaranteed risk Ri[x].

5. Formalization of Guaranteed Equilibrium in Payoffs and Risks
for Game (1)

Now, let us answer the second question from the begining: how can we combine the
efforts of all N players in a single strategy profile taking into account the existing interval
uncertainty? To do this, from game (1) we will pass sucessively to noncooperative games
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Γ1,Γ2 and Γ3, where

Γ1 =

N, {Xi}i∈N ,Y, {fi(x, y),−Ri(x, y)}i∈N


,

Γ2 =

N, {Xi}i∈N , {fi[x],−Ri[x]}i∈N


,

Γ3 =

N, {Xi}i∈N , {Φi[x] = fi[x]− σiRi[x]}i∈N


.

In all these three games, N = {1, 2, . . . , N ≥ 2} is the set of players; xi ∈ Xi ⊂ Rni(i ∈ N)
denote the strategies of player i; x = (x1, . . . , xN) ∈ X =


i∈N Xi ⊂ Rn


n =


i∈N ni



forms a strategy profile; y ∈ Y ⊂ Rm are uncertainties; the payoff function fi(x, y) of
each player i ∈ N is defined on the pairs (x, y) ∈ X × Y, in (4), Ri(x, y) denotes the
Savage–Niehans risk function of player i; finally, σi ∈ (0, 1) (i ∈ N) are some constants.
In the game Γ1, the payoff function of player i becomes two-component as the difference
between the payoff function fi(x, y) of player i from (1) and the risk function Ri(x, y)

from (4).
In the game Γ2, the payoff function fi(x, y) and the risk function Ri(x, y) are replaced

with their guarantees fi[x] = miny∈Y fi(x, y) and Ri[x] = maxy∈Y Ri(x, y), respectively.
Finally, in the game Γ3, the linear combination of the guarantees fi[x] and −Ri[x] (see
Proposition 3) is used instead of the payoff function of player i.

6. Internal Instability of the Set of Nash Equilibria

Consider a noncooperative N -player game in pure strategies (a non-zero-sum game of
guarantees) of the form

Γ =

N, {Xi}i∈N , {Φi[x]}i∈N


(10)

Each player i chooses and uses his pure strategy xi ∈ Xi ⊂ Rni without making
coalitions with other players, thereby forming a strategy profile x = (x1, . . . , xN) ∈
X =


i∈N Xi ⊆ Rn


n =


i∈N ni


; a payoff function Φi[x] is defined for each i ∈ N on

the set of strategy profiles X, and its value is called the payoff of player i. Below, we will
again use the notations [xexi] =


xe
1, . . . , x

e
i−1, xi, x

e
i+1, . . . , x

e
N


and Φ = (Φ1, . . . ,ΦN).

Definition 1. A strategy profile xe = (xe
1, . . . , x

e
N) ∈ X is called a Nash equilibrium in

game (10) if
max
xi∈Xi

Φi [x
exi] = Φi [x

e] (i ∈ N) (11)

denote by Xe the set {xe} of Nash equilibria in game (10).

Let us analyze the internal instability of Xe. A subset X∗ ⊂ Rn is internally unstable
if there exist at least two strategy profiles x(j) ∈ X∗(j = 1, 2) such that


Φ

x(1)


< Φ


x(2)


⇔


Φi


x(1)


< Φi


x(2)


(i ∈ N)


(12)
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and internally stable otherwise.
For example, let us consider the two-player game


{1, 2}, {Xi = [−1, 1]}i=1,2 ,


fi(x) = −x2

i + 2x1x2


i=1,2


(13)

A strategy profile xe = (xe
1, x

e
2) ∈ [−1, 1]2 is a Nash equilibrium in game (13) if (see (5))

−x2
i + 2x1x

e
2 ≤ − (xe

i )
2 + 2xe

1x
e
2 ∀xi ∈ [−1, 1](i = 1, 2)

which is equivalent to

− (x1 − xe
2)

2  − (xe
1 − xe

2)
2 , − (xe

1 − x2)
2  − (xe

1 − xe
2)

2

Therefore, xe
1 = xe

2 = α ∀α = const ∈ [−1, 1], i.e., in (13) we have the sets

Xe = {(α,α) | ∀α ∈ [−1, 1]}

and fi (X
e) =


xe∈Xe fi (x

e) =


α∈[−1,1] (α
2,α2). Thus, the set Xe is internally

unstable, since for game (13) with x(1) = (0, 0) and x(2) = (1, 1) we obtain
fi

x(1)


= 0 < fi


x(2)


= 1(i = 1, 2)(see (6)).

Remark 3. In the zero-sum setup of game (10) (i.e., with N = {1, 2} and f1 = −f2 = f̄

,

the equality f̄

x(1)


= f̄


x(2)


holds for any two saddle points x(k) ∈ X(k = 1, 2) (by the

equivalence of saddle points). Therefore, the set of saddle points in the zero-sum game is
always internally stable. Note that a saddle point is a Nash equilibrium in the zero-sum
set-up of game (10).

Remark 4. In the non-zero-sum setup of game (10), internal instability (see the previous
example) does not occur if there is a unique Nash equilibrium in (10).

Let us associate with game (10) an auxiliary N -criteria choice problem of the form

Γc =

Xe, {Φi[x]}i∈N


(14)

where the set Xe of alternatives x coincides with the set of Nash equilibria xe of game
(10) and the ith criterion Φi[x] is the payoff function (8) of player i.

Definition 2. An alternative xP ∈ Xe is a Pareto-maximal (weakly efficient) alternative
in (14) if for all x ∈ Xe the system of inequalities

Φi[x]  Φi


xP


(i ∈ N),

with at least one strict inequality, is inconsistent. Denote by XP the set

xP


of all such

strategy profiles.

In accordance with Definition 2, the set XP ⊆ Xe is internally stable.
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The following assertion is obvious. If


i∈N

fi(x) 


i∈N

fi

xP


(15)

for all x ∈ Xe, then xP is a Pareto-maximal alternative in problem (14).

Remark 5. A branch of mathematical programming focused on numerical methods
of Nash equilibria design in games (10) has recently become known as equilibrium
programming. At Moscow State University, research efforts in this field are being
undertaken by the groups of Professors F.P. Vasiliev and A.S. Antipin at the Faculty
of Computational Mathematics and Cybernetics. However, the equilibrium calculation
methods developed so far yield a Nash equilibrium that is not necessarily Pareto-maximal
(in other words, the methods themselves do not guarantee Pareto maximality). At the
same time, such a guarantee appears (!) if equilibrium is constructed using the sufficient
conditions below-see Theorem 1.

7. Formalization of Pareto-Nash Equilibrium

Let us return to the noncooperative game (10)

Γ =

N, {Xi}i∈N , {Φi[x]}i∈N



associating with it the N -criteria choice problem (14)

Xe, {Φi[x]}i∈N


.

Recall that the set of Nash equilibria xe of game (10) (Definition 1) is denoted by Xe,
while the set of Pareto-maximal alternatives xP of problem (14) (Definition 2) is denoted
by XP.

Definition 3. A strategy profile x∗ ∈ X is called a Pareto-Nash equilibrium in game (10)
if x∗ is simultaneously
(a) a Nash equilibrium in (10) (Definition 1) and
(b) a Pareto-maximal alternative in (14) (Definition 2).

Remark 6. The existence of x∗ in game (10) with Xe ∕= ∅, compact sets Xi and continuous
payoff functions Φi[x](i ∈ N) follows directly from the fact that Xe ∈ compX.

8. Sufficient Conditions of Pareto-Nash Equilibrium in Game (10)

Relying on (5) and (15), introduce N + 1 scalar functions of the form

ϕi(x, z) = fi (zxi)− fi(z) (i ∈ N),
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ϕN+1(x, z) =


r∈N

fr(x)−


r∈N

fr(z), (16)

where z = (z1, . . . , zN) , zi ∈ Xi (i ∈ N), z ∈ X, and x ∈ X. The Germeier convolution [11,
p.66] of the scalar functions (16) is given by

ϕ(x, z) = max
j=1,...,N+1

ϕj(x, z). (17)

Finally, let us associate with game (10) and the N -criteria choice problem (14) the zero-
sum game

〈X,Z = X,ϕ(x, z)〉, (18)

in which the first player chooses his strategy x ∈ X to increase the payoff function, while
the opponent (the second player) forms his strategy z ∈ X, seeking to decrease as much
as possible the payoff function ϕ(x, z) from (16) and (17).

A saddle point (x0, z∗) ∈ X2 in game (18) is defined by the chain of inequalities

ϕ (x, z∗)  ϕ

x0, z∗


 ϕ


x0, z


∀x, z ∈ X. (19)

In this case, the saddle point is formed by the minimax strategy z∗,

min
z∈X

max
x∈X

ϕ(x, z) = max
x∈X

ϕ (x, z∗)


,

in combination with the maximin strategy x0,

max
x∈X

min
z∈X

ϕ(x, z) = min
z∈X

ϕ

x0, z


,

in game (18).
The next result provides a sufficient condition for the existence of a Pareto equilibrium

in game (10).

Theorem 1. If there exists a saddle point (x0, z∗) in the zero-sum game (18) (i.e.,
inequalities (19) hold), then the minimax strategy z∗ is a Pareto-Nash equilibrium in
game (10).

Докаателство. Let z = x0 in the right-hand inequality of (19). Then, using (16) and
(17), we obtain

ϕ

x0, x0


= max

j=1,...,N+1
ϕj


x0, x0


= 0

In accordance with (19), it appears that

0  ϕ (x, z∗) = max
j=1,...,N+1

ϕj (x, z
∗) ∀x ∈ X.
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Therefore, the following chain of implications is valid for all x ∈ X :

0  max

j=1,...,N+1
ϕj (x, z

∗)  ϕj (x, z
∗)



=⇒ [ϕj (x, z
∗)  0(j = 1, . . . , N + 1)]

(16)
=⇒ {[fi (z∗xi)− fi (z

∗)  0 ∀xi ∈ Xi (i ∈ N)]





i∈N

fi(x)−


i∈N

fi (z
∗)  0 ∀x ∈ Xe



=⇒


max
xi∈Xi

fi (z
∗xi) = fi (z

∗) (i ∈ N)




max
x∈Xe



i∈N

fi(x) =


i∈N

fi (z
∗)



(5),(15)
=⇒


[z∗ ∈ Xe]


z∗ ∈ XP


,

due to the inclusion Xe ⊆ X. □

Remark 7. Theorem 1 suggests the following design method for a Pareto–Nash
equilibrium x∗ in game (10).

Step 1. Using the payoff function Φi[x](i ∈ N) from (5.2.10) and also the vectors
z = (z1, . . . , zN) , zi ∈ Xi, and x = (x1, . . . , xN) , xi ∈ Xi(i ∈ N), construct the function
ϕ(x, z) by formulas (16) and (17).

Step 2. Find the saddle point (x0, z∗) of the zero-sum game (18). Then z∗ is the
Pareto-Nash equilibrium solution of game (10).

As far as we know, numerical calculation methods for the saddle point (x0, z∗) of the
Germeier convolution

ϕ(x, z) = max
j=1,...,N+1

ϕj(x, z)

are lacking; however, they are crucial (see Theorem 1) for constructing Nash equilibria
that are simultaneously Pareto-maximal strategy profiles. Seemingly, this is a new field
of equilibrium programming and it can be developed, again in our opinion, using the
mathematical tools of Germeier convolution optimization maxj ϕj(x) that were introduced
by Professor V. F. Demyanov.

Remark 8. The next statement follows from results of operations research (see
Proposition 1) and is a basic recipe for proving the existence of a Pareto-Nash equilibrium
in mixed strategies in game (10). Namely, in game (10) with the sets Xi ∈ comp
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Rni and the payoff functions Φi[·] ∈ C(X) ( i ∈ N), the Germeier convolution
ϕ(x, z) = maxj=1,...,N+1 ϕj(x, z)(16), (17) is continuous on X× X.

9. Formalization of Strongly-Guaranteed Equilibrium in Payoffs
and Risks

Let us consider the concept of guaranteed equilibrium in game (1) from the viewpoint
of a risk-neutral player. Assume each player i exhibits a risk-neutral behavior, i.e.,
chooses his strategy to increase the payoff (the value of the payoff function fi(x, y))
and simultaneously reduce the risk (the value of the Savage–Niehans risk function
Ri(x, y) = maxz∈X fi(z, y)− fi(x, y)) under any realization of the uncertainty y ∈ Y.
Hereinafter, we use three N -dimensional vectors f y (f1, . . . , fN) , R = (R1, . . . , RN),
and Φ = (Φ1, . . . ,ΦN) as well as N values σi ∈ (0, 1)(i ∈ N).

Definition 4. A triplet

xP, fP, RP


is called a strongly-guaranteed Nash

equilibrium in payoffs and risks in game (1) if first, fP = f

xP


and

RP = R

xP


; second, there exist scalar functions fi[x] = miny∈Y fi(x, y) and Ri[x]

= maxy∈Y Ri(x, y), Ri(x, y) = maxz∈X fi(z, y)− fi(x, y)(i ∈ N), that are continuous on X;
third, the set Xe of all Nash equilibria xe in the game of guarantees

Γ3 =

N, {Xi}i∈N , {Φi[x] = fi[x]− σiRi[x]}i∈N



is non-empty at least for one value σi ∈ (0, 1), i.e.,

max
xi∈Xi

Φi [x
exi] = Φi [x

e] , (i ∈ N),

where Xe = {xe} and [xexi] =

xe
1, . . . , x

e
i−1, xi, x

e
i+1, . . . , x

e
N


; fourth, xP is a Pareto-

maximal alternative in the N -criteria choice problem of guarantees

Xe, {Φi[x]}i∈N


,

i.e., the system of inequalities

Φi[x]  Φi


xP


(i ∈ N) ∀x ∈ Xe,

with at least one strict inequality, is inconsistent.

Remark 9. Let us list a number of advantages of this equilibrium solution. First, as
repeatedly mentioned, economists often divide decision makers (in our game (1), players)
into three groups. The first group includes those who do not like to take risks (risk-averse
players); the second group, risk-seeking players; and the third group, those who consider
the payoffs and risks simultaneously (risk-neutral players). Definition 4 treats all players
as risk-neutral ones, though it would be interesting to analyze the players from different
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groups (risk-averse, risk-seeking and risk-neutral players). We hope to address these issues
in future work.

Second, lower and upper bounds on the payoffs and risks are provided by the
inequalities fi


xP


 fi


xP, y


∀y ∈ Y and Ri


xP


 Ri


xP, y


∀y ∈ Y, respectively;

note that the continuity of the guarantees fi[x] and Ri[x] follows directly from the
inclusions Xi ∈ compRni(i ∈ N),Y ∈ comp Rm, and fi[·] ∈ (X×Y ) (see Proposition 2).

Third, an increase of the guaranteed payoffs for a separate player (as compared to
fi

xP


) would inevitably cause an increase of the guaranteed risk (again, as compared

to Ri


xP


, whereas a reduction of this risk would inevitably cause a reduction of the

guaranteed payoff.
Fourth, it is impossible to increase the difference Φi


xP


for all players simultaneously

(this property follows from the Pareto maximality of the strategy profile xP ).
Fifth, the best solution has been selected from all guaranteed solutions, as the

difference Φi


xP


takes the largest value (in the sense of vector maximum).

Sixth, under the assumption that the sets Xi(i ∈ N) and Y are compact and the
payoff functions fi(x, y) are continuous on X × Y, the guarantees fi[x] and Rl[x] exist
and are continuous on X (Proposition 2). Therefore, the existence of solutions formalized
by Definition 4 rests on the existence of Nash equilibria in the game of guarantees. Note
that the framework developed in this section can be also applied to the concepts of Berge
equilibrium, threats and counterthreats, and active equilibrium.

Below we will present a new method of proving the existence of a strongly. guaranteed
Nash equilibrium in payoffs and risks. In particular, using the Germeier convolution of
the payoff function, we have already established sufficient conditions for the existence of
Nash equilibria in pure strategies that are simultaneously Pareto maximal with respect
to all other equilibria (see Theorem 1).

Concluding this section, we will show the existence of such an equilibrium in mixed
strategies under standard assumptions of noncooperative games (compact strategy sets
and continuous payoff functions of all players).

10. Existence of Pareto Equilibrium in Mixed Strategies

The hope that game (10) has a Pareto equilibrium in pure strategies (Deflnition 3)
is delusive. Such an equilibrium may exist only for a special form of the payoff functions,
a special structure of the strategy sets, and a special number of players. Therefore,
adhering to an approach that stems from Borel [12], von Neumann [13], Nash [1] and
their followers, we will establish the existence of a Pareto equilibrium in mixed strategies
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in game (10) under standard assumptions of noncooperative games (compact strategy sets
and continuous payoff functions).

Thus, suppose that in game (10) the sets Xi of pure strategies xi are convex and
compact in Rni (i.e., convex, closed and bounded; denote this by Xi ∈ cocomp Rni ) while
the payoff function fi[x] of each player i(i ∈ N) is continuous on the set of all pure strategy
profiles X =


i∈N Xi.

Consider the mixed extension of game (10). For each of the N compact sets Xi(i ∈ N),
construct the Borel σ-algebra B (Xi) and probability measures vi(·) of B (Xi) (i.e.,
nonnegative countably-additive scalar functions defined on the element of B (Xi) that
are normalized to 1 on Xi). Denote by {vi} the set of such measures, a measure vi(·) is
called a mixed strategy of player i(i ∈ N) in game (5.2.10) Then, for the same game (10),
construct mixed strategy profiles, i.e., the product measures v(dx) = v1 (dx1) · · · vN (dxN).
Denote by {v} the set of such strategy y profiles. Finally, calculate the expected values

fi(ν) =



X

fi(x)ν(dx) (i ∈ N). (20)

As a result, we associate with the game Γ3 (10) its mixed extension

Γ̃3 =

N, {vi}i∈N , {fi(ν)}i∈N


.

In the noncooperative game Γ3,
vi(·) ∈ {vi} is a mixed strategy of player i;
v(·) ∈ {v} is a mixed strategy profile;
fi(v) is the payoff function of player i, defined by (10).

In what follows, we will use the vectors z = (z1, . . . , zN) ∈ X, where zi ∈ Xi(i ∈ N),
and x = (x1, . . . , xN) ∈ X, as well as the mixed strategy profiles ν(·), µ(·) ∈ {v} and the
expected values

Φi(v) =



X

Φi(x)v(dx), Φi(µ) =



X

Φi(z)µ(dz)

Φi (µvi) =


X1

· · ·


Xi−1



Xi



Xi+1

· · ·


XN

Φi (z1, . . . , zi−1, xi, zi+1,

. . . , zN)µN (dzN) · · ·µi+1 (dzi+1) vi (dxi)µi−1 (dzi−1) · · ·µ1 (dz1) .

(21)

Once again, take notice that xi, zi ∈ Xi(i ∈ N) and x, z ∈ X.
The following concept of Nash equilibrium in mixed strategies ve(·) ∈ {v} in game

(10) corresponds to Definition 1 of a Nash equilibrium in pure strategies xe ∈ X in the
same game (10).
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Definition 5. A strategy profile νe(·) ∈ {ν} is called a Nash equilibrium in the game Γ3

if
Φi [v

evi]  Φi [v
e] ∀v(·) ∈ {vi} (i ∈ N) (22)

sometimes, the same strategy profile νe(·) ∈ {ν} will be also called a Nash equilibrium in
mixed strategies in game (10).

By Glicksberg’s theorem, under the conditions Xi ∈ cocompRni and fi(·) ∈
C(X)(i ∈ N), there exists a Nash equilibrium in mixed strategies in game (10). Denote
by Y the set of such mixed strategy profiles {v}. With the game Γ3 we associate the
N -criteria choice problem

Γν =

Y, {Φi[ν]}i∈N


. (23)

In (9), the DM chooses a strategy profile ν(·) ∈ Y in order to simultaneously maximize
all elements of a vector criterion Φ(v) = (Φ1(v), . . . ,ΦN(v)). Here a generally accepted
solution is a Pareto-maximal alternative.

Definition 6. A strategy profile vP(·) ∈ Y is called a Pareto-maximal alternative for the
N -criteria choice problem Γv from (9) if for any ν(·) ∈ Y the system of inequalities

Φi[ν]  ΦP
i [ν] (i ∈ N),

with at least one strict inequality, is inconsistent.

An analog of (15) states the following. If


i∈N

fi(v) 


i∈N

fi

vP


, (24)

for all v(·) ∈ Y, then the mixed strategy profile vP(·) ∈ Y is a Pareto-maximal alternative
in the choice problem Γν (9).

Definition 7. A mixed strategy profile v∗(·) ∈ {ν} is called a Pareto-Nash equilibrium
in mixed strategies in game (10) if
v∗(·) is a Nash equilibrium in the game Γ3 (Definition 5);
v∗(·) is a Pareto-maximal alternative in the multicriteria choice problem (9) (Definition 6).

Now, we will prove the existence of a Nash equilibrium in mixed strategies that is
simultaneously Pareto-maximal with respect to all other Nash equilibria.

Proposition 4. Consider the noncooperative game (10), assuming that
1. the set of pure strategies Xi of each player i is a nonempty, convex, and compaet set
in Rni(i ∈ N);
2. the payoff function Φi[x] of player i(i ∈ N ) is continuous on the set of all strategy
profiles X =


i∈N Xi.
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Then there exists a Pareto equilibrium in mixed strategies in game (10).

Докаателство. Using formulas (16) and (17), construct the scalar function

ϕ(x, z) = max
j=1,...,N+1

ϕj(x, z),

where, as before,
ϕi(x, z) = fi (zxi)− fi(z) (i ∈ N),

ϕN+1(x, z) =


r∈N

fr(x)−


r∈N

fr(z),

z = (z1, . . . , zN) ∈ X, zi ∈ Xi (i ∈ N), and x = (x1, . . . , xN) ∈ X, xi ∈ Xi (i ∈ N). By the
construction procedure and Remark 9, the function ϕ(x, z) is well-defined and continuous
on the product of compact sets X×X.

Introduce the auxiliary zero-sum game

Γa = 〈{I, II},X,Z = X,ϕ(x, z)〉.

In this game, player I chooses his strategy x ∈ X to maximize a continuous payoff function
ϕ(x, z) on X×Z (Z = X) while player II seeks to minimize it by choosing an appropriate
strategy z ∈ X.

Next, we can apply a special case of Glicksberg’s theorem to the game Γa, since the
saddle point in the game Γa coincides with the Nash equilibrium in the noncooperative
two-player game

Γ2 = 〈{I, II}, {X,Z = X}, {fI(x, z) = ϕ(x, z), fII(x, z) = −ϕ(x, z)}〉 .

In this game, player I chooses his strategy x ∈ X to maximize fI(x, z) = ϕ(x, z), while
player II seeks to maximize fII(x, z) = −ϕ(x, z). In the game Γ2, the sets X and Z = X

are compact, while the payoff functions fI(x, z) and fII(x, z) are continuous on X × Z.
Therefore, by the before mentioned Glicksberg theorem, there exists a Nash equilibrium
(νe, µ∗) in the mixed extension of the game Γ2, i.e.,

Γ2 =


{I, II}, {v}, {µ},




fi(ν, µ) =



X



X

fi(x, z)ν(dx)µ(dz)





i=I,II


.

Moreover, (νe, µ∗) obviously represents a saddle point in the mixed extension of the game
Γa,

Γa =


{I, II}, {ν}, {µ},ϕ(ν, µ) =



X



X

ϕ(x, z)v(dx)µ(dz)
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Consequently, by Glicksberg’s theorem, there exists a pair (νe, µ∗) representing a saddle
point of ϕ(v, µ), i.e.,

ϕ (ν, µ∗)  ϕ (νe, µ∗)  ϕ (νe, µ) , ∀ν(·), µ(·) ∈ {v}. (25)

Setting µ = νe in the right-hand inequality in (2), we obtain ϕ (νe, νe) = 0, and hence for
all ν(·) ∈ {ν} inequalities (2) yield

0  ϕ (ν, µ∗) =



X



X

max
j=1,...,N+1

ϕj(x, z)ν(dx)µ
∗(dz) (26)

As established in [14],

max
j=1,...,N+1



X



X

ϕj(x, z)v(dx)µ(dz)




X



X

max
j=1,...,N+1

ϕj(x, z)v(dx)µ(dz)

(27)

(This is an analog of the property that the maximum of a sum is not greater than the

sum of corresponding maxima.) From (11) and (12) it follows that

max
j=1,...,N+1



X



X

ϕj(x, z)v(dx)µ
∗(dz)  0 ∀v(·) ∈ {ν}

but then for each j = 1, . . . , N + 1 we surely have



X



X

ϕj(x, z)ν(dx)µ
∗(dz)  0 ∀v(·) ∈ {v}. (28)

Recall the normalization conditions of the mixed strategies and mixed strategy, profiles,

namely, 

X

vi (dxi) = 1,



X

µi (dzi) = 1(i ∈ N),


X

v(dx) = 1,



X

µ(dz) = 1, (29)

which hold ∀vi(·) ∈ {vi} and ∀µi(·) ∈ {µi} as well as ∀ν(·) ∈ {ν} and ∀µ(·) ∈ {µ}. Taking

these conditions into account, we will distinguish two cases, j ∈ N and j = N + 1, and
further specify inequalities (28) for each case.
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Case 1: j ∈ N Using (16) and (29) for each i ∈ N, inequality (28) is reduced to


X



X

[fi (zxi)− fi(z)] v(dx)µ
∗(dz) =



X



Xi

[fi (zxi)

−fi(z)] vi (dxi)µ
∗(dz) =



X



Xi

fi (zxi) vi (dxi)µ
∗(dz)

−


X

fi(z)µ
∗(dz)



Xi

vi (dxi)
(29)
=






X1

· · ·


Xi−1



Xi



Xi+1

· · ·


XN

fi (z1

. . . zi−1, xi, zi+1, . . . zN)µ
∗
N (dzN) · · ·µ∗

i+1 (dzi+1) vi (dxi)µ
∗
i−1 (dzi−1)

. . . µ∗
1 (dz1)]− fi (µ

∗) = fi (µ
∗vi)− fi (µ

∗)  0 ∀vi(·) ∈ {vi} .
In combination with (8), this inequality shows that µ∗(·) ∈ N, i.e., the mixed strategy
profile µ∗(·) is a Nash equilibrium in game (10) (Definition 5).

Case 2: j = N + 1 Now inequality (28) takes the form


X



X

ϕN+1(x, z)v(dx)µ
∗(dz) =



X



X



i∈N

fi(x)v(dx)µ
∗(dz)

−


X



X



i∈N

fi(z)v(dx)µ
∗(dz) =



X



i∈N

fi(x)v(dx)



X

µ∗(dz)

−


X



i∈N

fi(z)µ
∗(dz)



X

v(dx) =


i∈N



X

fi(x)v(dx)

−


i∈N



X

fi(z)µ
∗(dz)

(5.2.24)
=



i∈N

fi(v)−


i∈N

fi (µ
∗)  0 ∀v(·) ∈ N

since N ⊆ {v}. Hence, for vP = µ∗ we directly get (10), i.e., the strategy profile µ∗(·) is a
Pareto-maximal alternative in the N -criteria choice problem Γc (9) (Definition 2).

This result, together with the inclusion µ∗(·) ∈ N, completes the proof of
Proposition 4. □

11. De omni re scibili et quibusdam aliis

As easily noticed, all the constructions, and lines of reasoning used in our work can
be successfully carried over to the case of Berge equilibrium. We will do this below.

To avoid repetitions, we will emphasize the moments in the proof that are dictated
by the specifics of Berge equilibrium. Again consider the N -player game (1)


N, {Xi}i∈N ,Y, {fi(x, y)}i∈N
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and, using formulas (4), define the Savage-Niehans risk functions

Ri(x, y) = max
z∈X

fi(z, y)− fi(x, y).

Next, by formulas (5) and (6), construct the strongly-guaranteed payoff fi[x] of player i

and the corresponding guaranteed Savage-Niehans risk Ri[x]. As a result, we arrive at the
game of guarantees

Γg =

N, {Xi}i∈N , {fi[x],−Ri[x]}i∈N



Then it is natural to pass to the auxiliary game (10),

N, {Xi}i∈N , {Φi[x] = fi[x]− σiRi[x]}i∈N



with a constant σi ∈ (0, 1).
Recall that, if in the two-player game (N = {1, 2}) the players exchange their payoff

functions, then a Nash equilibrium in the new game is a Berge equilibrium in the original
game. Therefore, all the properties intrinsic to Nash equilibria remain in force for Berge
equilibria. In particular, the set of Berge equilibria is internally unstable. With this
instability in mind, let us introduce an analog of Definition 3 for the auxiliary game
(10). As before, [xzi] = [x1, . . . , xi−1, zi, xi+1, . . . , xN ].

Definition 8. A strategy profile xB ∈ X is called a Pareto-Berge equilibrium in game
(10) if xB =


xB
1 , . . . , x

B
N


is simultaneously

1. a Berge equilibrium in (10), i.e.,

max
x∈X

Φi


xxB

i


= Φi


xB


(i ∈ N),

and
2. a Pareto-maximal alternative in the N -criteria choice problem


XB, {Φi[x]}i∈N


,

i.e., for any x ∈ XB the system of inequalities

Φi[x]  Φi


xB


(i ∈ N),

with at least one strict inequality, is inconsistent.

Denote by XB the set of all

xB


.

Sufficient conditions for the existence of a Pareto-Berge equilibrium also involve
the Germeier convolution, with the N -dimensional vectors x = (x1, . . . , xN) ∈ X,
z = (z1, . . . , zN) ∈ X, f = (f1, . . . , fN), R = (R1, . . . , RN), and Φ = (Φ1, . . . ,ΦN), as well
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as N constants σi ∈ [0, 1] (i ∈ N). Specifically, consider the N + 1 scalar functions

ψ1(x, z) = Φ1 [z1, x2, . . . , xN ]− Φ1[z]

ψ2(x, z) = Φ2 [x1, z2, . . . , xN ]− Φ2[z]

· · ·

ψN(x, z) = Φ2 [x1, x2, . . . , zN ]− Φ2[z]

ψN+1(x, z) =
N

j=1

Φj[x]−
N

j=1

Φj[z]

(30)

and their Germeier convolution

ψ(x, z) = max
j=1,...,N+1

ψj(x, z). (31)

Proposition 5. If there exists a saddle point

x0, zB


∈ X× X in the zero-sum game

〈X,Z = X,ψ(x, z)〉

i.e.,
max
x∈X

ψ

x, zB


= ψ


x0, zB


= min

z∈X
ψ

x0, z



then the minimax strategy zB is a Pareto-Berge equilibrium in game (10).

Like in Proposition 4, we may establish the existence of a Pareto-Berge equilibrium
in mixed strategies.

Proposition 6. Consider the noncooperative game (10), assuming that
1. the sets Xi(i ∈ N) and Y are nonempty, convex and compact in Rni(i ∈ N);
2. the payoff functions fi(x, y)(i ∈ N) are continuous on the Cartesian product X×Y.

Then there exists a Pareto-Berge equilibrium in mixed strategies in this game.

12. A la fin des fins

Classical scholars believe that the whole essence of mathematical game theory is to
provide comprehensive answers to the following three questions:
1. What is an appropriate optimality principle for a given game?
2. Does an optimal solution exist?
3. If yes, how can one find it?
The answer to the first question for the noncooperative N -player game (1) is the concept
of Pareto-Nash equilibrium (Definition 4) or the concept of Pareto–Berge equilibrium
(Definition 8).
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Next, the answer to the second question is given by Propositions 4 or 6: if the sets of
strategies are convex and compact and the payoff functions of the players are continuous
on X×Y, then such equilibria exist in mixed strategies.

Finally, the answer to the third question is provided by the following procedure: first,
construct the guarantees of the outcomes fi[x] (5) and risks Ri[x] (6): second, define the
functions Φi[x] = fi[x]−σiRi[x](i ∈ N); third, find the Germeier convolution of the payoff
functions ϕ(x, z) using formulas (16) and (17) for Nash equilibrium or using formulas
(30) and (2) for Berge equilibrium; fourth, calculate the saddle point (x0, z∗) of this
convolution; then the minimax strategy z∗ is the desired Pareto-Berge (or Pareto-Nash)
equilibrium.
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1. Prologue

This article introduces an original approach to multicriteria choice problems under
uncertainty: a decision maker (DM) seeks not only to increase the guaranteed values of
each criterion, but also to reduce the guaranteed risk of such increase. The approach
lies at the junction of multicriteria choice problems [1, 2] and the Savage–Niehans
principle of minimax regret (risk) [3–5]. More specifially, we will employ the notion
of a weakly efficient estimate and the Germeier theorem [6, 7] from the theory of
multicriteria choice problems and an estimated value of the regret function as the Savage–
Niehans risk from the principle of minimax regret [3]. Considerations are restricted to
interval-type uncertainty, i.e., the DM merely knows the limits of a range of values,
without any probabilistic characteristics.We suggest a new concept  the Slater–maximal
strongly–guaranteed solution in outcomes and risks (SGOR)  and establish its existence
under standard assumptions of mathematical programming (continuous criteria, compact
strategy sets and compact uncertainty [9] – [12]). As a possible application, the SGOR
in the diversification problem of a deposit into sub–deposits in different currencies is
calculated in explicit form.

2. Introduction

Consider a multicriteria choice problem under uncertainty (MCPU)

Γc = 〈N, X, Y, f(x, y)〉,

where N = {1, ..., N}(N ≤ 2) denotes the set of numbers assigned to the elements fi(x, y)
of a vector criterion f(x, y) = (f1(x, y), ..., fN(x, y)); X ⊂ Rn is the set of alternatives x;
Y ⊂ Rm forms the set of interval uncertainty y. For Savage–Niehans risk function design,
we will also use the strategic uncertainties y(x) : X → Y , denoting their set by Y X .

At the conceptual level, it is often assumed that the DM in the problem Γc seeks
for an alternative x ∈ X that maximizes the values of all criteria (outcomes) under any
realization of the uncertainty y ∈ Y . In this article we will also take into account N

new criteria – the risk posed by increasing these outcomes. Thus, the problem setup
with include N additional criteria, i.e., the Savage–Niehans risk function associated with
outcome increase.

Thus, this article will justify in mathematical terms the next design method of
alternatives in the MCPUs that simultaneously "hits into targets" namely, achieving
higher of all outcomes under smaller risks posed by them.
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The Savage–Niehans Principle of Minimax Regret

In 1939 A. Wald, a Romanian mathematician who emigrated to the USA in 1938,
introduced the maxmin principle, also known as the principle of guaranteed outcome.
This principle allows one to find a guaranteed outcome [13, 14] in a single–criterion
choice problem under uncertainty (SCPU). Almost a decade later, German mathematician
J. Niehans (1948) and American mathematician, economist and statistician L. Savage
(1951) suggested the principle of minimax regret (PMR) for building guaranteed risks in
the SCPUs [4], In the modern literature, this principle is also refered to as the Savage
risk or the Niehans–Savage criterion. Interestingly, during World War II Savage worked
as an assistant of J. von Neumann, which surely contributed to the appearance of the
PMR.Note that the autos of two most remarkable dissertations in economics and statistics
are annually awarded the Savage Prize, which was established in 1971 in the USA.

For the single–criterion problem Γ1 = 〈X, Y,φ(x, y)〉, the PMR is to construct a pair
(xr, Rr

φ) ∈ X × R that satisfies the chain of equalities [12]

Rr
φ = max

y∈Y
Rφ(x

r, y) = min
x∈X

max
y∈Y

Rφ(x, y), (1)

where te savage–Niehans risk function has the form

Rφ(x, y) = max
z∈X

φ(z, y)− φ(x, y). (2)

The value Rr
φ given by (1) is called the Savage–Niehans risk in the problem Γ1. The

risk function Rφ(x, y) assessed the difference between the realized value of the criterion
φ(x, y) and its best–case value max

z∈X
φ(z, y) from the DM’s view. Obviously, the DM

strives to reduce Rφ(x, y) as much as possible with an appropriately chosen alternative
x ∈ X, naturally expecting the strongest opposition from the uncertainty in accordance
with the principle of guaranteed result (formula (1)). Therefore, adhering to (1)–(2),
the DM is an optimist seeking for the best–case value max

x∈X
φ(x, y). In contrast, the

pessimistic DM is oriented towards the worth–case result  the Wald maximin solutions
(x0,φ0 = max

x∈X
min
y∈Y

φ(x, y) = min
y∈Y

φ(x0, y)).

In the sequel, we will consider that the DM in the problem Γc is an optimist: for
each element fi(x, y) (i ∈ N) of the vector criterion f(x, y), he forms a corresponding
Savage–Niehans risk function:
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Ri(x, y) = max
z∈X

fi(z, y)− fi(x, y) (i ∈ N). (3)

Note two important aspects as follows. First, each criterion fi(x, y) from Γc has
its own risk Ri(x, y) (see (3)). Second, the DM tries to choose alternatives x ∈ X so
as to reduce all risks Ri(x, y), expecting any realization of the strategic uncertainty
y(·) ∈ Y X , y(x) : X → Y .

Remark 1. The models Γc arise naturally, e.g., in economics: a seller in a market is
interested in maximizing his profits under import uncertainty.

The uncertainties present in the problem Γ1 lead to the sets

φ(x, Y ) = {φ(x, y) | ∀y ∈ Y },
which are induced by an alternative x ∈ X. The set φ(x, Y ) can be reduced using risks.
What is a proper comprehension of risk? A well–known Russian expert in optimization,
T. Sirazetdinov [16], claims that today there is no rigorous mathematical definition of
risk. The monograph [17, p. 15] even suggested sixteen possible concepts of risk. Most
of them require statistical data of uncertainty. However, in many cases the DM does not
posses such information for objective reasons.

Thus, here risks will be understood as possible deviations of relized values from the
disired ones. Note that this definition (in particular, the Savage–Niehans risk) is in good
agreement with the conventional notion of microeconomic risk; e.g., see [19, pp. 40–50].

Risk management is a topical problem of economics: in 1990, H. Markowitz was
awarded the Nobel Prize in Economic Sciences "for having developed the theory
of portfolio choice". In this article, the idea of his approach will be extended to
the multicriteria choice problems and conflicts under uncertainty. In publications on
microeconomics (e.g., see [18, p.5], [19, p.103]) all decision makers are divided into three
categories: risk–averse, risk–neutral and risk–seeking. Further the DM is assumed to be a
risk–neutral and, of course, an optimist.

Strong Guarantees and Transition from Γc to 2N–Criteria Choice
Problem

For each of the N criteria fi(x, y) (i ∈ N), construct the corresponding risk function
Ri(x, y) using formulas (3), thereby extending the MCPU Γc to the 2N–criteria choice
problem

〈N, X, Y, {fi(x, y),−Ri(x, y)}i∈N〉. (4)
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In (4) the sets N, X and Y are the same as in Γc, while the vector
criterion f(x, y) has an additional term in the form of the N–dimensional vector
−R(x, y) = (−R1(x, y), . . . ,−RN(x, y)). Here the minus sign reflects a uniform effect
of any alternative x ∈ X on each criterion fi(x, y)(i ∈ N). More specifically, in problem
(4) the DM chooses an alternative x ∈ X in order to increase as much as possible the value
of each element fi(x, y) and −Ri(x, y)(i ∈ N) of the two N–dimensional vectors f(x, y)

and −R(x, y). Moreover, the DM must expect any realization of uncertainty y ∈ Y (note
that an increase of −Ri(x, y) is equivalent to a decrease of Ri(x, y) due to the minus sign
and Ri(x, y) ≥ 0).

Now, consider the strong guarantees of criteria. In a series of papers [21, 22] the authors
suggested three methods to take the uncertain factors into account  an analog of saddle
point [22] and two analogs of maximin [21], namely, strong and vector guarantees. Note
that strong guarantee is used below, while vector guarantee was applied.

Definition 1. A scalar function fi[x] is called a strong guarantee of a criterion
fi(x, y) : X → Y if, for each x ∈ X,

fi[x] ≤ fi(x, y) ∀y ∈ Y (i ∈ N).

Remark 2. Obviously, the function fi[x] = min
y∈Y

fi(x, y) ∀x ∈ X is a strong guarantee

of fi(x, y). Hence, we have an explicit design method for the strong guarantees of all 2N
criteria from (4).

Let us find the strong guarantees Ri[x] of the risk functions Ri(x, y) given by (3). This
will be done in three steps as follows.

First, define

ψi(y) = max
z∈X

fi(z, y) ∀y ∈ Y (i ∈ N).

Second, construct the Savage–Niehans risk function

Ri(x, y) = ψi(y)− fi(x, y) (i ∈ N).
Third, calculate the strong guarantee min

y∈Y
[−Ri(x, y)], i.e.,

Ri[x] = max
y∈Y

Ri(x, y) (i ∈ N).

Note, that the DM seeks to minimize the risk Ri(x, y) with an appropriate alternative
x ∈ X under any realization of the uncertainty y ∈ Y .

Whenever the functions fi[x] and −Ri[x] described in the remark exist, they are strong
guarantees of fi(x, y) and −Ri(x, y), respectively. Indeed, for each x ∈ X, we have the
implications

[fi[x] = min
y∈Y

fi(x, y)] ⇒ [fi[x] ≤ fi(x, y) ∀y ∈ Y ],
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[−Ri[x] = min
y∈Y

(−Ri(x, y))] ⇒ [−Ri[x] ≤ −Ri(x, y) ∀y ∈ Y ].

The existence of fi[x] and Ri[x] follows from a well–known result in operation research,
which was mentioned earlier.

Lemma 1. (see [23, p.54])
If the sets X and Y are compact and the criteria fi(x, y) are continuous on X × Y , then
the functions fi[x] = min

y∈Y
fi(x, y) and ψi[y] = max

z∈X
fi(z, y) are continuous on X and Y ,

respectively.

From this point onwards, comp Rn stands for the set of all compact sets from space Rn.
In addition, if fi(x, y) is continuous on X × Y , we will write fi(x, y) ∈ C(X × Y ).

Remark 3. If in the MCPU Γc the criterion fi(x, y) ∈ C(X × Y ), X ∈ compRn and
Y ∈ compRm, then the Savage–Niehans risk function Ri(x, y) (i ∈ N) definded by (3) is
continuous on X×Y . Indeed, the continuity of ψi[y] = max

z∈X
fi(z, y) follows from Lemma 1,

and hence by (3) the function Ri(x, y) = ψ[y]− fi(x, y) (i ∈ N) is also continuous.

Remark 4. The Savage–Niehans risk function (3) characterizes the deviation of the
criterion fi(x, y) from the desired value max

z∈X
fi(z, y). This stimulates the DM’s choice

of an alternative x ∈ X that would reduce as much as possible the difference Ri(x, y)

from (3) or, equivalently, maximize −Ri(x, y).

Let us associate with the initial MCPU Γc the 2N–criteria choice problem (4). Once
again, at a conceptual level the DM in problem (4) seeks for an alternative x ∈ X under
which all the 2N criteria fi(x, y) and −Ri(x, y) (i ∈ N) would take the greatest values
possible under any realization of the uncertainty y ∈ Y .

Formalization of a Guaranteed Solution in Outcomes and Risks
for Problem Γc

The MCPUs are well–described in the literature (in particular, we refer to the
monograph [24]). The specifics of the interval–type uncertainty y figuring in the problem Γc

compel the DM to use in (4) the available information (the limits of the range of values).
In this article, our analysis will be confined to the strong guarantees fi[x] and −Ri[x] of
the criteria fi(x, y) and −Ri(x, y), respectively. Therefore, it seems natural to pass from
the MCPU (4) to the multicriteria choice problem of guarantees without uncertainty

Γg = 〈X, {fi[x],−Ri[x]}i∈N〉.
The criteria fi[x] and −Ri[x] in Γg are closely related in terms of optimization: the criterion
Ri[x] is used for assessing the DM’s risk posed by the outcome fi[x] so that an increase
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in the difference fi[x]−Ri[x] leads to a higher guaranteed outcome fi[x] and (or) a lower
guaranteed risk Ri[x]. Conversely, a decrease in this difference leads to a lower guaranteed
outcome fi[x] and (or) a higher risk Ri[x]. The DM is interested in the maximization
of fi[x] with simultaneous minimization of Ri[x] for each i ∈ N. Therefore, we will associate
with the original 2N–criteria choice problem Γg the auxiliary N–criteria choice problem

Γa = 〈X, {Fi[x] = fi[x]−Ri[x]}i∈N〉. (5)

For a formalization of the optimal solution in guaranteed outcomes and risks for the
problem Γc, we will use a concept of vector maximum from the theory of multicriteria
choice problems [3]. A first optimal solution of this type was introduced in 1909 by Italian
economist and sociologist V. Pareto, (1848–1923), and subsequently it because known as
Pareto maximum.

The analysis below will employ the concept of Slater maximum, which includes the
Pareto maximum as a particular case. Perhaps this concept appeared in the Russian
literature after the translation of a paper by Hurwitz [25].

Definition 2. An alternative xS ∈ X is called Slater–maximal (weakly efficient) in the
N–criteria choice problem (5) if the system of strict inequalities

Fi[x] > Fi[x
S] (i ∈ N)

is inconsistent for any x ∈ X.

Remark 5. By definition 2, an alternative x∗ ∈ X is not Slater–maximal in problem (5)
if there exists an alternative x ∈ X satisfying the N inequalities

Fi[x] > Fi[x
∗] (i ∈ N).

Proposition 1. If

min
i∈N

Fi[x
S] = max

x∈X
min
i∈N

Fi[x], (6)

then the alternative xS ∈ X is Slater–maximal in problem (5).

Докаателство. By equality (6) and Remark 5, for any alternative x ∈ X there
exists a number j ∈ N such that [Fj[x] ≤ Fj[x

S]] ⇒ [the system of inequalities
Fj[x] > Fj[x

S] (i ∈ N) is inconsistent] ⇒ [xS is Slater–maximal in problem (5)]. □

Theorem 1. If f(·) ∈ C(X × Y ) and the sets X and Y are compact, then there exists a
Slater–maximal alternative xS ∈ X in problem (5).
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Докаателство. Using Lemma 1, we have

[fi(·) ∈ C(X × Y ), i ∈ N] ⇒ [fi[x] ∈ C(X), i ∈ N],

and, in accordance with Remark 3, Ri(·) ∈ C(X × Y )(i ∈ N). Then, again by Lemma 1,
min
i∈N

Fi[x] = min
i∈N

(fi[x] − Ri[x]) ∈ C(X)(i ∈ N). Since the continuous function min
i∈N

Fi[x]

definded on the compact set X achieves maximum its at some point xS ∈ X, we arrive at
(6), and now the conclusion follows from Proposition 1. □

Definition 3. A triplet (xS, f [xS], R[xS]) is called a strongly–guaranted solution in
outcomes and risks (SGOR) of the MCPU Γc if
(1) fi[x] = min

y∈Y
fi(x, y), Ri[x] = max

y∈Y
Ri(x, y) (i ∈ N);

(2) the alternative xS is Slater–maximal in problem (5).

Recall that
f [x] = (f1[x], . . . , fN [x]), R[x] = (R1[x], . . . , RN [x]),

Ri[x] = max
y∈Y

Ri(x, y), Ri(x, y) = max
z∈X

fi(z, y)− fi(x, y) (i ∈ N). (7)

Why is the strongly–guaranteed solution in outcomes and risks (SGOR) a good
solution for the MCPU Γc?

First, it provides an answer to the indigenous Russian question: "What is to be
done?". The decision maker is suggested to choose the alternative xS from the triplet
(xS, f [xS], R[xS]).

Second, for all i ∈ N, this alternative xS yields outcomes fi(x
S, y) that are not

smaller than fi[x
S] with a risk Ri(x

S, y) not exceeding Ri[x] under any realization of
the uncertainty y ∈ Y . In other words, xS establishes lower bounds on the outcomes
realized under x = xS and also upper bounds on the risks posed by them.

Third, the situation xS implements the largest (Slater–maximal) outcomes and
corresponding "minus"risks, i.e., there is no other situation x ∕= xS in which all outcome
guarantees fi[x

S] would increase and, at the same time, all risk guarantees Ri[x
S] would

decrease.
In fact, the second and third properties considered together give some analog of the

maximin alternative in the single–criterion problem Γ1 under uncertainty if the inner
minimum and outer maximum in maximin are replaced by min

y∈Y
Fi(x, y)(i ∈ N) and

Slater maximum, respectively. There are two lines further investigations in this field.
In accordance with the first direction, one should substitute Slater maximality with
Pareto, Borwein, Geoffrion optimality or conical optimality, and then establish connections
between such different solutions. The second direction proceeds from the DM’s desire for
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higher profits under the lowest guarantees in the sense of Definition 2. Consequently, it is
possible to replace scalar minimum (from the inner minimum in maximin) by one of the
listed vector minima, thereby increasing the guarantees for some i ∈ N.

Also, it seems interesting to build a bridge between such solutions; some research
efforts were made in the monograph [24].

Remark 6. Definition 2 suggests a constructive method of SGOR design. It consists of
four steps as follows.
Step 1. Using fi(x, y), find max

z∈X
fi(z, y) = ψi[y] and construct the Savage–Niehans risk

function Ri(x, y) = ψi[y]− fi(x, y) for the criterion fi(x, y)(i ∈ N).
Step 2. Evaluate the outcome guarantees fi[x] = min

y∈Y
fi(x, y) and also the risk guarantees

Ri[x] = max
y∈Y

Ri(x, y)(i ∈ N).
Step 3. For the auxiliary N–criteria choice problem of guarantees Γa, calculate the Slater–
maximal alternative xS. At this step, we may take advantage of Proposition 2 or perform
transition to the concept of Pareto optimality. For the sake of completeness, we recall this
concept.

Definition 4. An alternative xP ∈ X is called Pareto–maximal (efficient) in problem (5)
if for any alternatives x ∈ X the system of inequalities

Fi[x] ≥ Fi[x
P ] (i ∈ N),

with at least one strict inequality, is inconsistent.

Note that, first, by Definitions 2 and 3, every Pareto–maximal alternative is also
Slater–maximal (the converse generally fails); second, by Karlin’s lemma [26] , an
alternative xP ∈ X that satisfies the condition

max
x∈X



i∈N

αiFi[x] =


i∈N

αiFi[x
P ] (8)

for some αi = const > 0 is Pareto–maximal for problem (5).
For the bi–criteria choice problem, letting α1 = α2 = 1 in (8) gives the equality

max
x∈X

(F1[x] + F2[x]) = F1[x
s] + F2[x

s] (9)

for obtaining a Pareto–maximal (hence, Slater–maximal) alternative xS.
Step 4. Using xS, evaluate the guarantees fi[xS] and Ri[x

S](i ∈ N) and compile the two
N–dimensional vectors f [xS] = (f1[x

S], . . . , fN [x
S]) and R[xS] = (R1[x

S], . . . , RN [x
S]).

The resulting triplet (xS, f [xS], R[xS]) is the desired SGOR, which complies with
Definition 3, i.e., for each criterion fi(x, y)(i ∈ N) the alternative xS leads to a guaranteed
outcome fi[x

S] with a guaranteed Savage–Niehans risk Ri[x
S].
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Risks and Outcomes for Diversification of a Deposit into
Sub–deposits Currencies

As mentioned earlier, in economics all decision makers are divided [26] – [32] into
three categories: risk–averse, risk–neutral and risk–seeking. In this work we will solve the
problem of diversification of a one–year deposit into sub–deposits in national and foreign
currency for a risk–neutral person. Note that a similar problem was addressed in the
paper [1, p.9], and the results established therein differ from those below. The case is that
the Slater solutions generaly form a set of distinct elements. Like in [1], the analysis in
this article involves different elements of the same set.

Let us proceed to the diversification problem. The amount of money in a deposit
diversified into two sub–deposits (in national and foreign currency) accumulated by the

end of the year can be represented as φ(x, y) = x(1+ r)+
(1− x)

k
(1+ d)y; see [30, pp.58–

60] and also the explanations below. This leads to the single–criterion choice problem
Γ1 = 〈X, Y,φ(x, y)〉, which was studied in [1]. In particular, the guaranteed solutions for
risk–averse, risk–neutral and risk–seeking persons was found. In contrast to the paper [1]
dealing with the single–criterion choice problem with the criterion φ(x, y), in this work
we will consider a bi–criteria analog of the problem Γ1 with the criteria

f1(x) = x(1 + r), f2(x, y) =
(1− x)

k
(1 + d)y. (10)

The first criterion concerns the annual income for the sub–deposit in national currency
from an investment x, while the second concerns the annual income for the sub–deposit in
foreign currency from the residual investment 1− x. In formula (10), r and d denote the
interest rates for the sub–deposits in national and foreign currency , respectively; k and y

are the exchange rates (to the national value) at the beginning and at the end of the year,
respectively; finally, x ∈ [0, 1] specifies a proposition in which the main deposit is dedived
into the sub–deposits. Thus, x is the part corresponding to the national sub–deposit,

while the other part 1−x is converted into foreign currency,
1− x

k
, and then allocated to

the corresponding sub–deposit. At the end of the year, it is converted back into national

currency,
(1− x)

k
(1 + d)y; the resulting amount of money makes up f1(x) + f2(x, y). The

decision maker (depositor) has to determine the part x under which the resulting amount
of money is as large as possible. It must be taken in account that the future exchange
rate y is usually unknown. However, we will assume a range of its possible fluctuations,
i.e., y ∈ [a, b], where the constants b > a > 0 are given or a priory known.
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The mathematical model of the bi–criteria deposit diversification problem can be
written as an ordered triplet

Γ2 = 〈X = [0, 1], Y = [a, b], {fi(x, y)}i=1,2〉, (11)

where the functions fi(x, y) are defined by (10); the set X = [0, 1] consists of the DM’s
alternatives x; Y = [a, b] is the set of uncertainties y; finally, fi(x, y) denote the DM’s
utility function (criteria), and their values are called outcomes. In the terminology of
operations research, Γ2 is a single–criterion choice problem under uncertainty. The DM’s
desire to take into account the existing uncertain factors has a close connection with risk
 "possible deviation of some variables from the desired values". We will use the Savage–
Niehans risk function. For problem (5), consider three cases as illustrated at Fig.1, namely,

(1) k
1 + r

1 + d
≤ a;

(2) k
1 + r

1 + d
≥ b;

(3) a < k
1 + r

1 + d
< b.

Рис. 1. The possible arrangements of the point k
1 + r

1 + d
and the interval

[a, b] on axis y

Cases 1 and 2. Recall that Γ2 is a bi–criteria problem under uncertainty. We will solve
it using Definition 4, which is based on the concept of Pareto optimality.

Proposition 2. In cases 1 and 2, the SGOR in the problem Γ2 has the explicit form

(xS, f [xS], R[xS]) = (xS; f1[x
S], f2[x

S];R1[x
S], R2[x

S])

=






(0; 0,
1 + d

k
a; 1 + r, 0), if k

1 + r

1 + d
≤ a

(1; 1 + r, 0; 0,
1 + d

k
b), if k

1 + r

1 + d
≥ b.

.
(12)

That is, in case 1 the DM invests everything in the foreign currency sub–deposit,

obtaining with zero risk a guaranteed minimum amount of
1 + d

k
a at the end of the

year; in case 2, he invests everything in the national currency sub–deposit, obtaining with
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zero risk a guaranteed minimum amount of 1 + r at the end of the year. In both cases,
the guaranteed minimum amounts are obtained with zero risk under any exchange rate
functions y ∈ [a, b] during the year.

Докаателство. We carry out the proof in two steps. In first step, following Remark 6,
we construct the resulting 2N–criteria choice problem of guarantees Γg and then the N–
criteria choice problem (5). In the second step, for this problem (5), we find the Slater–
maximal alternative xS using Proposition 1 and then calculate the explicit form of the
SGOR for the bi–criteria choice problem (5).
First step. In (5), the criteria are given by

f1(x, y) = f1(x) = x(1 + r), f2(x, y) =
(1− x)

k
(1 + d)y.

Sub-step 1. Using (3), construct the Savage–Niehans risk function

R1(x, y) = [max
z∈[0,1]

f1(z)]− (1 + r)x = (1 + r)− x(1 + r) = (1− x)(1 + r),

R2(x, y) = [max
z∈[0,1]

f2(z)]− (1− x)
1 + d

k
y =

1 + d

k
y − (1− x)

1 + d

k
y = xy

1 + d

k
.

Sub-step 2. Now, calculate the strong guarantees in outcomes and risks

f1[x] = min
y∈[a,b]

x(1 + r) = x(1 + r),

f2[x] = min
y∈[a,b]

(1− x)
1 + d

k
y = (1− x)

1 + d

k
a,

R1[x] = max
y∈[a,b]

R1(x, y) = (1− x)(1 + r),

R2[x] = max
y∈[a,b]

R2(x, y) = x
1 + d

k
b.

Sub-step 3. The quad–criteria choice problem of guarantees takes the form

Γg = 〈X = [0, 1], {fi[x],−Ri[x]}i=1,2〉.

Step 2 also allows us to define the criteria

F1[x] = f1[x]−R1[x] = x(1 + r)− (1− x)(1 + r) = (2x− 1)(1 + r),

F2[x] = f2[x]−R2[x] = (1− x)
1 + d

k
a− x

1 + d

k
b =

1 + d

k
a− 1 + d

k
(a+ b)x

in the auxiliary bi–criteria problem (5)

Γa = 〈X = [0, 1], {Fi[x]}i=1,2〉.
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Second step. Sub-step 4. Maximize the sum of criteria

max
[0,1]

(F1[x] + F2[x]) = F1[x
S] + F2[x

S].

The resulting Pareto–maximal (ergo, Slater–maximal) alternative xS is

F [xS] = max
[0,1]

F [x], (13)

where

F [x] = F1[x] + F2[x] = (2x− 1)(1 + r) +
1 + d

k
a− 1 + d

k
(a+ b)x

= x[2(1 + r)− 1 + d

k
(a+ b)]− (1 + r) +

1 + d

k
a

=
1 + d

k
{[2γ − (a+ b)]x− γ + a},

and γ =
1 + r

1 + d
k. The function F [x] under maximization is linear in x and defined on the

interval [0, 1]. Therefore, it achieves maximum at one of the endpoints of this interval,

i.e., either at x = 0, or at x = 1. For x = 0, we have F [0] =
1 + d

k
(α − γ); for x = 1,

F [1] =
1 + d

k
(γ − b).

Lemma 2. The next implication is valid

[a ≥ γ] ⇒ [F [0] > F [1]].

Докаателство. Indeed

[a ≥ γ] ⇔

[
a+ a

2
≥ γ] ⇒ [

a+ b

2
> γ]


⇒ [a− γ > γ − b]

⇒ [F [0] =
1 + d

k
(a− γ) > F [1] =

1 + d

k
(γ − b)].

□

In a similar fashion, we can easily establish

Lemma 3. The implication

[γ ≥ b] ⇒ [F [0] < F [1]]

is valid.

Докаателство. Indeed,

[γ ≥ b] ⇔

[γ ≥ b+ b

2
] ⇒ [γ >

b+ a

2
]

⇒ [γ − b > a− γ]
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⇒ [F [1] =
1 + d

k
(γ − b) > F [0] =

1 + d

k
(a− γ)].

□

By lemmas 2 and 3 , the maximum in (13) is achieved
(a) at xS = 0 if a ≥ γ;
(b) at xS = 1 if γ ≥ b.

The corresponding guarantees are calculated using this result and Sub-step 2:

f1[0] = 0, f2[0] =
1 + d

k
a,R1[0] = 1 + rR2[0] = 0;

f1[1] = 1 + r, f2[0] = 0, R1[0] = 1, R2[0] =
1 + d

k
b.

Recall that γ =
1 + r

1 + d
k, and the proof of Proposition 2 is complete. □

Let us make a few of remarks. First, R1[0] = 1 + r (the Savage–Niehans risk). The

value R2[0] =
1 + d

k
b has a similar meaning. Second, Proposition 2 was proved in the

paper [29] using a different technique.
Finally, consider case 3. Here we will utilize, first, the results of Sub–step 3 of

Proposition 2, in particular, the bi–criteria choice problem

Γa = 〈X = [0, 1], {Fi[x]}i=1,2〉,
where

F1[x] = (2x− 1)(1 + r),

F2[x] =
1 + d

k
a− 1 + d

k
(a+ b)x;

(14)

second, the sufficient conditions (6) for the existence of the alternative xS (see
Proposition 1), writing them for the deposit diversification problem (5) as

min
i=1,2

Fi[x
S] = max

x∈[0,1]
min
i=1,2

Fi[x].

Proposition 3. If a <
1 + r

1 + d
k < b, the SGOR in the problem Γ2 has the form

(xS, f [xS], R[xS]) = (xS; f1[x
S], f2[x

S];R1[x
S], R2[x

S])

=
 γ + a

2γ + a+ b
;
(γ + a)(1 + r)

2γ + a+ b
,

γ + b

2γ + a+ b

1 + d

k
a;

(1 + r)
γ + b

2γ + a+ b
, b
1 + d

k

γ + a

2γ + a+ b


.

(15)

Докаателство. Draw the graphs of the two functions F1[x] and F2[x] from (14). These
functions are linear in x and defined on the interval [0, 1] (a compact set); see Fig.2.
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In Fig. 2 the function min
i=1,2

{F1[x], F2[x]} is indicated by the bold line, see the angle

ABC. For max
x∈[0,1]

min
i=1,2

{F1[x], F2[x]}, the point B satisfies the equality

F1[x
S] = F2[x

S]

or, using (14)

xS

2(1 + r) +

1 + d

k
(a+ b)


= 1 + r +

1 + d

k
a.

With the notation γ =
1 + r

1 + d
k, it can be written as

xS[2γ + a+ b] = γ + a,

which gives

xS =
γ + a

2γ + a+ b
, 1− xS =

γ + b

2γ + a+ b
.

Using the formulas of Sub-step 2, we calculate the strong guarantees in outcomes and
risks:

f1[x
S] = (1 + r)

γ + a

2γ + a+ b
, f2[x

S] =
1 + d

k
a

γ + b

2γ + a+ b
,

R1[x
S] = (1 + r)

γ + b

2γ + a+ b
, R2[x

S] =
1 + d

k
b

γ + a

2γ + a+ b
.

□

Thus, we have established the following result (see Proposition 3). If a <
1 + r

1 + d
k < b,

the strongly–guaranteed solution in outcomes and risks of the deposit diversification
problem has form (15). It suggests the DM to invest the part

γ + a

2γ + a+ b
in the national

currency sub–deposit and the residual part
γ + b

2γ + a+ b
in the foreign currency sub–deposit.

At the end of the year, the DM will obtain the amount (1+ r)
γ + a

2γ + a+ b
for the national

currency sub–deposit with the Savage–Niehans risk (1 + r)
γ + b

2γ + a+ b
and the amount

1 + d

k
a(1 + r)

γ + b

2γ + a+ b
(after conversion in national currency) for the foreign currency

sub–deposit with the Savage–Niehans risk
1 + d

k
b

γ + a

2γ + a+ b
under the exchange rate

fluctuations y ∈ [a, b] during the year.
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Рис. 2. Graphs of functions defined by (14).

Remark 7. If
1 + r

1 + d
k ≤ a (case 1), the DM is recommended to invest everything in the

foreign currency sub–deposit, because at the end of the year he will obtain the guaranteed

minimum income
1 + d

k
a with zero risk (Proposition 2).

If
1 + r

1 + d
k ≥ b (case 2), the DM is recommended to invest everything in the national

currency sub–deposit, which will yield him the guaranteed minimum income (1 + r) with
zero risk at the end of the year (Proposition 2).
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Analysis of metaheuristics for multi-agent routing problems.

Makarov O. O.

Abstract. The article presents a numerical experiment dedicated to solving the Traveling
Salesman Problem (TSP) using various metaheuristics on a data set from the TSPLIB library.
The main goal of the experiment was to determine the most efficient and accurate methods for
finding routes. A brief description of each of the studied algorithms is given.

An approach is described for collecting graph metric characteristics that are unique for
the network structure. In the context of TSP, these metrics may include node degrees, edge
weights, connectivity, and other properties that describe the relationships between cities. By
using metadata, it is possible to obtain a generalized description of the network, which aids
in understanding its complexity and properties. A detailed description of the algorithm for
calculating the statistics of weight distribution in a graph is also given. Understanding the
weight distribution is essential in determining the characteristics of the TSP instances, such
as the presence of clusters or patterns that might impact the choice of metaheuristic. The
application of this algorithm to the graph made it possible to automate the selection of the
reference distance parameter for hierarchical clustering. Hierarchical clustering is a method used
to group similar items together based on their characteristics. By identifying cohesive point sets
using this approach, it can potentially discover patterns or substructures in the TSP instances.

The experiment showed that all the applied metaheuristics are able to find approximate
solutions for TSP on various data sets. However, depending on the characteristics of the problem,
some methods proved to be more efficient and accurate than others. The final table contains a
list of the best algorithms with an indication of the number of times when each of them produced
the best solution among the others. It could provide valuable insights into which metaheuristics
work best under certain conditions.

Based on the results obtained, it is planned to establish a link between the graph metadata
and the results, which will allow developing an intelligent system for choosing the optimal
metaheuristic. The choice of metaheuristics is recommended to be carried out taking into account
the specifics of the TSP, such as the number of cities, geographical characteristics, accuracy
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requirements, and execution time. Combining different metaheuristics is suggested as a possible
approach to improve the results in solving the TSP. Hybrid approaches that leverage the strengths
of multiple algorithms could lead to better solutions, especially for complex TSP instances.

The findings in the article have practical implications for real-world routing and scheduling
problems that can be modeled as TSP instances. By understanding the performance of different
metaheuristics based on the problem’s characteristics, practitioners can make informed decisions
on selecting the most suitable approach for their specific needs.

In summary, the article’s numerical experiment, which explores the application of various
metaheuristics to solve the TSP problem, yields valuable insights into the efficiency and
effectiveness of these algorithms. By considering the graph metadata and characteristics of TSP
instances, researchers aim to develop an intelligent system that can select the best metaheuristic
for different scenarios, leading to improved solutions for real-world routing and optimization
problems.

Keywords: traveling salesman problem, multiple traveling salesman problem, hierarchical
clustering, algorithm for solving multiple traveling salesman problems, graph metadata,
metaheuristics, graph metrics

Введение

В современном мире адача маршрутиации играет клчеву рол дл оптими-
ации логистических перевоок. Данну адачу моно рассматриват как слону
оптимиационну проблему маршрутиации типа MTSP (Multiple Traveling Salesman
Problem, адача многих коммивоеров), котора требует находени оптималных
путей дл несколких коммивоеров, с цел эффективного обслуивани пунк-
тов наначени.

Выбор подходщей метаэвристики, поволщей находит приблиенные или
оптималные решени в слоных и многомерных пространствах поиска дл реше-
ни адачи MTSP, влетс актуалной проблемой. Метаэвристические алгоритмы
(генетические и муравиные системы, имитаци отига и др.) поволт эффектив-
но решат проблему оптимиации маршрутов. Отделной адачей становитс выбор
оптималного алгоритма и метапараметров дл кадой конкретной адачи. Это св-
ано с болшим ранообраием метаэвристик. Предполагаетс, что алгоритм, кото-
рый хорошо работает на определенной, уе решенной адаче, таке подойдет дл
бликой к ней адаче. В данном случае, если метаэвристика дает хороший реул-
тат на графе определенной структуры, то и на подобном графе она даст хорошие
реултаты.
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Цел данной стати  найти способ определени метаэвристик дл бликих
адач, основывас на метаданных графа и блиости математических моделей а-
дач. Дл этого рассматриватс раличные метаэвристики, применемые в ада-
чах маршрутиации типа TSP (Traveling Salesman Problem, адача коммивоера)
и MTSP. Исследутс факторы, влищие на выбор оптималной метаэвристики в
ависимости от особенностей адачи и требований к реултатам. Понимание выбора
метаэвристики дл решени адачи MTSP имеет ваное начение дл раработки
эффективных алгоритмов маршрутиации.

Рассмотрим предлагаемые в современной литературе подходы, которые моно
исполоват дл решени адач MTSP.

В стате [3] рассматриватс прикладные модели многоагентной маршрутиации
с учетом специфики органиации структуры сети, целей системы и локалных це-
лей агентов. Выделен класс адач многих коммивоеров раного уровн иерархии
(HCMTSP, Hierarchical Clusterd Multiple Traveling Salesman Problem, иерархическа
кластерна адача многих коммивоеров). Построение маршрутов HCMTSP согла-
совано с естественной кластериацией слоной инфраструктурной сети. Выделетс
иерархическа кластериаци сети. Покаано, что в ависимости от логистических
целей долен быт выбран раличный тип кластериации, согласованной с MTSP.
Сравниватс реултаты вычислителного эксперимента по типам кластериации
и маршрутам. Отдаетс предпочтение иерархической кластериации, согласованной
с иерархией маршрутов HCMTSP.

В [2] рассматриваетс алгоритм иерархической кластериации дл HCMTSP.
Приводитс сравнителный анали решател Concorde и алгоритма имитации от-
ига SA (Simulated Annealing, алгоритм имитации отига) дл решени MTSP. По-
каано, что многоуровнева кластериаци дл адач болшой рамерности способ-
ствует сниени слоности решени MTSP. После предварителной кластериации
происходит процедура локалной оптимиации TSP на кадом и сформированных
кластеров, а атем мноество полученных решений обединетс в единое решение
HCMTSP.

В [30] представлен новый гибридный алгоритм дл решени MTSP, наванный
GELS-GA (Gravitational Emulation Local Search Genetic Algorithm, гравитационна
эмулци генетического алгоритм с локалным поиском). Проиведен сравнителный
анали предлоенного алгоритма с генетическим алгоритмом и муравиной колонии.
Покаано, что оптималност достигаетс дае в очен слоных сценарих. Несмот-
р на простоту предлагаемого алгоритма, он покаывает хорошее врем выполнени
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и находит бликие к оптималным решени дл адач, сравнително с другими, рас-
смотренными алгоритмами. Данные дл сравнителного аналиа бралис и TSPLIB
(Traveling Salesman Problem Library, библиотека адач коммивоера) [66].

В [18] приведен обор дл вывлени наиболее перспективных и эффективных
метаэвристик. Выделтс такие перспективные подходы, как оптимиаци искус-
ственной пчелиной колонии, оптимиаци бактериалного добывани корма и алго-
ритм светлчков.

В стате [31] рассматриваетс проблема получени эффективного решени а-
дачи коммивоера с исполованием традиционной HNN (Hopfield Neural Network,
нейронна сет Хопфилда) и метода штрафов. Однако, в реултате недостатков
применемого метода штрафов, HNN часто астревает в локалном минимуме и
не сходитс к эффективному решени. В [31] предлагаетс улучшенный алгоритм,
основанный на ускоренной расширенной лаграневой нейронной сети Хопфилда
(AALHNN, Accelerated Augmented Lagrangian Hopfield Neural Network, ускоренна
расширенна лагранева нейронна сет Хопфилда), который поволет преодолет
этот недостаток. В алгоритме AALHNN исполуетс метод мноителей Лаграна,
обеспечива получение эффективного решени адачи коммивоера. В алгоритм
добавлены факторы второго пордка, стабилиирущие динамическу модел ней-
ронной сети и повышащие эффективност решени. В ходе исследовани авторы
внесли именени в модели TSP Хопфилда и Танка. Ограничени TSP умноат-
с на мноители Лаграна и усиленные мноители Лаграна соответственно. Ал-
горитм исполует функци расширенного лаграниана, вклчащу функци
длины пути, что обеспечивает надену сходимост и ибавление от локалного
минимума. Мноители Лаграна обновлтс с исполованием техники ускоре-
ни Нестерова [35]. В работе докаано, что экстремум, полученный с помощ этого
улучшенного алгоритма, влетс оптималным решением исходной адачи. В хо-
де эксперимента успешно получено приблиенное оптималное решение TSP. По
сравнени с традиционной HNN, данный метод обеспечивает эффективное решение
адачи коммивоера и достиение более качественных реултатов.

Похоий подход, основанный на нейронных сетх, описан в работах [4, 5], где
предлоено исполоват функционал Лпунова, построенный на модели TSP, в ка-
честве основы дл искусственной нейронной сети. Данный подход моно исполо-
ват при решении адач типа MTSP. Основна слоност аклчаетс в процессе
обучени, так как много ресурсов уходит на подбор корректных параметров дл
нейронной сети.
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1. Алгоритмы решени адачи многоагентной маршрутиации
типа коммивоера

При решении TSP воникает вопрос выбора оптималного алгоритма и набо-
ра параметров дл получени лучшего маршрута а приемлемое врем. ачасту
требуетс применит несколко алгоритмов последователно, например, апускает-
с быстрый адный алгоритм дл первого приблиени, атем другим алгоритмом
проиводитс улучшение этого решени. Но на текущий момент не представлено ав-
томатиированного способа отбора компоиций алгоритмов решени TSP и набора
метаэвристических параметров. В данной стате представлен этап формировани
баы данных дл обучени интеллектуалной системы выбора алгоритма, основыва-
с на метаинформации графа и математической модели адачи. Приведен вычис-
лителный эксперимент дл сравнителного аналиа на тестовых наборах данных,
дл которых ивестны бликие к точным решени.

Алгоритмы решени адачи многоагентной маршрутиации типа коммивоера
(многих коммивоеров) опиратс на метаэвристические алгоритмы решени TSP.
Таким обраом, предлагаема методика применима дл MTSP, а таке влетс
основой дл выбора алгоритмов решени транспортной адачи с временными окнами.

1.1. Описание данных. Дл проведени эксперимента исполовалис датасеты и
TSPLIB [66]. TSPLIB  это библиотека эталонных примеров дл TSP. TSPLIB состо-
ит и коллекции данных дл раличных TSP, а таке оптималных или лучших и-
вестных решений дл кадого экемплра. TSPLIB содерит раличные типы дан-
ных дл TSP, такие как симметрична TSP (когда расстоние меду лбыми двум
городами одинаково в обоих направлених) и асимметрична TSP (когда рассто-
ние моет ментс в раных направлених). Библиотека предоставлет раличные
форматы файлов дл представлени экемплров, что облегчает ее исполование
в раличных средах. Эта библиотека широко исполуетс в сообществе исследова-
телей TSP в качестве стандартного эталона дл оценки алгоритмов и эвристик дл
решени TSP. С ее помощ моно сравнит проиводителност раличных ал-
горитмов, раработат новые методы решени и оценит прогресс в этой области с
течением времени.

Программный комплекс тестировалс на следущих графах и TSPLIB [66], чис-
ло в навании укаывает на количество вершин: eil51, berlin52, st70, pr76, eil76, gr96,
rat99, rd100, kroB100, kroD100, kroA100, kroC100, kroE100, eil101, lin105, pr107, pr124,
bier127, ch130, pr136, gr137, pr144.
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1.2. Метаэвристики локалных агентов. Дл обучени системы автоматическо-
го выбора алгоритма необходимо собрат бау данных реултатов расчета дл на-
бора метаэвристических алгоритмов и построит систему определени метаданных.
В данном раделе приводитс реултат просчетов дл 39 метаэвристических алго-
ритмов.

Как правило, эти алгоритмы содерат в себе некоторые полователские па-
раметры, которые силно влит на реултаты работы дл конкретного графа.
Так как подбор оптималных параметров влетс отделной трудоемкой адачей, в
данном эксперименте он не проводилс. Вместо этого полователские параметры
адатс средними общепринтыми наченими, а количество итераций адаетс в
ависимости от рамерности набора данных (чем болше рамерност, тем болше
итераций). Такой подход поволет получит опорные реултаты работы алгорит-
мов дл лбого набора данных.

В качестве библиотеки метаэвристических алгоритмов исполуетс
pyCombinatorial [64]. Это библиотека Python, предоставлща набор алгорит-
мов комбинаторной оптимиации и инструментов дл решени адач. В ней
представлены такие метаэвристические алгоритмы, как генетический, оптимиаци
ро частиц и имитаци отига, которые могут быт исполованы дл эффектив-
ного решени комбинаторных адач. Библиотека pyCombinatorial предоставлет
функционалные вомоности дл оценки проиводителности алгоритмов оптими-
ации. Она вклчает метрики дл имерени качества решений, такие как начени
обективной функции и выполнимост решени. Библиотека предлагает вомо-
ности виуалиации, чтобы помоч полователм понт и проаналиироват
поведение алгоритмов оптимиации; она предоставлет инструменты дл виуа-
лиации хода выполнени алгоритмов, виуалиации маршрутов или наначений
решений, а таке построени графиков или диаграмм дл аналиа проиводител-
ности. Вано отметит, что pyCombinatorial имеет открытый исходный код. Это
поволило настроит и расширит функционалност в соответствии с конкретными
потребностми вычислителного эксперимента.

Раработанное прилоение дл расчетов имеет модулну структуру. Ваимо-
действие меду модулми одного прилоени реалиовано а счет выова функций.
Схема программного продукта представлена на рис. 1. Главный блок влетс ме-
недером всего проекта, на вход этого блока подаетс список графов. В Главном
блоке происходит считывание графа, после чего он передаетс в Алгоритмиче-
ский блок, который проиводит выов аданного списка алгоритмов и библиотек
(в данном случае это либо pyCombinatorial, либо Библиотека алгоритмов). Этот
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модул содерит авторские реалиации некоторых подходов. После того как Ал-
горитмический блок авершит расчет, реултат вовращаетс в Главный блок и
аписываетс в файл.

Рис. 1. Схема расчетного модул

Модулный подход поволет масштабироват прилоение в ависимости от тре-
бований. К примеру, Алгоритмический блок моет получит еще один модул-
библиотеку алгоритмов и интеграци этого блока не потребует особых усилий со
стороны раработчика, единственное вомоное атруднение  это реалиаци адап-
тера дл соблдени интерфейса дочернего модул Алгоритмического блока. Точ-
но так е легко моно именит способ аписи реултатов, например, на апис в
бау данных или консол.

Проиведен анали следущих метаэвристических алгоритмов:

1. Best Known(BK)  лучшее ивестное на данный момент решение дл набора
данных и библиотеки TSPLIB [66].

2. Ant Colony Optimization (ACO)  метаэвристический алгоритм, инспири-
рованный поведением муравев в поисках пищи. Алгоритм ACO (Ant Colony
Optimization, оптимиаци муравиной колонии) дл TSP моет находит ка-
чественные решени а раумное врем, но его эффективност ависит от
выбора параметров и конкретных характеристик решаемого экемплра TSP
[6, 19, 56, 61].

3. 2-opt (2opt)  простой эвристический алгоритм, исполуемый дл улучше-
ни решени TSP. Основна иде алгоритма аклчаетс в итеративном удале-
нии двух ребер и маршрута TSP и амене их двум новыми ребрами, которые
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соединт маршрут другим способом, чтобы получит более короткое общее
расстоние [16].

4. 2-opt-stochastic (2optS)  вариант алгоритма 2-opt дл TSP. Основна иде
алгоритма аклчаетс в случайном выборе набора ребер в маршруте и по-
следущем применении алгоритма 2-opt толко к этим ребрам, а не ко всему
маршруту. Такой подход моет помоч ибеат локалного оптимума и ис-
следоват болшее пространство решений [41].

5. 2h-opt (2Hopt)  расширение алгоритма 2-opt дл TSP. Основна иде алго-
ритма 2.5-opt аклчаетс в том, чтобы удалит три ребра и маршрута TSP,
а атем соединит маршрут с помощ трех новых ребер другим способом,
чтобы получит меншее общее расстоние [57].

6. 2h-opt-stochastic (2HoptS)  вариант алгоритма 2.5-opt дл TSP, вклча-
щий стохастический элемент. Основна иде 2.5-opt stochastic аклчаетс в
случайном выборе набора и трех ребер в маршруте и последущем примене-
нии алгоритма 2.5-opt толко к этим ребрам, а не ко всему маршруту. Такой
подход моет помоч ибеат локалного оптимума и исследоват болшее
пространство решений [57].

7. 3-opt (3opt)  расширение алгоритма 2-opt. Основна иде алгоритма 3-opt
аклчаетс в том, чтобы удалит три ребра и маршрута TSP, а атем соеди-
нит маршрут с помощ трех новых ребер другим способом, чтобы получит
более короткое общее расстоние [43].

8. 3-opt-stochastic (3optS)  вариант алгоритма 3-opt дл решени адачи
коммивоера, вклчащий стохастический элемент. Основна иде 3-opt
stochastic аклчаетс в случайном выборе набора и трех ребер в маршру-
те и последущем применении алгоритма 3-opt толко к этим ребрам, а не ко
всему маршруту. Такой подход моет помоч выйти и локалного оптимума
и исследоват болшее пространство решений [43].

9. Biased Random Key Genetic Algorithm (BRKGA)  алгоритм, кадое
решение которого представлено вектором случайных клчей, которые влт-
с действителными числами от 0 до 1. атем вектор сортируетс, и пордок
городов определетс индексами сортировки. Операци сортировки влетс
смещенной, то ест клчи, которые блие к 1, скорее всего, будут отсортиро-
ваны ранше, что приводит к высококачественным решеним [27].

10. Cheapest Insertion (CI)  алгоритм, основанный на частичном маршруте,
который содерит два города. На кадом шаге алгоритм выбирает город, ко-
торый еще не вклчен в маршрут, и вставлет его в маршрут таким обраом,
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чтобы минимиироват увеличение длины маршрута. Алгоритм продолаетс
до тех пор, пока все города не будут вклчены в маршрут. Cheapest Insertion
имеет временну слоност O(n2), где n  количество городов [52].

11. Christofides (Chris)  алгоритм, основанный на комбинации минималного
охватыващего дерева и идеалного соответстви. Christofides Algorithm име-
ет наихудшу временну слоност O(n3), где n  количество городов. Алго-
ритм гарантированно выдает маршрут, который максимум в 1,5 раа длиннее
оптималного маршрута, что делает его одним и самых эффективных эври-
стических алгоритмов дл TSP [28, 36, 59].

12. Clarke and Wright Savings (CWS)  адный алгоритм дл решени а-
дачи коммивоера. Clarke and Wright (Savings Heuristic) имеет временну
слоност O(n2 log n), где n  количество городов. Алгоритм моет находит
качественные решени дл неболших и средних экемплров TSP и часто ис-
полуетс в качестве отправной точки дл более продвинутых эвристических
алгоритмов [15].

13. Concave Hull (Conc H)  алгоритм, не преднаначенный специално дл
решени адачи коммивоера, но это поленый алгоритм дл находени
вогнутой оболочки набора точек в двумерном пространстве. Concave Hull
Algorithm имеет временну слоност O(n log n), где n  количество точек
[38, 45].

14. Convex Hull (Conv H)  алгоритм, не преднаначенный специално дл ре-
шени адачи коммивоера, но поленый дл находени выпуклой оболоч-
ки мноества точек в двумерном пространстве. Convex Hull Algorithm имеет
временну слоност O(n log n), где n  количество точек [33].

15. Elastic Net (EN)  алгоритм машинного обучени, который сочетает мето-
ды регулриации L1 и L2 дл достиени баланса меду рареенност
и коррелцией при выборе принаков. Он не был специално раработан дл
решени адачи коммивоера, но был применен к TSP в качестве эвристиче-
ского алгоритма оптимиации [20].

16. Extremal Optimization (EO)  алгоритм, основанный на концепции само-
органиованной критичности, когда система равиваетс в направлении кри-
тического состони, при котором ландшафт оптимиации становитс более
доступным [12, 13].

17. Farthest Insertion (FI)  конструктивный эвристический алгоритм дл ре-
шени адачи коммивоера. Принадлеит к семейству алгоритмов вставки,
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которые начинатс с частичного маршрута и итеративно вставлт остав-
шиес города в маршрут дл содани полного маршрута. Алгоритм Farthest
Insertion имеет наихудшу временну слоност O(n2), где n  количество го-
родов, посколку ему необходимо вычислит расстоние меду кадой парой
городов, чтобы выбрат самый далний город [52].

18. Genetic  метаэвристический алгоритм оптимиации, основанный на принци-
пах естественного отбора и генетики [50, 55].

19. Greedy Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP)  многоа-
дачный алгоритм, который сочетает адну конструктивну эвристику с ме-
тодами локалного поиска [21, 47].

20. Greedy Karp-Steele Patching (GKSP)  улучшение традиционного адно-
го алгоритма [24].

21. Guided Search (GS)  конструктивный алгоритм, который строит решение
постепенно, выбира лучший следущий ход на основе адного критери, но с
некоторой рандомиацией, поволщей исследоват раличные пространства
поиска [60].

22. Hopfield Network (HN)  алгоритм на основе нейронной сети, который мо-
ет быт исполован дл решени адач оптимиации, вклча адачу ком-
мивоера. Алгоритм основан на сети ваимосванных вычислителных бло-
ков (нейронов), где кадый нейрон соответствует городу в TSP, а сви меду
нейронами представлт собой расстони меду городами [40, 42].

23. Iterated Search (IS)  алгоритм, основна иде которого аклчаетс в том,
чтобы начат с текущего решени, а атем применит процедуру поиска дл
его улучшени. Этот процесс повторетс несколко ра, кадый ра начи-
на с наилучшего решени, найденного на данный момент. Процедуры поиска,
исполуемые на кадой итерации, могут быт одинаковыми или раными и
выбиратс с учетом их силных и слабых сторон [8, 11].

24. Karp-Steele Patching (KSP)  алгоритм, который начинаетс с выбора те-
кущего города в качестве началной точки дл гамилтонова цикла. атем он
итеративно добавлет в цикл новые города, по одному а ра, на основе на-
бора правил. Правила раработаны таким обраом, чтобы гарантироват, что
реултирущий гамилтонов цикл выполним и имеет нику стоимост [37].

25. Multifragment Heuristic (MH)  алгоритм, который начинаетс с раделе-
ни экемплра TSP на несколко более мелких подадач, када и которых
состоит и подмноества городов. Подадачи могут быт соданы на основе
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раличных критериев, таких как расстоние, свност или кластериаци го-
родов [32].

26. Nearest Insertion (NI)  алгоритм, который работает, начина с текущего
маршрута, вклчащего два города, а атем итеративно добавл к маршру-
ту новые города таким обраом, чтобы минимиироват общу продолител-
ност маршрута [7, 52].

27. Nearest Neighbour (NN)  алгоритм, который работает, начина с прои-
волного города, а атем многократно выбира блиайший непосещенный го-
род, пока все города не будут посещены, что приводит к полному гамилтонову
циклу, который посещает кадый город ровно один ра [29, 54].

28. Random Insertion (RI)  алгоритм, который начинаетс с выбора прои-
волного началного города, а атем добавлени в маршрут города, который
находитс блие всего к началному городу. Следущий добавлемый город
выбираетс случайным обраом и набора непосещенных городов и вставл-
етс в маршрут в случайном месте, которое минимиирует увеличение общей
длины маршрута [7, 52].

29. Random Tour (RT)  алгоритм, который работает, генериру случайный га-
милтонов цикл, который посещает кадый город ровно один ра, а атем ите-
ративно улучшает маршрут, мен местами пары городов, чтобы уменшит
общу длину маршрута [10].

30. Scatter Search (SS)  алгоритм, который начинаетс с содани началной
совокупности вомоных решений с исполованием эвристики построени, та-
кой как блиайший сосед или случайна вставка. атем эта популци делитс
на несколко подгрупп, када и которых оптимиируетс с исполовани-
ем метода локалного поиска, такого как алгоритм 2-opt или алгоритм 3-opt.
Лучшие решени и кадой подгруппы обединтс дл содани ранооб-
раного набора решений-кандидатов, которые дополнително оптимиирутс
с исполованием метода локалного поиска [14, 22, 25, 34].

31. Self Organizing Maps (SOM)  алгоритм нейронной сети, во врем кадой
итерации которого случайным обраом выбираетс город и находитс блиай-
ша к нему чейка сетки. атем алгоритм обновлет поиции городов в со-
седних чейках сетки, исполу определенну функци соседства. Функци
соседства влетс убыващей функцией расстони, что поволет алгорит-
му эффективно исследоват пространство решений [17].
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32. Space Filling Curve Hilbert (SFCH)  алгоритм, исполущий криву
аполнени пространства дл сведени проблемы поиска оптималного марш-
рута к проблеме упордочени городов на кривой. Крива Гилберта пред-
ставлет собой фракталну криву, аполнщу квадрат. Преимущество
этого алгоритма в том, что его относително легко реалиоват, и он моет
обрабатыват болшие экемплры TSP с тысчами городов [48].

33. Space Filling Curve Morton (SFCM)  алгоритм, исполущий криву
аполнени пространства, чтобы свести проблему поиска оптималного марш-
рута к проблеме упордочени городов на кривой. Крива Мортона  это тип
кривой, аполнщей пространство, котора отобраает двумерное простран-
ство в одномерну криву. Крива строитс путем чередовани двоичных
представлений координат x и y точек [46].

34. Space Filling Curve Sierpinski (SFCS)  исполует криву аполнени
пространства дл сведени проблемы поиска оптималного маршрута к про-
блеме упордочени городов на кривой. Крива Серпинского  это тип фрак-
талной кривой, котора начинаетс с треуголника и рекурсивно подраде-
лет его на более мелкие треуголники. Крива строитс путем посещени
вершин треуголников в определенном пордке [9].

35. Stochastic Hill Climbing (SHC)  алгоритм, который начинаетс со случай-
ного текущего решени и итеративно улучшает его, внос неболшие случай-
ные именени в решение и принима именение, если оно приводит к лучшему
решени. Случайные именени могут вклчат амену двух городов местами,
именение пордка подмноества городов или другие вомущени [53].

36. Sweep  конструктивный алгоритм, который начинаетс с выбора централ-
ной точки в экемплре TSP, например, геометрического центра, а атем сор-
тирует города в полрных координатах относително этой точки. Алгоритм
строит маршрут, соедин города в отсортированном пордке [23, 58].

37. Tabu Search (TS)  алгоритм, основанный на идее краткосрочных ертв
ради достиени долгосрочных выгод. Tabu Search поддеривает структуру
памти, наываему списком апретов, котора отслеивает недавно посе-
щенные решени и предотвращает их повторное посещение алгоритмом. Ал-
горитм начинаетс с текущего решени, которое моет быт сгенерировано с
исполованием раличных методов, таких как Nearest Neighbour или Random
Insertion. атем алгоритм выполнет сери итераций локалного поиска, в ко-
торых он исследует окрестности текущего решени, внос неболшие имене-
ни, такие как амена двух городов или вставка города меду двум другими.
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Алгоритм оценивает новые решени, соданные этими модификацими, и вы-
бирает лучшее и них дл перехода [26, 39].

38. Truncated Branch and Bound (TBB)  алгоритм дл TSP, основанный на
методе ветвей и границ, который исследует пространство решений, раветв-
лс на подмноества городов и ограничива поиск, отбрасыва частичные
решени, которые не могут привести к оптималным решеним. Основна иде
TBB состоит в том, чтобы исполоват ограничение по времени дл контрол
количества ветвлений и ограничений. То ест вместо того, чтобы исследоват
все дерево поиска, алгоритм останавливаетс чере аданное врем и вовраща-
ет лучшее решение, найденное на данный момент. Таким обраом, TBB моет
обрабатыват крупные экемплры TSP [51].

39. Twice-Around the Tree Algorithm (TAT)  эвристический алгоритм, ос-
нованный на поиске минималного остовного дерева входного графа и после-
дущем обходе дерева двады дл формировани маршрута. Алгоритм имеет
временну слоност O(n log n) дл построени минималного остовного де-
рева и O(n) дл его обхода, где n  количество вершин в графе [49].

40. Variable Neighborhood Search (VNS) алгоритм, который начинает рабо-
ту с текущего решени (например, случайно сгенерированного маршрута), а
атем выполнет локалный поиск по этому решени. Если локалный поиск
не дает улучшенного решени, алгоритм переходит к новому решени в другом
районе (например, путем именени пордка подмноества городов в марш-
руте). атем снова выполнетс локалный поиск нового решени, и процесс
повторетс до тех пор, пока не будет найдено удовлетворителное решение
или пока не будет выполнен какой-либо критерий авершени (например, до-
стигнуто максималное количество итераций) [44].

1.3. Метрические характеристики графа. Метрические характеристики графа
представлт собой количественные покаатели, исполуемые дл имерени и ана-
лиа свойств графа. Они предоставлт информаци о расстоних и свх меду
вершинами графа.

Метрические характеристики графа играт вану рол в аналие и сравне-
нии раличных типов графов, а таке в решении раличных адач, сванных с
сетми, маршрутиацией и оптимиацией. Они поволт качественно описыват и
иучат структуру и свойства графа, что способствует лучшему понимани его ха-
рактеристик и поведени. Бликие графы обеспечиват блиост адач TSP и выбор
алгоритмов.
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Понтие метаданные моно рассматриват как данные о данных, которые вы-
числтс на основе данных. Они могут вклчат таку информаци, как рамер
или плотност графа, распределение степеней или покаатели централности улов,
коэффициент кластериации или модулност структуры сообщества, а таке л-
бые другие сводные статистические данные или метрики, которые отраат ваные
свойства графа.

Список ивлекаемых метрических данных приведен в таблице 1.

Таблица 1. Метрические характеристики графа

Навание метрики начение
is_directed влетс ли граф направленным
is_regular влетс ли граф регулрным

has_bridges наличие в графе мостов
is_chordal влетс ли граф хордовым
diameter диаметр графа
radius радиус графа
nodes количество вершин
edges количество ребер

count_max_cliques количество максималных клик
max_weight_clique вес максималной клики

density плотност графа
node_connectivity параметр свности улов
count_triangles количество триангулций

number_of_isolates количество иолированных вершин
s_metric s-метрика графа

Вычисленные метаданные могут быт полены дл несколких целей, таких как:

• характеристика глобалных свойств и структуры графа. Вычисленные мета-
данные могут дат представление об общей топологии и поведении графа, а
таке помоч вывит лбые акономерности или аномалии, которые могут
имет отношение к аналиу;

• сравнение графов или графовых алгоритмов. Вычисленные метаданные мо-
гут быт исполованы дл сравнени проиводителности или эффективно-
сти графовых алгоритмов или моделей на тестовых наборах данных, а таке
дл определени того, какие и них болше подходт дл данной адачи или
прилоени;

• руководство по выбору параметров или моделей дл аналиа графов. Вычис-
ленные метаданные могут слуит руководством при выборе подходщих па-
раметров или моделей дл аналиа графов, выдел соответствущие аспекты
графа, которые необходимо принимат во внимание.

Таврический вестник информатики и математики, 1 (58)’ 2023



76 О. О. Макаров

Некоторые примеры вычислемых метаданных в аналие графов вклчат:

• распределение степеней. Распределение степеней графа представлет собой ги-
стограмму количества улов с кадой степен и моет дат представление
о свности и неоднородности сети;

• меры централности. Такие покаатели централности, как централност
меду улами, централност блиости или централност собственного век-
тора, могут дат представление о ваности или влинии улов в графе;

• структура сообщества. Алгоритмы обнаруени сообществ могут определит
группы улов, которые плотно сваны меду собой, но слабо сваны с дру-
гими группами, и вывит модулну или иерархическу структуру графа.

Вычисленные метаданные графа влтс источником информации дл его ана-
лиа, помогат обнаруит скрытые акономерности и структуры в слоных сетх.

Алгоритм 1. Алгоритм подсчета статистики распределени весов в графе

Вход: Список точек на плоскости (Points), полователские параметры
(split_parts  количество диапаонов дл подсчета статистики).
Выход: Обект типа {”statistic ”min_distance ”max_distance ”step”}, где
statistic  список и split_parts элементов, в котором кадый элемент со-
ответствует количеству весов, попавших в данный диапаон. min_distance 
минималный вес, max_distance  максималный вес, step  шаг, на который
отличатс диапаоны.

1. Инициалиироват переменные min_distance = inf , max_distance = −inf ,
statistic = [01, 02, . . . , 0split_parts].

2. Дл кадой точки получит ее индекс в Points.
3. Дл кадой точки получит ее индекс point1_index в Points.

a) Дл кадой точки, начина с индекса point1_index+1, получит ее индекс
point2_index в Points.

(i) Вычислит расстоние distance меду точками с индексами
point1_index и point2_index.

(ii) Если полученное расстоние болше, чем max_distance
(A) Присвоит max_distance = distance.

(iii) Если полученное расстоние менше, чем min_distance
(A) Присвоит min_distance = distance.

4. Вычислит шаг по формуле step = (max_distance − min_distance)/
split_parts.
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5. Дл кадой точки получит ее индекс point1_index в Points.
a) Дл кадой точки, начина с индекса point1_index+1, получит ее индекс

point2_index в Points.
(i) Вычислит расстоние distance меду точками с индексами

point1_index и point2_index.

(ii) Вычислит индекс диапаона, в который попадает вес
index = distance//step (где //  операци делени нацело).

(iii) Увеличит количество весов в диапаоне по индексу
statistic[index]+ = 1.

6. Вернут обект типа {statistic, min_distance, max_distance, step}.

В алгоритме 1 умышлено применетс дублирование кода обхода всех вершин
графа в п. 3 и 5. Этого моно было ибеат путем добавлени вспомогателного
массива весов, но в этом случае увеличиваетс нагрука на оперативну памт при
вычислении статистики распределени весов в полносвных графах, содеращих
более 100000 вершин. Например, дл 100000 вершин аписей во вспомогателном
массиве весов будет 100000 · (100000− 1)/2 = 4999950000. Поэтому было принто ре-
шение повысит нагруку на процессор и сниит нагруку на оперативну памт.

2. Реултаты эксперимента

В реултате численных экспериментов сформирована таблица работы 39 метаэ-
вристических алгоритмов дл графов и TSPLIB. В колонке BK находитс лучшее
ивестное решение дл конкретного набора данных на данный момент. И таблицы
видно, что раброс решений, полученных кадым и алгоритмов, не очен болшой.
В конкретных случах моно выделит фаворита. То ест дл определенного набора
данных один и алгоритмов дает лучшее решение среди осталных.

Если считат, что выбор алгоритма ависит от структуры графа и его метадан-
ных, то моно содат систему, котора будет определт блиост нового, еще не
посчитанного набора данных с уе посчитанным и рекомендоват компоици ал-
горитмов дл, предполоително, лучшего решени. В случае, когда алгоритм не
смог найти решение в сви с достиением пределов допустимой памти или други-
ми ограниченими, в найденное расстоние устанавливаетс начение 0 и считаетс,
что данный алгоритм не применим к такой структуре данных. Приведем некоторые
реултаты расчетов.
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Таблица 2. Реултаты расчетов метаэвристик

 Graph BK ACO 2-opt 2-opt-s 2h-opt 2h-opt-s 3-opt 3-opt-s BRKGA
1 eil51 426 429 447 462 447 441 444 459 437
2 berlin52 7542 7544 8167 8383 7544 7606 8238 7834 7979
3 st70 675 677 730 722 732 713 704 721 733
4 pr76 108159 108276 112729 112780 112850 111303 115021 111483 113384
5 eil76 538 559 590 584 577 568 584 578 569
6 gr96 513 517 545 575 526 529 530 575 569
7 rat99 1211 1239 1299 1399 1321 1296 1360 1342 1295
8 rd100 7910 8004 8683 8754 8563 8354 8469 8791 8400
9 kroB100 22141 22276 23942 24011 23095 24243 22998 23169 24057
10 kroD100 21294 21637 21731 24008 22316 22419 21756 22843 23101
11 kroA100 21282 21298 22559 25493 22019 22127 22862 23135 22387
12 kroC100 20749 20869 22031 23347 22683 22164 21584 21869 22348
13 kroE100 22068 22284 24315 23596 22870 23280 23624 24257 22344
14 eil101 629 659 686 694 675 698 689 699 670
15 lin105 14379 14382 14996 15676 15200 15156 16523 15218 15024
16 pr107 44303 44346 47131 52111 47254 46028 44634 47269 49449
17 pr124 59030 59208 66851 70866 61319 60370 61118 64272 60290
18 bier127 118282 119302 128625 129316 124153 128362 122248 124259 125811
19 ch130 6110 6255 6506 7242 6494 6389 6435 6859 6488
20 pr136 96772 98203 102043 112530 101719 100062 102991 107814 106079
21 gr137 706 710 780 856 749 779 757 774 736
22 pr144 58537 58535 62981 72809 65040 61754 58604 67500 63246

Таблица 2 (продоление). Реултаты расчетов метаэвристик

 CI Chris CWS SFCM Concave Convex EN EO FI Genetic
1 445 443 457 468 441 441 443 474 433 429
2 8215 7868 8092 8089 8325 7544 7544 8529 7777 7544
3 682 696 721 701 695 701 689 752 677 690
4 113347 113744 115002 111253 111159 109989 111989 109446 108663 110703
5 587 570 585 588 566 566 570 598 556 566
6 527 0 569 570 517 517 536 548 513 534
7 1297 1303 1293 1299 1281 1252 1289 1318 1232 1281
8 8022 8336 8814 8362 8167 8173 8168 9113 8113 8268
9 24201 22994 23943 23895 22407 22570 23493 24717 22349 22326
10 22147 21726 22799 22410 21777 21728 22876 24283 21523 21778
11 22469 22126 22254 22123 21481 21481 22424 25419 21452 21381
12 21398 21321 22030 21734 21109 21081 21868 24131 21043 21268
13 23577 22794 23444 23704 22912 22779 22546 23004 22463 22423
14 669 664 706 693 656 656 658 710 657 650
15 14796 15014 15126 14464 0 14975 15067 17264 14439 14931
16 45768 45317 47389 49952 0 49295 46642 50323 45023 44620
17 60257 59570 60106 60601 0 60388 61775 70638 59030 60088
18 130620 122143 124886 128737 122893 122893 122794 126082 119336 123941
19 6502 0 6528 6510 6502 6630 6317 7101 6224 6344
20 100706 98905 104853 108161 0 102780 101517 112089 98235 99807
21 787 0 737 780 722 722 782 805 708 733
22 59736 58810 60745 63913 0 60639 60335 72120 58880 58587

Оценка работы алгоритмов приведена на рис. 2, 3 дл кадого и набо-
ров данных. дес отобраена относителна оценка по полученным решеним:
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δ(d) = (d − d∗)/d∗, где d  реултат расчетов и таблицы 2, d∗  лучшее наче-
ние.

Рис. 2. Реултаты работы алгоритмов

Рис. 3. Реултаты работы алгоритмов
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Предполагаетс, что лучшее ивестное решение менше либо равно лбому най-
денному в процессе эксперимента. Но если какой-либо алгоритм улучшит ивестное
решение, то это будет аметно на графике, так как начение относителной оценки
станет отрицателным. Таким обраом, чем точка блие к нул, тем оптималнее
решение было найдено. начени, равные -1 отраат 0 и таблицы начений, что
соответствует случа, когда решение алгоритмом не найдено.

Таблица 3. Алгоритм, покаавший лучший реултат на графе

Algorithm with best solution
ACO eil51, berlin52, pr76
Chris gr96, ch130, gr137
Concave Hull lin105, pr107, pr124, pr136, pr144
Genetic eil101
GRASP kroA100
Greedy Karp-Steele Patching bier127
Hopfield Network kroC100
Iterated Search eil76
Nearest Insertion kroB100
Nearest Neighbour rat99
Random Insertion kroD100
Scatter Search rd100, kroE100
Sweep st70

аклчение

В работе проиведен численный эксперимент по решени TSP с исполованием
раличных метаэвристик на мноестве данных и библиотеки TSPLIB с цел опре-
делени наиболее эффективных методов дл находени оптималных маршрутов.

Реултаты эксперимента покаали, что все примененные метаэвристики способ-
ны найти приблиенные или оптималные решени адачи коммивоера на ра-
личных наборах данных. Однако, в ависимости от характеристик адачи, некоторые
методы провили себ более эффективными, чем другие.

Исследование алгоритмов покаало, что некоторые алгоритмы покаыват луч-
ший реултат на несколких тестовых мноествах. Количество лучших решений в
процентном соотношении от всех тестовых данных такой: Concave Hull 22%, ACO
12%, Christofides 12%, Scatter Search 9%, Sweep 5%, Iterated Search 5%, Nearest
Neighbour 5%, Nearest Insertion 5%, Random Insertion 5%, GRASP 5%, Hopfield
Network 5%, Genetic 5%, Greedy Karp-Steele Patching 5%.

Приведен список лучших алгоритмов, а таке количество ра, когда конкретный
алгоритм покаывал лучшее решение среди осталных. Моно сделат вывод, что
Concave_hull выдал лучшие реултаты в 5 тестовых примерах и всей выборки,
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таке хорошие реултаты покаали ACO и Christofides. На основе этих данных
планируетс сформироват ависимост метаданных графа от реултатов работы
алгоритмов и построит интеллектуалну систему по подбору метаэвристик.

Основывас на реултатах, рекомендуетс выбират метаэвристику в ависимо-
сти от особенностей адачи маршрутиации коммивоера. Необходимо учитыват
количество городов, географические и инфраструктурные характеристики, требова-
ни к точности решени и врем выполнени. Комбинирование раличных метаэв-
ристик моет привести к получени существенно лучших реултатов.
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On hypercyclic operators in weighted spaces of entire functions.
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Abstract.
In this paper we have studied various hypercyclic operators in the weighted space of entire

functions Fϕ. Hypercyclic operators play an important role in the theory of dynamical systems.
Note that questions about hypercyclic operators have been considered in detail only in spaces of
entire and analytic functions. And in the weighted spaces of entire functions, such operators are
not yet very well studied and provide a large number of research problems.

The space Fϕ is defined as follows. Let ϕ = {ϕm(z)}∞m=1  arbitrary family of functions
convex in Cn taking real values and satisfying some conditions on their growth i1)–i4). Now for
each function we introduce a weighted normed space Fm consisting of from integer functions in
Cn. Let Fϕ denote their projective limit. Then it is a Frechet–Schwarz space of type (FS).

Next for the space Fϕ one can find additional conditions on the weight functions, under which
it will be invariant under differentiation. It can also be shown that, under the same conditions, it is
shift-invariant. Then we can consider the problems of hypercyclicity in it partial differentiation
and shift operators, their compositions, convolution operator and operators commuting with
differentiation.

Theorem 1 proves hypercyclicity in the space Fϕ partial differentiation operator ∂
∂zj

,
j ∈ {1;n} with respect to any of the complex variables.

In Theorem 2 hypercyclicity in this space of a finite sum of such operators was shown
α∈Zn

+: |α|≤m

cαD
α
z f , and in Theorem 3  their infinite sum


α∈Zn

+: |α|≥0

cαD
α
z f under certain

conditions on the coefficients of the series.
Theorem 4 states that the shift operator by some constant Ta : f(z) ∈ Fϕ −→ f(z + a),

where a ∈ Cn, and it is not equal to zero, is hypercyclic in Fϕ.
By Theorem 5 it follows that a continuous linear operator T in the space Fϕ, which commutes

with partial differentiation operators and is not equal to a scalar multiple of the identity mapping,
is hypercyclic in the given space.
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The following corollaries follow from this theorem. The finite sum of shifts and the sum of
compositions of shifts with partial differentiation operators are hypercyclic. Also, under certain
requirements for the coefficients of the series, the infinite sum of shifts will be hypercyclic.

Theorem 6 considers an operator of the form Tf(z) =
n

j=1
cj

∂
∂zj

(f(λz+b)), where all numbers

λ ∈ C, b ∈ Cn and cj ∈ Cn, j ∈ {1;n} fixed. Then this operator is hypercyclic in the space Fϕ

under the condition |λ| ≤ 1.
Next in Theorem 7 consider a generalized function with compact support S, whose Fourier-

Laplace transform is not identical to a constant value. Then we can make sure that the
convolution operator of the form MS [f ](z) = St(f(z+ t)) is hypercyclic in Fϕ. We also consider
the case when the additional condition are satisfied for the family of functions ϕ, and S is
defined as a continuous linear functional on Fϕ. Then the convolution operator MS [f ] will also
be hypercyclic in Fϕ.

Keywords: hypercyclic operator, weight space, partial differentiation operator, shift operator,
convolution operator, entire function

Введение

Линейный непрерывный оператор T на сепарабелном локално выпуклом про-
странстве X наыват гиперциклическим, если существует элемент x ∈ X (наывае-
мый гиперциклическим вектором) такой, что ее орбита Orb{x, T} = {x, Tx, T 2x, . . .}
плотна в X. Такие операторы играт вану рол в теории динамических систем.
Первые реултаты теории гиперциклических операторов были получены дл рас-
сматриваемого с обычной топологией равномерной сходимости на компактах ком-
плексной плоскости пространства целых функций H(C). А именно, в 1929 году
Д. Д. Биркхоф [1] докаал, что существует цела функци f така, что мное-
ство, состощее и функций f(z), f(z + 1), f(z + 2), . . ., плотно в H(C), что оначает
гиперцикличност оператора T в H(C), действущего по правилу (Tf)(z) = f(z+1),
а в 1952 году Д. Р. Маклейн [2] докаал, что существует функци f ∈ H(C) така,
что мноество, состощее и функций f, f ′, f ′′, . . ., плотно в H(C), что оначает ги-
перцикличност оператора дифференцировани в H(C).

В работах К.-Г. Гроссе-Эрдманна [7] и Г. Петерсона [8] приведен болшой об-
ор гиперциклических операторов дл раличных пространств. Проблема гипер-
цикличности в проиволных линейных топологических пространствах рассматри-
валас Г. Годефруа и Д. Г. Шапиро [9], Р. М. Гефнером и Д. Г. Шапиро [10],
К. Китаи [11]. Основными реултатами статей [9] и [10] влтс приведенные
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ние критерии гиперцикличности в сепарабелном пространстве Фреше. В ста-
те [9] таке докаано утвердение о гиперцикличности в H(C) лбого опе-
ратора свертки, характеристическа функци которой не тодественна постон-
ной. А в работе [10] приведены докаателства теорем о гиперцикличности и ра-
бот Д. Д. Биркгофа и Д. Р. МакЛейна, а таке некоторых обобщений В. Лу,
В. П. Сейделем и Д. Л. Валшем теоремы Биркгофа.

В далнейшем было покаано, что многие ваные в прилоених классы опе-
раторов в пространствах целых функций (как одной, так и многих переменных) об-
ладат этим свойством [3, 14]. В работах В. Э. Кима [3], Р. Арона и Д. Маркосе [4]
иучалис раличные гиперциклические операторы в H(C). У них таке имеетс
подробный обор литературы по данной теме. В этой области еще моно отметит
стати Д. Бэса [5] и Д. Д. Бетанкура [6], они анималис гиперцикличност
в H(C) раличных операторов и операторов свертки, ассоциирущих с оператором
Данкла.

Цел работы. В последнее врем болшое внимание уделетс иучени дина-
мических свойств таких классических операторов, как оператор дифференцирова-
ни, оператор Харди, оператор сдвига, в весовых пространствах целых функций.
В частности, в [12–14] были найдены услови гиперцикличности оператора диф-
ференцировани в весовых банаховых пространствах целых функций, адаваемых
при помощи радиалных весовых функций. Однако, ёстка структура банаховых
пространств атруднет исследование динамических свойств таких ваных в при-
лоених операторов, как дифференциалные операторы конечного и бесконечного
пордка, операторы свёртки, что побудает к их рассмотрени в пространствах с
менее ёсткой структурой, например, счётно-нормированных пространствах. Име
это в виду, определим весовое пространство Fϕ целых функций комплексных пере-
менных следущим обраом.

Пуст ϕ = {ϕm}∞m=1  семейство выпуклых в Cn функций ϕm : Cn −→ R таких,
что дл лбого m ∈ N:

i1) lim
z→∞

ϕm(z)
z = +∞;

i2) ϕm(z) > ϕm+1(z), z ∈ Cn;
i3) lim

z→∞
(ϕm(z)− ϕm+1(z)) = +∞;

i4) существут постонные am > 0 и bm > 0 такие, что

ϕm+1(z + t) ≤ ϕm(z) + bm, z ∈ Cn, t ∈ Cn : |t| ≤ am.
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Далее дл кадого m ∈ N определим пространство

Fm = {f ∈ H(Cn), f : Cn −→ C : pm(f) = sup
z∈Cn

(|f(z)|e−ϕm(z)) < ∞}.

Очевидно, Fm  банахово пространство. Отметим, что дл всех m ∈ N влоени
Fm+1 ⊂ Fm непрерывны в силу услови i2), а ввиду услови i3) они вполне непре-

рывны. Полоим Fϕ =
∞

m=1

Fm. С обычными операцими слоени элементов и

их умноени на комплексные числа Fϕ обраует линейное пространство. Снабдим
его топологией проективного предела пространств Fm. Топологи пространства Fϕ

таке моет быт определена с помощ метрики

ρ(f1, f2) =
∞

m=1

pm(f1 − f2)

1 + pm(f1 − f2)
.

Будучи проективным пределом компактной последователности банаховых про-
странств Fm, Fϕ  пространство Фреше–Шварца. В силу услови i4) пространство
Fϕ инвариантно относително дифференцировани (см. Лемма 5). Таке простран-
ство Fϕ влетс инвариантным относително сдвига (см. Теорема 4).

Отметим, что пространства вида Fϕ в сви с раличными адачами комплекс-
ного аналиа встречалис в работах многих математиков [15]–[22].

Цел данной работы  иучение адачи о гиперцикличности в Fϕ оператора
дифференцировани и линейных непрерывных операторов, коммутирущих с диф-
ференцированием, а таке при дополнителных предполоених о семействе ϕ а-
дачи о гиперцикличности операторов сдвига и свёртки.

Следущие утвердени ваны дл всей теории гиперциклических операторов.
Теорема A (Теорема Годефруа-Шапиро [9]). Пуст T : X → X 

линейный непрерывный оператор в сепарабелном пространстве Фреше X, под-
пространства X0 = Lin{x ∈ X : Tx = λx, λ ∈ Cn, |λ| < 1} и
Y0 = Lin{x ∈ X : Tx = λx, λ ∈ Cn, |λ| > 1} плотны в X, тогда T  гипер-
циклический оператор.

Теорема B (Теорема Китаи-Гефнера-Шапиро [10]). Пуст X  сепара-
белное пространство Фреше и T : X → X  линейный непрерывный оператор.
Пуст X0, Y0  плотные подмноества X и последователност (Sk)

∞
k=1 отобрае-

ний Sk : Y0 → X таковы, что:
1) T k → 0 поточечно на X0 при k → ∞;
2) Sk → 0 поточечно на Y0 при k → ∞;
3) T kSk = I на Y0. Тогда оператор T влетс гиперциклическим.
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Обоначени. Дл точек u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) и Cn опреде-
лим 〈u, v〉 = u1v1 + · · · + unvn, u  евклидова норма в Cn. Дл мултииндекса
α = (α1, . . . ,αn) ∈ Zn

+ и точек z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn полагаем |α| = α1 + . . . + αn,
Dj = ∂

∂zj
, j = 1, . . . n, Dα

z = ∂|α|

∂z
α1
1 ···∂zαn

n
. Если пространство Fϕ инвариантно относи-

телно сдвига, то дл лбого a ∈ Cn чере Ta обоначаем оператор сдвига на вектор
a в Fϕ, то ест Ta : f ∈ Fϕ → f(z + a).

Дл проиволной вещественноначной функции ϕ в Cn такой,

что lim
z→+∞

ϕ(z)

z = +∞, определим преобраование нга-Фенхел

ϕ(z) = sup
t∈Cn

(Re 〈z, t〉 − ϕ(t)), z ∈ Cn. В нашей работе и услови i1) следует,

что их преобраовани нга-Фенхел ϕm(z) ограничены во всем Cn.

Основна част

В далнейшем нам понадобтс следущие утвердени:

Лемма 1. Полиномы плотны в Fϕ.

Докаателство. Пуст f ∈ Fϕ. Вомём проиволное число ε > 0. Утвердение
будет докаано, если покаем, что дл проиволно втого числа ε > 0 найдётс
полином P такой, что ρ(f, P ) < ε. Тепер выберем натуралное число N = N(ε) так,

чтобы
∞

m=N+1

1
2m

< ε
2
. Далее отметим, что дл лбого m ∈ N

|f(z)|
eϕm(z)

→ 0, z → ∞. (1)

Действително, оценим выраение в виде

|f(z)|
eϕm(z)

=
|f(z)|
eϕm+1(z)

eϕm+1(z)−ϕm(z) ≤ pm+1(f)e
ϕm+1(z)−ϕm(z).

Отсда и и услови i3) вытекает (1). В силу установленного факта моно вос-
половатс Теоремой 4 и [17], согласно которой полиномы будут плотны в кадом
Fm. начит, моно подобрат полином P так, что pN(f − P ) < ε

2
. Тогда учитыва,

что p1(f − P ) ≤ p2(f − P ) ≤ · · · ≤ pN(f − P ) < ε
2
, получим, что ρ(f, P ) < ε. □

Посколку и них моно выбрат некоторое подмноество полиномов с раци-
оналными коэффициентами, то оно обраует счетное всду плотное мноество в
пространстве Fϕ.

Лемма 2. Пространство Fϕ сепарабелно.
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В силу услови i1) функци fz : λ ∈ Cn → eλz принадлеит Fϕ дл лбого
z ∈ Cn. Поэтому всду в Cn корректно определена функци S(z) := Sλ(e

λz), z ∈ Cn,
котору наываем преобраованием Лапласа функционала S.

Далее приведем следущие леммы:

Лемма 3. Пуст S  линейный непрерывный функционал на Fϕ. Тогда функци
S(z) = (Sξ, e

〈ξ,z〉) цела в Cn, причём дл лбого α ∈ Zn
+ выполнетс равенство

Dα
z
S(z) = Sξ(ξ

αe〈ξ,z〉), z ∈ Cn.

Докаателство. афиксируем проиволну точку η ∈ Cn. Покаем, что функци
S аналитична в точке η. Далее дл всех z и шара ||z − η|| < 1 в Cn определим
функци gz(ξ) = e〈ξ,z〉 − e〈ξ,η〉 − 〈ξ, z − η〉e〈ξ,η〉, ξ ∈ Cn.

Отсда следует неравенство |gζ(λ)| ≤ (1+|λ|+|λ|2)|ζ−z|2eRe λz. Вместе с условием
i1) эта формула дает оценку pm(gζ) ≤ Cζ − z2, где C  некотора постонна.
Отсда в силу непрерывности функционала S получим, что S(gz) = o(z − η) при
z → η.

Полус линейност S, имеем

S(z)− S(η) = Sξ(e
〈ξ,z〉)− Sξ(e

〈ξ,η〉) = Sξ(〈ξ, z − η〉e〈ξ,η〉) + Sξ(gz(ξ)) = (2)

=
n

j=1

Sξ(ξje
〈ξ,η〉)(zj − ηj) + o(z − η), z → η.

Отсда по определени аналитичности получим, что S(z)  голоморфна функ-
ци в точке η и ∂

∂zj
S(z) = Sξ(ξje

〈ξ,z〉), z ∈ Cn. Посколку η  проиволна точка в

Cn, то S(z) аналитична во всем Cn, начит, она влетс целой функцией. Тогда при
всех α ∈ Zn

+ выполнетс равенство Dα
z
S(z) = Sξ(ξ

αe〈ξ,z〉), z ∈ Cn. □

Лемма 4. Если Ω ∈ Cn  открытое непустое мноество, то система экспонент
{e〈ξ,z〉}z∈Ω при фиксированном числе ξ ∈ Cn полна в пространстве Fϕ.

Докаателство. Применим теорему Хана-Банаха о непрерывном продолении ли-
нейного функционала. Вомем проиволный линейный непрерывный функционал
S ∈ F ∗

ϕ такой, что Sξ(e
〈ξ,z〉) = 0 дл всех z ∈ Ω. Нуно покаат, что S  нулевой

функционал.
По Лемме 3 S(z) = (Sξ, e

〈ξ,z〉)  цела функци в пространстве Cn, поэтому по
теореме единственности Sξ(e

〈ξ,z〉) = 0 дл всех z ∈ Cn. Посколку в силу Леммы 3
при всех α ∈ Zn

+ и z ∈ Cn справедлива формула Dα
z
S(z) = Sξ(ξ

αe〈ξ,z〉), то получим
Dα

z
S(z) = Sξ(ξ

αe〈ξ,z〉) = 0. начит, при всех α ∈ Zn
+ выполнетс Sξ(ξ

α) = 0.
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Тогда дл лбых полиномов p(z) ∈ Fϕ S(p) = 0. Ввиду плотности полиномов по
Лемме 1 в Fϕ дл всех f ∈ Fϕ выполнетс S(f) = 0, поэтому S  нулевой функци-
онал. Следователно, система экспонент {e〈ξ,z〉}z∈Ω при фиксированном ξ ∈ Cn полна
в Fϕ. □

В силу Леммы 4 лбу функци в Fϕ моно приблиит некоторой суммой
функций и {e〈ξ,z〉}z∈Ω. Посколку лбу функци и Fϕ моно приблиит неко-
торой функцией и Lin{e〈ξ,z〉}z∈Ω, то мноество LinX плотно в Fϕ. Если Ω ∈ Cn 
открытое непустое мноество, то линейна оболочка системы экспонент Lin{e〈ξ,z〉}z∈Ω
при фиксированном числе ξ ∈ Cn плотна в пространстве Fϕ.

Далее покаем, что оператор частного дифференцировани непрерывен в Fϕ.

Лемма 5. В пространстве Fϕ оператор частного дифференцировани ∂
∂zj

, где
j = 1, . . . , n, непрерывен и отобраает его в Fϕ.

Докаателство. Вомем некотору функци f ∈ Fϕ. В силу аналитичности
функции f лба ее частна проиводна аналитична, поэтому ∂

∂zj
f ∈ H(Cn). Ис-

полу интегралну формулу Коши, получим равенство

∂

∂zj
f(z) =

1

(2πi)n



Πz

f(ξ1, . . . , ξn) dξ1 . . . dξn

(ξ1 − z1) · . . . · (ξj−1 − zj−1)(ξj − zj)
2(ξj+1 − zj+1) · . . . · (ξn − zn)

,

(3)
где R и rj, j = 1, . . . , n  полоителные константы, z  фиксированна точка и
некоторого ограниченного шара B(0, R) = {z ∈ Cn : |zj| ≤ R, j ∈ {1;n}}, а ξ  точка
и границы поликруга Πz = {ξ = (ξ1, . . . , ξn) : |ξj − zj| = rj, rj > 0, j ∈ {1;n}}.

Далее введем обоначени k1 = max
j∈{1;n}

{rj}, k2 = min
j∈{1;n}

{rj} и и (3) найдем оценку
сверху:


∂

∂zj
f(z)

 ≤
(R + r1) . . . (R + rn)

r1 . . . rj−1r2j rj+1 . . . rn
max
ξ∈Πz

|f(ξ)| ≤ (R + k1)
n

kn+1
2

max
ξ∈Πz

|f(ξ)|. (4)

И определени нормы дл лбого m ∈ N получим формулу
|f(z)| ≤ pm+1(f)e

ϕm+1(z).
В силу i4) при всех m ∈ N получим оценку

sup
z∈Cn


exp(max

ξ∈Πz

ϕm+1(ξ)) exp(−ϕm(z))

≤ exp


sup
z∈Cn

(ϕm+1(z)− ϕm(z))

≤ ecm .

Вычислим с помощ (4) норму действи оператора

pm

 ∂

∂zj
f(z)


≤ (R + k1)

n

kn+1
2

pm+1(f) sup
z∈Cn


exp(max

ξ∈Πz

ϕm+1(ξ)) exp(−ϕm(z))

≤

≤ ecm(R + k1)
n

kn+1
2

pm+1(f) = Cmpm+1(f) < ∞.
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Таким обраом, оператор ∂
∂zj

действует и Fm+1 в Fm дл лбых m ∈ N, начит, он
непрерывен и ∂

∂zj
: Fϕ → Fϕ, где j = 1, . . . , n. □

Далее приведем утвердени о гиперцикличности дл дифференциалных опе-
раторов и оператора сдвига.

Теорема 1. В пространстве Fϕ оператор частного дифференцировани T = ∂
∂zj

дл лбого j = 1, . . . , n гиперциклический и его обра леит в Fϕ.

Докаателство. Выше было покаано, что оператор T линейный и непрерывный.
Докаем его гиперцикличност с помощ теоремы Гефнера-Шапиро.

Функци e〈ξ,z〉 дл всех z, ξ ∈ Cn принадлеит пространству
Fϕ, так как она цела и дл всех m ∈ N выполнетс оценка
pm(e

〈ξ,z〉) = exp

sup
ξ∈Cn

(Re 〈ξ, z〉 − ϕm(ξ))

= eϕm(z) < ∞.

Вычислим характеристическу функци оператора: Ť (λ) = ∂
∂ξj

(e〈ξ,λ〉)e−〈ξ,λ〉 = λj.
Введем мноества W1 = {z ∈ Cn : |zj| < 1} и W2 = {z ∈ Cn : |zj| > 1}, мноества

W1 и W2 открытые и непустые. Определим линейные оболочки X0 = Lin{e〈ξ,z〉}z∈W1

и Y0 = Lin{e〈ξ,z〉}z∈W2 , тогда по Лемме 4 мноества X0 и Y0 плотны в Fϕ. аметим,
что точки z фиксированные и Cn, а оператор T действует по ξ.

Действие оператора на экспоненту дл всех k ∈ N и z ∈ Cn имеет вид
T k(e〈ξ,z〉) = zkj e

〈ξ,z〉. Тогда при фиксированном z ∈ W1 и лбых m ∈ N верна формула:

pm(T
k(e〈ξ,z〉)) = |zj|k exp


sup
ξ∈Cn


Re 〈ξ, z〉 − ϕm(ξ)


= |zj|keϕm(z) < ∞. (5)

начит, и того, что e〈ξ,z〉 ∈ Fϕ, дл всех k ∈ N получаетс T k(e〈ξ,z〉) ∈ Fϕ.
Дл всех z ∈ W1 в силу |zj| < 1 следует T k(e〈ξ,z〉) −−−→

k→∞
0 в Fϕ. Ввиду полноты

мноества {e〈ξ,z〉}z∈W1 по Лемме 4 дл лбых f ∈ X0 вытекает, что T k(f) −−−→
k→∞

0 в
Fϕ.

Дл точек z ∈ W2 определим дл проиволного k ∈ N отобраение Sk : Y0 → Fϕ

таким, что Sk(e
〈ξ,z〉) = e〈ξ,z〉

(Φ(z))k
. Поэтому при всех m ∈ N выполнетс соотношение:

pm(Sk(e
〈ξ,z〉)) = |zj|−k exp


sup
ξ∈Cn


Re 〈ξ, z〉 − ϕm(ξ)


= |zj|−keϕm(z) < ∞. (6)

Тогда при z ∈ W2 по услови |zj| > 1 получим Sk(e
〈ξ,z〉) −−−→

k→∞
0 в Fϕ. И пол-

ноты системы {e〈ξ,z〉}z∈W2 дл лбых f ∈ Y0 следует, что Sk(f) −−−→
k→∞

0 в Fϕ. Таке

аметим, что при всех k ∈ N справедливо равенство T kSk(f) = f . Таким обраом, все
требовани теоремы B выполнены. Следователно, оператор T гиперциклический в
пространстве Fϕ. □
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Теорема 2. Пуст в пространстве Fϕ адан некоторый полином с постонными
коэффициентами Φ(z) =


α∈Zn

+: |α|≤m

cαz
α, z ∈ Cn, отличный от константы. Тогда

оператор T : f ∈ Fϕ −→


α∈Zn
+: |α|≤m

cαD
α
z f гиперциклический в Fϕ.

Докаателство. Очевидно, оператор T линейный. Покаем его непрерывност.
Вомем проиволну функци f ∈ Fϕ. Частные проиводные функции f дл
проиволного мултииндекса α в силу его голоморфности в Cn моно представит
в виде

(Dα
z f)(z) =

α!

(2πi)n



Πz={ξ: |ξj−zj |=rj , rj>0, j∈{1;n}}

f(ξ) dξ

(ξ − z)α+1 , (7)

где R и rj, j = 1, . . . , n  полоителные константы, z  фиксированна точка и
некоторого ограниченного шара B(0, R) = {z ∈ Cn : |zj| ≤ R, j ∈ {1;n}}, а ξ  точка
и границы поликруга Πz = {ξ = (ξ1, . . . , ξn) : |ξj − zj| = rj, rj > 0, j ∈ {1;n}}.

Введем обоначени k1 = max
j∈{1;n}

{rj} и k2 = min
j∈{1;n}

{rj}. Далее и формулы (7)

найдем оценку сверху

|Dα
z f(z)| ≤

α!(R + k1)
n

k
|α|+1
2

max
ξ∈Πz

|f(ξ)|. (8)

Тогда в силу (8) получаетс оценка

|Tf(z)| ≤


|α|≤m

|cα||Dαf(z)| = (R + k1)
n max

ξ∈Πz

|f(ξ)|


|α|≤m

|cα|
α!

k
|α|+1
2

. (9)

И определени нормы при всех m ∈ N и z ∈ Cn верно неравенство
|f(z)| ≤ pm+1(f)e

ϕm+1(z). Вычислим, исполу формулу (9), норму действи опе-
ратора

pm(Tf) ≤ (R + k1)
npm+1(f) sup

z∈Cn


exp


max
ξ∈Πz

ϕm+1(ξ)

exp


− ϕm(z)

 

|α|≤m

|cα|
α!

k
|α|+1
2

.

(10)

По услови i4) при всех m ∈ N справедливо соотношение

sup
z∈Cn


exp


max
ξ∈Πz

ϕm+1(ξ)

exp


−ϕm(z)


≤ exp


sup
z∈Cn

(ϕm+1(z)−ϕm(z))

≤ ecm = cm < ∞.

В силу ограниченности числа m ∈ N выполнетс неравенство


|α|≤m

|cα|
α!

k
|α|+1
2

≤ (m+ 1)nm!

τ
max
|α|≤m

|cα| = cm < ∞,
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где τ =





k
|α|+1
2 при k2 ≤ 1,

k2 при k2 > 1.

Отсда следует, что норма и формулы (10) конечна:

pm(Tf) ≤ cmcm(R + k1)
npm+1(f) = Cmpm+1(f) < ∞.

начит, дл всех f ∈ Fϕ функции Tf леат в Fϕ. Таким обраом, рассматрива-
емый оператор T линейный и непрерывный. Докаем с помощ теоремы Гефнера-
Шапиро, что он гиперциклический.

В Теореме 1 покаано, что e〈ξ,z〉 при всех z, ξ ∈ Cn принадлеит Fϕ. Вычислим
характеристическу функци оператора: Ť (λ) =


|α|≤m

cαλ
α = Φ(λ).

Введем мноества W1 = {z ∈ Cn : |Φ(z)| < 1} и W2 = {z ∈ Cn : |Φ(z)| > 1}. По
услови теоремы Φ(z)  не равный константе полином, тогда W1 и W2 открытые и
непустые. Определим линейные оболочки X0 = Lin{e〈ξ,z〉}z∈W1 и Y0 = Lin{e〈ξ,z〉}z∈W2 ,
по Лемме 4 мноества X0, Y0 плотны в Fϕ. аметим, что точки z фиксированные
и Cn, а оператор T действует по ξ.

Действие оператора на экспоненту дл всех k ∈ N и z ∈ Cn имеет вид
T k(e〈ξ,z〉) = (Φ(z))ke〈ξ,z〉. Тогда при начених z ∈ W1 и лбых m ∈ N верна фор-
мула

pm(T
k(e〈ξ,z〉)) = |Φ(z)|k sup

ξ∈Cn

(|e〈ξ,z〉|e−ϕm(ξ)) = |Φ(z)|keϕm(z) < ∞. (11)

начит, и того, что e〈ξ,z〉 ∈ Fϕ, дл всех k ∈ N следует T k(e〈ξ,z〉) ∈ Fϕ.
Дл всех z ∈ W1 и условий |Φ(z)| < 1 и T k(e〈ξ,z〉) = (Φ(z))ke〈ξ,z〉 вытекает

T k(e〈ξ,z〉) −−−→
k→∞

0 в Fϕ. Ввиду полноты мноества {e〈ξ,z〉}z∈W1 по Лемме 4 следует,

что дл лбых f ∈ X0 T k(f) −−−→
k→∞

0 в Fϕ.
Дл точек z ∈ W2 определим дл всех k ∈ N отобраение Sk : Y0 → Fϕ таким,

что Sk(e
〈ξ,z〉) = e〈ξ,z〉

(Φ(z))k
. начит, дл лбых m ∈ N получаетс соотношение

pm(Sk(e
〈ξ,z〉)) = |Φ(z)|−k exp


sup
ξ∈Cn


Re 〈ξ, z〉 − ϕm(ξ)


= |Φ(z)|−keϕm(z) < ∞. (12)

Тогда при z ∈ W2 в силу |Φ(z)| > 1 и Sk(e
〈ξ,z〉) = e〈ξ,z〉

(Φ(z))k
выполнетс

Sk(e
〈ξ,z〉) −−−→

k→∞
0 в Fϕ. И полноты системы {e〈ξ,z〉}z∈W2 следует, что дл лбых

f ∈ Y0 Sk(f) −−−→
k→∞

0 в Fϕ. Таке дл лбого k ∈ N справедливо равенство

T kSk(f) = f . Следователно, все требовани теоремы B выполнены. Оператор T

гиперциклический в пространстве Fϕ. □
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Теорема 3. Пуст Φ(z) =


α∈Zn
+: |α|≥0

cαz
α  непостонна цела функци в про-

странстве Fϕ, тогда определим оператор T : f ∈ Fϕ
Φ(D)−−−→


α∈Zn

+: |α|≥0

cαD
α
z f . Тогда

если Φ(z)  функци экспоненциалного типа, то оператор T гиперциклический в
Fϕ.

Докаателство. Легко убедитс, что оператор T линейный, тепер проверим его
непрерывност. Вомем проиволну функци f ∈ Fϕ. Введем обоначени иден-
тично Теореме 2. Как было покаано в докаателстве Теоремы 2, дл проиводных
при лбых α ∈ Zn

+ и z ∈ Cn выполнетс неравенство

|Dα
z f(z)| ≤

α!(R + k1)
n

k
|α|+1
2

max
ξ∈Πz

|f(ξ)|.

Далее оценим действие оператора на функци:

|Tf(z)| ≤


|α|≥0

|cα||Dαf(z)| ≤ (R + k1)
n max

ξ∈Πz

|f(ξ)|


|α|≥0

|cα|
α!

k
|α|+1
2

.

По определени нормы дл лбых z ∈ Cn и m ∈ N получаетс оценка
|f(z)| ≤ pm+1(f)e

ϕm+1(z). По услови i4) при всех m ∈ N справедливо соотношение

sup
z∈Cn


exp


max
ξ∈Πz

ϕm+1(ξ)

exp


−ϕm(z)


≤ exp


sup
z∈Cn

(ϕm+1(z)−ϕm(z))

≤ ecm = cm < ∞.

Вычислим дл проиволных m ∈ N его нормы:

pm(Tf) ≤ cm(R + k1)
npm+1(f)



|α|≥0

|cα|
α!

k
|α|+1
2

. (13)

Дл непрерывности оператора T : Fϕ −→ Fϕ в силу (13) необходимо выполнение
услови

pm(Tf) ≤
cm(R + k1)

n

k2
pm+1(f)



|α|≥0

α!

k
|α|
2

|cα| < ∞.

Посколку величины cm(R+k1)
n

k2
и pm+1(f) конечные, то требуетс сходимост рда

|α|≥0

α!

k
|α|
2

|cα|. Найдем условие дл коэффициентов cα, при котором данна сумма ко-

нечна.
Применим дл этого принак сравнени. В качестве маоранты вомем степен-

ной рд b


|α|≥0

1
(|α|+1)ρ

, где ρ  проиволное число такое, что ρ > n, а b  некотора

полоителна постонна. Тогда при всех α ∈ Zn
+ долно выполнтс условие

α!

k
|α|
2

|cα| ≤ b
(|α|+1)ρ

. Отсда дл коэффициентов cα при всех α ∈ Zn
+ получим такое
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требование:

|cα| ≤
b k

|α|
2

α! (|α|+ 1)ρ
. (14)

Следователно, ввиду формулы (14) дл функции Φ(z) получаетс оценка

|Φ(z)| ≤


|α|≥0

|cα| |z||α| ≤ b


|α|≥0

(k2 |z|)|α|

α! (|α|+ 1)ρ
≤ b



|α|≥0

(τ |z|)|α|

α!
= beτ |z|,

где τ =





1 при k2 ≤ 1,

k2 при k2 > 1.

Таким обраом, дл непрерывности оператора T необходимо выполнение услови
(14), то ест Φ(z) долна быт функцией экспоненциалного типа.

Далее всду полагаем, что функци Φ(z) экспоненциалного типа. Тогда рас-
сматриваемый оператор T линейный и непрерывный. Докаем, что он гиперцикли-
ческий. Дл этого в далнейшем восполуемс теоремой Гефнера-Шапиро.

В Теореме 1 было покаано, что функци e〈ξ,z〉 при всех z, ξ ∈ Cn принадлеит
Fϕ. Вычислим характеристическу функци оператора: Ť (λ) =


|α|≥0

cαλ
α = Φ(λ).

Введем мноества W1 = {z ∈ Cn : |Φ(z)| < 1} и W2 = {z ∈ Cn : |Φ(z)| > 1}.
Посколку Φ(z)  цела функци, по малой теореме Пикара она принимает все
начени и Cn, кроме, моет быт, одной величины, поэтому W1 и W2 открытые и
непустые.

Определим мноества X0 = Lin{e〈ξ,z〉}z∈W1 , Y0 = Lin{e〈ξ,z〉}z∈W2 , по Лемме 4 X0 и
Y0 плотны в Fϕ. аметим, что точки z фиксированные и Cn, а оператор действует
по ξ.

Тогда дл лбого m ∈ N получаетс формула

pm(T
k(e〈ξ,z〉)) = |Φ(z)|k exp


sup
ξ∈Cn


Re 〈ξ, z〉 − ϕm(ξ)


= |Φ(z)|keϕm(z) < ∞.

начит, и того, что e〈ξ,z〉 ∈ Fϕ, следует T k(e〈ξ,z〉) ∈ Fϕ.
Дл всех z ∈ W1 выполнетс условие T k(e〈ξ,z〉) −−−→

k→∞
0 в Fϕ, так как |Φ(z)| < 1

и T k(e〈ξ,z〉) = (Φ(z))ke〈ξ,z〉. И полноты системы {e〈ξ,z〉}z∈W1 по Лемме 4 вытекает, что
дл лбых f ∈ X0 T k(f) −−−→

k→∞
0 в Fϕ.

Дл точек z ∈ W2 определим при лбых k ∈ N отобраение Sk : Y0 → Fϕ таким,
что Sk(e

〈ξ,z〉) = e〈ξ,z〉

(Φ(z))k
. начит, дл всех m ∈ N выполнетс соотношение

pm(Sk(e
〈ξ,z〉)) = |Φ(z)|−k exp


sup
ξ∈Cn


Re 〈ξ, z〉 − ϕm(ξ)


= |Φ(z)|−keϕm(z) < ∞.
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Тогда Sk(e
〈ξ,z〉) −−−→

k→∞
0 в Fϕ, посколку |Φ(z)| > 1 и Sk(e

〈ξ,z〉) = e〈ξ,z〉

(Φ(z))k
. В силу

полноты мноества {e〈ξ,z〉}z∈W2 следует, что дл лбых f ∈ Y0 Sk(f) −−−→
k→∞

0 в

Fϕ. Таке дл лбого k ∈ N справедливо равенство T kSk(f) = f . Таким обраом,
выполнены все услови теоремы B. Оператор T гиперциклический в пространстве
Fϕ. □

Далее рассмотрим свойства оператора сдвига в пространстве Fϕ. И следущей
теоремы получаетс инвариантност Fϕ относително сдвига.

Теорема 4. В пространстве Fϕ определим оператор сдвига Ta в виде
Ta : f(z) ∈ Fϕ −→ f(z + a), где a ∈ Cn, причем a ∕= (0, 0, . . . , 0, 0). Тогда Ta ги-
перциклический в Fϕ.

Докаателство. Оператор T линейный, покаем его непрерывност. Вомем неко-
тору функци f ∈ Fϕ, докаем, что Tf ∈ Fϕ. Действие оператора k ∈ N ра на
функци имеет вид T kf(z) = f(z + ka).

Дл всех z ∈ Cn и m ∈ N и определени нормы следует оценка
|f(z + a)| ≤ pm+1(f)e

ϕm+1(z+a). В силу услови i4) моно найти конечное число cm,
дл которого sup

z∈Cn

(ϕm+1(z + a)− ϕm(z)) ≤ cm. Тогда получаетс неравенство

|Tf(z)| = |f(z + a)| ≤ pm+1(f)e
ϕm+1(z+a) ∀ z ∈ Cn, ∀m ∈ N. (15)

Вычислим дл проиволных m ∈ N полунормы действи оператора:

pm(Tf) ≤ pm+1(f) exp

sup
z∈Cn


ϕm+1(z + a)− ϕm(z)


≤ ecmpm+1(f) = cmpm+1(f) < ∞.

(16)
Следователно, оператор T непрерывен в Fϕ. По Теореме B покаем его гипер-

цикличност.
В силу Теоремы 1 дл всех z, ξ ∈ Cn e〈ξ,z〉 ∈ Fϕ. Определим характеристическу

функци оператора Ť (λ) = e〈a,λ〉, тогда получим |Ť (z)| = eRe 〈a, z〉. Введем мноества
W1 = {z ∈ Cn : |Ť (z)| < 1} и W2 = {z ∈ Cn : |Ť (z)| > 1}. Функци Ť (z) цела,
по малой теореме Пикара она принимает все начени в пространстве, кроме, моет
быт, одной величины. Следователно, W1 и W2 открытые и непустые. Обоначим
X0 = Lin{e〈ξ,z〉}z∈W1 и Y0 = Lin{e〈ξ,z〉}z∈W2 , по Лемме 4 мноества X0 и Y0 плотны
в Fϕ.
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Дл лбых k ∈ N и всех z ∈ Cn действие оператора имеет вид
T k
ξ (e

〈ξ,z〉) = ek〈a,z〉e〈ξ,z〉. Тогда дл лбого m ∈ N при фиксированной точке z по-
лучаетс формула

pm(T
k(e〈ξ,z〉)) = |e〈a,z〉|k exp


sup
ξ∈Cn


Re 〈ξ, z〉 − ϕm(ξ)


= ekRe 〈a,z〉eϕm(z) < ∞.

начит, и того, что e〈ξ,z〉 ∈ Fϕ, следует, что T k(e〈ξ,z〉) ∈ Fϕ.
Дл точек z ∈ W1 и услови |Ť (z)| < 1 получаетс выраение T k(e〈ξ,z〉) −−−→

k→∞
0 в

Fϕ. И полноты мноества {e〈ξ,z〉}z∈W1 по Лемме 4 вытекает, что дл лбых f ∈ X0

T k(f) −−−→
k→∞

0 в Fϕ.
При условии z ∈ W2 определим дл лбого k ∈ N отобраение Sk : Y0 → Fϕ

таким, что Sk(e
〈ξ,z〉) = e−k〈a,z〉e〈ξ,z〉 = (Ť (z))

−k
e〈ξ,z〉. начит, дл лбого m ∈ N спра-

ведливо равенство

pm(Sk(e
〈ξ,z〉)) = |e〈a,z〉|−k

exp

sup
ξ∈Cn


Re 〈ξ, z〉 − ϕm(ξ)


= e−kRe 〈a,z〉eϕm(z) < ∞.

Тогда в силу |Ť (z)| > 1 следует, что Sk(e
〈ξ,z〉) −−−→

k→∞
0 в Fϕ. Ввиду полноты системы

{e〈ξ,z〉}z∈W2 получим, что дл лбых f ∈ Y0 Sk(f) −−−→
k→∞

0 в Fϕ.

Таке дл лбого k ∈ N выполнетс равенство T kSk(f) = f . Все услови теоре-
мы B выполнены. Следователно, оператор сдвига T гиперциклический в простран-
стве Fϕ. □

Приведем следущее утвердение дл коммутирущих с дифференцированием
операторов.

Теорема 5. Пуст линейный непрерывный оператор T в пространстве Fϕ ком-
мутирует с операторами частного дифференцировани и не влетс скалрным
кратным тодественного отобраени. Тогда T  гиперциклический оператор
в Fϕ.

Докаателство. Отметим, что дл лбого z ∈ Cn функци fz(ξ) := e〈ξ,z〉

принадлеит Fϕ, посколку при кадом m ∈ N0 его нормы конечные:
pm(fz) = exp


sup
ξ∈Cn


Re 〈ξ, z〉 −ϕm(ξ)


= eϕm(z) < ∞. Поэтому на Cn ×Cn корректно

определена функци FT (ξ, z) = T (fz)(ξ).
Так как T коммутирует с операторами частного дифференцировани, то спра-

ведливо равенство

Dj ξTξ(fz) = TξDj ξ(fz) = zjTξ(fz), z ∈ Cn, j = 1, . . . , n. (17)
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Отсда получим систему уравнений в частных проиводных:
∂
∂ξj

Tξ(fz) = zjTξ(fz), j = 1, . . . , n. Следователно, искома функци имеет
вид Tξ(fz) = eC(z)e〈ξ,z〉 = aT (z)e

〈ξ,z〉. И последней формулы вытекает, что существует
функци aT (z) ∈ Cn така, что

Tξ(fz) = aT (z)fz. (18)

Таким обраом, при проиволных z, ξ ∈ Cn получим FT (ξ, z) = aT (z)e
〈ξ,z〉. а-

метим, что FT по ξ влетс целой функцией. Докаем, что FT по z таке цела.
Действително, так как T  линейный непрерывный функционал на Fϕ, то дл всех
k ∈ N0 найдутс числа ck > 0 и m ∈ N0, дл которых

pk(T (g)) ≤ ckpm(g), g ∈ Fϕ. (19)

Пуст ξ, ζ ∈ Cn  проиволные точки. Дл лбого z ∈ Cn такого, что
z − ζ < 1, рассмотрим функци gz,ζ(ξ) := e〈ξ,z〉 − e〈ξ,ζ〉 − 〈ξ, z − ζ〉e〈ξ,ζ〉, ξ ∈ Cn.
В силу (19) выполнетс |T (gz,ζ)(ξ)| ≤ ckpm(gz,ζ)e

ϕm(ξ), ξ ∈ Cn. Тогда и оценки
pm(gz,ζ) ≤ Cz − ζ2 в Лемме 3, справедливой при некотором полоителном C, и
линейности оператора T получим, что дл проиволного ξ ∈ Cn

FT (ξ, z)− FT (ξ, ζ) =
n

j=1

T (fj,ζ)(ξ)(zj − ζj) + o(z − ζ), z → ζ,

где fj,ζ(ξ) := ξjexp(〈ξ, ζ〉).
Следователно, дл кадого фиксированного ξ ∈ Cn функци FT (ξ, z) голоморф-

на в точке ζ как функци переменного z. Так как ζ ∈ Cn была вта проиволно, то
FT по переменной z влетс целой функцией. Отсда и и того, что по Теореме 1
e〈ξ,z〉  цела функци по z, вытекает, что aT  цела функци в Cn. Посколку по
услови оператор T не влетс скалрным кратным тодественного отобраени,
то aT  непостонна функци.

Отметим тепер, что если Ω непустое открытое мноество Cn, то по Лемме 4
система {fz}z∈Ω полна в Fϕ. Рассмотрим мноества W1 = {z ∈ Cn : |aT (z)| < 1} и
W2 = {z ∈ Cn : |aT (z)| > 1}. Они непустые и открытые в Cn. Пуст X0  линейна
оболочка системы {fz}z∈W1 , Y0  линейна оболочка системы {fz}z∈W2 . Мноества X0

и Y0 плотны в Fϕ. Тогда линейные оболочки мноеств


|λ|<1

ker(T−λ) и


|λ|>1

ker(T−λ)

плотны в Fϕ. Таким обраом, все услови Теоремы А выполнены, оператор T 
гиперциклический. □

И Теоремы 5 вытекат следущие утвердени.
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Следствие 1. Пуст аданы числа N ∈ N, cj ∈ C и точки aj ∈ Cn, j = 1, 2, . . . , N .

Тогда оператор Tf(z) =
N
j=1

cjf(z+aj), не кратный тодественному отобраени,

гиперцикличен в Fϕ.

Докаателство. Очевидно, оператор T коммутирует с операторами частного диф-
ференцировани. По Теореме 4 оператор Ta непрерывен в Fϕ. Тогда линейный опе-
ратор T как конечна сумма сдвигов таке влетс непрерывным в этом простран-
стве. И Теоремы 5 следует, что T  гиперциклический в Fϕ. □

Следствие 2. Пуст N ∈ N и дл кадого j = 1, 2, . . . , N аданы числа cj ∈ C, точ-

ки aj ∈ Cn и мултииндексы αj ∈ Zn
+. Тогда оператор Tf(z) =

N
j=1

cj(D
αj

z f)(z + aj),

действущий в Fϕ и не кратный тодественному, влетс гиперциклическим.

Докаателство. В Теореме 2 покаано, что при проиволном α ∈ Zn
+ оператор Dα

действует непрерывно и Fϕ в Fϕ. В силу Теоремы 4 сдвиг Ta тое непрерывен в Fϕ.
Следователно, оператор T непрерывный как конечна сумма их компоиций. По-
сколку он коммутирует с операторами частного дифференцировани, то по Теореме
5 T гиперцикличен в Fϕ. □

Если Λ = (λj)
∞
j=1  аданна последователност точек λj ∈ Cn, то дл семей-

ства функций ϕ при всех m, j ∈ N в силу услови i4) существует ависща от нее
совокупност чисел bj,m(Λ) = sup

z∈Cn

(ϕm+1(z + λj)− ϕm(z)).

Следствие 3. Пуст дл семейства ϕ аданы последователност (dj)
∞
j=1 ком-

плексных чисел dj и последователност Λ = (λj)
∞
j=1 точек λj ∈ Cn таких, что

lim
j→∞

|λj| = ∞ и
∞
j=1

|dj|ebj,m(Λ) < ∞ дл лбого m ∈ N. Определим на Fϕ оператор

T (f)(z) =
∞
j=1

djf(z + λj), где z ∈ Cn. Тогда T гиперцикличен в Fϕ.

Докаателство. Пуст f ∈ Fϕ. Тогда при всех m ∈ N и z ∈ Cn выполнетс оценка
|f(z + λj)| ≤ pm+1(f)e

ϕm+1(z+λj). И услови i4) следует, что
|f(z + λj)| ≤ pm+1(f)e

ϕm(z)+bj,m(Λ).
Его норма имеет следущий вид:

pm(Tf) = sup
z∈Cn

(|
∞

j=1

djf(z + λj)|e−ϕm(z)) ≤

≤
∞

j=1

|dj|pm+1(f) exp

sup
z∈Cn


ϕm+1(z + λj)− ϕm(z)


≤ pm+1(f)

∞

j=1

|dj|ebj,m(Λ) < ∞.
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Следователно, оператор T линейный и непрерывный и переводит Fϕ в Fϕ. Так-
е он коммутирует с операторами частного дифференцировани, поэтому по Теореме
5 оператор T гиперциклический. □
Следствие 4. Пуст в пространстве Fϕ S  обобщенна функци с компактным
носителем, причем ее преобраование Фуре-Лапласа S(z) = Sξ(e

〈ξ,z〉) не влетс
константой. Тогда оператор свертки вида MS[f ](z) = St(f(z + t)) гиперцикличен
в Fϕ.

Докаателство. Нам нуно докаат, что MS[f ] ∈ Fϕ при всех f ∈ Fϕ и линей-
ный оператор MS отобраает непрерывно Fϕ в Fϕ. Посколку носител обобщен-
ной функции S компактен и лба функци f ∈ Fϕ цела в Cn, то получим, что
MS[f ] ∈ H(Cn).

В силу компактности носител S при проиволной f ∈ Fϕ существут ком-
пактное мноество K в Cn и постонна C > 0, дл которых |S(f)| ≤ Cmax

t∈K
|f(t)|.

Отсда следует, что |MS[f ](z)| ≤ C1 max
t∈K

|f(z + t)|. аметим, что дл лбого

m ∈ N0 по услови i4) моно найти константу cm > 0, удовлетворщу оценке
ϕm+1(z + t) − ϕm(z) ≤ cm, где z ∈ Cn, t ∈ K. Тогда и определени нормы при всех
z ∈ Cn получаетс неравенство

|MS[f ](z)| ≤ C1pm+1(f) exp

max
t∈K

ϕm+1(z + t)

, z ∈ Cn.

Отсда и и ограниченности компакта K вытекает оценка нормы оператора
свертки:

pm(MS[f ]) ≤ C1pm+1(f) exp

sup
z∈Cn


max
t∈K

ϕm+1(z + t)− ϕm(z)


≤

≤ C1pm+1(f)e
cm = C2pm+1(f) < ∞.

Следователно, оператор MS непрерывно отобраает Fϕ в Fϕ. В работе [19] бы-
ло докаано, что оператор свертки MS в H(Cn) коммутирует с операторами частного
дифференцировани. Так как S(z) не равен постонной, то MS не кратен тодествен-
ному оператору. начит, в силу Теоремы 5 оператор MS гиперцикличен в Fϕ. □

Далее приведем пример гиперциклического оператора, не влщегос сверткой.

Теорема 6. Оператор Tf(z) =
n

j=1

cj
∂
∂zj

(f(λz + b)) в пространстве Fϕ, где числа

λ ∈ Cn, b ∈ Cn и cj ∈ Cn, j ∈ {1;n} фиксированы, гиперциклический при условии
|λ| ≤ 1.

Докаателство. Вомем некотору функци f ∈ Fϕ. Оператор T линейный и
непрерывный как конечна сумма операторов частного дифференцировани, а их
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непрерывност была докаана в Лемме 5. Покаем ее гиперцикличност, исполу
теорему Гефнера-Шапиро.

В докаателстве Теоремы 1 было покаано, что дл всех z, ξ ∈ Cn

e〈ξ,z〉 ∈ Fϕ. Введем обоначение P (z) =
n

j=1

cjzj. Определим мноества

W1 = {z ∈ Cn : |P (z)| < 1} и W2 = {z ∈ Cn : |P (z)| > 1}, W1 и W2 откры-
тые и непустые. Обоначим X = Lin{e〈ξ,z〉}z∈W1 и Y = Lin{e〈ξ,z〉}z∈W2 , по Лемме 4
мноества X и Y плотны в Fϕ.

Вычислим дл проиволного n ∈ N действие оператора на степенну функци:

T n
ξ e

ξz = λ
n(n+1)

2 P n(z) exp

z

λnξ + b


1− λn

1− λ


. (20)

Дл начений |λ| ≤ 1 получаетс утвердение T n
ξ e

ξz −−−→
n→∞

0 в мноестве X,
посколку при всех z ∈ X и формулы (20) получим выраение

pm(T
n
ξ e

ξz) = |P (z)|n|λ|
n(n+1)

2 exp

Re


zb


1− λn

1− λ


exp


ϕm


λnξ


−−−→
n→∞

0.

Определим обратный оператор на мноестве Y в виде Seξz = 1
P (z)

exp


z(ξ−b)
λ


,

тогда выполнетс равенство TSeξz = eξz. Действие оператора на экспоненту при
проиволном n ∈ N имеет такой вид:

Sn
ξ e

ξz =
λ

n(n−1)
2

P n(z)
exp

z(ξ − b

1−λn

1−λ


)

λn


. (21)

При начених |λ| ≤ 1 верно соотношение Sn
ξ e

ξz −−−→
n→∞

0 в мноестве Y , так как
дл лбых z ∈ Y в силу (21) верно равенство

pm(S
n
ξ e

ξz) =
|λ|

n(n−1)
2

|P (z)|n exp

− Re


zb


1− λn

1− λ


exp


ϕm


ξ

λn


−−−→
n→∞

0.

Таке справедливо условие 3) теоремы B: Tξ ◦ Sξe
ξz = P (z)

P (z)
ezξ = ezξ.

Посколку выполнены все услови теоремы Гефнера-Шапиро, то в случае |λ| ≤ 1

T  гиперциклический оператор в Fϕ. □

Лемма 6. Пуст дл семейства ϕ выполнено дополнителное условие

∀ m, k ∈ N ∃ l = lm,k ∈ N, r = rm,k > 0 : ∀ z, t ∈ Cn ϕl(z+t) ≤ ϕm(z)+ϕk(t)+r, (22)

а S  линейный непрерывный функционал на Fϕ. Тогда при лбых f ∈ Fϕ функци
MS[f ](z) = St(f(z+ t)) цела в Cn и MS[f ]  коммутирущий оператор с операто-
рами частного дифференцировани.
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Докаателство. По требовани i4) Fϕ будет инвариантным относително сдвига.
Ввиду этого оператор свертки MS определен всду на Fϕ и таке дл всех f ∈ Fϕ

функци MS[f ] определена всду в Cn.
Докаем, что и услови f ∈ Fϕ следует голоморфност функции MS[f ] в Cn.

Вомем лбу точку z0 ∈ Cn и проиволное число h = (h1, . . . , hn) ∈ Cn такое, что
|h| < 1. Тогда справедливо равенство

MS[f ](z0 + h)−MS[f ](z0)−
n

j=1

MS[Djf ](z0)hj = (23)

= St


f(z0 + h+ t)− f(z0 + t)−

n

j=1

(Djf)(z0 + t)hj


.

Таке дл всех m ∈ N и некоторых чисел Cm > 0 верна оценка

|S(f)| ≤ Cmpm(f), f ∈ Fϕ. (24)

И формул (23) и (24) вытекает соотношение

|MS[f ](z0 + h)−MS[f ](z0)−
n

j=1

MS[Djf ](z0)hj| ≤ Cmpm(gz0,h), (25)

где gz0,h(t) = f(z0 + h+ t)− f(z0 + t)−
n

j=1

(Djf)(z0 + t)hj, t ∈ Cn.

Тепер дл лбого β ∈ Zn
+ с помощ формулы Тейлора дл вещественной и

мнимой части функции Dβgz0,h получаетс формула

|(Dβgz0,h)(t)| ≤ 2n2h2 max
ξ∈[z0+t,z0+t+h],

α∈Zn+: |α|=2

|(Dα+βf)(ξ)|, (26)

где [z0+t, z0+t+h]  отреок, соединщий точки z0+t и z0+t+h. Примен требо-
вание (22), найдем число k ∈ N такое, что k ≥ m+2, и константу C = C(z0) > 0, дл
которых выполнетс оценка ϕk(ξ) ≤ ϕm(t) + C дл всех ξ ∈ Cn, удовлетворщих
услови ξ − t ≤ z0+ 1. начит, при всех β ∈ Zn

+ с |β| ≤ m верно неравенство

max
ξ∈[z0+t,z0+t+h],

α∈Zn+: |α|=2

|(Dα+βf)(ξ)| ≤ eCpk(f)e
ϕm(t), t ∈ Cn. (27)

И формул (26) и (27) следует, что дл всех β ∈ Zn
+ с |β| ≤ m

|(Dβgz0,h)(t)| ≤ 2n2eCh2pk(f)eϕm(t), t ∈ Cn.

Тогда моно оценит норму функции

pm(gz0,h) ≤ 2n2eCh2pk(f). (28)
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И неравенств (25) и (28) вытекает соотношение

|MS[f ](z0 + h)−MS[f ](z0)−
n

j=1

MS[Djf ](z0)hj| ≤ Cm2n
2eCh2pk(f).

Следователно, функци MS[f ] дифференцируема в данной точке z0 ∈ Cn, а так-
е получаетс Dj(MS[f ])(z0) = MS[Djf ](z0). Посколку z0  проиволна точка,
то MS[f ] будет дифференцируема во всем Cn и выполнетс Dj(MS[f ]) = MS[Djf ],

j = 1, . . . , n. В силу последней формулы и инвариантности пространства Fϕ относи-
телно дифференцировани следует, что функци MS[f ] цела в Cn. □

Лемма 7. Пуст дл семейства ϕ выполнено дополнителное условие

∀ m, k ∈ N ∃ l = lm,k ∈ N, r = rm,k > 0 : ∀ z, t ∈ Cn ϕl(z+t) ≤ ϕm(z)+ϕk(t)+r (29)

и S  линейный непрерывный функционал на Fϕ. Тогда оператор свертки
MS[f ](z) = St(f(z + t)) отобраает Fϕ в Fϕ, а таке он линеен и непрерывен.

Докаателство. И Теоремы 4 следует инвариантност Fϕ относително сдвига.
Тогда оператор MS определен всду на Fϕ. Очевидно, он линейный. Посколку
функционал S линейный и непрерывный на Fϕ, то существут величины k ∈ N и
Ck > 0, дл которых |S(f)| ≤ Ckpk(f), где f ∈ Fϕ. Таким обраом, дл всех z ∈ Cn

и дл лбых f ∈ Fϕ получим оценку

|MS[f ](z)| ≤ Ckpk(Tzf) = Ck sup
t∈Cn, |α|≤k

|(Dαf)(z + t)|
exp(ϕk(t))

.

Вомем лбое число m ∈ N, а число l ∈ N и услови (29). Ввиду условий l ≥ k

и f ∈ Fϕ выполнетс соотношение

|MS[f ](z)| ≤ Ck pl(f) sup
t∈Cn

exp(ϕl(z + t))

exp(ϕk(t))
. (30)

И требовани (29) и формулы (30) следует неравенство

|MS[f ](z)| ≤ Cke
rm,kpl(f) exp(ϕm(z)).

Тогда оценка нормы функции имеет вид pm(MS[f ])| ≤ Cke
rm,kpl(f), f ∈ Fϕ.

Следователно, линейный оператор MS отобраает Fϕ в Fϕ и он непрерывен.
□

И Лемм 6 и 7 вытекает следуща теорема.
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Теорема 7. Пуст дл семейства функций ϕ выполнетс условие (29), а S

определен как линейный непрерывный функционал на Fϕ, преобраование Фуре-
Лапласа которого S(z) = Sξ(e

〈ξ,z〉) не влетс константой. Тогда оператор сверт-
ки MS[f ](z) = St(f(z + t)) гиперцикличен в Fϕ.

аклчение

Илоим кратко полученные в работе реултаты. В пространстве Fϕ оператор
частного дифференцировани T = ∂

∂zj
дл лбого j = 1, . . . , n гиперциклический

и его обра леит в Fϕ. Если в Fϕ адан некоторый полином с постонными ко-
эффициентами Φ(z) =


α∈Zn

+: |α|≤m

cαz
α, z ∈ Cn, отличный от константы, то оператор

T : f ∈ Fϕ −→


α∈Zn
+: |α|≤m

cαD
α
z f  гиперциклический в Fϕ. В случае, когда ада-

на Φ(z) =


α∈Zn
+: |α|≥0

cαz
α  непостонна цела функци в Fϕ, определим оператор

T : f ∈ Fϕ
Φ(D)−−−→


α∈Zn

+: |α|≥0

cαD
α
z f . Тогда если Φ(z)  функци экспоненциалного

типа, то оператор T гиперциклический в Fϕ.
В пространстве Fϕ определим оператор сдвига Ta в виде

Ta : f(z) ∈ Fϕ −→ f(z + a), где a ∈ Cn, причем a ∕= (0, 0, . . . , 0, 0), тогда T

гиперциклический в Fϕ. Полоим, что линейный непрерывный оператор T в Fϕ

коммутирует с операторами частного дифференцировани и не влетс скалрным
кратным тодественного отобраени. Тогда T  гиперциклический оператор
в Fϕ.

Когда в Fϕ адана обобщенна функци S с компактным носителем, причем
ее преобраование Фуре-Лапласа S(z) = Sξ(e

〈ξ,z〉) не влетс константой, то опе-
ратор свертки вида MS[f ](z) = St(f(z + t)) гиперцикличен в Fϕ. Оператор вида

Tf(z) =
n

j=1

cj
∂
∂zj

(f(λz + b)), где все числа λ ∈ C, b ∈ Cn и cj ∈ Cn, j ∈ {1;n}

фиксированные, гиперциклический в Fϕ при условии |λ| ≤ 1.
Если дл семейства функций ϕ при лбых m, k ∈ N моно найти числа

l = lm,k ∈ N, r = rm,k > 0 такие, что всех z, t ∈ Cn ϕl(z + t) ≤ ϕm(z) + ϕk(t) + r, а
S определен как линейный непрерывный функционал на Fϕ, то оператор свертки
MS[f ] гиперцикличен в Fϕ.
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Chilin V. I., Zakirova G. B. Linear Isometries of Banach-Kantorovich Lp-spa-
ces / V. I. Chilin, G. B. Zakirova // Таврический вестник информатики и
математики.  2023.  1 (58).  C. 7 – 18.

УДК: 517.98 (УДК 517.98)

Пуст B проиволна полна булева алгебра, Q(B) стоуновский компакт,
соответствущий B, и пуст C∞(Q(B)) алгебра всех непрерывных функций
x : Q(B) → R = [−∞,+∞], принимащих начени ±∞ лиш на нигде не
плотных мноествах и Q(B). Рассматриватс пространства Банаха-Канторовича
Lp(B,m) ⊂ C∞(Q(B)), ассоциированные с мерой m, аданной на B и принима-
щей начени в алгебре всех имеримых действителных функций. Покаано, что
в случае, когда мера m имеет свойство Магарам, дл лбой линейной иометрии
U : Lp(B,m) → Lp(B,m), 1 ≤ p < ∞, p ∕= 2, существует инективный нормал-
ный гомоморфим T : C∞(Q(B)) → C∞(Q(B)) и элемент y ∈ Lp(B,m) такие, что
U(x) = y · T (x) дл всех x ∈ Lp(B,m).

Клчевые слова: пространство Банаха-Канторовича, мера Магарам, векторное инте-
грирование, линейна иометри.

Zhukovskiy V. I., Zhukovskaya L. V., Mukhina Y. S. A New approach to
optimal solutions of noncooperative games: accounting for Savage–Niehans
risk / V. I. Zhukovskiy, L. V. Zhukovskaya, Y. S. Mukhina // Таврический
вестник информатики и математики.  2023.  1 (58).  C. 19 – 41.

УДК: 517.577.1

Представленный в стате новый подход к оптималному решени некооперативной
игры аклчаетс в том, что кадый игрок стремитс не толко увеличит выиг-
рыш, но и уменшит свой риск. Вводитс понтие силно гарантированного равно-
веси Нэша и докаываетс его существование в смешанных стратегих.

Клчевые слова: риск по Сэвиду–Нихансу, минимаксное соаление, неопределен-
ност, некооперативна игра, оптималное решение.

Zhukovskiy V. I., Zhukovskaya L. V., Mukhina Y. S. A new approach to
guaranteed solutions of multicriteria choice problems: Pareto consideration
of Savage–Niehans risk and outcomes / V. I. Zhukovskiy, L. V. Zhukovskaya,
Y. S. Mukhina // Таврический вестник информатики и математики. 
2023.  1 (58).  C. 42 – 61.

УДК: 519.810
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дес предлагаетс два новых подхода к решени "привычных"адач дл много-
критериалной адачи бескоалиционной игры. Оба подхода основыватс на паре-
товском обединении принципов гарантированного реултата (по Валду) и мини-
максного соалени (по Сэвиду–Нихансу). Причем первый подход обеспечивает
вомоное увеличение сванного с этим риска (по Сэвиду–Нихансу).

Клчевые слова: риск по Сэвиду–Нихансу, минимаксное соаление, неопределен-
ност, многокритериалный выбор, паретовское обединение.

Макаров О. О. Анали метаэвристик дл адач многоагентной маршрути-
ации / О. О. Макаров // Таврический вестник информатики и математи-
ки.  2023.  1 (58).  C. 62 – 87.

УДК: 004.023; 519.16

В стате представлен численный эксперимент, посвщенный решени адачи ком-
мивоера (TSP) с исполованием раличных метаэвристик на наборе данных и
библиотеки TSPLIB. Основна цел эксперимента аклчалас в определении наи-
более эффективных и точных методов дл находени маршрутов.

Проведенный эксперимент покаал, что все примененные метаэвристики способны
находит приблиенные или оптималные решени адачи коммивоера на ра-
личных наборах данных. Однако, в ависимости от характеристик адачи, некоторые
методы провили себ более эффективными и точными, чем другие. В аклчител-
ной таблице приведен список лучших алгоритмов, а таке укаано количество ра,
когда кадый и алгоритмов покаал лучшее решение среди осталных.

На основе полученных данных планируетс содание ависимости метаданных гра-
фа от реултатов и раработка интеллектуалной системы дл подбора оптимал-
ных метаэвристик. Рекомендуетс выбират метаэвристику в ависимости от особен-
ностей адачи маршрутиации коммивоера, таких как количество городов, гео-
графические характеристики, требовани к точности решени и врем выполнени.
Комбинирование раличных метаэвристик таке моет привести к достиени бо-
лее оптималных реултатов.

Клчевые слова: адача коммивоера, адача несколких коммивоеров, иерархи-
ческа кластериаци, алгоритм решени несколких адач коммивоера, метаданные
графа, метаэвристики, метрические характеристики графа.
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Рахимова А. И. О гиперциклических операторах в весовых пространствах
целых функций / А. И. Рахимова // Таврический вестник информатики
и математики.  2023.  1 (58).  C. 88 – 110.

УДК: 517.547, 517.555

В данной работе иучатс гиперциклические операторы в инвариантном относи-
телно дифференцировани весовом пространстве Фреше–Шварца целых функций
Fϕ. Докаана гиперцикличност в этом пространстве нетривиалных дифферен-
циалных операторов с постонными коэффициентами конечного пордка и диф-
ференциалных операторов с постонными коэффициентами бесконечного пордка,
характеристическа функци которых ест цела функци экспоненциалного ти-
па. Докаано, что линейный непрерывный оператор в этом пространстве, отличный
от кратного тодественному оператору и коммутирущий с операторами частного
дифференцировани, влетс гиперциклическим.

Аналогичные утвердени выполнтс дл конечной и бесконечной сумм сдвигов,
а таке конечной суммы компоиций сдвига и дифференциалного оператора. При-
ведены теоремы о гиперцикличности оператора свертки в этом пространстве.

Клчевые слова: гиперциклический оператор, весовое пространство, оператор частного
дифференцировани, оператор сдвига, оператор свертки, цела функци.
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