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ОБОБЩЕННЫЕ СИММЕТРИЧНЫЕ F-ПРОСТРАНСТВА ОРЛИЧА

c© Э. А. Бербат, М. А. Муратов, 󰑰. С. Пашкова
Крымский федерал󰑭ный университет им. В. И. Вернадского

Фи󰑬ико-технический институт
просп. Академика Вернадского, 4, Симферопол󰑭, 295007, Российска󰑱 Федераци󰑱

e-mail: berbat2001@mail.ru, mamuratov@gmail.com, pashkova.j@yandex.ua

Generalized symmetric Orlicz F-spaces.

Berbat E. A., Muratov M. A., Pashkova Yu. S.

Abstract. The paper is devoted to the consideration of a class of examples of symmetric
F -spaces of measurable functions on spaces with finite or infinite σ-finite non-atomic measure.

We do not assume separability conditions for the measure. Moreover, we use the
correspondence between symmetric spaces on general spaces with a measure and their 󰯺standard󰯻
copies on a semiaxis or segment.

Every symmetric F -space is a linear metric space. The definition of linear metric spaces was
first given by Frechet in 1926. Later, Stefan Banach and his students proved the basic facts of
the theory of linear metric and Banach spaces.

At the beginning, normalized and locally convex spaces were studied.
The development of the theory of integral operators and the theory of random processes

aroused interest in the theory of non-locally convex spaces. The theory of non-locally convex
spaces has been intensively developed. New applications have been obtained in probability theory,
integral operator theory, and analytic function theory.

Recently, many papers have appeared on quasi-normalized spaces, non-interpolation spaces,
and spaces that do not have the property of local convexity. A general view of such spaces led
to the study of F -spaces of measurable functions on spaces with finite and infinite measure. In
the works of E. M. Semenov, connected with the theory of interpolation of linear operators in
spaces of measurable functions, symmetric Banach spaces were investigated, which in the foreign
literature were called rearrangement invariant spaces. The theory of symmetric spaces has been
intensively developing over the last century, contains many interesting and profound results
and has important applications in various fields of function theory and functional analysis, in
particular in ergodic theory, harmonic analysis and mathematical physics. Therefore, it is natural
to study symmetric F -spaces of measurable functions.

In this paper, as well as for symmetric Banach spaces, for symmetric F -spaces, the concept
of equimeasurablity is introduced. It is proved that each class of equimeasurable symmetric
F -spaces contains a standard symmetric space, while all equimeasurable standard symmetric
spaces coincide.
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Classical examples of symmetric Banach spaces of measurable functions are the Banach
Orlicz spaces. The Orlicz spaces are described in detail in the paper M. A. Krasnoselskii and
Ya. B. Rutitzkii 󰯺Convex functions and Orlicz spaces󰯻 (1961). When constructing the Orlicz
space, the so-called N -function, which is convex, plays an essential role. The paper considers a
class of examples of F-spaces called generalized Orlicz spaces, which are constructed by functions
that are not generally convex, but have only the monotonicity property.

Keywords: symmetric F -space, measurable function, Orlicz space, σ-finite measure, F -norm

Введение

Работа посв󰑱щена рассмотрени󰑧 симметричных F -пространств и󰑬меримых
функций на пространствах с конечной или бесконечной σ-конечной не атомической
мерой и построени󰑧 класса примеров таких пространств.

Никаких условий сепарабел󰑭ности меры не предполагаетс󰑱. Более того, мы ис-
пол󰑭󰑬уем соответствие ме󰑨ду симметричными пространствами на общих простран-
ствах с мерой и их 󰯺стандартными󰯻 копи󰑱ми на полупр󰑱мой или отре󰑬ке.

Ка󰑨дое симметричное F -пространство 󰑱вл󰑱етс󰑱 линейным метрическим про-
странством. Определение линейных метрических пространств впервые было дано
Фреше в 1926 г. [1]. По󰑬днее Стефаном Банахом и его учениками были дока󰑬аны
основные факты теории линейных метрических и банаховых пространств [2]. Соот-
ветству󰑧щие ссылки мо󰑨но найти так󰑨е, например, в работах [3] и [4].

Первоначал󰑭но, главным обра󰑬ом, исследовалис󰑭 нормированные и локал󰑭но вы-
пуклые пространства. Новые прило󰑨ени󰑱 были получены в теории веро󰑱тностей,
теории интеграл󰑭ных операторов и теории аналитических функци󰑱х.

В последнее врем󰑱 по󰑱вилос󰑭 много работ, посв󰑱щенных ква󰑬инормированным
пространствам, не интерпол󰑱ционным пространствам и пространствам, которые не
облада󰑧т свойством локал󰑭ной выпуклости [5, 6]. Общий в󰑬гл󰑱д на такого рода про-
странства привел к исследовани󰑧 F -пространств и󰑬меримых функций на простран-
ствах с конечной и бесконечной мерой [7]. В работах Е. М. Семенова, св󰑱󰑬анных с
теорией интерпол󰑱ции линейных операторов в пространствах и󰑬меримых функций,
были исследованы симметричные банаховы пространства, которые в иностранной
литературе получили на󰑬вание перестановочно инвариантных пространств [8]–[10].
Теори󰑱 симметричных пространств последнее столетие интенсивно ра󰑬виваетс󰑱, со-
дер󰑨ит мно󰑨ество интересных и глубоких ре󰑬ул󰑭татов и имеет ва󰑨ные прило󰑨ени󰑱
в ра󰑬личных област󰑱х теории функций и функционал󰑭ного анали󰑬а, в частности
в эргодической теории, гармоническом анали󰑬е и математической фи󰑬ике [11]–[13].

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2022, 4
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Поэтому естественным 󰑱вл󰑱етс󰑱 и󰑬учение симметричных F -пространств и󰑬меримых
функций.

В работе, так 󰑨е как дл󰑱 симметричных банаховых пространств, дл󰑱 симметрич-
ных F -пространств введено пон󰑱тие равнои󰑬меримости. Дока󰑬ано, что ка󰑨дый класс
равнои󰑬меримых симметричных F -пространств содер󰑨ит стандартное симметричное
пространство, в то врем󰑱 как все равнои󰑬меримые стандартные симметричные про-
странства совпада󰑧т.

Классическими примерами симметричных банаховых пространств и󰑬меримых
функций 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 банаховы пространства Орлича. Впервые они по󰑱вилис󰑭 в рабо-
тах Орлича [14, 15]. Пространства Орлича подробно описаны в [16]–[20]. При постро-
ении пространства Орлича существенну󰑧 рол󰑭 играет так на󰑬ываема󰑱 N -функци󰑱,
котора󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱 выпуклой.

В работе рассматриваетс󰑱 класс примеров F -пространств, на󰑬ываемых обобщен-
ными пространствами Орлича, которые стро󰑱тс󰑱 по функци󰑱м, не 󰑱вл󰑱󰑧щимс󰑱 в
общем случае выпуклыми, а облада󰑧щим тол󰑭ко свойством монотонности.

1. Симметричные F-пространства

Пуст󰑭 X 󰯹 линейное пространство над полем комплексных чисел K = C или
полем действител󰑭ных чисел K = R.

Определение 1. Неотрицател󰑭на󰑱 функци󰑱

X ∋ x → 󰀂x󰀂 ∈ R+ = [0,∞)

на󰑬ываетс󰑱 F -нормой, если она удовлетвор󰑱ет следу󰑧щим услови󰑱м:
1) 󰀂x󰀂 = 0 тогда и тол󰑭ко тогда, когда x = 0;
2) 󰀂ax󰀂 = 󰀂x󰀂 дл󰑱 л󰑧бого x ∈ X и л󰑧бого a ∈ K такого, что |a| = 1;
3) 󰀂x+ y󰀂 ≤ 󰀂x󰀂+ 󰀂y󰀂 дл󰑱 л󰑧бых x, y ∈ X;
4) lim

n→∞
󰀂anx󰀂 = 0 дл󰑱 л󰑧бого x ∈ X и {an} ⊂ K такой, что lim

n→∞
|an| = 0;

5) lim
n→∞

󰀂axn󰀂 = 0 дл󰑱 л󰑧бого a ∈ K и {xn} ⊂ X такой, что lim
n→∞

󰀂xn󰀂 = 0;
6) lim

n→∞
󰀂anxn󰀂 → 0 дл󰑱 {an} ⊂ K и {xn} ⊂ X таких, что lim

n→∞
|an| = 0 и

lim
n→∞

󰀂xn󰀂 = 0.
Линейное пространство X с F -нормой 󰀂 · 󰀂 на󰑬ываетс󰑱 F -пространством, если

оно полно относител󰑭но метрики δ(x, y) = 󰀂x− y󰀂.

Пуст󰑭 (Ω,F , µ) 󰯹 пространство с конечной или бесконечной σ-конечной не атоми-
ческой мерой µ, S(Ω,F , µ) 󰯹 пространство всех вещественных и󰑬меримых функций
на Ω, эквивалентных по mod µ.
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Соответству󰑧щее пространству (Ω,F , µ) стандартное пространство с мерой
(I,Bm,m) определ󰑱етс󰑱 как I = [0,∞), если µ(Ω) = ∞, и I = [0, a], если
µ(Ω) = a < ∞, где m 󰯹 обычна󰑱 мера Лебега на I, и Bm 󰯹 m-пополнение боре-
левской σ-алгебры B = B(I) относител󰑭но меры m.

Дл󰑱 ка󰑨дой функции f ∈ S(Ω,F , µ) функци󰑱 распределени󰑱 ηf,µ модул󰑱 |f | опре-
дел󰑱етс󰑱 следу󰑧щим обра󰑬ом:

ηf,µ(x) := µ {|f | > x}, x ≥ 0,

где
{|f | > x} := {ω ∈ Ω : |f(ω)| > x}.

Функци󰑱 ηf,µ 󰯹 убыва󰑧ща󰑱 непрерывна󰑱 справа функци󰑱 на [0,+∞), така󰑱, что
ηf,µ(x) ∈ [0, µ(Ω)] дл󰑱 всех 0 ≤ x < ∞.

В случае µ(Ω) = ∞ во󰑬мо󰑨но, что ηf,µ(x) = ∞ дл󰑱 некоторых и да󰑨е дл󰑱 всех
x ∈ [0,∞).

Обо󰑬начим чере󰑬 L0(Ω,F , µ) пространство всех функций f ∈ S(Ω,F , µ) таких,
что ηf,µ(x) < ∞ дл󰑱 некоторого x > 0.

Дл󰑱 ка󰑨дой функции f ∈ L0(Ω,Fµ, µ) существует единственна󰑱 функци󰑱 ξf,µ
на [0,∞), котора󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱 убыва󰑧щей, непрерывной справа и ηξf,µ,m = ηf,µ,
ξξf,µ,m = ξf,µ. Функци󰑱 ξf,µ на󰑬ываетс󰑱 убыва󰑧щей перестановкой функции f .

Определение 2. Нетривиал󰑭ное F -пространство (E, 󰀂·󰀂E) = (E(Ω,F , µ), 󰀂·󰀂E(Ω,F ,µ))

и󰑬меримых функций на пространстве с мерой (Ω,F , µ) на󰑬ываетс󰑱 симметричным,
если E ⊆ L0 и выполнены следу󰑧щие два услови󰑱:

1. Если f ∈ L0 , g ∈ E и |f | ≤ |g|, то f ∈ E и 󰀂f󰀂E ≤ 󰀂g󰀂E.

2. Если f ∈ L0 , g ∈ E и ηf,µ = ηg,µ, то f ∈ E и 󰀂f󰀂E = 󰀂g󰀂E.

Пространство L0 = L0(Ω,F , µ) с обычными линейными операци󰑱ми и пор󰑱дком
на функци󰑱х 󰑱вл󰑱етс󰑱 K-пространством, т. е. условно полной векторной подрешет-
кой решетки S(Ω,F , µ). С другой стороны, существует естественна󰑱 метрика δL0 на
L0(Ω,F , µ), така󰑱, что (L0, δL0) 󰯹 полное линейное метрическое пространство. Мет-
рика δL0 , в сво󰑧 очеред󰑭, индуцирована F -нормой

󰀂f󰀂L0 =

󰁝

I

ξf,µ(x)

1 + ξf,µ(x)

1

(1 + x)2
dm(x) , f ∈ L0(Ω,F , µ) ,

т. е.
δL0(f, g) = 󰀂f − g󰀂L0 .
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Теорема 1. Верны следу󰑧щие утвер󰑨дени󰑱:

1. (L0, 󰀂 · 󰀂L0) 󰑱вл󰑱етс󰑱 симметричным F -пространством.
2. Топологи󰑱, индуцированна󰑱 метрикой δL0 on L0, совпадает с топологией схо-

димости по мере на (Ω,F , µ) и, в сво󰑧 очеред󰑭, с пор󰑱дковой топологией K-
пространства L0 = L0(Ω,F , µ).

3. Пространство (L0, 󰀂 · 󰀂L0) не 󰑱вл󰑱етс󰑱 нормируемым и да󰑨е ква󰑬инормиру-
емым. Более того, соответству󰑧ща󰑱 топологи󰑱 не 󰑱вл󰑱етс󰑱 локал󰑭но вы-
пуклой и локал󰑭но ограниченной.

Определение 3. Симметричное F -пространство E(Ω,Fµ, µ) на󰑬ываетс󰑱 стандарт-
ным, если соответству󰑧щее пространство с мерой (Ω,Fµ, µ) стандартно.

Дл󰑱 симметричного F -пространства E = E(Ω,Fµ, µ) рассмотрим мно󰑨ество

Ξ(E) := {ξf,µ ∈ L0(I,Bm,m) : f ∈ E(Ω,Fµ, µ)}.

Функци󰑱 󰀂 · 󰀂E : E → [0,∞) индуцирует отобра󰑨ение

󰀂 · 󰀂Ξ(E) : Ξ(E) → [0,∞)

на мно󰑨естве Ξ(E), где 󰀂g󰀂Ξ(E) = 󰀂f󰀂E, если g = ξf,µ ∈ L0(I,Bm,m) дл󰑱 некоторой
функции f ∈ E(Ω,Fµ, µ).

Определение 4. Два симметричных F -пространства E1 = E1(Ω1,Fµ1 , µ1) и
E2 = E2(Ω2,Fµ2 , µ2) на󰑬ываетс󰑱 равнои󰑬меримыми, если

Ξ(E1) = Ξ(E2).

Если помимо услови󰑱 равнои󰑬меримости

󰀂 · 󰀂Ξ(E1) = 󰀂 · 󰀂Ξ(E2),

то пространства E1 = E1(Ω1,Fµ1 , µ1) и E2 = E2(Ω2,Fµ2 , µ2) на󰑬ыва󰑧тс󰑱 строго рав-
нои󰑬меримыми.

Следу󰑧щие две теоремы пока󰑬ыва󰑧т, что ка󰑨дый класс равнои󰑬меримых сим-
метричных F -пространств содер󰑨ит стандартное симметричное F -пространство, в
то врем󰑱 как все равнои󰑬меримые стандартные симметричные F -пространства сов-
пада󰑧т.

Теорема 2. Пуст󰑭 E(I,Bm,m) стандартное симметричное F -пространство и
(Ω,Fµ, µ) прои󰑬вол󰑭ное и󰑬меримое пространство с (конечной или бесконечной σ-
конечной неатомической) мерой µ, и пуст󰑭

E(Ω,F , µ) := {f ∈ L0(Ω,Fµ, µ) : ξf,µ ∈ E(I,Bm,m)}
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и
󰀂f󰀂E(Ω,Fµ,µ) = 󰀂ξf,µ󰀂E(I,Bm,m), f ∈ E(Ω,Fµ, µ).

Тогда пространство (E(Ω,Fµ, µ), 󰀂 · 󰀂E(Ω,Fµ,µ)) 󰑱вл󰑱етс󰑱 симметричным F -прост-
ранством на (Ω,Fµ, µ). При этом симметричные F -пространства E(I,Bm,m) и
E(Ω,Fµ, µ) строго равнои󰑬меримы.

Теорема 3. Пуст󰑭 E(Ω,Fµ, µ) симметричное F -пространство на пространстве с
мерой (Ω,Fµ, µ), и пуст󰑭

E(I,Bm,m) := {g ∈ L0(I,Bm,m) : ξg,m = ξf,µ дл󰑱 некоторой функции f ∈ E(Ω,Fµ, µ)}

и
󰀂g󰀂E(I,Bm,m) = 󰀂f󰀂E(Ω,Fµ,µ), если ξg,m = ξf,µ и f ∈ E(Ω,Fµ, µ).

Тогда пространство (E(I,Bm,m), 󰀂·󰀂E(I,Bm,m)), 󰑱вл󰑱етс󰑱 стандартным F -симмет-
ричным пространством. При этом симметричные F -пространства E(Ω,Fµ, µ) и
E(I,Bm,m) строго равнои󰑬меримы.

2. Обобщенные пространства Орлича

Пуст󰑭 N(u) 󰯹 непрерывна󰑱 неотрицател󰑭на󰑱 неубыва󰑧ща󰑱 функци󰑱 действи-
тел󰑭ного переменного, определенна󰑱 дл󰑱 u > 0 и така󰑱, что

N(u) = 0 ⇔ u = 0.

Определим на L0(Ω,Σ, µ) функци󰑧

ρN(f) =

󰁝

Ω

N(|f(ω)|)dµ.

В следу󰑧щих теоремах дока󰑬ыва󰑧тс󰑱 основные свойства функции ρN(f).

Предло󰑨ение 1. Функци󰑱 ρN(f) удовлетвор󰑱ет следу󰑧щим свойствам:

1) ρN(f) = 0 тогда и тол󰑭ко тогда, когда f = 0;
2) ρN(af) = ρN(f) при |a| = 1;
3) ρN(af + bg) ≤ ρN(f) + ρN(g) при a, b ≥ 0, a+ b = 1;
4) ρN(anf) → 0, если an → 0 и ρN(f) < +∞.

Дока󰑬ател󰑭ство. 1. Так как

N(u) = 0 ⇔ u = 0,

то
N(f(ω)) = 0 ⇐⇒ f(ω) = 0.
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Поэтому
ρN(f) = 0 ⇐⇒ f = 0,

т. е., когда
µ({ω : f(ω) ∕= 0}) = 0.

2. Пуст󰑭 |a| = 1. Тогда

ρN(af) =

󰁝

Ω

N(|af(ω)|)dµ =

󰁝

Ω

N(|f(ω)|)dµ = ρN(f).

3. Пуст󰑭 a, b ≥ 0, a+ b = 1. Рассмотрим два мно󰑨ества:

Ω1 = {ω : |f(ω)| ≥ |g(ω)|}, Ω2 = {ω : |f(ω)| < |g(ω)|}.

󰑯сно, что Ω1

󰁗
Ω2 = ∅ и Ω1

󰁖
Ω2 = Ω.

Функци󰑱 N(u) неубыва󰑧ща󰑱. Следовател󰑭но,

ρN(af + bg) =

󰁝

Ω

N(|af(ω) + bg(ω)|)dµ ≤

≤

󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏N(|af(ω) + bg(ω)|) ≤ N(|af(ω)|+ |bg(ω)|)

󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏 ≤

≤
󰁝

Ω

N(a|f(ω)|+ b|g(ω)|)dµ =

󰁝

Ω1∪Ω2

N(a|f(ω)|+ b|g(ω)|)dµ =

=

󰁝

Ω1

N(a|f(ω)|+ b|g(ω)|)dµ+

󰁝

Ω2

N(a|f(ω)|+ b|g(ω)|)dµ = I1 + I2.

Дл󰑱 ω ∈ Ω1 выполнено неравенство |f(ω)| ≥ |g(ω)|. Поэтому

I1 =

󰁝

Ω1

N(a|f(ω)|+ b|g(ω)|)dµ ≤
󰁝

Ω1

N(a|f(ω)|+ b|f(ω)|)dµ =

󰁝

Ω1

N((a+ b)|f(ω)|)dµ =

=

󰁝

Ω1

N(|f(ω)|)dµ.

Аналогично дл󰑱 ω ∈ Ω2 выполнено неравенство |f(ω)| < |g(ω)|. Поэтому

I2 =

󰁝

Ω2

N(a|f(ω)|+ b|g(ω)|)dµ ≤
󰁝

Ω2

N(a|g(ω)|+ b|g(ω)|)dµ =

󰁝

Ω2

N((a+ b)|g(ω)|)dµ =

=

󰁝

Ω2

N(|g(ω)|)dµ.
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Наконец

ρN(af+bg) ≤ I1+I2 ≤
󰁝

Ω1

N(|f(ω)|)dµ+
󰁝

Ω2

N(|g(ω)|)dµ ≤
󰁝

Ω

N(|f(ω)|)dµ+
󰁝

Ω

N(|g(ω)|)dµ =

= ρN(f) + ρN(g).

4. Пуст󰑭 {an} 󰯹 числова󰑱 последовател󰑭ност󰑭, стрем󰑱ща󰑱с󰑱 к 0. Бе󰑬 ограничени󰑱
общности считаем, что |an| < 1, n ∈ N. Тогда почти вс󰑧ду

lim
n→∞

anf(ω) = 0.

В силу непрерывности функци󰑱 N(u) имеем:

lim
n→∞

N(|anf(ω)|) = 0.

Так как функци󰑱 N(u) неубыва󰑧ща󰑱, то

N(|anx(t)|) ≤ N(|f(ω)|).

Потому, по теореме Лебега,

ρN(anf) =

󰁝

Ω

N(|anf(ω)|)dµ → 0

при n → ∞.

□

Говор󰑱т, что функци󰑱 N(u) удовлетвор󰑱ет (∆2)-услови󰑧, если существует поло-
󰑨ител󰑭на󰑱 константа k така󰑱, что выполн󰑱етс󰑱

(∆2) : N(2u) ≤ kN(u).

Приведем еще нескол󰑭ко свойств функции ρN(f).

Предло󰑨ение 2. 1. Если 0 ≤ a ≤ 1, то дл󰑱 л󰑧бого f ∈ L0(Ω,Σ, µ)

ρN(ax) ≤ ρ(f).

2. Функци󰑱 ρN(af) 󰑱вл󰑱етс󰑱 неубыва󰑧щей функцией аргумента a ∈ [0,∞).
3. Если функци󰑱 N(u) удовлетвор󰑱ет (∆2)-услови󰑧, то следу󰑧щие услови󰑱 экви-

валентны
• ρN(afn) → 0 при ρN(fn) → 0;
• ρN(fn) → 0 ⇔ ρN(2fn) → 0.

Дока󰑬ател󰑭ство. 1. Так как при a, b ≥ 0, a+ b = 1

ρN(af + bg) ≤ ρN(f) + ρN(g),
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то, полага󰑱 g = 0, получим:
ρN(af) ≤ ρN(f)

дл󰑱 л󰑧бого a ∈ [0, 1].

2. Пуст󰑭 0 ≤ a1 ≤ a2, a2 ∕= 0. Тогда

ρN(a1f) = ρN

󰀕
a1
a2

a2f

󰀖
≤ ρN(a2f),

так как 0 ≤ a1
a2

≤ 1.

3. Импликаци󰑱 (ρN(afn) → 0 при ρN(fn) → 0) ⇒ (ρN(fn) → 0 ⇔ ρN(2fn) → 0)
очевидна.

Пуст󰑭 тепер󰑭 выполнено условие ρN(fn) → 0 ⇐⇒ ρN(2fn) → 0 и {fn} 󰯹 последо-
вател󰑭ност󰑭 элементов и󰑬 L0(Ω,Σ, µ) така󰑱, что ρN(fn) → 0. Нам ну󰑨но дока󰑬ат󰑭,
что тогда ρN(afn) → 0 дл󰑱 л󰑧бого скал󰑱ра a. 󰑯сно, что достаточно рассмотрет󰑭
случай a > 0. Дл󰑱 некоторого натурал󰑭ного числа m будет выполнено неравенство

0 < a ≤ 2m.

По услови󰑧 (∆2):
ρN(2fn) ≤ kρN(fn),

ρN(2
2fn) ≤ k2ρN(fn), .

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ρN(2

mfn) ≤ kmρN(fn).

В силу монотонности функции ρN(af) по a имеем:

ρN(afn) ≤ ρN(2
mfn) ≤ kmρN(fn) → 0,

Следовател󰑭но,
ρN(afn) → 0.

□

󰑪амечание 1. Пол󰑭󰑬у󰑱с󰑭 терминологией работ [20, 21], мо󰑨но утвер󰑨дат󰑭, что
функци󰑱 ρN(f) 󰑱вл󰑱етс󰑱 метри󰑬уемой модул󰑱рой на L0(Ω,Σ, µ).

В дал󰑭нейшем мы будем предполагат󰑭, что функци󰑱 N(u) удовлетвор󰑱ет (∆2)-
услови󰑧.
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Определение 5. Пуст󰑭 󰁨LN = 󰁨LN(Ω,Σ, µ) 󰯹 мно󰑨ество всех таких функций
f ∈ L0(Ω,Σ, µ), что существует поло󰑨ител󰑭ное число k > 0, при котором выпол-
н󰑱етс󰑱 неравенство

ρN(kf) < +∞,

и
󰀂x󰀂N = inf

󰀝
ε > 0 : ρN

󰀕
f

ε

󰀖
< ε

󰀞
.

Пространство (󰁨LN , 󰀂 · 󰀂N) на󰑬ываетс󰑱 обобщенным пространством Орлича.

󰑪амечание. Если функци󰑱 N(u) 󰯹 выпукла󰑱, то пространство (󰁨LN , 󰀂·󰀂N) совпадает
с классическим пространством Орлича (LN , 󰀂 · 󰀂N).

Теорема 4. Пуст󰑭 󰁨LN = 󰁨LN(Ω,Σ, µ) 󰯹 мно󰑨ество всех f ∈ L0(Ω,Σ, µ) таких,
что существует поло󰑨ител󰑭ное число k > 0, при котором выполн󰑱етс󰑱 неравен-
ство

ρN(kf) < +∞,

и
󰀂x󰀂N = inf

󰀝
ε > 0 : ρN

󰀕
f

ε

󰀖
< ε

󰀞
.

Тогда (󰁨LN , 󰀂 · 󰀂N) 󰯹 симметричное F -пространство.

Дока󰑬ател󰑭ство. I. Дока󰑨ем сначала, что 󰁨LN = 󰁨LN(Ω,Σ, µ) 󰯹 линейное простран-
ство.

I.1. Пуст󰑭 f ∈ 󰁨LN и пуст󰑭 t ∈ K, t ∕= 0. И󰑬 определени󰑱 󰁨LN следует, что суще-
ствует k > 0 такое, что

ρN(kf) < +∞.

Поэтому

ρN(kf) = ρN

󰀕
k

|t| |t|f
󰀖

= ρN

󰀕
k

|t|tf
󰀖

< +∞.

Полага󰑱 k1 =
k

|t| > 0 получим, что

ρN (k1tf) < +∞,

т. е., tf ∈ 󰁨LN .

I.2. Пуст󰑭 тепер󰑭 f, g ∈ 󰁨LN . И󰑬 определени󰑱 󰁨LN следует, что существу󰑧т k1 > 0

и k2 > 0 такие, что:
ρN(k1f) < +∞, ρN(k2g) < +∞.
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Пуст󰑭 k = min(k1, k2). Тогда

ρN

󰀕
k

2
(f + g)

󰀖
= ρN

󰀕
1

2
kf +

1

2
kg

󰀖
≤ ρN(kf) + ρN(kg) ≤ ρN(k1f) + ρN(k2g) < +∞.

󰑪начит, f + g ∈ 󰁨LN .
Таким обра󰑬ом, мно󰑨ество 󰁨LN 󰯹 линейное пространство.

II. Пока󰑨ем, что

󰀂f󰀂N = inf

󰀝
ε > 0 : ρN

󰀕
f

ε

󰀖
< ε

󰀞
.

ест󰑭 F -норма на 󰁨LN .
II.1. Так как

f = 0 ⇐⇒ ρN(f) = 0,

то
f = 0 ⇐⇒ 󰀂f󰀂N = 0.

II.2. Пуст󰑭 |a| = 1. Тогда дл󰑱 л󰑧бого f ∈ 󰁨LN получим:

󰀂af󰀂N = inf

󰀝
ε > 0 : ρN

󰀕
af

ε

󰀖
< ε

󰀞
= inf

󰀝
ε > 0 : ρN

󰀕
f

ε

󰀖
< ε

󰀞
= 󰀂f󰀂N .

II.3. Пуст󰑭 f, g ∈ 󰁨LN . И󰑬 определени󰑱 󰀂f󰀂N следует, что дл󰑱 л󰑧бого скол󰑭 угодно
малого δ > 0 существует такое ε > 0, что

ρN

󰀕
fx

ε

󰀖
< ε

и
󰀂f󰀂N < ε < 󰀂f󰀂N + δ.

Аналогично, и󰑬 определени󰑱 󰀂g󰀂 дл󰑱 этого 󰑨е δ > 0 существует такое η > 0, что

ρN

󰀕
g

η

󰀖
< η

и
󰀂g󰀂N < η < 󰀂g󰀂N + δ.

Тогда

ρN

󰀕
f + g

ε+ η

󰀖
= ρN

󰀕
ε

ε+ η

f

ε
+

η

ε+ η

g

η

󰀖
≤ ρN

󰀕
f

ε

󰀖
+ ρN

󰀕
g

η

󰀖
≤ ε+ η.
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Следовател󰑭но,

󰀂f + g󰀂N ≤ ε+ η ≤ 󰀂f󰀂N + 󰀂g󰀂N + 2δ.

В силу прои󰑬вол󰑭ности δ, получаем, что

󰀂f + g󰀂N ≤ 󰀂f󰀂N + 󰀂g󰀂N .

II.4. Пока󰑨ем, что
󰀂fn󰀂N → 0 ⇐⇒ ρN(fn) → 0.

Пуст󰑭 ρN(fn) → 0 и ε > 0 󰯹 прои󰑬вол󰑭ное число. Тогда получаем, что

ρN

󰀕
fn
ε

󰀖
→ 0 при n → ∞.

Следовател󰑭но, дл󰑱 этого ε > 0 существует такое K, что дл󰑱 л󰑧бого n > K

ρN

󰀕
fn
ε

󰀖
< ε.

󰑪начит
󰀂fn󰀂N < ε.

В силу прои󰑬вол󰑭ности ε получим, что

󰀂fn󰀂N → 0.

С другой стороны, пуст󰑭 󰀂fn󰀂N < 1 и пуст󰑭 a 󰯹 прои󰑬вол󰑭ное число такое, что
󰀂fn󰀂N < a < 1. Тогда

ρN(fn) ≤ ρN

󰀕
fn
a

󰀖
≤ a.

Это пока󰑬ывает, что
ρN(fn) < 󰀂fn󰀂N .

Следовател󰑭но, если 󰀂fn󰀂N → 0, то ρN(fn) → 0.
Таким обра󰑬ом,

󰀂fn󰀂N → 0 ⇐⇒ ρN(fn) → 0.

Нетрудно видет󰑭, что и󰑬 этого предел󰑭ного соотношени󰑱 следу󰑧т свойства 4)–6) F -
нормы (см. определение 1).

III. Дока󰑨ем полноту пространства (󰁨LN , 󰀂 · 󰀂N).
Пуст󰑭 {fn} 󰯹 последовател󰑭ност󰑭 Коши в 󰁨LN . Последовател󰑭ност󰑭 {fn} 󰑱вл󰑱етс󰑱

последовател󰑭ност󰑭󰑧 Коши относител󰑭но сходимости по мере. Это о󰑬начает, что дл󰑱
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ка󰑨дого a > 0 выполн󰑱етс󰑱

lim
n,m→∞

µ({ω : |fn(ω)− fm(ω)| > a}) = 0.

Следовател󰑭но, по теореме Риса, последовател󰑭ност󰑭 {fn} содер󰑨ит подпоследова-
тел󰑭ност󰑭 {fnk

}, сход󰑱щу󰑧с󰑱 почти вс󰑧ду к и󰑬меримой функции f ∈ S(Ω,Σ, µ).
Пуст󰑭 ε 󰯹 прои󰑬вол󰑭ное поло󰑨ител󰑭ное число. Т. к. последовател󰑭ност󰑭 {fn} 󰯹

последовател󰑭ност󰑭 Коши, то существует поло󰑨ител󰑭ное целое число K такое, что
при n,m > K выполн󰑱етс󰑱 неравенство:

ρN(fn − fm) =

󰁝

Ω

N(|fn(ω)− fm(ω)|)dµ ≤ ε.

Полага󰑱 m = nk и переход󰑱 к пределу при k → ∞, по лемме Фату, получим

ρN(fn − f) ≤ ε.

Это о󰑬начает, что
(fn − f) ∈ 󰁨LN .

Т. к. 󰁨LN 󰯹 линейное, то f ∈ 󰁨LN . В силу прои󰑬вол󰑭ности ε получим, что

󰀂fn − f󰀂N → 0.

IV. Дока󰑨ем, что (󰁨LN , 󰀂 · 󰀂N) 󰯹 симметричное F -пространство.
IV.1. Пуст󰑭 f ∈ 󰁨LN . И󰑬 определени󰑱 󰁨LN следует, что существует k > 0 такое,

что
ρN(kf) < +∞.

Пуст󰑭 g ∈ L(Ω,Σ, µ) така󰑱, что |g| ≤ |f |. Тогда

ρN(kg) =

󰁝

Ω

N(k|g(ω)|)dµ =

󰁝

Ω

N(k|f(ω)|)dµ = ρN(kf) < ∞.

Следовател󰑭но, g ∈ 󰁨LN .
Кроме того,

󰀂g󰀂N = inf
󰁱
ε > 0 : ρN

󰀓g
ε

󰀔
< ε

󰁲
≤ inf

󰀝
ε > 0 : ρN

󰀕
f

ε

󰀖
< ε

󰀞
= 󰀂f󰀂N .

IV.2. Дл󰑱 л󰑧бой функции f ∈ L0(Ω,Σ, µ) имеем:

ρN(f) =

󰁝

Ω

N(|f(ω)|)dµ =

∞󰁝

0

ηN◦|f |dm =

∞󰁝

0

η|f |dN,
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где
∞󰁝

0

η|f |dN 󰯹 несобственный интеграл Римана-Стилт󰑭еса от убыва󰑧щей функции

η|f | по во󰑬раста󰑧щей функции N .
Поэтому, если f ∈ 󰁨LN и g ∈ L0(Ω,Σ, µ), ра󰑬нои󰑬мерима󰑱 с f , то

ρN(f) =

∞󰁝

0

η|f |dN =

∞󰁝

0

η|g|dN = ρN(g).

Отс󰑧да g ∈ 󰁨LN и
󰀂f󰀂N = 󰀂g󰀂N .

Следовател󰑭но, (󰁨LN , 󰀂 · 󰀂N) 󰯹 симметричное F -пространство. □

󰑪акл󰑧чение

В работе рассматрива󰑧тс󰑱 симметричные F -пространства и󰑬меримых функций
на пространствах с конечной или бесконечной σ-конечной не атомической мерой,
которые 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 линейными метрическими пространствами. Строитс󰑱 класс при-
меров таких пространств, на󰑬ываемых обобщенными F -пространствами Орлича, по
монотонным и одновременно не выпуклым функци󰑱м.

Как и дл󰑱 симметричных банаховых пространств, дл󰑱 симметричных F -
пространств вводитс󰑱 пон󰑱тие равнои󰑬меримости. Дока󰑬ано, что ка󰑨дый класс рав-
нои󰑬меримых симметричных F -пространств содер󰑨ит стандартное симметричное
пространство, в то врем󰑱 как все равнои󰑬меримые стандартные симметричные про-
странства совпада󰑧т.
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application of GeoGebra to the study of nonlinear programming by
future economists.

Gelfanova D. D., Shnareva G. V., Donchenko Y. A.

Abstract. The practical and applied significance of mathematics in economics and
management are in the ability to pose a problem, create a mathematical model and apply the
appropriate mathematical apparatus to solve it. To do this, students in the areas of 󰯺Economics󰯻
and 󰯺Management󰯻 must have the skills of building chains of relationships between the objects
and concepts being studied, between logical premises and consequences when carrying out proofs,
and building a sequence of actions when solving problems. The discipline 󰯺Methods of optimal
solutions󰯻 plays a decisive role in the formation of the necessary knowledge, skills and abilities in
the preparation of a modern economist and manager. Within the framework of this discipline, the
topic 󰯺Nonlinear Programming󰯻 examines optimization problems whose mathematical models
contain nonlinear dependencies on variables󰯹nonlinear programming problems. Solving such
problems presents a certain difficulty for students, which is associated with the nonlinear nature
of the model functions, the features of these problems and the lack of a universal method for
solving them.

Therefore, the learning process requires qualitatively new approaches from teachers, in
particular, the use of information technologies to increase the efficiency of mastering educational
material and the cognitive activity of students. The most important tools in this case are clarity,
visualization and interactivity of the solution process.

The authors chose the GeoGebra mathematical package as the most convenient and
effective means for computer implementation of solving nonlinear programming problems using
application software packages.

The use of this program in teaching mathematical disciplines remains one of the current
areas of research. But the issue of solving nonlinear programming problems using GeoGebra is
not sufficiently covered.
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The purpose of the study is to use the GeoGebra mathematical program in teaching nonlinear
programming to bachelors in the field of Economics and Management.

The article reveals the possibilities of using GeoGebra in teaching problem solving on the
topic 󰯺Nonlinear Programming󰯻 within the framework of the discipline 󰯺Methods of Optimal
Solutions󰯻. A computer implementation of solving a nonlinear programming educational problem
in GeoGebra is demonstrated, providing visualization of dependencies, interactivity and graphical
support for the solution process.

As a result, the possibilities of using the GeoGebra software product to improve the quality of
mathematical training of future economists and managers have been revealed, which is important
in the era of the digital economy.

Keywords: information technologies, nonlinear programming problem, convex programming
problem, graphical method, Kuhn-Tucker conditions, mathematical program, GeoGebra

Введение

Практическое и прикладное 󰑬начение математики в экономике и управлении со-
стоит в умении сформулироват󰑭 󰑬адачу, предло󰑨ит󰑭 математическу󰑧 модел󰑭 и при-
менит󰑭 соответству󰑧щий математический аппарат дл󰑱 ее решени󰑱. Дл󰑱 этого обуча-
󰑧щиес󰑱 направлени󰑱 󰯺Экономика󰯻, 󰯺Менед󰑨мент󰯻 дол󰑨ны обладат󰑭 навыками по-
строени󰑱 цепочек в󰑬аимосв󰑱󰑬ей ме󰑨ду и󰑬учаемыми об󰑫ектами и пон󰑱ти󰑱ми, ме󰑨ду
логическими посылками и следстви󰑱ми при проведении дока󰑬ател󰑭ств, выстраива-
ни󰑱 последовател󰑭ности действий при решении 󰑬адач.

Реша󰑧щу󰑧 рол󰑭 в формировании необходимых 󰑬наний, умений и навыков в под-
готовке современного экономиста и менед󰑨ера 󰑬анимает дисциплина 󰯺Методы опти-
мал󰑭ных решений󰯻, в рамках которой в теме 󰯺Нелинейное программирование󰯻 рас-
сматрива󰑧тс󰑱 оптими󰑬ационные 󰑬адачи, математические модели которых содер󰑨ат
нелинейные 󰑬ависимости от переменных 󰯹 󰑬адачи нелинейного программировани󰑱.

Решение таких 󰑬адач представл󰑱ет определенну󰑧 сло󰑨ност󰑭 дл󰑱 обуча󰑧щихс󰑱,
котора󰑱 св󰑱󰑬ана с нелинейным характером функций моделей, особенност󰑱ми этих
󰑬адач и отсутствием универсал󰑭ного метода их решени󰑱. Поэтому процесс обучени󰑱
требует от педагогов качественно новых подходов, в частности, применени󰑱 инфор-
мационных технологий дл󰑱 повышени󰑱 эффективности освоени󰑱 учебного материала
и по󰑬навател󰑭ной активности обуча󰑧щихс󰑱. Ва󰑨нейшими инструментами в данном
случае выступа󰑧т нагл󰑱дност󰑭, ви󰑬уали󰑬аци󰑱 и интерактивност󰑭 процесса решени󰑱.

В качестве наиболее удобного и эффективного средства дл󰑱 комп󰑭󰑧терной реали-
󰑬ации решени󰑱 󰑬адач нелинейного программировани󰑱 с испол󰑭󰑬ованием прикладных
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программных пакетов авторами выбран математический пакет GeoGebra. Данный
выбор обусловлен и󰑬-󰑬а р󰑱да преимуществ [1]:

1. GeoGebra 󰯹 свободно распростран󰑱ема󰑱 программа, т. е. имеет 󰯺GeoGebraNon-
CommercialLicenseAgreement󰯻 и частично GPL, CC-BY-NC-SAGPL тип лицен-
󰑬ии, что по󰑬вол󰑱ет примен󰑱т󰑭 ее в учебных цел󰑱х на бе󰑬во󰑬ме󰑬дной основе;

2. GeoGebra во󰑬мо󰑨но ра󰑬вернут󰑭 на ра󰑬личных операционных системах, что де-
лает ее кроссплатформенным прило󰑨ением, не требу󰑧щим специал󰑭ных усло-
вий дл󰑱 󰑬апуска прило󰑨ени󰑱;

3. GeoGebra имеет онлайн-верси󰑧 Geogebra online;
4. GeoGebra имеет набор инструментов дл󰑱 работы с геометрическими об󰑫ектами

и выполнени󰑱 алгебраических вычислений, что по󰑬вол󰑱ет примен󰑱т󰑭 програм-
му при обучении ра󰑬личным математическим дисциплинам.

С помощ󰑭󰑧 инструментов и команд GeoGebra мо󰑨но выполн󰑱т󰑭 как построе-
ни󰑱 геометрических об󰑫ектов, так и прои󰑬водит󰑭 алгебраические вычислени󰑱, тем
самым 󰯺подчеркиваетс󰑱 нера󰑬рывна󰑱 св󰑱󰑬󰑭 ра󰑬личных ра󰑬делов математики, св󰑱󰑬󰑭
аналитической конструкции с нагл󰑱дным представлением об󰑫екта󰯻 [2].

Математическа󰑱 программа GeoGebra не 󰑱вл󰑱етс󰑱 новшеством на рынке про-
граммных продуктов. В насто󰑱щее врем󰑱 данна󰑱 программа широко испол󰑭󰑬ует-
с󰑱 в обра󰑬овател󰑭ном процессе, и вопросу применени󰑱 GeoGebra при решении 󰑬а-
дач и󰑬 ра󰑬личных ра󰑬делов математики посв󰑱щено достаточное количество научно-
методических работ. Так, в [3, 5] описаны во󰑬мо󰑨ности GeoGebra при решении типо-
вых 󰑬адач аналитической геометрии, в [6] 󰯹 построение графиков функций с и󰑬мене-
нием их параметров, в [7, 8] 󰯹 исследование функций одной переменной, в [9], [10] 󰯹
исследование функций двух переменных. Поддер󰑨ке программой GeoGebra геомет-
рического (графического) анали󰑬а экономико-математических моделей линейного
программировани󰑱 посв󰑱щены работы [2], [11, 12].

Анали󰑬иру󰑱 литературу, мо󰑨но согласит󰑭с󰑱 с Власовым Д. А. и Синчуко-
вым А. В., что 󰯺программный продукт GeoGebra следует охарактери󰑬оват󰑭 󰑬начи-
тел󰑭ным дидактическим потенциалом, выра󰑨а󰑧щимс󰑱 в ра󰑬личных способах пред-
ставлени󰑱, ви󰑬уали󰑬ации, решени󰑱 математических 󰑬адач и исследовани󰑱 математи-
ческих моделей в области экономики, финансов и управлени󰑱󰯻 [13]. Испол󰑭󰑬ование
данной программы в обучении математическим дисциплинам остаетс󰑱 одним и󰑬 ак-
туал󰑭ных направлений исследований. Однако, вопрос решени󰑱 󰑬адач нелинейного
программировани󰑱 с помощ󰑭󰑧 GeoGebra недостаточно освещен.
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Цел󰑭󰑧 исследовани󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱 применение математической программы GeoGebra
в обучении нелинейному программировани󰑧 бакалавров направлени󰑱 подготовки
󰯺Экономика󰯻, 󰯺Менед󰑨мент󰯻.

В стат󰑭е раскрыты во󰑬мо󰑨ности применени󰑱 GeoGebra в обучении решени󰑱 󰑬а-
дач по теме 󰯺Нелинейное программирование󰯻 в рамках дисциплины 󰯺Методы опти-
мал󰑭ных решений󰯻. Продемонстрирована комп󰑭󰑧терна󰑱 реали󰑬аци󰑱 решени󰑱 учеб-
ной 󰑬адачи нелинейного программировани󰑱 в GeoGebra, обеспечива󰑧щей ви󰑬уали󰑬а-
ци󰑧 󰑬ависимостей, интерактивност󰑭 и графическу󰑧 поддер󰑨ку процесса решени󰑱.

В ре󰑬ул󰑭тате раскрыты во󰑬мо󰑨ности применени󰑱 программного продукта
GeoGebra дл󰑱 повышени󰑱 качества математической подготовки будущих экономи-
стов и менед󰑨еров, что 󰑱вл󰑱етс󰑱 немалова󰑨ным в эпоху цифровой экономики.

1. Постановка 󰑬адачи нелинейного программировани󰑱

При моделировании экономической де󰑱тел󰑭ности приходитс󰑱 учитыват󰑭 нели-
нейный характер в󰑬аимосв󰑱󰑬и ме󰑨ду экономическими пока󰑬ател󰑱ми, в ре󰑬ул󰑭тате
во󰑬ника󰑧т модели нелинейного программировани󰑱. 󰑪адачей нелинейного програм-
мировани󰑱 (󰑪НП) на󰑬ываетс󰑱 󰑬адача математического программировани󰑱, в которой
нелинейные и (или) целева󰑱 функци󰑱, и (или) ограничени󰑱 в виде неравенств или
равенств.

В общем виде нелинейна󰑱 экономико-математическа󰑱 модел󰑭 имеет вид:

F = f(x1, x2, . . . , xn) → max(min) (1)

при условии

gi(x1, x2, . . . , xn)

󰀻
󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰀽

≤
=

≥

bi, i = 1,m, (2)

где f(x1, x2, . . . , xn) и gi(x1, x2, . . . , xn) 󰯹 и󰑬вестные функции.
Дл󰑱 данной модели во󰑬мо󰑨ны следу󰑧щие случаи:

• целева󰑱 функци󰑱 󰯹 нелинейна󰑱, а ограничени󰑱 󰯹 линейны;
• целева󰑱 функци󰑱 󰯹 линейна󰑱, а ограничени󰑱 (хот󰑱 бы одно и󰑬 них) 󰯹 нели-

нейные;
• целева󰑱 функци󰑱 и ограничени󰑱 нелинейные.

󰑪адачи нелинейного программировани󰑱 име󰑧т р󰑱д особенностей по сравнени󰑧 с
󰑬адачами линейного программировани󰑱: област󰑭 допустимых решений 󰑬адачи не все-
гда 󰑱вл󰑱етс󰑱 выпуклой, экстремум целевой функции мо󰑨ет достигат󰑭с󰑱 не тол󰑭ко
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на границе, но и внутри области допустимых решений, причем локал󰑭ных экстрему-
мов мо󰑨ет быт󰑭 нескол󰑭ко; целева󰑱 функци󰑱 мо󰑨ет быт󰑭 недифференцируемой, что
󰑬атрудн󰑱ет применение классических методов математического анали󰑬а. Вследствие
этих особенностей решение 󰑬адач нелинейного программировани󰑱 труднее решени󰑱
󰑬адач линейного программировани󰑱, и дл󰑱 них не существует универсал󰑭ного метода
решени󰑱. Поэтому приходитс󰑱 примен󰑱т󰑭 ра󰑬личные методы и вычислител󰑭ные ал-
горитмы, которые ба󰑬иру󰑧тс󰑱 на теории дифференциал󰑭ного исчислени󰑱, и выбор
их 󰑬ависит от конкретной постановки 󰑬адачи и формы экономико-математической
модели.

Как и дл󰑱 линейных 󰑬адач, если число переменных равно двум (n = 2), нели-
нейные 󰑬адачи мо󰑨но решат󰑭 геометрически. В этом случае целева󰑱 функци󰑱 имеет
вид

F = f(x1, x2) → max(min) (3)

при ограничени󰑱х в виде неравенств

gi(x1, x2) ≤ bi, i = 1,m. (4)

Процесс нахо󰑨дени󰑱 решени󰑱 󰑬адачи нелинейного программировани󰑱 (3)-(4) с
испол󰑭󰑬ованием ее геометрической интерпретации вкл󰑧чает следу󰑧щие этапы:

• построение области допустимых решений (ОДР) 󰯹 мно󰑨ество точек плоско-
сти, удовлетвор󰑱󰑧щих всем ограничени󰑱м 󰑬адачи. Если област󰑭 допустимых
решений пуста, то 󰑬адача не имеет решени󰑱;

• построение семейства линий уровн󰑱 целевой функции f(x1, x2) = k при ра󰑬-
личных 󰑬начени󰑱х параметра k;

• определение направлени󰑱 во󰑬растани󰑱 (убывани󰑱) целевой функции;
• перемещение линии уровн󰑱 в ну󰑨ном направлении в ОДР дл󰑱 нахо󰑨дени󰑱

точек области, в которых целева󰑱 функци󰑱 принимает оптимал󰑭ное 󰑬начение.
Если целева󰑱 функци󰑱 не ограничена сни󰑬у в 󰑬адаче на минимум (сверху 󰯹 в
󰑬адаче на максимум), то 󰑬адача не имеет оптимал󰑭ного решени󰑱;

• нахо󰑨дение координат точки оптимума и определение в ней 󰑬начени󰑱 целевой
функции.

При моделировании широкого круга планово-прои󰑬водственных и экономических
󰑬адач соответству󰑧щие целевые функции про󰑱вл󰑱󰑧т определенные свойства, кото-
рые по󰑬вол󰑱󰑧т их отнести к классам так на󰑬ываемых выпуклых функций. В со-
временной теории поиска экстремума выпуклых функций на выпуклых мно󰑨ествах
классический метод мно󰑨ителей Лагран󰑨а обобщен. Ре󰑬ул󰑭татом такого обобщени󰑱
󰑱вл󰑱етс󰑱 теорема Куна-Таккера.
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Рассмотрим 󰑬адачу нелинейного программировани󰑱, котора󰑱 мо󰑨ет быт󰑭 решена
на основе испол󰑭󰑬овани󰑱 на󰑬ванной выше теоремы:

F = f(x1, x2, . . . , xn) → max, (5)

gi(x1, x2, . . . , xn) ≥ 0, i = 1,m, x1, x2, . . . , xn ≥ 0, (6)

причем все функции gi(x1, x2, . . . , xn) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 выпуклыми на некотором выпуклом
мно󰑨естве X, а функци󰑱 F либо выпукла вни󰑬 на мно󰑨естве X, либо выпукла󰑱
вверх.

󰑪адача выпуклого программировани󰑱 состоит в нахо󰑨дении такого решени󰑱 си-
стемы ограничений (4), при котором выпукла󰑱 вни󰑬 целева󰑱 функци󰑱 F достигает
минимал󰑭ного 󰑬начени󰑱 или выпукла󰑱 вверх функци󰑱 F достигает максимал󰑭ного
󰑬начени󰑱.

Схема решени󰑱 󰑬адач выпуклого программировани󰑱 состоит в следу󰑧щем:

1. Составит󰑭 функци󰑧 Лагран󰑨а:

L(x1, x2, . . . , xn;λ1,λ2, . . . ,λm) = f(x1, x2, . . . , xn) +
m󰁛

i=1

λigi(x1, x2, . . . , xn), (7)

где λi 󰯹 пока еще не определенные величины, так на󰑬ываемые мно󰑨ители
Лагран󰑨а;

2. 󰑪аписат󰑭 услови󰑱 Куна-Таккера:
󰀣

∂L

∂xj X(0),λ(0)

󰀤
≤ 0,

x
(0)
j

󰀣
∂L

∂xj X(0),λ(0)

󰀤
= 0, x

(0)
j ≥ 0 (j = 1, n), (8)

󰀕
∂L

∂λi X(0),λ(0)

󰀖
≥ 0,

λ
(0)
i

󰀕
∂L

∂λi X(0),λ(0)

󰀖
= 0, λ

(0)
i ≥ 0 (i = 1,m), (9)

где X(0) = (x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n ) 󰯹 вектор решени󰑱 󰑬адачи,

λ(0) = (λ
(0)
1 ,λ

(0)
2 , . . . ,λ

(0)
m ) 󰯹 вектор мно󰑨ителей Лагран󰑨а;

3. Найти какое-либо удовлетвор󰑱󰑧щее всем услови󰑱м решение. Если целева󰑱
функци󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱 строго выпуклой, то это решение определ󰑱ет единственное
искомое решение исходной 󰑬адачи.
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2. Решение 󰑬адачи нелинейного программировани󰑱 в GeoGebra

В обучении математике ведуща󰑱 рол󰑭 отводитс󰑱 учебным 󰑬адачам, которые 󰑱вл󰑱-
󰑧тс󰑱 обобщенной цел󰑭󰑧 обра󰑬овател󰑭ной де󰑱тел󰑭ности, сформулированным в виде
󰑬адани󰑱, со󰑬да󰑧щего учебну󰑧 проблему, требу󰑧щу󰑧 ра󰑬вернутых действий. Одной
и󰑬 функций учебной 󰑬адачи 󰑱вл󰑱етс󰑱 обуча󰑧ща󰑱 функци󰑱, направленна󰑱 на форми-
рование системы математических 󰑬наний, умений, навыков у студентов по и󰑬учаемой
теме [14].

Рассмотрим одну и󰑬 учебных 󰑬адач по теме 󰯺Нелинейное программирование󰯻,
в ходе решени󰑱 которой у обуча󰑧щихс󰑱 будут выработаны умени󰑱 и навыки ис-
пол󰑭󰑬овани󰑱 графического метода решени󰑱 󰑬адач нелинейного программировани󰑱 и
условий Куна-Таккера:

F = −x2 − y2 → max,
󰀻
󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰀽

2x+ y ≥ 2,

2x+ y ≤ 8,

x+ y ≤ 6,

x ≥ 0, y ≥ 0.

Реали󰑬уем решение в программе GeoGebra.
Так как математическа󰑱 модел󰑭 содер󰑨ит тол󰑭ко две переменные, то применим

графический метод решени󰑱 󰑬адачи нелинейного программировани󰑱. Построим об-
ласт󰑭 допустимых решений 󰑬адачи (см. рис. 1). Дл󰑱 этого выполним следу󰑧щие
действи󰑱:

• в строке ввода GeoGebra введем уравнени󰑱 пр󰑱мых: 2x + y = 2, 2x + y = 8,
x+ y = 6;

• в строке ввода GeoGebra введем неравенства: 2x+ y ≥ 2, 2x+ y ≤ 8, x+ y ≤ 6,
x ≥ 0, y ≥ 0;

• обо󰑬начим точки пересечени󰑱 введенных пр󰑱мых чере󰑬 A, B, C, D, E (инстру-
мент 󰯺Точка󰯻);

• построим многоугол󰑭ник ABCDE (инструмент 󰯺Многоугол󰑭ник󰯻).

В ре󰑬ул󰑭тате област󰑭 допустимых решений 󰑬адачи 󰯹 выпуклый п󰑱тиугол󰑭ник
ABCDE (рис. 1).

Построим линии уровн󰑱 целевой функции. Если поло󰑨ит󰑭 F = −k (k > 0), то
получим уравнение окру󰑨ности с центром в точке O(0; 0): −x2−y2 = −k. При ра󰑬лич-
ных 󰑬начени󰑱х k мо󰑨но получит󰑭 семейство линий уровн󰑱 функции F (см. рис. 2).
Дл󰑱 и󰑬менени󰑱 󰑬начений k необходимо воспол󰑭󰑬оват󰑭с󰑱 инструментом 󰯺Пол󰑬унок󰯻.
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Рис. 1. Построение области допустимых 󰑬начений

Рис. 2. Построение линий уровн󰑱 целевой функции

И󰑬мен󰑱󰑱 поло󰑨ение пол󰑬унка мо󰑨но сделат󰑭 вывод, что с умен󰑭шением (увели-
чением) 󰑬начени󰑱 k 󰑬начение функции F = −k соответственно увеличиваетс󰑱 (умен󰑭-
шаетс󰑱). То ест󰑭, максимал󰑭ному 󰑬начени󰑧 функции F будет соответствоват󰑭 лини󰑱
уровн󰑱 с наимен󰑭шим 󰑬начением k, име󰑧ща󰑱 общие точки с област󰑭󰑧 допустимых
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решений. При k = 0.8 лини󰑱 уровн󰑱 и многоугол󰑭ник ABCDE име󰑧т общу󰑧 точку
H (см. рис. 3).

Рис. 3. Обща󰑱 точка (H) линии уровн󰑱 при k = 0.8 и области допусти-
мых решений

Точка H не 󰑱вл󰑱етс󰑱 вершиной многоугол󰑭ника ABCDE, а ее координаты нахо-
д󰑱тс󰑱 как координаты точки пересечени󰑱 окру󰑨ности радиуса OH и пр󰑱мой AE с
помощ󰑭󰑧 инструмента 󰯺Пересечение󰯻. В ре󰑬ул󰑭тате получим точку H(0.8; 0.4), кото-
ра󰑱 во󰑬мо󰑨но 󰑱вл󰑱етс󰑱 экстремумом. Мо󰑨но поступит󰑭 иначе: чере󰑬 центр O окру󰑨-
ности с помощ󰑭󰑧 инструмента 󰯺Перпендикул󰑱рна󰑱 пр󰑱ма󰑱󰯻 проведем пр󰑱му󰑧, пер-
пендикул󰑱рно пр󰑱мой AE, а 󰑬атем с помощ󰑭󰑧 инструмента 󰯺Пересечение󰯻 найдем
координаты точки H как точки пересечени󰑱 радиуса OH и пр󰑱мой AE. 󰑪начение
целевой функции в точке H(0.8; 0.4) равно: F (0.8; 0.4) = −0, 8.

Данна󰑱 󰑬адача относитс󰑱 к 󰑬адаче выпуклого программировани󰑱, так как целе-
ва󰑱 функци󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱 выпуклой вверх, а ограничени󰑱 󰑬адачи формиру󰑧т выпуклое
мно󰑨ество допустимых решений. При этих услови󰑱х целева󰑱 функци󰑱 имеет гло-
бал󰑭ный максимум, а исходна󰑱 󰑬адача 󰯹 единственное решение. Сведем 󰑬адачу к
󰑬адаче поиска седловой точки соответству󰑧щей функции Лагран󰑨а.

Допустимый план 󰑬адачи X = (0.8; 0.4), найденный графическим методом,
проверим на оптимал󰑭ност󰑭 с помощ󰑭󰑧 условий Куна-Таккера: если удастс󰑱 дл󰑱
X = (0.8; 0.4) найти такой вектор (a, b, c) ≥ 0, что пара (X; (a, b, c)) 󰑱вл󰑱етс󰑱 седло-
вой точкой функции L(X; (a, b, c)), то план X оптимален.
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󰑪апишем услови󰑱 Куна-Таккера дл󰑱 данной 󰑬адачи:
󰀕
∂L

∂xX,(a,b,c)
≤ 0

󰀖
, x

󰀕
∂L

∂xX,(a,b,c)
≤ 0

󰀖
= 0, x ≥ 0, (10)

󰀣
∂L

∂y X,(a,b,c)

≤ 0

󰀤
, y

󰀕
∂L

∂xX,(a,b,c)
≤ 0

󰀖
= 0, y ≥ 0, (11)

󰀕
∂L

∂a X,(a,b,c)
≤ 0

󰀖
, a

󰀕
∂L

∂xX,(a,b,c)
≤ 0

󰀖
= 0, a ≥ 0, (12)

󰀕
∂L

∂b X,(a,b,c)
≤ 0

󰀖
, b

󰀕
∂L

∂xX,(a,b,c)
≤ 0

󰀖
= 0, b ≥ 0, (13)

󰀕
∂L

∂c X,(a,b,c)
≤ 0

󰀖
, c

󰀕
∂L

∂xX,(a,b,c)
≤ 0

󰀖
= 0, c ≥ 0. (14)

Построим функци󰑧 Лагран󰑨а (с учетом того, что ограничени󰑱 дол󰑨ны имет󰑭
вид gi(x, y) ≥ 0):

L(x, y, a, b, c) = −x2 − y2 + a(2x+ y − 2) + +b(8− 2x− y) + c(6− x− y),

где чере󰑬 a, b, c обо󰑬начены мно󰑨ители Лагран󰑨а.
Далее найдем частные прои󰑬водные функции Лагран󰑨а по всем переменным с

помощ󰑭󰑧 инструмента 󰯺Прои󰑬водна󰑱󰯻 (см. рис. 4).

Рис. 4. Ввод функции Лагран󰑨а и нахо󰑨дение частных прои󰑬водных
данной функции
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Ка󰑨дой частной прои󰑬водной функции L присвоим им󰑱:

L1(x, a, b, c) := 2a− 2b− c− 2x, L2(y, a, b, c) := a− b− c− 2y,

L3(x, y) := 2x+ y − 2, L4(x, y) := −2x− y + 8, L5(x, y) := −x− y + 6.

Учитыва󰑱 полученные выра󰑨ени󰑱 частных прои󰑬водных, а так󰑨е то, что
X = (0.8; 0.4), а вектор (a, b, c) мно󰑨ителей Лагран󰑨а неи󰑬вестен, найдем 󰑬наче-
ни󰑱 частных прои󰑬водных функции Лагран󰑨а по переменным a, b, c (см. рис. 5).

Рис. 5. Нахо󰑨дение максимал󰑭ного 󰑬начени󰑱 целевой функции

Как видно и󰑬 рис. 5, 󰑬начение частной прои󰑬водной функции Лагран󰑨а по пере-
менной a равно нул󰑧, а по переменным b и c бол󰑭ше нул󰑱. Тогда, с учетом условий
Куна-Таккера (12)-(14), получит󰑭, что b = c = 0, а мно󰑨ител󰑭 a будем искат󰑭 с уче-
том того, что a ≥ 0. Дл󰑱 нахо󰑨дени󰑱 a определим частну󰑧 прои󰑬водну󰑧 функции
Лагран󰑨а по переменной x при x = 0.8, b = c = 0 и, учитыва󰑱 услови󰑱 Куна-
Таккера (10), приравн󰑱ем ее к нул󰑧 (см. рис. 5). В ре󰑬ул󰑭тате, a = 0.8.

Проверка условий Куна-Таккера (10)-(14) при X = (0.8; 0.4) и векторе мно󰑨ите-
лей Лагран󰑨а (0.8; 0; 0) ука󰑬ывает на их полное выполнение.

Таким обра󰑬ом, в ре󰑬ул󰑭тате решени󰑱 󰑬адачи нелинейного программировани󰑱 по-
лучен следу󰑧щий вектор (0.8; 0; 0), который обеспечивает выполнение всех локал󰑭-
ных условий Куна-Таккера при X = (0.8; 0.4), то ест󰑭 в точке H(0.8; 0.4). Последнее
и ука󰑬ывает на то, что точка H(0.8; 0.4) 󰑱вл󰑱етс󰑱 точкой, в которой достигаетс󰑱 мак-
симал󰑭ное 󰑬начение функции F . При этом Fmax = −0.82 − 0.42 = −0.8 (см. рис. 5).

Ответ: X = (0.8; 0.4), Fmax = −0.8.
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3. Ре󰑬ул󰑭тат применени󰑱 GeoGebra при и󰑬учении темы
󰯺Нелинейное программирование󰯻

При реали󰑬ации решени󰑱 рассмотренной 󰑬адачи GeoGebra выступает в качестве
учебного программного средства, облада󰑧щего такими дидактическими во󰑬мо󰑨но-
ст󰑱ми как нагл󰑱дност󰑭, моделирование, динамика. При этом обуча󰑧щиес󰑱 отвеча󰑧т
󰑬а логику решени󰑱 󰑬адачи.

Традиционно на лабораторных 󰑬ан󰑱ти󰑱х реали󰑬уетс󰑱 решение оптими󰑬ационных
󰑬адач с помощ󰑭󰑧 табличного процессора MS Excel. Дл󰑱 этих целей испол󰑭󰑬уетс󰑱
инструмент 󰯺Поиск решени󰑱󰯻. Но в этом случае процесс решени󰑱 󰑬адачи скрыт от
пол󰑭󰑬овател󰑱, что неприемлемо на начал󰑭ном этапе и󰑬учени󰑱 темы. В сравнении с
Excel, испол󰑭󰑬ование GeoGebra способствует выработке нагл󰑱дных представлений о
сущности 󰑬адачи нелинейного программировани󰑱 и примен󰑱емых методов.

Набл󰑧дение 󰑬а обуча󰑧щимис󰑱 во врем󰑱 выполнени󰑱 практического 󰑬адани󰑱 в
программе GeoGebra вы󰑱вило по󰑱вление у них повышенного по󰑬навател󰑭ного инте-
реса к решени󰑧 󰑬адач нелинейного программировани󰑱.

С цел󰑭󰑧 определени󰑱 мнени󰑱 обуча󰑧щихс󰑱 о вли󰑱нии математического пакета
GeoGebra на степен󰑭 вовлеченности в обра󰑬овател󰑭ный процесс и эффективност󰑭
освоени󰑱 учебного материала в конце и󰑬учени󰑱 темы 󰯺Нелинейное программирова-
ние󰯻 был проведен опрос. В нем участвовали 90 респондентов 󰯹 обуча󰑧щиес󰑱 четы-
рех академических групп бакалавриата по направлени󰑱м подготовки 󰯺Экономика󰯻
и 󰯺Менед󰑨мент󰯻 (профили 󰯺Мирова󰑱 экономика󰯻, 󰯺Цифрова󰑱 экономика󰯻, 󰯺Логи-
стика и управление цеп󰑱ми поставок󰯻, 󰯺Менед󰑨мент (гостиничный, курортный и
туристический би󰑬нес)󰯻).

Были предло󰑨ены следу󰑧щие вопросы:
Вопрос 1. Считаете ли Вы уместным применение математической программы

GeoGebra в качестве дополнител󰑭ного учебного средства к традиционному обуче-
ни󰑧?

Вопрос 2. Помогло ли Вам применение математической программы GeoGebra в
освоении методов решени󰑱 󰑬адач нелинейного программировани󰑱?

Вопрос 3. Считаете ли Вы, что применение математической программы
GeoGebra повышает интерес обуча󰑧щихс󰑱 к и󰑬учени󰑧 темы 󰯺Нелинейное програм-
мирование󰯻?

Вопрос 4. Считаете ли Вы, что применение математической программы
GeoGebra предоставл󰑱ет во󰑬мо󰑨ност󰑭 улучшени󰑱 усвоени󰑱 темы 󰯺Нелинейное про-
граммирование󰯻?
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Вопрос 5. Считаете ли Вы, что применение математической программы
GeoGebra способству󰑧т повышени󰑧 качества 󰑬наний?

Варианты ответов дл󰑱 всех вопросов следу󰑧щие: 󰯺да󰯻, 󰯺нет󰯻, 󰯺в некоторой сте-
пени󰯻, 󰯺󰑬атрудн󰑱󰑧с󰑭 ответит󰑭󰯻.

На первый вопрос дали утвердител󰑭ный ответ 85.6 % обуча󰑧щихс󰑱, 5.6 % 󰯹
󰯺нет󰯻, 5.6 % 󰯹 󰯺в некоторой степени󰯻, 3.3 % 󰯹 󰯺󰑬атрудн󰑱󰑧с󰑭 ответит󰑭󰯻. На второй
вопрос 82.2 % обуча󰑧щихс󰑱 ответили 󰯺да󰯻, 4.4 % 󰯹 󰯺нет󰯻, 11.1 % 󰯹 󰯺в некоторой
степени󰯻, 2.2 % 󰯹 󰯺󰑬атрудн󰑱󰑧с󰑭 ответит󰑭󰯻. На третий вопрос дали ответ 󰯺да󰯻 75.6 %

обуча󰑧щихс󰑱, 7.8 % 󰯹 󰯺нет󰯻, 13.3 % 󰯹 󰯺в некоторой степени󰯻, 3.3 % 󰯹 󰯺󰑬атрудн󰑱󰑧с󰑭
ответит󰑭󰯻. На четвертый вопрос ответили 󰯺да󰯻 78.9 % обуча󰑧щихс󰑱, 3.3 % 󰯹 󰯺нет󰯻,
15.6% 󰯹 󰯺в некоторой степени󰯻, 2.2 % 󰯹 󰯺󰑬атрудн󰑱󰑧с󰑭 ответит󰑭󰯻. На п󰑱тый вопрос
ответили 󰯺да󰯻 81.1% обуча󰑧щихс󰑱, 4.4 % 󰯹 󰯺нет󰯻, 12.2 % 󰯹 󰯺в некоторой степени󰯻,
2.2 % 󰯹 󰯺󰑬атрудн󰑱󰑧с󰑭 ответит󰑭󰯻.

Анали󰑬иру󰑱 полученные ре󰑬ул󰑭таты опроса, мо󰑨но сделат󰑭 вывод, что испол󰑭-
󰑬ование пакета прикладной программы GeoGebra при и󰑬учении темы 󰯺Нелинейное
программирование󰯻 по󰑬волило повысит󰑭 эффективност󰑭 освоени󰑱 учебного матери-
ала и приобрести навыки решени󰑱 󰑬адач по данной теме.

󰑪акл󰑧чение

Испол󰑭󰑬ование GeoGebra при решении поставленной 󰑬адачи по󰑬вол󰑱ет ви󰑬уали-
󰑬ироват󰑭 ка󰑨дый шаг решени󰑱 и дает нагл󰑱дное представление о сущности 󰑬адачи
нелинейного программировани󰑱. Несмотр󰑱 на то, что при решении 󰑬адачи испол󰑭󰑬у-
етс󰑱 комп󰑭󰑧терна󰑱 программа, обуча󰑧щийс󰑱 сам органи󰑬овывает процесс решени󰑱,
дл󰑱 чего необходимы 󰑬нани󰑱 алгоритма решени󰑱 󰑬адачи нелинейного программиро-
вани󰑱 графическим способом, схемы решени󰑱 󰑬адач выпуклого программировани󰑱,
составлени󰑱 функции Лагран󰑨а, условий Куна-Таккера.

Продемонстрированна󰑱 комп󰑭󰑧терна󰑱 реали󰑬аци󰑱 решени󰑱 󰑬адачи нелинейного
программировани󰑱 в GeoGebra пока󰑬ала во󰑬мо󰑨ности применени󰑱 данной програм-
мы, обеспечива󰑧щей ви󰑬уали󰑬аци󰑧 и интерактивност󰑭 процесса решени󰑱, что способ-
ствует повышени󰑧 уровн󰑱 понимани󰑱 и прочного усвоени󰑱 математических 󰑬наний
и применени󰑱 их в дал󰑭нейшей практической де󰑱тел󰑭ности.

Таким обра󰑬ом, рассмотренные преимущества применени󰑱 GeoGebra при и󰑬уче-
нии темы 󰯺Нелинейное программирование󰯻 в рамках дисциплины 󰯺Методы опти-
мал󰑭ных решений󰯻 име󰑧т бол󰑭шое 󰑬начение дл󰑱 повышени󰑱 качества математиче-
ской подготовки будущих экономистов в эпоху цифровой экономики.
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Analysis of braking data of metro trains.

Matkovsky V. A.

Abstract. The paper considers the problem of modeling the braking process of trains with
the aim of further assessing the quality of braking. It is shown that an approach based on the
intellectualization of processing big data characterizing the process of braking of metro trains
allows us to refine the development of train control systems in automatic mode and predict the
quality and accuracy of stopping. Of particular importance is the emergency braking system for
trains, which ensures the safety of passengers and provides emergency braking of the train in the
event of an emergency. Mathematical models describing the process of braking an object (subway
train) depend on the complexity of the object’s system components. Knowing the distance and
braking speed measured by the sensors, it is possible to restore the mathematical model. In the
general case, the problem of reconstructing a model is the problem of reconstructing a differential
equation from measurement data. This task is incorrect. For practical purposes of assessing the
quality of braking, it is enough to assume that such models are described by a system of first-
order ordinary differential equations. Consequently, using the measured data, it is possible to
find the statistical characteristics of the braking process and visually evaluate the quality of
braking using a set of these statistics and comparing the smoothed phase trajectories of the
system (distance-velocity).

Thus, inhibition depends on many factors, which is why various inhibitory sequences arise,
the assessment of the quality of which represents an actual mathematical problem. It is shown
that statistical methods and cluster analysis methods make it possible to extract knowledge
about the braking process from measurement data such as the coordinates of metro stations,
based on the study of histograms and the application of clustering algorithms to the coordinates
of train stops. Characteristic braking trajectories have been identified, and the values of motion
kinematics parameters have been obtained. The work uses the Python language, as well as a
number of free libraries that satisfy the need for software tools for working with data. Several
software methods have been created. Based on the obtained trajectories, it is then possible to
determine the braking class. The technology used may be promising in other subject areas. It is
shown that the statistical data of the movement of metro trains, the trajectory data obtained
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from them and visualized representations are big data (Big Data, BD), from which knowledge
about the quality of train braking is extracted (Data Mining, DM). The proposed intelligent
system for processing such data combines statistical methods of machine learning (ML) and
neural networks.

Keywords: big data, model, phase trajectories of a dynamic system, braking efficiency, intelligent
system, train braking data processing

Введение

Система аварийного тормо󰑨ени󰑱 пое󰑬дов обеспечивает бе󰑬опасност󰑭 пасса󰑨иров,
в св󰑱󰑬и с чем имеет особу󰑧 󰑬начимост󰑭, а так󰑨е экстренное тормо󰑨ение пое󰑬да при
во󰑬никновении аварийной ситуации. Тормо󰑨ение 󰑬ависит от многих факторов (на-
клона и характера пути, 󰑬агру󰑨енности вагонов), поэтому датчики фиксиру󰑧т ра󰑬-
личные тормо󰑬ные последовател󰑭ности, оценка качества которых представл󰑱ет собой
актуал󰑭ну󰑧 математическу󰑧 󰑬адачу. Таким обра󰑬ом, необходимо моделироват󰑭 про-
цесс тормо󰑨ени󰑱 пое󰑬дов с цел󰑭󰑧 дал󰑭нейшей оценки качества тормо󰑨ени󰑱. Решение
поставленной 󰑬адачи реали󰑬уетс󰑱 чере󰑬 следу󰑧щие под󰑬адачи: интеллектуали󰑬аци󰑱
обработки данных, определение модели тормо󰑨ени󰑱 пое󰑬да, и󰑬влечение информации
и󰑬 данных (статистическа󰑱 обработка, многокритериал󰑭ное исследование, ран󰑨иро-
вание) и кластери󰑬аци󰑱 данных.

Об актуал󰑭ности данного направлени󰑱 исследовани󰑱 свидетел󰑭ствует р󰑱д работ
[1-11] по данной тематике.

В работе [8] исследуетс󰑱 процесс экстренного тормо󰑨ени󰑱 скоростного пасса󰑨ир-
ского пое󰑬да нового поколени󰑱, а так󰑨е проведена оценка процесса тормо󰑨ени󰑱 элек-
тропое󰑬да ЭКр1 󰯺Тарпан󰯻. В качестве одного и󰑬 критериев эффективности тормо󰑬ов
пое󰑬да прин󰑱т тормо󰑬ной пут󰑭. Полученные с помощ󰑭󰑧 теоретических расчетов 󰑬на-
чени󰑱 тормо󰑬ных путей электропое󰑬да при экстренных пневматическом и электроп-
невматическом тормо󰑨ени󰑱х на гори󰑬онтал󰑭ной площадке не превыша󰑧т 󰑬начений,
установленных техническим 󰑬аданием, и практически совпада󰑧т с данными ходовых
тормо󰑬ных испытаний.

В учебном пособии [2] и󰑬ло󰑨ен материал о на󰑬начении и принципах действи󰑱
тормо󰑬ных устройств и систем.

Со󰑬дан сайт попул󰑱ри󰑬ации вопросов теории т󰑱ги пое󰑬дов и т󰑱говых расчетов,
где, в частности, 󰑬анима󰑧тс󰑱 со󰑬данием монографии 󰯺Т󰑱говые расчеты󰯻 [1].
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В [10] привод󰑱тс󰑱 данные о ра󰑬рабатываемых системах автоматического управ-
лени󰑱 пое󰑬дами метрополитена (САУП М), предна󰑬наченных дл󰑱 управлени󰑱 веде-
нием пое󰑬да, вкл󰑧ча󰑱 пуск, ра󰑬гон, выбор ре󰑨има ведени󰑱 на перегонах, тормо-
󰑨ение у платформ с цел󰑭󰑧 повышени󰑱 точности выполнени󰑱 графика дви󰑨ени󰑱.
САУП М подра󰑬дел󰑱󰑧тс󰑱 на 5 уровней автомати󰑬ации (Grade of Automation) по
классификации ме󰑨дународной ассоциации общественного транспорта International
Association of Public Transport: GoA0-GoA4. В Петербургском метрополитене реа-
ли󰑬овано GoA2 󰯹 полуавтоматическое управление подви󰑨ным составом. GoA4 󰯹
полност󰑭󰑧 автомати󰑬ированное управление бе󰑬 участи󰑱 персонала реали󰑬овано в Ко-
пенгагене и Дубаи. Пое󰑬да бе󰑬 машинистов дви󰑨утс󰑱 в метро Франции, Испании и
др. Дл󰑱 оборудовани󰑱 автоведени󰑱 устанавлива󰑧тс󰑱 метки: ОПВ 󰯹 󰑬нак останов-
ки первого вагона; ОД1 󰯹 откл󰑧чение двигателей в номинал󰑭ном ре󰑨име просле-
довани󰑱 перегона; ОД2 󰯹 откл󰑧чение в ре󰑨име нагона; Т 󰯹 тормо󰑨ение; СТ1 󰯹
начало тормо󰑨ени󰑱 перед платформой; СТ2 󰯹 начало прицел󰑭ного тормо󰑨ени󰑱 пе-
ред платформой и точной остановкой в 󰑬оне метки ОПВ. В системе осуществл󰑱етс󰑱
протоколирование в виде графика и 󰯺ба󰑬ы данных, рассчитанных/исполненных сто󰑱-
нок, проследование маршрутов по перегонам, опо󰑬даний, гру󰑬онапр󰑱󰑨енности󰯻 [10].
Представленна󰑱 дл󰑱 обработки ба󰑬а данных не снаб󰑨ена подобной информацией.
Дл󰑱 работы ва󰑨ен процесс регулировани󰑱 длител󰑭ности сто󰑱нок и времени просле-
довани󰑱 перегонов, реали󰑬ации функции нагона, что св󰑱󰑬ано с ре󰑨имами ра󰑬гона и
тормо󰑨ени󰑱.

В [6] рассматриваетс󰑱 направление ра󰑬вити󰑱 интеллектуал󰑭ных систем автома-
ти󰑬ации управлени󰑱 на основе алгоритмического и математического описани󰑱 про-
цессов, а так󰑨е прогно󰑬ирование моментов времени прибыти󰑱 пое󰑬дов на станции.
Учитыва󰑱 сло󰑨ну󰑧 󰑬ависимост󰑭 длины пути от его профил󰑱, плана и ра󰑬личи󰑱 тор-
мо󰑬ных сил пое󰑬дов, необходимо решат󰑭 󰑬адачи сни󰑨ени󰑱 скоростей на участках
ра󰑬ной длины, не превыша󰑱 посто󰑱нные и временные ограничени󰑱 установленной
скорости.

В работе [5] утвер󰑨даетс󰑱, что на основе статического анали󰑬а данных о парамет-
рах дви󰑨ени󰑱 пое󰑬дов в услови󰑱х автоведени󰑱 станций во󰑬мо󰑨но испол󰑭󰑬ование этих
данных дл󰑱 прогно󰑬ировани󰑱 моментов времени прибыти󰑱 на станции. Интеллекту-
али󰑬ированна󰑱 система мо󰑨ет передават󰑭 на устройства автоведени󰑱 информаци󰑧 о
покоординатных скорост󰑱х, которые отвеча󰑧т адекватным и󰑬мен󰑱󰑧щимс󰑱 услови󰑱м
дви󰑨ени󰑱 ка󰑨дого пое󰑬да.

Математические модели, описыва󰑧щие процесс тормо󰑨ени󰑱 об󰑫екта (пое󰑬да мет-
ро), 󰑬авис󰑱т от сло󰑨ности компонент системы об󰑫екта. 󰑪на󰑱 и󰑬меренные датчиками
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пока󰑬ани󰑱 пути и скорости тормо󰑨ени󰑱, мо󰑨но восстановит󰑭 математическу󰑧 мо-
дел󰑭. В общем случае 󰑬адача восстановлени󰑱 модели 󰯹 это 󰑬адача восстановлени󰑱
дифференциал󰑭ного уравнени󰑱 по данным и󰑬мерений. Така󰑱 󰑬адача 󰑱вл󰑱етс󰑱 некор-
ректной. Дл󰑱 практических целей оценки качества тормо󰑨ени󰑱 достаточно предпо-
ло󰑨ит󰑭, что такие модели описыва󰑧тс󰑱 системой обыкновенных дифференциал󰑭ных
уравнений первого пор󰑱дка. Следовател󰑭но, по и󰑬мер󰑱емым данным мо󰑨но находит󰑭
статистические характеристики процесса тормо󰑨ени󰑱 и нагл󰑱дно оцениват󰑭 качество
тормо󰑨ени󰑱 по набору этих статистик и сравнени󰑱 сгла󰑨енных фа󰑬овых траекторий
системы (рассто󰑱ние–скорост󰑭).

Рассмотрим более подробно работу с данными в виде фа󰑬овых траекторий си-
стемы. В рамках математического подхода мо󰑨ем считат󰑭, что данным дл󰑱 ка󰑨дого
пое󰑬да отвечает свой агент и набор траекторий (Aj, Vj), j = 1,m. Мно󰑨ества Vj со-
дер󰑨ат набор траекторий, св󰑱󰑬анных с остановками. По наклону траекторий мо󰑨но
определит󰑭 направление дви󰑨ени󰑱 пое󰑬да. Существует некоторый критерий каче-
ства тормо󰑨ени󰑱 по длине пути тормо󰑨ени󰑱 и ускорени󰑧 (ре󰑬кое тормо󰑨ение не
комфортно дл󰑱 пасса󰑨иров), что по󰑬вол󰑱ет выбрат󰑭 мно󰑨ество эталонных траекто-
рий дл󰑱 соответству󰑧щих остановок и углов наклона пути на участках тормо󰑨ени󰑱.
Сравнител󰑭ный анали󰑬 с эталонами по󰑬вол󰑱ет вы󰑱вит󰑭 нарушени󰑱 ре󰑨има тормо-
󰑨ени󰑱, экстренные или аварийные траектории тормо󰑨ени󰑱, а так󰑨е отсеч󰑭 󰑬аведомо
ло󰑨ные или неполные данные, поступа󰑧щие от датчиков.

1. 󰑪АДАЧА ОБРАБОТКИ ДАННЫХ И󰑪МЕРЕНИЙ

1.1. Описание исходных данных. В ходе эксперимента исследуемые пое󰑬да осна-
щалис󰑭 датчиками, способными собират󰑭 данные о кинематике пое󰑬да: скорост󰑭, вре-
м󰑱, рассто󰑱ние. Упом󰑱нутые данные, характери󰑬у󰑧щие кинематику пое󰑬да, относ󰑱т-
с󰑱 к исходным. Фрагмент ба󰑬ы данных пока󰑬ателей экстренного тормо󰑨ени󰑱 пое󰑬дов
метро, предоставлен в виде табличного файла MS Excel, фрагмент файла пока󰑬ан
на рис. 1.

Данные 󰑬аписаны в виде таблицы со следу󰑧щими пол󰑱ми: Run 󰯹 уникал󰑭ный
кл󰑧ч дл󰑱 последовател󰑭ности и󰑬мерений пока󰑬аний датчиков; Date 󰯹 временна󰑱
метка последовател󰑭ности; Train N◦ 󰯹 номер пое󰑬да; Speed 󰯹 мгновенна󰑱 скорост󰑭
пое󰑬да (точност󰑭: 0,5 м/с); Abscissa 󰯹 координата точки пробега на линии, испол󰑭-
󰑬уема󰑱 дл󰑱 расчета рассто󰑱ни󰑱, пройденного пое󰑬дом; Slope 󰯹 уклон трассы в про-
центах. Например, +4 % о󰑬начает, что пое󰑬д будет поднимат󰑭с󰑱 на 4 м ка󰑨дые 100 м.
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Рис. 1. Фрагмент таблицы Excel

Под 󰯺тормо󰑨ением󰯻 будем понимат󰑭 процесс полной остановки пое󰑬да в течении
некоторого интервала времени. Начало процесса тормо󰑨ени󰑱 не мо󰑨ет осуществ-
л󰑱т󰑭с󰑱 и󰑬 неподви󰑨ного состо󰑱ни󰑱 (начал󰑭на󰑱 скорост󰑭 не равна нул󰑧), окончание
процесса 󰯹 полна󰑱 остановка (скорост󰑭 пое󰑬да равна нул󰑧).

Процесс сни󰑨ени󰑱 скорости, но не об󰑱󰑬ател󰑭но до нул󰑱, будем на󰑬ыват󰑭 󰯺󰑬амед-
лением󰯻. Процесс набора скорости на󰑬ыва󰑧т 󰯺ра󰑬гоном󰯻, а процесс и󰑬менени󰑱 скоро-
сти от начал󰑭ной к еще бол󰑭шей 󰯹 󰯺ускорением󰯻. Термин 󰯺ускорение󰯻 так󰑨е мо󰑨ет
примен󰑱т󰑭с󰑱 в теоретико-фи󰑬ическом смысле, как предел отношени󰑱 приращени󰑱
скорости об󰑫екта к приращени󰑧 времени при стремлении приращени󰑱 времени к
нул󰑧 (прои󰑬водна󰑱 от скорости).

󰯺Последовател󰑭ност󰑭󰑧󰯻 или 󰯺и󰑬мерени󰑱ми󰯻 (когда это 󰑱сно и󰑬 контекста) или
󰯺последовател󰑭ност󰑭󰑧 и󰑬мерений󰯻 или 󰯺серией 󰑬амеров󰯻 (когда требуетс󰑱 подчерк-
нут󰑭 или уточнит󰑭), будем на󰑬ыват󰑭 все 󰑬аписи в ба󰑬е данных, име󰑧щие один общий
кл󰑧ч Run, отсортированные по во󰑬растани󰑧 Date.

Последовател󰑭ност󰑭 имеет р󰑱д свойств: 1) последовател󰑭ност󰑭 уникал󰑭на, нет
других 󰑬аписей или группы 󰑬аписей с таким 󰑨е кл󰑧чом Run; 2) последовател󰑭ност󰑭
не убывает по 󰑬начени󰑱м в столбце Date, что 󰑱сно и󰑬 определени󰑱. Как и в математи-
ческой последовател󰑭ности, мо󰑨но оперироват󰑭 пон󰑱ти󰑱ми 󰯺элемент последовател󰑭-
ности󰯻 󰯹 единична󰑱 󰑬апис󰑭 в таблице данных с тем 󰑨е номером, что у последовател󰑭-
ности, начал󰑭ный и конечный, элементы, элемент с номером (номер отсчитываетс󰑱 от
первого) дл󰑱 совместимости с бол󰑭шинством 󰑱󰑬ыков программировани󰑱 начал󰑭ный
элемент будет нулевым и т.д.; 3) ка󰑨да󰑱 последовател󰑭ност󰑭 несет в себе информа-
ци󰑧 об одном конкретном об󰑫екте, у ка󰑨дого об󰑫екта ест󰑭 свой уникал󰑭ный номер
Train N◦, одна последовател󰑭ност󰑭 соответствует одному об󰑫екту (пое󰑬ду), т. е. не
встреча󰑧тс󰑱 2 󰑬аписи, в которых при одном и том 󰑨е Train N◦ ра󰑬ные Run.
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Последовател󰑭ност󰑭 будет тормо󰑬ной или тормо󰑨ением, если скорост󰑭 󰯺Speed󰯻
в ее последнем элементе равна нул󰑧.

1.2. Постановка 󰑬адачи обработки данных тормо󰑨ени󰑱 пое󰑬дов метро.
Приведем необходимые ре󰑬ул󰑭таты, основыва󰑱с󰑭 на стат󰑭е [7]. Пое󰑬д перемещает-
с󰑱 под действием ре󰑬ул󰑭тиру󰑧щей силы. Ре󰑬ул󰑭тиру󰑧ща󰑱 сила состоит и󰑬 всех сил,
действу󰑧щих на пое󰑬д, но, т. к. данных о и󰑬учаемых пое󰑬дах недостаточно, будем
исследоват󰑭 дви󰑨ение как дви󰑨ение материал󰑭ной точки. Ускорение, с которым дви-
󰑨етс󰑱 материал󰑭на󰑱 точка по 󰑬акону Н󰑭󰑧тона a = F/m, мо󰑨но оцениват󰑭 по данным
и󰑬мерений.

Рассмотрим моделирование процесса тормо󰑨ени󰑱 электропое󰑬да по данным и󰑬-
мерени󰑱 рассто󰑱ни󰑱, скорости, уклона в фиксированные моменты времени.

Введём обо󰑬начени󰑱. Дл󰑱 пое󰑬да с номером N : t 󰯹 врем󰑱 (с); x(t) ≡ s(t) 󰯹 рассто-
󰑱ние, пройденное пое󰑬дом к моменту t (м); ẋ (t) ≡ v (t) 󰯹 мгновенна󰑱 скорост󰑭 (м/с)
пое󰑬да (погрешност󰑭 ±0,5 м/с); ẍ (t) ≡ v̇(t) ≡ a (t) 󰯹 ускорение (м/с2, тормо󰑨ение)
в момент t; Slope 󰯹 уклон пути в процентах (+k % о󰑬начает, что пое󰑬д будет под-
нимат󰑭с󰑱 на k метров ка󰑨дые 100 метров пути). В ба󰑬е данных 󰑬аданы дискретные
󰑬начени󰑱 t, x, ẋ(t, s, v).

В ре󰑨име т󰑱ги пое󰑬да, в котором сила Fk преодолевает силу сопротивлени󰑱 дви-
󰑨ени󰑧 Wk и силу инерции Fn справедливо соотношение: Fk = Wk + Fn. Откуда
следует основное уравнение дви󰑨ени󰑱 пое󰑬да

(1 + γ)m
dv

dt
= ξF (1)

где F 󰯹 сила, γ, ξ 󰯹 некоторые посто󰑱нные.

Так как
dv

dt
=

dẋ

dt
, v = ẋ =

dx

dt
=

ds

dt
,

то (1) мо󰑨но 󰑬аписат󰑭 в виде

(1 + γ)mv
dv

ds
= ξF

или
(1 + γ)mẋ

dẋ

dx
= ξF. (2)

Ра󰑬делим уравнение на mg и получим

(1 + γ)

g

dẋ

dt
=

ξ

mg
F или

dv

dt
=

dẋ

dt
=

ξg

(1 + γ)mg
F,
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ẋ
dẋ

dx
=

ξ

(1 + γ)m
F или v

dv

dx
=

ξ

(1 + γ)m
F

при γ = 0, 06.

Если 󰑬а ра󰑬мерност󰑭 в󰑬󰑱т󰑭 пут󰑭 s (км), врем󰑱 t (ч), скорост󰑭 v (км/ч), то ξ = 120.
В удел󰑭ных силах основное уравнение дви󰑨ени󰑱 󰑬апишетс󰑱 в виде

ẍ = 120f или
dv

dt
= 120f (3)

ẋ
dẋ

dx
= 120f или v

dv

dx
= 120f.

Если f (v) > 0, то пое󰑬д дви󰑨етс󰑱 с ускорением a > 0; если f (v) < 0, то дви󰑨ение
пое󰑬да с 󰑬амедлением (тормо󰑨ение a < 0); если f (v) = 0, пое󰑬д дви󰑨етс󰑱 равномерно
(a = 0). 󰑪апишем (3) в виде

ẋ
dẋ

dx
= g (ẋ) , v

dv

dx
= g (v) .

Уравнение ẍ = g мо󰑨но переписат󰑭 в виде x1 ≡ x, ẋ1 = x2, ẋ2 = g.

Фи󰑬ический смысл основного уравнени󰑱 дви󰑨ени󰑱 пое󰑬да состоит в том, что
уравнени󰑱 моделиру󰑧т св󰑱󰑬󰑭 ускорени󰑱 пое󰑬да dv

dt
= a (км/ч2) с удел󰑭ной равно-

действу󰑧щей силой пое󰑬да. На ка󰑨ду󰑧 единицу удел󰑭ной равнодейству󰑧щей силы
скорост󰑭 пое󰑬да во󰑬растает (если f = +1 н/кН) или умен󰑭шаетс󰑱 (если f = −1 н/кН)
на 120 км/ч 󰑬а один час (или 2 км/ч 󰑬а одну минуту).

По услови󰑧 󰑬адачи, дл󰑱 обработки испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 отсчёты рассто󰑱ни󰑱 и скорости
в дискретные моменты времени. В случае тормо󰑨ени󰑱 v (ti) > v (ti+1) обо󰑬начим

x (ti) = xi, ẋ (ti) = v (ti) = ẋi = vi,

dẋ

dx

󰀏󰀏󰀏󰀏
t=ti

≈ ẋi+1 − ẋi

xi+1 − xi

≡ vi+1 − vi
xi+1 − xi

.

Вычисл󰑱емые величины по данным и󰑬мерений

gi = ẋi,
ẋi+1 − ẋi

xi+1 − xi

≡ x2i
x2i+1 − x2i

x1i+1 − x1i

.

Ускорение

ai = ẍi =
ẋi+1 − ẋi

ti+1 − ti
= gi.

Уравнени󰑱 дви󰑨ени󰑱 и уравнени󰑱 дл󰑱 фа󰑬овых траекторий име󰑧т вид:
󰀫
ẋ1i = x2i,

ẋ2i = gi,
откуда получаем

ẋ2i

ẋ1i

=
gi
x2i

.
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Алгоритм расчёта основных пока󰑬ателей тормо󰑨ени󰑱.

Входные данные: номер пое󰑬да k ∈ K; номер последовател󰑭ности i ∈ Ik; отсчё-
ты tkij , j ∈ Jki времени k-ого пое󰑬да, i-й последовател󰑭ности; xki

j = x
󰀃
tkij

󰀄
󰯹 абсцисса

k-ого пое󰑬да i-й последовател󰑭ности в момент времени tkij ; ẋki
j = vkij 󰯹 величина

скорости в i-й последовател󰑭ности k-ого пое󰑬да.
Выход: основные характеристики дви󰑨ени󰑱.

1. Вычислит󰑭:
1.1) ускорение

akij = ẍki
j = v̇kij =

vkij+1 − vkij
tkij+1 − tkij

;

1.2) тормо󰑨ение в момент времени tkij ;
1.3) среднее тормо󰑨ение deceleration 󰑬а период от начала тормо󰑨ени󰑱 tki1 ;

до остановки tki1n:

d ≡ deceleration = āki =
vki0 − vkin
tkin − tki0

; (4)

1.4) равнодейству󰑧щие силы:

g = ẋki
j

ẋki
j+1 − ẋki

j

xki
j+1 − xki

j

; (5)

1.5) фа󰑬овые траектории:
gkij
ẋki
j

=
ẍki
j

ẋki
j

.

2. На основании данных и󰑬 последовател󰑭ностей ба󰑬ы данных и шага 1 построит󰑭
графики (в 󰑬ависимости от времени) рассто󰑱ни󰑱 (м), скорости (м/с) и ускорени󰑱
(тормо󰑨ении󰑱) (м/с2), траектории дви󰑨ени󰑱.

На рис. 2, 3, 4 представлены характерные графики дл󰑱 последовател󰑭ности
󰎍 24237. Следует отметит󰑭, что величина тормо󰑨ени󰑱 d вычисл󰑱лас󰑭 по формуле (3).
На основании анали󰑬а построенных 󰑬ависимостей справедливы следу󰑧щие выводы:
у всех последовател󰑭ностей, фиксиру󰑧щих рассто󰑱ние, скорост󰑭, набл󰑧даетс󰑱 посте-
пенное нескачкообра󰑬ное сни󰑨ение скорости; у последовател󰑭ностей, фиксиру󰑧щих
тормо󰑨ение, и󰑬менение величины тормо󰑨ени󰑱 носит ра󰑬нообра󰑬ный характер.
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Рис. 2. 󰑪ависимост󰑭 величины
тормо󰑨ени󰑱 от времени по дан-
ным последовател󰑭ности 󰎍 24237

Рис. 3. 󰑪ависимост󰑭 скорости
от времени по данным последо-
вател󰑭ности 󰎍 24237

Рис. 4. 󰑪ависимост󰑭 рассто󰑱ни󰑱 от времени по данным последовател󰑭ности 󰎍 24237

На рис. 5, 6 представлены графики 󰑬ависимости величины тормо󰑨ени󰑱 (м/с2) от
времени (с). Вы󰑱влено, что нагл󰑱дными 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 фа󰑬овые траектории (ẋ, x). По-
строены графики 󰑬ависимости скорости (м/с) от рассто󰑱ни󰑱 (м) дл󰑱 ка󰑨дого и󰑬 по-
е󰑬дов с цел󰑭󰑧 определени󰑱 качества тормо󰑨ени󰑱 и располо󰑨ени󰑱 остановок пое󰑬дов
метро. На рис. 7 приведен фрагмент графика 󰑬ависимости скорости от рассто󰑱ни󰑱
дл󰑱 пое󰑬да 󰎍 1 (фа󰑬овые траектории). На рис. 8 представлены графики 󰑬ависимо-
сти скорости от времени и от пройденного рассто󰑱ни󰑱 по данным последовател󰑭ности
6982. По графикам видно, что тормо󰑨ени󰑱 пое󰑬дов не 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 равно󰑬амедленными.

На рис. 9 помимо скоростных 󰑬ависимостей мо󰑨но увидет󰑭 󰑬ависимост󰑭 пройден-
ного рассто󰑱ни󰑱 от времени и три расчётные 󰑬ависимости ре󰑬ул󰑭тиру󰑧щего ускоре-
ни󰑱 от времени и пройденного пути. Прибли󰑨енна󰑱 формула дл󰑱 вычислени󰑱 уско-
рени󰑱 имеет вид:

a ≈ ∆v

∆t
(6)
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Рис. 5. 󰑪ависимост󰑭 тормо󰑨е-
ни󰑱 от времени по данным после-
довател󰑭ности 󰎍 10

Рис. 6. 󰑪ависимост󰑭 тормо󰑨е-
ни󰑱 от времени по данным после-
довател󰑭ности 󰎍 11

Рис. 7. 󰑪ависимост󰑭 скорости от рассто󰑱ни󰑱 дл󰑱 пое󰑬да 󰎍1

Рис. 8. Скоростные 󰑬ависимости Train 1 Run 6982

Формула (6) следует и󰑬 непосредственного определени󰑱 ускорени󰑱, как предела
отношени󰑱 и󰑬менени󰑱 скорости к и󰑬менени󰑧 времени при стремлении △t к нул󰑧:

v̄ =
∆x

∆t
, a ≈ ∆v

∆t
=

∆v
∆x
v̄

= v̄
∆v

∆x
.
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Рис. 9. Некоторые 󰑬ависимости Train 1 Run 7049

Учитыва󰑱, что на отре󰑬ке (i, i+ 1) среднее 󰑬начение v̄ ≈ vi+1+vi
2

, получим:

a ≈ vi+1 + vi
2

∆v

∆x
(7)

󰑪ависимост󰑭 пройденного рассто󰑱ни󰑱 от времени построена вместе с прибли󰑨ен-
ным вычислением той 󰑨е 󰑬ависимости на основе име󰑧щихс󰑱 и󰑬мерений скоростей и
временных интервалов:

Xn ≈
n−1󰁛

i=1

󰀕
vi+1 + vi

2
(ti+1 − ti)

󰀖
(8)

1.3. Статистические методы обработки. Гистограммы ра󰑬личных данных.
На рис. 10 и 11 представлены гистограммы тормо󰑨ени󰑱 пое󰑬дов, дви󰑨ущихс󰑱 в пр󰑱-
му󰑧 и обратну󰑧 стороны соответственно. Данные гистограммы были построены по
вычисленным 󰑬начени󰑱м среднего тормо󰑨ени󰑱 дл󰑱 ка󰑨дой и󰑬 последовател󰑭ностей.
Следует отметит󰑭, что величина среднего тормо󰑨ени󰑱 d вычисл󰑱лас󰑭 по формуле (4).
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Дл󰑱 реали󰑬ации программной части исследовани󰑱 испол󰑭󰑬овалс󰑱 󰑱󰑬ык програм-
мировани󰑱 Python 3.6. с интегрированными библиотеками: scipy.interpolate (дл󰑱
интерполировани󰑱 функций), matplotlib.pyplot (дл󰑱 построени󰑱 графиков функ-
ции и гистограмм), numpy (дл󰑱 операции над векторами и матрицами), xlwings (дл󰑱
работы с файлом формата xls).

Рис. 10. Гистограмма тормо-
󰑨ени󰑱 пое󰑬дов, дви󰑨ущихс󰑱 в
пр󰑱му󰑧 сторону

Рис. 11. Гистограмма тормо-
󰑨ени󰑱 пое󰑬дов, дви󰑨ущихс󰑱 в
обратну󰑧 сторону

1.4. Кластери󰑬аци󰑱 данных. В ходе исследований было обнару󰑨ено, что част󰑭
последовател󰑭ностей идет по во󰑬растани󰑧 оси Abscissa, а част󰑭 󰯹 по убывани󰑧.
Эти последовател󰑭ности естественным обра󰑬ом поделилис󰑭 на две группы: поло󰑨и-
тел󰑭ного направлени󰑱 и отрицател󰑭ного. Графики фа󰑬овых траекторий таких тор-
мо󰑨ений име󰑧т характерный наклон в сторону противополо󰑨ну󰑧 дви󰑨ени󰑧. Все
дал󰑭нейшие исследовани󰑱 проводилис󰑭 по группам: по отдел󰑭ности и вместе. На
рис. 12 мо󰑨но увидет󰑭 графики 󰑬ависимостей скорости от координаты дл󰑱 всех по-
следовател󰑭ностей пое󰑬да под номером 1 в направлении во󰑬растани󰑱 координат, т. е.
󰯺поло󰑨ител󰑭ном󰯻, в направлении убывани󰑱 координат, т. е. 󰯺отрицател󰑭ном󰯻 и в
обоих одновременно.

Дл󰑱 траекторий, представленных на рис. 12, гистограммы распределени󰑱 точек
остановки (Speed=0) даны на рис. 13.

Дл󰑱 вы󰑱снени󰑱 локал󰑭ных сгущений траекторий тормо󰑨ений по данным по-
следовател󰑭ностей и󰑬мерений, таких, как скорост󰑭 (макс) и координата остановки
(Abscissa при Speed=0, или дл󰑱 последовател󰑭ностей тормо󰑨ени󰑱, когда пока󰑬а-
ние Abscissa в конце последовател󰑭ности), в 󰑬ависимости от направлени󰑱 дви󰑨ени󰑱
проводитс󰑱 кластери󰑬аци󰑱 данных рис. 14.

Дл󰑱 вы󰑱снени󰑱 характера тормо󰑨ени󰑱 по данным построени󰑱 траекторий, таких,
как скорост󰑭(макс) и длина пути до остановки (тормо󰑬ной пут󰑭) в 󰑬ависимости от
направлени󰑱 дви󰑨ени󰑱 проводитс󰑱 кластери󰑬аци󰑱 данных рис. 15 а), б), в).

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (57)’ 2022



50 В. А. Матковский

Рис. 12. 󰑪ависимости скоростей от координат дл󰑱 1-го пое󰑬да

Рис. 13. Гистограмма точек останова первого пое󰑬да

Бли󰑬ост󰑭 траекторий в кластере в простейшем случае будем определ󰑱т󰑭 по рас-
хо󰑨дени󰑧 траекторий. В качестве одной и󰑬 мер бли󰑬ости выберем модул󰑭 ра󰑬ности
ме󰑨ду площад󰑱ми под кривыми |S1 − S2|.
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Рис. 14. Диаграмма ра󰑬броса тормо󰑨ений по величинам максимал󰑭ной скорости в
последовател󰑭ности и тормо󰑬ного пути, с кластери󰑬ацией k-means на 16 кластеров,
пр󰑱мого и обратного направлени󰑱 дви󰑨ени󰑱 пое󰑬дов

2. ПРОГРАММНА󰑯 РЕАЛИ󰑪АЦИ󰑯 АЛГОРИТМОВ
ОБРАБОТКИ ДАННЫХ

2.1. Подготовка бол󰑭ших данных (Big Data). 󰑪агру󰑬ка данных и󰑬 файла с рас-
ширением .xlsx происходит с помощ󰑭󰑧 директивы

df=pd.read_excel(initial_analysis.xlsx’).
Дл󰑱 удобства на󰑬вани󰑱 полей имену󰑧тс󰑱 в форме:
df.columns = [’Run’, ’Date’, ’Train’, ’Speed’, ’Abscissa’, ’Slope’]
df.info()
<class ’pandas.core.frame.DataFrame’>
RangeIndex: 227637 entries, 0 to 227636
Data columns (total 6 columns):
Run 227637 non-null int64
Date 227637 non-null object
Train 227637 non-null int64
Speed 227637 non-null float64
Abscissa 214247 non-null float64
Slope 211314 non-null float64
dtypes: float64(3), int64(2), object(1)
memory usage: 10.4+ MB
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Рис. 15. Кластери󰑬аци󰑱 по данным траекторий тормо󰑨ени󰑱: 2, 3 и 6 кластеров
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Таким обра󰑬ом, 1) данные содер󰑨ат 227637 󰑬аписей; 2) пол󰑱 Run и Train содер󰑨ат
целочисленные 󰑬начени󰑱; 3) пол󰑱 Speed, Abscissa и Slope содер󰑨ат вещественные
󰑬начени󰑱; 4) Date имеет тип object: текстовые строки или об󰑫екты, 󰑬акодирован-
ные текстовой строкой, в рассматриваемом фрагменте данных это временна󰑱 метка
в формате “dd/mm/yyyy hh:mm:ss”; 5) напротив на󰑬вани󰑱 ка󰑨дого пол󰑱 стоит ко-
личество данных бе󰑬 пропуска, что в нашем случае о󰑬начает количество непустых
󰑱чеек в книге Excel наход󰑱щихс󰑱 в столбце с соответству󰑧щим на󰑬ванием пол󰑱, от
󰑱чейки под этим на󰑬ванием до 󰑱чейки (вкл󰑧ча󰑱 ее саму) напротив самой последней
󰑱чейки самого глубокого столбца.

Поле Abscissa содер󰑨ит 227637-214247=13390 пропущенных 󰑬начений, а
Slope содер󰑨ит 227637-211314=16323 (информаци󰑧 мо󰑨но получит󰑭 директивой
df.isnull().sum(), котора󰑱 в копии фрейма 󰑬аполнит непустые данные нул󰑱ми, а
пустые единицами, 󰑬атем посчитает количество единиц в ка󰑨дом поле, тем самым
найдет количество пропусков в ка󰑨дом поле).

Чтобы вы󰑱снит󰑭, скол󰑭ко 󰑬аписей (строк) содер󰑨ат пропуски, достаточно от-
фил󰑭троват󰑭 все не содер󰑨ащие пропусков 󰑬аписи и посмотрет󰑭 их количество:

df[df.isnull().max(axis=1)].shape[0], ре󰑬ул󰑭тат: 16323.
Чтобы вы󰑱снит󰑭, скол󰑭ко последовател󰑭ностей содер󰑨ат пропуски, достаточно

отфил󰑭троват󰑭 все не содер󰑨ащие пропусков 󰑬аписи, удалит󰑭 дубликаты кл󰑧чей и
посмотрет󰑭 количество элементов в полученном мно󰑨естве:

len(set(df[df.isnull().max(axis=1)].Run)), ре󰑬ул󰑭тат: 2812.
Данные последовател󰑭ностей, содер󰑨ащих пропуски, были отфил󰑭трованы и со-

хранены в отдел󰑭ный файл, дл󰑱 во󰑬мо󰑨ности их исследовани󰑱 при необходимости.
Вы󰑱снилос󰑭, что оставшиес󰑱 данные содер󰑨ат дубликаты строк, причем дубликаты
встреча󰑧тс󰑱 парами, следу󰑱 друг 󰑬а другом. Все повторные вхо󰑨дени󰑱 дубликатов
были удалены в виду их и󰑬быточности.

В ходе дал󰑭нейшего анали󰑬а было вы󰑱влено, что парами встреча󰑧тс󰑱 ситуации
в конце последовател󰑭ностей, когда кл󰑧ч и временна󰑱 метка совпада󰑧т, а у других
данных ест󰑭 расхо󰑨дени󰑱, причем сама󰑱 последн󰑱󰑱 󰑬апис󰑭 всегда содер󰑨ит нулеву󰑧
скорост󰑭. Так как последние 󰑬аписи выгл󰑱д󰑱т более 󰑬авершёнными, то предпоследние
были удалены дл󰑱 искл󰑧чени󰑱 во󰑬мо󰑨ности, когда в один и тот 󰑨е момент времени,
набл󰑧да󰑧тс󰑱 ра󰑬ные состо󰑱ни󰑱 одного и того 󰑨е об󰑫екта.

В идеал󰑭ном случае тормо󰑨ение дол󰑨но начат󰑭с󰑱 в какой-либо момент времени
и прекратит󰑭с󰑱, когда скорост󰑭 пое󰑬да станет равна нул󰑧 (пое󰑬д остановитс󰑱). В ходе
анали󰑬а данных вы󰑱влено, что существу󰑧т 4677 󰑬аписей, дублиру󰑧щих предыдущие
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по кл󰑧чу [’Run’, ’Abscissa’], т. е. в одной и той 󰑨е последовател󰑭ности существу-
󰑧т 󰑬аписи с одинаковой координатой; вы󰑱снено, что эти 󰑬аписи идут подр󰑱д, парами,
󰑬а искл󰑧чением последовател󰑭ности с номером 4113 (рис. 16).

Рис. 16. Последовател󰑭ност󰑭 и󰑬мерений с номером 4113

Как видно и󰑬 рис. 16, последние три 󰑬аписи отлича󰑧тс󰑱 лиш󰑭 временной меткой,
поэтому две последние и󰑬 них могут быт󰑭 удалены, так как процесс тормо󰑨ени󰑱
󰑬авершен к моменту первой и󰑬 них. Подобным обра󰑬ом существует две пары 󰑬аписей
в последовател󰑭ност󰑱х под номерами 8683 и 8684 (рис. 17).

Рис. 17. Дублиру󰑧щиес󰑱 в конце одной последовател󰑭ности 󰑬аписи с одинаковой
скорост󰑭󰑧 и координатой

2.2. Преобра󰑬ование данных. Дл󰑱 удобства работы с последовател󰑭ност󰑱ми, как
с отдел󰑭ными об󰑫ектами, данные были преобра󰑬ованы в Data Frame, индексами ко-
торого слу󰑨ат номера последовател󰑭ности Run в предыдущем варианте данных, 󰑬на-
чени󰑱 столбцов Date, Abscissa и Train совпада󰑧т с соответству󰑧щими 󰑬начени󰑱ми
в первых 󰑬апис󰑱х последовател󰑭ностей, с той лиш󰑭 ра󰑬ницей, что Date преобра󰑬ован
в формат секунд от начала эпохи (удобно считат󰑭 ра󰑬ницу во времени, при необходи-
мости легко конвертируетс󰑱 к привычному виду). Direction пока󰑬ывает относитс󰑱
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ли последовател󰑭ност󰑭 к типу 1, когда пое󰑬д дви󰑨етс󰑱 в сторону увеличени󰑱 коорди-
нат или −1 󰯹 в сторону умен󰑭шени󰑱 координат. Столбец Series 󰑱вл󰑱етс󰑱 вло󰑨енным
Data Frame и будет имет󰑭 следу󰑧щие пока󰑬атели: t 󰯹 ра󰑬ница в секундах ме󰑨ду на-
чал󰑭ным моментом времени Date и текущим, в первой 󰑬аписи серии она будет равна
0; X(x(t)) 󰯹 абсол󰑧тна󰑱 ра󰑬ница в метрах ме󰑨ду начал󰑭ным 󰑬начением Abscissa и
текущим, в первой 󰑬аписи серии она будет равна 0; v (ẋ(t) = v) 󰯹 скорост󰑭 пое󰑬да
в метрах в секунду; Slope 󰯹 уклон; a (ẍ(t) = a) 󰯹 представл󰑱ет собой расчетное
ускорение, вычисл󰑱етс󰑱, как отношение приращени󰑱 v к приращени󰑧 t, в последней
строке серии будет считат󰑭с󰑱 равным нул󰑧.

Кроме того, среднее ускорение не мгновенна󰑱 величина в точке, оно относитс󰑱
ко всему интервалу, на котором посчитано, сохранение его с меткой начала интерва-
ла продиктовано удобством. Мо󰑨но его хранит󰑭 и под меткой конца интервала или
в отдел󰑭ной последовател󰑭ности, где временные метки это полусуммы интервалов
исходной последовател󰑭ности. Это обсто󰑱тел󰑭ство учтено при построении графиков.
Графики ускорений име󰑧т на одну мен󰑭ше точек, чем графики 󰑬ависимостей скоро-
стей и рассто󰑱ний от времени.

Old_Index 󰯹 индекс соответству󰑧щей 󰑬аписи в пре󰑨ней форме данных.
Фрагмент преобра󰑬ованных данных пока󰑬ан на рис. 18, а содер󰑨ание его вло-

󰑨енного фрейма на рис. 19.

Рис. 18. Фрагмент преобра󰑬ованных данных

2.3. Статистическа󰑱 обработка данных. При дал󰑭нейшем анали󰑬е обнару󰑨ено,
что 53 последовател󰑭ности не оканчива󰑧тс󰑱 нулем. При этом 23 и󰑬 них 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱
ускорени󰑱ми и рассматриват󰑭с󰑱 не будут. Две и󰑬 них оканчива󰑧тс󰑱 той 󰑨е не ну-
левой скорост󰑭󰑧, что и начина󰑧тс󰑱, и не 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 тормо󰑨ени󰑱ми. 󰑪амедлени󰑱ми
󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 28, но и󰑬 них тол󰑭ко 19 мо󰑨но считат󰑭 тормо󰑨ени󰑱ми после небол󰑭шой
коррекции последних двух 󰑬аписей, если конечна󰑱 скорост󰑭 мен󰑭ше 0.5, то обнул󰑱ем
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Рис. 19. Содер󰑨ание вло󰑨енного фрейма Series

ее и пересчитываем предпоследнее ускорение. Это во󰑬мо󰑨но, так как погрешност󰑭
и󰑬мерени󰑱 скорости равна ±0, 5 м/с.

В ре󰑬ул󰑭тате в полученный фрейм была добавлена вторична󰑱 агрегированна󰑱
информации, така󰑱, как максимал󰑭на󰑱 и󰑬меренна󰑱 скорост󰑭 V , максимал󰑭ное A и
минимал󰑭ное a ускорени󰑱, тормо󰑬ной пут󰑭 X, врем󰑱 тормо󰑨ени󰑱 T , число 󰑬аписей в
последовател󰑭ности N , максимал󰑭ный интервал времени ме󰑨ду соседними упор󰑱до-
ченными по во󰑬растани󰑧 󰑬апис󰑱ми последовател󰑭ности mdt, абсол󰑧тное отклонение
DX (модул󰑭 ра󰑬ности ме󰑨ду вычисленным на основе полусумм скоростей на концах
интервалов и󰑬мерений, тормо󰑬ным пути и фактическим).

На рис. 20 пока󰑬ана стандартна󰑱 статистическа󰑱 информаци󰑱 о фрейме данных.

Рис. 20. Стандартна󰑱 статистическа󰑱 информаци󰑱

Сводка пока󰑬ывает, что сама󰑱 длинна󰑱 последовател󰑭ност󰑭 имеет тормо󰑬ной пут󰑭
4.3 км, что выгл󰑱дит нереалистично, т.к. в литературе, например в [2], таких величин
нет. На рис. 21 мо󰑨но оценит󰑭 ее динамические 󰑬ависимости.
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Рис. 21. Динамические 󰑬ависимости последовател󰑭ности 9908

Однако, 4 и󰑬мерени󰑱, на прот󰑱󰑨ении пути более 4000 метров, не да󰑧т достаточно
подробной информации о дви󰑨ении пое󰑬да.

Эта последовател󰑭ност󰑭 искл󰑧чена и󰑬 исследовани󰑱 ввиду ее несоответстви󰑱 по-
н󰑱ти󰑧 󰯺экстренное тормо󰑨ение󰯻 (рис. 22).

Рис. 22. Стандартна󰑱 статистическа󰑱 информаци󰑱

При этом 95 % последовател󰑭ностей име󰑧т не более чем двухсекундные интерва-
лы, а максимал󰑭ный 󰯹 185 с, 󰑬аметим, что 99 процентил󰑭 дает всего 3 секунды. Сле-
довател󰑭но, последовател󰑭ности с максимал󰑭ными интервалами более трех секунд
совершенно нетипичны. Действител󰑭но, чем бол󰑭ше интервал ме󰑨ду и󰑬мерени󰑱ми,
тем бол󰑭ше неопределенност󰑭 состо󰑱ни󰑱 набл󰑧даемого об󰑫екта. Делат󰑭 обобщенные
выводы на нетипичных последовател󰑭ност󰑱х статистика не рекомендует.
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Похо󰑨ие выводы 󰯹 о недостоверности и нетипичности 󰯹 мо󰑨но сделат󰑭 и о числе
и󰑬мерений в последовател󰑭ности. Первый процентил󰑭 дает 3, следовател󰑭но, л󰑧бые
предполо󰑨ени󰑱, основанные на набл󰑧дени󰑱х последовател󰑭ностей, где менее трех
и󰑬мерений, статистически не󰑬начимы, что вполне согласуетс󰑱 с реал󰑭ност󰑭󰑧.

В дал󰑭нейшем будем исследоват󰑭 последовател󰑭ности, в которых максимал󰑭ный
временной интервал ме󰑨ду соседними и󰑬мерени󰑱ми не превышает 3 с и общее коли-
чество и󰑬мерений три и более. Обновленна󰑱 информаци󰑱 приведена на рис. 23.

В [2] привод󰑱тс󰑱 следу󰑧щие данные тормо󰑨ений: гру󰑬овые пое󰑬да 󰯹 от 0,1 до
0,4 м/с2; пасса󰑨ирские 󰯹 от 0,3 до 0,6 м/с2; электропое󰑬да 󰯹 от 0,5 до 0,8 м/с2;
высокоскоростные пое󰑬да 󰯹 от 0,8 до 1,5 м/с2.

Рис. 23. Обновленна󰑱 статистическа󰑱 информаци󰑱

Учитыва󰑱 данные тормо󰑨ений высокоскоростных пое󰑬дов и принима󰑱 во внима-
ние 󰑬начени󰑱 по п󰑱тому и дев󰑱носто п󰑱тому процентил󰑱м, соответственно -1,5 и -2,5
м/с2, приходим к тому, что последовател󰑭ности и󰑬мерений кинематики соответству-
󰑧т высокоскоростным пое󰑬дам.

Дл󰑱 отобра󰑨ени󰑱 ра󰑬личных графиков испол󰑭󰑬овалас󰑭 библиотека mathplotlib
[13], котора󰑱 эффективнее в сочетании с Jupyter Notebook [12], т. к. он по󰑬вол󰑱ет
отобра󰑬ит󰑭 график сра󰑬у, непосредственно под 󰑱чейкой со скриптом.

Дл󰑱 построени󰑱 графика траектории тормо󰑨ени󰑱 написана функци󰑱
Trajectory(Run,ndf=ndf,th=0.1), ее аргументы 󰯹 это номер последовател󰑭-
ности Run, фрейм данных ndf и временной шаг, подбира󰑱 который мо󰑨но строит󰑭
более гладкие кривые.
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Построени󰑱 свод󰑱тс󰑱 к интерпол󰑱ции 󰑬ависимостей скорости и координаты от
времени с помощ󰑭󰑧 InterpolatedUnivariateSpline в составе модул󰑱 interpolate
библиотеки scipy [14]; в скрипте модул󰑭 interpolate переименован в interp. 󰑪атем
приведен расчет более частой последовател󰑭ности времени и пересчет на ее основе
скоростей и координат, а так󰑨е классическое построение графика линии, 󰑬аданной
параметрически.

Дл󰑱 ви󰑬уал󰑭ного исследовани󰑱 характерных 󰑬акономерностей тормо󰑨ени󰑱 стро-
󰑱тс󰑱 графики кинематических 󰑬ависимостей. На рис. 24 (см. так󰑨е рис. 9) приведен
пример такого построени󰑱. Слева-направо и сверху-вни󰑬 построены 6 областей:

1) график 󰑬ависимости тормо󰑬ного пути от времени (черным цветом), так󰑨е гра-
фик 󰑬ависимости тормо󰑬ного пути от времени, построенный как сумма прои󰑬веде-
ний средней скорости на врем󰑱, дл󰑱 ка󰑨дого отре󰑬ка последовател󰑭ности (серым
цветом); пунктиром и󰑬обра󰑨ены два графика с учетом максимал󰑭ной неточности
и󰑬мерени󰑱 скорости (±0, 5 м/с);

2) график 󰑬ависимости удел󰑭ной равнодейству󰑧щей сил;
3) 󰑬ависимост󰑭 среднего ускорени󰑱 от времени (красным цветом) и 󰑬ависимост󰑭

доли ускорени󰑱, вы󰑬ванна󰑱 действием компоненты силы т󰑱󰑨ести, направленной
вдол󰑭 пути (󰑬еленым цветом) от времени;

4) 󰑬ависимост󰑭 ускорени󰑱 (тормо󰑨ени󰑱) от пройденного пути с начала тормо󰑨е-
ни󰑱;

5) 󰑬ависимост󰑭 скорости от времени;
6) 󰑬ависимост󰑭 скорости от пути с начала тормо󰑨ени󰑱.
Сравнител󰑭ный анали󰑬 траекторий, приведен на трет󰑭ем (самом ни󰑨нем) гра-

фике рис. 24.
Проанали󰑬ировав ситуаци󰑧, почему траектории отклон󰑱󰑧тс󰑱 в ра󰑬ные стороны,

обнару󰑨ено, что одни последовател󰑭ности координат убыва󰑧т, а другие во󰑬раста󰑧т,
что о󰑬начает дви󰑨ение пое󰑬да в пр󰑱му󰑧 сторону, а 󰑬атем в обратну󰑧. После ра󰑬-
делени󰑱 последовател󰑭ностей на поло󰑨ител󰑭ные (координата растет со временем) и
отрицател󰑭ные (координата убывает со временем), получены характерные графики
траекторий поло󰑨ител󰑭ного направлени󰑱 и отрицател󰑭ного, соответственно красные
линии и синие. Участок пути в 1.5 км представлен на рис. 25.

Дл󰑱 исследовани󰑱 набл󰑧даемых сгущений траекторий выбран метод кластери-
󰑬ации k-means, ввиду его простоты и интерпретируемости. Реали󰑬ована функци󰑱
klastersgraf (Train=1, n_Start=15, End=None, df=ndf, colors=False, h=11,
d=0, cmap=mpl.cm.plasma, filt=None, show=True, ret=False, clastrs=None) с
аргументами:
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Рис. 24. Построение некоторых кинематических 󰑬ависимостей бе󰑬 сгла󰑨ивани󰑱

Train 󰯹 номер пое󰑬да;
n_Start 󰯹 количество кластеров в начале, если не 󰑬адан n_End, то количество

класте-ров, на которые алгоритм ра󰑬об󰑭ет последовател󰑭ности;
n_End 󰯹 если этот параметр не равен 0, то стро󰑱тс󰑱 графики, илл󰑧стриру󰑧щие

ре󰑬ул󰑭тат кластери󰑬ации дл󰑱 количества кластеров с n_Start по n_End;
df 󰯹 ссылка на ба󰑬у с данными;
colors 󰯹 если присвоит󰑭 параметру 󰑬начение True, он будет 󰑬акрашиват󰑭 види-

му󰑧 област󰑭 в цвета характерные бли󰑨айшему кластеру, это медленный процесс и
по умолчани󰑧 откл󰑧чен;

h 󰯹 дл󰑱 отделени󰑱 области одного кластера от другого стро󰑱тс󰑱 ра󰑬дел󰑱󰑧щие
линии, дл󰑱 нагл󰑱дности вместо одной ра󰑬дел󰑱󰑧щей линии ме󰑨ду двум󰑱 кластерами
стро󰑱тс󰑱 две. Они на величину h левее и правее отсто󰑱т от истинной, окрашены в
цвета бли󰑨айшего кластера;
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Рис. 25. Увеличенное и󰑬обра󰑨ение участка пути ме󰑨ду 10000 и 15000 координатами

d 󰯹 сдвиг числа кластеров дл󰑱 поло󰑨ител󰑭ного и отрицател󰑭ного направлений
относител󰑭но друг друга, по умолчани󰑧 равен 0;

cmap 󰯹 при необходимости мо󰑨но и󰑬менит󰑭 цветову󰑧 карту, передав 󰑨елаему󰑧
чере󰑬 аргумент;

filt 󰯹 логический вектор, с помощ󰑭󰑧 которого мо󰑨но искл󰑧чит󰑭 и󰑬 рассмотре-
ни󰑱 кластери󰑬атора некоторые последовател󰑭ности;

show 󰯹 если нет необходимости строит󰑭 графики, достаточно присвоит󰑭 этому
аргументу 󰑬начение False;

ret 󰯹 аргумент, с помощ󰑭󰑧 которого мо󰑨но исследоват󰑭 поведение среднекла-
стерных рассто󰑱ний в 󰑬ависимости от числа кластеров или получит󰑭 метки класте-
ров, если инициали󰑬ирован аргумент clastres;

clastres 󰯹 чере󰑬 этот аргумент мо󰑨но передат󰑭 начал󰑭ные координаты класте-
ров дл󰑱 инициали󰑬ации. Дл󰑱 этого ну󰑨но передат󰑭 корте󰑨 и󰑬 двух списков коорди-
нат, длины которых дол󰑨ны быт󰑭 равны n_Start. Если clasters не None, то n_End и
n_Start принудител󰑭но станут равны числу элементов в первом списке переданного
корте󰑨а.
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Процесс кластери󰑬ации проходит в 2 этапа. На первом этапе происходит нескол󰑭-
ко кластери󰑬аций дл󰑱 󰑬аданного числа кластеров в выбранном диапа󰑬оне. Дл󰑱 это-
го многократно вы󰑬ываетс󰑱 klastersgraf об󰑱󰑬ател󰑭но с параметрами n_End=None,
show=False, ret=True.

󰑪начени󰑱 сумм квадратов средних рассто󰑱ний всех элементов до центров их кла-
стеров сравнива󰑧тс󰑱 среди таких 󰑨е по числу кластеров. Оставл󰑱󰑧тс󰑱 те коорди-
наты центров, у которых наимен󰑭шее 󰑬начение этой суммы; 󰑬начение минимал󰑭ной
суммы 󰑬апоминаетс󰑱 (эта част󰑭 реали󰑬ована в библиотечном алгоритме KMeans чере󰑬
󰑬адание параметра n_init, который прин󰑱ли равным 100). После этого строитс󰑱 гра-
фик 󰑬ависимости сумм от числа кластеров и принимаетс󰑱 решение, какое количество
кластеров оптимал󰑭но.

На втором шаге дл󰑱 получени󰑱 итоговой классификации снова вы󰑬ываетс󰑱 функ-
ци󰑱 klastersgraf, однако тепер󰑭 дл󰑱 инициали󰑬ации в нее передаетс󰑱 корте󰑨 и󰑬
двух центров кластеров, выбранный на первом шаге. Если при этом аргумент ret
был передан в 󰑬начении True, то функци󰑱 вернет корте󰑨 и󰑬 двух последовател󰑭-
ностей меток, ра󰑬дел󰑱󰑧щих данные на кластеры. Пример ви󰑬уали󰑬ации ре󰑬ул󰑭тата
классификации рис. 26 (см. так󰑨е рис. 14).

Рис. 26. Кластери󰑬аци󰑱 тормо󰑨ений дл󰑱 пое󰑬да 󰎍 30
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График 󰑬ависимости скорости от пройденного с начала тормо󰑨ени󰑱 пути пол-
ност󰑭󰑧 идентичен графику траектории в случае пр󰑱мого дви󰑨ени󰑱 пое󰑬да (кроме
переноса начала координат в начало тормо󰑨ени󰑱) и 󰑱вл󰑱етс󰑱 󰑬еркал󰑭ным вдол󰑭 оси
скоростей дл󰑱 обратного дви󰑨ени󰑱 пое󰑬да (так󰑨е кроме переноса начала коорди-
нат в начало тормо󰑨ени󰑱), что не отра󰑨аетс󰑱 на самих площад󰑱х под кривыми и
ме󰑨ду кривыми, если не сравниват󰑭 ме󰑨ду собой траектории ра󰑬ных направлений
дви󰑨ени󰑱, поэтому расчет площадей будет прои󰑬водитс󰑱 на графиках 󰑬ависимостей
скорости от пройденного с начала тормо󰑨ени󰑱 пути. Эта система наиболее удобна
дл󰑱 работы, потому что в ее координатной плоскости хран󰑱тс󰑱 данные о последова-
тел󰑭ност󰑱х в своем преобра󰑬ованном виде.

Дл󰑱 того, чтобы посчитат󰑭 площад󰑭 под кривой или ме󰑨ду кривыми, необходимо
интерполироват󰑭 описыва󰑧щие их последовател󰑭ности; дл󰑱 этого написана функци󰑱
обертка, принима󰑧ща󰑱 на вход последовател󰑭ности тормо󰑬ных путей и последова-
тел󰑭ности соответству󰑧щих скоростей.

В 󰑬ависимости от длин последовател󰑭ностей выбираетс󰑱 1 и󰑬 трех способов ин-
терпол󰑱ции: при двухэлементных 󰯹 линейна󰑱, при трехэлементных 󰯹 квадратичный
полином с помощ󰑭󰑧 функции poly1d библиотеки numpy, при четырёхэлементных и
более 󰯹 сплайнами c помощ󰑭󰑧 функции InterpolatedUnivariateSpline и󰑬 модул󰑱
interpolate библиотеки scipy. На выходе будет функци󰑱, интерполиру󰑧ща󰑱 дан-
ные на входе последовател󰑭ности.

Более реалистичной представл󰑱етс󰑱 󰑬адача расчета матрицы рассто󰑱ний дл󰑱
ка󰑨дого пое󰑬да в отдел󰑭ности: кластери󰑬оват󰑭 траектории по ка󰑨дому пое󰑬ду, вы-
󰑱вит󰑭 характерные группы и в󰑬󰑱т󰑭 в ка󰑨дой средн󰑧󰑧 величину, подобрат󰑭 бли-
󰑨айшу󰑧 к ней криву󰑧, далее классифицироват󰑭 траектории по мере бли󰑬ости к
характерным кривым. Этот эталонный подход дол󰑨ен 󰑬начител󰑭но упростит󰑭 клас-
сификаци󰑧 кривых дл󰑱 оперативного прин󰑱ти󰑱 решений по вопросу, к какому классу
принадле󰑨ит крива󰑱.

Рассмотренные подходы ле󰑨ат в основе построени󰑱 интеллектуали󰑬ированной
системы обработки бол󰑭ших данных тормо󰑨ени󰑱 пое󰑬дов (ИСОБД ТП).

2.4. Оценка качества тормо󰑨ени󰑱. Статистические данные дви󰑨ени󰑱 пое󰑬дов
метро, полученные и󰑬 них траекторные данные и ви󰑬уали󰑬ированные представле-
ни󰑱 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 бол󰑭шими данными (Big Data, BD), и󰑬 которых и󰑬влека󰑧тс󰑱 󰑬нани󰑱
о качестве тормо󰑨ени󰑱 пое󰑬дов (Data Mining, DM). Интеллектуали󰑬ированна󰑱 си-
стема обработки таких данных дол󰑨на сочетат󰑭 статистические методы машинного
обучени󰑱 (Machine learning, ML) и нейронные сети. Структура такой интеллектуали-
󰑬ированной системы обработки бол󰑭ших данных (ИСОБД) представлена на рис. 27.
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Рис. 27. Структура ИСОБД

󰑪акл󰑧чение

На основе ба󰑬ы данных и󰑬мерений пока󰑬ателей датчиков дви󰑨ени󰑱 проведено
исследование процессов тормо󰑨ени󰑱 пасса󰑨ирских высокоскоростных пое󰑬дов. По-
ка󰑬ано, что статистические методы и методы кластерного анали󰑬а по󰑬вол󰑱󰑧т и󰑬влеч󰑭
󰑬нани󰑱 о процессе тормо󰑨ени󰑱 и󰑬 данных и󰑬мерений, таких, как координаты станций
метро 󰯹 на основе и󰑬учени󰑱 гистограмм и применени󰑱 алгоритмов кластери󰑬ации к
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координатам остановок пое󰑬дов. Вы󰑱влены характерные траектории тормо󰑨ений,
получены 󰑬начени󰑱 параметров кинематик дви󰑨ени󰑱.

Подход, основанный на интеллектуали󰑬ации обработки бол󰑭ших данных, харак-
тери󰑬у󰑧щих процесс тормо󰑨ени󰑱 пое󰑬дов метрополитена, по󰑬вол󰑱ет уточн󰑱т󰑭 ра󰑬-
работку систем управлени󰑱 пое󰑬дов в автоматическом ре󰑨име, прогно󰑬ироват󰑭 ка-
чество и точност󰑭 остановки. Примен󰑱ема󰑱 технологи󰑱 мо󰑨ет быт󰑭 перспективной
и в других предметных област󰑱х.

Автор выра󰑨ает благодарност󰑭 научному руководител󰑧 М.Г. Ко󰑬ловой, а так-
󰑨е участникам студенческой научной группы (под руководством В.А. Лук󰑭󰑱ненко)
А. Португал󰑭ской, Д. Абдулаевой, В. Павл󰑧кову и францу󰑬ской стороне, л󰑧бе󰑬но
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Visualization of behaviour of the FSD algorithm for the model
problem taking into account nonlinearities.

Chekhov V. V.

Abstract. The stress ratio algorithm to achive the fully stressed design is analyzed
geometrically on a test problem of optimizing the symmetrical three-bar truss with taking into
account physical nonlinearity.

The paper analyzes the behavior of an algorithm from the field of optimal structural design.
The problem of minimizing the mass of a statically loaded structure having a given shape is
considered under constraints from above on the stress levels in rods and the constraints from
below on the values of design parameters (cross-sectional thickness values), under one loading
case. To solve this problem, a rather well-known heuristic algorithm is considered, intended
to build fully stressed design (FSD). This algorithm known as the stress-ratio algorithm which
belongs to the ”optimality criteria methods”. The optimality criteria techniques have the iterative
process consisting in successive multiplications, and they have the behavior less clear than that
of the mathematical programming methods whose iterations based on additive increments. In
addition, the FSD heuristic concept meets the minimal mass not in all cases. Therefore, it would
be useful to visualize the operation of the algorithm on a simple test model.

As a test structure, we consider a symmetrical three-bar truss made of two materials (one in
the central rod, the other in the side ones), loaded statically at the free node by a tensile force
directed along the symmetry axis of the truss. For this model, the problem of mass minimization
is considered: 󰀻

󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰀽

m → min
Fi

σi < σ̄i, i ∈ {c, s}

Fi ≥ F̄i

where Fc and Fs are design parameters (sectional areas of the central and side rods, respectively),
σc and σs are appropriate stresses in the rods, the top bar indicates the limiting permissible values
specified in the constraints. The materials used take into account the property of plasticity
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(nonlinearity of the relationship between stress and deformation), which takes place under
load level close to te breaking load. For the truss under consideration, the problem of mass
minimization is a linear programming problem, even taking into account physical and geometrical
nonlinearity.

The algorithm for building the FSD has the form

F
(k+1)
i = max

󰀓
F

(k)
i

σ
(k)
i

σ̄i
, F̄i

󰀔
, i ∈ {c, s}, k = 0, 1, . . .

where the design corresponding to the initial approximation (for k = 0) is specified arbitrarily,
with non-zero values of the design parameters.

The presented article demostrates that for the truss under consideration, the workflow of
the stress-ratio algorithm in the space of design variables can be visualized geometrically, using
the triangles similarity. As a result of the corresponding geometric constructions, it turns out
that, regardless of the initial approximation, the first step of the algorithm under study results
in a design lying on the straight line connecting the projects {Fc = 0, Fs = P

2σs cosα
} and

{Fc = P
σc

, Fs = 0}, which is beyond the constraint region. The next steps of the algorithm go
along this straight line towards the design in which have the strength material concentrated in
the element (-s) that has the active stress constraint, and maximally removed from elements that
are underloaded according to the strain compatibility condition.

Keywords: symmetric three-bar truss, physical nonlinearity, fully stressed design, uniform
strength, stress ratio algorithm.

Введение

Ви󰑬уали󰑬аци󰑧 работы алгоритмов мо󰑨но отнести к ва󰑨ным элементам ви󰑬уали-
󰑬ации научного 󰑬нани󰑱, необходимост󰑭 которого св󰑱󰑬ана с обеспечением понимани󰑱
теории и практической реали󰑬ации её ре󰑬ул󰑭татов [1, c. 163]. Ви󰑬уали󰑬аци󰑱 по󰑬вол󰑱ет
существенно повысит󰑭 интуитивное понимание работы алгоритма и об󰑫ективност󰑭
оценки того, что с помощ󰑭󰑧 этого алгоритма мо󰑨но достич󰑭, чего нел󰑭󰑬󰑱, и в каких
направлени󰑱х во󰑬мо󰑨но улучшение его работы.

Если рассматриват󰑭 област󰑭 алгоритмов оптимал󰑭ного проектировани󰑱 силовых
конструкций, то в ней существует группа непр󰑱мых 󰯺методов, основанных на кри-
тери󰑱х оптимал󰑭ности󰯻 [3, c. 117]. Итерационный процесс таких методов состоит и󰑬
последовател󰑭ных умно󰑨ений, и поведение этих методов в пространстве переменных
проектировани󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱 существенно менее очевидным чем, например, поведение
методов математического программировани󰑱, основанных на аддитивных прираще-
ни󰑱х. В данной работе рассматриваетс󰑱 и ви󰑬уали󰑬ируетс󰑱 поведение одного и󰑬 по-
пул󰑱рных эвристических методов группы 󰯺критериев оптимал󰑭ности󰯻.
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Рассматриваетс󰑱 ви󰑬уали󰑬аци󰑱 работы достаточно широко и󰑬вестного алгоритма
рационал󰑭ного проектировани󰑱, примен󰑱емого дл󰑱 построени󰑱 полност󰑭󰑧 напр󰑱󰑨ён-
ного проекта [2, c. 348], на󰑬ываемого так󰑨е равнопрочным [4, c. 114]. Эвристическа󰑱
концепци󰑱 полной напр󰑱󰑨ённости относитс󰑱 к ранним этапам ра󰑬вити󰑱 теории опти-
ми󰑬ации, тем не менее и󰑬-󰑬а своей простоты данный алгоритм мо󰑨ет испол󰑭󰑬оват󰑭с󰑱
и в насто󰑱щее врем󰑱 [3, c. 118]. Дл󰑱 илл󰑧страции анали󰑬а работы алгоритма испол󰑭-
󰑬уетс󰑱 проста󰑱 тестова󰑱 модел󰑭 󰯹 симметрична󰑱 трёхстер󰑨нева󰑱 ферма [5, c. 167].
При анали󰑬е учитываетс󰑱 нелинейное поведение материалов, которое имеет место
при нагру󰑬ках, бли󰑬ких к ра󰑬руша󰑧щим.

1. Тестова󰑱 󰑬адача

Рассматриваетс󰑱 тестова󰑱 󰑬адача миними󰑬ации массы m симметричной трёх-
стер󰑨невой фермы и󰑬 двух материалов, пока󰑬анной на рис. 1, при ограничени󰑱х свер-
ху на уровни допускаемых напр󰑱󰑨ений и сни󰑬у на величины проектных параметров
(конструктивные ограничени󰑱) при одном случае нагру󰑨ени󰑱 раст󰑱󰑨ением P вдол󰑭
оси симметрии фермы, прило󰑨енном в её свободном у󰑬ле.

!

!

"
!"
"
# $ ###"

!

!
%
"
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Рис. 1. Тестова󰑱 модел󰑭 трёхстер󰑨невой фермы

󰑪адача имеет две переменные проектировани󰑱 󰯹 площади поперечного сечени󰑱
централ󰑭ного стер󰑨н󰑱 Fc и боковых стер󰑨ней Fs:

󰀻
󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰀽

m → min
Fi

σi < σ̄i; i ∈ {c, s}

Fi ≥ F̄i

(1)

󰑪дес󰑭 σc и σs 󰯹 напр󰑱󰑨ени󰑱 в стер󰑨н󰑱х, чертой сверху обо󰑬начены предел󰑭но допу-
стимые 󰑬начени󰑱, 󰑬адаваемые в ограничени󰑱х.
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Переменные проектировани󰑱, да󰑨е при учёте нелинейного поведени󰑱 материа-
лов, вход󰑱т в уравнение равновеси󰑱 сил линейно

σcFc + 2σsFs cosα = P, (2)

поэтому линии равных напр󰑱󰑨ений в плоскости переменных проектировани󰑱 󰑱в-
л󰑱󰑧тс󰑱 пр󰑱мыми, пересека󰑧щими оси координат в точках {Fc = 0, Fs = P

2σs cosα
},

{Fc =
P
σc

, Fs = 0}, а 󰑬адача (1) 󰑱вл󰑱етс󰑱 󰑬адачей линейного программировани󰑱: если
учитыват󰑭 нелинейное поведение испол󰑭󰑬уемых материалов вбли󰑬и предела прочно-
сти (фи󰑬ическу󰑧 нелинейност󰑭) при помощи секущего модул󰑱 упругости σ = Esec.ε,
то более ра󰑬вёрнуто рассматриваему󰑧 󰑬адачу мо󰑨но 󰑬аписат󰑭 в виде [6]:

󰀻
󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀽

ρcFc +
2ρs
cosα

Fs → min

Esec.
c Fc + 2Esec.

s Fs cos
3 α >

P

σ̄c

Esec.
c

Esec.
c Fc + 2Esec.

s Fs cos
3 α0 >

P

σ̄s

Esec.
s cos2 α0

Fc ≥ F̄c; Fs ≥ F̄s

󰑪дес󰑭 величины ρ, α 󰯹 соответственно, плотности материалов и угол раствора фермы
в недеформированном состо󰑱нии.

Пространство переменных проектировани󰑱 и диапа󰑬он во󰑬мо󰑨ных направлений
градиента целевой функции дл󰑱 этой 󰑬адачи мо󰑨но видет󰑭 на рис. 2, област󰑭 допу-
стимых решений 󰑬дес󰑭 󰑬акрашена серым цветом. Если учитыват󰑭 не тол󰑭ко фи󰑬и-
ческу󰑧, но и геометрическу󰑧 нелинейност󰑭 (бол󰑭шие деформации), то 󰑬адача то󰑨е
останетс󰑱 󰑬адачей линейного программировани󰑱 [6] и её област󰑭 допустимых реше-
ний так󰑨е соответствует рис. 2.

2. Алгоритм полной напр󰑱󰑨ённости

Пон󰑱тие полност󰑭󰑧 напр󰑱󰑨ённого проекта (ПНП) 󰑱вл󰑱етс󰑱 эвристическим кри-
терием оптимал󰑭ности, по󰑬вол󰑱󰑧щим упростит󰑭 решение сло󰑨ной 󰑬адачи оптими-
󰑬ации реал󰑭ных конструкций [2, c. 15]. Оно предполагает, что и󰑬 ка󰑨дого элемента
ну󰑨но максимал󰑭но убрат󰑭 силовой материал, чтобы в нём стало активным (т. е.
строгим равенством) ограничение либо на предел󰑭но допускаемое напр󰑱󰑨ение, либо
на минимал󰑭но во󰑬мо󰑨ный поперечный ра󰑬мер. Дл󰑱 конструкций 󰑬аданной формы
алгоритм построени󰑱 ПНП сводитс󰑱 к умно󰑨ени󰑧 ка󰑨дого проектного параметра
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Рис. 2. Област󰑭 допустимых решений и диапа󰑬он градиента целевой функции

на соответству󰑧щее отношение напр󰑱󰑨ений [4, с. 114]. Таким обра󰑬ом, дл󰑱 рассмат-
риваемой трёхстер󰑨невой фермы он имеет вид

F
(k+1)
i = max

󰀓
F

(k)
i

σ
(k)
i

σ̄i

, F̄i

󰀔
, i ∈ {c, s}, k = 0, 1, . . . (3)

Проект, соответству󰑧щий начал󰑭ному прибли󰑨ени󰑧 (дл󰑱 k = 0), 󰑬адаётс󰑱 про-
и󰑬вол󰑭но, с ненулевыми 󰑬начени󰑱ми проектных параметров. Дл󰑱 статически опреде-
лимых конструкций (например, если это отдел󰑭ный стер󰑨ен󰑭) алгоритм (3) 󰑱вл󰑱етс󰑱
одношаговым, а дл󰑱 статически неопределимых он будет у󰑨е итерационным. Схо-
димост󰑭 его в общем случае не дока󰑬ана, но на практике проблем с ней обычно не
во󰑬никает. При выполнении некоторых условий, нало󰑨енных на свойства испол󰑭󰑬уе-
мых материалов, мо󰑨но дока󰑬ат󰑭 сходимост󰑭 алгоритма к оптимал󰑭ному проекту [8].

3. Особенности применени󰑱 алгоритма к тестовой 󰑬адаче

Дл󰑱 рассматриваемой трёхстер󰑨невой фермы условие совместности деформаций
имеет вид [5, c. 167]

εs = εc cos
2 α, (4)

где εc, εs 󰯹 уровни деформации в стер󰑨н󰑱х. Полагаем, что cв󰑱󰑬󰑭 уровней деформа-
ции с уровн󰑱ми напр󰑱󰑨ений σ = σ(ε) учитывает нелинейное поведение материала
под нагру󰑬кой. При испол󰑭󰑬овании реал󰑭ных материалов практически нево󰑬мо󰑨но,
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чтобы их предел󰑭но допускаемые напр󰑱󰑨ени󰑱 соответствовали услови󰑧 (4), поэто-
му на практике будет имет󰑭 место один и󰑬 двух случаев: ε̄s > ε̄c cos

2 α, (в этом
случае активным будет ограничение на напр󰑱󰑨ение в централ󰑭ном стер󰑨не, а соот-
ветству󰑧щее ему напр󰑱󰑨ение в боковых стер󰑨н󰑱х будем обо󰑬начат󰑭 как σ∗

s), либо
ε̄s < ε̄c cos

2 α (соответству󰑧щее напр󰑱󰑨ение в централ󰑭ном стер󰑨не на󰑬овём σ∗
c ).

Дл󰑱 определённости поло󰑨им, что имеет место первый случай: ε̄s > ε∗s = ε̄c cos
2 α.

󰑪дес󰑭 чере󰑬 ε̄c и ε̄s обо󰑬начены величины деформаций, соответству󰑧щие предел󰑭но
допускаемым напр󰑱󰑨ени󰑱м σ̄c и σ̄s материалов стер󰑨ней.

4. Ви󰑬уали󰑬аци󰑱 поведени󰑱 алгоритма

Проанали󰑬ируем поведение алгоритма (3) применител󰑭но к рассматриваемой мо-
дели. Его мо󰑨но проилл󰑧стрироват󰑭 и обосноват󰑭 геометрически, пол󰑭󰑬у󰑱с󰑭 подоби-
ем треугол󰑭ников. Первый шаг алгоритма пока󰑬ан на рис. 3. Начал󰑭ное прибли󰑨ение
обо󰑬начено на нём буквой H. Согласно (2), такие 󰑨е, как и у проекта H, 󰑬начени󰑱 на-
пр󰑱󰑨ений в элементах реали󰑬у󰑧тс󰑱 так󰑨е в проектах, соответству󰑧щих всем точкам
отре󰑬ка GI, которому принадле󰑨ит и точка H.
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Рис. 3. Первый шаг алгоритма ПНК

Нетрудно 󰑬аметит󰑭, что величина отношени󰑱 длин отре󰑬ков OE и OG равна
σ
(0)
s /σ̄s, и, поскол󰑭ку, согласно (3), F

(k+1)
i

F
(k)
i

=
σ
(k)
i

σ̄i
, то в конце первого шага алгоритма

конструкци󰑱 будет имет󰑭 проектный параметр боковых стер󰑨ней таким 󰑨е, как и у
проекта, соответству󰑧щего точке K (что следует и󰑬 подоби󰑱 треугол󰑭ников GIO и
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HIJ , а так󰑨е EIO и KIJ). Аналогичным обра󰑬ом, параметр централ󰑭ного стер󰑨н󰑱
в конце первого шага станет таким 󰑨е, как и у проекта, соответству󰑧щего точке M

(и󰑬 подоби󰑱 треугол󰑭ников GIO и GHL, GDO и GML). Таким обра󰑬ом, ре󰑬ул󰑭татом
первого шага алгоритма (3) будет проект, соответству󰑧щий пересечени󰑧 соответ-
ству󰑧щих координатных линий, проведённых чере󰑬 точки K и M . Следует 󰑬аметит󰑭,
что эта точка ле󰑨ит на отре󰑬ке ED.

Продол󰑨ив аналогичные построени󰑱 дл󰑱 следу󰑧щих шагов алгоритма, мо󰑨но
пока󰑬ат󰑭, что при прои󰑬вол󰑭ных ненулевых начал󰑭ных параметрах ре󰑬ул󰑭татом ка󰑨-
дой итерации алгоритма (3) всегда 󰑱вл󰑱етс󰑱 проект, соответству󰑧щий одной и󰑬 точек
линии PQRT , причем по ходу итераций алгоритма происходит монотонное прибли-
󰑨ение к проекту, соответству󰑧щему точке C (рис. 4).
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Рис. 4. Предел алгоритма ПНК

Аналогичным обра󰑬ом мо󰑨но проилл󰑧стрироват󰑭, что дл󰑱 случа󰑱 ε̄s < ε∗s отре󰑬-
ки AD и EF , соответству󰑧щие активному и пассивному ограничени󰑱м на допуска-
емые напр󰑱󰑨ени󰑱, помен󰑱󰑧тс󰑱 местами, и алгоритм (3) вдол󰑭 линии DE сойдётс󰑱
у󰑨е к точке S.

По этим ре󰑬ул󰑭татам мо󰑨но 󰑬аметит󰑭, что работа алгоритма (3) состоит в сосре-
доточении силового материала в 󰯺полност󰑭󰑧 напр󰑱󰑨ённых󰯻 элементах (т. е. име󰑧-
щих активное ограничение по допускаемым напр󰑱󰑨ени󰑱м) и и󰑬󰑫󰑱тии материала и󰑬
󰯺недогру󰑨енных󰯻 по услови󰑧 совместности (4) элементов.
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В бол󰑭шинстве случаев такие проекты соответству󰑧т оптимуму, однако не всегда,
т. к. во󰑬мо󰑨ы и такие случаи, когда у оптимал󰑭ного проекта полност󰑭󰑧 напр󰑱󰑨ён-
ный элемент в то 󰑨е врем󰑱 склонен к выро󰑨дени󰑧 [6]. Это св󰑱󰑬ано с тем, что в
формулировке алгоритма (3) никак не учитыва󰑧тс󰑱 плотности материалов, опреде-
л󰑱󰑧щие величину массы конструкции.

5. Численные примеры

Проилл󰑧стрируем полученный теоретический ре󰑬ул󰑭тат примерами численного
применени󰑱 алгоритма (3) при испол󰑭󰑬овании конкретных материалов. Рассматри-
ваетс󰑱 ферма высотой 1 м, с углом раствора α = π/4 и минимал󰑭но допустимыми
󰑬начени󰑱ми проектных параметров F̄c = F̄s = 1 мм2, нагру󰑨енна󰑱 силой P = 10 кН.
В качестве ограничений на допускаемые напр󰑱󰑨ени󰑱 󰑬аданы пределы прочности σb

испол󰑭󰑬уемых материалов. Свойства материалов 󰑬аданы в двух вариантах: при по-
мощи линейно-упругой модели, а так󰑨е деформационной теории пластичности с ли-
нейным упрочнением. В качестве начал󰑭ного прибли󰑨ени󰑱 дл󰑱 работы алгоритма
испол󰑭󰑬ован проект, 󰑬начени󰑱 переменных проектировани󰑱 у которого п󰑱тикратно
превосход󰑱т минимал󰑭но допустимые величины.

Дл󰑱 случа󰑱, когда в централ󰑭ном стер󰑨не испол󰑭󰑬уетс󰑱 магниевый сплав МЛ5, а
в боковых 󰯹 ал󰑧миниевый сплав Д16, работа алгоритма пока󰑬ана на рис. 5, как дл󰑱
линейно-упругого случа󰑱, так и дл󰑱 фи󰑬ически нелинейного. Хот󰑱 у этих случаев 󰑬а-
метно отлича󰑧тс󰑱 направлени󰑱 линий равных напр󰑱󰑨ений и оптимал󰑭ные проекты
(учёт пластичности даёт оптимум мен󰑭шей массы), тем не менее 󰑬дес󰑭 оба случа󰑱
вполне соответству󰑧т рис. 4, и лини󰑱 DE у них практически совпадает. Вдол󰑭 этой
линии алгоритм достигает окрестности предел󰑭ной точки в линейно-упругом слу-
чае 󰑬а 4 шага, а при учёте пластичности 󰑬а 6 шагов. При фи󰑬ически нелинейном
расчёте интересно так󰑨е оценит󰑭 вли󰑱ние учёта геометрической нелинейности, т. е.
во󰑬мо󰑨ност󰑭 по󰑱влени󰑱 бол󰑭ших смещений [6, 7].

Геометрическа󰑱 нелинейност󰑭 ле󰑨ит 󰑬а рамками описанных выше теоретических
ре󰑬ул󰑭татов, тем не менее её учёт делает ре󰑬ул󰑭таты более бли󰑬кими к реал󰑭ности,
поскол󰑭ку на практике она, как правило, про󰑱вл󰑱етс󰑱 при пластической работе ма-
териалов. Поэтому фи󰑬ически нелинейный расчёт был повторен так󰑨е и с учётом
геометрической нелинейности, их сравнител󰑭ные ре󰑬ул󰑭таты пока󰑬ан на рис. 6. 󰑪дес󰑭
у󰑨е мо󰑨но видет󰑭, что при учёте геометрической нелинейности шаги алгоритма не
совсем попада󰑧т на лини󰑧 DE, тем не менее достаточно бли󰑬ки к ней, и в целом
бол󰑭ших качественных отличий от рис. 4 не отмечаетс󰑱.
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Рис. 5. Работа алгоритма дл󰑱 случа󰑱 МЛ5-Д16 (малые деформации)
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Рис. 6. Работа алгоритма дл󰑱 случа󰑱 МЛ5-Д16 (фи󰑬ически нелинейный расчёт)

Рассмотрим пример, в котором испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 те 󰑨е материалы, что и в преды-
дущем случае, тол󰑭ко в другом пор󰑱дке: в централ󰑭ном стер󰑨не испол󰑭󰑬ован мате-
риал Д16, а в боковых 󰯹 МЛ5. Работа алгоритма пока󰑬ана на рис. 7. 󰑪дес󰑭 линейно-
упругий и пластичный случаи то󰑨е име󰑧т общу󰑧 лини󰑧 DE, но поведение алгорит-
ма у них качественно ра󰑬личаетс󰑱. рис. 4 󰑬дес󰑭 соответствует лиш󰑭 линейно-упругий
случай, при котором алгоритм прибли󰑨аетс󰑱 к предел󰑭ной точке C 󰑬а 10 шагов.

При учёте 󰑨е фи󰑬ической нелинейности имеет место случай ε̄s < ε∗s, активное и
пассивное ограничение по напр󰑱󰑨ени󰑱м в стер󰑨н󰑱х мен󰑱󰑧тс󰑱 местами, и алгоритм
сходитс󰑱 у󰑨е к точке S, окрестности которой достигает 󰑬а 9 шагов. Отметим, что
проекту минимал󰑭ной массы 󰑬дес󰑭 в обоих случа󰑱х соответствует точка C, поэто-
му учёт фи󰑬ической нелинейности 󰑬дес󰑭 приводит к 󰑱вно неоптимал󰑭ному проекту.
Тем не менее и в этом примере поведение алгоритма соответствует теоретическому
ре󰑬ул󰑭тату.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2022, 4



Ви󰑬уали󰑬аци󰑱 работы алгоритма полной напр󰑱󰑨енности 77

! !"!!!# !"!!!$ !"!!% !"!!%&

!"!!!'

!"!!%

!"!!%'

!"!!#

!"!!#'

!

!

"
#$%&'()(*%+,'*-.$,

"
#$%&'()(/*-.$,

!

0

1

1
2
3

3

2

4
-..%&'()(*%+,'*-.$,

4-..%&'()(/*-.$,

5
6

5
6

7%+,'*-.$,

4*-.$,

8$9'..(9-$%:(.$'/.;

Рис. 7. Работа алгоритма дл󰑱 случа󰑱 Д16-МЛ5 (малые деформации)

Аналогично предыдущему примеру, сравнение работы алгоритма при пластиче-
ском расчёте бе󰑬 учёта и с учётом геометрической нелинейности пока󰑬ано на рис. 8.
󰑪дес󰑭 то󰑨е мо󰑨но оценит󰑭 вли󰑱ние учёта геометрической нелинейности как не󰑬на-
чител󰑭ное.
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Рис. 8. Работа алгоритма дл󰑱 случа󰑱 Д16-МЛ5 (фи󰑬ически нелинейный расчёт)
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Рис. 9. Работа алгоритма дл󰑱 случа󰑱 ВТ6-Л75 (малые деформации)

Однако, по рассмотренным примерам нел󰑭󰑬󰑱 делат󰑭 общий вывод о слабом вли-
󰑱нии учёта геометрической нелинейности.

Рассмотрим ещё один пример, когда испол󰑭󰑬уетс󰑱 другой набор материалов: в
централ󰑭ном стер󰑨не титановый сплав ВТ6, а в боковых 󰯹 латун󰑭 Л75. Работа ал-
горитма в случа󰑱х линейно-упругого и фи󰑬ически нелинейного расчётов при малых
деформаци󰑱х пока󰑬ана на рис. 9.

Она напоминает предыдущий случай, тол󰑭ко тепер󰑭 рисунку 4 соответствует пла-
стический расчёт (дл󰑱 дости󰑨ени󰑱 окрестности предел󰑭ной точки ока󰑬алос󰑭 доста-
точно трёх шагов), а в линейно-упругом случае у модели активное и пассивное огра-
ничени󰑱 по напр󰑱󰑨ени󰑱м мен󰑱󰑧тс󰑱 местами, и алгоритм сходитс󰑱 к точке S (󰑬а 9 ша-
гов). В этом случае у󰑨е ре󰑬ул󰑭тат пластического расчёта ока󰑬ываетс󰑱 оптимал󰑭ным
проектом, а линейно-упругого 󰯹 нет. Всё это вполне соответствует теоретическому
ре󰑬ул󰑭тату.

Однако, если повторит󰑭 пластический расчёт у󰑨е с учётом геометрической нели-
нейности, то поведение алгоритма существенно и󰑬мен󰑱етс󰑱. Ре󰑬ул󰑭тат этого расчё-
та пока󰑬ан на рис. 10. После первого шага алгоритма итерации начина󰑧т медленно
продвигат󰑭с󰑱 вдол󰑭 сра󰑬у двух ра󰑬ных путей, поочерёдно перескакива󰑱 с одного на
другой. Один и󰑬 этих путей ведёт к искомой предел󰑭ной точке, а второй находитс󰑱 су-
щественно в глубине области допустимых решений и направлен, суд󰑱 по всему, вдол󰑭
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Рис. 10. Работа алгоритма дл󰑱 случа󰑱 ВТ6-Л75 (фи󰑬ически нелинейный расчёт)

одной и󰑬 линий равных напр󰑱󰑨ений. Более подробно его част󰑭 пока󰑬ана на рис. 11.
Причины такого поведени󰑱 требу󰑧т дополнител󰑭ного и󰑬учени󰑱, однако в целом по
этому и предыдущим примерам мо󰑨но судит󰑭, что учёт бол󰑭ших деформаций при
работе алгоритма полной напр󰑱󰑨ённости в общем случае не гарантирует установлен-
ного выше теоретически характера поведени󰑱 алгоритма, и мо󰑨ет рассматриват󰑭с󰑱
лиш󰑭 в качестве предварител󰑭ного прибли󰑨ени󰑱.
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Рис. 11. Работа алгоритма дл󰑱 случа󰑱 ВТ6-Л75 (фи󰑬ически нелинейный
расчёт, увеличено)
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󰑪акл󰑧чение

Таким обра󰑬ом, при помощи геометрических построений удалос󰑭 проилл󰑧стри-
роват󰑭 работу алгоритма построени󰑱 ПНП на тестовой модели при решении фи󰑬и-
чески нелинейных 󰑬адач. Если учитыват󰑭 ещё и геометрическу󰑧 нелинейност󰑭 (т. е.
во󰑬мо󰑨ност󰑭 по󰑱влени󰑱 бол󰑭ших смещений), то у 󰑬начений по ос󰑱м диаграмм рис. 3
и 4 по󰑱в󰑱тс󰑱 дополнител󰑭ные мно󰑨ители [6], и󰑬-󰑬а наличи󰑱 которых шаги алгорит-
ма у󰑨е не будут соответствоват󰑭 приведённым 󰑬дес󰑭 геометрическим построени󰑱м,
и в этом случае ими мо󰑨но будет пол󰑭󰑬оват󰑭с󰑱 тол󰑭ко в качестве предварител󰑭ного
прибли󰑨ени󰑱.
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Three-dimensional Bending grativational Waves Generated by moving
pertubrations.

Yaroshenko A. A. , Malenko Zh. V., Markina E. V. Kostyukova L. O.,
Babikov I. I.

Abstract. The fluctuations of the floating ice cover on the surface of which the load moves
are considered. The vibrations of the floating ice sheet are based on linearized equations of
hydromechanics and linear classical theory of plate vibrations. The ice cover is modeled by a
thin elastic isotropic plate taking into account the hydrodynamic pressures on the lower surface
of the ice. When moving along the surface of the load plate, waves are formed.

Of interest is studying the impact on the movement of load velocity on the amplitudes of
created waves. This model is consistent with the results which where obtained by Kobeko P. P.
and co-authors during the study and definition of dangerous (critical) velocity and optimal
intervals of car movement. And also with the theory of the behavior of the ice cover under load,
which was developed in the works of Heisin D. E. It is also consistent with the theory of behavior
of ice under load, developed in the works by Heisin D. E.

The original problem is to solve the Laplace equation for the speed potential of varphi.
Using the Fourier transform on horizontal (spatial) variables, an integral representation for
plate bending is obtained. The analysis of the amplitudes of the three-dimensional bending-
gravitational waves formed in this case is carried out. If the velocity of the load is v0 < v < v1,
then one system of bending-gravitational waves is formed. These waves cover the entire surface
of the plate. The amplitude of the waves propagating ahead of the load is less than the amplitude
of the waves behind the load. At v1 < v < (gH)

1
2 , three wave systems are formed 󰯹 transverse,

longitudinal and elastic waves. Transverse and longitudinal waves propagate behind the source
and have the character of gravitational ship waves. Elastic waves are caused by the elastic forces
of the plate and do not form in its absence. The amplitude of elastic waves is greater than the
amplitude of transverse and longitudinal waves. Transverse waves have the smallest amplitude.
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At v > (gH)
1
2 , longitudinal and elastic waves are formed. Transverse waves are not formed.

There is an angular zone behind the source in which waves with a attenuation amplitude of R− 1
2

are not formed. The amplitude of the elastic wave is greater than the amplitude of the longitudinal
wave. With an increase in the velocity of the source of disturbances and the thickness of the ice
cover, the amplitude of the waves formed decreases.

Keywords: bending-gravitational waves, elastic plate, ice cover, moving disturbances, critical
velocity

Введение

Лед󰑱ной покров на реках и о󰑬ерах в районах Крайнего Севера, Сибири и Дал󰑭-
него Востока испол󰑭󰑬уетс󰑱 дл󰑱 доставки по нему гру󰑬ов. В 󰑬имнее врем󰑱 на реках
и о󰑬ерах органи󰑬у󰑧тс󰑱 ледовые переправы, по которым осуществл󰑱󰑧т ра󰑬личного
рода перево󰑬ки. Одна и󰑬 масштабных переправ длиной в 11 км, соедин󰑱󰑧ща󰑱 о󰑬е-
ро Ол󰑭хон с материком, находитс󰑱 на о󰑬ере Байкал. Самой и󰑬вестной транспортной
магистрал󰑭󰑧, св󰑱󰑬ыва󰑧щей во врем󰑱 Великой Отечественной войны оса󰑨денный Ле-
нинград с тылом страны, 󰑱вл󰑱лас󰑭 󰯺Дорога 󰑨и󰑬ни󰯻. Участок прот󰑱󰑨енност󰑭󰑧 30 км
проходил по л󰑭ду Ладо󰑨ского о󰑬ера. Несмотр󰑱 на толстый лед, гру󰑬овики могли про-
валит󰑭с󰑱 в воду бе󰑬 видимой причины, в св󰑱󰑬и с чем группа ученых под руководством
Кобеко П. П. 󰑬ан󰑱лас󰑭 и󰑬учением этой проблемы. Им удалос󰑭 определит󰑭 опасну󰑧
скорост󰑭 и рассчитат󰑭 оптимал󰑭ные интервалы дви󰑨ени󰑱 автомобилей [1].

На данный момент имеетс󰑱 р󰑱д работ [2]–[8], которые посв󰑱щены исследовани󰑧
в󰑬аимодействи󰑧 перемеща󰑧щейс󰑱 нагру󰑬ки с лед󰑱ным покровом и ра󰑬работке соот-
ветству󰑧щих математических моделей. В них и󰑬учаетс󰑱 органи󰑬аци󰑱 ледовых пере-
прав и ледовых аэродромов, рассмотрены случаи околокритической, критической и
сверхкритической скоростей дви󰑨ени󰑱 нагру󰑬ки. Интерес так󰑨е представл󰑱ет фи󰑬и-
ческое моделирование деформации и ра󰑬рушени󰑱 лед󰑱ного покрова, вы󰑬ванное на-
гру󰑬кой, котора󰑱 дви󰑨етс󰑱 со скорост󰑭󰑧, характерной дл󰑱 ледокол󰑭ных средств, бе󰑬
испол󰑭󰑬овани󰑱 ре󰑬онансного метода.

Испол󰑭󰑬ование лед󰑱ного покрова в качестве переправ исследовалос󰑭 в рабо-
тах [2, 9, 10]. Лед󰑱ные переправы на реках, о󰑬ерах и водохранилищах устраива󰑧т
в 󰑬имнее врем󰑱 (декабр󰑭–март). При этом лед󰑱ной покров дол󰑨ен обладат󰑭 доста-
точной несущей способност󰑭󰑧. Чем т󰑱󰑨елее нагру󰑬ка (транспортное средство), тем
толще дол󰑨ен быт󰑭 лед. Дл󰑱 прокладки дорог ва󰑨на не тол󰑭ко толщина лед󰑱ного
покрова, но и скорост󰑭, с которой дви󰑨етс󰑱 автомобил󰑭. Дви󰑨ение автомобил󰑱 с
критической скорост󰑭󰑧 приводит к ра󰑬рушени󰑧 л󰑭да и провалу машины под лед.
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Теори󰑱 поведени󰑱 лед󰑱ного покрова под нагру󰑬кой и󰑬учена Хейсином Д. Е. в [3, 4]
и моделируетс󰑱 уравнением в󰑱󰑬коупругих колебаний. При высоких скорост󰑱х модел󰑭
упругой пластины отвечает не󰑬атуха󰑧щим колебани󰑱м, что не согласуетс󰑱 с и󰑬вест-
ными экспериментал󰑭ными данными. Однако, при малых скорост󰑱х дви󰑨ени󰑱 на-
гру󰑬ки исследование ра󰑬личных математических моделей, описыва󰑧щих в󰑱󰑬коупру-
гие свойства деформируемой пластины [11, 12], с помощ󰑭󰑧 численных методов пока-
󰑬ывает что упруга󰑱 модел󰑭 даёт решени󰑱, бли󰑬кие к модели Кел󰑭вина-Фойгта, при-
чем, чем ни󰑨е скорост󰑭, тем мен󰑭ше расхо󰑨дение. Тогда 󰑨е было получено ни󰑬кое
вли󰑱ние пластических свойств л󰑭да при малых скорост󰑱х дви󰑨ени󰑱 нагру󰑬ки, что
по󰑬волило испол󰑭󰑬оват󰑭 дл󰑱 моделировани󰑱 наиболее хорошо ра󰑬работанну󰑧 теори󰑧
упругости и методы фи󰑬ического моделировани󰑱 л󰑭да как упругой среды.

Лед󰑱ной покров понимаетс󰑱 как идеал󰑭но упругое тело. Так󰑨е в качестве ма-
тематической модели испол󰑭󰑬уетс󰑱 тонка󰑱 󰑨естка󰑱 упруга󰑱 пластина на основании
Винклера [13], что 󰑱вл󰑱етс󰑱 во󰑬мо󰑨ным, если глубина чаши прогиба лед󰑱ного по-
крова, а, следовател󰑭но, и амплитуда распростран󰑱󰑧щейс󰑱 в нем волны при малых
скорост󰑱х дви󰑨ени󰑱 много мен󰑭ше ее длины. То ест󰑭 частицы пластины под действи-
ем поперечно направленной нагру󰑬ки будут испытыват󰑭 тол󰑭ко малые вертикал󰑭ные
колебани󰑱. Гори󰑬онтал󰑭ные усили󰑱, трение, а так󰑨е силы с󰑨ати󰑱, присутству󰑧щие
в лед󰑱ном покрове, при этом не учитыва󰑧тс󰑱. В этом случае течение воды вбли󰑬и
поверхности пластины мо󰑨но рассматриват󰑭 как бе󰑬вихревое [14], а 󰑨идкост󰑭 в це-
лом как идеал󰑭ну󰑧. Дал󰑭нейшее ра󰑬витие теори󰑱 получила в работах [5, 6], [15, 16].
Среди последних исследований следует отметит󰑭 [17]-[23].

Насто󰑱ща󰑱 работа посв󰑱щена вопросу вли󰑱ни󰑱 скорости перемещени󰑱 нагру󰑬ки
на амплитуды обра󰑬у󰑧щихс󰑱 волн.

1. Постановка 󰑬адачи

Пуст󰑭 на поверхности идеал󰑭ной нес󰑨имаемой 󰑨идкости конечной глубины H

плавает лед󰑱ной покров, по поверхности которого со скорост󰑭󰑧 v перемещаетс󰑱 на-
гру󰑬ка, ока󰑬ыва󰑧ща󰑱 на лед давление p = p0f(x, y). Лед󰑱ной покров моделируетс󰑱
тонкой упругой и󰑬отропной пластинкой. Как отмечено в работе 󰑪уева В. А. [24] при
температурах ни󰑨е −3◦C лед ведет себ󰑱 как упругое тело. Таким обра󰑬ом, 󰑬адача
сводитс󰑱 к решени󰑧 уравнени󰑱 Лапласа дл󰑱 потенциала скорости ϕ:

∆ϕ = 0,

−H < z < 0, −∞ < x, y < ∞,
(1)
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удовлетвор󰑱󰑧щего граничным услови󰑱м:

D1∇4ζ +Q1∆lζ + χ1v
2 ∂

2ζ

∂x2
+ ζ +

v

g

∂ϕ

∂x
= −p1f(x, y) при z = 0,

∂ϕ

∂z
= 0 при z = −H

(2)

и кинематическому услови󰑧:
∂ϕ

∂z
= v

∂ζ

∂x
при z = 0, (3)

где D1 =
D

ρg
; D =

Eh3

12(1− µ2)
; Q1 =

Q

ρg
; χ1 =

ρ1h

ρg
; p1 =

p0
ρg

; ∇4 = ∆2
l ; ∆l =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
;

ρ 󰯹 плотност󰑭 󰑨идкости; E, h, ρ1, µ 󰯹 модул󰑭 нормал󰑭ной упругости, толщина,
плотност󰑭 и коэффициент Пуассона пластинки соответственно; Q 󰯹 с󰑨има󰑧щее уси-
лие, ζ 󰯹 во󰑬вышение поверхности пластина-󰑨идкост󰑭.

2. Аналитическое решение

Примен󰑱󰑱 дл󰑱 решени󰑱 󰑬адачи (1)-(3) преобра󰑬ование Фур󰑭е по гори󰑬онтал󰑭ным
координатам x, y, получим следу󰑧щее интеграл󰑭ное представление дл󰑱 прогиба пла-
стинки:

ζ =
1

2π
p1Re

󰀳

󰁃
∞󰁝

0

rτ−1f ∗(r)M(r)I(r, R, γ)dr

󰀴

󰁄 , (4)

I =
1

2π

3π
2󰁝

−π
2

k−1
0 exp (irR cos(θ − γ)) dθ, (5)

где τ = ((1 + Q1r
2 +D1r

4)M(r))
1
2 , M(r) = rg(1 + χ1rgthrH)−1thrH, r = (m2 + n2)

1
2 ,

R = (x2 + y2)
1
2 , m = r cos θ, n = r sin θ, x = R cos γ, y = R sin γ, k0 = rv cos θ − τ ,

f ∗(r) 󰯹 трансформанта Фур󰑭е функции f(R).
Применим дл󰑱 вычислени󰑱 интегралов (4)-(5) методы теории функций комплекс-

ной переменной (теории вычетов) и метод стационарной фа󰑬ы [25, 26]. На основании
анали󰑬а стационарных точек фа󰑬овых функций интегралов получим:

при 0 < v < v0 : ζ = O(R−1), (6)

при v0 < v < v1 : ζ = ζ3 +O(R−1), 0 ≤ |γ| ≤ π, (7)

при v1 < v <
󰁳

gH : ζ =

󰀻
󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰀽

ζ1 +O(R−1), если 0 ≤ |γ| ≤ γ2,

ζ1 + ζ2 + ζ3 +O(R−1), если γ2 ≤ |γ| ≤ γ1,

ζ3 +O(R−1), если γ1 ≤ |γ| ≤ π,

(8)
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при v >
󰁳

gH : ζ =

󰀻
󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰀽

O(R−1), если 0 ≤ |γ| ≤ γ2,

ζ2 + ζ3 +O(R−1), если γ2 ≤ |γ| ≤ γ3,

ζ3 +O(R−1), если γ3 ≤ |γ| ≤ π.

(9)

󰑪дес󰑭
ζk = R− 1

2ψ(αk) cos(RΦ(αk, γ)− (−1)k
π

4
), k = 1, 2, 3,

ψ = −f1(r)M(r)(vτ
󰁴

1− τ 20 )
−1(2π|Φ′′|)

−
1

2 , f1(r) = f ∗(r)p1,

Φ = r(τ0 cos γ −
󰁴

1− τ 20 sin γ), τ0 = (rv)−1τ,

γ1 = arctgτ2(α4), γ2 = arctgτ2(α5), γ3 = arctg

󰀕
v2

gH
− 1

󰀖− 1
2

,

где α1, α2, α3 󰯹 корни уравнени󰑱 tgγ = τ2(r),
τ2(rτ0)

′
󰁳

1− τ 20 (1− τ0(rτ0)
′)−1,

α4, α5 󰯹 корни уравнени󰑱 τ ′2(r) = 0,
α1 < α4 < α2α5 < α3,

v0 =
τ(r0)

r0
,

r0 󰯹 корен󰑭 уравнени󰑱 τ ′0(r) = 0,
v0 󰯹 минимал󰑭ное 󰑬начение фа󰑬овой скорости и󰑬гибно-гравитационной волны,
v1 = τ3(r3),

τ3 =
󰀓τ
r

󰀔 1
2 −

󰀕
τ ′(rτ ′ − τ)

r3τ ′′

󰀖 1
2

,

r3 󰯹 действител󰑭ный корен󰑭 уравнени󰑱 τ ′3(r) = 0, r3 < r0,

f ∗(r) =
b

r
J1(rb), J1 󰯹 функци󰑱 Бессел󰑱,

b 󰯹 радиус круга, по площади которого равномерно распределена нагру󰑬ка.

3. Анали󰑬 полученного решени󰑱 и численные ре󰑬ул󰑭таты

При 0 < v < v1 (см. (6)) волны с амплитудой 󰑬атухани󰑱 как R− 1
2 не обра󰑬у󰑧тс󰑱.

Это о󰑬начает, что вместо и󰑬гибно-гравитационных волн набл󰑧даетс󰑱 статический
прогиб.

Если нагру󰑬ка перемещаетс󰑱 со скорост󰑭󰑧 v > v0, то в лед󰑱ном покро-
ве во󰑬ника󰑧т волнообра󰑬ные колебани󰑱. При дви󰑨ении нагру󰑬ки со скорост󰑭󰑧
v0 < v < v1 (см. (7)) обра󰑬уетс󰑱 одна система волн ζ3, 󰑬атуха󰑧щих с рассто󰑱нием
как R− 1

2 . На рис. 1-2 представлено распределение амплитуды этих волн. И󰑬гибно-
гравитационные волны ζ3 покрыва󰑧т вс󰑧 поверхност󰑭 пластины, а направление их
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гребней определ󰑱етс󰑱 углом γ0, который умен󰑭шаетс󰑱 при увеличении скорости v:

γ0 = arctg

󰀣󰀕
v

v0

󰀖2

− 1

󰀤− 1
2

.

Рис. 1. Амплитуда и󰑬гибно-гравитационной волны ζ3 дл󰑱 (а)
v0 < v < v1: v = 12 м/с, (b) v = 14 м/с

Волны, распростран󰑱󰑧щиес󰑱 впереди источника, короче волн, распростран󰑱󰑧-
щихс󰑱 󰑬а источником. При увеличении скорости перемещени󰑱 источника длина волн,
распростран󰑱󰑧щихс󰑱 впереди источника, умен󰑭шаетс󰑱, а дл󰑱 волн, распростран󰑱󰑧-
щихс󰑱 󰑬а источником, увеличиваетс󰑱. Над волнами, распростран󰑱󰑧щимис󰑱 впереди
источника, преоблада󰑧т упругие силы пластинки, а волны, распростран󰑱󰑧щиес󰑱 󰑬а
источником, име󰑧т характер гравитационных волн. Амплитуда волн, распростра-
н󰑱󰑧щихс󰑱 впереди, мен󰑭ше амплитуды волн, распростран󰑱󰑧щихс󰑱 󰑬а источником
во󰑬мущений. При 󰑬начени󰑱х v бли󰑬ких к v0 амплитуда максимал󰑭на по трассе дви-
󰑨ени󰑱 источника (рис. 1(a)), а при v бли󰑬ких к v1 максимум амплитуды 󰑬а источни-
ком смещаетс󰑱 вверх от трассы (рис. 1(b)) и достигает максимал󰑭ного 󰑬начени󰑱 при
v = v1.
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Рис. 2. Амплитуда поперечной волны (a) ζ1, (b) продол󰑭ной волны ζ2
и упругой волны (c) ζ3 дл󰑱 v = 25 м/с, (v1 < v <

√
gH)

При v1 < v <
√
gH (8) обра󰑬у󰑧тс󰑱 три системы волн: ζ1, ζ2, ζ3. Волны ζ1 носит

характер поперечных корабел󰑭ных волн и распростран󰑱󰑧тс󰑱 󰑬а источником во󰑬му-
щений внутри угловой 󰑬оны −γ1 ≤ γ ≤ γ1. Волны ζ2 нос󰑱т характер продол󰑭ных
гравитационных корабел󰑭ных волн и распростран󰑱󰑧тс󰑱 так󰑨е 󰑬а источником внут-
ри угловых 󰑬он γ2 ≤ |γ| ≤ γ1. Упругие волны ζ3 распростран󰑱󰑧тс󰑱 в угловой 󰑬оне
γ2 ≤ |γ| ≤ π. На рис. 2 представлены амплитуды этих волн. На рис. 2(a) 󰯹 амплитуда
поперечной волны ζ1, на рис. 2(b) 󰯹 амплитуда продол󰑭ной волны ζ2, и на рис. 2(c) 󰯹
амплитуда упругой волны ζ3.
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При увеличении скорости перемещени󰑱 источника во󰑬мущений, амплитуды этих
волн умен󰑭ша󰑧тс󰑱. Наибол󰑭шее 󰑬начение амплитуды у продол󰑭ной и упругой волн,
а наимен󰑭шее у поперечной волны. При увеличении толщины пластины амплитуда
всех трех волн умен󰑭шаетс󰑱.

Во󰑬мущени󰑱, дви󰑨ущиес󰑱 со скорост󰑭󰑧 v >
√
gH, во󰑬бу󰑨да󰑧т две системы

волн: ζ2, ζ3. И󰑬 них продол󰑭ные волны ζ2 распростран󰑱󰑧тс󰑱 внутри угловых 󰑬он
γ2 ≤ |γ| ≤ γ3, а упругие волны ζ3 в угловой 󰑬оне γ2 ≤ |γ| ≤ π. 󰑪а источником в
угловой 󰑬оне −γ2 < γ < γ2 волн с амплитудой 󰑬атухани󰑱 как R− 1

2 не обра󰑬уетс󰑱. На
рис. 3 представлены амплитуды обра󰑬у󰑧щихс󰑱 в этом случае волн: ζ2 (рис. 3(а)), ζ3
(рис. 3(b)). Амплитуды этих волн умен󰑭ша󰑧тс󰑱 при увеличении скорости перемеще-
ни󰑱 источника. Амплитуда упругой волны бол󰑭ше амплитуды продол󰑭ной волны.

Рис. 3. Амплитуда продол󰑭ной волны (a) ζ2 и упругой волны (b) ζ3 дл󰑱
v = 35 м/с, (v >

√
gH)

Дл󰑱 количественной оценки численные расчеты проводилис󰑭 дл󰑱 следу󰑧щих па-
раметров лед󰑱ного покрова и 󰑨идкости: E = 3 · 109 H/м2, Q = 0, ρ = 870 кг/м3,
ρ1 = 103 кг/м3, µ = 0.34, h = 0.5 м, = 100 м, b = 2 м.
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󰑪акл󰑧чение

Существует четыре диапа󰑬она скоростей источника во󰑬мущений, при которых
мен󰑱етс󰑱 структура волнового во󰑬мущени󰑱 󰯹 0 < v < v0, v0 < v < v1, v1 < v <

√
gH,

v >
√
gH.

Дви󰑨ущимис󰑱 во󰑬мущени󰑱ми в 󰑬ависимости от скорости перемещени󰑱 источника
генерируетс󰑱 одна, две или три системы волн. При прокладке ледовых дорог и пере-
прав следует и󰑬бегат󰑭 дви󰑨ени󰑱 транспортных средств с критическими скорост󰑱ми
v0 и v1.

Критическа󰑱 скорост󰑭 v =
√
gH на амплитуды обра󰑬у󰑧щихс󰑱 волн существен-

ного вли󰑱ни󰑱 не ока󰑬ывает. При v =
√
gH происходит тол󰑭ко и󰑬менение структуры

волнового дви󰑨ени󰑱. Увеличение толщины лед󰑱ного покрова приводит к умен󰑭ше-
ни󰑧 амплитуды обра󰑬у󰑧щихс󰑱 волн. Толщина ока󰑬ывает существенное вли󰑱ние на
амплитуду упругой волны.
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Бербат Э. А., Муратов М. А., Пашкова 󰑰. С. Обобщенные сим-
метричные F-пространства Орлича / Э. А. Бербат, М. А. Муратов,
󰑰. С. Пашкова // Таврический вестник информатики и математики. 󰯹
2022. 󰯹 󰎍4 (57). 󰯹 C. 7 – 22.

УДК: 519.55/56

Исследование пространств, не облада󰑧щих свойством локал󰑭ной выпуклости, при-
вело к и󰑬учени󰑧 F -пространств и󰑬меримых функций, которым посв󰑱щена данна󰑱
работа. Классическими примерами 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 банаховы пространства Орлича, дл󰑱
которых вводитс󰑱 пон󰑱тие равнои󰑬меримости. Дока󰑬аны теоремы дл󰑱 классов равно-
и󰑬меримых симметричных F -пространств, содер󰑨ащих стандартные симметричные
F -пространства.

Кл󰑧чевые слова: симметричные F -пространства, и󰑬меримые функции, пространства
Орлича, σ-конечна󰑱 мера, F -норма.

Гел󰑭фанова Д. Д., Шнарева Г. В., Донченко 󰑯. А. Применение GeoGebra
при и󰑬учении нелинейного программировани󰑱 / Д. Д. Гел󰑭фанова,
Г. В. Шнарева, 󰑯. А. Донченко // Таврический вестник информатики и
математики. 󰯹 2022. 󰯹 󰎍4 (57). 󰯹 C. 23 – 39.

УДК: 378.147

󰑪адачи нелинейного программировани󰑱, в частности оптими󰑬ационные 󰑬адачи, ма-
тематические модели которых содер󰑨ат нелинейные 󰑬ависимости от переменных, и
отсутствие универсал󰑭ного алгоритма их решени󰑱 вы󰑬ыва󰑧т сло󰑨ност󰑭 у обуча󰑧-
щихс󰑱 направлений подготовки 󰯺Экономика󰯻 и 󰯺Менед󰑨мент󰯻. В работе предлага-
етс󰑱 испол󰑭󰑬ование прикладного программного пакета GeoGebra дл󰑱 комп󰑭󰑧терной
реали󰑬ации решени󰑱 учебной 󰑬адачи, обеспечива󰑧щего ви󰑬уали󰑬аци󰑧 󰑬ависимостей,
интерактивност󰑭 и графическу󰑧 поддер󰑨ку процесса решени󰑱.

Кл󰑧чевые слова: информационные технологии, 󰑬адача нелинейного программировани󰑱,
󰑬адача выпуклого программировани󰑱, графический метод, услови󰑱 Куна-Такера, матема-
тическа󰑱 программа, GeoGebra.
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Матковский В. А. Анали󰑬 данных тормо󰑨ени󰑱 пое󰑬дов метрополитена /
В. А. Матковский // Таврический вестник информатики и математики. 󰯹
2022. 󰯹 󰎍4 (57). 󰯹 C. 40 – 69.

УДК: 004.023, 004.048, 004.67

В работе рассмотрена 󰑬адача моделировани󰑱 процесса тормо󰑨ени󰑱 пое󰑬дов с це-
л󰑭󰑧 дал󰑭нейшей оценки качества тормо󰑨ени󰑱. Пока󰑬ано, что подход, основанный
на интеллектуали󰑬ации обработки бол󰑭ших данных, характери󰑬у󰑧щих процесс тор-
мо󰑨ени󰑱 пое󰑬дов метрополитена, по󰑬вол󰑱ет уточн󰑱т󰑭 ра󰑬работку систем управлени󰑱
пое󰑬дов в автоматическом ре󰑨име, прогно󰑬ироват󰑭 качество и точност󰑭 остановки.
Особу󰑧 󰑬начимост󰑭 имеет система аварийного тормо󰑨ени󰑱 пое󰑬дов, котора󰑱 обес-
печивает бе󰑬опасност󰑭 пасса󰑨иров обеспечивает, экстренное тормо󰑨ение пое󰑬да при
во󰑬никновении аварийной ситуации. Пока󰑬ано, что статистические методы и методы
кластерного анали󰑬а по󰑬вол󰑱󰑧т и󰑬влеч󰑭 󰑬нани󰑱 о процессе тормо󰑨ени󰑱 и󰑬 данных
и󰑬мерений таких, как координаты станций метро, на основе и󰑬учени󰑱 гистограмм и
применени󰑱 алгоритмов кластери󰑬ации к координатам остановок пое󰑬дов. Вы󰑱вле-
ны характерные траектории тормо󰑨ений, получены 󰑬начени󰑱 параметров кинематик
дви󰑨ени󰑱. По полученным траектори󰑱м в дал󰑭нейшем во󰑬мо󰑨но определ󰑱т󰑭 класс
тормо󰑨ени󰑱. Примен󰑱ема󰑱 технологи󰑱 мо󰑨ет быт󰑭 перспективна в других предмет-
ных област󰑱х. Пока󰑬ано, что статистические данные дви󰑨ени󰑱 пое󰑬дов метро, полу-
ченные и󰑬 них траекторные данные и ви󰑬уали󰑬ированные представлени󰑱 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱
бол󰑭шими данными (Big Data, BD), и󰑬 которых и󰑬влека󰑧тс󰑱 󰑬нани󰑱 о качестве тор-
мо󰑨ени󰑱 пое󰑬дов (Data Mining, DM). Предло󰑨енна󰑱 интеллектуали󰑬ированна󰑱 си-
стема обработки таких данных сочетает статистические методы машинного обучени󰑱
(Machine learning, ML) и нейронные сети.

Кл󰑧чевые слова: бол󰑭шие данные, модел󰑭, фа󰑬овые траектории динамической систе-
мы, эффективност󰑭 тормо󰑨ени󰑱, интеллектуали󰑬ированна󰑱 система, обработка данных
тормо󰑨ени󰑱 пое󰑬дов.

Чехов В. В. Ви󰑬уали󰑬аци󰑱 работы алгоритма полной напр󰑱󰑨енности на
модел󰑭ной 󰑬адаче с учетом нелинейностей / В. В. Чехов // Таврический
вестник информатики и математики. 󰯹 2022. 󰯹 󰎍4 (57). 󰯹 C. 70 – 83.

УДК: 539.4

В стат󰑭е анали󰑬ируетс󰑱 поведение алгоритма и󰑬 области оптимал󰑭ного структурного
проектировани󰑱. Рассмотрена 󰑬адача миними󰑬ации массы статически нагру󰑨енной
конструкции 󰑬аданной формы при ограничени󰑱х сверху на уровни напр󰑱󰑨ений в
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стер󰑨н󰑱х и ограничени󰑱х сни󰑬у на 󰑬начени󰑱 расчетных параметров (󰑬начений тол-
щины поперечного сечени󰑱) при одном варианте нагру󰑨ени󰑱. Дл󰑱 решени󰑱 этой 󰑬а-
дачи рассматриваетс󰑱 достаточно и󰑬вестный эвристический алгоритм, предна󰑬начен
дл󰑱 со󰑬дани󰑱 полност󰑭󰑧 напр󰑱󰑨енной конструкции (FSD). Этот алгоритм и󰑬вестен
как алгоритм отношени󰑱 напр󰑱󰑨ений и относитс󰑱 к 󰯺методам критериев оптимал󰑭-
ности󰯻. Методы критериев оптимал󰑭ности име󰑧т итерационный процесс, состо󰑱щий
в последовател󰑭ных умно󰑨ени󰑱х, и их поведение менее пон󰑱тно, чем у методов ма-
тематического программировани󰑱, итерации которых основаны на аддитивных при-
ращени󰑱х. Кроме того, эвристическа󰑱 концепци󰑱 ФСД не во всех случа󰑱х соответ-
ствует минимал󰑭ной массе. Поэтому поле󰑬но ви󰑬уали󰑬ироват󰑭 работу алгоритма на
простой тестовой модели. В качестве испытател󰑭ной конструкции рассматриваетс󰑱
симметрична󰑱 трехстер󰑨нева󰑱 ферма, и󰑬готовленна󰑱 и󰑬 двух материалов (один в
централ󰑭ном стер󰑨не, другой в боковых), нагру󰑨енна󰑱 статически в свободном у󰑬ле
раст󰑱гива󰑧щей силой, направленной вдол󰑭 оси симметрии фермы.

Кл󰑧чевые слова: симметрична󰑱 трехстер󰑨нева󰑱 ферма, фи󰑬ическа󰑱 нелинейност󰑭,
полност󰑭󰑧 напр󰑱󰑨енна󰑱 конструкци󰑱, равнопрочност󰑭, алгоритм соотношени󰑱 напр󰑱-
󰑨ений.

󰑯рошенко А. А., Маленко 󰑮. В., Маркина Е. В., Кост󰑧кова Л. О., Ба-
биков И. И. Трехмерные и󰑬гибно-гравитационные волны, генерируе-
мые дви󰑨ущимис󰑱 во󰑬мущени󰑱ми / А. А. 󰑯рошенко, 󰑮. В. Маленко,
Е. В. Маркина, Л. О. Кост󰑧кова, И. И. Бабиков // Таврический вестник
информатики и математики. 󰯹 2022. 󰯹 󰎍4 (57). 󰯹 C. 84 – 96.

УДК: 532.5, 539.3

Рассматрива󰑧тс󰑱 колебани󰑱 плава󰑧щего лед󰑱ного покрова, по поверхности которого
перемещаетс󰑱 нагру󰑬ка. В основу колебаний поло󰑨ены линеари󰑬ованные уравнени󰑱
гидромеханики и линейна󰑱 классическа󰑱 теори󰑱 колебаний пластин. Лед󰑱ной покров
моделируетс󰑱 тонкой упругой и󰑬отропной пластинкой с учетом гидродинамических
давлений на ни󰑨н󰑧󰑧 поверхност󰑭 л󰑭да. При дви󰑨ении по поверхности пластины на-
гру󰑬ки обра󰑬у󰑧тс󰑱 волны. Проведен анали󰑬 амплитуд обра󰑬у󰑧щихс󰑱 при этом трех-
мерных и󰑬гибно-гравитационных волн. При увеличении скорости источника во󰑬му-
щений и толщины лед󰑱ного покрова умен󰑭шаетс󰑱 амплитуда обра󰑬у󰑧щихс󰑱 волн.

Кл󰑧чевые слова: и󰑬гибно-гравитационные волны, упруга󰑱 пластина, лед󰑱ной покров,
дви󰑨ущиес󰑱 во󰑬мущени󰑱, критическа󰑱 скорост󰑭.
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