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Some problems of the phenomenological equation of spin combustion.

Grebeneva A. A, Lukianenko V. A.

Abstract. The model of spin combustion, generalization of the Ja. B. Zeldovich model with
a pseudo-differential operator (−∆)α, 0 < α < 1 is investigated. The equation is a singularly
perturbed nonlinear parabolic equation of the Van-der-Pol’s type.

Spin combustion modes were discovered as new non-stationary effects by Zeldovich, who
developed the theory of burning condensed systems with solid-phase products. In auto-oscillating
combustion, the front of the reaction remains flat and moves at an oscillating rate about the
average. In the spin regimes on the surface of the burning sample, there are rotating reactions
along the front.

The article reviews the basic models of the theory of combustion of condensed systems.
The mathematical model of the phenomenological equation of spin combustion was proposed
by Zeldovich together with A. P. Aldushin and B. A. Malomed. Spatial non-stationary effects of
burning hollow cylinder with radius R were investigated by them. The research in the field of
theoretical foundations of mathematical modeling of combustion modes belongs to Ivleva and
Merzhanov. Their model consists of the equation of thermal conductivity and kinetic equation.
The results of experimental, numerical and analytical studies of the burning surface spins are
presented in the works by B. V. Novozhilov.

The article considers a model of spin burning on a real axis. The integral representation of
the problem by Fourier transformation is constructed. For comparison, a model of gas-free spin
combustion on the entire plane and corresponding to it an integral representation of the problem
with Neumann conditions are given.

In the study of the combustion model on a real axis with periodic conditions on a
spatial variable and its spectral problem, the consistency with the combustion model in a
circumference, which corresponds to the spin modes of combustion of a thin-walled cylinder,
has been established. By using discrete Fourier transform, the problem in the form of a nonlinear
integral equation of convolution type is obtained.



8 А. А. Гребенева, В. А. Лук󰑭󰑱ненко

For bounded areas, the operator methods of mathematical physics have been used to estimate
non-linear cubic components. The operator form of the problem of spin combustion is presented,
it is proved that its operator is a generator of the holomorphic semigroup. The type of the
semigroup can be specified by studying the spectrum of the operator.

The local solvability of the problem for bounded areas has been proven.
Of interest is the model of spin combustion on the real axis with a delay on the spatial

variable or time.

Keywords: nonlinear equation, nonstationary effects, rotating waves, bifurcation analysis,
integral representation

Введение

И󰑬учение теории детонации, так на󰑬ываемого 󰯺быстрого горени󰑱󰯻, по󰑬волило
открыт󰑭 новые нестационарные эффекты: автоколебател󰑭ные и спиновые ре󰑨имы
распространени󰑱 󰑬оны эк󰑬отермической реакции. При автоколебател󰑭ном горении
фронт реакции, остава󰑱с󰑭 плоским, перемещаетс󰑱 с осциллиру󰑧щей около средне-
го 󰑬начени󰑱 скорост󰑭󰑧. В спиновых ре󰑨имах на поверхности гор󰑱щего обра󰑬ца на-
бл󰑧да󰑧тс󰑱 бегущие вдол󰑭 фронта очага реакции. Интерес в перву󰑧 очеред󰑭 пред-
ставл󰑱ет 󰑱вление спина, первоисследователем которого 󰑱вл󰑱етс󰑱 󰑯. Б. 󰑪ел󰑭дович [1],
ра󰑬вивший теори󰑧 горени󰑱 конденсированных систем.

Еще в работе [2] была предприн󰑱та попытка построит󰑭 упрощенну󰑧 математиче-
ску󰑧 модел󰑭 спинового горени󰑱 󰯹 двумерну󰑧 󰑬адачу о распространении волны го-
рени󰑱. Данна󰑱 модел󰑭 бе󰑬га󰑬ового горени󰑱 тонкой полубесконечной цилиндрической
трубы по󰑬вол󰑱ет исследоват󰑭 стационарные ре󰑨имы, одномерные автоколебател󰑭-
ные волны горени󰑱 и двумерные нестационарные процессы.

В работе [3] была исследована устойчивост󰑭 стационарных ре󰑨имов работы ци-
линдрического реактора с внутренней подачей относител󰑭но малых во󰑬мущений тем-
пературы и поло󰑨ени󰑱 󰑬оны реакции.

Теоретические основы математического моделировани󰑱 ре󰑨имов сгорани󰑱 и󰑬ло-
󰑨ены в [4], где модел󰑭 состоит и󰑬 уравнени󰑱 теплопроводности и кинетического урав-
нени󰑱:

cρ0
∂T

∂t
=

󰀕
∂2T

∂r2
+

1

r

∂T

∂r
+

1

r2
∂2T

∂ϕ2
+

∂2T

∂h2

󰀖
+ ρ0Q

∂η

∂t
, (1)

∂η

∂t
=

󰀻
󰁁󰀿

󰁁󰀽

k0(1− η) exp

󰀗
− E

RT

󰀘
, η < 1,

0, η ∕= 1,

где r 󰯹 радиус, ϕ 󰯹 пол󰑱рный угол, h 󰯹 высота сло󰑱.
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Описанна󰑱 двухмерна󰑱 модел󰑭 учитывает температуру дл󰑱 нескол󰑭ких слоев по-
ристой порошковой среды:

∂T

∂t
= k

󰀕
∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y2

󰀖
+ f,

∂A

∂t
= L

󰀕
∂2A

∂x2
+

∂2A

∂y2

󰀖
.

(2)

Анали󰑬иру󰑱 устойчивост󰑭 фронта реакции дл󰑱 уравнений (1) и (2), в работах
󰑪ел󰑭довича и Баренблатта [5], [6], как ви󰑬уал󰑭ну󰑧 особенност󰑭 распада фронта тер-
модиффу󰑬ионного пламени на небол󰑭шие тепловые структуры, были введены в рас-
чет характерные модели малых во󰑬мущений:

x = f(y, t) = ε exp[iky + iωt+ ϕt] ∼ ε exp[ϕt] sin(ky), (3)

где f(y, t) 󰯹 поверхност󰑭 распространени󰑱 фронта горени󰑱, k 󰯹 количество волн
поперечного во󰑬мущени󰑱, ω 󰯹 кругова󰑱 частота дл󰑱 времени термохимической ин-
дукции, ϕ 󰯹 сни󰑨ение температуры нагревател󰑭ной 󰑬оны Майкел󰑭сона.

В работе [7] исследовалас󰑭 устойчивост󰑭 волн горени󰑱 предварител󰑭но смешан-
ной смеси в модели 󰑪ел󰑭довича-Лин󰑭󰑱на в адиабатическом пределе в двух простран-
ственных и󰑬мерени󰑱х. Пока󰑬ано, что дл󰑱 числа Л󰑭󰑧иса, бол󰑭шего или мен󰑭шего еди-
ницы, во󰑬ника󰑧т либо волнова󰑱, либо 󰑱чеечна󰑱 неустойчивости. Умен󰑭шение пара-
метра рекомбинации, соответству󰑧щего соотношени󰑧 характерных времен реакций
ветвлени󰑱 и рекомбинации, делает волны горени󰑱 более устойчивыми 󰑬а счет увели-
чени󰑱 области 󰑬начений параметров устойчивых решений бегущей волны. Пока󰑬ано,
что повышение температуры окру󰑨а󰑧щей среды ока󰑬ывает аналогичный стабили󰑬и-
ру󰑧щий эффект на волны горени󰑱. Получено, что эффект и󰑬менени󰑱 числа Л󰑭󰑧иса
дл󰑱 радикалов более сло󰑨ен и 󰑬ависит от ре󰑨има рекомбинации, а при пересечении
критических 󰑬начений параметров во󰑬никновени󰑱 неустойчивости ро󰑨да󰑧тс󰑱 либо
пул󰑭сиру󰑧щие, либо 󰑱чеистые двумерные решени󰑱. И󰑬учены свойства этих решений.

Рассматрива󰑧тс󰑱 волны детонации дл󰑱 упрощённых уравнений Чепмана–
󰑮уге (CJ) и уравнени󰑱 󰑪ел󰑭довича–Неймана–Деринга (ZND) дл󰑱 сферически сим-
метричных уравнений Эйлера [8]. Скорост󰑭 реакции модели CJ бесконечна, в то
врем󰑱 как скорост󰑭 реакции модели ZND конечна. Дл󰑱 модели сгорани󰑱 ZND

(u+ zq)t + f(u)x +
u

x
= 0 (4)

с краевыми услови󰑱ми Римана
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󰀻
󰀿

󰀽
(u, z)(x, 0) = (0, 1), x > 0,

u(0, t) = 0, t > 0
(5)

в󰑬рывна󰑱 волна 󰯹 это процесс сгорани󰑱, инициируемый током перед с󰑨атием. Дл󰑱

того, чтобы исследоват󰑭 в󰑬рыв, рассматриваетс󰑱 󰑬адача о свободных границах дл󰑱
угловой области

ut + f(u)x +
u

x
= kqe−k[t−i(x)],

u = 0, x = 0, t > 0,

u

f(u)− f(0)
= i′(x), t = i(x), x > 0,

(6)

где t = i(x) (i(0) = 0) 󰯹 неи󰑬вестна󰑱 крива󰑱, представл󰑱󰑧ща󰑱 пут󰑭 с󰑨ати󰑱.

При устремлении k → +∞ решени󰑱 (uk, zk) модели ZND совпада󰑧т с решени󰑱ми
(u, z) модели горени󰑱 CJ:

(u, z)(x, t) =

󰀻
󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰀽

(0, 0), 0 ≤ x ≤ f ′(0)t,󰀓
u
󰀓x
t

󰀔
, 0
󰀔
, f ′(0)t ≤ x ≤ f ′(uCJDT )t,

(0, 1), x > f ′(uCJDT )t,

где f ′(uCJDT ) =
f(uCJDT − f(0))

uCJDT − q
, CJDT 󰯹 детонационна󰑱 волна Чепмена-󰑮уге.

В работе [9] В. М. Гендугов исследовал модифицированну󰑧 модел󰑭 стационар-
ной идеал󰑭ной детонации 󰑪ел󰑭довича-Неймана-Деринга (ZND) с плоской одномер-
ной структурой, вкл󰑧ча󰑧щей ударну󰑧 волну и непрерывну󰑧 󰑬ону горени󰑱 с одной
не󰑬ависимой реакцией. В традиционной схеме 󰑯. Б. 󰑪ел󰑭довича гор󰑧ча󰑱 смес󰑭 пред-
полагаетс󰑱 смес󰑭󰑧 совершенных га󰑬ов, а реакци󰑱, не удовлетвор󰑱󰑧ща󰑱 кинетической
формулировке 󰑬акона действу󰑧щих масс, 󰑬авершаетс󰑱 так, что продукты детонации
󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 инертной средой. В этих прибли󰑨ени󰑱х установлено, что идеал󰑭на󰑱 дето-
наци󰑱 не 󰑬ависит от структуры волны и распростран󰑱етс󰑱 в ре󰑨име CJ, т. е. имеет
относител󰑭но потока продуктов детонации скорост󰑭, равну󰑧 󰑬аморо󰑨енной скорости
󰑬вука.

Анали󰑬 устойчивости этой модели к пространственным во󰑬мущени󰑱м пока󰑬ал,
что модел󰑭 неустойчива и имеет сингул󰑱рну󰑧 особенност󰑭 в точке CJ и мо󰑨ет быт󰑭
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описана следу󰑧щей системой:

ρ0u0 = ρ0D = ρu = K,

dp

dx
=

K2

ρ2
dρ

dx
,

dh

dx
=

K2

ρ3
dρ

dx
,

ρ = ρ(h, ρ, ci) =
pcpm

R(h+Q)
,

K
dci
dx

= mi(v
′′
i − v′i)ε.

(7)

󰑪дес󰑭 p, ρ, h, s, ε 󰯹 давление, плотност󰑭, энтал󰑭пи󰑱, энтропи󰑱 и скорост󰑭 реакции
смеси; x 󰯹 координата; u 󰯹 скорост󰑭 потока относител󰑭но ударной волны; R 󰯹 абсо-
л󰑧тна󰑱 га󰑬ова󰑱 посто󰑱нна󰑱; N 󰯹 число компонент смеси; i 󰯹 номер компоненты; cpi,
h, mi, ci 󰯹 теплоемкост󰑭 при посто󰑱нном давлении, энерги󰑱 обра󰑬овани󰑱, молеку-
л󰑱рна󰑱 масса и массова концентраци󰑱 i-ой компоненты; v′′i , v′i 󰯹 стехиометрические
коэффициенты i-ой компоненты до и после реакции;

1

m
=

N󰁛

i=1

ci
mi

; Q = −
N󰁛

i=1

cihi

mi

; , cp =
N󰁛

i=1

cpici
mi

.

Дл󰑱 определени󰑱 устойчивости системы (7) построена функци󰑱 Л󰑱пунова. Про-
веденные исследовани󰑱 модифицированной модели ZND вы󰑱вили во󰑬мо󰑨ност󰑭 по-
строени󰑱 решений дл󰑱 двух типов самоподдер󰑨ива󰑧щихс󰑱 детонационных волн с
устойчивыми по Л󰑱пунову 󰑬онами горени󰑱 󰯹 дл󰑱 слабой и сил󰑭ной детонаций. При
этом скорост󰑭 слабой детонации относител󰑭но равновесного потока продуктов дето-
нации, не 󰑬авис󰑱ща󰑱 от структуры волны, соответствует равновесной скорости 󰑬ву-
ка. Сил󰑭на󰑱 󰑨е детонаци󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱 недос󰑨атой и распростран󰑱етс󰑱 в ре󰑨име CJ.
Именно на этот ре󰑨им выход󰑱т перес󰑨атые детонационные волны и детонаци󰑱 с
примыка󰑧щей волной ра󰑬ре󰑨ени󰑱. Отметим так󰑨е, что предполо󰑨ение о равенстве
теплоемкостей компонент смеси или о том, что смес󰑭 󰑱вл󰑱етс󰑱 совершенным га󰑬ом,
ограничивает модел󰑭, искл󰑧ча󰑱 решение дл󰑱 сил󰑭ной детонации.

Ре󰑬ул󰑭таты экспериментал󰑭ных, численных и аналитических исследований сго-
рани󰑱 поверхностных спинов представлены в [10]. При с󰑨игании набл󰑧даетс󰑱
небол󰑭шое п󰑱тно реакции, дви󰑨ущеес󰑱 по поверхности цилиндрического обра󰑬ца.
Это приводит к новой концепции двух типов спинов. Первый 󰯹 очен󰑭 󰑱рко выра-
󰑨енный нелинейный феномен, полученный экспериментал󰑭но. Второй представл󰑱ет
собой лиш󰑭 ре󰑬ул󰑭тат теоретических исследований, проводимых главным обра󰑬ом в
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рамках теории бифуркации и никогда не набл󰑧даемых в эксперименте. Существу-
ет 󰑬начител󰑭ное несоответствие ме󰑨ду количественной характеристикой двух типов
спинов.

В стат󰑭е сформулирован аналитический метод дл󰑱 прибли󰑨енного описани󰑱
сил󰑭ного сгорани󰑱 на поверхности. В двумерной модели предполагаетс󰑱, что как
несгоревшее топливо, так и продукты сгорани󰑱 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 твердыми, и конденсиро-
ванна󰑱 фа󰑬а эк󰑬отермической реакции происходит на цилиндрической поверхности с
центром сгорани󰑱, проника󰑧щим в обра󰑬ец на небол󰑭шу󰑧 глубину. Таким обра󰑬ом,
поскол󰑭ку дви󰑨ение спинового п󰑱тна почти перпендикул󰑱рно вектору средней ско-
рости волны сгорани󰑱, двумерна󰑱 󰑬адача мо󰑨ет быт󰑭 сведена к простой одномерной
󰑬адаче, котора󰑱 похо󰑨а на 󰑬адачу одновременного сгорани󰑱 с потер󰑱ми тепла.

Вы󰑱снены услови󰑱 наступлени󰑱 ре󰑨има спинового горени󰑱. Даны аналитические
выра󰑨ени󰑱 дл󰑱 ра󰑬личных величин, вкл󰑧ча󰑱 скорост󰑭 спина распространени󰑱, сред-
н󰑧󰑧 скорост󰑭 волны и температурный профил󰑭. Они 󰑬авис󰑱т от диаметра цилиндра
и потер󰑭 тепла. По мере увеличени󰑱 диаметра на поверхности цилиндра по󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱
два или более центров химической реакции (многоцентровое вращение).

Аппроксимиру󰑧ща󰑱 теори󰑱 сил󰑭ного спина описываетс󰑱 уравнением

κ
d2T

d2y
− v

dT

dy
+ q1 − q2 − q3 − q4 = 0, (8)

где q1 =
u

z
(Ta − T ) 󰯹 конвективный энергетический поток, , q2 = a

κ

z2

󰀕
T − T

a

󰀖
󰯹

потери тепла в смеси, q3 = a1
κ

z2
(T − Tb) 󰯹 тепловые потери в продуктах сгорани󰑱,

q4 =
κ

h2
(T − Ta) 󰯹 тепловые потери в окру󰑨а󰑧щей среде; a, a1 󰯹 соответству󰑧щие

коэффициенты тепловых потер󰑭, z 󰯹 шаг спина (вращени󰑱).
В 2020 году был 󰑬авершен эксперимент NASA (Saffire), который пока󰑬ал, что в

услови󰑱х микрогравитации горение имеет две фа󰑬ы: длител󰑭на󰑱 депрессивна󰑱 фа󰑬а,
так на󰑬ываемое 󰯺холодное горение󰯻 и быстрое горение в хаотически располо󰑨енных
󰯺гор󰑱чих точках󰯻 [11].

Ранее математическа󰑱 модел󰑭 феноменологического уравнени󰑱 спинового го-
рени󰑱 была предло󰑨ена 󰑯. Б. 󰑪ел󰑭довичем совместно с А. П. Алдушиным и
Б. А. Маломедом [12], [13]. Тогда 󰑨е были исследованы во󰑬ника󰑧щие пространствен-
ные нестационарные эффекты горени󰑱 полого цилиндра радиуса R:

ξ̈ + ξ = 2ε

󰀗
ξ̇

󰀕
1− 4

3
ξ̇2
󰀖
+

λ2

4π2
∆ξ̇ +

βλ

2π

√
−∆ξ̇

󰀘
. (9)
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󰑪дес󰑭 ξ = ξ(x, t) 󰯹 функци󰑱, описыва󰑧ща󰑱 фронт распространени󰑱 реакции горени󰑱;
0 < ε ≪ 1 󰯹 инкремент неустойчивости, λ > 0 󰯹 коррел󰑱ционна󰑱 длина теплопро-
водности св󰑱󰑬ей ме󰑨ду соседними участками фронта, β > 0 󰯹 коэффициент нело-
кал󰑭ной св󰑱󰑬и участков фронта. Точка о󰑬начает дифференцирование по времени,
а ∆ 󰯹 одномерный лапласиан.

Уравнение представл󰑱ет собой сингул󰑱рно во󰑬мущенное нелинейное параболиче-
ское уравнени󰑱 ван-дер-полевского типа.

Методом ква󰑬инормал󰑭ных форм динамика спиновых волн или, что то󰑨е самое,
решений типа бегущих волн 󰑬адачи (1) исследовалас󰑭 в [14]. Критерий устойчивости
бегущих волн был найден в работах Е. П. Белана и его соавторов [15], [16]. Ими 󰑨е
получен, так на󰑬ываемый, принцип 1:2 в󰑬аимодействи󰑱, а так󰑨е установлено 󰑱вление
высокомодовой буферности [17].

Вопросы существовани󰑱 и устойчивости периодических решений автономной па-
раболической системы дифференциал󰑭ных уравнений с 󰑬апа󰑬дыва󰑧щим аргументом
и малой диффу󰑬ией на окру󰑨ности рассмотрены в работе [18].

Емкий об󰑬ор работ по проблематике горени󰑱 был приведен в [19].

Раннее авторами были рассмотрены модели спинового горени󰑱, когда 󰑬она рас-
пространени󰑱 реакции вс󰑱 плоскост󰑭 и тонкостенный цилиндр [20], [21]. При этом
рассматриваетс󰑱 обобщение модели (1), в которой вместо оператора

√
−∆ испол󰑭-

󰑬овалс󰑱 псевдодифференциал󰑭ный оператор (−∆)α, 0 < α < 1. 󰑪адача дл󰑱 тонкого
кол󰑭ца R < r < R+δ при δ → 0 (см. [22]) сводитс󰑱 к 󰑬адаче на окру󰑨ности. Построе-
но интеграл󰑭ное представление решени󰑱 дл󰑱 окру󰑨ности (тонкостенного цилиндра),
а так󰑨е исследована устойчивост󰑭 прибли󰑨енных периодических решений.

Дал󰑭нейшее и󰑬ло󰑨ение будет относит󰑭с󰑱 к обобщенной модели феноменологиче-
ского горени󰑱, согласу󰑧щейс󰑱 с экспериментами.

1. Модел󰑭 спинового горени󰑱 на вещественной оси

Рассмотрим модел󰑭 бе󰑬га󰑬ового спинового горени󰑱, когда област󰑭 распростране-
ни󰑱 реакции вещественна󰑱 ос󰑭 x ∈ R

ü+ u = 2ε
󰀅
u̇
󰀃
1− µu̇2

󰀄
− ρ−2(−∆)u̇+ βρ−1(−∆)αu̇

󰀆
, 0 < α < 1,

u(x, 0) = u0(x), u̇(x, 0) = u1(x),
(10)

где ρ =
2π

λ
.
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В обра󰑬ах Фур󰑭е U(ξ, t) = (Fu)(ξ, t) = 1√
2π

󰁕
R u(x, t)e

−iξxdx 󰑬адача (10) предста-
вима в виде следу󰑧щего уравнени󰑱

Ü + U = 2ε
󰀅
1− ρ−2ξ2 + βρ−1ξ2α

󰀆
U̇ − 2εG(ξ, t), (11)

с начал󰑭ными услови󰑱ми

U(ξ, 0) = U0(ξ), U̇(ξ, 0) = U1(ξ), (12)

где G(ξ, t) = (Fµu̇3)(ξ, t), µ =
4

3
в модели 󰑪ел󰑭довича.

Введем обо󰑬начени󰑱

q(ρ, ξ) = 1− ρ−2ξ2 + βρ−1ξ2α. (13)

Рассмотрим линеари󰑬ованное уравнение (11):

Ü − 2εqU̇ + U = 0. (14)

Представл󰑱󰑱 󰑬ависимост󰑭 от времени t чере󰑬 U(ξ, t) = V (ξ)eωt, получим характе-
ристическое уравнение относител󰑭но ω:

ω2 − 2εqω + 1 = 0.

󰑪апишем ω в виде ω = Reω+ iImω = ω1 + iω2 и подставим в характеристическое
уравнение, приравн󰑱в коэффициенты при действител󰑭ной и мнимой част󰑱х:

ω2
1 − ω2

2 − 2εqω1 + 1 = 0,

(ω1 − εq)ω2 = 0.
(15)

И󰑬 второго уравнени󰑱 системы следует, что либо ω2 = 0, либо ω1 = εq (или
одновременно).

Если ω2 = 0, то ω1,j = εq ±
󰁳

ε2q2 − 1, j = 1, 2. При ε2q2 − 1 > 0 решением (14)
будет функци󰑱 вида

U(ξ, t) = eεqt
󰀓
V1(ξ)e

√
ε2q2−1t + V2(ξ)e

−
√

ε2q2−1t
󰀔
.

Если ε2q2 − 1 < 0, то ω1 󰑱вл󰑱етс󰑱 мнимым, что противоречит ω1 = Reω.
Если ω1 = εq, то ω2,j = ±

󰁳
1− ε2q2, j = 1, 2. При 1 − ε2q2 > 0 справедливо

следу󰑧щее представление:

U(ξ, t) = eεqt
󰀓
V1(ξ) cos

󰁳
1− ε2q2t+ V2(ξ) sin

󰁳
1− ε2q2t

󰀔
.

И, наконец, при ε2q2 − 1 = 0 решением (14) будет функци󰑱 вида
U(ξ, t) = eεqt (V1(ξ) + V2(ξ)t).
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Если одновременно ω2 = 0 и ω1 = εq, то и󰑬 первого уравнени󰑱 (15) получим, что
εq = ±1. Это соответствует рассмотренному выше случа󰑧, когда ε2q2 − 1 = 0.

Таким обра󰑬ом достаточно исследоват󰑭 три представлени󰑱 решени󰑱.
1.1. Представление решени󰑱. При ε2q2 − 1 > 0 однородное решение (14)

U(ξ, t) = V1(ξ)e
ω1,1t+V2(ξ)e

ω1,2t = V1(ξ)U1(ξ, t)+V2(ξ)U2(ξ, t), где ω1,1 = εq+
󰁳

ε2q2 − 1,
ω1,2 = εq −

󰁳
ε2q2 − 1, а частное неоднородное найдем с помощ󰑭󰑧 метода вариации

прои󰑬вол󰑭ной посто󰑱нной: Vj = Vj(ξ, t), j = 1, 2; получим систему и󰑬 двух св󰑱󰑬анных
уравнений: 󰀻

󰀿

󰀽
V̇1U1 + V̇2U2 = 0,

ω1,1V̇1U1 + ω1,2V̇2U2 = −2εG.
(16)

Тогда V̇1 =
2εG

(ω1,2 − ω1,1)U1

, V̇2 = − 2εG

(ω1,2 − ω1,1)U1

, где ω1,2 − ω1,1 = −2
󰁳

ε2q2 − 1.

Откуда

V1(ξ, t) = −
t󰁝

0

εG(ξ, τ)󰁳
ε2q2 − 1

e−ω1,1τdτ, V2(ξ, t) =

t󰁝

0

εG(ξ, τ)󰁳
ε2q2 − 1

e−ω1,2τdτ.

Тогда частное решение представимо в виде:

Uч(ξ, t) =
ε󰁳

ε2q2 − 1

t󰁝

0

(eω1,2(t−τ) − eω1,1(t−τ))G(ξ, τ)dτ.

Общему решени󰑧 соответствует выра󰑨ение

U(ξ, t) = V1(ξ)e
ω1,1t+V2(ξ)e

ω1,2t− ε󰁳
ε2q2 − 1

t󰁝

0

eεq(t−τ)sh
󰁳

ε2q2 − 1(t−τ)G(ξ, τ)dτ. (17)

Найдем коэффициенты V1, V2 и󰑬 начал󰑭ных условий (12):

U(ξ, 0) = V1 + V2 = U0,

U̇(ξ, 0) = V1ω1,1 + V2ω1,2 = U1.

После преобра󰑬ований получим, что V1 =
U1 − ω1,2U0󰁳

ε2q2 − 1
, V2 =

ω1,1U0 − U1󰁳
ε2q2 − 1

.

Тогда общее решение уравнени󰑱 (11):

U(ξ, t) =
U1(ξ)− ω1,2U0(ξ)󰁳

ε2q2 − 1
eω1,1t +

ω1,1U0(ξ)− U1(ξ)󰁳
ε2q2 − 1

eω1,2t−

− ε󰁳
ε2q2 − 1

t󰁝

0

eεq(t−τ)sh
󰁳

ε2q2 − 1(t− τ)G(ξ, τ)dτ.
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16 А. А. Гребенева, В. А. Лук󰑭󰑱ненко

1.2. Представление решени󰑱 в случае комплексных кор-
ней, когда ε2q2 − 1 < 0. Общее решение однородного уравнени󰑱:
U(ξ, t) = eεqt

󰀓
V1(ξ) cos

󰁳
1− ε2q2t+ V2(ξ) sin

󰁳
1− ε2q2t

󰀔
. Тогда частное

решение представимо как U(ξ, t) = V1(ξ, t)U1(ξ, t) + V2(ξ, t)U2(ξ, t), где
U1(t) = eεqt cos

󰁳
1− ε2q2t, U2(t) = eεqt sin

󰁳
1− ε2q2t. После подстановки в (11),

аналогично предыдущему случа󰑧, получим, что

V̇1 =
2εG(ξ, τ)e−εqt sin

󰁳
1− ε2q2t󰁳

1− ε2q2
, V̇2 = −2εG(ξ, τ)e−εqt cos

󰁳
1− ε2q2t󰁳

1− ε2q2
.

Откуда частное решение

Uч(ξ, t) =
2ε󰁳

1− ε2q2

t󰁝

0

eεq(t−τ) sin
󰁳

1− ε2q2(t− τ)G(ξ, τ)dτ.

Общему решени󰑧 соответствует выра󰑨ение

U(ξ, t) = eεqt(V1(ξ) cos
󰁳

1− ε2q2t+ V2(ξ) sin
󰁳

1− ε2q2t)+

+
2ε󰁳

1− ε2q2

t󰁝

0

eεq(t−τ) sin
󰁳

1− ε2q2(t− τ)G(ξ, τ)dτ.
(18)

Согласно начал󰑭ным услови󰑱м (12):

V1(ξ) = U0(ξ), V2(ξ) =
U1(ξ)− U0(ξ)εq󰁳

1− ε2q2
.

Тогда общему решени󰑧 уравнени󰑱 (11) соответствует нелинейное интеграл󰑭ное
уравнение в обра󰑬ах Фур󰑭е:

U(ξ, t) = eεqt(U0(ξ) cos
󰁳

1− ε2q2t+
U1(ξ)− U0(ξ)εq󰁳

1− ε2q2
sin

󰁳
1− ε2q2t)+

+
2ε󰁳

1− ε2q2

t󰁝

0

eεq(t−τ) sin
󰁳

1− ε2q2(t− τ)G(ξ, τ)dτ.

(19)

1.3. Представление решени󰑱 в случае, когда ε2q2 − 1 = 0. Частное решение
ищем в виде U(ξ, t) = eεqt(V1(ξ, t) + V2(ξ, t)t) = V1U1 + V2U2, где U1 = eεqt, U2 = eεqtt.

При подстановке в (11), получим систему и󰑬 двух св󰑱󰑬анных уравнений:
󰀻
󰀿

󰀽
V̇1U1 + V̇2U2 = 0,

εqV̇1U1 + (1 + εqt)V̇2U1 = −2εG.
(20)
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Тогда V̇1 = 2εe−εqtG(ξ, t)t, V̇2 = −2εe−εqtG(ξ, t), откуда

V1(ξ, t) = 2ε

t󰁝

0

e−εqτG(ξ, τ)τdτ, V2(ξ, t) = −2ε

t󰁝

0

e−εqτG(ξ, τ)dτ.

Тогда частное решение представимо в виде

Uч(ξ, t) = −2ε

t󰁝

0

(t− τ)eεq(t−τ)G(ξ, τ)dτ,

когда общее мо󰑨но найти по формуле

U(ξ, t) = V1e
εqt + V2e

εqtt− 2ε

t󰁝

0

(t− τ)eεq(t−τ)G(ξ, τ)dτ.

И󰑬 начал󰑭ных условий следует, что V1 = U0, V2 = U1 − εqU0. Тогда

U(ξ, t) = (1− εqt)eεqtU0(ξ) + teεqtU1(ξ) + 2ε

t󰁝

0

(t− τ)eεq(t−τ)G(ξ, τ)dτ.

Рассмотрим наиболее интересный случай (19) и󰑬 п. 1.2.
Во󰑬вратимс󰑱 к исходной функции u(x, t), примен󰑱󰑱 обратное преобра󰑬ование Фу-

р󰑭е u(x, t) = (F−1U)(ξ, τ) к случа󰑧 комплексных корней.
󰑪апишем (19) в виде

U(ξ, t) = K1(ξ, t)U0(ξ) +K2(ξ, t)U1(ξ) + 2ε

1󰁝

0

K3(ξ, τ)G(ξ, τ)dξ.

Теорема 1. 󰑪адача Коши дл󰑱 нелинейного уравнени󰑱 спинового горени󰑱 пред-
ставима в виде нелинейного интеграл󰑭ного уравнени󰑱 типа свертки

u(x, t) =

󰁝

R

(k1(x−ξ, t)u0(ξ)+k2(x−ξ, t)u1(ξ))dξ+2µε

t󰁝

0

󰁝

R

k3(x−ξ, t)u̇3(ξ, τ)dξdτ, (21)

kj(x, t) = F−1{Kj(ξ, t)}(x, t), j = 1, 2, 3; K1(ξ, t) = eεqt

󰀥
cos

󰁳
1− ε2q2t− sin

󰁳
1− ε2q2t󰁳

1− ε2q2

󰀦
;

K2(ξ, t) = K3(ξ, t) = eεqt
sin

󰁳
1− ε2q2t󰁳

1− ε2q2
; q = 1− ρ−2ξ2 + βρ−1ξ2α.

Более подробно выкладки приведем дл󰑱 󰑬адачи на R2.
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2. Модел󰑭 спинового горени󰑱 на всей плоскости

Аналогично рассматриваетс󰑱 случай, когда област󰑭 распространени󰑱 фронта ре-
акции вс󰑱 плоскост󰑭 R2:

ü+ u = 2ε

󰀗
u̇
󰀃
1− µu̇2

󰀄
+

λ2

4π2
∆u̇+

βλ

2π
(−∆)αu̇

󰀘
, t > 0, x, y ∈ R, (22)

u(x, y, 0) = u0(x, y), u̇(x, y, 0) = u1(x, y). (23)

Дл󰑱 решени󰑱 󰑬адачи (2)-(3) во всем пространстве применим двойное преобра󰑬о-
вание Фур󰑭е:

U(ξ, η, t) = (Fu) (ξ, η, t) =
1

2π

󰁝

R2

u(x, y, t)ei(xξ+ηy)dxdy. (24)

Теорема 2. 󰑪адача Коши (2)-(3) дл󰑱 нелинейного уравнени󰑱 спинового горени󰑱
представима в виде нелинейного интеграл󰑭ного уравнени󰑱 вида

u(x, y, t) =

󰁝

R2

(k1(x− ξ, y − η, t)u0(ξ, η) + k2(x− ξ, y − η, t)u1(ξ, η))dξdη−

− 2µε

t󰁝

0

󰁝

R2

k3(x− ξ, y − η, t)u̇3(ξ, η, τ)dξdηdτ ,

(25)

где kj(x, y, t) = F−1 {Kj(ξ, η, t)} (x, y, t), j = 1, 2, 3; ξ = ρ cos θ, η = ρ sin θ;

K1(ξ, η, t) = eεqt

󰀥
cos

󰁳
1− ε2q2t− εq

sin
󰁳

1− ε2q2󰁳
1− ε2q2

󰀦
;

K2(ξ, η, t) = K3(ξ, η, t) = eεqt
sin

󰁳
1− ε2q2t󰁳

1− ε2q2
; q = 1− λ2

4π2
(ξ2 + η2) +

λβ

2π
(ξ2 + η2)α.

Дока󰑬ател󰑭ство. Дл󰑱 реакции во всем пространстве применим двойное пре-
обра󰑬ование Фур󰑭е (24). Тогда дл󰑱 (2)-(3) получим 󰑬адачу Коши с коэффициентами,
󰑬авис󰑱щими от параметров ξ, η ∈ R:

LU ≡ Utt − 2ε

󰀕
1− λ2

4π2
(ξ2 + η2) +

λβ

2π
(ξ2 + η2)α

󰀖
Ut + U = 2εG(ξ, η, t), (26)

U(ξ, η, 0) = U0(ξ, η), Ut(ξ, η, 0) = U1(ξ, η),

где G(ξ, η, t) обо󰑬начено преобра󰑬ование Фур󰑭е F (−µu̇3), µ =
4

3
.

Обо󰑬начим чере󰑬 q(ρ) = 1−λ2(ξ2+η2)+λβ(ξ2+η2)α = 1−λ2ρ2+λβρ2α, в пол󰑱рной
системе координат ξ = ρ cos θ, η = ρ sin θ.
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󰑪ависимост󰑭 от t выберем в виде U(ξ, η, t) = C(ξ, η)eωt, тогда характеристическое
уравнение линейной части имеет вид:

ω2 − 2εqω + 1 = 0. (27)

Пуст󰑭 ε = 0. Тогда:
ω2 + 1 = 0 ⇒ ω = ±i.

Решение примет вид:

U(ξ, η, t) = C1(ξ, η) cos t+ C2(ξ, η) sin t. (28)

Дл󰑱 корней характеристического уравнени󰑱 (27):

ω1,2 = εq(ρ)±
󰁳

ε2q2(ρ)− 1 (29)

во󰑬мо󰑨ны три случа󰑱:

1. Корни кратные и действител󰑭ные, если ε2q2(ρ)− 1 = 0.
2. Корни ра󰑬личные и действител󰑭ные, если ε2q2(ρ)− 1 > 0.
3. Корни комплексные, если ε2q2(ρ)− 1 < 0.

Первые два случа󰑱 соответству󰑧т 󰑬атуха󰑧щим (или растущим) решени󰑱м. Наи-
бол󰑭ший интерес представл󰑱󰑧т комплексные корни вида
ω = Reω + iImω = ω1 + iω2. В пол󰑱рной системе координат ω1 = εq(ρ),
ω2 =

󰁳
1− ε2q2(ρ).

В случае комплексных корней (29) дл󰑱 характеристического уравнени󰑱 (27) об-
щее решение однородного уравнени󰑱 (5) LU = 0 имеет вид:

U(ξ, η, t) = eω1t (C1(ξ, η) cosω2t+ C2(ξ, η) sinω2t) =

= C1(ξ, η)U1(ξ, η, t) + C2(ξ, η)U2(ξ, η, t),

где U1(ξ, η, t) = eω1t cosω2t и U2(ξ, η, t) = eω1t sinω2t соответственно равны.
Тогда частное решение представимо в виде:

Uч = C1(t)e
ω1t cosω2t+ C2(t)e

ω1t sinω2t = C1(t)U1(t) + C2(t)U2(t).

Подставл󰑱󰑱 в (5), получим систему уравнений относител󰑭но C1(t), C2(t):
󰀻
󰀿

󰀽
C

′
1U1 + C

′
2U2 = 0

C
′
1U

′
1 + C

′
2U

′
2 = 2εG,

где U
′
1 = eω1t (ω1 cosω2t− ω2 sinω2t), U

′
2 = eω1t (ω1 sinω2t+ ω2 cosω2t).

Найдем вид частного решени󰑱:
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Uч(t) = 2ε

t󰁝

0

U1(ξ, η, τ)U2(ξ, η, t)− U2(ξ, η, τ)U1(ξ, η, t)

U1U
′
2 − U2U

′
1

G(ξ, η, τ)dτ =

= 2ε

t󰁝

0

eω1(ξ,η)(t−τ) sin(ω2(ξ, η)(t− τ))

ω2(ξ, η, τ)
G(ξ, η, τ)dτ.

Найдем коэффициенты C1, C2 и󰑬 начал󰑭ных условий:

U(ξ, η, 0) = C1 = U0(ξ, η),

Ut(ξ, η, 0) = C1ω1 + C2ω2 = U1(ξ, η).

Тогда общее решение уравнени󰑱 (3):

U(ξ, η, t) = U0e
εqt cos

󰁳
1− ε2q2t+

U1 − εqU0󰁳
1− ε2q2

eεqt sin
󰁳

1− ε2q2t+

+2ε

t󰁝

0

eεq(t−τ) sin(
󰁳

1− ε2q2(t− τ))󰁳
1− ε2q2

G(ξ, η, τ)dτ = U0

󰀓
eεqt cos

󰁳
1− ε2q2t−

− εq󰁳
1− ε2q2

eεqt sin
󰁳

1− ε2q2t

󰀤
+ U1

eεqt sin
󰁳

1− ε2q2t󰁳
1− ε2q2

+

+2ε

t󰁝

0

eεq(t−τ) sin
󰁳

1− ε2q2(t− τ)󰁳
1− ε2q2

G(ξ, η, τ)dτ.

Представление решени󰑱 󰑬адачи Коши (5) с правой част󰑭󰑧 2εG(ξ, η, t) мо󰑨но
представит󰑭 в виде:

U(ξ, η, t) = U0(ξ, η)K1(ξ, η, t) + U1(ξ, η)K2(ξ, η, t)+ (30)

+2ε

t󰁝

0

K3(ξ, η, τ)G(ξ, η, τ)dτ,

где K1(ξ, η, t) = eεqt

󰀥
cos

󰁳
1− ε2q2t− εq

sin
󰁳

1− ε2q2t󰁳
1− ε2q2

󰀦
;

K2(ξ, η, t) = K3(ξ, η, t) = eεqt
sin

󰁳
1− ε2q2t󰁳

1− ε2q2
.

Применив к (30) обратное преобра󰑬ование Фур󰑭е, с учетом теоремы о свертке
F−1{KG} = k ∗ g [24], получим искомое представление (4).

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2022, 3



Некоторые 󰑬адачи феноменологического спинового горени󰑱 21

В операторном виде u = A(u̇3) + f , где f отвечает начал󰑭ным услови󰑱м и внеш-
нему во󰑬действи󰑧, A 󰯹 оператор с 󰑱дром

k3(x, y, t) =
1

2π

󰁝

R2

eεqt
sin

󰁳
1− ε2q2t󰁳

1− ε2q2
e−i(xξ+yη)dξdη.

Дл󰑱 его вычислени󰑱 перейдем к пол󰑱рным координатам: ξ = ρ cos θ,
η = ρ sin θ. Согласно [23] интеграл󰑭ное представление функции Бессе-

л󰑱 J0(rρ) =
1

2π

π󰁝

−π

e−iρ(x cos θ+y sin θ)dθ, где x = r cosϕ, y = r sinϕ. Откуда

k3(x, y, t) =

∞󰁝

0

eεq(ρ)t
sin

󰁳
1− ε2q2(ρ)t

b(ρ)
J0(rρ)ρdρ.

Если u0(x, y) = 0, u1(x, y) = 0, получаем нелинейное уравнение u = A(u̇3) или
u̇ = At(u̇

3), или, обо󰑬начив v = u̇, получим уравнение v = Atv
3 удобное дл󰑱 примене-

ни󰑱 итерационных методов.

3. Периодический случай уравнени󰑱 спинового горени󰑱

Рассмотрим модел󰑭 бе󰑬га󰑬ового спинового горени󰑱, когда област󰑭 распростране-
ни󰑱 реакции вещественна󰑱 ос󰑭 x ∈ R с периодическими услови󰑱ми по пространствен-
ной переменной:

ü+ u = 2ε
󰀅
u̇
󰀃
1− µu̇2

󰀄
− ρ−2(−∆)u̇+ βρ−1(−∆)αu̇

󰀆
, 0 < α < 1, x ∈ R, t > 0,

u(x+ 2π, t) = u(x, t),

u(x, 0) = u0(x), u̇(x, 0) = u1(x),

(31)

где ρ =
2π

λ
.

󰑪адача на вещественной оси x ∈ R с услови󰑱ми периодичности эквивалентна
󰑬адаче на окру󰑨ности, котора󰑱 соответствует спиновым ре󰑨имам горени󰑱 тонко-
стенного цилиндра радиуса R [22].

Определим действие дробной степени лапласиана (−∆)α с помощ󰑭󰑧 действи󰑱
оператора −∆ или с помощ󰑭󰑧 дискретного преобра󰑬овани󰑱 Фур󰑭е W :

u(x, t) =
∞󰁛

n=−∞
un(t)e

inx = Wu,

un = W−1u.
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Так как (−∆)u =
∞󰁓

n=−∞
un(t)n

2e−inx, то действие дробного лапласиана определ󰑱-

етс󰑱 следу󰑧щим обра󰑬ом:

(−∆)αu̇ =
∞󰁛

n=−∞
u̇n(t)n

2αeinx.

В обра󰑬ах Фур󰑭е дл󰑱 функций un(t) получим:

Lun ≡ ün − 2ε

󰀕
1− λ2n2

4π2
+

βλ

2π
n2α

󰀖
u̇n + un = 2εgn(t),

где gn = W−1G, G(x, t) = −
∞󰁓

n=−∞
gne

inx = −4

3
u̇3.

Дл󰑱 уравнени󰑱 Lun = 0 соответству󰑧щее характеристическое уравнение:

ω2
n − 2εqnωn + 1 = 0, (32)

где qn = 1− λ2n2

4π2R
+

βλ

2π
n2α.

Построим решение 󰑬адачи (31) дл󰑱 комплексных корней характеристического
уравнени󰑱 (32):

(ω1,2)n = ε

󰀕
1− λ2n2

4π2
+

βλ

2π
n2α

󰀖
± i

󰁶

1− ε2
󰀕
1− λ2n2

4π2
+

βλ

2π
n2α

󰀖2

,

где (ω1,2)n = Reωn ± iImωn, Reωn = εqn, Imωn =
󰁳

1− ε2q2n.
Лемма 2.
Решение начал󰑭но-краевой 󰑬адачи (31) дл󰑱 комплексных корней представимо в

виде

u(x, t) =
1

2π

π󰁝

−π

(K1(x− s)u0(s) +K2(x− s)u1(s)) ds−

−2µε

t󰁝

0

1

2π

π󰁝

−π

K3(x− s, t− τ)u̇3(s, τ)dsdτ, (33)

где (k1)n (t) =
(ω2)ne

(ω2)nt + (ω1)ne
(ω1)nt

(ω2)n − (ω1)n
, (k2)n(t) =

e(ω2)nt + e(ω1)nt

(ω2)n − (ω1)n
,

(k3)n(t) =
sin

󰁳
1− ε2q2nt󰁳

1− ε2q2n
eεqnt, Kj(x, t) = W (kj)n(x, t), j = 1, 2,

1

2π

π󰁝

−π

K3(x− s, t− τ)u̇3(s, τ)dsdτ = W (k3)ngn, ε2q2n − 1 < 0.
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Представление (33) по󰑬вол󰑱ет находит󰑭 вид прибли󰑨енного решени󰑱 в 󰑬ависи-
мости от параметров. Если искат󰑭 решение уравнени󰑱 (33) методом централ󰑭ных
многообра󰑬ий, то приходим к утвер󰑨дени󰑧 работы [22] об асимптотическом пред-
ставлении решени󰑱 и его устойчивости.

4. Ра󰑬решимост󰑭 уравнени󰑱 дл󰑱 ограниченной области

Одним и󰑬 ва󰑨ных вопросов 󰑱вл󰑱етс󰑱 исследование ра󰑬решимости 󰑬адачи фено-
менологического уравнени󰑱 (существование и единственност󰑭) в случае круговых
областей Ω (окру󰑨ност󰑭, круг, кол󰑭цо) или прои󰑬вол󰑭ных ограниченных с гладкой
границей.

󰑪адачу спинового горени󰑱 в ограниченной области Ω ∈ R2 мо󰑨но 󰑬аписат󰑭 в виде
следу󰑧щей системы уравнений

u̇ = v,

v̇ = −u+ 2ε

󰀗
v

󰀕
1− 4

3
v2
󰀖
− λ2

4π2
(−∆) v +

βλ

2π
(−∆)αv

󰀘
.

(34)

Определим A0v := −∆v, D(A0) =

󰀝
v ∈ L2(Ω) : v ∈ C∞(Ω),

∂v

∂n
= 0 (∂Ω)

󰀞
. Обо-

󰑬начим чере󰑬 A расширение по Фридрихсу оператора A0. A = A∗ ≥ 0; {λk(A)},
{uk(A)}, k = 1, 2, . . . 󰯹 система собственных 󰑬начений и собственных функций опе-
ратора A, обра󰑬у󰑧ща󰑱 ортонормированный ба󰑬ис в L2(Ω), λ1 = 0.

Обо󰑬нача󰑱 чере󰑬 ρ =
2π

λ
бифуркационный параметр, при ξ = (u, v)T система (34)

󰑬апишетс󰑱 в виде 󰑬адачи Коши дл󰑱 эвол󰑧ционного нелинейного уравнени󰑱
dξ

dt
= −A ξ + N (ξ), t > 0,

ξ(0) = ξ0,
(35)

где ξ0 =

󰀣
u0

u1

󰀤
, A :=

󰀣
0 −I

I B

󰀤
, B := 2ε [ρ−2A− βρ−1Aα − I], D(B) = D(A),

D(A ) = L2(Ω)×D(A), N (ξ) :=

󰀳

󰁃
0

−ε
8

3
v3

󰀴

󰁄, D(N) = L2(Ω)× L2(Ω).

Пока󰑨ем, что оператор B 󰑬амкнут. Оператор Aα 󰯹 A-ограничен (существу-
ет a > 0: 󰀂Aα󰀂 ≤ a󰀂A󰀂). Спектр A дискретен и λ1(A) = 0. Дл󰑱 оператора
Лапласа A = −∆ с услови󰑱ми Неймана это условие выполн󰑱етс󰑱. Тогда опера-
тор ρ−2A − βρAα самосопр󰑱󰑨ен и 󰑬амкнут. Оператор I ограничен. Следовател󰑭-
но, B = 2ε [ρ−2A− βρAα − I] 󰑬амкнут. Мно󰑨ество собственных 󰑬начений {λk} с
собственными функци󰑱ми {uk(A)} 󰯹 ортономированный в L2(Ω) ба󰑬ис. Спектр
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σ(B) = {2ε(ρ−2λk − βρ−1λ2
k − 1)}∞k=1, ни󰑨н󰑱󰑱 гран󰑭 оператора B вычисл󰑱етс󰑱 по фор-

муле
−γ := min

k

󰀋
2ε

󰀅
ρ−2λk(A)− βρ−1λα

k (A)− 1
󰀆󰀌

(γ > 0). (36)

Следовател󰑭но,
(Bv, v) ≥ −γ(v, v) ∀v ∈ D(A).

Итак, A =

󰀣
0 0

0 −B

󰀤
+

󰀣
0 −I

I 0

󰀤
󰑬амкнутый, как сумма 󰑬амкнутого

󰀣
0 0

0 −B

󰀤

и ограниченного

󰀣
0 −I

I 0

󰀤
.

Приведем оценку дл󰑱 нелинейного слагаемого N (ξ) =

󰀳

󰁃
0

−8

3
εv3

󰀴

󰁄.

󰀂N (ξ1)− N (ξ2)󰀂2 =

󰀐󰀐󰀐󰀐󰀐󰀐

0

−8

3
ε (v31 − v32)

󰀐󰀐󰀐󰀐󰀐󰀐

2

=
64ε2

9
󰀂v31 − v32󰀂L2(Ω), vi = v(ξi), i = 1, 2.

󰀂v31−v32󰀂L2(Ω) =

󰀳

󰁃
󰁝

Ω

|v1 − v2|2 · (v21 + v1v2 + v22)
2dΩ

󰀴

󰁄

1
2

≤ sup
Ω

|v21+v1v2+v22|·󰀂v1−v2󰀂L2 ≤

≤ 3

2
sup(|v1|2 + |v2|2)󰀂v1 − v2󰀂L2 ≤ a(󰀂v1󰀂2L∞ + 󰀂v2󰀂2L∞)󰀂v1 − v2󰀂L2 .

Дока󰑨ем секториал󰑭ност󰑭 оператора A :=

󰀣
0 −I

I B

󰀤
. Дл󰑱 этого оценим действи-

тел󰑭ну󰑧 и мниму󰑧 части:

Re(A ξ, ξ) = (Bv, v) ≥ −γ󰀂v󰀂2,

|Im(A ξ, ξ)| = 2|Im(u, v)| ≤ 2󰀂u󰀂 · 󰀂v󰀂.
Дл󰑱 л󰑧бого δ > 0, ε > 0 справедливо:

Re(A ξ, ξ)−δ|Im(A ξ, ξ)| ≥ −γ󰀂v󰀂2−2δ󰀂u󰀂·󰀂v󰀂 ≥
󰀏󰀏󰀏󰀏2󰀂u󰀂 · 󰀂v󰀂 ≤ 1

ε
󰀂u󰀂2 + ε󰀂v󰀂2 − 2δ󰀂u󰀂 · 󰀂v󰀂

󰀏󰀏󰀏󰀏 ≤

≤ −γ󰀂v󰀂2 − δ

ε
󰀂u󰀂2 − δε󰀂v󰀂2 =

= −
󰀗
(γ + δε)󰀂v󰀂2 + δ

ε
󰀂u󰀂2

󰀘
= −γ +

󰁳
γ2 + 4δ2

2
󰀂ξ󰀂2 = −γ(δ)󰀂ξ󰀂2,

где 2󰀂u󰀂 · 󰀂v󰀂 ≤ 1

ε
󰀂u󰀂2 + ε󰀂v󰀂2 ∀ε > 0, где ε =

2δ

γ +
󰁳

γ2 + 4δ2
,
δ

ε
= γ + δε.
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Тогда
Re((A + γ(δ))ξ, ξ)− δ|Im((A + γ(δ))ξ, ξ)| ≥ 0,

|Im((A + γ(δ))ξ, ξ)|
Re((A + γ(δ))ξ, ξ)

≤ 1

δ
,

W (A +
γ +

󰁳
γ2 + 4δ2

2
) ⊂ S

󰀕
arctg

1

δ

󰀖
,

где W 󰯹 числова󰑱 област󰑭 󰑬начений оператора A со сдвигом
γ +

󰁳
γ2 + 4δ2

2
и сек-

тором arctg
1

δ
.

Отс󰑧да следует, что огиба󰑧щу󰑧 семейства кривых (x, y) ∈ R2 мо󰑨но построит󰑭
тол󰑭ко в области {x ≤ 0}. В области {x ≥ 0} это будет полоса {x ≥ 0, |y| ≤ 1}.

Тогда F (x, y, δ) = y − 1

δ

󰀣
x+

γ +
󰁳

γ2 + 4δ2

2

󰀤
:

󰀻
󰁁󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰁁󰀽

y =
1

δ

󰀣
x+

γ +
󰁳

γ2 + 4δ2

2

󰀤

1

δ2

󰀣
x+

γ +
󰁳

γ2 + 4δ2

2

󰀤2

− 1

δ

󰀣
8γ

4
󰁳

γ2 + 4δ2

󰀤
= 0,

откуда
󰀕
x+

δ

2

󰀖2

·
󰀕
δ

2

󰀖−2

+ y2 = 1.

Дока󰑨ем максимал󰑭ност󰑭 оператора A . Она следует и󰑬 того, что
ρ(A) ∩ {λ < −γ} ∕= ∅ (т. е. существует хот󰑱 бы одна регул󰑱рна󰑱 точка на

Reλ < 0): A + λI =

󰀣
λ −I

I B + λ

󰀤
.

Провед󰑱 фактори󰑬аци󰑧 Шура-Фробениуса

A+ λI =

󰀣
I −Rλ(B)

0 I

󰀤󰀣
λ+ Rλ(B) 0

0 B + λ

󰀤󰀣
I 0

Rλ(B) I

󰀤
,

делаем вывод, что существует регул󰑱рна󰑱 точка λ+Rλ(B) ≫ 0, B+λ ≫ 0 при λ > γ.
Таким обра󰑬ом, оператор −A 󰯹 генератор голоморфной полугруппы U(t):

󰀂U(t)󰀂 ≤ Me−γt, ∀t ≥ 0.

Тип полугруппы мо󰑨ет быт󰑭 уточнен чере󰑬 исследование спектра A .
И󰑬 полученных оценок следует
Утвер󰑨дение 2. 󰑪адача бе󰑬га󰑬ового спинового горени󰑱 (34) дл󰑱 ограниченных

областей локал󰑭но ра󰑬решима.
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󰑪акл󰑧чение

В работе приведен об󰑬ор по ра󰑬личным математическим модел󰑱м теории горени󰑱,
начина󰑱 с теоретических основ, 󰑬ало󰑨енных еще Т. П. Ивлевой и А. Г. Мер󰑨ановым,
󰑬аканчива󰑱 современными исследовани󰑱ми и работами авторов.

Основной 󰑱вл󰑱етс󰑱 модел󰑭 спинового горени󰑱 с псевдодифференциал󰑭ным опера-
тором (−∆)α, 0 < α < 1, котора󰑱 обобщает модел󰑭, предло󰑨енну󰑧 󰑯. Б. 󰑪ел󰑭довичем
совместно с А. П. Алдушиным и Б. А. Маломедом на окру󰑨ности. В работе 󰑬ада-
ча исследуетс󰑱 на R, R2 и на R в классе периодических функций. Уравнение на
вещественной оси R сравниваетс󰑱 с модел󰑭 бе󰑬га󰑬ового спинового горени󰑱 на всей
плоскости и соответству󰑧щее ей интеграл󰑭ное представление 󰑬адачи, полученное с
испол󰑭󰑬ованием преобра󰑬овани󰑱 Фур󰑭е по пространственным переменным.

Дл󰑱 модели с периодическими услови󰑱ми по пространственной переменной уста-
новлена согласованност󰑭 с модел󰑭󰑧 горени󰑱 на окру󰑨ности, котора󰑱 соответствует
спиновым ре󰑨имам горени󰑱 тонкостенного цилиндра. Дл󰑱 последней с помощ󰑭󰑧 дис-
кретного преобра󰑬овани󰑱 Фур󰑭е получено представление 󰑬адачи в виде нелинейного
интеграл󰑭ного уравнени󰑱 типа свертки.

Пока󰑬ано, что исходна󰑱 󰑬адача мо󰑨ет быт󰑭 󰑬аписана в операторной форме и до-
ка󰑬ано дл󰑱 ограниченной области, что ее оператор 󰑱вл󰑱етс󰑱 генератором голоморф-
ной полугруппы. Исследованы услови󰑱 максимал󰑭ности, секториал󰑭ности оператора.
Откуда следует локал󰑭на󰑱 ра󰑬решимост󰑭 󰑬адачи дл󰑱 ограниченных областей.

Дал󰑭нейший интерес представл󰑱ет рассмотрение 󰑬адачи спинового горени󰑱 на ве-
щественной оси с 󰑬апа󰑬дыванием по пространственной переменной или по времени.
Исследование соответству󰑧щих спектрал󰑭ных 󰑬адач и построение решени󰑱 итераци-
онным методом на ба󰑬е интеграл󰑭ного представлени󰑱.

Авторы благодар󰑱т Д. А. 󰑪акору 󰑬а ценные советы и обсу󰑨дение вопроса локал󰑭-
ной ра󰑬решимости дл󰑱 ограниченных областей.
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The development of a hybrid recommendation system.

Kozlova M. G., Germanchuk M. S.

Abstract. Recommender systems are programs for finding objects that respond to user’s
interests. Most often, recommender systems are used in Internet networks for commercial
purposes. To attract users to the website, the recommender system is adapted to their tastes
and preferences. "Intelligence-of recommendations allows users to find information that interests
the them. Based on the type of objects, the audience coverage, the method of obtaining
information about objects and users, as well as the required accuracy and completeness of
the recommendations, methods and algorithms on which the system of recommendations is
based are selected. The most common methods include statistical methods, collaborative filtering
techniques, content filtering methods, contextual methods and hybrid methods. Each of these
methods has its advantages and disadvantages. Some of the problems that are involved with
developing recommender systems are difficult to solve within a single method, so hybrid
recommender systems are of interest. The optimal combination of methods allows to develop
the most effective system of recommendations. For example, combining collaborative filtering
and content filtering takes advantage of these methods individually. Content filtering compares
the content of objects with the interests of the user, but does not take into account the quality of
these objects. In collaborative filtering recommendations are made depending on the ratings of
users ratings (estimates). Therefore, the user will not be offered objects with a low rating. Also,
collaborative filtering gives the user atypical objects that are not included in the list of interests
of the user, but could please him. Thus, the problem of limiting the range of interests of the user
is solved. The content filtering method, in turn, solves the problem of new objects. If the object
has not been rated by any user yet, it will not be included in any list of collaborative filtering
recommendations. However, if you add an object to the database and specify some information
about it in the form of text (or if the object itself is text), content filtering will be able to identify
the most similar objects and recommend it to users who chose such objects. The purpose of the
work: to identify the main problems of recommender systems and methods of their solution; to
develop a hybrid system of recommendations, using as the basic methods of collaborative filtering
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and content filtering; using metrics of accuracy and completeness, to determine the most effective
method of composition methods.

Keywords: hybrid recommender system, collaborative filtering techniques, content filtering
method, accuracy and completeness criteria

Введение

Системы рекомендаций (СР) 󰯹 это программы дл󰑱 поиска об󰑫ектов, которые от-
веча󰑧т интересам пол󰑭󰑬овател󰑱. В частности, в СР прогно󰑬иру󰑧тс󰑱 оценки, которые
с наибол󰑭шей веро󰑱тност󰑭󰑧 данный пол󰑭󰑬овател󰑭 поставит определенному об󰑫екту.

Чаще всего СР испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 в Интернет-сет󰑱х дл󰑱 коммерческих целей. Дл󰑱
привлечени󰑱 пол󰑭󰑬овател󰑱 на веб-сайт система рекомендаций адаптируетс󰑱 под его
вкусы и предпочтени󰑱. 󰯺Интеллектуал󰑭ност󰑭󰯻 выдачи рекомендаций по󰑬вол󰑱ет на-
ходит󰑭 информаци󰑧, котора󰑱 интересует пол󰑭󰑬овател󰑱.

Исход󰑱 и󰑬 типа об󰑫ектов, охвата аудитории, способа получени󰑱 информации об
об󰑫ектах и пол󰑭󰑬овател󰑱х, а так󰑨е требуемой точности и полноты рекомендаций,
выбира󰑧тс󰑱 методы и алгоритмы, на основе которых строитс󰑱 СР. К наиболее рас-
пространенным методам относ󰑱т: статистические методы, метод коллаборативной
фил󰑭трации (КФ), методы фил󰑭трации по содер󰑨имому (ФС), контекстные методы,
гибридные и др.

Ка󰑨дый и󰑬 перечисленных методов имеет свои преимущества и недостатки.
Некоторые проблемы, св󰑱󰑬анные с ра󰑬работкой СР, трудно решит󰑭, испол󰑭󰑬у󰑱 один
метод, поэтому интерес представл󰑱󰑧т гибридные СР. Оптимал󰑭ное комбинирование
методов по󰑬вол󰑱ет ра󰑬работат󰑭 наиболее эффективну󰑧 СР. Например, в об󰑫едине-
нии КФ и ФС реали󰑬у󰑧тс󰑱 преимущества, присущие данным методам по отдел󰑭но-
сти. В методе ФС сравниваетс󰑱 содер󰑨ание об󰑫ектов с интересами пол󰑭󰑬овател󰑱, но
не учитываетс󰑱 качество этих об󰑫ектов. В КФ вырабатыва󰑧тс󰑱 рекомендации в 󰑬а-
висимости от рейтинга оценок, поставленных пол󰑭󰑬овател󰑱ми. Следовател󰑭но, пол󰑭-
󰑬овател󰑧 не будут предлагат󰑭с󰑱 об󰑫екты с ни󰑬ким рейтингом. Так󰑨е КФ выдает
пол󰑭󰑬овател󰑧 нетипичные об󰑫екты, которые не вход󰑱т в список интересов пол󰑭󰑬ова-
тел󰑱, но могли бы ему понравит󰑭с󰑱. Таким обра󰑬ом, решаетс󰑱 проблема ограничени󰑱
круга интересов пол󰑭󰑬овател󰑱.

Метод ФС, в сво󰑧 очеред󰑭, по󰑬вол󰑱ет решит󰑭 проблему новых об󰑫ектов. Если
об󰑫ект еще не оценил никто и󰑬 пол󰑭󰑬ователей, то он не попадет ни в один список
рекомендаций КФ. Но если при добавлении об󰑫екта в ба󰑬у данных ука󰑬ыват󰑭 о нем
каку󰑧-то информаци󰑧 в виде текста (или если этот об󰑫ект сам 󰑱вл󰑱етс󰑱 текстовым),
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то ФС смо󰑨ет определит󰑭 наиболее похо󰑨ие на него об󰑫екты и рекомендоват󰑭 его
пол󰑭󰑬овател󰑱м, которые выбирали подобные об󰑫екты.

Цел󰑭 работы: выделит󰑭 основные проблемы СР и методы их решени󰑱; ра󰑬рабо-
тат󰑭 гибридну󰑧 СР, испол󰑭󰑬у󰑱 в качестве ба󰑬овых методы коллаборативной фил󰑭тра-
ции и фил󰑭трации по содер󰑨имому; испол󰑭󰑬у󰑱 метрики точности и полноты, опре-
делит󰑭 наиболее эффективный способ компо󰑬иции методов.

1. ОБ󰑪ОР РЕ󰑪УЛ󰑩ТАТОВ ПО РА󰑪РАБОТКЕ СИСТЕМ
РЕКОМЕНДАЦИЙ

Отметим, что у󰑨е более 25 лет ведутс󰑱 исследовани󰑱 по ра󰑬работке и усовер-
шенствовани󰑧 СР. Чтобы сделат󰑭 их наиболее точными и быстрыми, испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱
ра󰑬личные методы и алгоритмы; бе󰑬 и󰑬учени󰑱 СР в насто󰑱щее врем󰑱 не обходитс󰑱 ни
один курс машинного обучени󰑱. Одними и󰑬 первых учитыват󰑭 предпочтени󰑱 пол󰑭-
󰑬ователей стали ра󰑬работчики цифрового видеомагнитофона TiVo, автоматически
󰑬аписыва󰑧щего интересные дл󰑱 пол󰑭󰑬овател󰑱 передачи. В основу системы рекомен-
даций был предло󰑨ен так на󰑬ываемый метод коллаборативной фил󰑭трации, который
учитывал сходство предпочтений пол󰑭󰑬ователей. Если на ра󰑬личных устройствах
TiVo ра󰑬личные пол󰑭󰑬ователи выбирали, как правило, дл󰑱 просмотра одни и те 󰑨е
программы, а потом один пол󰑭󰑬овател󰑭 начинал регул󰑱рно смотрет󰑭 каку󰑧-либо но-
ву󰑧 передачу, то эту передачу рекомендовали и другим пол󰑭󰑬овател󰑱м. Сбор данных
дл󰑱 выработки рекомендаций достигалс󰑱 с помощ󰑭󰑧 учета, какие кнопки и в какое
врем󰑱 на󰑨имал пол󰑭󰑬овател󰑭. Данные отправл󰑱лис󰑭 на централ󰑭ный сервер, где и
подсчитывалис󰑭 ре󰑬ул󰑭таты [1].

В ра󰑬работку СР огромный вклад внесла компани󰑱 проката DVD дисков Netflix.
Компани󰑱 активно 󰑬анималас󰑭 усовершенствованием коллаборативной фил󰑭трации,
устраива󰑱 открытые соревновани󰑱 на лучший алгоритм выдачи рекомендаций [2].

Со временем стало очевидно, что дл󰑱 качественной рекомендации недостаточно
одной лиш󰑭 коллаборативной фил󰑭трации. Поэтому многие ведущие компании пере-
шли к методам, испол󰑭󰑬у󰑧щим содер󰑨имое об󰑫ектов или их качественное описание.
Например, при рекомендации фил󰑭ма учитывалс󰑱 не тол󰑭ко его рейтинг среди дру-
гих пол󰑭󰑬ователей, но и 󰑨анр, ре󰑨иссер, год выхода, страна-прои󰑬водител󰑭 и т. д.

Следу󰑧щим шагом дл󰑱 ра󰑬вити󰑱 систем рекомендаций стало открытие, что дл󰑱
пол󰑭󰑬овател󰑱 имеет 󰑬начение не тол󰑭ко фил󰑭траци󰑱 по предпочтени󰑱м пол󰑭󰑬овате-
лей со схо󰑨ими вкусами, но и собственное си󰑧минутное настроение и окру󰑨ение.
То ест󰑭 СР дол󰑨на учитыват󰑭 контекст, в котором вырабатываетс󰑱 рекомендаци󰑱.
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Это совершенно новый подход, учитыва󰑧щий поведение пол󰑭󰑬овател󰑱 и 󰑱вл󰑱󰑧щийс󰑱
наиболее интерактивным.

Исследовани󰑱 по теме СР, классификаци󰑧, подробное описание алгоритмов мо󰑨-
но найти в работах [3–6]. Углубленный анали󰑬 алгоритмов коллаборативной фил󰑭тра-
ции содер󰑨итс󰑱 в работах [7, 8, 10]. Об оценке эффективности систем рекомендаций
и󰑬ло󰑨ено в стат󰑭е [9]. И󰑬 отечественных авторов вклад в и󰑬учение систем рекоменда-
ций внесли К. В. Воронцов, 󰑰. С. Нефедова, Е. А. Кол󰑭чугина [11–13]. О современ-
ных направлени󰑱х в ра󰑬работке систем рекомендаций мо󰑨но найти информаци󰑧 на
портале Хабрахабр.

2. МЕТОД КОЛЛАБОРАТИВНОЙ ФИЛ󰑩ТРАЦИИ

Метод коллаборативной фил󰑭трации основываетс󰑱 на оценках количества про-
смотров, при этом содер󰑨имое об󰑫ектов и профил󰑭 пол󰑭󰑬овател󰑱 не вли󰑱󰑧т на ре-
󰑬ул󰑭тат. Дл󰑱 того, чтобы предло󰑨ит󰑭 пол󰑭󰑬овател󰑧 список рекомендаций, КФ опре-
дел󰑱ет его 󰯺соседей󰯻 по интересам и испол󰑭󰑬ует их оценки дл󰑱 других об󰑫ектов.
Таким обра󰑬ом, иде󰑱 КФ 󰑬акл󰑧чаетс󰑱 в том, что пол󰑭󰑬ователи, которым пре󰑨де
нравилис󰑭 одинаковые об󰑫екты, в будущем так󰑨е будут одинаково оцениват󰑭 дру-
гие об󰑫екты. Благодар󰑱 этому предполо󰑨ени󰑧 СР мо󰑨ет с высокой веро󰑱тност󰑭󰑧
определ󰑱т󰑭, каку󰑧 оценку пол󰑭󰑬овател󰑭 поставит некоторому об󰑫екту [14]. Преиму-
щества метода: дл󰑱 ка󰑨дого пол󰑭󰑬овател󰑱 вырабатыва󰑧тс󰑱 индивидуал󰑭ные реко-
мендации; учитываетс󰑱 качество об󰑫ектов; дл󰑱 работы метода необходимы тол󰑭ко
данные об оценках пол󰑭󰑬ователей. Недостатки метода: нево󰑬мо󰑨но выдат󰑭 реко-
мендаци󰑧 новым пол󰑭󰑬овател󰑱м и рекомендоват󰑭 новые об󰑫екты; проблема масшта-
бируемости и ра󰑬ре󰑨енности данных.

Рассмотрим memory-based алгоритм, основанный на сходстве пол󰑭󰑬овате-
лей [3, 14, 15]. Пуст󰑭 U=(u1, u2, . . . , un) 󰯹 мно󰑨ество всех пол󰑭󰑬ователей,
O=(o1, o2, . . . , om) 󰯹 мно󰑨ество всех об󰑫ектов. Отношение пол󰑭󰑬овател󰑱 u ∈ U к об󰑫-
ектам мо󰑨но определит󰑭 в виде вектора оценок ru=(ru1 , ru2 , ..., run), который пред-
ставл󰑱ет собой точку в пространстве Mn, где M 󰯹 мно󰑨ество оценок, допустимых
в испол󰑭󰑬уемой шкале. Пуст󰑭 R 󰯹 матрица оценок всех пол󰑭󰑬ователей дл󰑱 всех об󰑫-
ектов:

R =

󰀳

󰁅󰁅󰁅󰁅󰁃

r11 r12 . . . r1m

r21 r22 . . . r2m
...

... . . . ...
rn1 rn2 . . . rnm

󰀴

󰁆󰁆󰁆󰁆󰁄
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Строки матрицы 󰯹 векторы оценок пол󰑭󰑬ователей и󰑬 мно󰑨ества U , столбцы 󰯹
оценки об󰑫ектам и󰑬 мно󰑨ества O. Ка󰑨дый элемент матрицы rij (i = 1, n, j = 1,m),
представл󰑱ет собой оценку пол󰑭󰑬овател󰑱 ui об󰑫екта oj.

Чтобы найти прибли󰑨енну󰑧 оценку r̂ij, котору󰑧 пол󰑭󰑬овател󰑭 ui поставит об󰑫-
екту oj, необходимо выполнит󰑭 следу󰑧щие операции:

1. Найти мно󰑨ество пол󰑭󰑬ователей Uj, у󰑨е оценивших об󰑫ект oj. Дл󰑱 ка󰑨дого
пол󰑭󰑬овател󰑱 и󰑬 мно󰑨ества Uj определит󰑭 наскол󰑭ко его оценки совпада󰑧т с оцен-
ками пол󰑭󰑬овател󰑱 ui. В работе испол󰑭󰑬уетс󰑱 косинусна󰑱 мера схо󰑨ести:

sim(ui, uk) = cos(rui
, ruk

) =
rui

ruk󰀐󰀐rui

󰀐󰀐
2

󰀐󰀐ruk

󰀐󰀐
2

=

󰁓m
j=1 (rijrkj)󰁴󰁓m

j=1 r
2
ij

󰁴󰁓m
j=1 r

2
kj

∈ [0, 1], (1)

Ал󰑭тернативой мере схо󰑨ести (1) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 рассто󰑱ние Хемминга, рассто󰑱ние
Евклида, коэффициент коррел󰑱ции Пирсона, коэффициент 󰑮аккара и другие.

2. И󰑬 мно󰑨ества Uj выбрат󰑭 наиболее похо󰑨их на ui пол󰑭󰑬ователей.
3. Определит󰑭 оценку r̂ij, испол󰑭󰑬у󰑱 оценки выбранных пол󰑭󰑬ователей, которые

они поставили об󰑫екту oj. Обычно испол󰑭󰑬у󰑧т оценку:

r̂ij = r̄ui
+

󰁓
u∈Usim

(rui
− r̄u) · sim(ui, u)󰁓

u∈Usim
|sim(ui, u)|

, (2)

где r̄ij – средн󰑱󰑱 оценка пол󰑭󰑬овател󰑱 ui (соответственно r̄u 󰯹 средн󰑱󰑱 оценка пол󰑭-
󰑬овател󰑱 u).

Дл󰑱 составлени󰑱 рекомендации необходимо найти оценки дл󰑱 всех об󰑫ектов, ко-
торые пол󰑭󰑬овател󰑭 еще не оценил. 󰑪атем ну󰑨но вывести об󰑫екты с максимал󰑭ными
прогно󰑬ируемыми оценками.

3. МЕТОД ФИЛ󰑩ТРАЦИИ ПО СОДЕР󰑮ИМОМУ

Методы фил󰑭трации по содер󰑨имому основыва󰑧тс󰑱 на сравнении об󰑫ектов по их
содер󰑨имому (или описани󰑧) с интересами пол󰑭󰑬овател󰑱. Если пол󰑭󰑬овател󰑭 высоко
оценил какой-либо об󰑫ект, то он скорее всего 󰑬аинтересуетс󰑱 и другими схо󰑨ими по
содер󰑨ани󰑧 об󰑫ектами. Преимущества методов: ка󰑨дому пол󰑭󰑬овател󰑧 выда󰑧тс󰑱
индивидуал󰑭ные рекомендации, учитыва󰑧тс󰑱 интересы пол󰑭󰑬овател󰑱, во󰑬мо󰑨ност󰑭
распредел󰑱т󰑭 об󰑫екты по тематикам. Недостатки методов: сло󰑨ност󰑭 работы с
нетекстовыми об󰑫ектами; не учитываетс󰑱 качество об󰑫ектов; со временем устанав-
лива󰑧тс󰑱 некоторые 󰯺границы интересов󰯻 пол󰑭󰑬овател󰑱 и рекомендуетс󰑱 тол󰑭ко та
информаци󰑱, котора󰑱 попадает в эту ба󰑬у предпочтений [16].

Методы, основанные на содер󰑨имом, подход󰑱т дл󰑱 рекомендации текстовых до-
кументов и об󰑫ектов, описанных с помощ󰑭󰑧 текста (например, мо󰑨но испол󰑭󰑬оват󰑭
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аннотации, рецен󰑬ии, комментарии, теги). Отличител󰑭ной особенност󰑭󰑧 󰑱вл󰑱етс󰑱 то,
что полученные рекомендации всегда учитыва󰑧т интересы пол󰑭󰑬овател󰑱.

Основна󰑱 иде󰑱 фил󰑭трации по содер󰑨имому: определит󰑭 профил󰑭 пол󰑭󰑬овател󰑱
и найти об󰑫екты, которые ему соответству󰑧т. Если профил󰑭 пол󰑭󰑬овател󰑱 и содер-
󰑨ание об󰑫ектов – это мно󰑨ества кл󰑧чевых слов, то их бли󰑬ост󰑭 определ󰑱етс󰑱 с
помощ󰑭󰑧 коэффициентов сходства двух мно󰑨еств (коэффициент 󰑮аккара, коэф-
фициент Дайса и др.). Пуст󰑭 KW1 и KW2 – два мно󰑨ества кл󰑧чевых слов. Тогда
коэффициент 󰑮аккара примет вид:

jaccard(KW1, KW2) =
|KW1

󰁗
KW2|

|KW1

󰁖
KW2|

, (3)

4. СПОСОБЫ КОМБИНИРОВАНИ󰑯 В СИСТЕМАХ
РЕКОМЕНДАЦИЙ

Следу󰑱 [14], выделим следу󰑧щие способы совместного испол󰑭󰑬овани󰑱 методов.
1. Монолитна󰑱 структура комбинации методов. В СР с монолитной структурой

нескол󰑭ко методов обработки данных об󰑫един󰑱󰑧тс󰑱 в один модул󰑭. Методы нера󰑬-
рывно св󰑱󰑬аны ме󰑨ду собой и выда󰑧т один общий список рекомендаций.

2. Параллел󰑭на󰑱 структура комбинации методов. В таких СР данные о пол󰑭󰑬о-
вател󰑱х и об󰑫ектах поступа󰑧т отдел󰑭но в ка󰑨дый модул󰑭. Ра󰑬ные методы ра󰑬раба-
тыва󰑧т рекомендации не󰑬ависимо друг от друга.

3. Конвейерна󰑱 структура комбинации методов. Конвейерна󰑱 органи󰑬аци󰑱 СР
предполагает последовател󰑭ну󰑧 обработку данных ра󰑬личными методами и алгорит-
мами. Ре󰑬ул󰑭тат работы ка󰑨дого метода испол󰑭󰑬уетс󰑱 в вычислени󰑱х следу󰑧щих по
очереди методов.

Способ комбинировани󰑱 методов выбираетс󰑱 дл󰑱 ка󰑨дого набора методов от-
дел󰑭но в 󰑬ависимости от их типа и 󰑬адач СР.

Дл󰑱 ра󰑬рабатываемой гибридной СР была выбрана параллел󰑭на󰑱 структура ком-
бинации методов. Архитектура системы схематично и󰑬обра󰑨ена на рис. 1.

Ка󰑨дым методом, не󰑬ависимо друг от друга, вычисл󰑱󰑧тс󰑱 рекомендации дл󰑱
󰑬аданного пол󰑭󰑬овател󰑱. Метод КФ получает на вход массив оценок R и высчитывает
дл󰑱 󰑬аданного пол󰑭󰑬овател󰑱 прибли󰑨енные оценки об󰑫ектов, которые еще не были
оценены. Ре󰑬ул󰑭татом работы первого метода 󰑱вл󰑱етс󰑱 упор󰑱доченный по убывани󰑧
массив рекомендаций , вкл󰑧ча󰑧щий в себ󰑱 на󰑬вание об󰑫ектов и их оценки.

Дл󰑱 метода ФС на вход подаетс󰑱 массив оценок данного пол󰑭󰑬овател󰑱 и массив
кл󰑧чевых слов KW. Ре󰑬ул󰑭татом работы второго метода 󰑱вл󰑱етс󰑱 массив рекомен-
даций , где об󰑫екты располо󰑨ены в пор󰑱дке убывани󰑱 поле󰑬ности дл󰑱 пол󰑭󰑬овател󰑱.
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Рис. 1. Архитектура СР

Далее элементы полученных массивов и поступа󰑧т в блок вычислени󰑱 общих реко-
мендаций. Окончател󰑭ный список рекомендаций составл󰑱етс󰑱 одним и󰑬 следу󰑧щих
способов:

• во󰑬враща󰑧тс󰑱 все полученные рекомендации (об󰑫единение списков рекомен-
даций);

• во󰑬враща󰑧тс󰑱 об󰑫екты, попавшие в оба списка рекомендаций (пересечение
списков рекомендаций);

• среди рекомендаций выбира󰑧тс󰑱 об󰑫екты с наивысшей средней оценкой по
всем модул󰑱м;

• дл󰑱 ка󰑨дого метода устанавливаетс󰑱 свое пороговое 󰑬начение, отсеива󰑧щее
об󰑫екты с ни󰑬ким рейтингом.

Таким обра󰑬ом, СР основываетс󰑱 не тол󰑭ко на сходстве пол󰑭󰑬ователей, но и на
интересах конкретного пол󰑭󰑬овател󰑱. В список рекомендаций попада󰑧т об󰑫екты с
высоким прогно󰑬ируемым рейтингом, бли󰑬кие по содер󰑨имому к интересам пол󰑭󰑬о-
вател󰑱, нео󰑨иданные рекомендации и новые об󰑫екты, которые еще никто не оценил.

5. ТЕСТИРОВАНИЕ

5.1. Критерии точности и полноты системы рекомендаций
Данный способ оценивани󰑱 эффективности СР испол󰑭󰑬уетс󰑱 в тех случа󰑱х, когда

ну󰑨но оценит󰑭 ра󰑬ницу ме󰑨ду реал󰑭ными группами об󰑫ектов и группами, обра󰑬о-
ванными СР [17]. В таких системах под группами обычно подра󰑬умева󰑧тс󰑱 два на-
бора об󰑫ектов: P 󰯹 поло󰑨ител󰑭ные (поле󰑬ные) и N 󰯹 отрицател󰑭ные (бесполе󰑬ные).
Следовател󰑭но, мо󰑨но выделит󰑭 четыре типа исходов (ошибок или их отсутстви󰑱)
дл󰑱 рекомендации r некоторого об󰑫екта obj, которые представлены в табл. 1.

Сравнива󰑱 величины tp, tn, fp, fn мо󰑨но получит󰑭 ра󰑬личные пока󰑬атели эф-
фективности дл󰑱 СР:
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Таблица 1. Ре󰑬ул󰑭таты прогно󰑬ировани󰑱

obj ∈ P obj ∈ N
robj ∈ P Верно поло󰑨ител󰑭ные (tp) Ло󰑨но поло󰑨ител󰑭ные (fp)
robj ∈ N Ло󰑨но отрицател󰑭ные (fn) Верно отрицател󰑭ные (tn)

• точност󰑭 (precision): P= tp
(tp+fp)

, P ∈ [0; 1];
• полнота (recall): R = tp

(tp+fn)
, R ∈ [0; 1].

Точност󰑭 пока󰑬ывает, скол󰑭ко в списке рекомендаций действител󰑭но поле󰑬ных
об󰑫ектов по отношени󰑧 ко всему списку рекомендаций. Полнота 󰑨е отра󰑨ает, все
ли действител󰑭но поле󰑬ные об󰑫екты пошли в список рекомендаций. Практика пока-
󰑬ывает, что критерии точности и полноты противоречивы. Как правило, при увели-
чении точности полнота пони󰑨аетс󰑱, и наоборот. Одно󰑬начно определит󰑭 качество
работы системы нево󰑬мо󰑨но по той причине, что тестова󰑱 выборка не содер󰑨ит оце-
нок дл󰑱 всех об󰑫ектов. Поэтому судит󰑭 о её эффективности мо󰑨но тол󰑭ко отследив,
попали ли об󰑫екты и󰑬 тестовой выборки в список рекомендованных об󰑫ектов.

Дл󰑱 тестировани󰑱 были испол󰑭󰑬ованы ба󰑬ы данных веб-сайта MovieLens, собран-
ные GroupLensResearch. Об󰑫ектами в СР выступа󰑧т кинофил󰑭мы, кл󰑧чевыми сло-
вами об󰑫ектов – 󰑨анры и 󰯺тэги󰯻 к фил󰑭мам, а шкала оценивани󰑱 равна от 1 до 5.
Ба󰑬а данных содер󰑨ит 100 000 оценок от 943 пол󰑭󰑬ователей дл󰑱 1682 фил󰑭мов. Дан-
ные были ра󰑬делены на обуча󰑧щу󰑧 (80 000 оценок) и тестову󰑧 (20 000 оценок)
выборки. Пре󰑨де чем дават󰑭 оценку точности и полноты всей гибридной системы
рекомендаций, следует отдел󰑭но оценит󰑭 методы, которые в нее вход󰑱т: метод кол-
лаборативной фил󰑭трации и метод фил󰑭трации по содер󰑨имому.

5.2. Оценка эффективности метода КФ
При испол󰑭󰑬овании метода КФ на вход передаетс󰑱 массив оценок и им󰑱 (id) пол󰑭-

󰑬овател󰑱. Процедура КФ рассчитывает дл󰑱 пол󰑭󰑬овател󰑱 прогно󰑬ируемые оценки
об󰑫ектов, которые еще не оценены. При вычислении оценок испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 оценки
k бли󰑨айших соседей по интересам пол󰑭󰑬овател󰑱. Ре󰑬ул󰑭татом работы этого метода
󰑱вл󰑱етс󰑱 упор󰑱доченный по убывани󰑧 список рекомендаций, вкл󰑧ча󰑧щий в себ󰑱 на-
󰑬вание об󰑫ектов и их прогно󰑬ируемые оценки. В массив рекомендаций вход󰑱т тол󰑭ко
те об󰑫екты, оценки которых выше или равны параметру rmin (минимал󰑭ной поло-
󰑨ител󰑭ной оценке).

Эффективност󰑭 данного метода 󰑬ависит от количества оценок и пол󰑭󰑬ователей
в ба󰑬е данных, а так󰑨е от количества бли󰑨айших соседей пол󰑭󰑬овател󰑱 k и мини-
мал󰑭ной поло󰑨ител󰑭ной оценки rmin. На рис. 2 и󰑬обра󰑨ена 󰑬ависимост󰑭 точности
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и полноты КФ от параметров k (󰑬еленым цветом – круги) и rmin (синим цветом –
ромбы).

Рис. 2. 󰑪ависимост󰑭 точности и полноты метода КФ от параметров (k; rmin)

Полученные оценки точности P=0.77 и полноты R=0.42 пока󰑬али, что наилуч-
ший ре󰑬ул󰑭тат получен при k=30 и rmin=4. Если пони󰑬ит󰑭 rmin=3, то 󰑬начител󰑭но
падает точност󰑭 рекомендаций P=0.64, а полнота наоборот становитс󰑱 в два ра󰑬а
выше R=0.81. Остал󰑭ные наборы параметров привод󰑱т либо к крайне ни󰑬кой точно-
сти, либо система выдает слишком мало рекомендованных об󰑫ектов, что следует и󰑬
ни󰑬кого 󰑬начени󰑱 полноты.

5.3. Оценка эффективности метода ФС
В методе ФС на вход подаетс󰑱 массив оценок пол󰑭󰑬овател󰑱 и массив кл󰑧чевых

слов KW . Ре󰑬ул󰑭татом работы данного метода 󰑱вл󰑱етс󰑱 список рекомендаций , где
об󰑫екты располо󰑨ены в пор󰑱дке убывани󰑱 поле󰑬ности дл󰑱 пол󰑭󰑬овател󰑱. В список
рекомендаций попада󰑧т тол󰑭ко те об󰑫екты, ч󰑭󰑱 бли󰑬ост󰑭 к интересам пол󰑭󰑬овател󰑱
превышает 󰑬аданный порог δ ∈ [0, 1], умно󰑨енный на максимал󰑭но бли󰑬кое рассто-
󰑱ние, полученное дл󰑱 данного пол󰑭󰑬овател󰑱. Так󰑨е на ре󰑬ул󰑭тат вли󰑱ет параметр
rmin, по которому находитс󰑱 список кл󰑧чевых слов пол󰑭󰑬овател󰑱. Если пол󰑭󰑬ова-
тел󰑭 оценил об󰑫ект выше, чем rmin, то кл󰑧чевые слова об󰑫екта 󰑬анос󰑱тс󰑱 в интересы
пол󰑭󰑬овател󰑱.

На рис. 3 синим цветом (точками в форме ромбов) отобра󰑨ена 󰑬ависимост󰑭 точ-
ности и полноты от 󰑬начени󰑱 δ при rmin=3, 󰑬еленым цветом (круги) при rmin=4 и
красным цветом (квадраты) при rmin=5.
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Рис. 3. 󰑪ависимост󰑭 точности и полноты метода ФС от параметров (δ; rmin)

Полученные оценки P=0.87, R=0.1 пока󰑬али, что самой высокой точности (при
ненулевой полноте) ФС достигает при 󰑬начени󰑱х δ=0.7; rmin=5. Так󰑨е приемлемый
ре󰑬ул󰑭тат P=0.78, R=0.23 получен при δ=0.5; rmin=5. Врем󰑱 выполнени󰑱 алгоритма
метода ФС 󰑬ависит от количества кл󰑧чевых слов у пол󰑭󰑬овател󰑱 и об󰑫ектов.

5.4. Оценка эффективности гибридной СР
Так как КФ и ФС дол󰑨ны дополн󰑱т󰑭 друг друга, то и󰑬начал󰑭но была выбра-

на параллел󰑭на󰑱 органи󰑬аци󰑱 алгоритмов. В список рекомендаций попада󰑧т об󰑫-
екты с высоким прогно󰑬ируемым рейтингом, об󰑫екты, которые бли󰑬ки по содер-
󰑨имому к интересам пол󰑭󰑬овател󰑱, нео󰑨иданные рекомендации и новые об󰑫екты,
которые еще никто не оценил. Оценки точности и полноты дл󰑱 получени󰑱 обще-
го списка рекомендаций путем об󰑫единени󰑱 ре󰑬ул󰑭татов КФ и ФС отобра󰑨ены на
рис. 4 󰑬елеными точками в форме кругов. Лучший ре󰑬ул󰑭тат относител󰑭но точно-
сти P=0.78, R=0.34 получен при k=30, rmin()=5, rmin()=4.5, δ=0.4; относител󰑭но
полноты P=0.74, R=0.52.

Если 󰑨е находит󰑭 рекомендации как пересечение списков КФ и ФС, то 󰑬начител󰑭-
но во󰑬растает точност󰑭 рекомендаций, а полнота наоборот умен󰑭шаетс󰑱. Например,
при ра󰑬личных параметрах δ; rmin() получены пока󰑬атели (рис. 4 󰯹 синие ромбы):
P=0.88, R=0.09; P=0.84, R=0.15; P=0.82, R=0.2.

Полученные оценки о󰑬нача󰑧т, что гибридна󰑱 СР выдает достаточно точные реко-
мендации и хорошо отфил󰑭тровывает 󰯺бесполе󰑬ные󰯻 об󰑫екты. Однако, под фил󰑭тр
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Рис. 4. 󰑪ависимост󰑭 точности и полноты СР от параметров (δ; rmin()) и
способа органи󰑬ации методов

попадает и бол󰑭шое число интересных пол󰑭󰑬овател󰑧 об󰑫ектов, на что ука󰑬ывает
ни󰑬кое 󰑬начение полноты СР.

Дал󰑭нейша󰑱 оптими󰑬аци󰑱 гибридной СР прои󰑬ведена, исход󰑱 и󰑬 предполо󰑨ени󰑱:
если при составлении списков рекомендаций КФ и ФС удалит󰑭 и󰑬 списка КФ об󰑫-
екты, которые далеки от интересов пол󰑭󰑬овател󰑱 (по ФС), а и󰑬 списка ФС удалит󰑭
об󰑫екты с ни󰑬ким рейтингом (по КФ), то в ре󰑬ул󰑭тате дол󰑨ен получит󰑭с󰑱 более 󰯺чи-
стый󰯻 общий список рекомендаций. При этом, если КФ и ФС не могут дат󰑭 ответ
по какому-либо об󰑫екту (если он новый или абсол󰑧тно нет схо󰑨их кл󰑧чевых слов с
пол󰑭󰑬ователем), то об󰑫ект не удал󰑱етс󰑱 и󰑬 списка.

Полученные ре󰑬ул󰑭таты дл󰑱 данного способа об󰑫единени󰑱 методов превыша󰑧т
остал󰑭ные и по точности, и по полноте (рис. 4 󰯹 красные квадраты). Первое число
на графике 󰯹 rmin(), второе 󰯹 порог rmin() дл󰑱 модул󰑱 ФС, трет󰑭е 󰯹 порог δ дл󰑱
модул󰑱 КФ. 󰑪начение δ на всех примерах равно 0.4, k=30.

Недостатком данного способа органи󰑬ации методов 󰑱вл󰑱етс󰑱 сама󰑱 ни󰑬ка󰑱 ско-
рост󰑭 выдачи рекомендаций дл󰑱 пол󰑭󰑬овател󰑱.

6. ТЕСТИРОВАНИЕ

При ра󰑬работке и тестировании гибридной СР вы󰑱влена следу󰑧ща󰑱 проблема:
чем бол󰑭ше об󰑫ектов и пол󰑭󰑬ователей в системе, тем бол󰑭ше времени 󰑬анимает про-
цесс выдачи рекомендаций. К тому 󰑨е, пол󰑭󰑬ователи не могут оценит󰑭 все об󰑫екты
в системе, поэтому матрица оценок всегда 󰑱вл󰑱етс󰑱 очен󰑭 ра󰑬ре󰑨енной (содер󰑨ит
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огромное количество пустых 󰑬начений). Оба этих фактора отрицател󰑭но ска󰑬ыва󰑧т-
с󰑱 на качестве рекомендаций и эффективности СР.

6.1. Масштабируемост󰑭
Одним и󰑬 способов повысит󰑭 масштабируемост󰑭 СР 󰑱вл󰑱етс󰑱 применение алго-

ритмов кластери󰑬ации. С её помощ󰑭󰑧 мно󰑨ество пол󰑭󰑬ователей/об󰑫ектов дел󰑱тс󰑱 на
кластеры. Тогда необходимо лиш󰑭 󰑬апоминат󰑭 свойства, присущие ка󰑨дому класте-
ру (в виде вектора оценок), и провер󰑱т󰑭, наскол󰑭ко бли󰑬ок пол󰑭󰑬овател󰑭 к ка󰑨дому
и󰑬 них.

Алгоритмы кластери󰑬ации по󰑬вол󰑱󰑧т вы󰑱вит󰑭 структуру данных, найти сход-
ство ме󰑨ду элементами (об󰑫ектами, пол󰑭󰑬овател󰑱ми) посредством вычислени󰑱 их
рассто󰑱ни󰑱 от других элементов в пространстве при󰑬наков (например, профил󰑭 пол󰑭-
󰑬овател󰑱, просмотренные фил󰑭мы). Если элементы 󰯺бли󰑬ки󰯻 друг к другу, то их
мо󰑨но об󰑫единит󰑭 в один кластер [11].

Существует мно󰑨ество алгоритмов кластери󰑬ации. Одним и󰑬 самых попул󰑱рных
󰑱вл󰑱етс󰑱 алгоритм k-средних (k-means), который ра󰑬дел󰑱ет элементы на k класте-
ров. Первоначал󰑭но элементы распредел󰑱󰑧тс󰑱 по этим кластерам в прои󰑬вол󰑭ном
пор󰑱дке. 󰑪атем дл󰑱 ка󰑨дого кластера вычисл󰑱етс󰑱 центр масс (или просто центр)
как функци󰑱 его элементов. После этого провер󰑱етс󰑱 рассто󰑱ние ка󰑨дого элемен-
та кластера от центра этого кластера. Если по ре󰑬ул󰑭татам этой проверки элемент
ока󰑬ываетс󰑱 бли󰑨е к другому кластеру, то он перемещаетс󰑱 в этот кластер. После
проверки всех рассто󰑱ний дл󰑱 всех элементов центры кластеров вычисл󰑱󰑧тс󰑱 󰑬аново.
При дости󰑨ении устойчивого состо󰑱ни󰑱 (в процессе очередной итерации элементы не
перемещалис󰑭) набор считаетс󰑱 кластери󰑬ованным надле󰑨ащим обра󰑬ом и алгоритм
останавливаетс󰑱.

Алгоритм k-средних [11]:
10 сформироват󰑭 начал󰑭ное прибли󰑨ение центров всех кластеров y ∈ Y :

µy 󰯹 наиболее удалённые друг от друга об󰑫екты выборки;
20 повтор󰑱т󰑭
30 отнести ка󰑨дый об󰑫ект к бли󰑨айшему центру (аналог E-шага):

yi := argmin
y∈Y

ρ(xi;µy);

40 вычислит󰑭 новое поло󰑨ение центров (аналог M-шага):

µyi :=

󰁓l
i=1 [yi = y]fj(xi)󰁓l

i=1 [yi = y]
, y ∈ Y, j = 1, ..., n;

50 пока yi не перестанут и󰑬мен󰑱т󰑭с󰑱.
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В качестве начал󰑭ного прибли󰑨ени󰑱 рекомендуетс󰑱 выделит󰑭 k наиболее уда-
лённых точек выборки: первые две точки выдел󰑱󰑧тс󰑱 по максимуму всех попарных
рассто󰑱ний; ка󰑨да󰑱 следу󰑧ща󰑱 точка выбираетс󰑱 так, чтобы рассто󰑱ние от неё до
бли󰑨айшей у󰑨е выделенной было максимал󰑭но.

Существует мно󰑨ество других ра󰑬новидностей кластери󰑬ации, в том числе тео-
ри󰑱 адаптивного ре󰑬онанса (Adaptive Resonance Theory), нечетка󰑱 кластери󰑬аци󰑱
методом C-средних (Fuzzy C-means), веро󰑱тностна󰑱 кластери󰑬аци󰑱 с помощ󰑭󰑧 EM -
алгоритма (Expectation-Maximization) и т. д.

6.2. Испол󰑭󰑬ование пакета Surprise (Python3)
В пакет Surprise вкл󰑧чено мно󰑨ество алгоритмов, выборок данных дл󰑱 ра󰑬ра-

ботки СР и проверки её эффективности. Дл󰑱 построени󰑱 простейшей СР достаточно
ука󰑬ат󰑭 [18]:

from surprise import KNNWithMeans
from surprise import Dataset
from surprise import evaluate, print_perf

# 󰑪агру󰑨аем выборку movielens-100k,
# и делим её на 3 части дл󰑱 cross-validation.
data = Dataset.load_builtin(’ml-100k’)
data.split(n_folds=3)

# Испол󰑭󰑬уем алгоритм коллаборативной фил󰑭трации KNNWithMeans
algo = KNNWithMeans()

# Находим оценки эффективности.
perf = evaluate(algo, data, measures=[’RMSE’, ’MAE’])

print_perf(perf)

В ре󰑬ул󰑭тате получим:

Fold 1 Fold 2 Fold 3 Mean
RMSE 0.9574 0.9506 0.9587 0.9556
MAE 0.7536 0.7491 0.7562 0.7530

Метод split() автоматически делит выборку movielens-100k на три части, а функ-
ци󰑱 evaluate() 󰑬апускает процедуру cross-validation() и считает точност󰑭 СР по 󰑬а-
данных мерам (в данном случае RMSE и MAE).

В таблице 2 перечислены алгоритмы прогно󰑬ировани󰑱 оценок, реали󰑬ованные в
пакете Surprise.
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Таблица 2. Алгоритмы прогно󰑬ировани󰑱 оценок

random_pred.NormalPredictor Алгоритм, во󰑬враща󰑧щий случайну󰑧 оценку, ос-
нованну󰑧 на нормал󰑭ном распределении

knns.KNNBasic Алгоритм коллаборативной фил󰑭трации
knns.KNNWithMeans Алгоритм коллаборативной фил󰑭трации с уче-

том средних оценок пол󰑭󰑬ователей
knns.KNNBaseline Алгоритм коллаборативной фил󰑭трации с уче-

том ба󰑬ового рейтинга
matrix_factorization.SVD Алгоритм SVD (SVD++)
matrix_factorization.SVDpp Усло󰑨ненный алгоритм SVD++, в котором учи-

тыва󰑧тс󰑱 не󰑱вные оценки
matrix_factorization.NMF Алгоритм коллаборативной фил󰑭трации, осно-

ванный на фактори󰑬ации неотрицател󰑭ных мат-
риц

slope_one.SlopeOne Простой, но точный алгоритм коллаборативной
фил󰑭трации

co_clustering.CoClustering Алгоритм коллаборативной фил󰑭трации, осно-
ванный на кластери󰑬ации

Дл󰑱 определени󰑱 точности ка󰑨дого и󰑬 алгоритмов воспол󰑭󰑬уемс󰑱 классом
GridSearch пакета Surprise. С его помощ󰑭󰑧 мо󰑨но проверит󰑭 точност󰑭 алгоритма
на ра󰑬личных комбинаци󰑱х 󰑬начений параметров и найти лучшу󰑧. Подробну󰑧 ин-
формаци󰑧 об этом классе мо󰑨но найти в документации пакета Surprise [18].

Дл󰑱 отобра󰑨ени󰑱 ре󰑬ул󰑭татов была испол󰑭󰑬ована библиотека ggplot2 󰑱󰑬ыка R,
предна󰑬наченна󰑱 дл󰑱 построени󰑱 двумерных графиков и диаграмм [19].

6.3. Алгоритм CoClustering (основанный на алгоритме коллаборатив-
ной фил󰑭трации и методе кластери󰑬ации k-средних)

Данный алгоритм 󰑱вл󰑱етс󰑱 реали󰑬ацией алгоритма, описанного в [19]. Пол󰑭󰑬ова-
тел󰑱м и об󰑫ектам на󰑬нача󰑧тс󰑱 некоторые кластеры Cu, Ci и некоторые со-кластеры
Cui. Оценка ṙui 󰑬адаетс󰑱 как:

ṙui = C̄ui + (µu − C̄u) + (µi − C̄i),

где C̄ui 󰯹 средн󰑱󰑱 оценка со-кластера Cui, C̄u 󰯹 средн󰑱󰑱 оценка кластера Cu, а C̄i 󰯹
средн󰑱󰑱 оценка Ci-го кластера. Если информации о пол󰑭󰑬ователе нет, то оценка равна
ṙui=µi. Если неи󰑬вестна информаци󰑱 об об󰑫екте, то оценка равна ṙui=µu. Если нет
ни информации о пол󰑭󰑬ователе, ни об об󰑫екте, то оценка равна ṙui=µ.
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Кластеры на󰑬нача󰑧тс󰑱, испол󰑭󰑬у󰑱 метод, основанный на методе k-средних.
Параметры алгоритма:

• n_cltr_u(int) – число кластеров пол󰑭󰑬ователей;
• n_cltr_i(int) – число кластеров об󰑫ектов;
• n_epochs(int) – число итераций оптими󰑬ации.

Проверим точност󰑭 данного метода с помощ󰑭󰑧 оценки RMSE (среднеквадра-
тична󰑱 ошибка 󰯹 Root Mean Square Error). При проверке испол󰑭󰑬ована выборка
movielens-100k. На рис. 5 и󰑬обра󰑨ены ре󰑬ул󰑭таты тестировани󰑱 в виде трех графи-
ков (на первом графике параметр n_epoch равен 5, на втором 󰯹 10, на трет󰑭ем 󰯹
20. На гори󰑬онтал󰑭ной оси отобра󰑨ены 󰑬начени󰑱 параметра n_cltr_u, на вертикал󰑭-
ной 󰯹 n_cltr_i. На пересечении n_cltr_u и n_cltr_i наход󰑱тс󰑱 󰑬начени󰑱 критери󰑱
точности RMSE. Чем мен󰑭ше диаметр круга и чем он темнее, тем лучше пока󰑬ател󰑭.

Рис. 5. Точност󰑭 алгоритма CoClustering по RMSE

Таким обра󰑬ом, наилучшим набором параметром на данной выборке 󰑱вл󰑱етс󰑱:
n_cltr_u = 5, n_cltr_i = 2, n_epoch = 20. RMSE = 0.9621.

6.4. Ра󰑬ре󰑨енност󰑭 данных
Кроме Memory-based алгоритмов КФ, основанных на анали󰑬е име󰑧щихс󰑱 оценок

и со󰑬да󰑧щих рекомендации с помощ󰑭󰑧 статистических методов, существу󰑧т так󰑨е
Model-based алгоритмы, в основе которых ле󰑨ит анали󰑬 модели данных, основан-
ной на оценках пол󰑭󰑬ователей. Така󰑱 модел󰑭 представл󰑱ет собой некоторое описание
предпочтений пол󰑭󰑬овател󰑱, сходства товаров и ра󰑬личные 󰑬акономерности. Чтобы
выдат󰑭 рекомендации, система проходит два этапа: обучение модели и вычисление
рекомендаций на основе полученной модели. Этот метод по󰑬вол󰑱ет системе быстро
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получат󰑭 рекомендации в реал󰑭ном времени, т. к. основные вычислител󰑭ные 󰑬атра-
ты происход󰑱т в момент обучени󰑱 модели в отло󰑨енном ре󰑨име. Такие алгоритмы
могут быт󰑭 основаны на веро󰑱тностном подходе, кластерном анали󰑬е, анали󰑬е скры-
тых факторов, сингул󰑱рном ра󰑬ло󰑨ении и др. Далее рассмотрим метод сингул󰑱рного
ра󰑬ло󰑨ени󰑱 (SVD).

Алгоритм SVD [20]. Как правило матрица оценок R в СР 󰑱вл󰑱етс󰑱 сил󰑭но
ра󰑬ре󰑨енной. Дл󰑱 работы с такими матрицами удобно пол󰑭󰑬оват󰑭с󰑱 методом син-
гул󰑱рного ра󰑬ло󰑨ени󰑱, с помощ󰑭󰑧 которого мо󰑨но пони󰑬ит󰑭 ра󰑬мерност󰑭 матрицы:
R=UDV T , где R 󰯹 матрица бол󰑭шого ра󰑬мера N ×M , но малого ранга f , ее мо󰑨-
но ра󰑬ло󰑨ит󰑭 в прои󰑬ведение матрицы N × f и матрицы f × M , тем самым ре󰑬ко
сократив число параметров c N ×M до (N +M)× f .

Алгоритм SVD дает оптимал󰑭ное прибли󰑨ение, если в матрице D просто оста-
вит󰑭 ровно f первых диагонал󰑭ных элементов, а остал󰑭ные обнулит󰑭:

X = UDV T = U

󰀳

󰁅󰁅󰁅󰁅󰁃

σ1 0 . . . 0

0 σ2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . σk

󰀴

󰁆󰁆󰁆󰁆󰁄
V T ≈ U

󰀳

󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁅󰁃

σ1 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . σf 0 . . . 0

0 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . 0 0 . . . 0

󰀴

󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁆󰁄

V T

В диагонал󰑭ной матрице D, котора󰑱 стоит в середине сингул󰑱рного ра󰑬ло󰑨ени󰑱,
элементы упор󰑱дочены: σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σk, поэтому обнулит󰑭 последние элемен-
ты о󰑬начает обнулит󰑭 наимен󰑭шие элементы. А f подбираетс󰑱, исход󰑱 и󰑬 󰑬начений
сингул󰑱рных элементов матрицы (диагонал󰑭ных элементов матрицы D), при этом
󰑨елател󰑭но отбрасыват󰑭 как мо󰑨но бол󰑭ше самых малых по 󰑬начени󰑧 элементов.
В случае СР ка󰑨дый пол󰑭󰑬овател󰑭 представл󰑱етс󰑱 вектором и󰑬 f факторов Ui, а
ка󰑨дый об󰑫ект 󰯹 вектором и󰑬 f факторов Vj. Далее, чтобы предска󰑬ат󰑭 рейтинг
пол󰑭󰑬овател󰑱 i об󰑫екту j, берем их скал󰑱рное прои󰑬ведение UT

i Vj.
Матрица предпочтений пол󰑭󰑬овател󰑱 сил󰑭но ра󰑬ре󰑨ена, поэтому определит󰑭

пол󰑭󰑬ователей 󰑬начител󰑭но похо󰑨их на целевого пол󰑭󰑬овател󰑱 очен󰑭 сло󰑨но. В р󰑱-
де работ испол󰑭󰑬уетс󰑱 󰑬амена нулевых 󰑬начений средними рейтингами или наиболее
веро󰑱тными 󰑬начени󰑱ми, выделение принципиал󰑭ных элементов [23, 24]. M. Pryor
пока󰑬ал, что испол󰑭󰑬ование тол󰑭ко мно󰑨ества принципиал󰑭ных элементов сни󰑨ает
ра󰑬мерност󰑭 матрицы и делает вычисление более эффективным [24]. Предлагалос󰑭
воспол󰑭󰑬оват󰑭с󰑱 методом ФС дл󰑱 󰑬амены нулевых элементов ненулевыми, которые
определ󰑱󰑧тс󰑱 как среднее арифметическое рейтингов элементов, подобных целевым
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по тематике и оцененных пол󰑭󰑬овател󰑱ми или как средние рейтингов элементов, по-
хо󰑨их на элементы по тематике и определенных на всем мно󰑨естве профилей [25].

Введем так на󰑬ываемые ба󰑬овые предикторы bia, которые складыва󰑧тс󰑱 и󰑬 ба-
󰑬овых предикторов отдел󰑭ных пол󰑭󰑬ователей bi, и отдел󰑭ных об󰑫ектов ba, а так󰑨е
просто общего среднего рейтинга по ба󰑬е µ:

bia = µ+ bi + ba,

где µ 󰯹 средний рейтинг по ба󰑬е; bi 󰯹 средний рейтинг ка󰑨дого i пол󰑭󰑬овател󰑱; ba –
средний рейтинг ка󰑨дого об󰑫екта a.

Дл󰑱 определени󰑱 тол󰑭ко ба󰑬овых предикторов необходимо найти такие µ, bi, ba,
дл󰑱 которых bia лучше всего прибли󰑨а󰑧т име󰑧щиес󰑱 рейтинги. 󰑪атем мо󰑨но будет
добавит󰑭 собственно факторы, представл󰑱󰑧щие продукты и пол󰑭󰑬ователей. Поскол󰑭-
ку тепер󰑭, когда сделана поправка на ба󰑬овые предикторы, остатки будут сравнимы
ме󰑨ду собой, мо󰑨но получит󰑭 󰑬начени󰑱 дл󰑱 факторов:

ṙia = µ+ bi + ba + vTa ui,

где va 󰯹 вектор факторов, представл󰑱󰑧щий продукт a; ui 󰯹 вектор факторов, пред-
ставл󰑱󰑧щий пол󰑭󰑬овател󰑱 i.

Чтобы исходну󰑧 󰑬адачу сформулироват󰑭 более точно, ну󰑨но найти наилучшие
предикторы, которые прибли󰑨а󰑧т величину ṙia. Лучшими будут те предикторы, ко-
торые да󰑧т минимал󰑭ну󰑧 ошибку, определ󰑱ему󰑧 следу󰑧щим обра󰑬ом:

L(µ, bi, ba, va, ui) =
󰁛

(i,a)∈D

(ria − ṙia)
2 =

󰁛

(i,a)∈D

󰀃
ria − (µ+ bi + ba + vTa ui)

󰀄2
.

Функци󰑧 L(µ, bi, ba, va, ui) миними󰑬ируем градиентным спуском. Дл󰑱 компенси-
ровани󰑱 эффекта переобучени󰑱 добавл󰑱етс󰑱 параметр регул󰑱ри󰑬ации. Иными сло-
вами, накладываетс󰑱 штраф 󰑬а слишком бол󰑭шие 󰑬начени󰑱 обучаемых переменных.
Например, мо󰑨но просто добавит󰑭 в функци󰑧 ошибки сумму квадратов всех фак-
торов и предикторов. В ре󰑬ул󰑭тате функци󰑱 ошибки выгл󰑱дит как

b, q, r = argmin
b,q,r

󰁛

(i,a)

󰀃
ria − (µ+ bi + ba + vTa ui)

󰀄2
+ α

󰀣
󰁛

i

b2i +
󰁛

a

b2a + 󰀂va󰀂2 + 󰀂ui󰀂2
󰀤
,

где α 󰯹 параметр регул󰑱ри󰑬ации.
Дл󰑱 ка󰑨дой и󰑬 оптими󰑬ируемых переменных, получим простые правила дл󰑱 гра-

диентного (стохастического) спуска:

bi ← bi + γ(eia − bi),
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ba ← ba + γ(eia − ba),

vaj ← vaj + γ(eiauij − vaj),

uij ← uij + γ(eiauij − uij)

дл󰑱 всех j, где eia = ria − ṙia 󰯹 ошибка на данном тестовом примере, а γ 󰯹 скорост󰑭
обучени󰑱. Эта модел󰑭 на󰑬ываетс󰑱 SVD++.

В пакете Surprise реали󰑬овано два вида алгоритма SVD++: обычный и усло󰑨-
ненный. В усло󰑨ненном алгоритме учитыва󰑧тс󰑱 не󰑱вные оценки. Прогно󰑬ируема󰑱
оценка rai вычисл󰑱етс󰑱 по формуле:

ṙia = µ+ bi + ba + vTa

󰀣
ui + |Ii|−

1
2

󰁛

j∈Ii

yi

󰀤
,

где yj о󰑬начает новый набор факторов, который фиксирует не󰑱вные оценки. Не󰑱вные
оценки описыва󰑧т тот факт, что пол󰑭󰑬овател󰑭 ui оценил об󰑫ект j не󰑬ависимо от
величины оценки.

Среди параметров алгоритма присутству󰑧т:

• n_factors 󰯹 число факторов (100);
• n_epochs 󰯹 число итераций процедуры градиентного спуска;
• init_mean 󰯹 математическое о󰑨идание нормал󰑭ного распределени󰑱 дл󰑱 фак-

торов при инициали󰑬ации (0);
• init_std_dev 󰯹 дисперси󰑱 нормал󰑭ного распределени󰑱 (0.1);
• lr_all 󰯹 скорост󰑭 обучени󰑱 алгоритма;
• reg_all 󰯹 параметр регул󰑱ри󰑬ации.

Проверим точност󰑭 алгоритмов SVD() и SVDpp() с помощ󰑭󰑧 оценки RMSE, и󰑬-
мен󰑱󰑱 параметры n_epochs, lr_all и reg_all (рис. 6, 7). На первом графике параметр
n_epoch равен 5, на втором 󰯹 10, на трет󰑭ем 󰯹 20. На гори󰑬онтал󰑭ной оси отобра-
󰑨ены 󰑬начени󰑱 параметра lr_all, на вертикал󰑭ной 󰯹 reg_all. На пересечении lr_all
и reg_all наход󰑱тс󰑱 󰑬начени󰑱 критери󰑱 точности RMSE. Чем мен󰑭ше диаметр круга
и чем он темнее, тем лучше пока󰑬ател󰑭.

Таким обра󰑬ом, наилучшим набором параметров на данной выборке дл󰑱 алго-
ритма SVD() 󰑱вл󰑱етс󰑱:

• n_epochs = 20, lr_all= 0.008, reg_all = 0.1. RMSE = 0.9429.

Дл󰑱 алгоритма SVDpp() наилучшим набором параметров 󰑱вл󰑱етс󰑱:

• n_epochs = 20, lr_all= 0.005, reg_all = 0.02. RMSE =0.9347.
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Рис. 6. Точност󰑭 алгоритма SVD() по оценке RMSE

Рис. 7. Точност󰑭 алгоритма SVDpp() по оценке RMSE

Дл󰑱 сравнени󰑱: точност󰑭 по RMSE реали󰑬ованного в модуле КФ составл󰑱ла 0.959,
что говорит о том, что метод SVD более точно представл󰑱ет данные. При этом глав-
ное его преимущество 󰯹 выигрыш во времени.

󰑪акл󰑧чение

Дл󰑱 ра󰑬работки гибридной СР были испол󰑭󰑬ованы два метода: КФ и ФС. Метод
КФ, при наличии достаточного количества информации в ба󰑬е данных, по󰑬вол󰑱ет
с высокой точност󰑭󰑧 определит󰑭, каку󰑧 оценку пол󰑭󰑬овател󰑭 поставит некоторому
об󰑫екту, исход󰑱 и󰑬 схо󰑨ести его интересов с интересами других пол󰑭󰑬ователей. Ме-
тод ФС по󰑬вол󰑱ет определит󰑭 наиболее предпочтител󰑭ное содер󰑨ание об󰑫ектов дл󰑱
пол󰑭󰑬овател󰑱 и выбирает бли󰑨айшие к нему об󰑫екты. Иде󰑱 об󰑫единит󰑭 данные ме-
тоды в одну СР во󰑬никла и󰑬 их ра󰑬личи󰑱 по алгоритмам, преимуществам, а так󰑨е
спискам рекомендаций, которые они формиру󰑧т. При этом устран󰑱етс󰑱 󰑬начител󰑭-
на󰑱 част󰑭 недостатков, присуща󰑱 обоим методам.
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В ра󰑬работке выбраны и испол󰑭󰑬ованы доступные программные продукты. Про-
анали󰑬ирована гибридна󰑱 СР, предоставл󰑱󰑧ща󰑱 пол󰑭󰑬овател󰑱м индивидуал󰑭ные ре-
комендации, исход󰑱 и󰑬 их оценок и содер󰑨ани󰑱 об󰑫ектов. И󰑬 полученных оценок
точности и полноты дл󰑱 ра󰑬ных наборов параметров мо󰑨но сделат󰑭 вывод, что СР
способна выдават󰑭 достаточно точные рекомендации (от 80 %), если не требуетс󰑱 по-
лучит󰑭 полный список поле󰑬ных об󰑫ектов. Если необходимо получит󰑭 наиболее пол-
ные рекомендации, то пока󰑬ател󰑭 точности падает до 65−75 %. 󰑪начени󰑱 параметров,
привод󰑱щие к максимал󰑭ным ре󰑬ул󰑭татам: k=30, rmin()=4, rmin()=5, δ ∈ [0.4; 0.5].
Наивысша󰑱 точност󰑭 получена при пересечении КФ и ФС, наивысша󰑱 полнота 󰯹 при
об󰑫единении. Способ об󰑫единени󰑱 списков рекомендаций ФС и КФ с ограничени󰑱ми
по󰑬вол󰑱ет повысит󰑭 оба пока󰑬ател󰑱.

СР выдает достаточно качественные рекомендации, если требуетс󰑱 получит󰑭 об󰑫-
екты, которые с бол󰑭шой веро󰑱тност󰑭󰑧 понрав󰑱тс󰑱 пол󰑭󰑬овател󰑧, и минимум 󰯺бес-
поле󰑬ных󰯻 об󰑫ектов. Дл󰑱 получени󰑱 всех 󰯺поле󰑬ных󰯻 об󰑫ектов в СР необходимо
внедр󰑱т󰑭 дополнител󰑭ные алгоритмы и методы, т.к. в процессе фил󰑭трации отбра-
сываетс󰑱 мно󰑨ество об󰑫ектов, которые могут 󰑬аинтересоват󰑭 пол󰑭󰑬овател󰑱.

Так как в насто󰑱щее врем󰑱 количество данных в Интернете очен󰑭 быстро во󰑬рас-
тает, то современные СР дол󰑨ны быт󰑭 масштабируемыми, т. е. справл󰑱т󰑭с󰑱 с уве-
личением нагру󰑬ки при добавлении новой информации. Чтобы увеличит󰑭 скорост󰑭
выдачи рекомендаций бол󰑭ша󰑱 част󰑭 вычислений дол󰑨на происходит󰑭 в фоновом
ре󰑨име (󰑬аранее). Одним и󰑬 способов сни󰑬ит󰑭 количество вычислений, 󰑱вл󰑱етс󰑱 кла-
стери󰑬аци󰑱 пол󰑭󰑬ователей и об󰑫ектов, а так󰑨е испол󰑭󰑬ование метода сингул󰑱рного
ра󰑬ло󰑨ени󰑱 дл󰑱 построени󰑱 модели.

В дал󰑭нейшем планируетс󰑱 ввести испол󰑭󰑬ование параллел󰑭ного вычислени󰑱 и
работы с бол󰑭шими данными.
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Parameter recovery in magnetic susceptibility models.

Lukianenko V. A., Lukianenko D. V., Redkokosh K. I.

Abstract. The paper is devoted to the recovery of parameters in magnetic susceptibility
models. One of the problems of magnetochemistry is the construction of the theory of exchange
interactions, allowing to identify, investigate and explain the causes of magnetic ordering in
crystals; to study the relationship of parameters of exchange interactions with peculiarities of
electronic structure and chemical bonds in studied compounds.

The fundamental importance and relevance of this study is determined by the need to study
the physical properties of new magnetic materials and is aimed at studying the most common
effects and interactions that form the quantum states of matter.

The practical significance of magnetochemical research consists in the systematic study of the
magnetic properties of different groups of compounds on the basis of transition metal complexes,
and the construction of models of the type of compounds suitable in applications.

New results of parameter recovery in magnetochemistry models for studying chemical
compounds according to experimental data that are measurements of the temperature
dependence of magnetic susceptibility were obtained in this article. Dependencies obtained from
the Heisenberg-Dirac-Van-Fleck model were applied.

The corresponding materials of paramagnetic complexes of transition metals were used
as components in molecular electronic and photochemical devices for storing and transferring
information, as converters of solar energy.

Theoretical concepts of magnetic susceptibility were obtained depending on the spin
characteristics of compounds that contain the desired parameters. Basing on experimental data
and minimizing quadratic functionals, the dependence parameters were found. Their coincidence
with the well-known results was shown.

Formulas for clusters of dimensions 3 and 4 have been derived, methods of parameter
recovery for solving magnetochemical problems have been described and their application has
been demonstrated, and an algorithm for solving the opposite problem has been presented.
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The aim of the article is to study the methods of recovery of dependencies in the solution
of magnetochemical problems, as well as to develop an algorithm that allows the experimental
data to establish the type of connection to be investigated.

Keywords: nonlinear equation, nonstationary effects, rotating waves, bifurcation analysis,
integral representation

Введение

󰑪адачи, требу󰑧щие восстановлени󰑱 параметров, часто встреча󰑧тс󰑱 в ра󰑬личных
исследовани󰑱х, проводимых над метаматематической модел󰑭󰑧 процесса или 󰑱вле-
ни󰑱. Как отмечал А. А. Л󰑱пунов [1]: математическое моделирование 󰯹 это опосре-
дованное практическое или теоретическое исследование об󰑫екта, при котором непо-
средственно и󰑬учаетс󰑱 не сам интересу󰑧щий нас об󰑫ект, а некотора󰑱 вспомогател󰑭-
на󰑱 искусственна󰑱 или естественна󰑱 система (модел󰑭), наход󰑱ща󰑱с󰑱 в некотором об󰑫-
ективном соответствии с по󰑬наваемым об󰑫ектом.

Одной и󰑬 таких 󰑬адач 󰑱вл󰑱етс󰑱 󰑬адача восстановлени󰑱 параметров в мо-
дел󰑱х исследовани󰑱 химических соединений по экспериментал󰑭ным данным [2].
Ра󰑬дел, 󰑬анима󰑧щийс󰑱 исследованием таких 󰑬адач, на󰑬ываетс󰑱 магнетохимией.
Д. Г. Келлерман [3] выделил наиболее актуал󰑭ные 󰑬адачи, решаемые методами маг-
нетохимии:

1. Определение степени окислени󰑱 ионов переходных металлов, и󰑬учение дефек-
тов соединений.

2. Определение структуры координационного у󰑬ла молекулы комплексного со-
единени󰑱.

3. Обнару󰑨ение следов ферримагнитных примесей (не всегда удаетс󰑱 определит󰑭
другими методами).

Магнетохими󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱 ра󰑬вива󰑧щейс󰑱 наукой на стыке фи󰑬ики и химии. Од-
нако, работы, рассматрива󰑧щие математическу󰑧 проблематику восстановлени󰑱 󰑬а-
висимостей, недостаточно представлены в отечественной литературе.

Одной и󰑬 󰑬адач магнетохимии 󰑱вл󰑱етс󰑱 построение теории обменных в󰑬аимодей-
ствий, по󰑬вол󰑱󰑧щих вы󰑱вит󰑭, исследоват󰑭 и об󰑫󰑱снит󰑭 причины магнитного упор󰑱-
дочени󰑱 в кристаллах; и󰑬учит󰑭 св󰑱󰑬󰑭 параметров обменных в󰑬аимодействий с осо-
бенност󰑱ми электронной структуры и химических св󰑱󰑬ей в и󰑬учаемых соединени󰑱х.

Фундаментал󰑭на󰑱 󰑬начимост󰑭 и актуал󰑭ност󰑭 данного исследовани󰑱 определ󰑱-
етс󰑱 необходимост󰑭󰑧 и󰑬учени󰑱 фи󰑬ических свойств новых магнитных материалов и
направлена на и󰑬учение наиболее общих эффектов и в󰑬аимодействий, формиру󰑧щих
квантовые состо󰑱ни󰑱 материи.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2022, 3



Восстановление параметров в модел󰑱х магнитной восприимчивости 55

Практическа󰑱 󰑬начимост󰑭 исследований по магнетохимии состоит в системати-
ческом и󰑬учении магнитных свойств ра󰑬личных групп соединений на основе ком-
плексов переходных металлов, построении моделей типа соединений пригодных в
прило󰑨ени󰑱х.

Цел󰑭󰑧 исследовани󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱 применение методов восстановлени󰑱 󰑬ависимостей
решени󰑱 󰑬адач магнетохимии, а так󰑨е ра󰑬работка алгоритмов, по󰑬вол󰑱󰑧щих по экс-
периментал󰑭ным данным устанавливат󰑭 тип исследуемого соединени󰑱.

Дл󰑱 этого необходимо: системати󰑬ироват󰑭 теоретические поло󰑨ени󰑱 магнети󰑬ма
и магнетохимии и актуали󰑬ироват󰑭 модели магнети󰑬ма обменных кластеров; описат󰑭
методы исследовани󰑱 магнитных свойств соединений, необходимых дл󰑱 установлени󰑱
магнитных свойств соединений с ра󰑬личными спиновыми характеристиками; ра󰑬ра-
ботат󰑭 алгоритмы восстановлени󰑱 параметров 󰑬ависимостей.

Об󰑫ектом исследовани󰑱 выступа󰑧т 󰑬адачи, методы и алгоритмы восстановлени󰑱
параметров моделей по экспериментал󰑭ным данным.

1. Исследование магнитных свойств соединений с ра󰑬личными
спиновыми характеристиками

В исследовании магнитных свойств вещества определ󰑱󰑧тс󰑱 магнитные эффекты,
которые намного слабее эффектов, обусловленных электронами, прибли󰑬ител󰑭но в
1000 ра󰑬. Поэтому они обычно не ска󰑬ыва󰑧тс󰑱 󰑬аметным обра󰑬ом на статических
магнитных свойствах, существенных с химической точки 󰑬рени󰑱. Однако магнетохи-
мический метод это эффективный инструмент исследовани󰑱 структуры и электрон-
ного строени󰑱 вещества.

Магнетохими󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱 ра󰑬делом фи󰑬ической химии, в котором и󰑬учаетс󰑱 󰑬ави-
симост󰑭 ме󰑨ду магнитными свойствами и химическим строением веществ, а так󰑨е
вли󰑱ние магнитного пол󰑱 на химические свойства веществ и на их реакционну󰑧 спо-
собност󰑭. Термин 󰯺магнетохими󰑱󰯻 часто испол󰑭󰑬уетс󰑱 как краткий аналог выра󰑨е-
ни󰑱 󰯹 исследование химических соединений магнитными методами. Ра󰑬витие магне-
тохимии тесно св󰑱󰑬ано с именами П. Лан󰑨евена, М. К󰑧ри, Ф. Р. Вейсса, Б. Паскал󰑱
и Л. Полинга [4]. Одним и󰑬 самых испол󰑭󰑬уемых методов в магнетохимии 󰯹 метод
статической магнитной восприимчивости.

Н. Е. Домрачева в [5] отмечала, что наиболее широкое и многообра󰑬ное приме-
нение метод статической магнитной восприимчивости получил в области исследо-
вани󰑱 парамагнитных комплексов переходных металлов. Вкл󰑧чение атома металла
в структуру дендримерной макромолекулы приводит к со󰑬дани󰑧 новых материа-
лов со специфическими свойствами, такими как: способност󰑭 поглощат󰑭 видимый
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свет, про󰑱вл󰑱т󰑭 л󰑧минесценци󰑧, генерироват󰑭 мул󰑭тиэлектронные окислител󰑭но-
восстановител󰑭ные процессы. Такие материалы могут найти применение как ком-
поненты в молекул󰑱рных электронных и фотохимических устройствах дл󰑱 хранени󰑱
и переноса информации, как преобра󰑬ователи солнечной энергии.

В качестве примера рассмотрим системы с испол󰑭󰑬ованием фуллерена и гидра-
󰑬она. В стат󰑭е А. Н. Гусева, А. С. Ма󰑬инова, А. И. Шевченко и др. [6] исследовалис󰑭
свойства тонкопленочной гетероструктуры на основе фуллерена C60 и гидра󰑬она.
Отмечено, что добавление гидра󰑬она по󰑬вол󰑱ет 󰑬начител󰑭но усилит󰑭 оптоэлектрон-
ные свойства тонкопленочной структуры фуллерена C60: во󰑬растание силы тока под
действием оптического и󰑬лучени󰑱 увеличилос󰑭 с 5 до 29 ра󰑬.

Р. Карлин выдел󰑱л нескол󰑭ко причин интенсивного ра󰑬вити󰑱 метода статической
магнитной восприимчивости [7].

Во многих случа󰑱х по величине эффективного магнитного момента мо󰑨но на-
де󰑨но и быстро определ󰑱т󰑭 степен󰑭 окислени󰑱 металлов, а иногда и симметри󰑧 ко-
ординационной сферы централ󰑭ного атома. Температурна󰑱 󰑬ависимост󰑭 магнитной
восприимчивости по󰑬вол󰑱ет судит󰑭 не тол󰑭ко о ва󰑨ных детал󰑱х строени󰑱 бли󰑨айшей
координационной сферы металла, но и о характере в󰑬аимодействи󰑱 металл-лиганд
(лиганд 󰯹 атом, ион или молекула, св󰑱󰑬анный с другим атомом 󰯹 акцептором с
помощ󰑭󰑧 донорно-акцепторного в󰑬аимодействи󰑱). Кроме того, метод ока󰑬алс󰑱 эф-
фективным в исследовании поли󰑱дерных комплексных соединений особого типа 󰯹
так на󰑬ываемых обменных кластеров.

Основы современной теории магнитных свойств соединений переходных и редко-
󰑬емел󰑭ных элементов были 󰑬ало󰑨ены еще в классической работе Ван-Флека [8].

Дал󰑭нейший прогресс в этой области св󰑱󰑬ан с совершенствованием теории и с вы-
󰑱снением механи󰑬мов таких тонких эффектов, как орбитал󰑭ное сокращение, откло-
нение g-фактора от чисто спинового 󰑬начени󰑱 и т.д. Ра󰑬витие теории сопрово󰑨далос󰑭
и в 󰑬начител󰑭ной мере стимулировалос󰑭 экспериментал󰑭ными исследовани󰑱ми. Осо-
бенности магнитных свойств комплексных соединений могут слу󰑨ит󰑭 илл󰑧страцией
целого р󰑱да поло󰑨ений современной теории электронного строени󰑱 соединений.

Свойства магнети󰑬ма комплексов так󰑨е испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 в теории лигандов [9]. Со-
гласно В. Т. Калинникову и 󰑰. В. Ракиткину абсол󰑧тно л󰑧бое вещество реагирует
на прило󰑨енное внешнее магнитное поле. Оно намагничиваетс󰑱, т. е. приобретает
магнитный момент. Реакци󰑱 вещества на магнитное поле характери󰑬уетс󰑱 воспри-
имчивост󰑭󰑧, котора󰑱 входит в соотношение M = χH, где M 󰯹 намагниченност󰑭,
или магнитный момент единицы об󰑫ема, а H 󰯹 прило󰑨енное магнитное поле.
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П. Е. Ка󰑬ин и И. В. Кул󰑭бакин [10] отметили, что магнитну󰑧 восприимчивост󰑭
мо󰑨но рассматриват󰑭 как количественну󰑧 меру отклика вещества на внешнее маг-
нитное поле.

Дл󰑱 получени󰑱 достоверной об󰑫ективной информации о магнитных свойствах
ва󰑨ное 󰑬начение име󰑧т и󰑬мерени󰑱 температурной 󰑬ависимости магнитной восприим-
чивости. В начал󰑭ный период ра󰑬вити󰑱 магнетохимии и󰑬мер󰑱ли магнитну󰑧 воспри-
имчивост󰑭 главным обра󰑬ом при одной температуре и 󰑬атем превращали найденное
󰑬начение с помощ󰑭󰑧 формулы К󰑧ри в число магнетонов Бора. Такой 󰯺магнитный󰯻
анали󰑬 мо󰑨ет быт󰑭 эффективным тол󰑭ко в том случае, если и󰑬вестно, что магнит-
на󰑱 восприимчивост󰑭 следует 󰑬акону К󰑧ри, что бывает крайне редко. Поэтому в
современных услови󰑱х провод󰑱т и󰑬мерение температурной 󰑬ависимости магнитной
восприимчивости в широком интервале температур.

При описании магнитных свойств наиболее широко испол󰑭󰑬уетс󰑱 модел󰑭 и󰑬отроп-
ного обмена Гей󰑬енберга–Дирака–Ван–Флека (ГДВФ), согласно которой магнитные
свойства в󰑬аимодейству󰑧щих парамагнитных центров во внешнем магнитном поле
H мо󰑨но описат󰑭 спиновым гамил󰑭тонианом:

E = −2
󰁛

i

󰁛

j

JijSiSj + β
󰁛

i

giSiH,

где Si, Sj 󰯹 спиновые операторы парамагнитных центров; Jij 󰯹 эффективный пара-
метр обменного в󰑬аимодействи󰑱, gi 󰯹 g-факторы парамагнитного центра.

Первое слагаемое определ󰑱ет энерги󰑧 обменного в󰑬аимодействи󰑱 ме󰑨ду пара-
магнитными центрами, второе слагаемое ест󰑭 󰑬еемановское в󰑬аимодействие магнит-
ного момента с внешним магнитным полем H. При таком подходе гамил󰑭тониан
системы 󰑬ависит лиш󰑭 от спиновых переменных парамагнитных центров, в то вре-
м󰑱 как информаци󰑱 об электронном строении и природе магнитных орбиталей со-
дер󰑨итс󰑱 в параметре Jij, расчет которого представл󰑱ет собой самосто󰑱тел󰑭ну󰑧
квантово-механическу󰑧 󰑬адачу.

Основна󰑱 иде󰑱 Ван-Флека состо󰑱ла в том, что он 󰑬аписал энерги󰑧 i-го энергети-
ческого уровн󰑱 системы с учётом вли󰑱ни󰑱 внешнего магнитного пол󰑱 H в виде:

Ei = E0
i +HE

(1)
i +H2E

(2)
i + ... (1)

Величины E
(1)
i и E

(2)
i , по󰑱вл󰑱󰑧щиес󰑱 в первом и втором пор󰑱дке теории во󰑬муще-

ний, на󰑬ыва󰑧тс󰑱 коэффициентами 󰑬ееманского в󰑬аимодействи󰑱 первого и второго
пор󰑱дка соответственно. E0

i 󰯹 энерги󰑱 i-го уровн󰑱 в отсутствии пол󰑱.
В работе [11] исследовалис󰑭 кристаллические структуры и магнитные свойства

тройных спирал󰑭ных би󰑱дерных комплексов с диа󰑬иновыми лигандами. Магнитна󰑱
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восприимчивост󰑭 комплексов 1 и 2 была и󰑬мерена в диапа󰑬оне температур 5− 300 K

и пока󰑬ана на рис. 1-2, соответственно. При 300 экспериментал󰑭ные 󰑬начени󰑱 χMT

составл󰑱󰑧т 2.23 и 2.04 мол󰑭−1 K дл󰑱 1 и 2 и соответству󰑧т 󰑬начени󰑧 тол󰑭ко дл󰑱 двух
высокоспиновых ионов Ni(II). При охла󰑨дении продукты χMT монотонно умен󰑭-
ша󰑧тс󰑱, а 󰑬начени󰑱 χM непрерывно увеличива󰑧тс󰑱 до максимумов 0.099 мол󰑭−1 при
10 и 0.054 мол󰑭−1 при 17 дл󰑱 1 и 2, соответственно. Эти набл󰑧дени󰑱 ука󰑬ыва󰑧т на
то, что ме󰑨ду ионами Ni(II), св󰑱󰑬анными тройными N − N мостиками, действует
антиферромагнитное в󰑬аимодействие.

Рис. 1. График 󰑬ависимости χM и χMT от T дл󰑱 комплекса 1. Сплош-
ные линии представл󰑱󰑧т наилучшее соответствие экспериментал󰑭ным
данным [11].

Данные были приведены в соответствие с выра󰑨ением, полученным и󰑬 гамил󰑭-
тониана и󰑬отропной спиновой св󰑱󰑬и H = −JS̃1S̃2

χM =
2Nq2β2

kT

1 + 5 exp(2J/kT )

3 + 5 exp(2J/kT ) + exp(−J/kT )
.

Моделирование привело к J = −2.97 при g = 2.13 и J = −5.40 см при g = 2.07

дл󰑱 1 и 2 соответственно.
Дл󰑱 магнитной восприимчивости было получено выра󰑨ение

χM =
2Ng2β2

kT

55 + 30 exp5x +14 exp9x +5 exp12x +exp14x

11 + 9 exp5x +7 exp9x +5 exp12x +3 exp14x +exp15x
,

где x = J/kT . Приемлемые данные (рис. 2) получены при J = 1.24 см−1 и g = 2.0.
В [12] исследована структурна󰑱 и магнитна󰑱 восприимчивост󰑭 окта󰑱дерного ком-

плекса MnIII-оксо-пира󰑬олида.
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Рис. 2. График 󰑬ависимости χM и χMT от T дл󰑱 комплекса 2. Сплош-
ные линии представл󰑱󰑧т наилучшее соответствие экспериментал󰑭ным
данным [11].

В. Т. Калинников и 󰑰. В. Ракиткин [9] рассматривали пары обменно-св󰑱󰑬анных
обритал󰑭но-невыро󰑨денных ионов со спинами S1, S2 и и󰑬отропными g-факторами
g1 = g2 = g и получили формулу дл󰑱 магнитной восприимчивости димера (сло󰑨ной
молекулы, составленной и󰑬 двух более простых молекул).

Сра󰑬у установим, что вли󰑱ние обменного в󰑬аимодействи󰑱 приводит к формиро-
вани󰑧 состо󰑱ний с полным спином S, име󰑧щим энерги󰑧

E(J, S) = −J [S(S + 1)− S1(S1 + 1)− S2(S2 + 1)]. (2)

Причем S = S1 + S2, S1 + S2 − 1, ..., |S1 − S2|.

Так󰑨е (2) на󰑬ываетс󰑱 и󰑬отропным гамил󰑭тонианом спина.

Подставив (1) в выра󰑨ение дл󰑱 грамм-атомной статической восприимчивости:
χ = N

H
∂U
∂H

, где U 󰯹 свободна󰑱 энерги󰑱 Гел󰑭мгол󰑭ца, N 󰯹 число Авогадро, H- прило-
󰑨енное магнитное поле, получим формулу дл󰑱 мол󰑱рной восприимчивости димера
бе󰑬 учета температурно-не󰑬ависимого парамагнети󰑬ма:

χM =
Ng2β2

2 · 3kT

󰁓
S

S(S + 1)(2S + 1) exp(−E(J, S)/kT )

󰁓
S

(2S + 1) exp(−E(J, S)/kT )
, (3)

где g 󰯹 мно󰑨ител󰑭 Ланде, β 󰯹 магнетон Бора, k 󰯹 посто󰑱нна󰑱 Бол󰑭цмана, T 󰯹
температура.
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Уравнение (3) 󰑱вл󰑱етс󰑱 основным дл󰑱 расчета магнитной восприимчивости ди-
меров с орбитал󰑭но-невыро󰑨денными парамагнитными ионами. Теоретические урав-
нени󰑱 дл󰑱 частных случаев получа󰑧тс󰑱 в ре󰑬ул󰑭тате подстановки в (2) и (3) соот-
ветству󰑧щих 󰑬начений S1, S2.

Аналогичным обра󰑬ом было выведено уравнение Ван-Флека дл󰑱 тримеров в слу-
чае высокой симметрии (J1 = J2 = J3, S1 = S2 = S3). Определим 󰑬начени󰑱 S. Дл󰑱
этого сло󰑨им л󰑧бые два спина (например, S2 и S3) в проме󰑨уточный момент S23:

S23 = S2 + S3, принима󰑧щий 󰑬начени󰑱:
S23 = S2 + S3, S2 + S3 − 1, ..., |S2 − S3|.
Все до󰑬воленные 󰑬начени󰑱 полного спина S: S = S1+S23 = S1+S2+S3, наход󰑱тс󰑱

в ре󰑬ул󰑭тате сло󰑨ени󰑱 S1 с ка󰑨дым и󰑬 󰑬начений S23:
S = S1 + S23, S1 + S23 − 1, ..., |S1 − S23|.
Обменный гамил󰑭тониан принимает вид:

E = −J [S(S + 1)− 3S1(S1 + 1)]. (4)

А после подстановки (4) в уравнение Ван-Флека получим:

χM =
Ng2β2

3 · 3kT

󰁓
S

󰁓
S23

S(S + 1)(2S + 1)exp(−E/kT )

󰁓
S

󰁓
S23

(2S + 1) exp(−E/kT )
. (5)

2. Модели температурной 󰑬ависимости магнитной
восприимчивости

В 󰑬ависимости от спиновых характеристик получены следу󰑧щие ре󰑬ул󰑭таты:

1. Дл󰑱 димера со спиновыми характеристиками S1 =
1
2

и S2 =
1
2
:

S = 1, 0 : S = S1 + S2 =
1

2
+

1

2
= 1, S1 + S2 − 1 = 1− 1 = 0;

χM =
Ng2β2

󰀓
6e

J
2kT

󰀔

2 · 3kT
󰀓
3e

J
2kT + e

−3J
2kT

󰀔 .

Подставл󰑱󰑱 и󰑬вестные константы (k−1 = 1.4388,
Ng2β2

3k
= 0.125) и привод󰑱

все единицы и󰑬мерени󰑱 к см−1, получим выра󰑨ение:

χM =
0.125g2

󰀓
6e

1.4388J
2T

󰀔

2T
󰀓
3e

1.4388J
2T + e

−3·1.4388J
2T

󰀔 . (6)

В дал󰑭нейших формулах константы име󰑧т такие 󰑨е 󰑬начени󰑱.
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Формула (6) на󰑬ываетс󰑱 уравнением Блини-Бауэрса [13]. В работе J. Kohout
и J. Kratsmar-Smogrovic [14] така󰑱 󰑬ависимост󰑭 была выведена дл󰑱 пары Cu-Cu,
а так󰑨е были восстановлены параметры дл󰑱 данного уравнени󰑱, в ре󰑬ул󰑭тате
получено:

χM =
0.585

T

1

1 + 1/3 exp(447/T )
. (7)

и построена соответству󰑧ща󰑱 крива󰑱 (рис. 3).

Рис. 3. График формулы (7) полученный в работе J. Kohout и
J. Kratsmar-Smogrovic [14].

2. Дл󰑱 димера со спиновыми характеристиками S1 = 1 и S2 = 1:

S = 2, 1, 0 : S = S1 + S2 = 1 + 1 = 2, S1 + S2 − 1 = 2− 1 = 1, S1 + S2 − 2 = 2− 2 = 0;

χM =
Ng2β2

󰀓
30e

2J
kT + 6e

−2J
kT

󰀔

2 · 3kT
󰀓
5e

2J
kT + 3e

−2J
kT + e

−4J
kT

󰀔 . (8)

Димером с такими характеристиками мо󰑨ет 󰑱вл󰑱т󰑭с󰑱 пара Ni-Ni, в стат󰑭е
M. J. Prushan, D. M. Tomezsko, S. Lofland [15] выводитс󰑱 аналогична󰑱 формула,
проводитс󰑱 восстановление J и g, а так󰑨е стро󰑱тс󰑱 кривые χM и χMT (рис. 4):

3. Дл󰑱 димера со спиновыми характеристиками S1 =
3
2

и S2 =
3
2
:

S = 3, 2, 1, 0 : S = S1 + S2 = 3, S1 + S2 − 1 = 2, S1 + S2 − 2 = 1, S1 + S2 − 3 = 0;

χM =
Ng2β2

󰀓
84e

9J
2kT + 30e

−3J
2kT + 6e

−11J
2kT

󰀔

2 · 3kT
󰀓
7e

9J
2kT + 5e

−3J
2kT + 3e

−11J
2kT + e

−15J
2kT

󰀔 . (9)

S. Petit, G. Pilet, D. Luneau в своей работе [16] исследу󰑧т пару Co-Co и прихо-
д󰑱т к выводу формулы (9) при описании магнитных свойств этого соединени󰑱.
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Рис. 4. График χMи χMT дл󰑱 Ni-Ni, M. J. Prushan, D. M. Tomezsko,
S. Lofland [15].

4. Дл󰑱 димера со спиновыми характеристиками S1 = 1 и S2 =
1
2
:

S =
3

2
,
1

2
: S = S1 + S2 = 1 +

1

2
=

3

2
, S1 + S2 − 1 =

1

2
;

χM =
Ng2β2

󰀓
15e

J
kT + 3

2
e

2J
kT

󰀔

2 · 3kT
󰀓
4e

J
kT + 2e

2J
kT

󰀔 . (10)

5. Дл󰑱 димера со спиновыми характеристиками S1 =
3
2

и S2 = 1:

S =
5

2
,
3

2
,
1

2
: S = S1 + S2 = 1 +

3

2
=

5

2
, S1 + S2 − 1 =

3

2
, S1 + S2 − 2 =

1

2
;

χM =
Ng2β2

󰀓
105
2
e

3J
kT + 15e

−2J
kT + 3

2
e

−5J
kT

󰀔

2 · 3kT
󰀓
6e

3J
kT + 4e

−2J
kT + 2e

−5J
kT

󰀔 . (11)

6. Дл󰑱 димера со спиновыми характеристиками S1 =
3
2

и S2 =
1
2
:

S = 2, 1, 0 : S = S1 + S2 =
3

2
+

1

2
= 2, S1 + S2 − 1 = 1, S1 + S2 − 2 = 0;

χM =
Ng2β2

󰀓
30e

3J
2kT + 6e

−5J
2kT

󰀔

2 · 3kT
󰀓
5e

3J
2kT + 3e

−5J
2kT + e

−9J
2kT

󰀔 . (12)

7. Дл󰑱 тримера со спиновыми характеристиками S1 = S2 = S3 =
1
2
:

S23 = 1, 0 : S = S1 + S23 =
3

2
, S1 + S23 − 1 =

1

2
;
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χM =
Ng2β2

󰀓
30e

3J
2kT + 3

2
e

−3J
2kT

󰀔

3 · 3kT
󰀓
8e

3J
2kT + 2e

−3J
2kT

󰀔 . (13)

В стат󰑭е G. F. Kokoszka, F. Padula, A. S. Goldstein [17] уравнение (13) выво-
дитс󰑱 дл󰑱 тримера Cu-Cu-Cu.

3. Восстановление параметров модели

Во всех вышеи󰑬ло󰑨енных случа󰑱х функци󰑱 χM 󰑬ависит от T, J, g. T 󰯹 темпера-
тура(переменна󰑱 величина), J 󰯹 обменный параметр (неи󰑬вестный параметр), g 󰯹
мно󰑨ител󰑭 Ланде (неи󰑬вестный параметр).

В соответствии с общей схемой требуетс󰑱 восстановит󰑭 неи󰑬вестные параметры
в модели по ре󰑬ул󰑭татам эксперимента.

Вар󰑭иру󰑱 неи󰑬вестные параметры J , g, необходимо прибли󰑬ит󰑭 теоретическу󰑧
криву󰑧 к экспериментал󰑭ным данным. Критерий бли󰑬ости будет 󰑬ависет󰑭 от вы-
бранного метода.

В следствии того, что мно󰑨ител󰑭 Ланде (g) входит в ка󰑨дое и󰑬 уравнений во
второй степени и не мо󰑨ет быт󰑭 отрицателен, то мо󰑨но выделит󰑭 два кл󰑧чевых
ра󰑬личных случа󰑱: g2 ∕= 0; J ∕= 0 (1 случай) и g2 ∕= 0; J < 0 (2 случай).

Во󰑬󰑭мем в качестве примера димер со спиновыми характеристиками S1 = S2 = 1,
χM дл󰑱 данного соединени󰑱 имеет вид:

χM =
0.125g2

󰀓
30e

2·1.4388J
T + 6e

−2·1.4388J
T

󰀔

2T
󰀓
5e

2·1.4388J
T + 3e

−2·1.4388J
T + e

−4·1.4388J
T

󰀔 . (14)

Качественные отличи󰑱 ме󰑨ду случа󰑱ми 1 и 2, вар󰑭иру󰑱 неи󰑬вестные парамет-
ры, 󰑬акл󰑧чаетс󰑱 в по󰑱влении точки максимума во 2 случае. Наличие максимума на
кривой температурной 󰑬ависимости магнитной восприимчивости 󰑱вл󰑱етс󰑱 отличи-
тел󰑭ной особенност󰑭󰑧 димерных соединений, но максимумы на кривых χM могут
набл󰑧дат󰑭с󰑱 и дл󰑱 кластеров других типов(тримеров, тетрамеров и т.д.).

Поло󰑨ение максимума одно󰑬начно св󰑱󰑬ано со спинами ионов и 󰑬начени󰑱ми об-
менных параметров. Поэтому при температуре TC (температура К󰑧ри), при которой
χM максимал󰑭но, мо󰑨но оценит󰑭 󰑬начение обменного параметра, если спины ионов
и󰑬вестны и факт димерности исследуемого соединени󰑱 не вы󰑬ывает сомнений.

Следует отметит󰑭, что точност󰑭 определени󰑱 J невелика. Поэтому предпочти-
тел󰑭нее испол󰑭󰑬оват󰑭 методы, основанные на совмещении экспериментал󰑭ной темпе-
ратурной 󰑬ависимости магнитной восприимчивости с теоретическими кривыми.
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В исследовани󰑱х [18]-[21] уравнение (14) получено дл󰑱 димера Ni-Ni, который 󰑱в-
л󰑱етс󰑱 ферромагнетиком в широком диапа󰑬оне температур [22], а соли никел󰑱 при
этом пара- или диамагнитны [23]. В ре󰑬ул󰑭тате, прои󰑬ведённых экспериментов полу-
чены получены экспериментал󰑭ные данные, опира󰑱с󰑭 на которые и пол󰑭󰑬у󰑱с󰑭 выве-
денной раннее формулой (8) восстановлены неи󰑬вестные параметры: J 󰯹 обменный
параметр и g 󰯹 мно󰑨ител󰑭 Ланде.

Дл󰑱 этого испол󰑭󰑬овалс󰑱 метод наимен󰑭ших квадратов, который основан на ми-
ними󰑬ации суммы квадратов отклонений искомых функций χM от экспериментал󰑭-
ных 󰑬начений функции yk [11]:

n󰁛

k=1

(χM(Tk)− χ̃k)
2 → min,

где χ̃k 󰯹 экспериментал󰑭ные данные при температуре Tk, χM(Tk) 󰯹 󰑬начение искомой
функции χM в точках Tk.

С помощ󰑭󰑧 программного продукта Origin 2018 удалос󰑭 восстановит󰑭 параметры
J ≈ 29.1−1 g ≈ 2.23 рис. 5.

Рис. 5. График χMс восстановленными параметрами.
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Восстановленные параметры бли󰑬ки к тем, что были получены в работе A.
Bhattacharyya, P.K. Bhaumik, M. Das [18].

При достаточном количестве исходных данных модели и их малой погрешности
к 󰑬адаче восстановлени󰑱 параметров магнитной восприимчивости применим метод
наимен󰑭ших квадратов. В более общем случае необходимо примен󰑱т󰑭 методы регу-
л󰑱ри󰑬ации [24].

Рассмотрим обратну󰑧 󰑬адачу, требу󰑧щу󰑧 ра󰑬работки алгоритма, по󰑬вол󰑱󰑧щего
определ󰑱т󰑭 спиновые характеристики неи󰑬вестного соединени󰑱 по экспериментал󰑭-
ным данным.

Исходными данными дл󰑱 этой 󰑬адачи 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 экспериментал󰑭ные данные маг-
нитной восприимчивости некоторого искомого соединени󰑱; и󰑬мерени󰑱 прои󰑬ведены
при температурах T1, T2, . . . , Tn.

Дл󰑱 решени󰑱 вычисл󰑱󰑧тс󰑱 󰑬начени󰑱 χM в точках Tk (k = 1, . . . , n) дл󰑱 всех и󰑬-
вестных теоретических моделей (например (3), (5)-(13), с и󰑬вестными параметрами)
и дл󰑱 ка󰑨дой и󰑬 моделей вычисл󰑱етс󰑱 следу󰑧щее 󰑬начение:

ωp =
n󰁛

k=1

(Tk − χp(Tk))
2, p = 1,m,

где p 󰯹 номер, приписанный ка󰑨дой модели.
И󰑬 всех ωp выбираетс󰑱 наимен󰑭шее, а соединение,соответству󰑧щее p модели, счи-

таетс󰑱 искомым соединением.
Однако в силу некорректности обратной 󰑬адачи соединение, с соответству󰑧щи-

ми спиновыми характеристиками, принимаетс󰑱 нами 󰑬а искомое с некоторой долей
сомнени󰑱 (в 󰑬адачах этого класса решение мо󰑨ет быт󰑭 не единственно).

В этом ра󰑬деле были пока󰑬аны теоретические модели магнитной восприимчиво-
сти, выведены формулы дл󰑱 кластеров ра󰑬мерности 3 и 4, и󰑬ло󰑨ены методы восста-
новлени󰑱 параметров при решении 󰑬адач магнетохимии и продемонстрировано их
применение, а так󰑨е представлен алгоритм дл󰑱 решение обратной 󰑬адачи.

󰑪акл󰑧чение

В работе дано теоретическое обоснование поло󰑨ений магнетохимии дл󰑱 построе-
ни󰑱 моделей магнитной восприимчивости, которые примен󰑱󰑧тс󰑱 дл󰑱 и󰑬учени󰑱 мате-
риалов парамагнитных комплексов переходных металлов (и др.). Такие материалы
испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 в современных устройствах электроники (преобра󰑬ователи солнечной
энергии).
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Ра󰑬работаны модели 󰑬ависимостей и приведена методика восстановлени󰑱 пара-
метров модели с помощ󰑭󰑧 метода наимен󰑭ших квадратов, пока󰑬ано что дл󰑱 случаев
конкретных материалов параметры моделей совпада󰑧т с достаточной точност󰑭󰑧.

В дал󰑭нейшем предполагаетс󰑱 расширение исследований как по модел󰑱м (регу-
л󰑱ри󰑬у󰑧щие алгоритмы), так и по данным экспериментов, проводимых в КФУ имени
В. И. Вернадского.

Авторы выра󰑨а󰑧т благодарност󰑭 Гусеву А. Н. и Рудницкому О. И. 󰑬а привлече-
ние внимани󰑱 к данной тематике и экспериментал󰑭ные данные.
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Distributed Systems in a Dynamic Modeling Environment.

Lukyanova E. A., Prochitanskiy M. S., Lukyanova M. E

Abstract. This work is devoted to the consideration of modeling and research on the
processes of the course of infectious diseases. The infectious process is one of the complex
biological processes in nature, representing a serious danger to humanity and economic.

A common method for modeling a system of this type is to represent evolution of the system
under study using a system of ordinary differential equations (ODEs), namely, the construction
of analytical models 󰯹 the SIR-model and its extensions. These models are widely used for
modeling the process of the course of infectious diseases, since they allow to consider various
aspects of the disease: the path of infection, the spatial distribution of the infection, the influence
of geographical factors, and others. Also, these models allow you to implement various disease
control strategies and quickly adapt the model to new requirements.

Today, in connection with large-scale threats of epidemic spread, it is relevant to build
adequate predictive models and use modern effective software for the implementation, simulation
and research of models of such systems.

In this regard, new software "Environment for Dynamic Modeling of Technical Systems
SimInTech" is using to solve the problem of constructing, calculating and studying the expansion
of the SIR-model by the example of modeling the patterns of the course of an infectious disease 󰯹
Ebola virus fever.

Being an alternative to foreign analogues, such as Simulink, Sсilab and others, software
SimInTech allows you to simulate, calculate, research and synthesize various technical devices,
including automation equipment and systems. Despite the fact that SimInTech is intended for
modeling and calculation of technical systems and devices, while working with this software,
SimInTech capabilities were discovered for modeling the process of the course of infectious
diseases. It turned out that the simulation of such systems in SimInTech is possible thanks
to the built-in programming language. To do this, using the tools of the built-in programming
language SimInTech, the necessary user blocks were created and described, from which the model
of the process of Ebola virus fever was formed.

In the process of building the model, it was revealed that when forming the SIR-type models
the problem of an "algebraic loop" arises 󰯹 the inputs of the blocks implicitly depend on their
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outputs. It is proposed to solve this problem by means of SimInTech by introducing an additional
block "Delay on the integration step" into the model structure.

A calculation model for the SIRDP-model of the spread of Ebola virus fever is constructed
in the work and its simulation is performed.

Keywords: modeling environment, Ebola Virus Disease, EVD, disturbed systems, ordinary
differential equations, SIR-model and elaborations

Введение

Сфера применени󰑱 современных интеллектуал󰑭ных технологий дл󰑱 описани󰑱 и
анали󰑬а систем реал󰑭ного мира посто󰑱нно расшир󰑱етс󰑱, про󰑱вл󰑱󰑱с󰑭 в таких ва󰑨ных
дл󰑱 человека област󰑱х, как медицина и 󰑬дравоохранение. С точки 󰑬рени󰑱 математи-
ческого моделировани󰑱 реал󰑭ные об󰑫екты и 󰑱влени󰑱 представл󰑱󰑧т собой динамиче-
ские системы, среди которых особый интерес представл󰑱󰑧т распределенные систе-
мы. В распределенных системах отношени󰑱 местополо󰑨ений элементов (или групп
элементов) игра󰑧т существенну󰑧 рол󰑭 с точки 󰑬рени󰑱 функционировани󰑱 системы,
а, следовател󰑭но, и с точки 󰑬рени󰑱 анали󰑬а и синте󰑬а системы. Реал󰑭ные системы,
в том числе биологические системы, 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 распределенными системами ра󰑬лич-
ного уровн󰑱 сло󰑨ности и внутренней органи󰑬ации. Одним и󰑬 самых сло󰑨ных био-
логических процессов в природе 󰑱вл󰑱етс󰑱 инфекционный процесс, представл󰑱󰑧щий
сер󰑭е󰑬ну󰑧 опасност󰑭 дл󰑱 человечества и экономического ра󰑬вити󰑱.

Распространенным методом моделировани󰑱 в этих сферах 󰑱вл󰑱етс󰑱 представле-
ние 󰑬акона эвол󰑧ции исследуемой системы с помощ󰑭󰑧 системы обыкновенных диф-
ференциал󰑭ных уравнений (ОДУ). Модел󰑱ми такого вида 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 аналитические
модели инфекционных 󰑬аболеваний 󰯹 SIR-модели. Идеи построени󰑱 SIR-моделей
во󰑬никли в начале XX века. В насто󰑱щее врем󰑱 ра󰑬работано мно󰑨ество моделей,
при󰑬ванных детали󰑬ироват󰑭 SIR-модели и сделат󰑭 во󰑬мо󰑨ным их практическое при-
менение [1, 2, 4] дл󰑱 моделировани󰑱 процесса протекани󰑱 инфекционных 󰑬аболева-
ний, поскол󰑭ку по󰑬вол󰑱󰑧т учитыват󰑭 ра󰑬личные аспекты 󰑬аболеваний: пути 󰑬ара-
󰑨ени󰑱, вопрос пространственных характеристик распределени󰑱 инфекции, вли󰑱ние
географических факторов и другие, а так󰑨е по󰑬вол󰑱󰑧т внедр󰑱т󰑭 ра󰑬личные страте-
гии контрол󰑱 󰑬аболеваемости и быстро подстраиват󰑭 модел󰑭 под новые требовани󰑱.

Сегодн󰑱 в св󰑱󰑬и с масштабными угро󰑬ами распространени󰑱 эпидемий актуал󰑭-
ным 󰑱вл󰑱етс󰑱 как построение адекватных прогно󰑬иру󰑧щих моделей, так и испол󰑭-
󰑬ование современных эффективных программных сред дл󰑱 реали󰑬ации, симул󰑱ции
и исследовани󰑱 моделей таких систем.
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Цел󰑭 работы: исследоват󰑭 аппарат среды математического моделировани󰑱 и си-
мул󰑱ции SimInTech дл󰑱 построени󰑱, расчета и исследовани󰑱 расширени󰑱 SIR-модели
на примере моделировани󰑱 󰑬акономерностей течени󰑱 инфекционного 󰑬аболевани󰑱 󰯹
вирусной лихорадки Эбола.

1. Модел󰑭 распределённой системы

Вирусна󰑱 лихорадка Эбола впервые была обнару󰑨ена в 1976 году на террито-
рии Демократической Республики Конго, неподалеку от реки Эбола, откуда и берет
свое на󰑬вание. С тех пор вспышки Эболы происходили у󰑨е более 25 ра󰑬 на всей
территории Африки. Вирус, пре󰑨де и󰑬вестный как геморрагическа󰑱 лихорадка Эбо-
ла, 󰑱вл󰑱етс󰑱 одним и󰑬 самых смертоносных 󰑬аболеваний дл󰑱 человека. В качестве
модели распространени󰑱 вирусной лихорадки Эбола рассмотрим модел󰑭, представ-
ленну󰑧 в работе [? ]. Согласно введённым категори󰑱м индивидов и категории P 󰯹
концентрации вируса в окру󰑨а󰑧щей среде, на󰑬овём её SIRDP-модел󰑭󰑧. Она 󰑱вл󰑱етс󰑱
расширением SIR-модели и учитывает бол󰑭шинство путей распространени󰑱 вируса,
естественные демографические процессы и другие ва󰑨ные аспекты 󰑬аболевани󰑱, но
при этом не 󰑱вл󰑱етс󰑱 слишком громо󰑬дкой.

Схема SIRDP-модели пока󰑬ана на рис. 1. Информаци󰑱 о всех категори󰑱х и пара-
метрах SIRDP-модели пока󰑬ана в таблице 1.

Рассматриваема󰑱 SIRDP-модел󰑭 представл󰑱етс󰑱 с помощ󰑭󰑧 системы ОДУ вида:
dS

dt
= π − (β1I + β2D + λP )S − µS

dI

dt
= (β1I + β2D + λP )S − (µ+ δ + γ)I

dR

dt
= γI − µR

dD

dt
= (µ+ δ)I − bD

dP

dt
= σ + ξI + αD − ηP.

(1)

Складыва󰑱 первое, второе и трет󰑭е уравнени󰑱 системы (1), получим уравнение

dN

dt
= π − µN − δI,

где N = S + I +R 󰯹 обща󰑱 численност󰑭 населени󰑱 (󰑨ивые индивиды).
Итак, количество восприимчивых индивидов S пополн󰑱етс󰑱 с посто󰑱нной ско-

рост󰑭󰑧 π. Восприимчивые индивиды S 󰑬ара󰑨а󰑧тс󰑱 в ре󰑬ул󰑭тате контактов β1 с
инфицированными I и контактов β2 с умершими индивидами D. Восприимчивые
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индивиды S так 󰑨е 󰑬ара󰑨а󰑧тс󰑱 при контакте с 󰑬ара󰑨енной окру󰑨а󰑧щей средой P

со скорост󰑭 λ. Скорост󰑭 гибели инфицированных индивидов I увеличиваетс󰑱 на δ

в следствии протекани󰑱 боле󰑬ни. Инфицированные индивиды I вы󰑬доравлива󰑧т со
скорост󰑭󰑧 γ. Умершие индивиды D могут быт󰑭 󰑬ахоронены со скорост󰑭󰑧 b. Воспри-
имчивые S, инфицированные I и вы󰑬доровевшие индивиды R умира󰑧т естественной
смерт󰑭󰑧 со скорост󰑭󰑧 µ. Так󰑨е инфицированные I и умершие индивиды D 󰑬агр󰑱󰑬-
н󰑱󰑧т окру󰑨а󰑧щу󰑧 среду P со скорост󰑱ми ξ и α соответственно.

Рис. 1. Схема распространени󰑱 вируса Эбола дл󰑱 SIRDP-модели

Таблица 1. Описание категорий и параметров SIRDP-модели

Символ Описание
S Восприимчивые индивиды
I Инфицированные индивиды
R Вы󰑬доровевшие индивиды
D 󰑪ара󰑨енные вирусом и умершие индивиды
P Патогены вируса Эбола в окру󰑨а󰑧щей среде
π Уровен󰑭 пополнени󰑱 восприимчивых индивидов (ро󰑨даемост󰑭)
η Скорост󰑭 исче󰑬новени󰑱 вируса и󰑬 окру󰑨а󰑧щей среды
ξ 󰑪агр󰑱󰑬нение окру󰑨а󰑧щей среды инфицированными индивидами
α 󰑪агр󰑱󰑬нение окру󰑨а󰑧щей среды умершими индивидами
δ Уровен󰑭 смертности в ре󰑬ул󰑭тате боле󰑬ни
β1 Коэффициент передачи вируса при контакте с инфицированными
β2 Коэффициент передачи вируса при контакте с умершими
λ Коэффициент передачи вируса при контакте с окру󰑨а󰑧щей средой
γ Скорост󰑭 вы󰑬доровлени󰑱 инфицированных индивидов
µ Уровен󰑭 естественной смертности
1/b Скорост󰑭 󰑬ахоронени󰑱 умерших
σ Скорост󰑭 󰑬ара󰑨ени󰑱 окру󰑨а󰑧щей среды
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2. Реали󰑬аци󰑱 модели в программной среде

Рассмотрим среду математического моделировани󰑱 и симул󰑱ции SimInTech. Про-
граммное обеспечение 󰯺Среда динамического моделировани󰑱 технических систем
SimInTech󰯻, ра󰑬работано коллективом МГТУ им. Н. Э. Баумана и ООО 󰯺3В Сер-
вис󰯻, и 󰑱вл󰑱етс󰑱 ал󰑭тернативой 󰑬арубе󰑨ным аналогам (Simulink, Sсilab, MATRIXX,
и др.). Программное обеспечение SimInTech по󰑬вол󰑱ет рассчитыват󰑭, моделироват󰑭,
исследоват󰑭 и синте󰑬ироват󰑭 ра󰑬личные технические устройства (механические, гид-
равлические, электротехнические и другие, в том числе средства и системы автома-
тики). Расчетные математические модели в SimInTech со󰑬да󰑧тс󰑱 посредством функ-
ционал󰑭но блочного программировани󰑱 при помощи блоков, которые содер󰑨атс󰑱 в
ра󰑬личных библиотеках. Библиотеки блоков по󰑬вол󰑱󰑧т формироват󰑭 в ви󰑬уал󰑭но
пон󰑱тном виде дл󰑱 пол󰑭󰑬овател󰑱 расчетные модели дл󰑱 решени󰑱 󰑬адач в таких об-
ласт󰑱х, как: теплогидравлика, релейна󰑱 автоматика, электрика (в действу󰑧щих и
мгновенных 󰑬начени󰑱х), баллистика летател󰑭ных аппаратов, механика и др.

Среда динамического моделировани󰑱 SimInTech имеет собственный встроенный
скриптовый 󰑱󰑬ык программировани󰑱, в котором с помощ󰑭󰑧 операторов и функций
мо󰑨но решит󰑭, например, 󰑬адачи расчета математических выра󰑨ений и уравнений,
работу над векторами и матрицами, управление отобра󰑨ением графических прими-
тивов, реали󰑬аци󰑧 простых алгоритмов управлени󰑱 дл󰑱 настройки и отладки моде-
лей. Несмотр󰑱 на то, что ПО SimInTech предна󰑬начено дл󰑱 моделировани󰑱 и рас-
чета технических систем и устройств, в ходе о󰑬накомлени󰑱 и работы с данным ПО
были обнару󰑨ены во󰑬мо󰑨ности SimInTech дл󰑱 моделировани󰑱 сло󰑨ных биологиче-
ских процессов 󰯹 процесса протекани󰑱 инфекционных 󰑬аболеваний. Ока󰑬алос󰑭, что
моделирование таких систем в SimInTech во󰑬мо󰑨но благодар󰑱 встроенному 󰑱󰑬ыку
программировани󰑱. Дл󰑱 этого в работе с помощ󰑭󰑧 средств встроенного 󰑱󰑬ыка про-
граммировани󰑱 SimInTech были со󰑬даны и описаны необходимые пол󰑭󰑬овател󰑭ские
блоки, и󰑬 которых и была сформирована модел󰑭.

Рассмотрим процесс построени󰑱 в SimInTech расширени󰑱 SIR-модели на примере
представленной выше SIRDP-модели.

Дл󰑱 начала построени󰑱 модели необходимо со󰑬дат󰑭 новый проект, в котором бу-
дет синте󰑬ирована модел󰑭. Модел󰑭 формируетс󰑱 и󰑬 блоков, моделиру󰑧щих ра󰑬лич-
ные категории индивидов SIRDP-модели. Дл󰑱 описани󰑱 ка󰑨дого блока, в главном
окне на вкладке 󰯺Динамические󰯻, необходимо выбрат󰑭 блок 󰯺󰑯󰑬ык программиро-
вани󰑱󰯻, и ра󰑬местит󰑭 его в рабочей области окна проекта. Окно нового проекта, с
ра󰑬мещённым в нём блоком, пока󰑬ано на рис. 2.

Далее, переходим к редактировани󰑧 блока:

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍3 (56)’ 2022



74 Е. А. Лук󰑭󰑱нова, М. С. Прочитанский, М. E. Лук󰑭󰑱нова

Рис. 2. Окно проекта с блоком 󰯺󰑯󰑬ык программировани󰑱󰯻

1) 󰑬адаём входы блока с помощ󰑭󰑧 команды input 󰯹 󰑬начени󰑱 других блоков
системы, участву󰑧щих при расчете;

2) 󰑬адаём выходы блока с помощ󰑭󰑧 команды output;
3) с помощ󰑭󰑧 команды init 󰑬адаём начал󰑭ные услови󰑱;
4) опишем основные вычислени󰑱, которые состо󰑱т и󰑬 решени󰑱 дифференциал󰑭-

ного уравнени󰑱, где в качестве неи󰑬вестного выступает x;
5) в последней строке ука󰑨ем, какие переменные присваива󰑧тс󰑱 выходам блока,

описанным в output (относител󰑭но этих переменных будет ра󰑬решено уравнение или
система уравнений).

Редактор блока 󰯺󰑯󰑬ык программировани󰑱󰯻, представл󰑱󰑧щего категори󰑧 воспри-
имчивых индивидов S, пока󰑬ан на рис. 3.

После описани󰑱 всех основных блоков, расстановки их в окне проекта и соедине-
ни󰑱 соответству󰑧щих портов (входов и выходов) в модел󰑭 следует добавит󰑭 средства
дл󰑱 ви󰑬уали󰑬ации ре󰑬ул󰑭татов расчета модели. Дл󰑱 этого в главном окне на вкладке
󰯺Вывод данных󰯻, необходимо выбрат󰑭 блок 󰯺Временной график󰯻, и ра󰑬местит󰑭 его
в окне проекта.

Дл󰑱 определени󰑱 глобал󰑭ных констант (параметров модели) воспол󰑭󰑬уемс󰑱 󰯺ре-
дактором скрипта󰯻, проекта, пока󰑬анным на рис. 4.

При 󰑬апуске расчета модели, построенной по выше и󰑬ло󰑨енному алгоритму, во󰑬-
никнет следу󰑧ща󰑱 проблема 󰯹 󰯺Ошибка: Найдена алгебраическа󰑱 петл󰑱󰯻.
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Рис. 3. Блок категории восприимчивых индивидов S

Рис. 4. Окно 󰯺Скрипт󰯻

Наличие в структурной схеме алгебраических петел󰑭 о󰑬начает, что входы бло-
ков не󰑱вным обра󰑬ом (чере󰑬 другие блоки и линии св󰑱󰑬и) 󰑬авис󰑱т от их выходов. В
математической форме уравнение алгебраической петли выра󰑨аетс󰑱 в виде не󰑱вной
функции от выходов:

y = g(u, y, t).

Дл󰑱 устранени󰑱 такой ошибки необходимо воспол󰑭󰑬оват󰑭с󰑱 дополнител󰑭ным бло-
ком 󰯺󰑪адер󰑨ка на шаг интегрировани󰑱󰯻, (обо󰑬начаетс󰑱

←−
∆t) и󰑬 библиотеки 󰯺Нелиней-

ные󰯻. Данный блок необходимо установит󰑭 в ра󰑬ре󰑬 алгебраической петли.

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍3 (56)’ 2022



76 Е. А. Лук󰑭󰑱нова, М. С. Прочитанский, М. E. Лук󰑭󰑱нова

Окончател󰑭ный вид сформированной модели с установленными в ней дополни-
тел󰑭ными блоками пока󰑬ан на рис. 5.

Рис. 5. Окно проекта с построенной модел󰑭󰑧

После того, как модел󰑭 󰑬адана, мо󰑨но прои󰑬вести ее симул󰑱ци󰑧 (расчет). 󰑪наче-
ни󰑱 параметров выбраны исход󰑱 и󰑬 фундаментал󰑭ных исследований, посв󰑱щенных
лихорадке Эбола [5]–[10] и статистике и󰑬 открытых интернет ресурсов [11, 12]. На
рис. 6 представлены ре󰑬ул󰑭таты симул󰑱ции при следу󰑧щих 󰑬начени󰑱х параметров:

µ = 0.02, δ = 0.6, γ = 0.06, π = 1,

b = 0.8, ξ = 0.4, α = 0.4, η = 0.03,

β1 = 0.006, β2 = 0.012, λ = 0.02, σ = 0.6.
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Рис. 6. Ре󰑬ул󰑭таты симул󰑱ции

󰑪акл󰑧чение

Рассмотрен подход к 󰑬адаче моделировани󰑱 и прогно󰑬ировани󰑱 процесса распро-
странени󰑱 инфекционных 󰑬аболеваний, основанный на испол󰑭󰑬овании моделей типа
SIR и новой отечественной среды динамического моделировани󰑱 SimInTech. Установ-
лено, что среда SimInTech, предлагаема󰑱 дл󰑱 работы с техническими системами и
устройствами имеет во󰑬мо󰑨ности и дл󰑱 работы с такими биологическими процесса-
ми, как инфекционные. В работе в среде SimInTech реали󰑬ован процесс протекани󰑱
инфекционного 󰑬аболевани󰑱 󰯹 вирусной лихорадки Эбола, проведена его симул󰑱ци󰑱
дл󰑱 󰑬начений параметров распространени󰑱 вируса Эбола, 󰑱вл󰑱󰑧щимис󰑱 реал󰑭ными
параметрами, испол󰑭󰑬уемыми в практике и теории врачей-эпидемиологов.
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Metaheuristics in related routing problems such as many traveling
salesmen.

Makarov O. O.

Abstract. Based on the proximity of routing problems in terms of meta-information,
the paper presents the stage of forming databases for training an intelligent system to select
metaheuristic algorithms for solving the multi-agent routing problem. The closeness of two
routing problems is determined by the closeness of their mathematical models and the closeness
of the fragments of a complex network involved in the solution. The description of the method of
determining the proximity of two graphs based on finding the weighted metric distance between
the vectors of metaheuristic parameters of the corresponding graphs is given.

A formal approach to solving the routing problem on the basis of proximity problems is
described. The stages of forming the solution of the original problem and the close problem are
shown.

The experiment confirming the hypothesis that the vectors of metaheuristic characteristics of
close problems are at a small distance from each other is shown. Auxiliary experiments showing
the maximum allowable difference between graphs at which they are considered close are also
described. In addition, an experiment is presented to prove the hypothesis that a metaheuristic
algorithm that works optimally for a particular problem will also work optimally for a close one.

The description of the structure of the intellectualized system for the choice of metaheuristics
is given and the basic principles of the system’s work are formed.

In the solution of multi-agent problems of the type of a traveling salesman of large
dimensionality, a coordinated decomposition into local cluster routing problems is performed.
Suitable algorithms are selected at the local level.

Experimental results of solving the traveling salesman problems using various metaheuristics
on TSPLIB data are presented. Efficient route finding algorithms are identified. The experiment
showed that most of the applied metaheuristics allow to find approximate or optimal solutions.
A list of the best algorithms in terms of accuracy is given, which are planned to be used in
the development of an intelligent system for selecting metaheuristics, taking into account the
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specifics of the problem (network structure and complexity, accuracy, time). A combination of
metaheuristics that can lead to optimal results is assumed.

Keywords: traveling salesman problem, multiple traveling salesman problem, problem proximity,
TSPLIB, metaheuristics, graph metadata

Введение

Прибли󰑨енное решение класса NP -трудных 󰑬адач прикладной многоагентной
маршрути󰑬ации (NPmTSP (Multiple Traveling Salesman Problem, 󰑬адача многих ком-
миво󰑱󰑨еров)) будем св󰑱󰑬ыват󰑭 с процедурой сравнени󰑱 класса исследуемых 󰑬адач
Z ⊂ NPmTSP с бли󰑬кими к ним 󰑬адачами Z̃ и󰑬 подкласса полиномиал󰑭но ра󰑬реши-
мых 󰑬адач (Z̃ ∈ PmTSP ⊂ NPmTSP ) или с представител󰑱ми 󰑱вно полиномиал󰑭но
нера󰑬решимых и󰑬 NPmTSP .

Дл󰑱 󰑬адач и󰑬 PmTSP и󰑬вестны эк󰑬емпл󰑱ры, решение которых мо󰑨но найти точ-
но 󰯹 это лучшие представители дл󰑱 бли󰑬ких 󰑬адач и󰑬 NPmTSP , решаемых прибли-
󰑨енно, 󰑬а минимал󰑭ное полиномиал󰑭ное врем󰑱. Самосто󰑱тел󰑭ными 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 󰑬ада-
чи распо󰑬навани󰑱 хороших эталонов полиномиал󰑭но ра󰑬решимых 󰑬адач и 󰑬аведомо
нера󰑬решимых 󰑬а ра󰑬умное врем󰑱. Бли󰑬кой к рассматриваемой 󰑱вл󰑱етс󰑱 работа [7],
представленна󰑱 на ме󰑨дународной конференции ИОИ-14 (2022), в которой рассмот-
рена проблематика алгоритмической ра󰑬решимости NP -трудных 󰑬адач.

Ставитс󰑱 󰑬адача описани󰑱 NP -трудных 󰑬адач, бли󰑬ких к полиномиал󰑭но ра󰑬-
решимым или к практически нера󰑬решимым. 󰑪дес󰑭 во󰑬никает проблема выбора и
описани󰑱 бли󰑬ости. Введение метрик дл󰑱 бли󰑬ких 󰑬адач и дл󰑱 соответству󰑧щих
пространств решений существенно 󰑬ависит от специфики 󰑬адач, свойств мно󰑨ества
ограничений, целевых функций, геометрии соответству󰑧щих мно󰑨еств [1, 3]. Регу-
л󰑱рно примен󰑱емый комбинаторно-геометрический подход кроме нагл󰑱дности св󰑱-
󰑬ан с и󰑬учением комбинаторно-геометрических свойств NP -трудных 󰑬адач и соответ-
ству󰑧щей интерпретацией алгоритмов решени󰑱 [2]. В этом подходе рассматриваетс󰑱
система 󰯺󰑬адача 󰯹 алгоритм󰯻, котора󰑱 исследовалас󰑭, начина󰑱 с работ 󰑮уравле-
ва 󰑰.И. [5], в направлении получени󰑱 оценок сло󰑨ности 󰑬адач и алгоритмов. Пред-
ставл󰑱ет интерес исследование классов бли󰑬ких 󰑬адач в самых ра󰑬ных вариантах.

Подход, основанный на решении бли󰑬ких 󰑬адач, опираетс󰑱 на систему 󰯺󰑬адача 󰯹
бли󰑬ка󰑱 󰑬адача 󰯹 алгоритм󰯻. В частности, дл󰑱 геометрического конструктиви󰑬ма
в [1] приводитс󰑱 ссылка на работу Моравека Й., в которой 󰯺формали󰑬уетс󰑱 класс
алгоритмов, основанных на линейных сравнени󰑱х, и предпринимаетс󰑱 попытка по-
лучени󰑱 ни󰑨них оценок числа сравнений, необходимых дл󰑱 решени󰑱 󰑬адачи󰯻. 󰑪дес󰑭
термины 󰯺сравнение󰯻, 󰯺бли󰑬ост󰑭󰯻 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 ба󰑬овыми.
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Дл󰑱 исследовани󰑱 труднорешаемой 󰑬адачи, получени󰑱 какой-либо информации
о решении, мо󰑨ет испол󰑭󰑬оват󰑭с󰑱 бли󰑬ка󰑱 проста󰑱 (эталонна󰑱) 󰑬адача, дл󰑱 которой
имеетс󰑱 решение. Дл󰑱 этого исследуему󰑧 󰑬адачу вкл󰑧ча󰑧т в некоторое специал󰑭-
ным обра󰑬ом построенное однопараметрическое семейство 󰑬адач (гомотопиру󰑧щее
и󰑬учаему󰑧 󰑬адачу к эталонной), а 󰑬атем это решение прибли󰑨а󰑧т по параметру к
отыскиваемому решени󰑧 исходной 󰑬адачи. В работе [4] таким способом применен ме-
тод продол󰑨ени󰑱 по параметру к исследовани󰑧 ра󰑬личных классов экстремал󰑭ных
󰑬адач, в частности, к 󰑬адачам математического программировани󰑱.

Экстремал󰑭ные 󰑬адачи на графовых структурах бол󰑭шой ра󰑬мерности предпола-
га󰑧т сравнение с прецедентами; построение вспомогател󰑭ных структур, удовлетво-
р󰑱󰑧щих 󰑬аданным свойствам и обеспечива󰑧щих полиномиал󰑭ну󰑧 ра󰑬решимост󰑭. В
реал󰑭ности во󰑬ника󰑧т 󰑬адачи на сло󰑨ных структурах (качественных и количествен-
ных) дл󰑱 об󰑫ектов и в󰑬аимодейству󰑧щих агентов. Исследуемым реал󰑭ным об󰑫ектам
став󰑱тс󰑱 в соответствие модели, 󰑬адачи, наборы ограничений, предписаний, оценки
экспертов и пр. Об󰑫екты, как правило, 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 многопри󰑬наковыми. Соответству-
󰑧щие при󰑬наки при формали󰑬ации перенос󰑱тс󰑱 на модели и 󰑬адачи. Тем самым, вы-
деление требуемого класса 󰑬адач св󰑱󰑬ываетс󰑱 со сравнени󰑱ми на бли󰑬ост󰑭 по многим
при󰑬накам (параметрам, векторам). Необходима󰑱 бли󰑬ост󰑭 обеспечиваетс󰑱 выбором
соответству󰑧щих метрик.

В частности, подход󰑱щим математическим инструментом 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 ра󰑬работан-
ные Петровским А. Б. [9] теоретические и практические поло󰑨ени󰑱 мул󰑭тимно󰑨еств.
Существует выбор ра󰑬личных способов выделени󰑱 метрик (псевдо-метрик) на σ-
алгебрах и󰑬меримых мно󰑨еств и мул󰑭тимно󰑨еств. Дл󰑱 рассматриваемой пробле-
матики применимы ра󰑬личные ра󰑬новидности иерархического и неиерархического
кластерного анали󰑬а, в частности, дл󰑱 󰑬адач классификации и упор󰑱дочени󰑱 много-
при󰑬наковых об󰑫ектов, которые могут существоват󰑭 в нескол󰑭ких вариантах с отли-
ча󰑧щимис󰑱 󰑬начени󰑱ми количественных и качественных при󰑬наков. Рассмотренные
подходы могут быт󰑭 перспективными дл󰑱 выделени󰑱 классов полиномиал󰑭но ра󰑬ре-
шимых 󰑬адач, бли󰑬ких к NP -трудным; по󰑬вол󰑱󰑧т строит󰑭 цепочки 󰑬адач, алгорит-
мические процедуры прибли󰑨енного решени󰑱 и сло󰑨ностные карты NP -трудных
󰑬адач.

Многоагентные 󰑬адачи маршрути󰑬ации на сло󰑨ных инфраструктурных сет󰑱х
бол󰑭шой ра󰑬мерности дл󰑱 сни󰑨ени󰑱 сло󰑨ности подверга󰑧тс󰑱 декомпо󰑬иции. На-
пример, свод󰑱тс󰑱 к локал󰑭ным 󰑬адачам TSPj (Traveling Salesman Problem, 󰑬адача
коммиво󰑱󰑨ера) на кластерах Cj, j = 1, 2, . . . ,m, согласованным с маршрутами m
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коммиво󰑱󰑨еров. Поэтому основным этапом решени󰑱 таких 󰑬адач 󰑱вл󰑱етс󰑱 наполне-
ние ба󰑬ы метаэвристических алгоритмов дл󰑱 решени󰑱 󰑬адач TSPj. Ба󰑬а алгоритмов
встраиваетс󰑱 в интеллектуали󰑬ированну󰑧 систему выбора метаэвристик по набору
метаданных (метрических характеристик) бли󰑬ких 󰑬адач.

Выбор подход󰑱щей метаэвристики дл󰑱 решени󰑱 локал󰑭ной 󰑬адачи TSPj стано-
витс󰑱 ва󰑨ным, поскол󰑭ку эти алгоритмы по󰑬вол󰑱󰑧т эффективно решат󰑭 󰑬адачи оп-
тими󰑬ации всех маршрутов. Отдел󰑭ной 󰑬адачей становитс󰑱 выбор оптимал󰑭ного ал-
горитма и метапараметров дл󰑱 ка󰑨дой конкретной 󰑬адачи. Эта проблема св󰑱󰑬ана
с бол󰑭шим ра󰑬нообра󰑬ием алгоритмов [14] и метаданных. Предполагаетс󰑱, что алго-
ритм, который хорошо работает на определенной, у󰑨е эффективно решенной 󰑬адаче,
так󰑨е подойдет дл󰑱 подобной к ней 󰑬адаче. В данном случае, если метаэвристика да-
ет хороший ре󰑬ул󰑭тат на графе определенной структуры, то и на подобном графе она
даст хорошие ре󰑬ул󰑭таты.

В [14] приведен об󰑬ор исследований в области метаэвристик, которые представ-
л󰑱󰑧т собой мощные методы решени󰑱 󰑬адач оптими󰑬ации. Отмеча󰑧тс󰑱 󰑬начител󰑭ные
дости󰑨ени󰑱 в этой области и непрерывна󰑱 ра󰑬работка новых алгоритмов. Вы󰑱влены
наиболее перспективные и эффективные метаэвристики, которые были предло󰑨ены
󰑬а последние двадцат󰑭 лет, искл󰑧ча󰑱 классические подходы. Бол󰑭ша󰑱 част󰑭 пред-
ло󰑨енных метаэвристик применима к 󰑬адачам условной дискретной оптими󰑬ации, в
частности к 󰑬адачам псевдобулевой условной оптими󰑬ации, то ест󰑭 к 󰑬адачам TSP

и mTSP .
В стат󰑭е [8] приводитс󰑱 детал󰑭ный об󰑬ор способов решени󰑱 бли󰑬кой к mTSP 󰑬а-

дачи V RPTW (Vehicle Routing Problem with Time Windows, 󰑬адача маршрути󰑬ации
транспортных средств с временными окнами). 󰑪а основу субоптимал󰑭ного решени󰑱
принимаетс󰑱 сумма маршрутов коммиво󰑱󰑨еров на ка󰑨дом и󰑬 кластеров Cj. И󰑬 этого
видно, что решение TSPj примен󰑱етс󰑱 при решении более сло󰑨ных 󰑬адач оптими󰑬а-
ции mTSP .

В [6] рассматриваетс󰑱 алгоритм иерархической кластери󰑬ации дл󰑱 HmTSP

(Hierarchical multiple Traveling Salesman Problem, иерархическа󰑱 󰑬адача многих ком-
миво󰑱󰑨еров). Так󰑨е приводитс󰑱 сравнител󰑭ный анали󰑬 решател󰑱 Concorde и алго-
ритма имитации от󰑨ига дл󰑱 решени󰑱 󰑬адач коммиво󰑱󰑨ера. Пока󰑬ано, что много-
уровнева󰑱 кластери󰑬аци󰑱 дл󰑱 󰑬адач бол󰑭шой ра󰑬мерности, с последу󰑧щим примене-
нием решателей TSP , способствует сни󰑨ени󰑧 сло󰑨ности решени󰑱 mTSP .
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Приведем ба󰑬ову󰑧 част󰑭 ре󰑬ул󰑭татов по формали󰑬ации подхода решени󰑱 много-
агентных 󰑬адач маршрути󰑬ации на основе кластери󰑬ации сети и выбору метаэври-
стики дл󰑱 󰑬адачи TSP на кластере по и󰑬вестной метаэвристике дл󰑱 бли󰑬кой 󰑬адачи
TSP , а так󰑨е по тестировани󰑧 метаэвристик решени󰑱 TSP на кластерах.

1. Алгоритмы решени󰑱 󰑬адачи многоагентной маршрути󰑬ации
типа коммиво󰑱󰑨ера

Рассмотрим формали󰑬м, соответству󰑧щий подходу решени󰑱 󰑬адач маршрути󰑬а-
ции на основе бли󰑬ких 󰑬адач (см. схему рис. 1).

Рис. 1. Схема решени󰑱 mTSP по бли󰑬кой 󰑬адаче

Основным элементом схемы (рис. 1) 󰑱вл󰑱етс󰑱 интеллектуали󰑬ированна󰑱 систе-
ма по выбору метаэвристик (ИСМЭ). Выбор метаэвристик 󰑬адачи TSPj на класте-
ре Cj, j = 1,m осуществл󰑱етс󰑱 на основании бли󰑬ости 󰑬адачи ( ˜TSPj, C̃j) к 󰑬адаче
(TSPj, Cj) по набору метрических характеристик сети mTSP и соответству󰑧щих
TSPj. Одним и󰑬 факторов бли󰑬ости 󰑬адач 󰑱вл󰑱етс󰑱 гистограмма распределени󰑱 дуг
соответству󰑧щего графа сети. Управление выбором метаэвристики в этом случае
осуществл󰑱етс󰑱 на основе бли󰑬ости гистограмм. На рис. 2 представлена структура
ИСМЭ.

Рис. 2. Схема ИСМЭ

В системе ИСМЭ наиболее трудоемким этапом 󰑱вл󰑱етс󰑱 наполнение ба󰑬ы ме-
таэвристик, что, в сво󰑧 очеред󰑭, св󰑱󰑬ано с проведением экспериментов на бол󰑭шом
наборе примеров графов сети. Рассмотрим более подробно этап выбора метаэвристик
дл󰑱 󰑬адачи TSPj на кластере сети Cj, j = 1,m.
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При решении TSP во󰑬никает вопрос выбора оптимал󰑭ного алгоритма среди мно-
󰑨ества алгоритмов и набора параметров дл󰑱 получени󰑱 наиболее бли󰑬кого к лучше-
му маршрута 󰑬а приемлемое врем󰑱. 󰑪ачасту󰑧 требуетс󰑱 применит󰑭 нескол󰑭ко ал-
горитмов последовател󰑭но, например, 󰑬апускаетс󰑱 быстрый 󰑨адный алгоритм дл󰑱
первого прибли󰑨ени󰑱 и 󰑬атем другим алгоритмом прои󰑬водитс󰑱 улучшение этого
решени󰑱. Естественно, во󰑬никает необходимост󰑭 автомати󰑬ироват󰑭 отбор компо󰑬и-
ций алгоритмов решени󰑱 TSP и набора метаэвристических параметров. Далее пред-
ставлен этап формировани󰑱 ба󰑬ы данных дл󰑱 обучени󰑱 интеллектуал󰑭ной системы
выбора алгоритма, основыва󰑱с󰑭 на метаинформации 󰑬адачи TSP и графа.

В св󰑱󰑬и с этим проводитс󰑱 вычислител󰑭ный эксперимент дл󰑱 сравнител󰑭ного
анали󰑬а на тестовых наборах данных, дл󰑱 которых и󰑬вестны бли󰑬кие к точным ре-
шени󰑱. Алгоритмы решени󰑱 󰑬адачи многоагентной маршрути󰑬ации типа коммиво󰑱-
󰑨ера (многих коммиво󰑱󰑨еров) опира󰑧тс󰑱 на метаэвристические алгоритмы решени󰑱
TSP . Таким обра󰑬ом, в соответствии со схемой рис. 1, предлагаема󰑱 модел󰑭 примени-
ма дл󰑱 mTSP , а так󰑨е 󰑱вл󰑱етс󰑱 основой дл󰑱 выбора алгоритмов решени󰑱 V RPTW ,
описанной в [8].

Далее приведен список нескол󰑭ких метаэвристических алгоритмов (и󰑬 более чем
40 участву󰑧щих в эксперименте):

1. Best Known (BK) 󰯹 лучшее и󰑬вестное на данный момент решение дл󰑱 набора
данных, беретс󰑱 и󰑬 библиотеки TSPLIB (Traveling Salesman Problem Library)
[29].

2. Ant Colony Optimization (ACO) 󰯹 метаэвристический алгоритм, основанный
на поведении мурав󰑭ев в поисках пищи. Алгоритм ACO дл󰑱 некоторых эк󰑬ем-
пл󰑱ров TSP мо󰑨ет находит󰑭 качественные решени󰑱 󰑬а ра󰑬умное врем󰑱, но его
эффективност󰑭 󰑬ависит от выбора параметров и конкретных характеристик
исследуемого эк󰑬емпл󰑱ра TSP [10, 13, 26, 30].

3. Christofides (Chris) 󰯹 алгоритм, основанный на комбинации минимал󰑭ного
охватыва󰑧щего дерева и идеал󰑭ного соответстви󰑱. Имеет временну󰑧 сло󰑨-
ност󰑭 O(n3), где n 󰯹 количество вершин. Алгоритм гарантировано выдает
маршрут, который максимум в 1,5 ра󰑬а длиннее оптимал󰑭ного, что делает его
одним и󰑬 самых эффективных эвристических алгоритмов дл󰑱 TSP [18, 28].

4. Concave Hull (Concave) 󰯹 не предна󰑬начен специал󰑭но дл󰑱 решени󰑱 TSP . Он
испол󰑭󰑬уетс󰑱 дл󰑱 нахо󰑨дени󰑱 вогнутой оболочки набора точек в двумерном
пространстве. Имеет временну󰑧 сло󰑨ност󰑭 O (n/log n), где n 󰯹 количество
точек [19].
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5. Genetic 󰯹 метаэвристический алгоритм оптими󰑬ации, основанный на принци-
пах естественного отбора и генетики [25].

6. Greedy Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP ) 󰯹 много󰑬адачный ал-
горитм, который сочетает 󰑨адну󰑧 конструктивну󰑧 эвристику с методами ло-
кал󰑭ного поиска [22].

7. Greedy Karp-Steele Patching (GKSP ) 󰯹 улучшение традиционного 󰑨адного ал-
горитма [16].

8. Hopfield Network (HN) 󰯹 алгоритм на основе нейронной сети, который ис-
пол󰑭󰑬уетс󰑱 дл󰑱 󰑬адач оптими󰑬ации, вкл󰑧ча󰑱 TSP . Алгоритм основан на сети
в󰑬аимосв󰑱󰑬анных вычислител󰑭ных блоков (нейронов), где ка󰑨дый нейрон со-
ответствует вершине в TSP , а св󰑱󰑬и ме󰑨ду нейронами представл󰑱󰑧т собой
рассто󰑱ни󰑱 ме󰑨ду вершинами [20, 21].

9. Iterated Search (IS) 󰯹 алгоритм, основна󰑱 иде󰑱 которого 󰑬акл󰑧чаетс󰑱 в испол󰑭-
󰑬овании первичного решени󰑱 и применении процедуры поиска дл󰑱 его улучше-
ни󰑱. Этот процесс повтор󰑱етс󰑱 нескол󰑭ко ра󰑬, ка󰑨дый ра󰑬 начина󰑱 с наилучше-
го решени󰑱, найденного на данный момент. Процедуры поиска, испол󰑭󰑬уемые
на ка󰑨дой итерации, могут быт󰑭 одинаковыми или ра󰑬ными и выбира󰑧тс󰑱 с
учетом их сил󰑭ных и слабых сторон [12].

10. Nearest Insertion (NI) 󰯹 алгоритм, который начинает работу с первичного
маршрута, вкл󰑧ча󰑧щего две вершины, а 󰑬атем итеративно добавл󰑱ет к марш-
руту новые вершины таким обра󰑬ом, чтобы миними󰑬ироват󰑭 общу󰑧 продол-
󰑨ител󰑭ност󰑭 маршрута [11].

11. Nearest Neighbour (NN) 󰯹 алгоритм, который начинает работу с прои󰑬вол󰑭ной
вершины, а 󰑬атем многократно выбирает бли󰑨айший не посещенну󰑧 вершину,
пока все не будут посещены, что приводит к полному гамил󰑭тонову циклу [24].

12. Random Insertion (RI) 󰯹 алгоритм, который начинаетс󰑱 с выбора прои󰑬вол󰑭ной
первичной вершины, а 󰑬атем добавл󰑱ет в маршрут вершину, котора󰑱 находитс󰑱
бли󰑨е всего к начал󰑭ной. Следу󰑧ща󰑱 вершина выбираетс󰑱 случайным обра󰑬ом
и󰑬 набора не посещенных и вставл󰑱етс󰑱 в маршрут в случайном месте, которое
миними󰑬ирует увеличение общей длины маршрута [11].

13. Scatter Search (SS) 󰯹 алгоритм, который начинаетс󰑱 с со󰑬дани󰑱 первичной со-
вокупности во󰑬мо󰑨ных решений с испол󰑭󰑬ованием эвристики построени󰑱, та-
кой как бли󰑨айший сосед или случайна󰑱 вставка. 󰑪атем эта попул󰑱ци󰑱 делитс󰑱
на нескол󰑭ко подгрупп, ка󰑨да󰑱 и󰑬 которых оптими󰑬ируетс󰑱 с испол󰑭󰑬ованием
метода локал󰑭ного поиска. После чего лучшие решени󰑱 и󰑬 ка󰑨дой подгруп-
пы об󰑫един󰑱󰑧тс󰑱 дл󰑱 со󰑬дани󰑱 ра󰑬нообра󰑬ного набора решений-кандидатов,
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которые дополнител󰑭но оптими󰑬иру󰑧тс󰑱 с испол󰑭󰑬ованием метода локал󰑭ного
поиска [13, 15, 17].

14. Sweep 󰯹 конструктивный алгоритм, который начинаетс󰑱 с выбора 󰯺централ󰑭-
ной󰯻 точки в эк󰑬емпл󰑱ре TSP , например, геометрического центра вершин, а
󰑬атем сортирует их в пол󰑱рных координатах относител󰑭но этой точки. 󰑪атем
алгоритм строит маршрут, соедин󰑱󰑱 вершины в отсортированном пор󰑱дке [27].

2. Вычислител󰑭ный эксперимент

Дл󰑱 обучени󰑱 системы автоматического выбора алгоритма необходимо собрат󰑭
ба󰑬у данных ре󰑬ул󰑭татов расчета дл󰑱 набора метаэвристических алгоритмов и по-
строит󰑭 систему определени󰑱 метаданных. Приведем ре󰑬ул󰑭таты расчетов дл󰑱 ука-
󰑬анной выше части метаэвристических алгоритмов.

Как правило, рассмотренные алгоритмы содер󰑨ат в себе некоторые пол󰑭󰑬ова-
тел󰑭ские параметры, которые сил󰑭но вли󰑱󰑧т на ре󰑬ул󰑭таты работы дл󰑱 конкретно-
го графа. Так как выбор оптимал󰑭ных параметров 󰑱вл󰑱етс󰑱 отдел󰑭ной трудоемкой
󰑬адачей, в данном эксперименте он не прои󰑬водитс󰑱. Вместо этого пол󰑭󰑬овател󰑭ские
параметры 󰑬ада󰑧тс󰑱 средними общеприн󰑱тыми 󰑬начени󰑱ми, а количество итераций
󰑬адаетс󰑱 в 󰑬ависимости от ра󰑬мерности набора данных (чем бол󰑭ше ра󰑬мерност󰑭,
тем бол󰑭ше итераций). Такой подход по󰑬вол󰑱ет получит󰑭 опорные ре󰑬ул󰑭таты рабо-
ты алгоритмов дл󰑱 л󰑧бого набора данных. В качестве одной и󰑬 библиотек метаэв-
ристических алгоритмов испол󰑭󰑬уетс󰑱 pyCombinatorial [23]. Это библиотека Python,
предоставл󰑱󰑧ща󰑱 набор алгоритмов комбинаторной оптими󰑬ации и инструментов
дл󰑱 решени󰑱 󰑬адач. В ней представлены попул󰑱рные алгоритмы комбинаторной оп-
тими󰑬ации, вкл󰑧ча󰑱 метаэвристические. Ва󰑨но отметит󰑭, что pyCombinatorial имеет
открытый исходный код, 󰑬начит, он доступен дл󰑱 и󰑬менени󰑱.

Ра󰑬работанное прило󰑨ение дл󰑱 расчетов имеет модул󰑭ну󰑧 структуру. В󰑬аимо-
действие ме󰑨ду модул󰑱ми прило󰑨ени󰑱 реали󰑬овано 󰑬а счет вы󰑬ова функций. Схема
программного продукта представлена на рис. 3.

󰑪дес󰑭 󰯺Главный модул󰑭󰯻 󰑱вл󰑱етс󰑱 менед󰑨ером всего проекта, на вход этого бло-
ка подаетс󰑱 список графов. 󰑪атем в 󰯺Главном блоке󰯻 происходит считывание данных
графа, после чего считанные данные переда󰑧тс󰑱 в 󰯺Алгоритмический блок󰯻. 󰯺Ал-
горитмический блок󰯻 прои󰑬водит вы󰑬ов 󰑬аданного списка алгоритмов и󰑬 библиотек,
в данном случае это либо pyCombinatorial, либо 󰯺Библиотека алгоритмов󰯻. Модул󰑭
󰯺Библиотека алгоритмов󰯻 содер󰑨ит авторские реали󰑬ации некоторых ранее 󰑬аре-
комендовавших себ󰑱 подходов. После того как 󰯺Алгоритмический блок󰯻 󰑬авершит
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Рис. 3. Схема расчетного модул󰑱

расчет, ре󰑬ул󰑭тат во󰑬вращаетс󰑱 в 󰯺Главный блок󰯻 и 󰑬аписываетс󰑱 в файл. Модул󰑭-
ный подход по󰑬вол󰑱ет масштабироват󰑭 прило󰑨ение в 󰑬ависимости от требований.

Дл󰑱 проведени󰑱 эксперимента испол󰑭󰑬овалис󰑭 датасеты и󰑬 TSPLIB [29] 󰯹 биб-
лиотеки эталонных примеров дл󰑱 TSP . Она состоит и󰑬 коллекции данных дл󰑱 ра󰑬-
личных TSP , а так󰑨е оптимал󰑭ных или лучших и󰑬вестных решений дл󰑱 ка󰑨дого
эк󰑬емпл󰑱ра.

3. Метрические характеристики графа

етрические характеристики графа представл󰑱󰑧т собой количественные пока󰑬а-
тели, испол󰑭󰑬уемые дл󰑱 и󰑬мерени󰑱 и анали󰑬а свойств графа. Они предоставл󰑱󰑧т
информаци󰑧 о рассто󰑱ни󰑱х и св󰑱󰑬󰑱х ме󰑨ду вершинами графа.

Пон󰑱тие метаданные мо󰑨но рассматриват󰑭 как 󰯺данные о данных, которые вы-
числ󰑱󰑧тс󰑱 на основе данных󰯻. Они могут вкл󰑧чат󰑭 таку󰑧 информаци󰑧, как ра󰑬мер
или плотност󰑭 графа, распределение степеней или пока󰑬атели централ󰑭ности у󰑬лов,
коэффициент кластери󰑬ации или модул󰑭ност󰑭 структуры сообщества, а так󰑨е л󰑧-
бые другие сводные статистические данные или метрики, которые отра󰑨а󰑧т ва󰑨ные
свойства графа.

Метрические характеристики графа игра󰑧т ва󰑨ну󰑧 рол󰑭 в анали󰑬е и сравнении
ра󰑬личных типов графов, а так󰑨е в решении ра󰑬личных 󰑬адач, св󰑱󰑬анных с сет󰑱ми,
маршрути󰑬ацией и оптими󰑬ацией. Они по󰑬вол󰑱󰑧т качественно описыват󰑭 и и󰑬учат󰑭
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структуру и свойства графа, что способствует лучшему понимани󰑧 его характери-
стик, определ󰑱󰑧щих выбор алгоритмов решени󰑱 соответству󰑧щих 󰑬адач маршрути-
󰑬ации. В целом, метаданные графа 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 источником информации дл󰑱 анали󰑬а
и обнару󰑨ени󰑱 скрытых 󰑬акономерностей и структур в сло󰑨ных сет󰑱х. Список и󰑬-
влекаемых метрических данных:

1) is_directed 󰯹 󰑱вл󰑱етс󰑱 ли граф направленным;
2) is_regular 󰯹 󰑱вл󰑱етс󰑱 ли граф регул󰑱рным;
3) has_bridges 󰯹 наличие в графе мостов;
4) is_chordal 󰯹 󰑱вл󰑱етс󰑱 ли граф хордовым;
5) diameter 󰯹 диаметр графа;
6) radius 󰯹 радиус графа;
7) nodes 󰯹 количество вершин;
8) edges 󰯹 количество ребер;
9) count_max_cliques 󰯹 количество максимал󰑭ных клик;

10) max_weight_clique 󰯹 вес максимал󰑭ной клики;
11) density 󰯹 плотност󰑭 графа;
12) node_connectivity 󰯹 параметр св󰑱󰑬ности у󰑬лов;
13) count_triangles 󰯹 количество триангул󰑱ций;
14) number_of_isolates 󰯹 количество и󰑬олированных вершин;
15) s_metric 󰯹 s-метрика графа.

Метрические характеристики графа описыва󰑧т его общу󰑧 характерну󰑧 структуру.
Очевидно, что список реал󰑭ных характеристик намного шире, он вкл󰑧чает в себ󰑱
качественные и экспертные оценки, которые сло󰑨но привести к числовому формату
дл󰑱 расчетов в автомати󰑬ированной системе. Еще одной формой метрических ха-
рактеристик 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 сло󰑨ные органи󰑬ованные данные, например, статистическое
распределение дуг графа. Такие характеристики име󰑧т многоуровневу󰑧 структуру,
котору󰑧 нево󰑬мо󰑨но обработат󰑭 стандартными методами численного сравнени󰑱. В
св󰑱󰑬и с этим приходитс󰑱 либо испол󰑭󰑬оват󰑭 сил󰑭но упрощенное 󰑬начение, например,
среднее рассто󰑱ние по максимал󰑭ному количеству вхо󰑨дений диапа󰑬она, либо ис-
пол󰑭󰑬оват󰑭 каку󰑧-либо особенну󰑧 стратеги󰑧 дл󰑱 сравнени󰑱 конкретной структуры
характеристики.

Приведем алгоритм расчета ва󰑨ной метрической характеристики 󰯹 статистики
распределени󰑱 весов дуг графа сети.
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Алгоритм 1. Алгоритм подсчета статистики распределени󰑱 весов в графе

Вход: Список точек на плоскости (Points), пол󰑭󰑬овател󰑭ские параметры
(split_parts 󰯹 количество диапа󰑬онов дл󰑱 подсчета статистики).
Выход: Об󰑫ект типа {”statistic ”min_distance ”max_distance ”step”}, где
statistic 󰯹 список и󰑬 split_parts элементов, в котором ка󰑨дый элемент со-
ответствует количеству весов, попавших в данный диапа󰑬он. min_distance 󰯹
минимал󰑭ный вес, max_distance 󰯹 максимал󰑭ный вес, step 󰯹 шаг, на который
отлича󰑧тс󰑱 диапа󰑬оны.

1. Инициали󰑬ироват󰑭 переменные min_distance = inf , max_distance = −inf ,
statistic = [01, 02, . . . , 0split_parts].

2. Дл󰑱 ка󰑨дой точки получит󰑭 ее индекс в Points.
3. Дл󰑱 ка󰑨дой точки получит󰑭 ее индекс point1_index в Points.

a) Дл󰑱 ка󰑨дой точки, начина󰑱 с индекса point1_index+1, получит󰑭 ее индекс
point2_index в Points.

(i) Вычислит󰑭 рассто󰑱ние distance ме󰑨ду точками с индексами
point1_index и point2_index.

(ii) Если полученное рассто󰑱ние бол󰑭ше, чем max_distance

(A) Присвоит󰑭 max_distance = distance.
(iii) Если полученное рассто󰑱ние мен󰑭ше, чем min_distance

(A) Присвоит󰑭 min_distance = distance.
4. Вычислит󰑭 шаг step = (max_distance−min_distance)/split_parts.
5. Дл󰑱 ка󰑨дой точки получит󰑭 ее индекс point1_index в Points.

a) Дл󰑱 ка󰑨дой точки, начина󰑱 с индекса point1_index+1, получит󰑭 ее индекс
point2_index в Points.

(i) Вычислит󰑭 рассто󰑱ние distance ме󰑨ду точками с индексами
point1_index и point2_index.

(ii) Вычислит󰑭 индекс диапа󰑬она, в который попадает вес
index = distance//step (где // 󰯹 операци󰑱 делени󰑱 нацело).

(iii) Увеличит󰑭 количество весов в диапа󰑬оне по индексу
statistic[index]+ = 1.

6. Вернут󰑭 об󰑫ект типа: {”statistic” : statistic, ”min_distance” : min_distance,

”max_distance” : max_distance, ”step” : step}.
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В данном алгоритме умышлено примен󰑱етс󰑱 дублирование кода обхода всех вер-
шин графа. Дублировани󰑱 мо󰑨но было и󰑬бе󰑨ат󰑭 путем добавлени󰑱 вспомогател󰑭-
ного массива весов. В этом случае происходит огромна󰑱 нагру󰑬ка на оперативну󰑧
пам󰑱т󰑭 при вычислении статистики распределени󰑱 весов в полносв󰑱󰑬ных графах
бол󰑭шой ра󰑬мерности (бол󰑭ше 10 000 вершин). Поэтому было прин󰑱то решение по-
высит󰑭 нагру󰑬ку на процессор и сни󰑬ит󰑭 нагру󰑬ку на оперативну󰑧 пам󰑱т󰑭.

4. Проверка гипоте󰑬ы бли󰑬ости 󰑬адач

Определение степени бли󰑬ости 󰑬адач 󰑱вл󰑱етс󰑱 ва󰑨ной дл󰑱 работы системы ре-
комендаций по выбору метаэвристических алгоритмов. Если рассматриват󰑭 мно󰑨е-
ство метрических характеристик 󰑬адачи маршрути󰑬ации как вектор в N -мерном
пространстве, то по󰑱вл󰑱етс󰑱 во󰑬мо󰑨ност󰑭 находит󰑭 метрическое рассто󰑱ние ме󰑨ду
векторами, например, евклидово или косинусное рассто󰑱ни󰑱. Тогда в определенных
услови󰑱х две 󰑬адачи тем бли󰑨е, чем мен󰑭ше рассто󰑱ние ме󰑨ду их векторами метри-
ческих характеристик M .

При анали󰑬е компонент вектора метрических данных необходимо учитыват󰑭 сте-
пен󰑭 ва󰑨ности ка󰑨дой компоненты (характеристики). Так как определенные харак-
теристики более ва󰑨ны дл󰑱 описани󰑱 структуры 󰑬адачи, чем другие, то во󰑬никает
иерархи󰑱 этих данных. Этот факт необходимо учитыват󰑭 при нахо󰑨дении степени
бли󰑬ости 󰑬адач. Приоритет ка󰑨дой и󰑬 характеристик мо󰑨ет и󰑬мен󰑱т󰑭с󰑱 в 󰑬ависимо-
сти от условий, при которых происходит расчет бли󰑬ости. Как правило, приорити󰑬а-
ци󰑱 не 󰑱вл󰑱етс󰑱 автомати󰑬ированной и 󰑬адаетс󰑱 экспертом дл󰑱 ка󰑨дого отдел󰑭ного
случа󰑱.

Дл󰑱 нахо󰑨дени󰑱 степени бли󰑬ости 󰑬адач предлагаетс󰑱 в󰑬вешенный алгоритм
нахо󰑨дени󰑱 рассто󰑱ни󰑱 ме󰑨ду векторами и󰑬 M . Алгоритм 󰑱вл󰑱етс󰑱 модификаци-
ей классического метрического рассто󰑱ни󰑱 векторов. 󰑪адаетс󰑱 весовой параметр w,
определ󰑱󰑧щий ва󰑨ност󰑭 󰑬начени󰑱 компоненты M , наход󰑱щейс󰑱 на определенной по-
󰑬иции. В данном подходе 󰑬начени󰑱 ка󰑨дого и󰑬 при󰑬наков сортиру󰑧тс󰑱 по убывани󰑧
степени ва󰑨ности в ка󰑨дом и󰑬 векторов. В качестве весовой выбираетс󰑱 убыва󰑧ща󰑱
последовател󰑭ност󰑭 w1 ≥ w2 ≥ . . . ≥ wN ≥ 0, где wj ∈ [0, 1]. Таким обра󰑬ом, функци󰑱
бли󰑬ости имеет вид:

d(x, x̃) =

󰀣
N󰁛

i=1

w2
i (x̃i − xi)

2

󰀤 1
2

, (1)

где x, x̃ 󰯹 векторы метрических характеристик, N 󰯹 ра󰑬мерност󰑭 вектора.
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Такой подход по󰑬вол󰑱ет учитыват󰑭 факт неравноценности метрических характе-
ристик M графов. Это св󰑱󰑬ано с тем, что определенные характеристики конкрет-
ного графа лучше описыва󰑧т структуру 󰑬адачи, чем другие, которые име󰑧т более
локал󰑭ное 󰑬начение.

Алгоритм 2. Weighted distance

Вход: Два вектора x, x̃.
Выход: В󰑬вешенное рассто󰑱ние векторов d(x, x̃).

1. Найти рассто󰑱ние d ме󰑨ду векторами x, x̃ по формуле (1).
2. Вернут󰑭 найденное рассто󰑱ние.

Дл󰑱 проверки гипоте󰑬ы о соответствии малости метрического рассто󰑱ни󰑱 у двух
бли󰑬ких 󰑬адач проводитс󰑱 следу󰑧щий эксперимент по алгоритму:

1. В󰑬󰑱т󰑭 тестовый граф G.
2. Сгенерироват󰑭 новый бли󰑬кий граф G̃, применив Алгоритм 3 к G.
3. Вычислит󰑭 метрические характеристики M графа G и M̃ графа G̃.
4. Вернут󰑭 рассто󰑱ние ме󰑨ду M и M̃ по Алгоритму 2.

В данном эксперименте во󰑬мущение вноситс󰑱 по следу󰑧щему алгоритму:

Алгоритм 3. Graph disturbance

Вход: Исходный граф G (вершины графа 󰑬ада󰑧тс󰑱 координатами векторов и󰑬 Rl),
мера во󰑬мущени󰑱 eps.
Выход: Во󰑬мущенный граф G̃.

1. Получит󰑭 массив векторов d ра󰑬мерности l случайных 󰑬начений в диапа󰑬оне
[−1, 1].

2. Умно󰑨ит󰑭 ка󰑨дое 󰑬начение и󰑬 d на eps.
3. Со󰑬дат󰑭 G̃ как копи󰑧 графа G.
4. Сло󰑨ит󰑭 ка󰑨ду󰑧 точку и󰑬 G̃ с соответству󰑧щей точкой вектора и󰑬 d.
5. Вернут󰑭 найденный граф G̃.
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Данный эксперимент подтвер󰑨дает гипоте󰑬у о том, что метрические характери-
стики бли󰑬ких графов так󰑨е бли󰑬ки.

Подобным обра󰑬ом провер󰑱етс󰑱 гипоте󰑬а об оптимал󰑭ности метаэвристического
алгоритма дл󰑱 бли󰑬ких 󰑬адач. Дл󰑱 подтвер󰑨дени󰑱 этой гипоте󰑬ы был прои󰑬веден
эксперимент по следу󰑧щей схеме:

1. В󰑬󰑱т󰑭 тестовый граф G, дл󰑱 которого у󰑨е и󰑬вестен оптимал󰑭ный метаэври-
стический алгоритм A.

2. Сгенерироват󰑭 новый граф G̃, применив Алгоритм 3 к G.
3. Найти оптимал󰑭ну󰑧 метаэвристику Ã дл󰑱 графа G̃.
4. Вернут󰑭 A = Ã.

Если эксперимент в бол󰑭шинстве случаев пока󰑬ывает, что A ≡ Ã, то гипоте󰑬а
подтвер󰑨дена.

На рис. 4 пока󰑬ано во󰑬мущение одного графа при ра󰑬личных 󰑬начени󰑱х 󰂃. Си-
ним цветом отмечен и󰑬начал󰑭ный граф, оран󰑨евым 󰯹 сгенерированный. Видно, что
малые во󰑬мущени󰑱 влекут 󰑬а собой не󰑬начител󰑭ное смещение точек, граф остаетс󰑱
почти таким 󰑨е как и был до во󰑬мущений. Но чем бол󰑭ше 󰂃 тем сил󰑭нее новый граф
отдал󰑱етс󰑱 от начал󰑭ного.

На рис. 5 приведены некоторые характерные случайно сгенерированные бли󰑬кие
графы, на которых проводилс󰑱 эксперимент. На данных рисунках сохранен масштаб
исходных графиков, во󰑬мущение так󰑨е примен󰑱лос󰑭 на исходном масштабе. Видно,
что чем бол󰑭ше и󰑬начал󰑭на󰑱 ра󰑬мерност󰑭, тем менее 󰑬аметны во󰑬мущени󰑱 при ма-
лых 󰂃. Очевидным приемом дл󰑱 бор󰑭бы с таким эффектом 󰑱вл󰑱етс󰑱 нормали󰑬аци󰑱
вершин перед во󰑬мущением. Это по󰑬волит рассматриват󰑭 все вершины в одних пре-
делах и, следовател󰑭но, во󰑬мущение всегда будет имет󰑭 одинаковый эффект. Но при
таком подходе следует учитыват󰑭 󰑬начени󰑱 󰂃, так как при нормали󰑬ации от −1 до 1

󰑬начение 󰂃 = 1 у󰑨е 󰑱вл󰑱етс󰑱 довол󰑭но таки 󰑬начимым во󰑬мущением.
Так󰑨е подобный эксперимент ставитс󰑱 дл󰑱 определени󰑱 рассто󰑱ни󰑱, когда графы

переста󰑧т быт󰑭 бли󰑬кими:

Алгоритм 4. Graph max disturbance

Вход: Исходный граф G, мера во󰑬мущени󰑱 󰂃, шаг подбора во󰑬мущени󰑱 step.
Выход: Рассто󰑱ние, при котором графы переста󰑧т быт󰑭 бли󰑬кими.

1. В󰑬󰑱т󰑭 тестовый граф G, дл󰑱 которого у󰑨е и󰑬вестен оптимал󰑭ный метаэври-
стический алгоритм A.
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(a) Ре󰑬ул󰑭тат дл󰑱 a280 при 󰂃 = 1 (b) Ре󰑬ул󰑭тат дл󰑱 a280 при 󰂃 = 5

(c) Ре󰑬ул󰑭тат дл󰑱 a280 при 󰂃 = 7 (d) Ре󰑬ул󰑭тат дл󰑱 a280 при 󰂃 = 9

Рис. 4. Ре󰑬ул󰑭таты работы алгоритма Graph disturbance

2. Сгенерироват󰑭 новый граф G̃, применив Алгоритм 3 к G c параметром 󰂃.
3. Найти оптимал󰑭ну󰑧 метаэвристику Ã дл󰑱 графа G̃.
4. Если A == Ã, то 󰂃 = 󰂃+ step и перейти на шаг 2.
5. Вычислит󰑭 метрические характеристики M графа G и M̃ графа G̃.
6. Вернут󰑭 рассто󰑱ние ме󰑨ду M и M̃ по Алгоритму 2.

В ре󰑬ул󰑭тате работы этого алгоритма находитс󰑱 минимал󰑭ное рассто󰑱ние с точ-
ност󰑭󰑧 󰂃, при котором графы переста󰑧т быт󰑭 бли󰑬кими.

Дл󰑱 проверки устойчивости решени󰑱 при во󰑬мущении 󰑬адачи предло󰑨ен экспе-
римент:
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(a) Ре󰑬ул󰑭тат дл󰑱 gr229 (b) Ре󰑬ул󰑭тат дл󰑱 d657

(c) Ре󰑬ул󰑭тат дл󰑱 rat783 (d) Ре󰑬ул󰑭тат дл󰑱 u724

Рис. 5. Ре󰑬ул󰑭таты работы алгоритма Graph disturbance

Алгоритм 5. Graph solution stability

Вход: Исходный граф G, оптимал󰑭ное решение S, мера во󰑬мущени󰑱 󰂃, шаг подбо-
ра во󰑬мущени󰑱 step, окрестностей при которой решение считаетс󰑱 устойчивым ω,
количество итераций I.
Выход: Устойчивое ли решение на графе.

1. Инициали󰑬ироват󰑭 счетчик итераций i = 0.
2. Проверит󰑭 количество итераций, если i > I, то перейти на шаг 7.
3. Сгенерироват󰑭 новый граф G̃, применив Алгоритм 3 к G c параметром 󰂃.
4. Найти оптимал󰑭ное решение S̃ дл󰑱 графа G̃, испол󰑭󰑬у󰑱 оптимал󰑭ное решение

S как начал󰑭ное решение.
5. Увеличит󰑭 счетчик итераций i = i+ 1.
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6. Если ра󰑬личие в решени󰑱х в пределах допустимой окрестности S̃ − S < ω,
то 󰂃 = 󰂃 + step и перейти на шаг 2. Если нет, то вернут󰑭 False и 󰑬авершит󰑭
процедуру.

7. Вернут󰑭 True.

В ре󰑬ул󰑭тате работы этого алгоритма определ󰑱етс󰑱 устойчивост󰑭 полученного ре-
шени󰑱 на I итераци󰑱х с точност󰑭󰑧 ω. Решение считаетс󰑱 устойчивым, если ра󰑬личие
в полученных решени󰑱х не превышает параметр ω.

5. Ре󰑬ул󰑭таты вычислител󰑭ного эксперимента

В ре󰑬ул󰑭тате эксперимента сформированы таблицы 1, 2 работы метаэвристиче-
ских алгоритмов дл󰑱 набора графов и󰑬 TSPLIB. В колонке 󰯺BK󰯻 находитс󰑱 лучшее
и󰑬вестное решение дл󰑱 конкретного набора данных на текущий момент. И󰑬 таблиц
видно, что ра󰑬брос решений, полученных ка󰑨дым и󰑬 алгоритмов, не очен󰑭 бол󰑭шой.
Дл󰑱 определенного набора данных один и󰑬 алгоритмов дает лучшее решение среди
остал󰑭ных.

Таблица 1. Ре󰑬ул󰑭таты расчетов метаэвристик

ID Graph BK ACO Concave GKSP HN IS SS
1 eil51 426.0 429.53 441.23 442.13 436.07 431.10 434.24
2 berlin52 7542.0 7544.36 8325.96 7998.20 7544.36 7544.36 7716.68
3 st70 675.0 677.19 695.54 692.50 688.75 685.45 690.63
4 pr76 108159.0 108276.70 111159.94 118873.96 113197.86 108604.45 108879.74
5 eil76 538.0 559.89 566.01 575.77 563.04 551.96 559.07
6 gr96 513.0 517.97 517.49 525.25 518.89 513.85 520.72
7 rat99 1211.0 1239.79 1281.05 1274.80 1226.03 1268.71 1266.36
8 rd100 7910.0 8004.78 8167.40 8328.34 8066.22 8079.75 7910.39
9 kroB100 22141.0 22276.46 22407.52 22239.20 22284.28 22545.19 22472.90
10 kroD100 21294.0 21637.25 21777.24 22417.39 21637.04 21711.53 21630.23
11 kroA100 21282.0 21298.97 21481.30 21601.19 21294.39 21511.00 22473.64
12 kroC100 20749.0 20869.58 21109.46 21170.36 20786.89 21156.13 21249.13
13 kroE100 22068.0 22284.07 22912.52 22864.63 22302.16 22591.34 22141.83
14 eil101 629.0 659.44 656.47 678.41 664.16 659.26 668.60
15 lin105 14379.0 14382.99 0.0 15093.49 14824.21 14406.11 14828.13
16 pr107 44303.0 44346.18 0.0 47099.53 46009.39 45211.84 44857.32
17 pr124 59030.0 59208.55 0.0 60562.49 59864.32 59624.21 60088.84
18 bier127 118282.0 119302.01 122893.60 118404.78 120418.76 120358.78 124226.09
19 ch130 6110.0 6255.06 6502.65 6191.67 6252.02 6333.13 6245.31
20 pr136 96772.0 98203.23 0.0 99025.37 98542.50 98979.33 99084.31
21 gr137 706.0 710.27 722.77 740.62 720.41 720.62 731.56
22 pr144 58537.0 58535.22 0.0 58620.69 58602.32 58635.87 58604.90
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Таблица 2. Ре󰑬ул󰑭таты расчетов метаэвристик. Продол󰑨ение

ID Chris Sweep NI NN RI Genetic GRASP
1 443.96 436.62 432.95 431.87 433.30 429.53 431.43
2 7868.36 7629.87 7658.95 7658.95 7544.36 7544.36 7619.15
3 696.19 677.10 687.97 684.17 678.62 690.63 682.57
4 113744.39 108795.13 109368.92 108879.74 108797.31 110703.54 108843.55
5 570.35 560.67 562.74 559.31 557.22 566.02 563.62
6 0.0 520.19 515.72 517.91 513.02 534.11 517.94
7 1303.40 1254.36 1245.85 1221.00 1240.96 1281.94 1244.65
8 8336.74 8117.18 8020.63 8120.04 7959.09 8268.31 8090.34
9 22994.26 22463.28 22237.12 22346.60 22292.04 22326.01 22594.86
10 21726.74 21851.71 21480.95 21551.93 21384.50 21778.30 21554.74
11 22126.62 21573.50 21481.93 21362.97 21366.77 21381.83 21285.44
12 21321.74 20898.61 21276.14 20996.57 20912.87 21268.11 20928.12
13 22794.99 22346.76 22401.59 22407.48 22211.17 22423.36 22471.43
14 664.48 667.00 661.31 652.09 660.09 650.79 661.23
15 15014.92 14429.07 14574.71 14501.77 14440.90 14931.06 14472.85
16 45317.79 44775.91 44566.63 44346.18 44548.22 44620.66 44689.76
17 59570.32 59315.40 59164.49 59086.80 59181.65 60088.84 59074.80
18 122143.48 119987.40 121388.37 119336.77 119605.90 123941.64 119402.13
19 0.0 6288.57 6341.17 6250.97 6171.82 6344.00 6260.02
20 98905.33 98526.00 101592.54 103459.46 97914.04 99807.24 99805.66
21 0.0 721.08 716.72 714.44 706.28 733.05 710.69
22 58810.93 58602.32 58862.85 58669.42 58535.22 58587.14 58604.90

В случае, когда алгоритм не смог найти решение в св󰑱󰑬и с дости󰑨ением пределов
допустимой пам󰑱ти или другими ограничени󰑱ми, в найденное рассто󰑱ние устанавли-
ваетс󰑱 󰑬начение 0 и считаетс󰑱, что данный алгоритм не применим к такой структуре
данных.

Оценка работы алгоритмов решени󰑱 дл󰑱 ка󰑨дого и󰑬 наборов данных представле-
на на графике (рис. 6). 󰑪дес󰑭 отобра󰑨ена относител󰑭на󰑱 оценка по всем полученным
решени󰑱м:

δ(d) =
|d− d∗|

d∗
. (2)

󰑪дес󰑭 d 󰯹 ре󰑬ул󰑭тат и󰑬 таблиц 1, 2, d∗ 󰯹 󰑬начение и󰑬 столбца 󰯺BK󰯻 таблиц 1, 2 (d 󰯹
найденное рассто󰑱ние).

Предполагаетс󰑱, что лучшее и󰑬вестное решение мен󰑭ше либо равно л󰑧бому най-
денному в процессе эксперимента. Но если какой-либо алгоритм улучшит лучшее
и󰑬вестное решение, то это будет 󰑬аметно на графике, так как 󰑬начение относител󰑭-
ной оценки прибли󰑬итс󰑱 к нул󰑧. Таким обра󰑬ом, чем точка бли󰑨е к нул󰑧, тем более
точное решение было найдено. Отдел󰑭но обрабатыва󰑧тс󰑱 случаи когда алгоритм не
смог отыскат󰑭 решение, в таком случае на графике 󰑬адаетс󰑱 󰑬начение на нескол󰑭ко
процентов худшее и󰑬 всех представленных пока󰑬ателей.
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Рис. 6. Ре󰑬ул󰑭таты работы алгоритмов

6. 󰑪акл󰑧чение

Представлен подход по решени󰑧 NP -трудных 󰑬адач многоагентной маршрути-
󰑬ации, основанный на решении бли󰑬ких 󰑬адач по схеме 󰯺󰑬адача 󰯹 бли󰑬ка󰑱 󰑬адача 󰯹
алгоритм󰯻. Сни󰑨ение ра󰑬мерности исходной 󰑬адачи основано на ее декомпо󰑬иции,
согласованной с маршрутами коммиво󰑱󰑨еров на кластерах. Дл󰑱 решени󰑱 󰑬адачи
коммиво󰑱󰑨ера на выделенном кластере осуществл󰑱етс󰑱 выбор метаэвристик. Дл󰑱
этого прои󰑬веден численный эксперимент по решени󰑧 локал󰑭ных TSP с испол󰑭󰑬о-
ванием широкого набора метаэвристик на мно󰑨естве данных и󰑬 библиотеки TSPLIB.
Определены наиболее эффективные алгоритмы дл󰑱 нахо󰑨дени󰑱 оптимал󰑭ных марш-
рутов.

Ре󰑬ул󰑭таты эксперимента пока󰑬али, что все примененные метаэвристики способ-
ны найти прибли󰑨енные или оптимал󰑭ные решени󰑱 󰑬адачи коммиво󰑱󰑨ера на ра󰑬-
личных наборах данных. Однако, в 󰑬ависимости от характеристик 󰑬адачи, некоторые
алгоритмы про󰑱вили себ󰑱 более эффективно и точно, чем другие. При этом некото-
рые алгоритмы пока󰑬ыва󰑧т лучший ре󰑬ул󰑭тат на нескол󰑭ких тестовых наборах дан-
ных. Набор лучших алгоритмов и процентное соотношение от всех наборов данных
следу󰑧щие: Concave Hull 22%, ACO 12%, Christofides 12%, Scatter Search 9%, Sweep
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5%, Iterated Search 5%, Nearest Neighbour 5%, Nearest Insertion 5%, Random Insertion
5%, GRASP 5%, Hopfield Network 5%, Genetic 5%, Greedy Karp-Steele Patching 5%.

Мо󰑨но сделат󰑭 вывод, что Concave Hull выдал лучшие ре󰑬ул󰑭таты в 22% те-
стовых примеров и󰑬 всей выборки, так󰑨е хорошие ре󰑬ул󰑭таты пока󰑬али ACO и
Christofides. На основе полученных ре󰑬ул󰑭татов планируетс󰑱 испол󰑭󰑬оват󰑭 󰑬ависи-
мост󰑭 метаданных 󰑬адачи от ре󰑬ул󰑭татов и вкл󰑧чит󰑭 соответству󰑧щий модул󰑭 в
интеллектуал󰑭ну󰑧 систему по выбору метаэвристик и их компо󰑬иций. Рекомендует-
с󰑱 выбират󰑭 метаэвристику в 󰑬ависимости от особенностей 󰑬адачи маршрути󰑬ации.
Необходимо учитыват󰑭 структуру и метрические характеристики сети, требовани󰑱 к
точности решени󰑱 и врем󰑱 выполнени󰑱. Комбинирование ра󰑬личных метаэвристик
так󰑨е мо󰑨ет привести к получени󰑧 лучших ре󰑬ул󰑭татов.

В 󰑬акл󰑧чение автор выра󰑨ает благодарност󰑭 и бол󰑭шу󰑧 при󰑬нател󰑭ност󰑭 науч-
ному руководител󰑧 Ко󰑬ловой М.Г. 󰑬а поддер󰑨ку, помощ󰑭 и научное руководство, а
так󰑨е автор благодарит Лук󰑭󰑱ненко В.А. 󰑬а помощ󰑭 в работе и обсу󰑨дении ре󰑬ул󰑭-
татов стат󰑭и.

Cписок литературы

1. Бондаренко, В. А. Геометрические конструкции и сло󰑨ност󰑭 в комбинаторной
оптими󰑬ации / В. А. Бондаренко, А. Н. Максименко. 󰯹 М.: И󰑬д-во ЛКИ, 2008. 󰯹
184 c.

BONDARENKO, V. and MAKSIMENKO, A. (2008) Geometric designs and
complexity in combinatorial optimization. Moscow: LKI Publishing House.

2. Гейл, Д. Соседние вершины на выпуклом многограннике // Линейные неравен-
ства и сме󰑨ные вопросы. 󰯹 М.: ИЛ, 1959. 󰯹 C. 355–362.

GALE, D. (1959) Neighboring vertices on a convex polyhedron. Linear inequalities
and related questions. 2. Pp. 355–362.

3. Де󰑬а, М. М. Геометри󰑱 ра󰑬ре󰑬ов и метрик / М. М. Де󰑬а, М. Лоран. 󰯹 М.: МЦН-
МО, 2001. 󰯹 736 c.

DEZA, M. M and Laurent, M. (2001) Geometry of sections and metrics. Moscow:
ICNMO Publishing House.

4. Емел󰑭󰑱нов, С. В. Гомотопии экстремал󰑭ных 󰑬адач / С. В. Емел󰑭󰑱нов,
С. К. Коровин, Н. А. Бобылев. 󰯹 М.: Наука, 2001. 󰯹 350 c.

YEMELYANOV, S. V and Korovin, S. K and Bobylev, N. A (2001) Homotopies of
extreme problems. Moscow: Nauka.

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍3 (56)’ 2022



100 О. О. Макаров

5. 󰑮уравлев, 󰑰. И. И󰑬бранные научные труды / 󰑰. И. 󰑮уравлев. 󰯹 М.: Магистр,
1998. 󰯹 420 c.

ZURAVLEV, Y. I (1998) Selected scientific works. Moscow: Magister.

6. Ко󰑬лова, М. Г., Лук󰑭󰑱ненко, В. А., Макаров, О. О. Построение многоагентных
маршрутов в сети с иерархией вершин // Вестник ВГУ. Системный анали󰑬 и
информационные технологии. 󰯹 2023. 󰯹 C. (Передана в редакци󰑧).

KOZLOVA, M. & LUKYANENKO, V. & MAKAROV, O. (2023) Building multi-
agent routes in a network with hierarchy of vertices. Vestnik VSU. System Analysis
and Information Technologies. Pp. (Submitted to the Editor).

7. Лемт󰑧󰑨никова, Д. В., Лук󰑭󰑱ненко, В. А. Проблематика исследовани󰑱 трудноре-
шаемых 󰑬адач // Интеллектуали󰑬аци󰑱 обработки информации: Те󰑬исы докладов
14-й Ме󰑨дународной конференции. 󰯹 М.: Российска󰑱 академи󰑱 наук, 2022. 󰯹
C. 437–442.

LEMTYUZHNIKOVA, D. & LUKYANENKO, V. (2022) Problematics of research of
hard-to-solve problems. Intellectualization of information processing: Abstracts of the
14th International Conference. Pp. 437–442.

8. Лук󰑭󰑱ненко, В. А., Лемт󰑧󰑨никова, Д. В., Макаров, О. О., Ко󰑬лова, М. Г. Мо-
дели и алгоритмы многоагентной иерархической маршрути󰑬ации с времен-
ными окнами // И󰑬вести󰑱 РАН. Теори󰑱 и системы управлени󰑱. 󰯹 2023. 󰯹
C. (Передана в редакци󰑧).

LUKYANENKO, V. & LEMTYUZHNIKOVA, D. & MAKAROV, O., KOZLOVA, M.
(2023) Models and algorithms of multi-agent hierarchical routing with time windows.
Izvestiya RAN. Theory and Control Systems. Pp. (Submitted to the Editor).

9. Петровский, А. Б. Пространства мно󰑨еств и мул󰑭тимно󰑨еств /
А. Б. Петровский. 󰯹 M.: Едиториал УРСС, 2003. 󰯹 248 c.

PETROVSKIY, A. (2003) Sets and Multisets Spaces. Moscow: Unitorial Urss.

10. Штовба, С. Д. Мурав󰑭иные алгоритмы // Exponenta Pro. Математика в прило-
󰑨ени󰑱х. 󰯹 2003. 󰯹 Т. 4. 󰯹 C. 70–75.

STOVBA, S (2003) Ant algorithms. Exponenta Pro. Math in Applications. 4.
Pp. 70–75.

11. ALIPOUR, M. & RAZAVI, S. (2019) A new local search heuristic based on nearest
insertion into the convex hull for solving Euclidean TSP. International Journal of
Operational Research. (34). Pp. 409–429.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2022, 3



Метаэвристики в бли󰑬ких 󰑬адачах маршрути󰑬ации типа многих коммиво󰑱󰑨еров101

12. ARCHETTI, C. & FEILLET, D. & MOR, A. & SPERANZA, M. (2018) An iterated
local search for the Traveling Salesman Problem with release dates and completion
time minimization. Computers & Operations Research. (98). Pp. 24–37.

13. BOURIDAH, A. & BELHADEF, H. (2020) A scatter search algorithm to configure
service function chaining. International Journal of Internet Technology and Secured
Transactions. (10(6)). Pp. 654–674.

14. DOKEROGLU, T. & SEVIN, E. & KUCUKYILMAZ, T. & COSAR, A. (2019) A
survey on new generation metaheuristic algorithms. Comput. Ind. Eng.. (137).
Pp. 6101–6167.

15. GE, J. & LIU, X. & LIANG, G. (2020) Research on vehicle routing problem with soft
time windows based on hybrid tabu search and scatter search algorithm. Computers,
Materials & Continua. (64(3)). Pp. 1945–1958.

16. GLOVER, F. & GUTIN, G. & YEO, A. & ZVEROVICH, A. (2001) Construction
heuristics for the asymmetric TSP. European Journal of Operational Research.
(129(3)). Pp. 555–568.

17. KALRA, M. & TYAGI, S. & CHAHAR, V. KAUR, M. & MASHWANI, W.
& SHAH, H. & SHAH, K. (2021) A Comprehensive Review on Scatter Search:
Techniques, Applications, and Challenges. Mathematical Problems in Engineering.
Pp. 1–21.

18. KARLIN, A. & KLEIN, N. & OVEIS, G. (2020) A (slightly) improved approximation
algorithm for metric TSP. Proceedings of the 53rd Annual ACM SIGACT Symposium
on Theory of Computing. Pp. 32–45.

19. KILIC, I. & MOSTARDA, L. & NOVEL, L. (2022) Concave Hull-Based Heuristic
Algorithm For TSP. Oper. Res. Forum. (3(2)). Pp. 1–45.

20. LUO, Y. (2019) Design and Improvement of Hopfield network for TSP. Proceedings
of the 2019 International Conference on Artificial Intelligence and Computer Science.
Pp. 79–83.

21. MANDZIUK, J. (1996) Solving the travelling salesman problem with a hopfield-type
neural network. Demonstratio Mathematica. (29(1)). Pp. 219–232.

22. NEUENFELDT, J. & GUIMARAES, L. (2019) A greedy randomized adaptive search
procedure application to solve the travelling salesman problem. International Journal
of Industrial Engineering and Management. (10(3)). Pp. 238–242.

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍3 (56)’ 2022



102 О. О. Макаров

23. pyCombinatorial // [Электронный ресурс]. 󰯹 Ре󰑨им доступа:
https://github.com/Valdecy/pyCombinatorial

24. KNOX, J. (1994) Tabu search performance on the symmetric traveling salesman
problem. Computers & Operations Research & Applic.. (35). Pp. 867–876.

25. SCHOLZ, J. (2019) Genetic algorithms and the traveling salesman problem a
historical review. Proc. of the MInf Seminar at the Dept. of Computer Science of
the Hamburg University of Applied Sciences. Pp. 1–8.

26. SKINDEROWICZ, R. (2022) Improving Ant Colony Optimization efficiency for
solving large TSP instances. Applied Soft Computing. (120). Pp. 1–28.

27. THAMMANO, A. & RUNGWACHIRA, P. (2021) Hybrid modified ant system with
sweep algorithm and path relinking for the capacitated vehicle routing problem.
Heliyon. (7(9)). Pp. 1–15.

28. TRAUB, V. (2020) Improving on Best-of-Many-Christofides for T-tours. Operations
Research Letters. (48(6)). Pp. 798–804.

29. TSPLIB // [Электронный ресурс]. 󰯹 Ре󰑨им доступа:
http://comopt.ifi.uni-heidelberg.de/software/TSPLIB95

30. YAO, X., OU, Y. & ZHOU, K. (2021) TSP Solving Utilizing Improved Ant Colony
Algorithm. Journal of Physics: Conference Series. (2129(1)). Pp. 12–26.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2022, 3



РЕФЕРАТЫ ИНФОРМАТИКА И МАТЕМАТИКА

Гребенева А. А., Лук󰑭󰑱ненко В. А. Некоторые 󰑬адачи феноме-
нологического уравнени󰑱 спинового горени󰑱 / А. А. Гребенева,
В. А. Лук󰑭󰑱ненко // Таврический вестник информатики и математи-
ки. 󰯹 2022. 󰯹 󰎍3 (56). 󰯹 C. 7 – 29.

УДК: 517.957, 517.928.7

В работе исследуетс󰑱 модел󰑭 спинового горени󰑱, обобщение модели 󰑪ел󰑭довича с
псевдодифференциал󰑭ным оператором (−∆)α, 0 < α < 1, на вещественной оси и со-
ответству󰑧щее ей интеграл󰑭ное представление 󰑬адачи. Дл󰑱 модели с периодическими
услови󰑱ми по пространственной переменной и ее спектрал󰑭ной 󰑬адачи установлена
согласованност󰑭 с модел󰑭󰑧 горени󰑱 на окру󰑨ности, котора󰑱 соответствует спиновым
ре󰑨имам горени󰑱 тонкостенного цилиндра. С помощ󰑭󰑧 дискретного преобра󰑬овани󰑱
Фур󰑭е получено представление 󰑬адачи в виде нелинейного интеграл󰑭ного уравнени󰑱
типа свертки. Дл󰑱 сравнени󰑱 приводитс󰑱 модел󰑭 бе󰑬га󰑬ового спинового горени󰑱 на
всей плоскости, соответству󰑧щее ей интеграл󰑭ное представление 󰑬адачи. Представ-
лена операторна󰑱 форма 󰑬адачи и дока󰑬ано, что соответству󰑧щий оператор 󰑱вл󰑱етс󰑱
генератором голоморфной полугруппы. Дока󰑬ана локал󰑭на󰑱 ра󰑬решимост󰑭 󰑬адачи
дл󰑱 ограниченных областей.

Кл󰑧чевые слова: нелинейное уравнение, нестационарные эффекты, бегущие волны, би-
фуркационный анали󰑬, интеграл󰑭ное представление.

Ко󰑬лова М. Г., Германчук М. С. Ра󰑬работка гибридной системы рекомен-
даций / М. Г. Ко󰑬лова, М. С. Германчук // Таврический вестник инфор-
матики и математики. 󰯹 2022. 󰯹 󰎍3 (56). 󰯹 C. 30 – 52.

УДК: 004.02, 004.051, 004.415.2

Работа посв󰑱щена проблеме ра󰑬работки и оценке эффективности гибридной систе-
мы рекомендаций, ра󰑬работанной на основе методов коллаборативной фил󰑭трации
и фил󰑭трации по содер󰑨имому. В работе выделены основные проблемы систем ре-
комендаций, приведены методы их решени󰑱; описан процесс ра󰑬работки гибридной
системы рекомендаций. С помощ󰑭󰑧 оценок точности и полноты определены опти-
мал󰑭ные способ органи󰑬ации методов в системе рекомендаций и 󰑬начени󰑱 парамет-
ров.

Кл󰑧чевые слова: гибридна󰑱 система рекомендаций, метод коллаборативной фил󰑭тра-
ции, метод фил󰑭трации по содер󰑨имому, способы органи󰑬ации методов, критерии точ-
ности и полноты.
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Лук󰑭󰑱ненко В. А., Лук󰑭󰑱ненко Д. В., Редкокош К. И. Восстановление па-
раметров в модел󰑱х магнитной восприимчивости / В. А. Лук󰑭󰑱ненко,
Д. В. Лук󰑭󰑱ненко, К. И. Редкокош // Таврический вестник информатики
и математики. 󰯹 2022. 󰯹 󰎍3 (56). 󰯹 C. 53 – 68.

УДК: 51-73+54.03

В работе получены новые ре󰑬ул󰑭таты восстановлени󰑱 параметров в модел󰑱х маг-
нетохимии дл󰑱 исследовани󰑱 химических соединений по экспериментал󰑭ным дан-
ным, которые представл󰑱󰑧т собой и󰑬мерени󰑱 температурной 󰑬ависимости магнитной
восприимчивости. Примен󰑱󰑧тс󰑱 󰑬ависимости, полученные и󰑬 модели Гей󰑬енберга-
Дирака-Ван-Флека. Соответству󰑧щие материалы парамагнитных комплексов пере-
ходных металлов испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 как компоненты в молекул󰑱рных электронных и фо-
тохимических устройствах дл󰑱 хранени󰑱 и переноса информации, как преобра󰑬ова-
тели солнечной энергии. Получены теоретические представлени󰑱 магнитной воспри-
имчивости в 󰑬ависимости от спиновых характеристик соединений, которые содер󰑨ат
искомые параметры. На ба󰑬е экспериментал󰑭ных данных и миними󰑬ации квадратич-
ных функционалов найдены параметры 󰑬ависимости. Пока󰑬ано их согласованност󰑭
с и󰑬вестными ре󰑬ул󰑭татами.

Кл󰑧чевые слова: магнитна󰑱 восприимчивост󰑭, свойства соединений, спиновые харак-
теристики, восстановление параметров, численный эксперимент, модел󰑭 Гей󰑬енберга-
Дирака-Ван-Флека.

Лук󰑭󰑱нова Е. А., Прочитанский М. С., Лук󰑭󰑱нова М. E. Распределенные
системы в среде динамического моделировани󰑱 / Е. А. Лук󰑭󰑱нова,
М. С. Прочитанский, М. E. Лук󰑭󰑱нова // Таврический вестник информа-
тики и математики. 󰯹 2022. 󰯹 󰎍3 (56). 󰯹 C. 69 – 79.

УДК: 519.673

В работе на примере моделировани󰑱 󰑬акономерностей течени󰑱 инфекционного 󰑬або-
левани󰑱 -– вирусной лихорадки Эбола пока󰑬аны во󰑬мо󰑨ности программного обес-
печени󰑱 󰯺Среда динамического моделировани󰑱 технических систем SimInTech󰯻 дл󰑱
моделировани󰑱 и исследовани󰑱 такого сло󰑨ного биологического процесса, как ин-
фекционный процесс.

Кл󰑧чевые слова: среда динамического моделировани󰑱, вирусна󰑱 лихорадка Эбола, распре-
делённые системы, обыкновенные дифференциал󰑭ные уравнени󰑱, SIR-модел󰑭 и её расшире-
ни󰑱.
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Макаров О. О. Метаэвристики в бли󰑬ких 󰑬адачах маршрути󰑬ации типа
многих коммиво󰑱󰑨еров / О. О. Макаров // Таврический вестник инфор-
матики и математики. 󰯹 2022. 󰯹 󰎍3 (56). 󰯹 C. 80 – 102.

УДК: 004.023; 519.16

Основыва󰑱с󰑭 на бли󰑬ости 󰑬адач маршрути󰑬ации по метаинформации, в работе пред-
ставлен этап формировани󰑱 ба󰑬 данных дл󰑱 обучени󰑱 интеллектуали󰑬ированной
системы по выбору метаэвристических алгоритмов решени󰑱 󰑬адачи многоагентной
маршрути󰑬ации. Бли󰑬ост󰑭 двух 󰑬адач маршрути󰑬ации определ󰑱етс󰑱 бли󰑬ост󰑭󰑧 их
математических моделей и бли󰑬ост󰑭󰑧 участву󰑧щих в решении фрагментов сло󰑨ной
сети. Приведено описание метода определени󰑱 бли󰑬ости двух графов основанного на
нахо󰑨дении в󰑬вешенного метрического рассто󰑱ни󰑱 ме󰑨ду векторами метаэврестиче-
ских параметров соответству󰑧щих графов.

Описан формал󰑭ный подход решени󰑱 󰑬адачи маршрути󰑬ации на основе бли󰑬ких 󰑬а-
дач. Пока󰑬аны этапы формировани󰑱 решени󰑱 оригинал󰑭ной 󰑬адачи и бли󰑬кой.

Продемонстрирован эксперимент подтвер󰑨да󰑧щий гипоте󰑬у о том, что векторы мет-
рических характеристик у бли󰑬ких 󰑬адач наход󰑱тс󰑱 на небол󰑭шом рассто󰑱нии друг
от друга. Описаны вспомогател󰑭ные эксперименты, пока󰑬ыва󰑧щие максимал󰑭ное до-
пустимое ра󰑬личие ме󰑨ду графами, при котором они счита󰑧тс󰑱 бли󰑬кими. Приведен
эксперимент, подтвер󰑨да󰑧щий гипоте󰑬у о том, что метаэвристический алгоритм, ра-
бота󰑧щий оптимал󰑭но дл󰑱 определенной 󰑬адачи, будет оптимал󰑭но работат󰑭 и дл󰑱
бли󰑬кой.

Приводитс󰑱 описание структуры интеллектуали󰑬ированной системы по выбору ме-
таэвристик и сформированы основные принцыпы работы этой системы.

В решении многоагентных 󰑬адач типа коммиво󰑱󰑨ера бол󰑭шой ра󰑬мерности прои󰑬-
водитс󰑱 согласованна󰑱 декомпо󰑬ици󰑱 на локал󰑭ные кластерные 󰑬адачи маршрути󰑬а-
ции. На локал󰑭ном уровне выбира󰑧тс󰑱 подход󰑱щие алгоритмы.

Приведены ре󰑬ул󰑭таты экспериментов по решени󰑧 󰑬адач коммиво󰑱󰑨ера с испол󰑭󰑬о-
ванием ра󰑬личных метаэвристик на данных и󰑬 TSPLIB. Определены эффективные
алгоритмы нахо󰑨дени󰑱 маршрутов. Эксперимент пока󰑬ал, что бол󰑭шинство приме-
ненных метаэвристик по󰑬вол󰑱󰑧т находит󰑭 прибли󰑨енные или оптимал󰑭ные реше-
ни󰑱. Приведен список лучших по отношени󰑧 точности алгоритмов, которые плани-
руетс󰑱 испол󰑭󰑬оват󰑭 в ра󰑬работке интеллектуал󰑭ной системы выбора метаэвристик,
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с учетом особенностей 󰑬адачи (структура и сло󰑨ност󰑭 сети, точност󰑭, врем󰑱). Пред-
полагаетс󰑱 комбинирование метаэвристик, которое мо󰑨ет привести к оптимал󰑭ным
ре󰑬ул󰑭татам.

Кл󰑧чевые слова: 󰑬адача коммиво󰑱󰑨ера, 󰑬адача нескол󰑭ких коммиво󰑱󰑨еров, бли󰑬ост󰑭
󰑬адач, TSPLIB, метаэвристика, метаданные графа.
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