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Some problems of the phenomenological equation of spin combustion.

Grebeneva A. A, Lukianenko V. A.

Abstract. The model of spin combustion, generalization of the Ja. B. Zeldovich model with
a pseudo-differential operator (−∆)α, 0 < α < 1 is investigated. The equation is a singularly
perturbed nonlinear parabolic equation of the Van-der-Pol’s type.

Spin combustion modes were discovered as new non-stationary effects by Zeldovich, who
developed the theory of burning condensed systems with solid-phase products. In auto-oscillating
combustion, the front of the reaction remains flat and moves at an oscillating rate about the
average. In the spin regimes on the surface of the burning sample, there are rotating reactions
along the front.

The article reviews the basic models of the theory of combustion of condensed systems.
The mathematical model of the phenomenological equation of spin combustion was proposed
by Zeldovich together with A. P. Aldushin and B. A. Malomed. Spatial non-stationary effects of
burning hollow cylinder with radius R were investigated by them. The research in the field of
theoretical foundations of mathematical modeling of combustion modes belongs to Ivleva and
Merzhanov. Their model consists of the equation of thermal conductivity and kinetic equation.
The results of experimental, numerical and analytical studies of the burning surface spins are
presented in the works by B. V. Novozhilov.

The article considers a model of spin burning on a real axis. The integral representation of
the problem by Fourier transformation is constructed. For comparison, a model of gas-free spin
combustion on the entire plane and corresponding to it an integral representation of the problem
with Neumann conditions are given.

In the study of the combustion model on a real axis with periodic conditions on a
spatial variable and its spectral problem, the consistency with the combustion model in a
circumference, which corresponds to the spin modes of combustion of a thin-walled cylinder,
has been established. By using discrete Fourier transform, the problem in the form of a nonlinear
integral equation of convolution type is obtained.
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For bounded areas, the operator methods of mathematical physics have been used to estimate
non-linear cubic components. The operator form of the problem of spin combustion is presented,
it is proved that its operator is a generator of the holomorphic semigroup. The type of the
semigroup can be specified by studying the spectrum of the operator.

The local solvability of the problem for bounded areas has been proven.
Of interest is the model of spin combustion on the real axis with a delay on the spatial

variable or time.

Keywords: nonlinear equation, nonstationary effects, rotating waves, bifurcation analysis,
integral representation

Введение

Иучение теории детонации, так наываемого быстрого горени, поволило
открыт новые нестационарные эффекты: автоколебателные и спиновые реимы
распространени оны экотермической реакции. При автоколебателном горении
фронт реакции, оставас плоским, перемещаетс с осциллирущей около средне-
го начени скорост. В спиновых реимах на поверхности горщего обраца на-
блдатс бегущие вдол фронта очага реакции. Интерес в перву очеред пред-
ставлет вление спина, первоисследователем которого влетс . Б. елдович [1],
равивший теори горени конденсированных систем.

Еще в работе [2] была предпринта попытка построит упрощенну математиче-
ску модел спинового горени  двумерну адачу о распространении волны го-
рени. Данна модел бегаового горени тонкой полубесконечной цилиндрической
трубы поволет исследоват стационарные реимы, одномерные автоколебател-
ные волны горени и двумерные нестационарные процессы.

В работе [3] была исследована устойчивост стационарных реимов работы ци-
линдрического реактора с внутренней подачей относително малых вомущений тем-
пературы и полоени оны реакции.

Теоретические основы математического моделировани реимов сгорани ило-
ены в [4], где модел состоит и уравнени теплопроводности и кинетического урав-
нени:

cρ0
∂T

∂t
=


∂2T

∂r2
+

1

r

∂T

∂r
+

1

r2
∂2T

∂ϕ2
+

∂2T

∂h2


+ ρ0Q

∂η

∂t
, (1)

∂η

∂t
=






k0(1− η) exp


− E

RT


, η < 1,

0, η ∕= 1,

где r  радиус, ϕ  полрный угол, h  высота сло.
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Описанна двухмерна модел учитывает температуру дл несколких слоев по-
ристой порошковой среды:

∂T

∂t
= k


∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y2


+ f,

∂A

∂t
= L


∂2A

∂x2
+

∂2A

∂y2


.

(2)

Аналииру устойчивост фронта реакции дл уравнений (1) и (2), в работах
елдовича и Баренблатта [5], [6], как виуалну особенност распада фронта тер-
модиффуионного пламени на неболшие тепловые структуры, были введены в рас-
чет характерные модели малых вомущений:

x = f(y, t) = ε exp[iky + iωt+ ϕt] ∼ ε exp[ϕt] sin(ky), (3)

где f(y, t)  поверхност распространени фронта горени, k  количество волн
поперечного вомущени, ω  кругова частота дл времени термохимической ин-
дукции, ϕ  сниение температуры нагревателной оны Майкелсона.

В работе [7] исследовалас устойчивост волн горени предварително смешан-
ной смеси в модели елдовича-Линна в адиабатическом пределе в двух простран-
ственных имерених. Покаано, что дл числа Лиса, болшего или меншего еди-
ницы, воникат либо волнова, либо чеечна неустойчивости. Уменшение пара-
метра рекомбинации, соответствущего соотношени характерных времен реакций
ветвлени и рекомбинации, делает волны горени более устойчивыми а счет увели-
чени области начений параметров устойчивых решений бегущей волны. Покаано,
что повышение температуры окруащей среды окаывает аналогичный стабилии-
рущий эффект на волны горени. Получено, что эффект именени числа Лиса
дл радикалов более слоен и ависит от реима рекомбинации, а при пересечении
критических начений параметров воникновени неустойчивости родатс либо
пулсирущие, либо чеистые двумерные решени. Иучены свойства этих решений.

Рассматриватс волны детонации дл упрощённых уравнений Чепмана–
уге (CJ) и уравнени елдовича–Неймана–Деринга (ZND) дл сферически сим-
метричных уравнений Эйлера [8]. Скорост реакции модели CJ бесконечна, в то
врем как скорост реакции модели ZND конечна. Дл модели сгорани ZND

(u+ zq)t + f(u)x +
u

x
= 0 (4)

с краевыми условими Римана

Таврический вестник информатики и математики, 3 (56)’ 2022
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(u, z)(x, 0) = (0, 1), x > 0,

u(0, t) = 0, t > 0
(5)

врывна волна  это процесс сгорани, инициируемый током перед сатием. Дл

того, чтобы исследоват врыв, рассматриваетс адача о свободных границах дл
угловой области

ut + f(u)x +
u

x
= kqe−k[t−i(x)],

u = 0, x = 0, t > 0,

u

f(u)− f(0)
= i′(x), t = i(x), x > 0,

(6)

где t = i(x) (i(0) = 0)  неивестна крива, представлща пут сати.

При устремлении k → +∞ решени (uk, zk) модели ZND совпадат с решеними
(u, z) модели горени CJ:

(u, z)(x, t) =






(0, 0), 0 ≤ x ≤ f ′(0)t,
u
x
t


, 0

, f ′(0)t ≤ x ≤ f ′(uCJDT )t,

(0, 1), x > f ′(uCJDT )t,

где f ′(uCJDT ) =
f(uCJDT − f(0))

uCJDT − q
, CJDT  детонационна волна Чепмена-уге.

В работе [9] В. М. Гендугов исследовал модифицированну модел стационар-
ной идеалной детонации елдовича-Неймана-Деринга (ZND) с плоской одномер-
ной структурой, вклчащей ударну волну и непрерывну ону горени с одной
неависимой реакцией. В традиционной схеме . Б. елдовича горча смес пред-
полагаетс смес совершенных гаов, а реакци, не удовлетворща кинетической
формулировке акона действущих масс, авершаетс так, что продукты детонации
влтс инертной средой. В этих приблиених установлено, что идеална дето-
наци не ависит от структуры волны и распространетс в реиме CJ, т. е. имеет
относително потока продуктов детонации скорост, равну амороенной скорости
вука.

Анали устойчивости этой модели к пространственным вомущеним покаал,
что модел неустойчива и имеет сингулрну особенност в точке CJ и моет быт

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2022, 3



Некоторые адачи феноменологического спинового горени 11

описана следущей системой:

ρ0u0 = ρ0D = ρu = K,

dp

dx
=

K2

ρ2
dρ

dx
,

dh

dx
=

K2

ρ3
dρ

dx
,

ρ = ρ(h, ρ, ci) =
pcpm

R(h+Q)
,

K
dci
dx

= mi(v
′′
i − v′i)ε.

(7)

дес p, ρ, h, s, ε  давление, плотност, энталпи, энтропи и скорост реакции
смеси; x  координата; u  скорост потока относително ударной волны; R  абсо-
лтна гаова постонна; N  число компонент смеси; i  номер компоненты; cpi,
h, mi, ci  теплоемкост при постонном давлении, энерги обраовани, молеку-
лрна масса и массова концентраци i-ой компоненты; v′′i , v′i  стехиометрические
коэффициенты i-ой компоненты до и после реакции;

1

m
=

N

i=1

ci
mi

; Q = −
N

i=1

cihi

mi

; , cp =
N

i=1

cpici
mi

.

Дл определени устойчивости системы (7) построена функци Лпунова. Про-
веденные исследовани модифицированной модели ZND вывили вомоност по-
строени решений дл двух типов самоподдериващихс детонационных волн с
устойчивыми по Лпунову онами горени  дл слабой и силной детонаций. При
этом скорост слабой детонации относително равновесного потока продуктов дето-
нации, не ависща от структуры волны, соответствует равновесной скорости ву-
ка. Силна е детонаци влетс недосатой и распространетс в реиме CJ.
Именно на этот реим выходт пересатые детонационные волны и детонаци с
примыкащей волной рареени. Отметим таке, что предполоение о равенстве
теплоемкостей компонент смеси или о том, что смес влетс совершенным гаом,
ограничивает модел, исклча решение дл силной детонации.

Реултаты эксперименталных, численных и аналитических исследований сго-
рани поверхностных спинов представлены в [10]. При сигании наблдаетс
неболшое птно реакции, двиущеес по поверхности цилиндрического обраца.
Это приводит к новой концепции двух типов спинов. Первый  очен рко выра-
енный нелинейный феномен, полученный экспериментално. Второй представлет
собой лиш реултат теоретических исследований, проводимых главным обраом в
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рамках теории бифуркации и никогда не наблдаемых в эксперименте. Существу-
ет начителное несоответствие меду количественной характеристикой двух типов
спинов.

В стате сформулирован аналитический метод дл приблиенного описани
силного сгорани на поверхности. В двумерной модели предполагаетс, что как
несгоревшее топливо, так и продукты сгорани влтс твердыми, и конденсиро-
ванна фаа экотермической реакции происходит на цилиндрической поверхности с
центром сгорани, проникащим в обраец на неболшу глубину. Таким обраом,
посколку двиение спинового птна почти перпендикулрно вектору средней ско-
рости волны сгорани, двумерна адача моет быт сведена к простой одномерной
адаче, котора похоа на адачу одновременного сгорани с потерми тепла.

Выснены услови наступлени реима спинового горени. Даны аналитические
выраени дл раличных величин, вклча скорост спина распространени, сред-
н скорост волны и температурный профил. Они авист от диаметра цилиндра
и потер тепла. По мере увеличени диаметра на поверхности цилиндра повлтс
два или более центров химической реакции (многоцентровое вращение).

Аппроксимируща теори силного спина описываетс уравнением

κ
d2T

d2y
− v

dT

dy
+ q1 − q2 − q3 − q4 = 0, (8)

где q1 =
u

z
(Ta − T )  конвективный энергетический поток, , q2 = a

κ

z2


T − T

a




потери тепла в смеси, q3 = a1
κ

z2
(T − Tb)  тепловые потери в продуктах сгорани,

q4 =
κ

h2
(T − Ta)  тепловые потери в окруащей среде; a, a1  соответствущие

коэффициенты тепловых потер, z  шаг спина (вращени).
В 2020 году был авершен эксперимент NASA (Saffire), который покаал, что в

услових микрогравитации горение имеет две фаы: длителна депрессивна фаа,
так наываемое холодное горение и быстрое горение в хаотически располоенных
горчих точках [11].

Ранее математическа модел феноменологического уравнени спинового го-
рени была предлоена . Б. елдовичем совместно с А. П. Алдушиным и
Б. А. Маломедом [12], [13]. Тогда е были исследованы воникащие пространствен-
ные нестационарные эффекты горени полого цилиндра радиуса R:

ξ̈ + ξ = 2ε


ξ̇


1− 4

3
ξ̇2

+

λ2

4π2
∆ξ̇ +

βλ

2π

√
−∆ξ̇


. (9)

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2022, 3



Некоторые адачи феноменологического спинового горени 13

дес ξ = ξ(x, t)  функци, описываща фронт распространени реакции горени;
0 < ε ≪ 1  инкремент неустойчивости, λ > 0  коррелционна длина теплопро-
водности свей меду соседними участками фронта, β > 0  коэффициент нело-
калной сви участков фронта. Точка оначает дифференцирование по времени,
а ∆  одномерный лапласиан.

Уравнение представлет собой сингулрно вомущенное нелинейное параболиче-
ское уравнени ван-дер-полевского типа.

Методом кваинормалных форм динамика спиновых волн или, что тое самое,
решений типа бегущих волн адачи (1) исследовалас в [14]. Критерий устойчивости
бегущих волн был найден в работах Е. П. Белана и его соавторов [15], [16]. Ими е
получен, так наываемый, принцип 1:2 ваимодействи, а таке установлено вление
высокомодовой буферности [17].

Вопросы существовани и устойчивости периодических решений автономной па-
раболической системы дифференциалных уравнений с ападыващим аргументом
и малой диффуией на окруности рассмотрены в работе [18].

Емкий обор работ по проблематике горени был приведен в [19].

Раннее авторами были рассмотрены модели спинового горени, когда она рас-
пространени реакции вс плоскост и тонкостенный цилиндр [20], [21]. При этом
рассматриваетс обобщение модели (1), в которой вместо оператора

√
−∆ испол-

овалс псевдодифференциалный оператор (−∆)α, 0 < α < 1. адача дл тонкого
колца R < r < R+δ при δ → 0 (см. [22]) сводитс к адаче на окруности. Построе-
но интегралное представление решени дл окруности (тонкостенного цилиндра),
а таке исследована устойчивост приблиенных периодических решений.

Далнейшее илоение будет относитс к обобщенной модели феноменологиче-
ского горени, согласущейс с экспериментами.

1. Модел спинового горени на вещественной оси

Рассмотрим модел бегаового спинового горени, когда област распростране-
ни реакции вещественна ос x ∈ R

ü+ u = 2ε

u̇

1− µu̇2


− ρ−2(−∆)u̇+ βρ−1(−∆)αu̇


, 0 < α < 1,

u(x, 0) = u0(x), u̇(x, 0) = u1(x),
(10)

где ρ =
2π

λ
.
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В обраах Фуре U(ξ, t) = (Fu)(ξ, t) = 1√
2π


R u(x, t)e

−iξxdx адача (10) предста-
вима в виде следущего уравнени

Ü + U = 2ε

1− ρ−2ξ2 + βρ−1ξ2α


U̇ − 2εG(ξ, t), (11)

с началными условими

U(ξ, 0) = U0(ξ), U̇(ξ, 0) = U1(ξ), (12)

где G(ξ, t) = (Fµu̇3)(ξ, t), µ =
4

3
в модели елдовича.

Введем обоначени

q(ρ, ξ) = 1− ρ−2ξ2 + βρ−1ξ2α. (13)

Рассмотрим линеариованное уравнение (11):

Ü − 2εqU̇ + U = 0. (14)

Представл ависимост от времени t чере U(ξ, t) = V (ξ)eωt, получим характе-
ристическое уравнение относително ω:

ω2 − 2εqω + 1 = 0.

апишем ω в виде ω = Reω+ iImω = ω1 + iω2 и подставим в характеристическое
уравнение, приравнв коэффициенты при действителной и мнимой частх:

ω2
1 − ω2

2 − 2εqω1 + 1 = 0,

(ω1 − εq)ω2 = 0.
(15)

И второго уравнени системы следует, что либо ω2 = 0, либо ω1 = εq (или
одновременно).

Если ω2 = 0, то ω1,j = εq ±


ε2q2 − 1, j = 1, 2. При ε2q2 − 1 > 0 решением (14)
будет функци вида

U(ξ, t) = eεqt

V1(ξ)e

√
ε2q2−1t + V2(ξ)e

−
√

ε2q2−1t

.

Если ε2q2 − 1 < 0, то ω1 влетс мнимым, что противоречит ω1 = Reω.
Если ω1 = εq, то ω2,j = ±


1− ε2q2, j = 1, 2. При 1 − ε2q2 > 0 справедливо

следущее представление:

U(ξ, t) = eεqt

V1(ξ) cos


1− ε2q2t+ V2(ξ) sin


1− ε2q2t


.

И, наконец, при ε2q2 − 1 = 0 решением (14) будет функци вида
U(ξ, t) = eεqt (V1(ξ) + V2(ξ)t).
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Если одновременно ω2 = 0 и ω1 = εq, то и первого уравнени (15) получим, что
εq = ±1. Это соответствует рассмотренному выше случа, когда ε2q2 − 1 = 0.

Таким обраом достаточно исследоват три представлени решени.
1.1. Представление решени. При ε2q2 − 1 > 0 однородное решение (14)

U(ξ, t) = V1(ξ)e
ω1,1t+V2(ξ)e

ω1,2t = V1(ξ)U1(ξ, t)+V2(ξ)U2(ξ, t), где ω1,1 = εq+


ε2q2 − 1,
ω1,2 = εq −


ε2q2 − 1, а частное неоднородное найдем с помощ метода вариации

проиволной постонной: Vj = Vj(ξ, t), j = 1, 2; получим систему и двух сванных
уравнений: 




V̇1U1 + V̇2U2 = 0,

ω1,1V̇1U1 + ω1,2V̇2U2 = −2εG.
(16)

Тогда V̇1 =
2εG

(ω1,2 − ω1,1)U1

, V̇2 = − 2εG

(ω1,2 − ω1,1)U1

, где ω1,2 − ω1,1 = −2


ε2q2 − 1.

Откуда

V1(ξ, t) = −
t

0

εG(ξ, τ)
ε2q2 − 1

e−ω1,1τdτ, V2(ξ, t) =

t

0

εG(ξ, τ)
ε2q2 − 1

e−ω1,2τdτ.

Тогда частное решение представимо в виде:

Uч(ξ, t) =
ε

ε2q2 − 1

t

0

(eω1,2(t−τ) − eω1,1(t−τ))G(ξ, τ)dτ.

Общему решени соответствует выраение

U(ξ, t) = V1(ξ)e
ω1,1t+V2(ξ)e

ω1,2t− ε
ε2q2 − 1

t

0

eεq(t−τ)sh


ε2q2 − 1(t−τ)G(ξ, τ)dτ. (17)

Найдем коэффициенты V1, V2 и началных условий (12):

U(ξ, 0) = V1 + V2 = U0,

U̇(ξ, 0) = V1ω1,1 + V2ω1,2 = U1.

После преобраований получим, что V1 =
U1 − ω1,2U0

ε2q2 − 1
, V2 =

ω1,1U0 − U1
ε2q2 − 1

.

Тогда общее решение уравнени (11):

U(ξ, t) =
U1(ξ)− ω1,2U0(ξ)

ε2q2 − 1
eω1,1t +

ω1,1U0(ξ)− U1(ξ)
ε2q2 − 1

eω1,2t−

− ε
ε2q2 − 1

t

0

eεq(t−τ)sh


ε2q2 − 1(t− τ)G(ξ, τ)dτ.
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1.2. Представление решени в случае комплексных кор-
ней, когда ε2q2 − 1 < 0. Общее решение однородного уравнени:
U(ξ, t) = eεqt


V1(ξ) cos


1− ε2q2t+ V2(ξ) sin


1− ε2q2t


. Тогда частное

решение представимо как U(ξ, t) = V1(ξ, t)U1(ξ, t) + V2(ξ, t)U2(ξ, t), где
U1(t) = eεqt cos


1− ε2q2t, U2(t) = eεqt sin


1− ε2q2t. После подстановки в (11),

аналогично предыдущему случа, получим, что

V̇1 =
2εG(ξ, τ)e−εqt sin


1− ε2q2t

1− ε2q2
, V̇2 = −2εG(ξ, τ)e−εqt cos


1− ε2q2t

1− ε2q2
.

Откуда частное решение

Uч(ξ, t) =
2ε

1− ε2q2

t

0

eεq(t−τ) sin


1− ε2q2(t− τ)G(ξ, τ)dτ.

Общему решени соответствует выраение

U(ξ, t) = eεqt(V1(ξ) cos


1− ε2q2t+ V2(ξ) sin


1− ε2q2t)+

+
2ε

1− ε2q2

t

0

eεq(t−τ) sin


1− ε2q2(t− τ)G(ξ, τ)dτ.
(18)

Согласно началным условим (12):

V1(ξ) = U0(ξ), V2(ξ) =
U1(ξ)− U0(ξ)εq

1− ε2q2
.

Тогда общему решени уравнени (11) соответствует нелинейное интегралное
уравнение в обраах Фуре:

U(ξ, t) = eεqt(U0(ξ) cos


1− ε2q2t+
U1(ξ)− U0(ξ)εq

1− ε2q2
sin


1− ε2q2t)+

+
2ε

1− ε2q2

t

0

eεq(t−τ) sin


1− ε2q2(t− τ)G(ξ, τ)dτ.

(19)

1.3. Представление решени в случае, когда ε2q2 − 1 = 0. Частное решение
ищем в виде U(ξ, t) = eεqt(V1(ξ, t) + V2(ξ, t)t) = V1U1 + V2U2, где U1 = eεqt, U2 = eεqtt.

При подстановке в (11), получим систему и двух сванных уравнений:




V̇1U1 + V̇2U2 = 0,

εqV̇1U1 + (1 + εqt)V̇2U1 = −2εG.
(20)
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Тогда V̇1 = 2εe−εqtG(ξ, t)t, V̇2 = −2εe−εqtG(ξ, t), откуда

V1(ξ, t) = 2ε

t

0

e−εqτG(ξ, τ)τdτ, V2(ξ, t) = −2ε

t

0

e−εqτG(ξ, τ)dτ.

Тогда частное решение представимо в виде

Uч(ξ, t) = −2ε

t

0

(t− τ)eεq(t−τ)G(ξ, τ)dτ,

когда общее моно найти по формуле

U(ξ, t) = V1e
εqt + V2e

εqtt− 2ε

t

0

(t− τ)eεq(t−τ)G(ξ, τ)dτ.

И началных условий следует, что V1 = U0, V2 = U1 − εqU0. Тогда

U(ξ, t) = (1− εqt)eεqtU0(ξ) + teεqtU1(ξ) + 2ε

t

0

(t− τ)eεq(t−τ)G(ξ, τ)dτ.

Рассмотрим наиболее интересный случай (19) и п. 1.2.
Вовратимс к исходной функции u(x, t), примен обратное преобраование Фу-

ре u(x, t) = (F−1U)(ξ, τ) к случа комплексных корней.
апишем (19) в виде

U(ξ, t) = K1(ξ, t)U0(ξ) +K2(ξ, t)U1(ξ) + 2ε

1

0

K3(ξ, τ)G(ξ, τ)dξ.

Теорема 1. адача Коши дл нелинейного уравнени спинового горени пред-
ставима в виде нелинейного интегралного уравнени типа свертки

u(x, t) =



R

(k1(x−ξ, t)u0(ξ)+k2(x−ξ, t)u1(ξ))dξ+2µε

t

0



R

k3(x−ξ, t)u̇3(ξ, τ)dξdτ, (21)

kj(x, t) = F−1{Kj(ξ, t)}(x, t), j = 1, 2, 3; K1(ξ, t) = eεqt


cos


1− ε2q2t− sin


1− ε2q2t

1− ε2q2


;

K2(ξ, t) = K3(ξ, t) = eεqt
sin


1− ε2q2t

1− ε2q2
; q = 1− ρ−2ξ2 + βρ−1ξ2α.

Более подробно выкладки приведем дл адачи на R2.
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2. Модел спинового горени на всей плоскости

Аналогично рассматриваетс случай, когда област распространени фронта ре-
акции вс плоскост R2:

ü+ u = 2ε


u̇

1− µu̇2


+

λ2

4π2
∆u̇+

βλ

2π
(−∆)αu̇


, t > 0, x, y ∈ R, (22)

u(x, y, 0) = u0(x, y), u̇(x, y, 0) = u1(x, y). (23)

Дл решени адачи (2)-(3) во всем пространстве применим двойное преобрао-
вание Фуре:

U(ξ, η, t) = (Fu) (ξ, η, t) =
1

2π



R2

u(x, y, t)ei(xξ+ηy)dxdy. (24)

Теорема 2. адача Коши (2)-(3) дл нелинейного уравнени спинового горени
представима в виде нелинейного интегралного уравнени вида

u(x, y, t) =



R2

(k1(x− ξ, y − η, t)u0(ξ, η) + k2(x− ξ, y − η, t)u1(ξ, η))dξdη−

− 2µε

t

0



R2

k3(x− ξ, y − η, t)u̇3(ξ, η, τ)dξdηdτ ,

(25)

где kj(x, y, t) = F−1 {Kj(ξ, η, t)} (x, y, t), j = 1, 2, 3; ξ = ρ cos θ, η = ρ sin θ;

K1(ξ, η, t) = eεqt


cos


1− ε2q2t− εq

sin


1− ε2q2
1− ε2q2


;

K2(ξ, η, t) = K3(ξ, η, t) = eεqt
sin


1− ε2q2t

1− ε2q2
; q = 1− λ2

4π2
(ξ2 + η2) +

λβ

2π
(ξ2 + η2)α.

Докаателство. Дл реакции во всем пространстве применим двойное пре-
обраование Фуре (24). Тогда дл (2)-(3) получим адачу Коши с коэффициентами,
ависщими от параметров ξ, η ∈ R:

LU ≡ Utt − 2ε


1− λ2

4π2
(ξ2 + η2) +

λβ

2π
(ξ2 + η2)α


Ut + U = 2εG(ξ, η, t), (26)

U(ξ, η, 0) = U0(ξ, η), Ut(ξ, η, 0) = U1(ξ, η),

где G(ξ, η, t) обоначено преобраование Фуре F (−µu̇3), µ =
4

3
.

Обоначим чере q(ρ) = 1−λ2(ξ2+η2)+λβ(ξ2+η2)α = 1−λ2ρ2+λβρ2α, в полрной
системе координат ξ = ρ cos θ, η = ρ sin θ.
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ависимост от t выберем в виде U(ξ, η, t) = C(ξ, η)eωt, тогда характеристическое
уравнение линейной части имеет вид:

ω2 − 2εqω + 1 = 0. (27)

Пуст ε = 0. Тогда:
ω2 + 1 = 0 ⇒ ω = ±i.

Решение примет вид:

U(ξ, η, t) = C1(ξ, η) cos t+ C2(ξ, η) sin t. (28)

Дл корней характеристического уравнени (27):

ω1,2 = εq(ρ)±


ε2q2(ρ)− 1 (29)

вомоны три случа:

1. Корни кратные и действителные, если ε2q2(ρ)− 1 = 0.
2. Корни раличные и действителные, если ε2q2(ρ)− 1 > 0.
3. Корни комплексные, если ε2q2(ρ)− 1 < 0.

Первые два случа соответствут атухащим (или растущим) решеним. Наи-
болший интерес представлт комплексные корни вида
ω = Reω + iImω = ω1 + iω2. В полрной системе координат ω1 = εq(ρ),
ω2 =


1− ε2q2(ρ).

В случае комплексных корней (29) дл характеристического уравнени (27) об-
щее решение однородного уравнени (5) LU = 0 имеет вид:

U(ξ, η, t) = eω1t (C1(ξ, η) cosω2t+ C2(ξ, η) sinω2t) =

= C1(ξ, η)U1(ξ, η, t) + C2(ξ, η)U2(ξ, η, t),

где U1(ξ, η, t) = eω1t cosω2t и U2(ξ, η, t) = eω1t sinω2t соответственно равны.
Тогда частное решение представимо в виде:

Uч = C1(t)e
ω1t cosω2t+ C2(t)e

ω1t sinω2t = C1(t)U1(t) + C2(t)U2(t).

Подставл в (5), получим систему уравнений относително C1(t), C2(t):




C

′
1U1 + C

′
2U2 = 0

C
′
1U

′
1 + C

′
2U

′
2 = 2εG,

где U
′
1 = eω1t (ω1 cosω2t− ω2 sinω2t), U

′
2 = eω1t (ω1 sinω2t+ ω2 cosω2t).

Найдем вид частного решени:
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Uч(t) = 2ε

t

0

U1(ξ, η, τ)U2(ξ, η, t)− U2(ξ, η, τ)U1(ξ, η, t)

U1U
′
2 − U2U

′
1

G(ξ, η, τ)dτ =

= 2ε

t

0

eω1(ξ,η)(t−τ) sin(ω2(ξ, η)(t− τ))

ω2(ξ, η, τ)
G(ξ, η, τ)dτ.

Найдем коэффициенты C1, C2 и началных условий:

U(ξ, η, 0) = C1 = U0(ξ, η),

Ut(ξ, η, 0) = C1ω1 + C2ω2 = U1(ξ, η).

Тогда общее решение уравнени (3):

U(ξ, η, t) = U0e
εqt cos


1− ε2q2t+

U1 − εqU0
1− ε2q2

eεqt sin


1− ε2q2t+

+2ε

t

0

eεq(t−τ) sin(


1− ε2q2(t− τ))
1− ε2q2

G(ξ, η, τ)dτ = U0


eεqt cos


1− ε2q2t−

− εq
1− ε2q2

eεqt sin


1− ε2q2t


+ U1

eεqt sin


1− ε2q2t
1− ε2q2

+

+2ε

t

0

eεq(t−τ) sin


1− ε2q2(t− τ)
1− ε2q2

G(ξ, η, τ)dτ.

Представление решени адачи Коши (5) с правой част 2εG(ξ, η, t) моно
представит в виде:

U(ξ, η, t) = U0(ξ, η)K1(ξ, η, t) + U1(ξ, η)K2(ξ, η, t)+ (30)

+2ε

t

0

K3(ξ, η, τ)G(ξ, η, τ)dτ,

где K1(ξ, η, t) = eεqt


cos


1− ε2q2t− εq

sin


1− ε2q2t
1− ε2q2


;

K2(ξ, η, t) = K3(ξ, η, t) = eεqt
sin


1− ε2q2t

1− ε2q2
.

Применив к (30) обратное преобраование Фуре, с учетом теоремы о свертке
F−1{KG} = k ∗ g [24], получим искомое представление (4).
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В операторном виде u = A(u̇3) + f , где f отвечает началным условим и внеш-
нему водействи, A  оператор с дром

k3(x, y, t) =
1

2π



R2

eεqt
sin


1− ε2q2t

1− ε2q2
e−i(xξ+yη)dξdη.

Дл его вычислени перейдем к полрным координатам: ξ = ρ cos θ,
η = ρ sin θ. Согласно [23] интегралное представление функции Бессе-

л J0(rρ) =
1

2π

π

−π

e−iρ(x cos θ+y sin θ)dθ, где x = r cosϕ, y = r sinϕ. Откуда

k3(x, y, t) =

∞

0

eεq(ρ)t
sin


1− ε2q2(ρ)t

b(ρ)
J0(rρ)ρdρ.

Если u0(x, y) = 0, u1(x, y) = 0, получаем нелинейное уравнение u = A(u̇3) или
u̇ = At(u̇

3), или, обоначив v = u̇, получим уравнение v = Atv
3 удобное дл примене-

ни итерационных методов.

3. Периодический случай уравнени спинового горени

Рассмотрим модел бегаового спинового горени, когда област распростране-
ни реакции вещественна ос x ∈ R с периодическими условими по пространствен-
ной переменной:

ü+ u = 2ε

u̇

1− µu̇2


− ρ−2(−∆)u̇+ βρ−1(−∆)αu̇


, 0 < α < 1, x ∈ R, t > 0,

u(x+ 2π, t) = u(x, t),

u(x, 0) = u0(x), u̇(x, 0) = u1(x),

(31)

где ρ =
2π

λ
.

адача на вещественной оси x ∈ R с условими периодичности эквивалентна
адаче на окруности, котора соответствует спиновым реимам горени тонко-
стенного цилиндра радиуса R [22].

Определим действие дробной степени лапласиана (−∆)α с помощ действи
оператора −∆ или с помощ дискретного преобраовани Фуре W :

u(x, t) =
∞

n=−∞
un(t)e

inx = Wu,

un = W−1u.
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Так как (−∆)u =
∞

n=−∞
un(t)n

2e−inx, то действие дробного лапласиана определ-

етс следущим обраом:

(−∆)αu̇ =
∞

n=−∞
u̇n(t)n

2αeinx.

В обраах Фуре дл функций un(t) получим:

Lun ≡ ün − 2ε


1− λ2n2

4π2
+

βλ

2π
n2α


u̇n + un = 2εgn(t),

где gn = W−1G, G(x, t) = −
∞

n=−∞
gne

inx = −4

3
u̇3.

Дл уравнени Lun = 0 соответствущее характеристическое уравнение:

ω2
n − 2εqnωn + 1 = 0, (32)

где qn = 1− λ2n2

4π2R
+

βλ

2π
n2α.

Построим решение адачи (31) дл комплексных корней характеристического
уравнени (32):

(ω1,2)n = ε


1− λ2n2

4π2
+

βλ

2π
n2α


± i



1− ε2

1− λ2n2

4π2
+

βλ

2π
n2α

2

,

где (ω1,2)n = Reωn ± iImωn, Reωn = εqn, Imωn =


1− ε2q2n.
Лемма 2.
Решение начално-краевой адачи (31) дл комплексных корней представимо в

виде

u(x, t) =
1

2π

π

−π

(K1(x− s)u0(s) +K2(x− s)u1(s)) ds−

−2µε

t

0

1

2π

π

−π

K3(x− s, t− τ)u̇3(s, τ)dsdτ, (33)

где (k1)n (t) =
(ω2)ne

(ω2)nt + (ω1)ne
(ω1)nt

(ω2)n − (ω1)n
, (k2)n(t) =

e(ω2)nt + e(ω1)nt

(ω2)n − (ω1)n
,

(k3)n(t) =
sin


1− ε2q2nt

1− ε2q2n
eεqnt, Kj(x, t) = W (kj)n(x, t), j = 1, 2,

1

2π

π

−π

K3(x− s, t− τ)u̇3(s, τ)dsdτ = W (k3)ngn, ε2q2n − 1 < 0.
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Представление (33) поволет находит вид приблиенного решени в ависи-
мости от параметров. Если искат решение уравнени (33) методом централных
многообраий, то приходим к утвердени работы [22] об асимптотическом пред-
ставлении решени и его устойчивости.

4. Рарешимост уравнени дл ограниченной области

Одним и ваных вопросов влетс исследование рарешимости адачи фено-
менологического уравнени (существование и единственност) в случае круговых
областей Ω (окруност, круг, колцо) или проиволных ограниченных с гладкой
границей.

адачу спинового горени в ограниченной области Ω ∈ R2 моно аписат в виде
следущей системы уравнений

u̇ = v,

v̇ = −u+ 2ε


v


1− 4

3
v2

− λ2

4π2
(−∆) v +

βλ

2π
(−∆)αv


.

(34)

Определим A0v := −∆v, D(A0) =


v ∈ L2(Ω) : v ∈ C∞(Ω),

∂v

∂n
= 0 (∂Ω)


. Обо-

начим чере A расширение по Фридрихсу оператора A0. A = A∗ ≥ 0; {λk(A)},
{uk(A)}, k = 1, 2, . . .  система собственных начений и собственных функций опе-
ратора A, обрауща ортонормированный баис в L2(Ω), λ1 = 0.

Обонача чере ρ =
2π

λ
бифуркационный параметр, при ξ = (u, v)T система (34)

апишетс в виде адачи Коши дл эволционного нелинейного уравнени
dξ

dt
= −A ξ + N (ξ), t > 0,

ξ(0) = ξ0,
(35)

где ξ0 =


u0

u1


, A :=


0 −I

I B


, B := 2ε [ρ−2A− βρ−1Aα − I], D(B) = D(A),

D(A ) = L2(Ω)×D(A), N (ξ) :=




0

−ε
8

3
v3



, D(N) = L2(Ω)× L2(Ω).

Покаем, что оператор B амкнут. Оператор Aα  A-ограничен (существу-
ет a > 0: Aα ≤ aA). Спектр A дискретен и λ1(A) = 0. Дл оператора
Лапласа A = −∆ с условими Неймана это условие выполнетс. Тогда опера-
тор ρ−2A − βρAα самосопрен и амкнут. Оператор I ограничен. Следовател-
но, B = 2ε [ρ−2A− βρAα − I] амкнут. Мноество собственных начений {λk} с
собственными функцими {uk(A)}  ортономированный в L2(Ω) баис. Спектр
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σ(B) = {2ε(ρ−2λk − βρ−1λ2
k − 1)}∞k=1, нин гран оператора B вычислетс по фор-

муле
−γ := min

k


2ε


ρ−2λk(A)− βρ−1λα

k (A)− 1


(γ > 0). (36)

Следователно,
(Bv, v) ≥ −γ(v, v) ∀v ∈ D(A).

Итак, A =


0 0

0 −B


+


0 −I

I 0


амкнутый, как сумма амкнутого


0 0

0 −B



и ограниченного


0 −I

I 0


.

Приведем оценку дл нелинейного слагаемого N (ξ) =




0

−8

3
εv3



.

N (ξ1)− N (ξ2)2 =



0

−8

3
ε (v31 − v32)



2

=
64ε2

9
v31 − v32L2(Ω), vi = v(ξi), i = 1, 2.

v31−v32L2(Ω) =






Ω

|v1 − v2|2 · (v21 + v1v2 + v22)
2dΩ





1
2

≤ sup
Ω

|v21+v1v2+v22|·v1−v2L2 ≤

≤ 3

2
sup(|v1|2 + |v2|2)v1 − v2L2 ≤ a(v12L∞ + v22L∞)v1 − v2L2 .

Докаем секториалност оператора A :=


0 −I

I B


. Дл этого оценим действи-

телну и мниму части:

Re(A ξ, ξ) = (Bv, v) ≥ −γv2,

|Im(A ξ, ξ)| = 2|Im(u, v)| ≤ 2u · v.
Дл лбого δ > 0, ε > 0 справедливо:

Re(A ξ, ξ)−δ|Im(A ξ, ξ)| ≥ −γv2−2δu·v ≥
2u · v ≤ 1

ε
u2 + εv2 − 2δu · v

 ≤

≤ −γv2 − δ

ε
u2 − δεv2 =

= −

(γ + δε)v2 + δ

ε
u2


= −γ +


γ2 + 4δ2

2
ξ2 = −γ(δ)ξ2,

где 2u · v ≤ 1

ε
u2 + εv2 ∀ε > 0, где ε =

2δ

γ +


γ2 + 4δ2
,
δ

ε
= γ + δε.
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Тогда
Re((A + γ(δ))ξ, ξ)− δ|Im((A + γ(δ))ξ, ξ)| ≥ 0,

|Im((A + γ(δ))ξ, ξ)|
Re((A + γ(δ))ξ, ξ)

≤ 1

δ
,

W (A +
γ +


γ2 + 4δ2

2
) ⊂ S


arctg

1

δ


,

где W  числова област начений оператора A со сдвигом
γ +


γ2 + 4δ2

2
и сек-

тором arctg
1

δ
.

Отсда следует, что огибащу семейства кривых (x, y) ∈ R2 моно построит
толко в области {x ≤ 0}. В области {x ≥ 0} это будет полоса {x ≥ 0, |y| ≤ 1}.

Тогда F (x, y, δ) = y − 1

δ


x+

γ +


γ2 + 4δ2

2


:






y =
1

δ


x+

γ +


γ2 + 4δ2

2



1

δ2


x+

γ +


γ2 + 4δ2

2

2

− 1

δ


8γ

4


γ2 + 4δ2


= 0,

откуда

x+

δ

2

2

·

δ

2

−2

+ y2 = 1.

Докаем максималност оператора A . Она следует и того, что
ρ(A) ∩ {λ < −γ} ∕= ∅ (т. е. существует хот бы одна регулрна точка на

Reλ < 0): A + λI =


λ −I

I B + λ


.

Провед факториаци Шура-Фробениуса

A+ λI =


I −Rλ(B)

0 I


λ+ Rλ(B) 0

0 B + λ


I 0

Rλ(B) I


,

делаем вывод, что существует регулрна точка λ+Rλ(B) ≫ 0, B+λ ≫ 0 при λ > γ.
Таким обраом, оператор −A  генератор голоморфной полугруппы U(t):

U(t) ≤ Me−γt, ∀t ≥ 0.

Тип полугруппы моет быт уточнен чере исследование спектра A .
И полученных оценок следует
Утвердение 2. адача бегаового спинового горени (34) дл ограниченных

областей локално рарешима.
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аклчение

В работе приведен обор по раличным математическим моделм теории горени,
начина с теоретических основ, алоенных еще Т. П. Ивлевой и А. Г. Мерановым,
аканчива современными исследованими и работами авторов.

Основной влетс модел спинового горени с псевдодифференциалным опера-
тором (−∆)α, 0 < α < 1, котора обобщает модел, предлоенну . Б. елдовичем
совместно с А. П. Алдушиным и Б. А. Маломедом на окруности. В работе ада-
ча исследуетс на R, R2 и на R в классе периодических функций. Уравнение на
вещественной оси R сравниваетс с модел бегаового спинового горени на всей
плоскости и соответствущее ей интегралное представление адачи, полученное с
исполованием преобраовани Фуре по пространственным переменным.

Дл модели с периодическими условими по пространственной переменной уста-
новлена согласованност с модел горени на окруности, котора соответствует
спиновым реимам горени тонкостенного цилиндра. Дл последней с помощ дис-
кретного преобраовани Фуре получено представление адачи в виде нелинейного
интегралного уравнени типа свертки.

Покаано, что исходна адача моет быт аписана в операторной форме и до-
каано дл ограниченной области, что ее оператор влетс генератором голоморф-
ной полугруппы. Исследованы услови максималности, секториалности оператора.
Откуда следует локална рарешимост адачи дл ограниченных областей.

Далнейший интерес представлет рассмотрение адачи спинового горени на ве-
щественной оси с ападыванием по пространственной переменной или по времени.
Исследование соответствущих спектралных адач и построение решени итераци-
онным методом на бае интегралного представлени.

Авторы благодарт Д. А. акору а ценные советы и обсудение вопроса локал-
ной рарешимости дл ограниченных областей.
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The development of a hybrid recommendation system.

Kozlova M. G., Germanchuk M. S.

Abstract. Recommender systems are programs for finding objects that respond to user’s
interests. Most often, recommender systems are used in Internet networks for commercial
purposes. To attract users to the website, the recommender system is adapted to their tastes
and preferences. "Intelligence-of recommendations allows users to find information that interests
the them. Based on the type of objects, the audience coverage, the method of obtaining
information about objects and users, as well as the required accuracy and completeness of
the recommendations, methods and algorithms on which the system of recommendations is
based are selected. The most common methods include statistical methods, collaborative filtering
techniques, content filtering methods, contextual methods and hybrid methods. Each of these
methods has its advantages and disadvantages. Some of the problems that are involved with
developing recommender systems are difficult to solve within a single method, so hybrid
recommender systems are of interest. The optimal combination of methods allows to develop
the most effective system of recommendations. For example, combining collaborative filtering
and content filtering takes advantage of these methods individually. Content filtering compares
the content of objects with the interests of the user, but does not take into account the quality of
these objects. In collaborative filtering recommendations are made depending on the ratings of
users ratings (estimates). Therefore, the user will not be offered objects with a low rating. Also,
collaborative filtering gives the user atypical objects that are not included in the list of interests
of the user, but could please him. Thus, the problem of limiting the range of interests of the user
is solved. The content filtering method, in turn, solves the problem of new objects. If the object
has not been rated by any user yet, it will not be included in any list of collaborative filtering
recommendations. However, if you add an object to the database and specify some information
about it in the form of text (or if the object itself is text), content filtering will be able to identify
the most similar objects and recommend it to users who chose such objects. The purpose of the
work: to identify the main problems of recommender systems and methods of their solution; to
develop a hybrid system of recommendations, using as the basic methods of collaborative filtering
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and content filtering; using metrics of accuracy and completeness, to determine the most effective
method of composition methods.

Keywords: hybrid recommender system, collaborative filtering techniques, content filtering
method, accuracy and completeness criteria

Введение

Системы рекомендаций (СР)  это программы дл поиска обектов, которые от-
вечат интересам половател. В частности, в СР прогноирутс оценки, которые
с наиболшей веротност данный половател поставит определенному обекту.

Чаще всего СР исполутс в Интернет-сетх дл коммерческих целей. Дл
привлечени половател на веб-сайт система рекомендаций адаптируетс под его
вкусы и предпочтени. Интеллектуалност выдачи рекомендаций поволет на-
ходит информаци, котора интересует половател.

Исход и типа обектов, охвата аудитории, способа получени информации об
обектах и полователх, а таке требуемой точности и полноты рекомендаций,
выбиратс методы и алгоритмы, на основе которых строитс СР. К наиболее рас-
пространенным методам отност: статистические методы, метод коллаборативной
филтрации (КФ), методы филтрации по содеримому (ФС), контекстные методы,
гибридные и др.

Кадый и перечисленных методов имеет свои преимущества и недостатки.
Некоторые проблемы, сванные с раработкой СР, трудно решит, исполу один
метод, поэтому интерес представлт гибридные СР. Оптималное комбинирование
методов поволет раработат наиболее эффективну СР. Например, в обедине-
нии КФ и ФС реалиутс преимущества, присущие данным методам по отделно-
сти. В методе ФС сравниваетс содерание обектов с интересами половател, но
не учитываетс качество этих обектов. В КФ вырабатыватс рекомендации в а-
висимости от рейтинга оценок, поставленных полователми. Следователно, пол-
овател не будут предлагатс обекты с никим рейтингом. Таке КФ выдает
половател нетипичные обекты, которые не входт в список интересов полова-
тел, но могли бы ему понравитс. Таким обраом, решаетс проблема ограничени
круга интересов половател.

Метод ФС, в сво очеред, поволет решит проблему новых обектов. Если
обект еще не оценил никто и полователей, то он не попадет ни в один список
рекомендаций КФ. Но если при добавлении обекта в бау данных укаыват о нем
каку-то информаци в виде текста (или если этот обект сам влетс текстовым),
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то ФС смоет определит наиболее похоие на него обекты и рекомендоват его
полователм, которые выбирали подобные обекты.

Цел работы: выделит основные проблемы СР и методы их решени; рарабо-
тат гибридну СР, исполу в качестве баовых методы коллаборативной филтра-
ции и филтрации по содеримому; исполу метрики точности и полноты, опре-
делит наиболее эффективный способ компоиции методов.

1. ОБОР РЕУЛТАТОВ ПО РАРАБОТКЕ СИСТЕМ
РЕКОМЕНДАЦИЙ

Отметим, что уе более 25 лет ведутс исследовани по раработке и усовер-
шенствовани СР. Чтобы сделат их наиболее точными и быстрыми, исполутс
раличные методы и алгоритмы; бе иучени СР в настощее врем не обходитс ни
один курс машинного обучени. Одними и первых учитыват предпочтени пол-
ователей стали раработчики цифрового видеомагнитофона TiVo, автоматически
аписыващего интересные дл половател передачи. В основу системы рекомен-
даций был предлоен так наываемый метод коллаборативной филтрации, который
учитывал сходство предпочтений полователей. Если на раличных устройствах
TiVo раличные полователи выбирали, как правило, дл просмотра одни и те е
программы, а потом один половател начинал регулрно смотрет каку-либо но-
ву передачу, то эту передачу рекомендовали и другим полователм. Сбор данных
дл выработки рекомендаций достигалс с помощ учета, какие кнопки и в какое
врем наимал половател. Данные отправллис на централный сервер, где и
подсчитывалис реултаты [1].

В раработку СР огромный вклад внесла компани проката DVD дисков Netflix.
Компани активно анималас усовершенствованием коллаборативной филтрации,
устраива открытые соревновани на лучший алгоритм выдачи рекомендаций [2].

Со временем стало очевидно, что дл качественной рекомендации недостаточно
одной лиш коллаборативной филтрации. Поэтому многие ведущие компании пере-
шли к методам, исполущим содеримое обектов или их качественное описание.
Например, при рекомендации филма учитывалс не толко его рейтинг среди дру-
гих полователей, но и анр, реиссер, год выхода, страна-проиводител и т. д.

Следущим шагом дл равити систем рекомендаций стало открытие, что дл
половател имеет начение не толко филтраци по предпочтеним половате-
лей со схоими вкусами, но и собственное симинутное настроение и окруение.
То ест СР долна учитыват контекст, в котором вырабатываетс рекомендаци.
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Это совершенно новый подход, учитыващий поведение половател и влщийс
наиболее интерактивным.

Исследовани по теме СР, классификаци, подробное описание алгоритмов мо-
но найти в работах [3–6]. Углубленный анали алгоритмов коллаборативной филтра-
ции содеритс в работах [7, 8, 10]. Об оценке эффективности систем рекомендаций
илоено в стате [9]. И отечественных авторов вклад в иучение систем рекоменда-
ций внесли К. В. Воронцов, . С. Нефедова, Е. А. Колчугина [11–13]. О современ-
ных направлених в раработке систем рекомендаций моно найти информаци на
портале Хабрахабр.

2. МЕТОД КОЛЛАБОРАТИВНОЙ ФИЛТРАЦИИ

Метод коллаборативной филтрации основываетс на оценках количества про-
смотров, при этом содеримое обектов и профил половател не влит на ре-
ултат. Дл того, чтобы предлоит половател список рекомендаций, КФ опре-
делет его соседей по интересам и исполует их оценки дл других обектов.
Таким обраом, иде КФ аклчаетс в том, что полователи, которым преде
нравилис одинаковые обекты, в будущем таке будут одинаково оцениват дру-
гие обекты. Благодар этому предполоени СР моет с высокой веротност
определт, каку оценку половател поставит некоторому обекту [14]. Преиму-
щества метода: дл кадого половател вырабатыватс индивидуалные реко-
мендации; учитываетс качество обектов; дл работы метода необходимы толко
данные об оценках полователей. Недостатки метода: невомоно выдат реко-
мендаци новым полователм и рекомендоват новые обекты; проблема масшта-
бируемости и рареенности данных.

Рассмотрим memory-based алгоритм, основанный на сходстве половате-
лей [3, 14, 15]. Пуст U=(u1, u2, . . . , un)  мноество всех полователей,
O=(o1, o2, . . . , om)  мноество всех обектов. Отношение половател u ∈ U к об-
ектам моно определит в виде вектора оценок ru=(ru1 , ru2 , ..., run), который пред-
ставлет собой точку в пространстве Mn, где M  мноество оценок, допустимых
в исполуемой шкале. Пуст R  матрица оценок всех полователей дл всех об-
ектов:

R =





r11 r12 . . . r1m

r21 r22 . . . r2m
...

... . . . ...
rn1 rn2 . . . rnm
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Строки матрицы  векторы оценок полователей и мноества U , столбцы 
оценки обектам и мноества O. Кадый элемент матрицы rij (i = 1, n, j = 1,m),
представлет собой оценку половател ui обекта oj.

Чтобы найти приблиенну оценку r̂ij, котору половател ui поставит об-
екту oj, необходимо выполнит следущие операции:

1. Найти мноество полователей Uj, уе оценивших обект oj. Дл кадого
половател и мноества Uj определит насколко его оценки совпадат с оцен-
ками половател ui. В работе исполуетс косинусна мера схоести:

sim(ui, uk) = cos(rui
, ruk

) =
rui

rukrui


2

ruk


2

=

m
j=1 (rijrkj)m

j=1 r
2
ij

m
j=1 r

2
kj

∈ [0, 1], (1)

Алтернативой мере схоести (1) влтс расстоние Хемминга, расстоние
Евклида, коэффициент коррелции Пирсона, коэффициент аккара и другие.

2. И мноества Uj выбрат наиболее похоих на ui полователей.
3. Определит оценку r̂ij, исполу оценки выбранных полователей, которые

они поставили обекту oj. Обычно исполут оценку:

r̂ij = r̄ui
+


u∈Usim

(rui
− r̄u) · sim(ui, u)

u∈Usim
|sim(ui, u)|

, (2)

где r̄ij – средн оценка половател ui (соответственно r̄u  средн оценка пол-
овател u).

Дл составлени рекомендации необходимо найти оценки дл всех обектов, ко-
торые половател еще не оценил. атем нуно вывести обекты с максималными
прогноируемыми оценками.

3. МЕТОД ФИЛТРАЦИИ ПО СОДЕРИМОМУ

Методы филтрации по содеримому основыватс на сравнении обектов по их
содеримому (или описани) с интересами половател. Если половател высоко
оценил какой-либо обект, то он скорее всего аинтересуетс и другими схоими по
содерани обектами. Преимущества методов: кадому половател выдатс
индивидуалные рекомендации, учитыватс интересы половател, вомоност
распределт обекты по тематикам. Недостатки методов: слоност работы с
нетекстовыми обектами; не учитываетс качество обектов; со временем устанав-
ливатс некоторые границы интересов половател и рекомендуетс толко та
информаци, котора попадает в эту бау предпочтений [16].

Методы, основанные на содеримом, подходт дл рекомендации текстовых до-
кументов и обектов, описанных с помощ текста (например, моно исполоват
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аннотации, рецении, комментарии, теги). Отличителной особенност влетс то,
что полученные рекомендации всегда учитыват интересы половател.

Основна иде филтрации по содеримому: определит профил половател
и найти обекты, которые ему соответствут. Если профил половател и содер-
ание обектов – это мноества клчевых слов, то их блиост определетс с
помощ коэффициентов сходства двух мноеств (коэффициент аккара, коэф-
фициент Дайса и др.). Пуст KW1 и KW2 – два мноества клчевых слов. Тогда
коэффициент аккара примет вид:

jaccard(KW1, KW2) =
|KW1


KW2|

|KW1


KW2|

, (3)

4. СПОСОБЫ КОМБИНИРОВАНИ В СИСТЕМАХ
РЕКОМЕНДАЦИЙ

Следу [14], выделим следущие способы совместного исполовани методов.
1. Монолитна структура комбинации методов. В СР с монолитной структурой

несколко методов обработки данных обединтс в один модул. Методы нера-
рывно сваны меду собой и выдат один общий список рекомендаций.

2. Параллелна структура комбинации методов. В таких СР данные о поло-
вателх и обектах поступат отделно в кадый модул. Раные методы рараба-
тыват рекомендации неависимо друг от друга.

3. Конвейерна структура комбинации методов. Конвейерна органиаци СР
предполагает последователну обработку данных раличными методами и алгорит-
мами. Реултат работы кадого метода исполуетс в вычислених следущих по
очереди методов.

Способ комбинировани методов выбираетс дл кадого набора методов от-
делно в ависимости от их типа и адач СР.

Дл рарабатываемой гибридной СР была выбрана параллелна структура ком-
бинации методов. Архитектура системы схематично иобраена на рис. 1.

Кадым методом, неависимо друг от друга, вычислтс рекомендации дл
аданного половател. Метод КФ получает на вход массив оценок R и высчитывает
дл аданного половател приблиенные оценки обектов, которые еще не были
оценены. Реултатом работы первого метода влетс упордоченный по убывани
массив рекомендаций , вклчащий в себ навание обектов и их оценки.

Дл метода ФС на вход подаетс массив оценок данного половател и массив
клчевых слов KW. Реултатом работы второго метода влетс массив рекомен-
даций , где обекты располоены в пордке убывани полености дл половател.
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Рис. 1. Архитектура СР

Далее элементы полученных массивов и поступат в блок вычислени общих реко-
мендаций. Окончателный список рекомендаций составлетс одним и следущих
способов:

• вовращатс все полученные рекомендации (обединение списков рекомен-
даций);

• вовращатс обекты, попавшие в оба списка рекомендаций (пересечение
списков рекомендаций);

• среди рекомендаций выбиратс обекты с наивысшей средней оценкой по
всем модулм;

• дл кадого метода устанавливаетс свое пороговое начение, отсеиващее
обекты с никим рейтингом.

Таким обраом, СР основываетс не толко на сходстве полователей, но и на
интересах конкретного половател. В список рекомендаций попадат обекты с
высоким прогноируемым рейтингом, бликие по содеримому к интересам поло-
вател, неоиданные рекомендации и новые обекты, которые еще никто не оценил.

5. ТЕСТИРОВАНИЕ

5.1. Критерии точности и полноты системы рекомендаций
Данный способ оценивани эффективности СР исполуетс в тех случах, когда

нуно оценит раницу меду реалными группами обектов и группами, обрао-
ванными СР [17]. В таких системах под группами обычно подраумеватс два на-
бора обектов: P  полоителные (поленые) и N  отрицателные (бесполеные).
Следователно, моно выделит четыре типа исходов (ошибок или их отсутстви)
дл рекомендации r некоторого обекта obj, которые представлены в табл. 1.

Сравнива величины tp, tn, fp, fn моно получит раличные покаатели эф-
фективности дл СР:
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Таблица 1. Реултаты прогноировани

obj ∈ P obj ∈ N
robj ∈ P Верно полоителные (tp) Лоно полоителные (fp)
robj ∈ N Лоно отрицателные (fn) Верно отрицателные (tn)

• точност (precision): P= tp
(tp+fp)

, P ∈ [0; 1];
• полнота (recall): R = tp

(tp+fn)
, R ∈ [0; 1].

Точност покаывает, сколко в списке рекомендаций действително поленых
обектов по отношени ко всему списку рекомендаций. Полнота е отраает, все
ли действително поленые обекты пошли в список рекомендаций. Практика пока-
ывает, что критерии точности и полноты противоречивы. Как правило, при увели-
чении точности полнота пониаетс, и наоборот. Одноначно определит качество
работы системы невомоно по той причине, что тестова выборка не содерит оце-
нок дл всех обектов. Поэтому судит о её эффективности моно толко отследив,
попали ли обекты и тестовой выборки в список рекомендованных обектов.

Дл тестировани были исполованы баы данных веб-сайта MovieLens, собран-
ные GroupLensResearch. Обектами в СР выступат кинофилмы, клчевыми сло-
вами обектов – анры и тэги к филмам, а шкала оценивани равна от 1 до 5.
Баа данных содерит 100 000 оценок от 943 полователей дл 1682 филмов. Дан-
ные были раделены на обучащу (80 000 оценок) и тестову (20 000 оценок)
выборки. Преде чем дават оценку точности и полноты всей гибридной системы
рекомендаций, следует отделно оценит методы, которые в нее входт: метод кол-
лаборативной филтрации и метод филтрации по содеримому.

5.2. Оценка эффективности метода КФ
При исполовании метода КФ на вход передаетс массив оценок и им (id) пол-

овател. Процедура КФ рассчитывает дл половател прогноируемые оценки
обектов, которые еще не оценены. При вычислении оценок исполутс оценки
k блиайших соседей по интересам половател. Реултатом работы этого метода
влетс упордоченный по убывани список рекомендаций, вклчащий в себ на-
вание обектов и их прогноируемые оценки. В массив рекомендаций входт толко
те обекты, оценки которых выше или равны параметру rmin (минималной поло-
ителной оценке).

Эффективност данного метода ависит от количества оценок и полователей
в бае данных, а таке от количества блиайших соседей половател k и мини-
малной полоителной оценки rmin. На рис. 2 иобраена ависимост точности
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и полноты КФ от параметров k (еленым цветом – круги) и rmin (синим цветом –
ромбы).

Рис. 2. ависимост точности и полноты метода КФ от параметров (k; rmin)

Полученные оценки точности P=0.77 и полноты R=0.42 покаали, что наилуч-
ший реултат получен при k=30 и rmin=4. Если пониит rmin=3, то начително
падает точност рекомендаций P=0.64, а полнота наоборот становитс в два раа
выше R=0.81. Осталные наборы параметров приводт либо к крайне никой точно-
сти, либо система выдает слишком мало рекомендованных обектов, что следует и
никого начени полноты.

5.3. Оценка эффективности метода ФС
В методе ФС на вход подаетс массив оценок половател и массив клчевых

слов KW . Реултатом работы данного метода влетс список рекомендаций , где
обекты располоены в пордке убывани полености дл половател. В список
рекомендаций попадат толко те обекты, ч блиост к интересам половател
превышает аданный порог δ ∈ [0, 1], умноенный на максимално бликое рассто-
ние, полученное дл данного половател. Таке на реултат влиет параметр
rmin, по которому находитс список клчевых слов половател. Если полова-
тел оценил обект выше, чем rmin, то клчевые слова обекта аностс в интересы
половател.

На рис. 3 синим цветом (точками в форме ромбов) отобраена ависимост точ-
ности и полноты от начени δ при rmin=3, еленым цветом (круги) при rmin=4 и
красным цветом (квадраты) при rmin=5.
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Рис. 3. ависимост точности и полноты метода ФС от параметров (δ; rmin)

Полученные оценки P=0.87, R=0.1 покаали, что самой высокой точности (при
ненулевой полноте) ФС достигает при начених δ=0.7; rmin=5. Таке приемлемый
реултат P=0.78, R=0.23 получен при δ=0.5; rmin=5. Врем выполнени алгоритма
метода ФС ависит от количества клчевых слов у половател и обектов.

5.4. Оценка эффективности гибридной СР
Так как КФ и ФС долны дополнт друг друга, то иначално была выбра-

на параллелна органиаци алгоритмов. В список рекомендаций попадат об-
екты с высоким прогноируемым рейтингом, обекты, которые блики по содер-
имому к интересам половател, неоиданные рекомендации и новые обекты,
которые еще никто не оценил. Оценки точности и полноты дл получени обще-
го списка рекомендаций путем обединени реултатов КФ и ФС отобраены на
рис. 4 елеными точками в форме кругов. Лучший реултат относително точно-
сти P=0.78, R=0.34 получен при k=30, rmin()=5, rmin()=4.5, δ=0.4; относително
полноты P=0.74, R=0.52.

Если е находит рекомендации как пересечение списков КФ и ФС, то начител-
но ворастает точност рекомендаций, а полнота наоборот уменшаетс. Например,
при раличных параметрах δ; rmin() получены покаатели (рис. 4  синие ромбы):
P=0.88, R=0.09; P=0.84, R=0.15; P=0.82, R=0.2.

Полученные оценки оначат, что гибридна СР выдает достаточно точные реко-
мендации и хорошо отфилтровывает бесполеные обекты. Однако, под филтр

Таврический вестник информатики и математики, 3 (56)’ 2022



40 М. Г. Колова, М. С. Германчук

Рис. 4. ависимост точности и полноты СР от параметров (δ; rmin()) и
способа органиации методов

попадает и болшое число интересных половател обектов, на что укаывает
никое начение полноты СР.

Далнейша оптимиаци гибридной СР проиведена, исход и предполоени:
если при составлении списков рекомендаций КФ и ФС удалит и списка КФ об-
екты, которые далеки от интересов половател (по ФС), а и списка ФС удалит
обекты с никим рейтингом (по КФ), то в реултате долен получитс более чи-
стый общий список рекомендаций. При этом, если КФ и ФС не могут дат ответ
по какому-либо обекту (если он новый или абсолтно нет схоих клчевых слов с
полователем), то обект не удалетс и списка.

Полученные реултаты дл данного способа обединени методов превышат
осталные и по точности, и по полноте (рис. 4  красные квадраты). Первое число
на графике  rmin(), второе  порог rmin() дл модул ФС, трете  порог δ дл
модул КФ. начение δ на всех примерах равно 0.4, k=30.

Недостатком данного способа органиации методов влетс сама ника ско-
рост выдачи рекомендаций дл половател.

6. ТЕСТИРОВАНИЕ

При раработке и тестировании гибридной СР вывлена следуща проблема:
чем болше обектов и полователей в системе, тем болше времени анимает про-
цесс выдачи рекомендаций. К тому е, полователи не могут оценит все обекты
в системе, поэтому матрица оценок всегда влетс очен рареенной (содерит
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огромное количество пустых начений). Оба этих фактора отрицателно скаыват-
с на качестве рекомендаций и эффективности СР.

6.1. Масштабируемост
Одним и способов повысит масштабируемост СР влетс применение алго-

ритмов кластериации. С её помощ мноество полователей/обектов делтс на
кластеры. Тогда необходимо лиш апоминат свойства, присущие кадому класте-
ру (в виде вектора оценок), и проверт, насколко блиок половател к кадому
и них.

Алгоритмы кластериации поволт вывит структуру данных, найти сход-
ство меду элементами (обектами, полователми) посредством вычислени их
расстони от других элементов в пространстве принаков (например, профил пол-
овател, просмотренные филмы). Если элементы блики друг к другу, то их
моно обединит в один кластер [11].

Существует мноество алгоритмов кластериации. Одним и самых популрных
влетс алгоритм k-средних (k-means), который раделет элементы на k класте-
ров. Первоначално элементы распределтс по этим кластерам в проиволном
пордке. атем дл кадого кластера вычислетс центр масс (или просто центр)
как функци его элементов. После этого проверетс расстоние кадого элемен-
та кластера от центра этого кластера. Если по реултатам этой проверки элемент
окаываетс блие к другому кластеру, то он перемещаетс в этот кластер. После
проверки всех расстоний дл всех элементов центры кластеров вычислтс аново.
При достиении устойчивого состони (в процессе очередной итерации элементы не
перемещалис) набор считаетс кластериованным надлеащим обраом и алгоритм
останавливаетс.

Алгоритм k-средних [11]:
10 сформироват началное приблиение центров всех кластеров y ∈ Y :

µy  наиболее удалённые друг от друга обекты выборки;
20 повторт
30 отнести кадый обект к блиайшему центру (аналог E-шага):

yi := argmin
y∈Y

ρ(xi;µy);

40 вычислит новое полоение центров (аналог M-шага):

µyi :=

l
i=1 [yi = y]fj(xi)l

i=1 [yi = y]
, y ∈ Y, j = 1, ..., n;

50 пока yi не перестанут иментс.
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В качестве началного приблиени рекомендуетс выделит k наиболее уда-
лённых точек выборки: первые две точки выделтс по максимуму всех попарных
расстоний; када следуща точка выбираетс так, чтобы расстоние от неё до
блиайшей уе выделенной было максимално.

Существует мноество других рановидностей кластериации, в том числе тео-
ри адаптивного реонанса (Adaptive Resonance Theory), нечетка кластериаци
методом C-средних (Fuzzy C-means), веротностна кластериаци с помощ EM -
алгоритма (Expectation-Maximization) и т. д.

6.2. Исполование пакета Surprise (Python3)
В пакет Surprise вклчено мноество алгоритмов, выборок данных дл рара-

ботки СР и проверки её эффективности. Дл построени простейшей СР достаточно
укаат [18]:

from surprise import KNNWithMeans
from surprise import Dataset
from surprise import evaluate, print_perf

# агруаем выборку movielens-100k,
# и делим её на 3 части дл cross-validation.
data = Dataset.load_builtin(’ml-100k’)
data.split(n_folds=3)

# Исполуем алгоритм коллаборативной филтрации KNNWithMeans
algo = KNNWithMeans()

# Находим оценки эффективности.
perf = evaluate(algo, data, measures=[’RMSE’, ’MAE’])

print_perf(perf)

В реултате получим:

Fold 1 Fold 2 Fold 3 Mean
RMSE 0.9574 0.9506 0.9587 0.9556
MAE 0.7536 0.7491 0.7562 0.7530

Метод split() автоматически делит выборку movielens-100k на три части, а функ-
ци evaluate() апускает процедуру cross-validation() и считает точност СР по а-
данных мерам (в данном случае RMSE и MAE).

В таблице 2 перечислены алгоритмы прогноировани оценок, реалиованные в
пакете Surprise.
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Таблица 2. Алгоритмы прогноировани оценок

random_pred.NormalPredictor Алгоритм, вовращащий случайну оценку, ос-
нованну на нормалном распределении

knns.KNNBasic Алгоритм коллаборативной филтрации
knns.KNNWithMeans Алгоритм коллаборативной филтрации с уче-

том средних оценок полователей
knns.KNNBaseline Алгоритм коллаборативной филтрации с уче-

том баового рейтинга
matrix_factorization.SVD Алгоритм SVD (SVD++)
matrix_factorization.SVDpp Услоненный алгоритм SVD++, в котором учи-

тыватс невные оценки
matrix_factorization.NMF Алгоритм коллаборативной филтрации, осно-

ванный на факториации неотрицателных мат-
риц

slope_one.SlopeOne Простой, но точный алгоритм коллаборативной
филтрации

co_clustering.CoClustering Алгоритм коллаборативной филтрации, осно-
ванный на кластериации

Дл определени точности кадого и алгоритмов восполуемс классом
GridSearch пакета Surprise. С его помощ моно проверит точност алгоритма
на раличных комбинацих начений параметров и найти лучшу. Подробну ин-
формаци об этом классе моно найти в документации пакета Surprise [18].

Дл отобраени реултатов была исполована библиотека ggplot2 ыка R,
преднаначенна дл построени двумерных графиков и диаграмм [19].

6.3. Алгоритм CoClustering (основанный на алгоритме коллаборатив-
ной филтрации и методе кластериации k-средних)

Данный алгоритм влетс реалиацией алгоритма, описанного в [19]. Полова-
телм и обектам наначатс некоторые кластеры Cu, Ci и некоторые со-кластеры
Cui. Оценка ṙui адаетс как:

ṙui = C̄ui + (µu − C̄u) + (µi − C̄i),

где C̄ui  средн оценка со-кластера Cui, C̄u  средн оценка кластера Cu, а C̄i 
средн оценка Ci-го кластера. Если информации о полователе нет, то оценка равна
ṙui=µi. Если неивестна информаци об обекте, то оценка равна ṙui=µu. Если нет
ни информации о полователе, ни об обекте, то оценка равна ṙui=µ.
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Кластеры наначатс, исполу метод, основанный на методе k-средних.
Параметры алгоритма:

• n_cltr_u(int) – число кластеров полователей;
• n_cltr_i(int) – число кластеров обектов;
• n_epochs(int) – число итераций оптимиации.

Проверим точност данного метода с помощ оценки RMSE (среднеквадра-
тична ошибка  Root Mean Square Error). При проверке исполована выборка
movielens-100k. На рис. 5 иобраены реултаты тестировани в виде трех графи-
ков (на первом графике параметр n_epoch равен 5, на втором  10, на третем 
20. На горионталной оси отобраены начени параметра n_cltr_u, на вертикал-
ной  n_cltr_i. На пересечении n_cltr_u и n_cltr_i находтс начени критери
точности RMSE. Чем менше диаметр круга и чем он темнее, тем лучше покаател.

Рис. 5. Точност алгоритма CoClustering по RMSE

Таким обраом, наилучшим набором параметром на данной выборке влетс:
n_cltr_u = 5, n_cltr_i = 2, n_epoch = 20. RMSE = 0.9621.

6.4. Рареенност данных
Кроме Memory-based алгоритмов КФ, основанных на аналие имещихс оценок

и содащих рекомендации с помощ статистических методов, существут таке
Model-based алгоритмы, в основе которых леит анали модели данных, основан-
ной на оценках полователей. Така модел представлет собой некоторое описание
предпочтений половател, сходства товаров и раличные акономерности. Чтобы
выдат рекомендации, система проходит два этапа: обучение модели и вычисление
рекомендаций на основе полученной модели. Этот метод поволет системе быстро
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получат рекомендации в реалном времени, т. к. основные вычислителные атра-
ты происходт в момент обучени модели в отлоенном реиме. Такие алгоритмы
могут быт основаны на веротностном подходе, кластерном аналие, аналие скры-
тых факторов, сингулрном ралоении и др. Далее рассмотрим метод сингулрного
ралоени (SVD).

Алгоритм SVD [20]. Как правило матрица оценок R в СР влетс силно
рареенной. Дл работы с такими матрицами удобно половатс методом син-
гулрного ралоени, с помощ которого моно пониит рамерност матрицы:
R=UDV T , где R  матрица болшого рамера N ×M , но малого ранга f , ее мо-
но ралоит в проиведение матрицы N × f и матрицы f × M , тем самым реко
сократив число параметров c N ×M до (N +M)× f .

Алгоритм SVD дает оптималное приблиение, если в матрице D просто оста-
вит ровно f первых диагоналных элементов, а осталные обнулит:

X = UDV T = U





σ1 0 . . . 0

0 σ2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . σk




V T ≈ U





σ1 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . σf 0 . . . 0

0 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . 0 0 . . . 0





V T

В диагоналной матрице D, котора стоит в середине сингулрного ралоени,
элементы упордочены: σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σk, поэтому обнулит последние элемен-
ты оначает обнулит наименшие элементы. А f подбираетс, исход и начений
сингулрных элементов матрицы (диагоналных элементов матрицы D), при этом
елателно отбрасыват как моно болше самых малых по начени элементов.
В случае СР кадый половател представлетс вектором и f факторов Ui, а
кадый обект  вектором и f факторов Vj. Далее, чтобы предскаат рейтинг
половател i обекту j, берем их скалрное проиведение UT

i Vj.
Матрица предпочтений половател силно рареена, поэтому определит

полователей начително похоих на целевого половател очен слоно. В р-
де работ исполуетс амена нулевых начений средними рейтингами или наиболее
веротными наченими, выделение принципиалных элементов [23, 24]. M. Pryor
покаал, что исполование толко мноества принципиалных элементов сниает
рамерност матрицы и делает вычисление более эффективным [24]. Предлагалос
восполоватс методом ФС дл амены нулевых элементов ненулевыми, которые
определтс как среднее арифметическое рейтингов элементов, подобных целевым
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по тематике и оцененных полователми или как средние рейтингов элементов, по-
хоих на элементы по тематике и определенных на всем мноестве профилей [25].

Введем так наываемые баовые предикторы bia, которые складыватс и ба-
овых предикторов отделных полователей bi, и отделных обектов ba, а таке
просто общего среднего рейтинга по бае µ:

bia = µ+ bi + ba,

где µ  средний рейтинг по бае; bi  средний рейтинг кадого i половател; ba –
средний рейтинг кадого обекта a.

Дл определени толко баовых предикторов необходимо найти такие µ, bi, ba,
дл которых bia лучше всего приблиат имещиес рейтинги. атем моно будет
добавит собственно факторы, представлщие продукты и полователей. Поскол-
ку тепер, когда сделана поправка на баовые предикторы, остатки будут сравнимы
меду собой, моно получит начени дл факторов:

ṙia = µ+ bi + ba + vTa ui,

где va  вектор факторов, представлщий продукт a; ui  вектор факторов, пред-
ставлщий половател i.

Чтобы исходну адачу сформулироват более точно, нуно найти наилучшие
предикторы, которые приблиат величину ṙia. Лучшими будут те предикторы, ко-
торые дат минималну ошибку, определему следущим обраом:

L(µ, bi, ba, va, ui) =


(i,a)∈D

(ria − ṙia)
2 =



(i,a)∈D


ria − (µ+ bi + ba + vTa ui)

2
.

Функци L(µ, bi, ba, va, ui) минимиируем градиентным спуском. Дл компенси-
ровани эффекта переобучени добавлетс параметр регулриации. Иными сло-
вами, накладываетс штраф а слишком болшие начени обучаемых переменных.
Например, моно просто добавит в функци ошибки сумму квадратов всех фак-
торов и предикторов. В реултате функци ошибки выглдит как

b, q, r = argmin
b,q,r



(i,a)


ria − (µ+ bi + ba + vTa ui)

2
+ α




i

b2i +


a

b2a + va2 + ui2

,

где α  параметр регулриации.
Дл кадой и оптимиируемых переменных, получим простые правила дл гра-

диентного (стохастического) спуска:

bi ← bi + γ(eia − bi),
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ba ← ba + γ(eia − ba),

vaj ← vaj + γ(eiauij − vaj),

uij ← uij + γ(eiauij − uij)

дл всех j, где eia = ria − ṙia  ошибка на данном тестовом примере, а γ  скорост
обучени. Эта модел наываетс SVD++.

В пакете Surprise реалиовано два вида алгоритма SVD++: обычный и усло-
ненный. В услоненном алгоритме учитыватс невные оценки. Прогноируема
оценка rai вычислетс по формуле:

ṙia = µ+ bi + ba + vTa


ui + |Ii|−

1
2



j∈Ii

yi


,

где yj оначает новый набор факторов, который фиксирует невные оценки. Невные
оценки описыват тот факт, что половател ui оценил обект j неависимо от
величины оценки.

Среди параметров алгоритма присутствут:

• n_factors  число факторов (100);
• n_epochs  число итераций процедуры градиентного спуска;
• init_mean  математическое оидание нормалного распределени дл фак-

торов при инициалиации (0);
• init_std_dev  дисперси нормалного распределени (0.1);
• lr_all  скорост обучени алгоритма;
• reg_all  параметр регулриации.

Проверим точност алгоритмов SVD() и SVDpp() с помощ оценки RMSE, и-
мен параметры n_epochs, lr_all и reg_all (рис. 6, 7). На первом графике параметр
n_epoch равен 5, на втором  10, на третем  20. На горионталной оси отобра-
ены начени параметра lr_all, на вертикалной  reg_all. На пересечении lr_all
и reg_all находтс начени критери точности RMSE. Чем менше диаметр круга
и чем он темнее, тем лучше покаател.

Таким обраом, наилучшим набором параметров на данной выборке дл алго-
ритма SVD() влетс:

• n_epochs = 20, lr_all= 0.008, reg_all = 0.1. RMSE = 0.9429.

Дл алгоритма SVDpp() наилучшим набором параметров влетс:

• n_epochs = 20, lr_all= 0.005, reg_all = 0.02. RMSE =0.9347.
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Рис. 6. Точност алгоритма SVD() по оценке RMSE

Рис. 7. Точност алгоритма SVDpp() по оценке RMSE

Дл сравнени: точност по RMSE реалиованного в модуле КФ составлла 0.959,
что говорит о том, что метод SVD более точно представлет данные. При этом глав-
ное его преимущество  выигрыш во времени.

аклчение

Дл раработки гибридной СР были исполованы два метода: КФ и ФС. Метод
КФ, при наличии достаточного количества информации в бае данных, поволет
с высокой точност определит, каку оценку половател поставит некоторому
обекту, исход и схоести его интересов с интересами других полователей. Ме-
тод ФС поволет определит наиболее предпочтителное содерание обектов дл
половател и выбирает блиайшие к нему обекты. Иде обединит данные ме-
тоды в одну СР воникла и их раличи по алгоритмам, преимуществам, а таке
спискам рекомендаций, которые они формирут. При этом устранетс начител-
на част недостатков, присуща обоим методам.
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В раработке выбраны и исполованы доступные программные продукты. Про-
аналиирована гибридна СР, предоставлща полователм индивидуалные ре-
комендации, исход и их оценок и содерани обектов. И полученных оценок
точности и полноты дл раных наборов параметров моно сделат вывод, что СР
способна выдават достаточно точные рекомендации (от 80 %), если не требуетс по-
лучит полный список поленых обектов. Если необходимо получит наиболее пол-
ные рекомендации, то покаател точности падает до 65−75 %. начени параметров,
приводщие к максималным реултатам: k=30, rmin()=4, rmin()=5, δ ∈ [0.4; 0.5].
Наивысша точност получена при пересечении КФ и ФС, наивысша полнота  при
обединении. Способ обединени списков рекомендаций ФС и КФ с ограниченими
поволет повысит оба покаател.

СР выдает достаточно качественные рекомендации, если требуетс получит об-
екты, которые с болшой веротност понравтс половател, и минимум бес-
поленых обектов. Дл получени всех поленых обектов в СР необходимо
внедрт дополнителные алгоритмы и методы, т.к. в процессе филтрации отбра-
сываетс мноество обектов, которые могут аинтересоват половател.

Так как в настощее врем количество данных в Интернете очен быстро ворас-
тает, то современные СР долны быт масштабируемыми, т. е. справлтс с уве-
личением нагруки при добавлении новой информации. Чтобы увеличит скорост
выдачи рекомендаций болша част вычислений долна происходит в фоновом
реиме (аранее). Одним и способов сниит количество вычислений, влетс кла-
стериаци полователей и обектов, а таке исполование метода сингулрного
ралоени дл построени модели.

В далнейшем планируетс ввести исполование параллелного вычислени и
работы с болшими данными.
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Parameter recovery in magnetic susceptibility models.

Lukianenko V. A., Lukianenko D. V., Redkokosh K. I.

Abstract. The paper is devoted to the recovery of parameters in magnetic susceptibility
models. One of the problems of magnetochemistry is the construction of the theory of exchange
interactions, allowing to identify, investigate and explain the causes of magnetic ordering in
crystals; to study the relationship of parameters of exchange interactions with peculiarities of
electronic structure and chemical bonds in studied compounds.

The fundamental importance and relevance of this study is determined by the need to study
the physical properties of new magnetic materials and is aimed at studying the most common
effects and interactions that form the quantum states of matter.

The practical significance of magnetochemical research consists in the systematic study of the
magnetic properties of different groups of compounds on the basis of transition metal complexes,
and the construction of models of the type of compounds suitable in applications.

New results of parameter recovery in magnetochemistry models for studying chemical
compounds according to experimental data that are measurements of the temperature
dependence of magnetic susceptibility were obtained in this article. Dependencies obtained from
the Heisenberg-Dirac-Van-Fleck model were applied.

The corresponding materials of paramagnetic complexes of transition metals were used
as components in molecular electronic and photochemical devices for storing and transferring
information, as converters of solar energy.

Theoretical concepts of magnetic susceptibility were obtained depending on the spin
characteristics of compounds that contain the desired parameters. Basing on experimental data
and minimizing quadratic functionals, the dependence parameters were found. Their coincidence
with the well-known results was shown.

Formulas for clusters of dimensions 3 and 4 have been derived, methods of parameter
recovery for solving magnetochemical problems have been described and their application has
been demonstrated, and an algorithm for solving the opposite problem has been presented.
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The aim of the article is to study the methods of recovery of dependencies in the solution
of magnetochemical problems, as well as to develop an algorithm that allows the experimental
data to establish the type of connection to be investigated.

Keywords: nonlinear equation, nonstationary effects, rotating waves, bifurcation analysis,
integral representation

Введение

адачи, требущие восстановлени параметров, часто встречатс в раличных
исследованих, проводимых над метаматематической модел процесса или вле-
ни. Как отмечал А. А. Лпунов [1]: математическое моделирование  это опосре-
дованное практическое или теоретическое исследование обекта, при котором непо-
средственно иучаетс не сам интересущий нас обект, а некотора вспомогател-
на искусственна или естественна система (модел), находщас в некотором об-
ективном соответствии с понаваемым обектом.

Одной и таких адач влетс адача восстановлени параметров в мо-
делх исследовани химических соединений по эксперименталным данным [2].
Радел, анимащийс исследованием таких адач, наываетс магнетохимией.
Д. Г. Келлерман [3] выделил наиболее актуалные адачи, решаемые методами маг-
нетохимии:

1. Определение степени окислени ионов переходных металлов, иучение дефек-
тов соединений.

2. Определение структуры координационного ула молекулы комплексного со-
единени.

3. Обнаруение следов ферримагнитных примесей (не всегда удаетс определит
другими методами).

Магнетохими влетс равиващейс наукой на стыке фиики и химии. Од-
нако, работы, рассматриващие математическу проблематику восстановлени а-
висимостей, недостаточно представлены в отечественной литературе.

Одной и адач магнетохимии влетс построение теории обменных ваимодей-
ствий, поволщих вывит, исследоват и обснит причины магнитного упор-
дочени в кристаллах; иучит св параметров обменных ваимодействий с осо-
бенностми электронной структуры и химических свей в иучаемых соединених.

Фундаментална начимост и актуалност данного исследовани определ-
етс необходимост иучени фиических свойств новых магнитных материалов и
направлена на иучение наиболее общих эффектов и ваимодействий, формирущих
квантовые состони материи.
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Практическа начимост исследований по магнетохимии состоит в системати-
ческом иучении магнитных свойств раличных групп соединений на основе ком-
плексов переходных металлов, построении моделей типа соединений пригодных в
прилоених.

Цел исследовани влетс применение методов восстановлени ависимостей
решени адач магнетохимии, а таке раработка алгоритмов, поволщих по экс-
перименталным данным устанавливат тип исследуемого соединени.

Дл этого необходимо: систематиироват теоретические полоени магнетима
и магнетохимии и актуалиироват модели магнетима обменных кластеров; описат
методы исследовани магнитных свойств соединений, необходимых дл установлени
магнитных свойств соединений с раличными спиновыми характеристиками; рара-
ботат алгоритмы восстановлени параметров ависимостей.

Обектом исследовани выступат адачи, методы и алгоритмы восстановлени
параметров моделей по эксперименталным данным.

1. Исследование магнитных свойств соединений с раличными
спиновыми характеристиками

В исследовании магнитных свойств вещества определтс магнитные эффекты,
которые намного слабее эффектов, обусловленных электронами, приблиително в
1000 ра. Поэтому они обычно не скаыватс аметным обраом на статических
магнитных свойствах, существенных с химической точки рени. Однако магнетохи-
мический метод это эффективный инструмент исследовани структуры и электрон-
ного строени вещества.

Магнетохими влетс раделом фиической химии, в котором иучаетс ави-
симост меду магнитными свойствами и химическим строением веществ, а таке
влиние магнитного пол на химические свойства веществ и на их реакционну спо-
собност. Термин магнетохими часто исполуетс как краткий аналог вырае-
ни  исследование химических соединений магнитными методами. Равитие магне-
тохимии тесно свано с именами П. Ланевена, М. Кри, Ф. Р. Вейсса, Б. Паскал
и Л. Полинга [4]. Одним и самых исполуемых методов в магнетохимии  метод
статической магнитной восприимчивости.

Н. Е. Домрачева в [5] отмечала, что наиболее широкое и многообраное приме-
нение метод статической магнитной восприимчивости получил в области исследо-
вани парамагнитных комплексов переходных металлов. Вклчение атома металла
в структуру дендримерной макромолекулы приводит к содани новых материа-
лов со специфическими свойствами, такими как: способност поглощат видимый
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свет, провлт лминесценци, генерироват мултиэлектронные окислително-
восстановителные процессы. Такие материалы могут найти применение как ком-
поненты в молекулрных электронных и фотохимических устройствах дл хранени
и переноса информации, как преобраователи солнечной энергии.

В качестве примера рассмотрим системы с исполованием фуллерена и гидра-
она. В стате А. Н. Гусева, А. С. Маинова, А. И. Шевченко и др. [6] исследовалис
свойства тонкопленочной гетероструктуры на основе фуллерена C60 и гидраона.
Отмечено, что добавление гидраона поволет начително усилит оптоэлектрон-
ные свойства тонкопленочной структуры фуллерена C60: ворастание силы тока под
действием оптического илучени увеличилос с 5 до 29 ра.

Р. Карлин выделл несколко причин интенсивного равити метода статической
магнитной восприимчивости [7].

Во многих случах по величине эффективного магнитного момента моно на-
дено и быстро определт степен окислени металлов, а иногда и симметри ко-
ординационной сферы централного атома. Температурна ависимост магнитной
восприимчивости поволет судит не толко о ваных деталх строени блиайшей
координационной сферы металла, но и о характере ваимодействи металл-лиганд
(лиганд  атом, ион или молекула, сванный с другим атомом  акцептором с
помощ донорно-акцепторного ваимодействи). Кроме того, метод окаалс эф-
фективным в исследовании полидерных комплексных соединений особого типа 
так наываемых обменных кластеров.

Основы современной теории магнитных свойств соединений переходных и редко-
емелных элементов были алоены еще в классической работе Ван-Флека [8].

Далнейший прогресс в этой области сван с совершенствованием теории и с вы-
снением механимов таких тонких эффектов, как орбиталное сокращение, откло-
нение g-фактора от чисто спинового начени и т.д. Равитие теории сопроводалос
и в начителной мере стимулировалос эксперименталными исследованими. Осо-
бенности магнитных свойств комплексных соединений могут слуит иллстрацией
целого рда полоений современной теории электронного строени соединений.

Свойства магнетима комплексов таке исполутс в теории лигандов [9]. Со-
гласно В. Т. Калинникову и . В. Ракиткину абсолтно лбое вещество реагирует
на прилоенное внешнее магнитное поле. Оно намагничиваетс, т. е. приобретает
магнитный момент. Реакци вещества на магнитное поле характериуетс воспри-
имчивост, котора входит в соотношение M = χH, где M  намагниченност,
или магнитный момент единицы обема, а H  прилоенное магнитное поле.
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П. Е. Каин и И. В. Кулбакин [10] отметили, что магнитну восприимчивост
моно рассматриват как количественну меру отклика вещества на внешнее маг-
нитное поле.

Дл получени достоверной обективной информации о магнитных свойствах
ваное начение имет имерени температурной ависимости магнитной восприим-
чивости. В началный период равити магнетохимии имерли магнитну воспри-
имчивост главным обраом при одной температуре и атем превращали найденное
начение с помощ формулы Кри в число магнетонов Бора. Такой магнитный
анали моет быт эффективным толко в том случае, если ивестно, что магнит-
на восприимчивост следует акону Кри, что бывает крайне редко. Поэтому в
современных услових проводт имерение температурной ависимости магнитной
восприимчивости в широком интервале температур.

При описании магнитных свойств наиболее широко исполуетс модел иотроп-
ного обмена Гейенберга–Дирака–Ван–Флека (ГДВФ), согласно которой магнитные
свойства ваимодействущих парамагнитных центров во внешнем магнитном поле
H моно описат спиновым гамилтонианом:

E = −2


i



j

JijSiSj + β


i

giSiH,

где Si, Sj  спиновые операторы парамагнитных центров; Jij  эффективный пара-
метр обменного ваимодействи, gi  g-факторы парамагнитного центра.

Первое слагаемое определет энерги обменного ваимодействи меду пара-
магнитными центрами, второе слагаемое ест еемановское ваимодействие магнит-
ного момента с внешним магнитным полем H. При таком подходе гамилтониан
системы ависит лиш от спиновых переменных парамагнитных центров, в то вре-
м как информаци об электронном строении и природе магнитных орбиталей со-
деритс в параметре Jij, расчет которого представлет собой самостотелну
квантово-механическу адачу.

Основна иде Ван-Флека состола в том, что он аписал энерги i-го энергети-
ческого уровн системы с учётом влини внешнего магнитного пол H в виде:

Ei = E0
i +HE

(1)
i +H2E

(2)
i + ... (1)

Величины E
(1)
i и E

(2)
i , повлщиес в первом и втором пордке теории вомуще-

ний, наыватс коэффициентами ееманского ваимодействи первого и второго
пордка соответственно. E0

i  энерги i-го уровн в отсутствии пол.
В работе [11] исследовалис кристаллические структуры и магнитные свойства

тройных спиралных бидерных комплексов с диаиновыми лигандами. Магнитна
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восприимчивост комплексов 1 и 2 была имерена в диапаоне температур 5− 300 K

и покаана на рис. 1-2, соответственно. При 300 эксперименталные начени χMT

составлт 2.23 и 2.04 мол−1 K дл 1 и 2 и соответствут начени толко дл двух
высокоспиновых ионов Ni(II). При охладении продукты χMT монотонно умен-
шатс, а начени χM непрерывно увеличиватс до максимумов 0.099 мол−1 при
10 и 0.054 мол−1 при 17 дл 1 и 2, соответственно. Эти наблдени укаыват на
то, что меду ионами Ni(II), сванными тройными N − N мостиками, действует
антиферромагнитное ваимодействие.

Рис. 1. График ависимости χM и χMT от T дл комплекса 1. Сплош-
ные линии представлт наилучшее соответствие эксперименталным
данным [11].

Данные были приведены в соответствие с выраением, полученным и гамил-
тониана иотропной спиновой сви H = −JS̃1S̃2

χM =
2Nq2β2

kT

1 + 5 exp(2J/kT )

3 + 5 exp(2J/kT ) + exp(−J/kT )
.

Моделирование привело к J = −2.97 при g = 2.13 и J = −5.40 см при g = 2.07

дл 1 и 2 соответственно.
Дл магнитной восприимчивости было получено выраение

χM =
2Ng2β2

kT

55 + 30 exp5x +14 exp9x +5 exp12x +exp14x

11 + 9 exp5x +7 exp9x +5 exp12x +3 exp14x +exp15x
,

где x = J/kT . Приемлемые данные (рис. 2) получены при J = 1.24 см−1 и g = 2.0.
В [12] исследована структурна и магнитна восприимчивост октадерного ком-

плекса MnIII-оксо-пираолида.
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Рис. 2. График ависимости χM и χMT от T дл комплекса 2. Сплош-
ные линии представлт наилучшее соответствие эксперименталным
данным [11].

В. Т. Калинников и . В. Ракиткин [9] рассматривали пары обменно-сванных
обритално-невыроденных ионов со спинами S1, S2 и иотропными g-факторами
g1 = g2 = g и получили формулу дл магнитной восприимчивости димера (слоной
молекулы, составленной и двух более простых молекул).

Срау установим, что влиние обменного ваимодействи приводит к формиро-
вани состоний с полным спином S, имещим энерги

E(J, S) = −J [S(S + 1)− S1(S1 + 1)− S2(S2 + 1)]. (2)

Причем S = S1 + S2, S1 + S2 − 1, ..., |S1 − S2|.

Таке (2) наываетс иотропным гамилтонианом спина.

Подставив (1) в выраение дл грамм-атомной статической восприимчивости:
χ = N

H
∂U
∂H

, где U  свободна энерги Гелмголца, N  число Авогадро, H- прило-
енное магнитное поле, получим формулу дл молрной восприимчивости димера
бе учета температурно-неависимого парамагнетима:

χM =
Ng2β2

2 · 3kT


S

S(S + 1)(2S + 1) exp(−E(J, S)/kT )


S

(2S + 1) exp(−E(J, S)/kT )
, (3)

где g  мноител Ланде, β  магнетон Бора, k  постонна Болцмана, T 
температура.
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Уравнение (3) влетс основным дл расчета магнитной восприимчивости ди-
меров с орбитално-невыроденными парамагнитными ионами. Теоретические урав-
нени дл частных случаев получатс в реултате подстановки в (2) и (3) соот-
ветствущих начений S1, S2.

Аналогичным обраом было выведено уравнение Ван-Флека дл тримеров в слу-
чае высокой симметрии (J1 = J2 = J3, S1 = S2 = S3). Определим начени S. Дл
этого слоим лбые два спина (например, S2 и S3) в промеуточный момент S23:

S23 = S2 + S3, принимащий начени:
S23 = S2 + S3, S2 + S3 − 1, ..., |S2 − S3|.
Все доволенные начени полного спина S: S = S1+S23 = S1+S2+S3, находтс

в реултате слоени S1 с кадым и начений S23:
S = S1 + S23, S1 + S23 − 1, ..., |S1 − S23|.
Обменный гамилтониан принимает вид:

E = −J [S(S + 1)− 3S1(S1 + 1)]. (4)

А после подстановки (4) в уравнение Ван-Флека получим:

χM =
Ng2β2

3 · 3kT


S


S23

S(S + 1)(2S + 1)exp(−E/kT )


S


S23

(2S + 1) exp(−E/kT )
. (5)

2. Модели температурной ависимости магнитной
восприимчивости

В ависимости от спиновых характеристик получены следущие реултаты:

1. Дл димера со спиновыми характеристиками S1 =
1
2

и S2 =
1
2
:

S = 1, 0 : S = S1 + S2 =
1

2
+

1

2
= 1, S1 + S2 − 1 = 1− 1 = 0;

χM =
Ng2β2


6e

J
2kT



2 · 3kT

3e

J
2kT + e

−3J
2kT

 .

Подставл ивестные константы (k−1 = 1.4388,
Ng2β2

3k
= 0.125) и привод

все единицы имерени к см−1, получим выраение:

χM =
0.125g2


6e

1.4388J
2T



2T

3e

1.4388J
2T + e

−3·1.4388J
2T

 . (6)

В далнейших формулах константы имет такие е начени.
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Формула (6) наываетс уравнением Блини-Бауэрса [13]. В работе J. Kohout
и J. Kratsmar-Smogrovic [14] така ависимост была выведена дл пары Cu-Cu,
а таке были восстановлены параметры дл данного уравнени, в реултате
получено:

χM =
0.585

T

1

1 + 1/3 exp(447/T )
. (7)

и построена соответствуща крива (рис. 3).

Рис. 3. График формулы (7) полученный в работе J. Kohout и
J. Kratsmar-Smogrovic [14].

2. Дл димера со спиновыми характеристиками S1 = 1 и S2 = 1:

S = 2, 1, 0 : S = S1 + S2 = 1 + 1 = 2, S1 + S2 − 1 = 2− 1 = 1, S1 + S2 − 2 = 2− 2 = 0;

χM =
Ng2β2


30e

2J
kT + 6e

−2J
kT



2 · 3kT

5e

2J
kT + 3e

−2J
kT + e

−4J
kT

 . (8)

Димером с такими характеристиками моет влтс пара Ni-Ni, в стате
M. J. Prushan, D. M. Tomezsko, S. Lofland [15] выводитс аналогична формула,
проводитс восстановление J и g, а таке стротс кривые χM и χMT (рис. 4):

3. Дл димера со спиновыми характеристиками S1 =
3
2

и S2 =
3
2
:

S = 3, 2, 1, 0 : S = S1 + S2 = 3, S1 + S2 − 1 = 2, S1 + S2 − 2 = 1, S1 + S2 − 3 = 0;

χM =
Ng2β2


84e

9J
2kT + 30e

−3J
2kT + 6e

−11J
2kT



2 · 3kT

7e

9J
2kT + 5e

−3J
2kT + 3e

−11J
2kT + e

−15J
2kT

 . (9)

S. Petit, G. Pilet, D. Luneau в своей работе [16] исследут пару Co-Co и прихо-
дт к выводу формулы (9) при описании магнитных свойств этого соединени.
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Рис. 4. График χMи χMT дл Ni-Ni, M. J. Prushan, D. M. Tomezsko,
S. Lofland [15].

4. Дл димера со спиновыми характеристиками S1 = 1 и S2 =
1
2
:

S =
3

2
,
1

2
: S = S1 + S2 = 1 +

1

2
=

3

2
, S1 + S2 − 1 =

1

2
;

χM =
Ng2β2


15e

J
kT + 3

2
e

2J
kT



2 · 3kT

4e

J
kT + 2e

2J
kT

 . (10)

5. Дл димера со спиновыми характеристиками S1 =
3
2

и S2 = 1:

S =
5

2
,
3

2
,
1

2
: S = S1 + S2 = 1 +

3

2
=

5

2
, S1 + S2 − 1 =

3

2
, S1 + S2 − 2 =

1

2
;

χM =
Ng2β2


105
2
e

3J
kT + 15e

−2J
kT + 3

2
e

−5J
kT



2 · 3kT

6e

3J
kT + 4e

−2J
kT + 2e

−5J
kT

 . (11)

6. Дл димера со спиновыми характеристиками S1 =
3
2

и S2 =
1
2
:

S = 2, 1, 0 : S = S1 + S2 =
3

2
+

1

2
= 2, S1 + S2 − 1 = 1, S1 + S2 − 2 = 0;

χM =
Ng2β2


30e

3J
2kT + 6e

−5J
2kT



2 · 3kT

5e

3J
2kT + 3e

−5J
2kT + e

−9J
2kT

 . (12)

7. Дл тримера со спиновыми характеристиками S1 = S2 = S3 =
1
2
:

S23 = 1, 0 : S = S1 + S23 =
3

2
, S1 + S23 − 1 =

1

2
;
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χM =
Ng2β2


30e

3J
2kT + 3

2
e

−3J
2kT



3 · 3kT

8e

3J
2kT + 2e

−3J
2kT

 . (13)

В стате G. F. Kokoszka, F. Padula, A. S. Goldstein [17] уравнение (13) выво-
дитс дл тримера Cu-Cu-Cu.

3. Восстановление параметров модели

Во всех вышеилоенных случах функци χM ависит от T, J, g. T  темпера-
тура(переменна величина), J  обменный параметр (неивестный параметр), g 
мноител Ланде (неивестный параметр).

В соответствии с общей схемой требуетс восстановит неивестные параметры
в модели по реултатам эксперимента.

Вариру неивестные параметры J , g, необходимо приблиит теоретическу
криву к эксперименталным данным. Критерий блиости будет ависет от вы-
бранного метода.

В следствии того, что мноител Ланде (g) входит в кадое и уравнений во
второй степени и не моет быт отрицателен, то моно выделит два клчевых
раличных случа: g2 ∕= 0; J ∕= 0 (1 случай) и g2 ∕= 0; J < 0 (2 случай).

Вомем в качестве примера димер со спиновыми характеристиками S1 = S2 = 1,
χM дл данного соединени имеет вид:

χM =
0.125g2


30e

2·1.4388J
T + 6e

−2·1.4388J
T



2T

5e

2·1.4388J
T + 3e

−2·1.4388J
T + e

−4·1.4388J
T

 . (14)

Качественные отличи меду случами 1 и 2, вариру неивестные парамет-
ры, аклчаетс в повлении точки максимума во 2 случае. Наличие максимума на
кривой температурной ависимости магнитной восприимчивости влетс отличи-
телной особенност димерных соединений, но максимумы на кривых χM могут
наблдатс и дл кластеров других типов(тримеров, тетрамеров и т.д.).

Полоение максимума одноначно свано со спинами ионов и наченими об-
менных параметров. Поэтому при температуре TC (температура Кри), при которой
χM максимално, моно оценит начение обменного параметра, если спины ионов
ивестны и факт димерности исследуемого соединени не выывает сомнений.

Следует отметит, что точност определени J невелика. Поэтому предпочти-
телнее исполоват методы, основанные на совмещении эксперименталной темпе-
ратурной ависимости магнитной восприимчивости с теоретическими кривыми.
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В исследованих [18]-[21] уравнение (14) получено дл димера Ni-Ni, который в-
летс ферромагнетиком в широком диапаоне температур [22], а соли никел при
этом пара- или диамагнитны [23]. В реултате, проиведённых экспериментов полу-
чены получены эксперименталные данные, опирас на которые и полус выве-
денной раннее формулой (8) восстановлены неивестные параметры: J  обменный
параметр и g  мноител Ланде.

Дл этого исполовалс метод наименших квадратов, который основан на ми-
нимиации суммы квадратов отклонений искомых функций χM от экспериментал-
ных начений функции yk [11]:

n

k=1

(χM(Tk)− χ̃k)
2 → min,

где χ̃k  эксперименталные данные при температуре Tk, χM(Tk)  начение искомой
функции χM в точках Tk.

С помощ программного продукта Origin 2018 удалос восстановит параметры
J ≈ 29.1−1 g ≈ 2.23 рис. 5.

Рис. 5. График χMс восстановленными параметрами.
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Восстановленные параметры блики к тем, что были получены в работе A.
Bhattacharyya, P.K. Bhaumik, M. Das [18].

При достаточном количестве исходных данных модели и их малой погрешности
к адаче восстановлени параметров магнитной восприимчивости применим метод
наименших квадратов. В более общем случае необходимо примент методы регу-
лриации [24].

Рассмотрим обратну адачу, требущу раработки алгоритма, поволщего
определт спиновые характеристики неивестного соединени по экспериментал-
ным данным.

Исходными данными дл этой адачи влтс эксперименталные данные маг-
нитной восприимчивости некоторого искомого соединени; имерени проиведены
при температурах T1, T2, . . . , Tn.

Дл решени вычислтс начени χM в точках Tk (k = 1, . . . , n) дл всех и-
вестных теоретических моделей (например (3), (5)-(13), с ивестными параметрами)
и дл кадой и моделей вычислетс следущее начение:

ωp =
n

k=1

(Tk − χp(Tk))
2, p = 1,m,

где p  номер, приписанный кадой модели.
И всех ωp выбираетс наименшее, а соединение,соответствущее p модели, счи-

таетс искомым соединением.
Однако в силу некорректности обратной адачи соединение, с соответствущи-

ми спиновыми характеристиками, принимаетс нами а искомое с некоторой долей
сомнени (в адачах этого класса решение моет быт не единственно).

В этом раделе были покааны теоретические модели магнитной восприимчиво-
сти, выведены формулы дл кластеров рамерности 3 и 4, илоены методы восста-
новлени параметров при решении адач магнетохимии и продемонстрировано их
применение, а таке представлен алгоритм дл решение обратной адачи.

аклчение

В работе дано теоретическое обоснование полоений магнетохимии дл построе-
ни моделей магнитной восприимчивости, которые приментс дл иучени мате-
риалов парамагнитных комплексов переходных металлов (и др.). Такие материалы
исполутс в современных устройствах электроники (преобраователи солнечной
энергии).
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Раработаны модели ависимостей и приведена методика восстановлени пара-
метров модели с помощ метода наименших квадратов, покаано что дл случаев
конкретных материалов параметры моделей совпадат с достаточной точност.

В далнейшем предполагаетс расширение исследований как по моделм (регу-
лриущие алгоритмы), так и по данным экспериментов, проводимых в КФУ имени
В. И. Вернадского.

Авторы выраат благодарност Гусеву А. Н. и Рудницкому О. И. а привлече-
ние внимани к данной тематике и эксперименталные данные.

Cписок литературы

1. Новик, И. Б. О философских вопросах кибернетического моделировани /
И. Б. Новик.  М.: нание, 1964.  40 c.

NOVIK, I. B. (1964) Cybernetics: Philosophical and Sociological Problems. Moscow:
Znanie.

2. Икорский, В. Н. Магнетохими: учебно-методическое пособие /
В. Н. Икорский.  Новосибирск: Ид-во НГУ, 2012.  47 c.

IKORSKY, V. N. (2012) Magnetochemistry: educational and methodical manual.
Novosibirsk: Izd-vo NSU.

3. Келлерман, Д. Г. Магнетохими: учебное пособие / Д. Г. Келлерман.  Екате-
ринбург: Ид-во УГУ, 2008.  156 c.

KELLERMAN, D. G. (2008) Educational manual. Yekaterinburg: Izd-vo UMU.

4. Линник, . В. Метод наименших квадратов и основы математико-
статистической теории обработки наблдений / . В. Линник.  М.: Фиматги,
1958.  334 c.

LINNIK, Yu. V. (1958) Method of Least Squares and Principles of the Theory of
Observations. Moscow: Fizmatglz.

5. Домрачева, Н. Е. и др. елеосодеращие идкокристаллические дендримеры
и их свойства. Структура и динамика молекулрных систем / Н. Е. Домрачева и
др.  Каан: Ид-во КГУ, 2009.  13 c.

DOMRACHEVA, N. E. (2009) Ferrous liquid crystal dendrimers and their properties.
Structure and dynamics of molecular systems. Kazan: Izd-vo KSU.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2022, 3



Восстановление параметров в моделх магнитной восприимчивости 67

6. Гусев, А. Н., Маинов, А. С., Шевченко, А. И. и др. Исследование гетероперехо-
дов на основе системы фуллерена и гидраона // Прикладна фиика.  2019. 
 6.  C. 48–53.

GUSEV, A. N., MAZINOV, A. S. & SCHEVCHENKO, A. I. (2019) Research of
heterojunctions on the basis of the fullerene system and hydrazone. Applied physics.
6. Pp. 48–53.

7. Карлин, Р. Магнетохими / Р. Карлин.  М.: Мир, 1989.  400 c.

KARKIN, R. (1989) Magnetochemistry. M.: Mir.

8. VAN VLECK, J. H. (1932) Theory of Electric and Magnetic Susceptibilities. Oxford:
Oxford at the clarendon press.

9. Калинников, В. Т. Введение в магнетохими / В. Т. Калинников,
. В. Ракиткин.  М.: Наука, 1980.  302 c.

KALINNIKOV, V. T. & RAKITKIN, Y. V. (1980) Introduction to magnetochemistry.
M.: Nauka.

10. Каин, П. Е. Методы исследовани магнитных свойств материалов / П. Е. Каин,
И. В. Кулбакин.  М.: Ид-во МГУ, 2011.  34 c.

KAZIN, P. Y. & KULBAKIN, I. V. (2011) Methods of research of magnetic properties
of materials. M.: Izd-v MSU.

11. YAN-FLEG, Y., EN-QING, G., CHEN-JIE, F. & ZHENG, H. (2005) Crystal
structures and magnetic properties of triple helical binuclear complexes with
bis(bidentate) diazine ligands. Polyhedron. V. 25 (14). Pp. 2778–2784.

12. BABIC-SAMARDZJA, K., BARAN, P. & BOCA, R. (2018) Structural and magnetic
susceptibility study of an octanuclear MnIII-oxo-pyrazolido complex. Polyhedron.
V. 149 (15). Pp. 142–147.

13. BLEANEY, B. & BOWERS, K. D. (1952) Anomalous Paramagnetism of Copper
Acetate. Proc. Roy. Soc. London Ser. A.. V. 214 (3). Pp. 451–465.

14. KOHOUT, J. & KRASTMAR-SMPGROVIC, J. (1968) Complexes with Organic
Ligands (VII) Magnetic Properties of Copper (II) Acetate and Copper (П)
Salicylate Complexes of Pyridine and Quinoline N- Oxides. Chemicke Zvesti. V. 22.
Pp. 481–492.

Таврический вестник информатики и математики, 3 (56)’ 2022



68 В. А. Лукненко, Д. В. Лукненко, К. И. Редкокош

15. PRUSHAN, M. J. (2007) A nickel(II) di-l2-phenolato bridged dinuclear complex:
Weak antiferromagnetic interactions in nickel(II) dimers. Inorganica Chimica Acta.
V. 360. Pp. 2245–2254.

16. PETIT, S. A (2007) Dinuclear cobalt(II) complex of calixarenes exibiting strong
magnetic anisotropy. The Royal Society of Chemistry. V. 40. Pp. 4582–4588.

17. KOKOSZKA, G. F. (1988) Magnetic interactions in a copper(II) trimer encapsulated
in a molecular metal oxide cluster. Inorganic Chemistry. V. 1. Pp. 59–62.

18. BHATTACHARYYA, A. (2015) Synthesis, structure, magnetic property and self-
assembly of two double end-on azide bridged ferromagnetic nickel(II) complexes with
distinct bidentate blocking ligands: A combined experimental and theoretical study.
Polyhedron. V. 101. Pp. 257–269.

19. ISHIKAWA, R. (2008) Intriguing assembled structure and properties of a novel
dinuclear nickel(II) complex with an axially coordinated azide and methanol. Journal
of Molecular Structure. V. 892. Pp. 220–224.

20. JPNG, W. S. (2013) Syntheses, crystal structures, circular dichroism, and magnetic
properties of chiral dinuclear and polymeric nickel(II) compounds. Polyhedron. V. 52.
Pp. 1206–1212.

21. SUBRATA, K. D. (2004) A novel dinuclear nickel (II) complex: spectroscopic and
magnetic studies. Inorganic Chemistry Acta. V. 357. Pp. 1517–1522.

22. Киренский, Л. В. Магнетим / Л. В. Киренский.  М.: АН СССР, 1967.  196 c.

KIRENSKY, L. V. (1967) Magnetism. M.: Academy of Sciences of the USSR.

23. Вонсовский, С. В. Магнетим. Магнитные свойства диа-, пара-, ферро-,
антиферро- и ферримагнетиков / С. В. Вонсовский.  М.: Наука, 1971.  1032 c.

VONSOVSKY, S. V. (1971) Magnetism. Magnetic properties of dia-, para-, ferro-,
antiferro- and ferrymagnetics. M.: Science.

24. Вапник, В. Н. Алгоритмы и программы восстановлени ависимостей /
В. Н. Вапник.  М.: Наука, 1984.  816 c.

VAPNIK, V. N. (1984) Algorithms and dependency recovery programs. M.: Nauka.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2022, 3



УДК: 519.673

MSC2010: 68M14, 68U20

РАСПРЕДЕЛЕННЫЕ СИСТЕМЫ В СРЕДЕ ДИНАМИЧЕСКОГО
МОДЕЛИРОВАНИ

c© Е. А. Лукнова, М. С. Прочитанский, М. E. Лукнова
Крымский федералный университет им. В. И. Вернадского

Фиико-технический институт
просп. Академика Вернадского, 4, Симферопол, 295007, Российска Федераци

e-mail: lukyanovaea@mail.ru

Distributed Systems in a Dynamic Modeling Environment.

Lukyanova E. A., Prochitanskiy M. S., Lukyanova M. E

Abstract. This work is devoted to the consideration of modeling and research on the
processes of the course of infectious diseases. The infectious process is one of the complex
biological processes in nature, representing a serious danger to humanity and economic.

A common method for modeling a system of this type is to represent evolution of the system
under study using a system of ordinary differential equations (ODEs), namely, the construction
of analytical models  the SIR-model and its extensions. These models are widely used for
modeling the process of the course of infectious diseases, since they allow to consider various
aspects of the disease: the path of infection, the spatial distribution of the infection, the influence
of geographical factors, and others. Also, these models allow you to implement various disease
control strategies and quickly adapt the model to new requirements.

Today, in connection with large-scale threats of epidemic spread, it is relevant to build
adequate predictive models and use modern effective software for the implementation, simulation
and research of models of such systems.

In this regard, new software "Environment for Dynamic Modeling of Technical Systems
SimInTech" is using to solve the problem of constructing, calculating and studying the expansion
of the SIR-model by the example of modeling the patterns of the course of an infectious disease 
Ebola virus fever.

Being an alternative to foreign analogues, such as Simulink, Sсilab and others, software
SimInTech allows you to simulate, calculate, research and synthesize various technical devices,
including automation equipment and systems. Despite the fact that SimInTech is intended for
modeling and calculation of technical systems and devices, while working with this software,
SimInTech capabilities were discovered for modeling the process of the course of infectious
diseases. It turned out that the simulation of such systems in SimInTech is possible thanks
to the built-in programming language. To do this, using the tools of the built-in programming
language SimInTech, the necessary user blocks were created and described, from which the model
of the process of Ebola virus fever was formed.

In the process of building the model, it was revealed that when forming the SIR-type models
the problem of an "algebraic loop" arises  the inputs of the blocks implicitly depend on their
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outputs. It is proposed to solve this problem by means of SimInTech by introducing an additional
block "Delay on the integration step" into the model structure.

A calculation model for the SIRDP-model of the spread of Ebola virus fever is constructed
in the work and its simulation is performed.

Keywords: modeling environment, Ebola Virus Disease, EVD, disturbed systems, ordinary
differential equations, SIR-model and elaborations

Введение

Сфера применени современных интеллектуалных технологий дл описани и
аналиа систем реалного мира постонно расширетс, провлс в таких ваных
дл человека областх, как медицина и дравоохранение. С точки рени математи-
ческого моделировани реалные обекты и влени представлт собой динамиче-
ские системы, среди которых особый интерес представлт распределенные систе-
мы. В распределенных системах отношени местополоений элементов (или групп
элементов) играт существенну рол с точки рени функционировани системы,
а, следователно, и с точки рени аналиа и синтеа системы. Реалные системы,
в том числе биологические системы, влтс распределенными системами ралич-
ного уровн слоности и внутренней органиации. Одним и самых слоных био-
логических процессов в природе влетс инфекционный процесс, представлщий
серену опасност дл человечества и экономического равити.

Распространенным методом моделировани в этих сферах влетс представле-
ние акона эволции исследуемой системы с помощ системы обыкновенных диф-
ференциалных уравнений (ОДУ). Моделми такого вида влтс аналитические
модели инфекционных аболеваний  SIR-модели. Идеи построени SIR-моделей
воникли в начале XX века. В настощее врем раработано мноество моделей,
приванных деталиироват SIR-модели и сделат вомоным их практическое при-
менение [1, 2, 4] дл моделировани процесса протекани инфекционных аболева-
ний, посколку поволт учитыват раличные аспекты аболеваний: пути ара-
ени, вопрос пространственных характеристик распределени инфекции, влиние
географических факторов и другие, а таке поволт внедрт раличные страте-
гии контрол аболеваемости и быстро подстраиват модел под новые требовани.

Сегодн в сви с масштабными угроами распространени эпидемий актуал-
ным влетс как построение адекватных прогноирущих моделей, так и испол-
ование современных эффективных программных сред дл реалиации, симулции
и исследовани моделей таких систем.
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Цел работы: исследоват аппарат среды математического моделировани и си-
мулции SimInTech дл построени, расчета и исследовани расширени SIR-модели
на примере моделировани акономерностей течени инфекционного аболевани 
вирусной лихорадки Эбола.

1. Модел распределённой системы

Вирусна лихорадка Эбола впервые была обнаруена в 1976 году на террито-
рии Демократической Республики Конго, неподалеку от реки Эбола, откуда и берет
свое навание. С тех пор вспышки Эболы происходили уе более 25 ра на всей
территории Африки. Вирус, преде ивестный как геморрагическа лихорадка Эбо-
ла, влетс одним и самых смертоносных аболеваний дл человека. В качестве
модели распространени вирусной лихорадки Эбола рассмотрим модел, представ-
ленну в работе [? ]. Согласно введённым категорим индивидов и категории P 
концентрации вируса в окруащей среде, наовём её SIRDP-модел. Она влетс
расширением SIR-модели и учитывает болшинство путей распространени вируса,
естественные демографические процессы и другие ваные аспекты аболевани, но
при этом не влетс слишком громодкой.

Схема SIRDP-модели покаана на рис. 1. Информаци о всех категорих и пара-
метрах SIRDP-модели покаана в таблице 1.

Рассматриваема SIRDP-модел представлетс с помощ системы ОДУ вида:
dS

dt
= π − (β1I + β2D + λP )S − µS

dI

dt
= (β1I + β2D + λP )S − (µ+ δ + γ)I

dR

dt
= γI − µR

dD

dt
= (µ+ δ)I − bD

dP

dt
= σ + ξI + αD − ηP.

(1)

Складыва первое, второе и трете уравнени системы (1), получим уравнение

dN

dt
= π − µN − δI,

где N = S + I +R  обща численност населени (ивые индивиды).
Итак, количество восприимчивых индивидов S пополнетс с постонной ско-

рост π. Восприимчивые индивиды S араатс в реултате контактов β1 с
инфицированными I и контактов β2 с умершими индивидами D. Восприимчивые
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индивиды S так е араатс при контакте с араенной окруащей средой P

со скорост λ. Скорост гибели инфицированных индивидов I увеличиваетс на δ

в следствии протекани болени. Инфицированные индивиды I выдоравливат со
скорост γ. Умершие индивиды D могут быт ахоронены со скорост b. Воспри-
имчивые S, инфицированные I и выдоровевшие индивиды R умират естественной
смерт со скорост µ. Таке инфицированные I и умершие индивиды D агр-
нт окруащу среду P со скоростми ξ и α соответственно.

Рис. 1. Схема распространени вируса Эбола дл SIRDP-модели

Таблица 1. Описание категорий и параметров SIRDP-модели

Символ Описание
S Восприимчивые индивиды
I Инфицированные индивиды
R Выдоровевшие индивиды
D араенные вирусом и умершие индивиды
P Патогены вируса Эбола в окруащей среде
π Уровен пополнени восприимчивых индивидов (родаемост)
η Скорост исченовени вируса и окруащей среды
ξ агрнение окруащей среды инфицированными индивидами
α агрнение окруащей среды умершими индивидами
δ Уровен смертности в реултате болени
β1 Коэффициент передачи вируса при контакте с инфицированными
β2 Коэффициент передачи вируса при контакте с умершими
λ Коэффициент передачи вируса при контакте с окруащей средой
γ Скорост выдоровлени инфицированных индивидов
µ Уровен естественной смертности
1/b Скорост ахоронени умерших
σ Скорост араени окруащей среды
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2. Реалиаци модели в программной среде

Рассмотрим среду математического моделировани и симулции SimInTech. Про-
граммное обеспечение Среда динамического моделировани технических систем
SimInTech, раработано коллективом МГТУ им. Н. Э. Баумана и ООО 3В Сер-
вис, и влетс алтернативой арубеным аналогам (Simulink, Sсilab, MATRIXX,
и др.). Программное обеспечение SimInTech поволет рассчитыват, моделироват,
исследоват и синтеироват раличные технические устройства (механические, гид-
равлические, электротехнические и другие, в том числе средства и системы автома-
тики). Расчетные математические модели в SimInTech содатс посредством функ-
ционално блочного программировани при помощи блоков, которые содератс в
раличных библиотеках. Библиотеки блоков поволт формироват в виуално
понтном виде дл половател расчетные модели дл решени адач в таких об-
ластх, как: теплогидравлика, релейна автоматика, электрика (в действущих и
мгновенных начених), баллистика летателных аппаратов, механика и др.

Среда динамического моделировани SimInTech имеет собственный встроенный
скриптовый ык программировани, в котором с помощ операторов и функций
моно решит, например, адачи расчета математических выраений и уравнений,
работу над векторами и матрицами, управление отобраением графических прими-
тивов, реалиаци простых алгоритмов управлени дл настройки и отладки моде-
лей. Несмотр на то, что ПО SimInTech преднаначено дл моделировани и рас-
чета технических систем и устройств, в ходе онакомлени и работы с данным ПО
были обнаруены вомоности SimInTech дл моделировани слоных биологиче-
ских процессов  процесса протекани инфекционных аболеваний. Окаалос, что
моделирование таких систем в SimInTech вомоно благодар встроенному ыку
программировани. Дл этого в работе с помощ средств встроенного ыка про-
граммировани SimInTech были соданы и описаны необходимые полователские
блоки, и которых и была сформирована модел.

Рассмотрим процесс построени в SimInTech расширени SIR-модели на примере
представленной выше SIRDP-модели.

Дл начала построени модели необходимо содат новый проект, в котором бу-
дет синтеирована модел. Модел формируетс и блоков, моделирущих ралич-
ные категории индивидов SIRDP-модели. Дл описани кадого блока, в главном
окне на вкладке Динамические, необходимо выбрат блок ык программиро-
вани, и раместит его в рабочей области окна проекта. Окно нового проекта, с
рамещённым в нём блоком, покаано на рис. 2.

Далее, переходим к редактировани блока:
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Рис. 2. Окно проекта с блоком ык программировани

1) адаём входы блока с помощ команды input  начени других блоков
системы, участвущих при расчете;

2) адаём выходы блока с помощ команды output;
3) с помощ команды init адаём началные услови;
4) опишем основные вычислени, которые состот и решени дифференциал-

ного уравнени, где в качестве неивестного выступает x;
5) в последней строке укаем, какие переменные присваиватс выходам блока,

описанным в output (относително этих переменных будет рарешено уравнение или
система уравнений).

Редактор блока ык программировани, представлщего категори воспри-
имчивых индивидов S, покаан на рис. 3.

После описани всех основных блоков, расстановки их в окне проекта и соедине-
ни соответствущих портов (входов и выходов) в модел следует добавит средства
дл виуалиации реултатов расчета модели. Дл этого в главном окне на вкладке
Вывод данных, необходимо выбрат блок Временной график, и раместит его
в окне проекта.

Дл определени глобалных констант (параметров модели) восполуемс ре-
дактором скрипта, проекта, покаанным на рис. 4.

При апуске расчета модели, построенной по выше илоенному алгоритму, во-
никнет следуща проблема  Ошибка: Найдена алгебраическа петл.
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Рис. 3. Блок категории восприимчивых индивидов S

Рис. 4. Окно Скрипт

Наличие в структурной схеме алгебраических петел оначает, что входы бло-
ков невным обраом (чере другие блоки и линии сви) авист от их выходов. В
математической форме уравнение алгебраической петли вырааетс в виде невной
функции от выходов:

y = g(u, y, t).

Дл устранени такой ошибки необходимо восполоватс дополнителным бло-
ком адерка на шаг интегрировани, (обоначаетс

←−
∆t) и библиотеки Нелиней-

ные. Данный блок необходимо установит в раре алгебраической петли.
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Окончателный вид сформированной модели с установленными в ней дополни-
телными блоками покаан на рис. 5.

Рис. 5. Окно проекта с построенной модел

После того, как модел адана, моно проивести ее симулци (расчет). наче-
ни параметров выбраны исход и фундаменталных исследований, посвщенных
лихорадке Эбола [5]–[10] и статистике и открытых интернет ресурсов [11, 12]. На
рис. 6 представлены реултаты симулции при следущих начених параметров:

µ = 0.02, δ = 0.6, γ = 0.06, π = 1,

b = 0.8, ξ = 0.4, α = 0.4, η = 0.03,

β1 = 0.006, β2 = 0.012, λ = 0.02, σ = 0.6.
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Рис. 6. Реултаты симулции

аклчение

Рассмотрен подход к адаче моделировани и прогноировани процесса распро-
странени инфекционных аболеваний, основанный на исполовании моделей типа
SIR и новой отечественной среды динамического моделировани SimInTech. Установ-
лено, что среда SimInTech, предлагаема дл работы с техническими системами и
устройствами имеет вомоности и дл работы с такими биологическими процесса-
ми, как инфекционные. В работе в среде SimInTech реалиован процесс протекани
инфекционного аболевани  вирусной лихорадки Эбола, проведена его симулци
дл начений параметров распространени вируса Эбола, влщимис реалными
параметрами, исполуемыми в практике и теории врачей-эпидемиологов.
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Metaheuristics in related routing problems such as many traveling
salesmen.

Makarov O. O.

Abstract. Based on the proximity of routing problems in terms of meta-information,
the paper presents the stage of forming databases for training an intelligent system to select
metaheuristic algorithms for solving the multi-agent routing problem. The closeness of two
routing problems is determined by the closeness of their mathematical models and the closeness
of the fragments of a complex network involved in the solution. The description of the method of
determining the proximity of two graphs based on finding the weighted metric distance between
the vectors of metaheuristic parameters of the corresponding graphs is given.

A formal approach to solving the routing problem on the basis of proximity problems is
described. The stages of forming the solution of the original problem and the close problem are
shown.

The experiment confirming the hypothesis that the vectors of metaheuristic characteristics of
close problems are at a small distance from each other is shown. Auxiliary experiments showing
the maximum allowable difference between graphs at which they are considered close are also
described. In addition, an experiment is presented to prove the hypothesis that a metaheuristic
algorithm that works optimally for a particular problem will also work optimally for a close one.

The description of the structure of the intellectualized system for the choice of metaheuristics
is given and the basic principles of the system’s work are formed.

In the solution of multi-agent problems of the type of a traveling salesman of large
dimensionality, a coordinated decomposition into local cluster routing problems is performed.
Suitable algorithms are selected at the local level.

Experimental results of solving the traveling salesman problems using various metaheuristics
on TSPLIB data are presented. Efficient route finding algorithms are identified. The experiment
showed that most of the applied metaheuristics allow to find approximate or optimal solutions.
A list of the best algorithms in terms of accuracy is given, which are planned to be used in
the development of an intelligent system for selecting metaheuristics, taking into account the



Метаэвристики в бликих адачах маршрутиации типа многих коммивоеров81

specifics of the problem (network structure and complexity, accuracy, time). A combination of
metaheuristics that can lead to optimal results is assumed.

Keywords: traveling salesman problem, multiple traveling salesman problem, problem proximity,
TSPLIB, metaheuristics, graph metadata

Введение

Приблиенное решение класса NP -трудных адач прикладной многоагентной
маршрутиации (NPmTSP (Multiple Traveling Salesman Problem, адача многих ком-
мивоеров)) будем свыват с процедурой сравнени класса исследуемых адач
Z ⊂ NPmTSP с бликими к ним адачами Z̃ и подкласса полиномиално рареши-
мых адач (Z̃ ∈ PmTSP ⊂ NPmTSP ) или с представителми вно полиномиално
нерарешимых и NPmTSP .

Дл адач и PmTSP ивестны экемплры, решение которых моно найти точ-
но  это лучшие представители дл бликих адач и NPmTSP , решаемых прибли-
енно, а минималное полиномиалное врем. Самостотелными влтс ада-
чи распонавани хороших эталонов полиномиално рарешимых адач и аведомо
нерарешимых а раумное врем. Бликой к рассматриваемой влетс работа [7],
представленна на медународной конференции ИОИ-14 (2022), в которой рассмот-
рена проблематика алгоритмической рарешимости NP -трудных адач.

Ставитс адача описани NP -трудных адач, бликих к полиномиално ра-
решимым или к практически нерарешимым. дес воникает проблема выбора и
описани блиости. Введение метрик дл бликих адач и дл соответствущих
пространств решений существенно ависит от специфики адач, свойств мноества
ограничений, целевых функций, геометрии соответствущих мноеств [1, 3]. Регу-
лрно применемый комбинаторно-геометрический подход кроме наглдности св-
ан с иучением комбинаторно-геометрических свойств NP -трудных адач и соответ-
ствущей интерпретацией алгоритмов решени [2]. В этом подходе рассматриваетс
система адача  алгоритм, котора исследовалас, начина с работ уравле-
ва .И. [5], в направлении получени оценок слоности адач и алгоритмов. Пред-
ставлет интерес исследование классов бликих адач в самых раных вариантах.

Подход, основанный на решении бликих адач, опираетс на систему адача 
блика адача  алгоритм. В частности, дл геометрического конструктивима
в [1] приводитс ссылка на работу Моравека Й., в которой формалиуетс класс
алгоритмов, основанных на линейных сравнених, и предпринимаетс попытка по-
лучени ниних оценок числа сравнений, необходимых дл решени адачи. дес
термины сравнение, блиост влтс баовыми.
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Дл исследовани труднорешаемой адачи, получени какой-либо информации
о решении, моет исполоватс блика проста (эталонна) адача, дл которой
имеетс решение. Дл этого исследуему адачу вклчат в некоторое специал-
ным обраом построенное однопараметрическое семейство адач (гомотопирущее
иучаему адачу к эталонной), а атем это решение приблиат по параметру к
отыскиваемому решени исходной адачи. В работе [4] таким способом применен ме-
тод продолени по параметру к исследовани раличных классов экстремалных
адач, в частности, к адачам математического программировани.

Экстремалные адачи на графовых структурах болшой рамерности предпола-
гат сравнение с прецедентами; построение вспомогателных структур, удовлетво-
рщих аданным свойствам и обеспечиващих полиномиалну рарешимост. В
реалности воникат адачи на слоных структурах (качественных и количествен-
ных) дл обектов и ваимодействущих агентов. Исследуемым реалным обектам
ставтс в соответствие модели, адачи, наборы ограничений, предписаний, оценки
экспертов и пр. Обекты, как правило, влтс многопринаковыми. Соответству-
щие принаки при формалиации переностс на модели и адачи. Тем самым, вы-
деление требуемого класса адач свываетс со сравненими на блиост по многим
принакам (параметрам, векторам). Необходима блиост обеспечиваетс выбором
соответствущих метрик.

В частности, подходщим математическим инструментом влтс раработан-
ные Петровским А. Б. [9] теоретические и практические полоени мултимноеств.
Существует выбор раличных способов выделени метрик (псевдо-метрик) на σ-
алгебрах имеримых мноеств и мултимноеств. Дл рассматриваемой пробле-
матики применимы раличные рановидности иерархического и неиерархического
кластерного аналиа, в частности, дл адач классификации и упордочени много-
принаковых обектов, которые могут существоват в несколких вариантах с отли-
чащимис наченими количественных и качественных принаков. Рассмотренные
подходы могут быт перспективными дл выделени классов полиномиално раре-
шимых адач, бликих к NP -трудным; поволт строит цепочки адач, алгорит-
мические процедуры приблиенного решени и слоностные карты NP -трудных
адач.

Многоагентные адачи маршрутиации на слоных инфраструктурных сетх
болшой рамерности дл сниени слоности подвергатс декомпоиции. На-
пример, сводтс к локалным адачам TSPj (Traveling Salesman Problem, адача
коммивоера) на кластерах Cj, j = 1, 2, . . . ,m, согласованным с маршрутами m
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коммивоеров. Поэтому основным этапом решени таких адач влетс наполне-
ние баы метаэвристических алгоритмов дл решени адач TSPj. Баа алгоритмов
встраиваетс в интеллектуалиированну систему выбора метаэвристик по набору
метаданных (метрических характеристик) бликих адач.

Выбор подходщей метаэвристики дл решени локалной адачи TSPj стано-
витс ваным, посколку эти алгоритмы поволт эффективно решат адачи оп-
тимиации всех маршрутов. Отделной адачей становитс выбор оптималного ал-
горитма и метапараметров дл кадой конкретной адачи. Эта проблема свана
с болшим ранообраием алгоритмов [14] и метаданных. Предполагаетс, что алго-
ритм, который хорошо работает на определенной, уе эффективно решенной адаче,
таке подойдет дл подобной к ней адаче. В данном случае, если метаэвристика да-
ет хороший реултат на графе определенной структуры, то и на подобном графе она
даст хорошие реултаты.

В [14] приведен обор исследований в области метаэвристик, которые представ-
лт собой мощные методы решени адач оптимиации. Отмечатс начителные
достиени в этой области и непрерывна раработка новых алгоритмов. Вывлены
наиболее перспективные и эффективные метаэвристики, которые были предлоены
а последние двадцат лет, исклча классические подходы. Болша част пред-
лоенных метаэвристик применима к адачам условной дискретной оптимиации, в
частности к адачам псевдобулевой условной оптимиации, то ест к адачам TSP

и mTSP .
В стате [8] приводитс деталный обор способов решени бликой к mTSP а-

дачи V RPTW (Vehicle Routing Problem with Time Windows, адача маршрутиации
транспортных средств с временными окнами). а основу субоптималного решени
принимаетс сумма маршрутов коммивоеров на кадом и кластеров Cj. И этого
видно, что решение TSPj применетс при решении более слоных адач оптимиа-
ции mTSP .

В [6] рассматриваетс алгоритм иерархической кластериации дл HmTSP

(Hierarchical multiple Traveling Salesman Problem, иерархическа адача многих ком-
мивоеров). Таке приводитс сравнителный анали решател Concorde и алго-
ритма имитации отига дл решени адач коммивоера. Покаано, что много-
уровнева кластериаци дл адач болшой рамерности, с последущим примене-
нием решателей TSP , способствует сниени слоности решени mTSP .
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Приведем баову част реултатов по формалиации подхода решени много-
агентных адач маршрутиации на основе кластериации сети и выбору метаэври-
стики дл адачи TSP на кластере по ивестной метаэвристике дл бликой адачи
TSP , а таке по тестировани метаэвристик решени TSP на кластерах.

1. Алгоритмы решени адачи многоагентной маршрутиации
типа коммивоера

Рассмотрим формалим, соответствущий подходу решени адач маршрутиа-
ции на основе бликих адач (см. схему рис. 1).

Рис. 1. Схема решени mTSP по бликой адаче

Основным элементом схемы (рис. 1) влетс интеллектуалиированна систе-
ма по выбору метаэвристик (ИСМЭ). Выбор метаэвристик адачи TSPj на класте-
ре Cj, j = 1,m осуществлетс на основании блиости адачи ( ˜TSPj, C̃j) к адаче
(TSPj, Cj) по набору метрических характеристик сети mTSP и соответствущих
TSPj. Одним и факторов блиости адач влетс гистограмма распределени дуг
соответствущего графа сети. Управление выбором метаэвристики в этом случае
осуществлетс на основе блиости гистограмм. На рис. 2 представлена структура
ИСМЭ.

Рис. 2. Схема ИСМЭ

В системе ИСМЭ наиболее трудоемким этапом влетс наполнение баы ме-
таэвристик, что, в сво очеред, свано с проведением экспериментов на болшом
наборе примеров графов сети. Рассмотрим более подробно этап выбора метаэвристик
дл адачи TSPj на кластере сети Cj, j = 1,m.
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При решении TSP воникает вопрос выбора оптималного алгоритма среди мно-
ества алгоритмов и набора параметров дл получени наиболее бликого к лучше-
му маршрута а приемлемое врем. ачасту требуетс применит несколко ал-
горитмов последователно, например, апускаетс быстрый адный алгоритм дл
первого приблиени и атем другим алгоритмом проиводитс улучшение этого
решени. Естественно, воникает необходимост автоматиироват отбор компои-
ций алгоритмов решени TSP и набора метаэвристических параметров. Далее пред-
ставлен этап формировани баы данных дл обучени интеллектуалной системы
выбора алгоритма, основывас на метаинформации адачи TSP и графа.

В сви с этим проводитс вычислителный эксперимент дл сравнителного
аналиа на тестовых наборах данных, дл которых ивестны бликие к точным ре-
шени. Алгоритмы решени адачи многоагентной маршрутиации типа коммиво-
ера (многих коммивоеров) опиратс на метаэвристические алгоритмы решени
TSP . Таким обраом, в соответствии со схемой рис. 1, предлагаема модел примени-
ма дл mTSP , а таке влетс основой дл выбора алгоритмов решени V RPTW ,
описанной в [8].

Далее приведен список несколких метаэвристических алгоритмов (и более чем
40 участвущих в эксперименте):

1. Best Known (BK)  лучшее ивестное на данный момент решение дл набора
данных, беретс и библиотеки TSPLIB (Traveling Salesman Problem Library)
[29].

2. Ant Colony Optimization (ACO)  метаэвристический алгоритм, основанный
на поведении муравев в поисках пищи. Алгоритм ACO дл некоторых экем-
плров TSP моет находит качественные решени а раумное врем, но его
эффективност ависит от выбора параметров и конкретных характеристик
исследуемого экемплра TSP [10, 13, 26, 30].

3. Christofides (Chris)  алгоритм, основанный на комбинации минималного
охватыващего дерева и идеалного соответстви. Имеет временну сло-
ност O(n3), где n  количество вершин. Алгоритм гарантировано выдает
маршрут, который максимум в 1,5 раа длиннее оптималного, что делает его
одним и самых эффективных эвристических алгоритмов дл TSP [18, 28].

4. Concave Hull (Concave)  не преднаначен специално дл решени TSP . Он
исполуетс дл находени вогнутой оболочки набора точек в двумерном
пространстве. Имеет временну слоност O (n/log n), где n  количество
точек [19].
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5. Genetic  метаэвристический алгоритм оптимиации, основанный на принци-
пах естественного отбора и генетики [25].

6. Greedy Randomized Adaptive Search Procedure (GRASP )  многоадачный ал-
горитм, который сочетает адну конструктивну эвристику с методами ло-
калного поиска [22].

7. Greedy Karp-Steele Patching (GKSP )  улучшение традиционного адного ал-
горитма [16].

8. Hopfield Network (HN)  алгоритм на основе нейронной сети, который ис-
полуетс дл адач оптимиации, вклча TSP . Алгоритм основан на сети
ваимосванных вычислителных блоков (нейронов), где кадый нейрон со-
ответствует вершине в TSP , а сви меду нейронами представлт собой
расстони меду вершинами [20, 21].

9. Iterated Search (IS)  алгоритм, основна иде которого аклчаетс в испол-
овании первичного решени и применении процедуры поиска дл его улучше-
ни. Этот процесс повторетс несколко ра, кадый ра начина с наилучше-
го решени, найденного на данный момент. Процедуры поиска, исполуемые
на кадой итерации, могут быт одинаковыми или раными и выбиратс с
учетом их силных и слабых сторон [12].

10. Nearest Insertion (NI)  алгоритм, который начинает работу с первичного
маршрута, вклчащего две вершины, а атем итеративно добавлет к марш-
руту новые вершины таким обраом, чтобы минимиироват общу продол-
ителност маршрута [11].

11. Nearest Neighbour (NN)  алгоритм, который начинает работу с проиволной
вершины, а атем многократно выбирает блиайший не посещенну вершину,
пока все не будут посещены, что приводит к полному гамилтонову циклу [24].

12. Random Insertion (RI)  алгоритм, который начинаетс с выбора проиволной
первичной вершины, а атем добавлет в маршрут вершину, котора находитс
блие всего к началной. Следуща вершина выбираетс случайным обраом
и набора не посещенных и вставлетс в маршрут в случайном месте, которое
минимиирует увеличение общей длины маршрута [11].

13. Scatter Search (SS)  алгоритм, который начинаетс с содани первичной со-
вокупности вомоных решений с исполованием эвристики построени, та-
кой как блиайший сосед или случайна вставка. атем эта популци делитс
на несколко подгрупп, када и которых оптимиируетс с исполованием
метода локалного поиска. После чего лучшие решени и кадой подгруп-
пы обединтс дл содани ранообраного набора решений-кандидатов,
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которые дополнително оптимиирутс с исполованием метода локалного
поиска [13, 15, 17].

14. Sweep  конструктивный алгоритм, который начинаетс с выбора централ-
ной точки в экемплре TSP , например, геометрического центра вершин, а
атем сортирует их в полрных координатах относително этой точки. атем
алгоритм строит маршрут, соедин вершины в отсортированном пордке [27].

2. Вычислителный эксперимент

Дл обучени системы автоматического выбора алгоритма необходимо собрат
бау данных реултатов расчета дл набора метаэвристических алгоритмов и по-
строит систему определени метаданных. Приведем реултаты расчетов дл ука-
анной выше части метаэвристических алгоритмов.

Как правило, рассмотренные алгоритмы содерат в себе некоторые полова-
телские параметры, которые силно влит на реултаты работы дл конкретно-
го графа. Так как выбор оптималных параметров влетс отделной трудоемкой
адачей, в данном эксперименте он не проиводитс. Вместо этого полователские
параметры адатс средними общепринтыми наченими, а количество итераций
адаетс в ависимости от рамерности набора данных (чем болше рамерност,
тем болше итераций). Такой подход поволет получит опорные реултаты рабо-
ты алгоритмов дл лбого набора данных. В качестве одной и библиотек метаэв-
ристических алгоритмов исполуетс pyCombinatorial [23]. Это библиотека Python,
предоставлща набор алгоритмов комбинаторной оптимиации и инструментов
дл решени адач. В ней представлены популрные алгоритмы комбинаторной оп-
тимиации, вклча метаэвристические. Вано отметит, что pyCombinatorial имеет
открытый исходный код, начит, он доступен дл именени.

Раработанное прилоение дл расчетов имеет модулну структуру. Ваимо-
действие меду модулми прилоени реалиовано а счет выова функций. Схема
программного продукта представлена на рис. 3.

дес Главный модул влетс менедером всего проекта, на вход этого бло-
ка подаетс список графов. атем в Главном блоке происходит считывание данных
графа, после чего считанные данные передатс в Алгоритмический блок. Ал-
горитмический блок проиводит выов аданного списка алгоритмов и библиотек,
в данном случае это либо pyCombinatorial, либо Библиотека алгоритмов. Модул
Библиотека алгоритмов содерит авторские реалиации некоторых ранее аре-
комендовавших себ подходов. После того как Алгоритмический блок авершит
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Рис. 3. Схема расчетного модул

расчет, реултат вовращаетс в Главный блок и аписываетс в файл. Модул-
ный подход поволет масштабироват прилоение в ависимости от требований.

Дл проведени эксперимента исполовалис датасеты и TSPLIB [29]  биб-
лиотеки эталонных примеров дл TSP . Она состоит и коллекции данных дл ра-
личных TSP , а таке оптималных или лучших ивестных решений дл кадого
экемплра.

3. Метрические характеристики графа

етрические характеристики графа представлт собой количественные покаа-
тели, исполуемые дл имерени и аналиа свойств графа. Они предоставлт
информаци о расстоних и свх меду вершинами графа.

Понтие метаданные моно рассматриват как данные о данных, которые вы-
числтс на основе данных. Они могут вклчат таку информаци, как рамер
или плотност графа, распределение степеней или покаатели централности улов,
коэффициент кластериации или модулност структуры сообщества, а таке л-
бые другие сводные статистические данные или метрики, которые отраат ваные
свойства графа.

Метрические характеристики графа играт вану рол в аналие и сравнении
раличных типов графов, а таке в решении раличных адач, сванных с сетми,
маршрутиацией и оптимиацией. Они поволт качественно описыват и иучат

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2022, 3



Метаэвристики в бликих адачах маршрутиации типа многих коммивоеров89

структуру и свойства графа, что способствует лучшему понимани его характери-
стик, определщих выбор алгоритмов решени соответствущих адач маршрути-
ации. В целом, метаданные графа влтс источником информации дл аналиа
и обнаруени скрытых акономерностей и структур в слоных сетх. Список и-
влекаемых метрических данных:

1) is_directed  влетс ли граф направленным;
2) is_regular  влетс ли граф регулрным;
3) has_bridges  наличие в графе мостов;
4) is_chordal  влетс ли граф хордовым;
5) diameter  диаметр графа;
6) radius  радиус графа;
7) nodes  количество вершин;
8) edges  количество ребер;
9) count_max_cliques  количество максималных клик;

10) max_weight_clique  вес максималной клики;
11) density  плотност графа;
12) node_connectivity  параметр свности улов;
13) count_triangles  количество триангулций;
14) number_of_isolates  количество иолированных вершин;
15) s_metric  s-метрика графа.

Метрические характеристики графа описыват его общу характерну структуру.
Очевидно, что список реалных характеристик намного шире, он вклчает в себ
качественные и экспертные оценки, которые слоно привести к числовому формату
дл расчетов в автоматиированной системе. Еще одной формой метрических ха-
рактеристик влтс слоные органиованные данные, например, статистическое
распределение дуг графа. Такие характеристики имет многоуровневу структуру,
котору невомоно обработат стандартными методами численного сравнени. В
сви с этим приходитс либо исполоват силно упрощенное начение, например,
среднее расстоние по максималному количеству входений диапаона, либо ис-
половат каку-либо особенну стратеги дл сравнени конкретной структуры
характеристики.

Приведем алгоритм расчета ваной метрической характеристики  статистики
распределени весов дуг графа сети.
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Алгоритм 1. Алгоритм подсчета статистики распределени весов в графе

Вход: Список точек на плоскости (Points), полователские параметры
(split_parts  количество диапаонов дл подсчета статистики).
Выход: Обект типа {”statistic ”min_distance ”max_distance ”step”}, где
statistic  список и split_parts элементов, в котором кадый элемент со-
ответствует количеству весов, попавших в данный диапаон. min_distance 
минималный вес, max_distance  максималный вес, step  шаг, на который
отличатс диапаоны.

1. Инициалиироват переменные min_distance = inf , max_distance = −inf ,
statistic = [01, 02, . . . , 0split_parts].

2. Дл кадой точки получит ее индекс в Points.
3. Дл кадой точки получит ее индекс point1_index в Points.

a) Дл кадой точки, начина с индекса point1_index+1, получит ее индекс
point2_index в Points.

(i) Вычислит расстоние distance меду точками с индексами
point1_index и point2_index.

(ii) Если полученное расстоние болше, чем max_distance

(A) Присвоит max_distance = distance.
(iii) Если полученное расстоние менше, чем min_distance

(A) Присвоит min_distance = distance.
4. Вычислит шаг step = (max_distance−min_distance)/split_parts.
5. Дл кадой точки получит ее индекс point1_index в Points.

a) Дл кадой точки, начина с индекса point1_index+1, получит ее индекс
point2_index в Points.

(i) Вычислит расстоние distance меду точками с индексами
point1_index и point2_index.

(ii) Вычислит индекс диапаона, в который попадает вес
index = distance//step (где //  операци делени нацело).

(iii) Увеличит количество весов в диапаоне по индексу
statistic[index]+ = 1.

6. Вернут обект типа: {”statistic” : statistic, ”min_distance” : min_distance,

”max_distance” : max_distance, ”step” : step}.
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В данном алгоритме умышлено применетс дублирование кода обхода всех вер-
шин графа. Дублировани моно было ибеат путем добавлени вспомогател-
ного массива весов. В этом случае происходит огромна нагрука на оперативну
памт при вычислении статистики распределени весов в полносвных графах
болшой рамерности (болше 10 000 вершин). Поэтому было принто решение по-
высит нагруку на процессор и сниит нагруку на оперативну памт.

4. Проверка гипотеы блиости адач

Определение степени блиости адач влетс ваной дл работы системы ре-
комендаций по выбору метаэвристических алгоритмов. Если рассматриват мное-
ство метрических характеристик адачи маршрутиации как вектор в N -мерном
пространстве, то повлетс вомоност находит метрическое расстоние меду
векторами, например, евклидово или косинусное расстони. Тогда в определенных
услових две адачи тем блие, чем менше расстоние меду их векторами метри-
ческих характеристик M .

При аналие компонент вектора метрических данных необходимо учитыват сте-
пен ваности кадой компоненты (характеристики). Так как определенные харак-
теристики более ваны дл описани структуры адачи, чем другие, то воникает
иерархи этих данных. Этот факт необходимо учитыват при находении степени
блиости адач. Приоритет кадой и характеристик моет иментс в ависимо-
сти от условий, при которых происходит расчет блиости. Как правило, приоритиа-
ци не влетс автоматиированной и адаетс экспертом дл кадого отделного
случа.

Дл находени степени блиости адач предлагаетс ввешенный алгоритм
находени расстони меду векторами и M . Алгоритм влетс модификаци-
ей классического метрического расстони векторов. адаетс весовой параметр w,
определщий ваност начени компоненты M , находщейс на определенной по-
иции. В данном подходе начени кадого и принаков сортирутс по убывани
степени ваности в кадом и векторов. В качестве весовой выбираетс убываща
последователност w1 ≥ w2 ≥ . . . ≥ wN ≥ 0, где wj ∈ [0, 1]. Таким обраом, функци
блиости имеет вид:

d(x, x̃) =


N

i=1

w2
i (x̃i − xi)

2

 1
2

, (1)

где x, x̃  векторы метрических характеристик, N  рамерност вектора.
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Такой подход поволет учитыват факт неравноценности метрических характе-
ристик M графов. Это свано с тем, что определенные характеристики конкрет-
ного графа лучше описыват структуру адачи, чем другие, которые имет более
локалное начение.

Алгоритм 2. Weighted distance

Вход: Два вектора x, x̃.
Выход: Ввешенное расстоние векторов d(x, x̃).

1. Найти расстоние d меду векторами x, x̃ по формуле (1).
2. Вернут найденное расстоние.

Дл проверки гипотеы о соответствии малости метрического расстони у двух
бликих адач проводитс следущий эксперимент по алгоритму:

1. Вт тестовый граф G.
2. Сгенерироват новый бликий граф G̃, применив Алгоритм 3 к G.
3. Вычислит метрические характеристики M графа G и M̃ графа G̃.
4. Вернут расстоние меду M и M̃ по Алгоритму 2.

В данном эксперименте вомущение вноситс по следущему алгоритму:

Алгоритм 3. Graph disturbance

Вход: Исходный граф G (вершины графа адатс координатами векторов и Rl),
мера вомущени eps.
Выход: Вомущенный граф G̃.

1. Получит массив векторов d рамерности l случайных начений в диапаоне
[−1, 1].

2. Умноит кадое начение и d на eps.
3. Содат G̃ как копи графа G.
4. Слоит каду точку и G̃ с соответствущей точкой вектора и d.
5. Вернут найденный граф G̃.
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Данный эксперимент подтвердает гипотеу о том, что метрические характери-
стики бликих графов таке блики.

Подобным обраом проверетс гипотеа об оптималности метаэвристического
алгоритма дл бликих адач. Дл подтвердени этой гипотеы был проиведен
эксперимент по следущей схеме:

1. Вт тестовый граф G, дл которого уе ивестен оптималный метаэври-
стический алгоритм A.

2. Сгенерироват новый граф G̃, применив Алгоритм 3 к G.
3. Найти оптималну метаэвристику Ã дл графа G̃.
4. Вернут A = Ã.

Если эксперимент в болшинстве случаев покаывает, что A ≡ Ã, то гипотеа
подтвердена.

На рис. 4 покаано вомущение одного графа при раличных начених . Си-
ним цветом отмечен иначалный граф, ораневым  сгенерированный. Видно, что
малые вомущени влекут а собой неначителное смещение точек, граф остаетс
почти таким е как и был до вомущений. Но чем болше  тем силнее новый граф
отдалетс от началного.

На рис. 5 приведены некоторые характерные случайно сгенерированные бликие
графы, на которых проводилс эксперимент. На данных рисунках сохранен масштаб
исходных графиков, вомущение таке применлос на исходном масштабе. Видно,
что чем болше иначална рамерност, тем менее аметны вомущени при ма-
лых . Очевидным приемом дл борбы с таким эффектом влетс нормалиаци
вершин перед вомущением. Это поволит рассматриват все вершины в одних пре-
делах и, следователно, вомущение всегда будет имет одинаковый эффект. Но при
таком подходе следует учитыват начени , так как при нормалиации от −1 до 1

начение  = 1 уе влетс доволно таки начимым вомущением.
Таке подобный эксперимент ставитс дл определени расстони, когда графы

перестат быт бликими:

Алгоритм 4. Graph max disturbance

Вход: Исходный граф G, мера вомущени , шаг подбора вомущени step.
Выход: Расстоние, при котором графы перестат быт бликими.

1. Вт тестовый граф G, дл которого уе ивестен оптималный метаэври-
стический алгоритм A.
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(a) Реултат дл a280 при  = 1 (b) Реултат дл a280 при  = 5

(c) Реултат дл a280 при  = 7 (d) Реултат дл a280 при  = 9

Рис. 4. Реултаты работы алгоритма Graph disturbance

2. Сгенерироват новый граф G̃, применив Алгоритм 3 к G c параметром .
3. Найти оптималну метаэвристику Ã дл графа G̃.
4. Если A == Ã, то  = + step и перейти на шаг 2.
5. Вычислит метрические характеристики M графа G и M̃ графа G̃.
6. Вернут расстоние меду M и M̃ по Алгоритму 2.

В реултате работы этого алгоритма находитс минималное расстоние с точ-
ност , при котором графы перестат быт бликими.

Дл проверки устойчивости решени при вомущении адачи предлоен экспе-
римент:

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2022, 3



Метаэвристики в бликих адачах маршрутиации типа многих коммивоеров95

(a) Реултат дл gr229 (b) Реултат дл d657

(c) Реултат дл rat783 (d) Реултат дл u724

Рис. 5. Реултаты работы алгоритма Graph disturbance

Алгоритм 5. Graph solution stability

Вход: Исходный граф G, оптималное решение S, мера вомущени , шаг подбо-
ра вомущени step, окрестностей при которой решение считаетс устойчивым ω,
количество итераций I.
Выход: Устойчивое ли решение на графе.

1. Инициалиироват счетчик итераций i = 0.
2. Проверит количество итераций, если i > I, то перейти на шаг 7.
3. Сгенерироват новый граф G̃, применив Алгоритм 3 к G c параметром .
4. Найти оптималное решение S̃ дл графа G̃, исполу оптималное решение

S как началное решение.
5. Увеличит счетчик итераций i = i+ 1.
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6. Если раличие в решених в пределах допустимой окрестности S̃ − S < ω,
то  =  + step и перейти на шаг 2. Если нет, то вернут False и авершит
процедуру.

7. Вернут True.

В реултате работы этого алгоритма определетс устойчивост полученного ре-
шени на I итерацих с точност ω. Решение считаетс устойчивым, если раличие
в полученных решених не превышает параметр ω.

5. Реултаты вычислителного эксперимента

В реултате эксперимента сформированы таблицы 1, 2 работы метаэвристиче-
ских алгоритмов дл набора графов и TSPLIB. В колонке BK находитс лучшее
ивестное решение дл конкретного набора данных на текущий момент. И таблиц
видно, что раброс решений, полученных кадым и алгоритмов, не очен болшой.
Дл определенного набора данных один и алгоритмов дает лучшее решение среди
осталных.

Таблица 1. Реултаты расчетов метаэвристик

ID Graph BK ACO Concave GKSP HN IS SS
1 eil51 426.0 429.53 441.23 442.13 436.07 431.10 434.24
2 berlin52 7542.0 7544.36 8325.96 7998.20 7544.36 7544.36 7716.68
3 st70 675.0 677.19 695.54 692.50 688.75 685.45 690.63
4 pr76 108159.0 108276.70 111159.94 118873.96 113197.86 108604.45 108879.74
5 eil76 538.0 559.89 566.01 575.77 563.04 551.96 559.07
6 gr96 513.0 517.97 517.49 525.25 518.89 513.85 520.72
7 rat99 1211.0 1239.79 1281.05 1274.80 1226.03 1268.71 1266.36
8 rd100 7910.0 8004.78 8167.40 8328.34 8066.22 8079.75 7910.39
9 kroB100 22141.0 22276.46 22407.52 22239.20 22284.28 22545.19 22472.90
10 kroD100 21294.0 21637.25 21777.24 22417.39 21637.04 21711.53 21630.23
11 kroA100 21282.0 21298.97 21481.30 21601.19 21294.39 21511.00 22473.64
12 kroC100 20749.0 20869.58 21109.46 21170.36 20786.89 21156.13 21249.13
13 kroE100 22068.0 22284.07 22912.52 22864.63 22302.16 22591.34 22141.83
14 eil101 629.0 659.44 656.47 678.41 664.16 659.26 668.60
15 lin105 14379.0 14382.99 0.0 15093.49 14824.21 14406.11 14828.13
16 pr107 44303.0 44346.18 0.0 47099.53 46009.39 45211.84 44857.32
17 pr124 59030.0 59208.55 0.0 60562.49 59864.32 59624.21 60088.84
18 bier127 118282.0 119302.01 122893.60 118404.78 120418.76 120358.78 124226.09
19 ch130 6110.0 6255.06 6502.65 6191.67 6252.02 6333.13 6245.31
20 pr136 96772.0 98203.23 0.0 99025.37 98542.50 98979.33 99084.31
21 gr137 706.0 710.27 722.77 740.62 720.41 720.62 731.56
22 pr144 58537.0 58535.22 0.0 58620.69 58602.32 58635.87 58604.90
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Таблица 2. Реултаты расчетов метаэвристик. Продоление

ID Chris Sweep NI NN RI Genetic GRASP
1 443.96 436.62 432.95 431.87 433.30 429.53 431.43
2 7868.36 7629.87 7658.95 7658.95 7544.36 7544.36 7619.15
3 696.19 677.10 687.97 684.17 678.62 690.63 682.57
4 113744.39 108795.13 109368.92 108879.74 108797.31 110703.54 108843.55
5 570.35 560.67 562.74 559.31 557.22 566.02 563.62
6 0.0 520.19 515.72 517.91 513.02 534.11 517.94
7 1303.40 1254.36 1245.85 1221.00 1240.96 1281.94 1244.65
8 8336.74 8117.18 8020.63 8120.04 7959.09 8268.31 8090.34
9 22994.26 22463.28 22237.12 22346.60 22292.04 22326.01 22594.86
10 21726.74 21851.71 21480.95 21551.93 21384.50 21778.30 21554.74
11 22126.62 21573.50 21481.93 21362.97 21366.77 21381.83 21285.44
12 21321.74 20898.61 21276.14 20996.57 20912.87 21268.11 20928.12
13 22794.99 22346.76 22401.59 22407.48 22211.17 22423.36 22471.43
14 664.48 667.00 661.31 652.09 660.09 650.79 661.23
15 15014.92 14429.07 14574.71 14501.77 14440.90 14931.06 14472.85
16 45317.79 44775.91 44566.63 44346.18 44548.22 44620.66 44689.76
17 59570.32 59315.40 59164.49 59086.80 59181.65 60088.84 59074.80
18 122143.48 119987.40 121388.37 119336.77 119605.90 123941.64 119402.13
19 0.0 6288.57 6341.17 6250.97 6171.82 6344.00 6260.02
20 98905.33 98526.00 101592.54 103459.46 97914.04 99807.24 99805.66
21 0.0 721.08 716.72 714.44 706.28 733.05 710.69
22 58810.93 58602.32 58862.85 58669.42 58535.22 58587.14 58604.90

В случае, когда алгоритм не смог найти решение в сви с достиением пределов
допустимой памти или другими ограниченими, в найденное расстоние устанавли-
ваетс начение 0 и считаетс, что данный алгоритм не применим к такой структуре
данных.

Оценка работы алгоритмов решени дл кадого и наборов данных представле-
на на графике (рис. 6). дес отобраена относителна оценка по всем полученным
решеним:

δ(d) =
|d− d∗|

d∗
. (2)

дес d  реултат и таблиц 1, 2, d∗  начение и столбца BK таблиц 1, 2 (d 
найденное расстоние).

Предполагаетс, что лучшее ивестное решение менше либо равно лбому най-
денному в процессе эксперимента. Но если какой-либо алгоритм улучшит лучшее
ивестное решение, то это будет аметно на графике, так как начение относител-
ной оценки приблиитс к нул. Таким обраом, чем точка блие к нул, тем более
точное решение было найдено. Отделно обрабатыватс случаи когда алгоритм не
смог отыскат решение, в таком случае на графике адаетс начение на несколко
процентов худшее и всех представленных покаателей.
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Рис. 6. Реултаты работы алгоритмов

6. аклчение

Представлен подход по решени NP -трудных адач многоагентной маршрути-
ации, основанный на решении бликих адач по схеме адача  блика адача 
алгоритм. Сниение рамерности исходной адачи основано на ее декомпоиции,
согласованной с маршрутами коммивоеров на кластерах. Дл решени адачи
коммивоера на выделенном кластере осуществлетс выбор метаэвристик. Дл
этого проиведен численный эксперимент по решени локалных TSP с исполо-
ванием широкого набора метаэвристик на мноестве данных и библиотеки TSPLIB.
Определены наиболее эффективные алгоритмы дл находени оптималных марш-
рутов.

Реултаты эксперимента покаали, что все примененные метаэвристики способ-
ны найти приблиенные или оптималные решени адачи коммивоера на ра-
личных наборах данных. Однако, в ависимости от характеристик адачи, некоторые
алгоритмы провили себ более эффективно и точно, чем другие. При этом некото-
рые алгоритмы покаыват лучший реултат на несколких тестовых наборах дан-
ных. Набор лучших алгоритмов и процентное соотношение от всех наборов данных
следущие: Concave Hull 22%, ACO 12%, Christofides 12%, Scatter Search 9%, Sweep
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5%, Iterated Search 5%, Nearest Neighbour 5%, Nearest Insertion 5%, Random Insertion
5%, GRASP 5%, Hopfield Network 5%, Genetic 5%, Greedy Karp-Steele Patching 5%.

Моно сделат вывод, что Concave Hull выдал лучшие реултаты в 22% те-
стовых примеров и всей выборки, таке хорошие реултаты покаали ACO и
Christofides. На основе полученных реултатов планируетс исполоват ависи-
мост метаданных адачи от реултатов и вклчит соответствущий модул в
интеллектуалну систему по выбору метаэвристик и их компоиций. Рекомендует-
с выбират метаэвристику в ависимости от особенностей адачи маршрутиации.
Необходимо учитыват структуру и метрические характеристики сети, требовани к
точности решени и врем выполнени. Комбинирование раличных метаэвристик
таке моет привести к получени лучших реултатов.

В аклчение автор выраает благодарност и болшу принателност науч-
ному руководител Коловой М.Г. а поддерку, помощ и научное руководство, а
таке автор благодарит Лукненко В.А. а помощ в работе и обсудении реул-
татов стати.
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РЕФЕРАТЫ ИНФОРМАТИКА И МАТЕМАТИКА

Гребенева А. А., Лукненко В. А. Некоторые адачи феноме-
нологического уравнени спинового горени / А. А. Гребенева,
В. А. Лукненко // Таврический вестник информатики и математи-
ки.  2022.  3 (56).  C. 7 – 29.

УДК: 517.957, 517.928.7

В работе исследуетс модел спинового горени, обобщение модели елдовича с
псевдодифференциалным оператором (−∆)α, 0 < α < 1, на вещественной оси и со-
ответствущее ей интегралное представление адачи. Дл модели с периодическими
условими по пространственной переменной и ее спектралной адачи установлена
согласованност с модел горени на окруности, котора соответствует спиновым
реимам горени тонкостенного цилиндра. С помощ дискретного преобраовани
Фуре получено представление адачи в виде нелинейного интегралного уравнени
типа свертки. Дл сравнени приводитс модел бегаового спинового горени на
всей плоскости, соответствущее ей интегралное представление адачи. Представ-
лена операторна форма адачи и докаано, что соответствущий оператор влетс
генератором голоморфной полугруппы. Докаана локална рарешимост адачи
дл ограниченных областей.

Клчевые слова: нелинейное уравнение, нестационарные эффекты, бегущие волны, би-
фуркационный анали, интегралное представление.

Колова М. Г., Германчук М. С. Раработка гибридной системы рекомен-
даций / М. Г. Колова, М. С. Германчук // Таврический вестник инфор-
матики и математики.  2022.  3 (56).  C. 30 – 52.

УДК: 004.02, 004.051, 004.415.2

Работа посвщена проблеме раработки и оценке эффективности гибридной систе-
мы рекомендаций, раработанной на основе методов коллаборативной филтрации
и филтрации по содеримому. В работе выделены основные проблемы систем ре-
комендаций, приведены методы их решени; описан процесс раработки гибридной
системы рекомендаций. С помощ оценок точности и полноты определены опти-
малные способ органиации методов в системе рекомендаций и начени парамет-
ров.

Клчевые слова: гибридна система рекомендаций, метод коллаборативной филтра-
ции, метод филтрации по содеримому, способы органиации методов, критерии точ-
ности и полноты.
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Лукненко В. А., Лукненко Д. В., Редкокош К. И. Восстановление па-
раметров в моделх магнитной восприимчивости / В. А. Лукненко,
Д. В. Лукненко, К. И. Редкокош // Таврический вестник информатики
и математики.  2022.  3 (56).  C. 53 – 68.

УДК: 51-73+54.03

В работе получены новые реултаты восстановлени параметров в моделх маг-
нетохимии дл исследовани химических соединений по эксперименталным дан-
ным, которые представлт собой имерени температурной ависимости магнитной
восприимчивости. Приментс ависимости, полученные и модели Гейенберга-
Дирака-Ван-Флека. Соответствущие материалы парамагнитных комплексов пере-
ходных металлов исполутс как компоненты в молекулрных электронных и фо-
тохимических устройствах дл хранени и переноса информации, как преобраова-
тели солнечной энергии. Получены теоретические представлени магнитной воспри-
имчивости в ависимости от спиновых характеристик соединений, которые содерат
искомые параметры. На бае эксперименталных данных и минимиации квадратич-
ных функционалов найдены параметры ависимости. Покаано их согласованност
с ивестными реултатами.

Клчевые слова: магнитна восприимчивост, свойства соединений, спиновые харак-
теристики, восстановление параметров, численный эксперимент, модел Гейенберга-
Дирака-Ван-Флека.

Лукнова Е. А., Прочитанский М. С., Лукнова М. E. Распределенные
системы в среде динамического моделировани / Е. А. Лукнова,
М. С. Прочитанский, М. E. Лукнова // Таврический вестник информа-
тики и математики.  2022.  3 (56).  C. 69 – 79.

УДК: 519.673

В работе на примере моделировани акономерностей течени инфекционного або-
левани -– вирусной лихорадки Эбола покааны вомоности программного обес-
печени Среда динамического моделировани технических систем SimInTech дл
моделировани и исследовани такого слоного биологического процесса, как ин-
фекционный процесс.

Клчевые слова: среда динамического моделировани, вирусна лихорадка Эбола, распре-
делённые системы, обыкновенные дифференциалные уравнени, SIR-модел и её расшире-
ни.
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Макаров О. О. Метаэвристики в бликих адачах маршрутиации типа
многих коммивоеров / О. О. Макаров // Таврический вестник инфор-
матики и математики.  2022.  3 (56).  C. 80 – 102.

УДК: 004.023; 519.16

Основывас на блиости адач маршрутиации по метаинформации, в работе пред-
ставлен этап формировани ба данных дл обучени интеллектуалиированной
системы по выбору метаэвристических алгоритмов решени адачи многоагентной
маршрутиации. Блиост двух адач маршрутиации определетс блиост их
математических моделей и блиост участвущих в решении фрагментов слоной
сети. Приведено описание метода определени блиости двух графов основанного на
находении ввешенного метрического расстони меду векторами метаэврестиче-
ских параметров соответствущих графов.

Описан формалный подход решени адачи маршрутиации на основе бликих а-
дач. Покааны этапы формировани решени оригиналной адачи и бликой.

Продемонстрирован эксперимент подтвердащий гипотеу о том, что векторы мет-
рических характеристик у бликих адач находтс на неболшом расстонии друг
от друга. Описаны вспомогателные эксперименты, покаыващие максималное до-
пустимое раличие меду графами, при котором они считатс бликими. Приведен
эксперимент, подтвердащий гипотеу о том, что метаэвристический алгоритм, ра-
ботащий оптимално дл определенной адачи, будет оптимално работат и дл
бликой.

Приводитс описание структуры интеллектуалиированной системы по выбору ме-
таэвристик и сформированы основные принцыпы работы этой системы.

В решении многоагентных адач типа коммивоера болшой рамерности прои-
водитс согласованна декомпоици на локалные кластерные адачи маршрутиа-
ции. На локалном уровне выбиратс подходщие алгоритмы.

Приведены реултаты экспериментов по решени адач коммивоера с исполо-
ванием раличных метаэвристик на данных и TSPLIB. Определены эффективные
алгоритмы находени маршрутов. Эксперимент покаал, что болшинство приме-
ненных метаэвристик поволт находит приблиенные или оптималные реше-
ни. Приведен список лучших по отношени точности алгоритмов, которые плани-
руетс исполоват в раработке интеллектуалной системы выбора метаэвристик,
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с учетом особенностей адачи (структура и слоност сети, точност, врем). Пред-
полагаетс комбинирование метаэвристик, которое моет привести к оптималным
реултатам.

Клчевые слова: адача коммивоера, адача несколких коммивоеров, блиост
адач, TSPLIB, метаэвристика, метаданные графа.
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