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Specifics of building multi-agent routes in hierarchical networks.

Kozlova M. G., Lukianenko V. A., Makarov O. O., Rudenko L. I.

Abstract. The article discusses applied models of multi-agent routing, taking into account
the specifics of the organization of the network structure, the goals of the system and the local
goals of agents. The class of problems of multiple traveling salesmen (mTSP) of different levels
of hierarchycal clustering (HCmTSP) is singled out. The construction of HCmTSP routes is
consistent with the natural clustering of a complex infrastructure network. An overview of
problems, methods and algorithms based on various heuristics is given. The hierarchical clustering
of the network is distinguished. It is shown that, depending on the logistical goals, a different
type of clustering consistent with mTSP should be chosen.

It is shown that the task of constructing multi-agent mTSP routes in complex networks with
a hierarchical vertex structure has numerous applications. For example, it is necessary to deliver
goods from a certain center to regional centers, where they will be overloaded and delivered to
consumers in the shortest time or at the lowest cost. It combines cluster traversal tasks (cluster
traveling salesman task) and local traveling salesman tasks on each cluster. Other models are
associated with the use of unmanned aerial vehicles – drones (UAVs) in the tasks of monitoring
infrastructure networks. The original network is matched with a simpler flyby network and the
original task of many traveling salesmen (mTSP) is simplified. Modern information approaches
lead to new formulations of multi-agent routing tasks in social networks with a hierarchical
structure of user communities.

To study hierarchical mTSP, modern approaches based on exact and approximate algorithms
are used, using heuristics, metaheuristics, genetic algorithms and a neural network approach,
intellectualized big data processing. The task of developing hierarchical routing algorithms for
many agents in infrastructure networks is associated with: description of hierarchical clustering
algorithms and their application to routing tasks; coordination of hierarchical clustering with
the task of building routes on clusters; construction of hierarchical routing algorithms combining
cluster traversal and construction of traveling salesman-type routes on clusters.
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The hierarchical mTSP structure is distinguished with a set of clusters of the lower level
of the hierarchy, several bases (warehouses for transshipment of goods) and a base (vertex) of
the highest level. It is shown that when developing HCmTSP algorithms, clustering consistent
with the traveling salesman’s task is significantly used. Having analyzed the clustering efficiency
based on the decomposition of the original problem, clustering algorithms consistent with TSP
are proposed. Depending on one or many separation centers, their hierarchy, the structure of the
network as a whole, it is necessary to choose the appropriate clustering.

The article provides an overview of sources and a description of methods for solving mTSP
based on clustering. The formulation of the problem is concretized and the results of a numerical
experiment confirming the theoretical positions are presented. The results of a computational
experiment on clustering types and routes are compared. Preference is given to hierarchical
clustering consistent with the HCmTSP route hierarchy.

Keywords: traveling salesman problem, multiple traveling salesman problem, hierarchical
clustering, algorithm for solving the multiple traveling salesman problems

Введение

Актуалност темы свана с болшим числом прикладных адач построени
многоагентных маршрутов в слоно органиованных сетх [1-6]. Например, и неко-
торого центра необходимо доставит товар в регионалные центры, где они будут
перегруены и доставлены потребителм а наименшее врем или с минималной
стоимост. дес сочетатс адачи обхода кластеров (кластерна адача комми-
воера) и локалные адачи коммивоеров на кадом кластере. Другие модели
сваны с применением в адачах мониторинга инфраструктурных сетей беспилот-
ных летателных аппаратов – дронов (БПЛА). Исходной сети ставитс в соответ-
ствие более проста сет облета и упрощаетс исходна адача многих коммиво-
еров (Multiple Travelling Salesman Problem, mTSP). Современные информационные
подходы приводт к новым постановкам адач многоагентной маршрутиации в со-
циалных сетх [7].

Дл исследовани иерархических mTSP приментс современные подходы, ос-
нованные на точных и приблиенных алгоритмах, с исполованием эвристик, ме-
таэвристик, генетических алгоритмов и нейросетевого подхода, интеллектуалииро-
ванной обработки болших данных.

адача раработки алгоритмов иерархической маршрутиации многих агентов в
инфраструктурных сетх свываетс с:

1) описанием алгоритмов иерархической кластериации и их применением к а-
дачам маршрутиации,

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2022, 2



Специфика построени многоагентных маршрутов в иерархических сетх 9

2) согласованием иерархической кластериации с адачей построени маршрутов
на кластерах,

3) построением алгоритмов иерархической маршрутиации, сочетащий обход
кластеров и построение маршрутов типа коммивоеров на кластерах.

Далнейшее илоение, в основном, влетс продолением работ [1-6].
В стате приводитс обор источников и описание методов решени mTSP, осно-

ванных на кластериации. Далее конкретиируетс постановка адачи и приводтс
реултаты численного эксперимента, подтвердащего теоретические полоени.

1. Иерархическа кластериаци в адачах маршрутиации

1.1. адача коммивоера. адачи коммивоера (Travelling Salesman Problem,
TSP) и многоагентна TSP (mTSP) хорошо ивестны в литературе и влтс NP-
трудными [9]. Впервые дл численного решени TSP был предлоен алгоритм Дан-
цига, Фалкерсона и Донсона, где исполовалс метод ветвей и границ (МВГ), с по-
мощ которого было обнаруено, что среднее врем вычислени слишком велико,
чтобы МВГ моно было примент в реалных адачах TSP. Поэтому TSP решалас
с помощ раличных метаэвристик, таких как колонии муравев ACO, имитаци
отига RS, генетические алгоритмы GA и другие. Новые алгоритмы продолат
повлтс, и их интересно исполоват в классических адачах и раличных обоб-
щених mTSP.

адача коммивоера моет быт формално определена следущим обраом.
Пуст аданы сет S = (V, U, C), граф G = (V, U), где V  мноество улов, U 
мноество дуг, а C = [cij]  матрица атрат, где адана стоимост cij проходени
дуги (i, j) от ула i до ула j. Требуетс найти гамилтоновый цикл в G минималной
стоимости, который проходит чере кадый уел i ровно один ра.

С точки рени комбинаторной оптимиации, TSP  это адача перестановки
вершин, цел которой найти пут меншей длины или минималной стоимости в
неориентированном графе. Пут начинаетс с выбранного ула, посещатс все улы
один а другим, чтобы в итоге вернутс к исходному улу. Таким обраом, долны
формироватс маршруты, в которых и не допускаетс никаких подпутей.

Приведем формалну модел TSP. Обоначим: n  количество улов в графе;
ui  полоение i-го города на пути решени; D  матрица расстоний; dij  вес
ребра от i-го ула до j-го ула; начени расстоний влтс неотрицателными
наченими; X  матрица смености цикла Гамилтона; xij = 1 при наличии на-
правленного ребро на пути от i-го ула к j-му улу; в противном случае xij = 0.

Таврический вестник информатики и математики, 2 (55)’ 2022
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Целевой функцией оптимиации траектории влетс:
n

i=1

n

j=1

dijxij → min,

кадый уел имеет толко одно входщее ребро:
n

i=1

xij = 1, ∀j (i ∕= j),

кадый уел имеет толко одно исходщее ребро:
n

j=1

xij = 1, ∀i (i ∕= j),

существует толко один тур, охватыващий все города:

ui − uj + nxij  n− 1.

В случае адачи mTSP долно быт сгенерировано более одного цикла (кадый
агент имеет отделный цикл), и кадый уел посещаетс толко одним агентом. Дл
mTSP формална модел долна быт расширена следущими элементами: m 
количество коммивоеров; ограничени на уел (начало и конец):

n

i=1

xi0 = m,
n

j=1

x0j = m.

Ивестно, что адача TSP моет быт решена с помощ целочисленного про-
граммировани (методом ветвей и границ, динамического программировани) дл
малых рамерностей сети G. Дл симметричной матрицы раработаны алгоритмы
ветвлени и рареов. Поиск оптималных решений адачи TSP болшой рамер-
ности с симметричной матрицей с исполованием метода ветвей и границ требует
болших вычислителных атрат или вообще невомоен. адача TSP влетс NP-
полной и считаетс одной и самых сереных, несмотр на мноество раличных
методов решени.

Алгоритм TSP моет быт применен дл решени многих раличных адач та-
ких, как

• планирование оптималного маршрута транспортировки, как дл доставки,
так и дл сбора;

• эвристическое решение адачи оптимиации ркака;
• планирование оптималной последователности работ и др.

В литературе выделт следущие варианты адачи TSP:
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• классическа адача TSP: одно депо и один агент-коммивоер;
• многоагентна адача коммивоера (mTSP): одно депо и много агентов;
• Multi Depot multiple Traveling Salesman Problem (MDmTSP): несколко складов

(депо) и мноество агентов; кадый агент приписан к одному складу (депо).

адача коммивоера  это NP-трудна адача, то ест она, по крайней мере,
так е слона, как и самые трудные адачи NP. Слоност алгоритма перебора
влетс O(N !), где N = |V |. Поэтому дл находени аппроксимации глобалного
оптимума исполутс некоторые эвристики. И семейства популрных эволци-
онных алгоритмов выделт следущие методы, которые наиболее широко испол-
утс дл находени приблиени к оптималному маршруту:

• генетический алгоритм: набор векторов параметров оптимиируетс с испол-
ованием операторы селекции, скрещивани и мутации;

• оптимиаци ро частиц: генерируетс много агентов нинего уровн, которые
перемещатс случайно, но найденный ими оптимум подкреплетс другими
членами колонии;

• оптимиаци муравиной колонии: генерируетс много агентов, которые со-
трудничат друг с другом, общатс друг с другом и со своим окруением;

• табу-поиск: фаа локалного поиска расширетс апретами, исполутс (та-
бу) правила, поволщие ибеат ненуных поиционных тестов.

Рассматрива стандартные эвристические алгоритмы, моно выделит следу-
щие алгоритмы:

• алгоритм блиайшего соседа: выбираетс блиайший не посещаемый уел в
качестве следущего ула маршрута (моет быт далек от оптималного),

• попарный обмен ребрами: два ребра удалтс и маршрута и два новых ребра
вклчены в маршрут, чтобы сниит общу стоимост.

Во многих реалных прилоених улы соответствут точкам в пространстве,
где веса соответствут расстоним меду этими улами. Рассмотрим адачу, когда
улы представлт точки в евклидовом пространстве. Предполагаем, что всегда су-
ществует св меду лбыми парами улов внутри графа (граф полный). Рассмат-
рива TSP с улами в евклидовом пространстве, моно аметит, что оптималный
маршрут обычно соединет соседние улы, т. е. соседние улы находтс рдом друг
с другом и в оптималном маршруте нет пересечений ребер.

Все методы, исполуемые дл решени TSP, имет ограничени на врем вы-
числени. В работе рассматриватс решени адач маршрутиации со многими ра-
личного уровн улами (вершинами сети) и многими агентами. Многоагентные TSP
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остатс предметом текущих исследований, на TSP моно пробоват проверт но-
вые раличные эвристические стратегии. Существут раличные прилоени в а-
дачах с болшим количеством вершин (улов). Например, адача доставки акаов,
формулировка которой мотивирована проблемой комплектовани акаов на скла-
дах, где продукты одного и того е типа хрантс на раных складах или в раных
местах на одном и том е складе. Кроме того, раличные постановки адачи мо-
гут быт преобраованы в TSP с болшим количеством вершин (улов), например,
проблема маршрутиации транспортных средств или проблема составлени распи-
сани работы магаинов. В последнем случае проблема с n рабочими местами и m

машинами  это TSP с n ·m вершинами.
С другой стороны, дл решени адач с болшим числом вершин моно испол-

оват раличные методы кластериации, основанные на прототипах, центрах, ком-
понентах графа и плотностх. В некоторых источниках находитс решение TSP с по-
мощ кластеров, например, в [10] предлоен подход наванный Clustered Traveling
Salesman Problem (CTSP, кластерна адача коммивоера). Широко представлены
исследовани решени адачи TSP с исполованием колонией муравев, имитацией
отига и генетическими алгоритмами. Некоторые авторы считат, что наилучшие
реултаты были получены с помощ генетических алгоритмов, что верно толко
дл выделенного класса адач.

И-а высокой слоности TSP не существует алгоритма глобалной точной опти-
миации с полиномиалной слоност. Например, алгоритм Хелда-Карпа решает
адачу с O(4n2) слоност. Дл того чтобы обеспечит приемлемое решение ре-
алных адач TSP, обычно решатс с помощ некоторой бликой полиномиално
рарешимой эвристической адачи оптимиации.

Представлет интерес решение CTSP, применщее комбинаци эвристики в
алгоритме NEH (предлоен в [11]) и модификаци метаэвристического локалного
поиска с многократным переапуском MRSILS [12].

Алгоритмы, основанные на кластериации, более эффективны, чем генетические
алгоритмы. Выбор алгоритмов кластериации отвечает цели работы и поставленным
адачам. От типа кластериации ависит решение mTSP с одним или несколкими
депо, особенно в случае иерархической структуры вершин и их специалиации.

Преде чем решат адачу mTSP на сети S с раличной иерархической струк-
турой вершин, рассмотрим типичные ситуации. Част вершин D⊂ V ⊂S влтс
складами (депо), а осталные  простыми вершинами.

Пуст аданы вершины верхнего уровн D1 ⊂ D и нинего уровн D2 ⊂ D,
D1∪D2=D, D1∩D2=∅. Например, и вершин D1 доставлетс ресурс в вершины D2,
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откуда он перераспределетс по осталным улам V1⊂V , D1∪D2∪V1=V каким-то
количеством агентов-коммивоеров. При этом все улы и их специфика могут быт
аданы и требуетс толко распределит вершины V1 меду агентами дл постро-
ени кадым и них амкнутых маршрутов TSP так, чтобы общий вес маршрутов
был минималным. Вомона адача синтеа иерархической структуры сети с по-
иском иерархии вершин, обеспечиващей наилучшее решение mTSP. Представлет
интерес вариант, который предполагает построение одного амкнутого маршрута по
всем вершинам сети S (D = 0) с помощ m агентов-коммивоеров.

Реалные адачи приводт к раличным постановкам, не укладыващимс в рас-
смотренные варианты. Моет ставитс адача об определении количества ралич-
ного типа коммивоеров, например, болшегруные средства передвиени (СП)
обеспечиват доставку груов на улы нинего уровн, где они перегруатс на
СП меншей груоподемности и доставлтс потребителм по колцевым (или
радиалным) маршрутам на выделенных улах (кластерах).

Рис. 1. Иерархи маршрутов: обход кластеров и ба

Дл сниени слоности решени mTSP рассмотренным вариантам маршру-
тиации соответствут схемы вклчени этапа кластериации с учетом специфики
вершин (улов). В целом соответствущие алгоритмы влтс эвристическими и
требут аналиа их эффективности дл конкретного варианта иерархической кла-
стериации mTSP (HCmTSP).
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A. Кластерное построение глобалного маршрута TSP:

1. Кластериаци улов на непересекащиес группы.
2. Вычисление центров кластеров, уточнение кластера.
3. Переход на вершину локалного кластера дл определени маршрута TSP на

локалном кластере.
4. Определение вершин ввода и вывода и кластеров.
5. Обединение маршрутов внутреннего уровн в глобалный маршрут на основе

обхода кластеров.

B. Кластериаци с определением блиайшего соседа дл кадого TSP:

1. Кластериаци улов на непересекащиес группы (нет ограничений на коли-
чество групп).

2. Вычисление центров кластеров и уточнение кластеров.
3. Определение блиайшего соседа TSP на мноестве кластеров дл построени

мекластерных маршрутов.
4. Определение вершин ввода и вывода и кластеров.
5. Определение внутреннего уровн маршрутов TSP.
6. Обединение маршрутов внутреннего уровн в глобалный маршрут.

C. Кластерное построение иерархии TSP дл mTSP:

1. адание выделенной вершины (депо, склад).
2. Кластериаци улов в непересекащиес группы (m  количество агентов).
3. Расширение кадого кластера с помощ выделенного элемента (депо).
4. Переход на выделенные вершины дл кадого кластера дл определени ло-

калных маршрутов дл кадого агента.
5. Построение иерархических маршрутов.

D. Кластерна иерархическа маршрутиаци дл MDmTSP:

1. адание выделенных вершин D (склады, депо).
2. Кластериаци улов в непересекащиес группы (m  количество агентов).
3. Расширение кадого кластера с помощ блиайшего элемента депо (и D).
4. Переход на вершины TSP дл кадого кластера дл определени локалных

маршрутов дл кадого агента.
5. Обход ба (складов, депо).

На рисунке 2 представлен вомоный вариант дл MDmTSP.
В случае вариантов TSP со многими депо, депо моет быт акреплено аранее

или располоено на лбых улах.
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Рис. 2. Иерархическа mTSP с m кластерами, d баами (складами пе-
ревалки) и баой высшего уровн (РЦ  распределителный центр,
РРЦ  регионалный РЦ)

1.2. Методы кластериации. Как отмечалос выше, чтобы справитс со сло-
ност адачи TSP, широко приментс метаэвристики: адача решаетс с помо-
щ муравиных колоний, метода Монте-Карло; раличных версий генетического
алгоритма (GA). Однако, нуно отметит, что до сих пор не найдены методы или
техники, которые обеспечивали бы находение оптималного решени а полино-
миалное врем. Современные тенденции в решении проблем TSP вклчат в себ
методы кластериации и решение TSP отделно на кадом кластере. Приведем ха-
рактерные подходы.

Чтобы пониит слоност решени адачи TSP в работе [13], обсудатс ме-
тоды, основанные на идех и методах кластериации, в них покааны этапы процесса
кластериации и обсудатс некоторые ваные концепции, сванные с данными
о классе адач и характеристиками отбора и эволции кластера. Реултаты, по-
лученные в работе [13], покаыват, что методы кластериации моно раделит
на следущие группы: на основе расстоний, плотностей, моделей, на иобрае-
них, спектрах, иерархих и методах, исполуемых в интеллектуалном аналие
данных. Дл выбора решени авторы [14] провели исследование в области генети-
ки, где иучалс поиск и тысчи генов одновременно с исполованием технологии
микрочипов. Авторами [14] предлоено исполоват несколко алгоритмов класте-
риации; в целом подход представлет собой автоматический алгоритм, обеспечива-
щий силну глобалну сходимост к оптималному решени. М. Н. Данилченко
и А. Б. Муравник [15] предлоили нейросетевой подход с исполованием функцио-
нала Лпунова.
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В работе [16] описан подход, согласованный с кластерным графом. Утвердаетс,
что решение, полученное этим методом, блико к оптималному.

Кластериаци приводит к рабиени элементов, где сходные обекты принадле-
ат одной и той е группе, в то врем как несходные обекты долны быт отнесены
к раным группам. Входные данные могут быт представлены раличными способа-
ми. Один и вариантов  исполоват векторы атрибутов дл описани обектов, в
которых сходство вычислетс по наченим атрибутов. Другой вариант  опреде-
лит матрицу подоби обектов напрму. Элементы с высоким сходством долны
быт отнесены к одному и тому е кластеру. Самостотелного решени требует а-
дача выделени метрики дл определени сходства (блиости элементов). Существу-
ет несколко типов методов кластериации: методы секционировани, иерархические
методы, методы, основанные на плотности.

В случае методов секционировани (агломеративна кластериаци) на кадой
итерации генерируетс новое секционирование. При первоначалном рабиении ка-
чество улучшаетс а счет перераспределени элементов по раным кластерам. По-
вторна итераци авершаетс, если начение покаател улучшени становитс ни-
е порогового начени. Алгоритм k-means влетс широко исполуемым методом
кластериации на основе секционировани.

В методах иерархической кластериации применетс некоторое экстремалное
рабиение (например, кадый элемент влетс отделным кластером). На ка-
дом шаге итерации текущее рабиение будет уточнтс или будет более грубым.
В [17] приведен пример такой группы алгоритмов. В случае кластериации на основе
плотности вычислетс начение плотности элементов выделенной группы вершин.
Кластеры определтс как максимално сванные плотные области. Что касает-
с качества, то выбранный алгоритм рабиени долен удовлетворт следущим
свойствам [18]: масштабируемост, поддерка проиволной формы кластера, обна-
руение посторонних (шумовых) элементов, эффективност дл областей элементов
высокой рамерности.

Кластериаци k-means рабивает элементы на фиксированное количество кла-
стеров. Количество кластеров адаетс полователми в качестве входного пара-
метра. Первоначално центры кластеров адатс случайным обраом. На кадом
шаге итерации:

- элементы наначатс блиайшему центру;
- дл кадого кластера вычислетс нова централна точка;
- если старый и новый центры находтс в пределах порогового расстони, ите-

раци авершаетс.
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Существует два основных подхода к методам иерархической кластериации. Пер-
вый подход исполует агломеративну концепци построени сниу вверх, в то
врем как второй подход основан на раделщем алгоритме сверху вни. В случае
агломеративного метода кадый элемент иначално представлет собой отделный
кластер. В итерационных циклах два кластера, имещие наиболшее сходство, об-
единтс в новый единый кластер. Метод HAC (Hierarhical Aglomerativ Claster) в-
летс наиболее широко исполуемым методом иерархической кластериации [17],
где кластеры обединтс адным способом. Могут быт аданы два раличных
услови авершени: минималное количество кластеров или минималное сходство
дл слини. Следущие методы влтс основными методами имерени сходства
двух кластеров.

Метод одиночной привки: расстоние меду двум кластерами c1, c2 равно
расстони меду двум блиайшими точками

d (c1, c2) = min
x∈c1,y∈c2

d(x, y).

Метод полного сцеплени: расстоние меду двум кластерами равно рассто-
ни меду двум самыми далними точками:

d (c1, c2) = max
x∈c1,y∈c2

d(x, y).

Метод центроидной сви: расстоние меду двум кластерами равно рассто-
ни меду двум централными точками:

d (c1, c2) = d (xc1 , xc2) ,

где xc1 , xc2  центры тести кластеров c1, c2.

Метод средней сви: расстоние меду двум кластерами равно среднему рас-
стони, сванному с лбыми вомоными парами точек:

d (c1, c2) =
1

|c1| |c2|


x∈c1,y∈c2

d(x, y).

Расширение применени метаэвристик этапом кластериации поволет рало-
ит проблемну област на мноество областей меншей рамерности.

Декомпоици таке моно осуществлт с помощ подхода построени мак-
сималного рареа при решении адачи оптимиации TSP [8]. Проаналиировав эф-
фективност кластериации на основе декомпоиции, предлагаетс примент алго-
ритмы кластериации, согласованные с TSP.
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1.3. Кластериаци, согласованна с адачей коммивоера. Дл решени
адачи TSP на кластере исполовалис раличные методы и приемы, например,
алгоритм Lin-Kernighan, предлоенный в [19]. Кластерный генетический алгоритм
CAG представлен в работе [9]. Авторы [20] отмечат, что с помощ CAG удает-
с найти оптималное решение а меншее врем, чем стандартным GA (алгоритм
SGA). Таке в [20] описан неконтролируемый механим обучени, исполуемый дл
группировки похоих обектов в кластеры, гарантиру, что, несмотр на раличные
доступные методы кластериации, существует обща стратеги, котора работает
одинаково дл раных адач. Однако напрашиваетс вывод, что лучше исполо-
ват простые механимы. В работе [21] авторы предлоили метод иерархической
кластериации, очен похоий на CTSP, в котором исполуетс стратеги посте-
пенного группировани обектов и построени структуры классификации, наывае-
мой дендрограммой. Тем не менее, качество получаемых кластеров ненадено. Дл
преодолени этой проблемы применетс глобална оптимална стратеги постро-
ени дендрограммы, котора аклчаетс в находении оптималного кругового
маршрута, который минимиирует общее расстоние дл посещени всех обектов
вдол ветвей дендрограммы. Построенный маршрут моделирует TSP и решает ада-
чу с исполованием метода переменной поиска в окрестности. Когда моделируетс
кластерна дендрограмма, она основана на информации, определемой авками.
Эксперименты покаыват, что качество такого метода кластериации превосходит
традиционные методы.

Авторы [22] привели обор методов кластериации, которые могут быт испол-
ованы дл обработки пространственных и временных шаблонов в болшом обеме
данных. Они исполут 55 городов дл применени методов обнаруени. Этот
подход поволет наблдат существование раличных пространственных и времен-
ных кластеров. Авторы [23] реалиовали алгоритмы кластериации дл методов, ис-
полуемых в интеллектуалном аналие данных, что поволет аналиироват на-
боры данных, исполу алгоритм k-means дл вычислени начени стоимости на
основе евклидова расстони, подобного TSP.

В [24] предлоено исполоват алгоритм k-means дл решени адачи поступ-
лени данных с несколкими кластерами, генерируемыми динамически и бе повто-
рени, что сокращает врем вычислений, обеспечива более точные реултаты. По-
этому первоначална группировка выполнетс на основе статистических данных
с исполованием k-means. атем следущие точки, наиболшее расстоние меду
центром тести и самой далней точкой исполуетс дл определени следущей
точки, котора находитс в кластере, повтор процесс дл охвата всех данных.
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Исход и упомнутых выше работ, моно сделат вывод о вомоности испол-
овани раличных эвристик, которые поволт решат TSP эффективно.

Например, авторы [11] раработали эвристику NEH (первые буквы имен авто-
ров), котора преднаначена дл решени проблемы планировани работы магаи-
на. Авторы [25] улучшили этот алгоритм с помощ двух подходов. Во-первых, дл
сокращени времени вычислени раработаны и вводтс некоторые уточнени в
алгоритм NEH. Во-вторых, правила тайм-брейка приментс дл получени хоро-
ших решений. Представленные реултаты моделировани покаыват, что эти два
подхода улучшат реултаты, полученные в алгоритме NEH.

В [26] таке предлоен эвристический метод решени CTSP, который влетс
обобщением TSP, где мноество улов делитс на кластеры с цел находени ми-
нималной стоимости гамилтонова цикла. Авторы [26] предлоили алгоритм ILS
решени CTSP, в котором генерирутс случайные потомки итерационным локал-
ным поиском. Полученное врем вычислени подтвердает, что эвристические ме-
тоды влтс конкурентоспособными при параллелном исполовании программ-
ного обеспечени.

Авторы [27] утвердат, что алгоритм ILS влетс одним и самых популр-
ных, исполущих просту эвристику. Алгоритм ILS принаетс многими авторами
относително простым, а таке имещим структуру, приспособленну дл решени
адач комбинаторной оптимиации. Алгоритм ILS успешно применетс дл обес-
печени практически оптималных решений раличных адач логистики, транспор-
тировки, проиводства и т. д. Так как ILS раработан дл решени проблем в де-
терминированных сценарих, поэтому он не отраает фактическу стохастическу
природу реалных систем.

Эксперименты покаыват, что новые модификации алгоритмов дат несколко
лучшие реултаты, чем их прототипы. Таким обраом, моно рассмотрет приме-
нение раличных эвристик к кластерной адаче mTSP.

Рассмотрим двухэтапный метод планировани маршрутов многих коммивое-
ров с кластериацией вершин. На первом этапе вершины рабиватс на непересе-
кащиес кластеры. Дл кадого кластера генерируетс локалный оптималный
маршрут. На втором этапе эти локалные маршруты обединтс в глобалный
маршрут. атем глобалный маршрут уточнетс с исполованием некоторых стан-
дартных эвристических методов. Раличные вершины группирутс в непересека-
щиес группы, где группа содерит похоие вершины (бликие) (см. рис. 1).

Сходство двух улов имеретс начением расстони меду соответствущими
поицими в евклидовом пространстве. Чтобы обединит локалные маршруты в
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глобалный маршрут, оптималный маршрут обхода кластеров и оптималные ребра
и соединени долны быт определены в отделном модуле оптимиации. В адаче
с несколкими коммивоерами таке исполуетс метод кластериации дл опре-
делени набора улов, соответствущих одному и тому е коммивоеру. Кадый
агент долен посетит города одного и того е кластера.

Эффективност двухэтапного метода TSP проверетс с помощ простых эв-
ристических алгоритмов оптимиации TSP.

Целесообрано исполоват следущие эвристики: алгоритм перебора сниу-
вверх; алгоритм блиайшего соседа и алгоритм блиайшей вставки. Наличие а-
данного параметра помеченной вершины p0 в алгоритме перебора сниу-вверх оце-
ниватс некоторые соседние поиции и выбираетс поици с наилучшим коэффи-
циентом улучшени. Эта выбранна поици будет следущей помеченной поици-
ей. Алгоритм авершаетс, если не найдено соседней поиции с лучшим начением
пригодности. Чтобы ибеат слабых локалных оптималных поиций, к баовому
алгоритму добавлетс некоторый механим случайного перемещени. В этом случае
генерируетс и обрабатываетс несколко началных поиций.

Операции переклчени 2-opt и 3-opt влтс наиболее широко исполуемыми
методами генерации соседних поиций. Метод 2-opt выбирает два случайных ребра
и помеченного маршрута и аменет их двум новыми соответствущими марш-
рутами. Например, име маршрут A → a → B → b с двум выбранными ребрами
a и b, соседний маршрут адаетс с помощ A → a → B′ → b, где B′ обоначает
обратный обход B. Переклчател 3-opt выбирает 3 ребра и аменет их 3 новыми
ребрами, чтобы получит соседний маршрут.

В случае блиайшего соседа алгоритм исполует простой и иногда эффектив-
ный метод генерации оптималного маршрута. Алгоритм начинаетс с помеченно-
го ула, выбранного случайным обраом. На следущем шаге метод оценивает все
свободные улы и выбирает блиайший к помеченному улу. Этот уел будет сле-
дущим элементом маршрута. атем алгоритм обработает этот уел как новый по-
меченный уел. Этот адный алгоритм авершаетс, если все улы обединены в
маршрут.

В случае mTSP вариант алгоритма блиайшего соседа рабивает улы на непе-
ресекащиес группы (кластеры), принадлеащие раным агентам. Самый простой
способ выполнит рабиение  установит порог рамера дл отделных маршру-
тов. В адаче с временными окнами порог адаетс с помощ ограничени времени
агента на маршруте. Это ограничение оначает, что адный алгоритм, представлен-
ный ранее, авершаетс, если количество улов или длины маршрутов равны. После
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авершени локалного маршрута метод начинает содават локалный маршрут
дл следущего агента. Еще одна особенност этого алгоритма аклчаетс в том,
что кадый локалный маршрут начинаетс с ула, выбранного случайным обра-
ом. Кроме того, метод блиайшей вставки строит маршрут по инкрементному пу-
ти. Име текущий маршрут, алгоритм оценивает все свободные улы и вычислет
минималное увеличение длины, сванное с вставкой выбранного ула. В отличие
от метода блиайшего соседа, выбранный уел моет быт вставлен в лбу по-
ици текущего маршрута. В маршрут вставлетс свободный уел с наилучшим
минималным увеличением длины. В случае mTSP метод иначално апускает ге-
нераци локалного маршрута дл кадого агента.

В следущем раделе дл кластериации, согласованной с иерархией mTSP, и
реалиации исполутс алгоритмы k-means и метод раделени вершин по кругу
с выбором центра кластера (центр масс).

2. Описание, постановка проблемы и ее реалиаци

2.1. Выбор алгоритмов кластериации дл mTSP. адача коммивоера мо-
ет быт определена как на неориентированном графе, если он симметричен, так и
на ориентированном графе.

В сети S = (V, U, C) с графом G = (V, U) мноество V = {1, ..., n} представлет
собой мноество вершин или улов, U = {(i, j) : i, j ∈ V, i ∕= j}  набор неори-
ентированных или направленных дуг. C = {cij}  матрица атрат, определенна
на U . Предполоим, что все cij матрицы удовлетворт неравенству треуголника:
cij  cik + ckj дл всех i, j, k; где вершины влтс точками в плоскости Pi=(xi, yi);

и cij =


(xi − xj)
2 + (yi − yj)

2  евклидово расстоние.
аметим, что сопоставление исходной сети более простой сети с графом, дл

которого элементы матрицы C удовлетворт неравенству треуголника, влетс
одним и способов упрощени адачи. С таким е успехом моет исполоватс сет
и кратчайших расстоний меду всеми вершинами исходной сети (полиномиалный
по слоности этап). Этап проекции на исходну сет S полученных решений на
приведенных сетх осуществлетс достаточно просто.

Неравенство треуголника выполнетс, если cij  длина кратчайшего пути от i

до j в S.
Авторы [28] определт CTSP с учетом упордочени кластеров дл TSP, где

коммивоер начинает и аканчивает свое путешествие в определенном городе, дол-
ен посетит набор и n точек, раделенных на k кластеров. Последователно точки
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k-го кластера посещатс до точек кластера k + 1 дл k = 1, 2, ..., k − 1 ищет мини-
малное общее расстоние перемещени (схемы A-D кластериации радела 1).

Пуст дан полный неориентированный граф G(U, V ), где предварително уста-
новлено k + 1 кластеров, обоначенных Ci ⊆ V , дл кадого i = 0, 1, 2, ..., k. Пред-
полагаетс, что Ci ∩ Cj = 0 дл всех 1  i, j  k, i ∕= j, а C0 обоначаетс как один
уел 0 ∈ V и моет быт депо C0 = 0. CTSP необходимо определит минималное
расстоние маршрута, начинащегос и аканчиващегос в одном и том е городе
с посещение кадого ула, которые обоначатс как элементы и V . Дл решени
этой проблемы в [10] предлоено исполоват метод k-means дл группировки в
кластеры с помощ шагов, описанных ние.

Алгоритм кластериации
1. Выбрат целое начение дл k.
2. Выбрат проиволно k обектов (началный набор и k центроидов).
3. Наначит кадый и обектов кластеру, который находитс блие всего

к центру тести.
4. Пересчитат центроид k кластеров.
5. Повторт шаги 3 и 4 до тех пор, пока центроиды болше не иментс.

Далее, аналогично работам М. С. Германчук, М. Г. Коловой, В. А. Лукненко
и О. О. Макарова [1-3], предлагаетс исполоват алгоритм k-means и пересчитат
центроиды путем вычитани среднего арифметического координат X и Y , чтобы
получит новый центроид и выполнт итерации до тех пор, пока центроиды болше
не иментс, что поволет алгоритму быт более эффективным, исполу среднее
арифметическое вместо теста соответстви, который требует болшего количества
шагов.

В алгоритмах иерархической маршрутиации исполуетс механим располое-
ни депо кластера-центра. Реалиаци алгоритмов долна обеспечиват следущие
функции:

- генераци тестовых данных;
- ввод/вывод тестовых данных на уровне файлов;
- выполнение укаанных стандартных эвристических методов;
- решение адач TSP, mTSP и MDmTSP;
- добавление кластерной оптимиации;
- представление реултатов в графических форматах.
Далее описана процедура реалиации алгоритмов mTSP дл части схемы иерар-

хической маршрутиации.
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2.2. Реалиаци алгоритмов mTSP с исполованием кластериации. В ра-
работке алгоритмов кластериации сети дл решени адачи mTSP исполована
библиотека Scikit-learn дл Python [29], что поволет проводит эксперименты дл
тестовых примеров и библиотек TSPLIB и SOLOMON. В реултате проведенных
экспериментов моно сделат вывод о том, что в ависимости от структуры сети,
иерархичности адачи mTSP, наличи одного или несколких депо, необходимо вы-
бират подходщий алгоритм кластериации, согласованной с mTSP. В работах [1-3]
по находени многоагентных маршрутов в чревычайных ситуацих дл реал-
ных данных Болшой лты исходной городской инфраструктурной сети ставитс в
соответствие сет в виде полного графа, дл которого расстоние меду вершина-
ми находитс по прмой. Проводитс согласованна с mTSP кластериаци, а атем
осуществлетс проекци найденных маршрутов сети облета на реалну городску
сет.

Приведем реултаты кластериации и построени маршрутов дл сети библио-
теки TSPLIB. Проведена кластериаци дл 2, 3, 4, 5 агентов раличными методами.
Баовыми влтс k-means и геометрическое распределение вершин, располоен-
ных в круге по углу.

Выбор маршрутов на кадом кластере кадым агентом осуществлетс с помо-
щ адных алгоритмов и уточнени с помощ локалных преобраований. Кла-
стеры уточнтс по реултатам сравнени найденных маршрутов с помощ про-
цедуры перебрасывани вершин и одного в другой кластер. На рисунке 3 проведена
кластериаци дл 2, 3, 4 и 5 агентов дл раличных типов кластериации.

На рисунке 4 приведены построенные маршруты коммивоеров дл кластери-
ации соответствущей k-means и круговой, в которой центр масс соответствует
депо.

Вычислителный эксперимент подтвердает необходимост согласованной с
иерархической структурой сети кластериации с цел существенного сниени
времени решени mTSP. Груба оценка дл рабиени вершин сети на m кла-
стеров равным количеством вершин в кластере в случае полного перебора даст
O(n) ≤ O


n
m
!

< O(n!). Например, дл m = 10, n = 100 вершин O(n!) = 100!,

O

n
m
!

= O(10!) ≈ 10!. Понтно, что это некотора идеалиированна ситуаци.

На рисунке 3 проведена кластериаци дл 2, 3, 4 и 5 агентов дл раличных
типов кластериации.

На рисунке 4 приведены построенные маршруты коммивоеров дл кластери-
ации соответствущей k-means и круговой, в которой центр масс соответствует
депо.
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Рис. 3. Кластериаци дл 2, 3, 4 и 5 агентов

Рис. 4. Маршруты коммивоеров дл раличных кластериаций
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Вычислителный эксперимент подтвердает необходимост согласованной с
иерархической структурой сети кластериации с цел существенного сниени
времени решени mTSP. Груба оценка дл рабиени вершин сети на m кла-
стеров равным количеством вершин в кластере в случае полного перебора даст
O(n) ≤ O


n
m
!

< O(n!). Например, дл m = 10, n = 100 вершин O(n!) = 100!,

O

n
m
!

= O(10!) ≈ 10!. Понтно, что это некотора идеалиированна ситуаци.

На практике в рассмотренных примерах врем решени адачи дл двух агентов
в несколко ра превосходит врем дл 4 агентов. Таким обраом, построение марш-
рута коммивоера дл сети болшой рамерности раумно исполоват mTSP и
у кадого агента моет быт сво стратеги поиска маршрута на локалном кла-
стере (применение роевых, генетических алгоритмов и др.). Обединение локалных
маршрутов в один общий влетс самостотелной адачей, решаемой с помощ
эвристик а раумное врем.
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аклчение

Дл адач TSP с болшим количеством улов многоуровнева оптимиаци пре-
восходит одноуровневу оптимиаци. В рассмотренной многоуровневой оптими-
ации мноество улов рабиваетс на кластеры или на иерархи кластеров. Дл
кадого кластера выполнетс отделна локална оптимиаци TSP, а атем ло-
калные маршруты обединтс в глобалный маршрут. Процесс иерархической
кластериации моет быт совмещен с поиском маршрутов коммивоеров, уточ-
нение маршрута при добавлении вершины в кластер моет не приводит к силно-
му именени построенного ранее маршрута. В случае устойчивости эффективны
методы реоптимиации (постоптималный анали). По реултатам тестовых экспе-
риментов предлоенный метод превосходит метод одноуровневой оптимиации как
дл адач TSP, так и дл адач mTSP. Моно сделат вывод, что в ависимости
от наличи одного или многих депо, структуры сети необходимо выбират соответ-
ствущу кластериаци. Дл реалных адач учет всей имещейс информации
поволит раработат эффективный алгоритм дл конкретной адачи или класса
адач.
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Overview of approaches to solving the hyperparameters optimization
problem for the Machine Learning algorithms.

Anafiev, A. & Karyuk, A.

Abstract. Hyperparameter tuning is critical for the correct functioning of Machine Learning
models. Finding the best combination of hyperparameters lies at the heart of many Machine
Learning applications.

Lets consider some definitions to state the main problem.
Under the algorithm model, we understand a parametric family of mappings

A = {ϕ(x, θ) | θ ∈ Θ},

where ϕ : X×Θ → Y is some fixed mapping, X is the set of objects, and Y is the set of outcomes
of the unknown target function in Machine Learning problem.

In the work [1], the dependence of the algorithm model A on hyperparameters is determined
by a template of algorithm models or simply an algorithm template.

A template is an operator t : Γ → A , where Γ is the set of possible hyperparameter values,
and A is the set of possible algorithms. If, in this case, Γ = Γ1 × . . .× Γk, where Γj is the set of
permissible values for hyperparameter γj , j = 1, n, then the template is called k-parametric.

In other words, a k-parametric template defines the form of the mapping ϕ of the algorithm
model A ∈ A based on hyperparameters γ1, . . . , γk.

Thus, when solving a machine learning problem, we can select the following two stages:
the model selection stage and the training stage. In the model selection, the algorithm model
is chosen using the template and hyperparameters, and then, in the training stage, using the
training method [6] and the found model, the optimal algorithm (decision rule) is determined.

Hyperparameters can specify the number of neurons in the hidden layer of a neural network,
the maximum depth of a binary decision tree, the number of nearest neighbors in metric
classification algorithms, and so on.

The number of hyperparameters for the algorithm template can be quite large, and the
optimal values of hyperparameters for the same algorithm may vary depending on the task the
algorithm is solving and the input data it has to work with. Usually, optimal hyperparameter
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values are not obvious, and they need to be chosen. The selection process can take a long time,
so there are various approaches to finding them, each with its advantages and disadvantages.

The article provides an overview of existing algorithms for solving the hyperparameter
optimization problem for machine learning algorithms and proposes a new approach based on
optimization with precedent initial information.

Let’s assume that for some sets of hyperparameter values, we already know the quality metric
values of the algorithm (for example, for randomly generated hyperparameter values). In this
case, we are dealing with a case of supervised learning (regression problem), where the instances
are sets of hyperparameters, and the responses are the quality metric values.

Therefore, the task of choosing optimal hyperparameter values can be considered as an
optimization problem with precedent initial information [1–5], for which one can use a neural
network-based approach as described in [5], or a tree-based approach as outlined in [4].

The quality of the proposed approach for solving the hyperparameter optimization problem
in machine learning models in real-world tasks is planned to be thoroughly investigated in future
research.

Keywords: machine learning, hyperparameters tuning, neural networks.

Введение

При решении адач машинного обучени одной и актуалных влетс пробле-
ма выбора модели, в частности проблема выбора оптималных начений гиперпа-
раметров модели алгоритма,  параметров, которые необходимо выбрат до этапа
обучени.

Под модел алгоритма будем понимат параметрическое семейство отобрае-
ний

A = {ϕ(x, θ) | θ ∈ Θ},
где ϕ : X×Θ → Y  некоторое фиксированное отобраение, X  мноество обек-
тов и Y  мноество начений неивестной целевой функции в адачах машинного
обучени.

В работе [1] ависимост модели алгоритмов A от гиперпараметров адаетс с
помощ параметрического шаблона модели алгоритмов или просто шаблоном ал-
горитмов.

Шаблоном наываетс оператор t : Γ → A , где Γ  мноество вомоных наче-
ний гиперпараметров, а A  мноество вомоных моделей алгоритмов. Если при
этом Γ = Γ1× . . .×Γk, где Γj  мноество допустимых начений гиперпараметра γj,
j = 1, n, то шаблон наываетс k-параметрическим.
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Другими словами, k-параметрический шаблон адает вид отобраени ϕ модели
алгоритмов A ∈ A на основе гиперпараметров γ1, . . . , γk.

Тогда, переход к адаче машинного обучени, дл находени решени имеем
два этапа: на первом этапе решени  этапе выбора модели  с помощ шаблона
и гиперпараметров выбираетс модел алгоритмов, а далее, на этапе обучени  с
помощ метода обучени [6] и найденной модели  оптималный алгоритм (реша-
щее правило).

Гиперпараметры могут адават количество нейронов скрытого сло нейронной
сети, максималну глубину бинарного решащего дерева, число блиайших сосе-
дей в метрических алгоритмах классификации и т. д.

Число гиперпараметров шаблона алгоритмов моет быт достаточно болшим,
а оптималные начени гиперпараметров дл одного и того е алгоритма могут
раличатс в ависимости от адачи, решаемой алгоритмом, и входных данных,
с которыми он долен работат. Обычно, оптималные начени гиперпараметров не
влтс очевидными, и их необходимо подбират. Процесс подбора моет анимат
болшое количество времени. Существут раличные подходы к их поиску, кадый
со своими преимуществами и недостатками.

В стате проводитс обор основных существущих алгоритмов решени адачи
оптимиации гиперпараметров дл алгоритма машинного обучени и предлагаетс
новый подход, основанный на решении адачи оптимиации с перецедентной на-
чалной информацией.

1. Алгоритмы подбора гиперпараметров

Поиск по сетке (Grid Search). Алгоритм поиска по сетке принимает на вход
модел и допустимые начени гиперпараметров (сетку гиперпараметров), и вычис-
лет оценки качества модели дл всевомоных наборов начений гиперпараметров.
В конце работы алгоритм вовращает модел, дл которой величина ошибки мини-
мална [7].

Преимущества Недостатки

• простота реалиации;
• легко параллелиуем;
• вомоност получени модели

наиболее бликой к оптимал-
ной, при достаточно болшой
плотности аданной сетки ги-
перпараметров.

• эффективен толко при малом количестве гипер-
параметров;

• при увеличении количества гиперпараметров, ко-
личество их комбинаций растёт экспоненциално,
что начително амедлет на врем работы ал-
горитма.

Таблица 1. Преимущества и недостатки Grid Search.
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Случайный поиск (Random Search). Алгоритм представлет собой вариаци
поиска по сетке, в котором полный перебор всех вомоных комбинаций начений
гиперпараметров аменён на их выборку случайным обраом. Он моет примент-
с как к дискретным сеткам (как стандартный Grid Search), так и к непрерывным,
в которых начени гиперпараметров адатс верхней и ниней границами интер-
валов [7].

Преимущества Недостатки

• простота реалиации;
• легко параллелиуем;
• в отличии от Grid Search, в котором полный перебор всех комбина-

ций требует болшого количества времени и ресурсов, в Random
Search при достаточном рабросе, моно оценит реултаты дл
неболшого количества комбинаций гиперпараметров и атем кор-
ректироват настройки поиска или проводит исследовани в а-
данной области другими алгоритмами.

• случайное вре-
м сходимости.

Таблица 2. Преимущества и недостатки Random Search.

Веротностные методы. Веротностные методы оптимиации гиперпараметров
исполут веротностные модели и статистические методы дл эффективного по-
иска и оптимиации гиперпараметров дл моделей машинного обучени. Эти методы
особенно полены при работе со слоными многомерными пространствами гиперпа-
раметров.

Байесовска оптимиаци. Байесовска оптимиаци  способ оптимиации гипер-
параметров, основанный на веротностных модел, основна иде которого состоит
в том, чтобы восстановит функци распределени в пространстве гиперпараметров
таким обраом, чтобы получит их оптималный набор [8].

Два основных компонента алгоритма  веротностна модел распределени ги-
перпараметров, так е наываема суррогатной модел (surrogate model), и функ-
ци сбора (acquisition function).

В общем виде алгоритм Байесовской оптимиации работает следущим обраом:

1. строитс исходное предполоение о распределении гиперпараметров, с кото-
рыми качество модели будет наиболее оптималным;

2. дл кадого набора гиперпараметров модел обучаетс и оцениваетс ее каче-
ство, чтобы обновит веротностну модел (предполоение об оптималном
распределении гиперпараметров);
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3. дл выбора следущего набора гиперпараметров исполуетс функци сбора,
котора учитывает текущу модел и ее оценку, чтобы выбрат набор гипер-
параметров, который с максималной веротност будет оптималным.

Одной и наиболее часто исполуемых функций сбора влетс Expected
Improvement (EI), котора выглдит следущим обраом:

EI(x) = (fbest − µ(x))Φ


fbest − µ(x)

σ


+ σφ


fbest − µ(x)

σ


,

где fbest  лучшее наблдаемое начение, µ(x)  апостериорное математическое ои-
дание на наборе x [8].

Баовый вариант байесовской оптимиации, описанный выше, наываетс
Sequential Model-Based Optimization (SMBO) с гауссовской суррогатной модел.
Так е, часто исполутс и другие суррогатные модели, например, случайный
лес.

Преимущества Недостатки

• умение работат с функцими чёрного щи-
ка  функцими, у которых неивестна внут-
ренн структура или механим работы, и ее
входные и выходные данные влтс единствен-
ными доступными дл наблдени;

• эффективна работа с пространствами поиска
высокой рамерности (болшим количеством ги-
перпараметров);

• универсалност в работе с широким спектром
типов адач, вклча многоцелеву оптимиа-
ци и шумовые функции.

• нел распараллелит, по-
сколку процесс оптимиации
последователен;

• высока вычислителна сло-
ност;

• вомоност переобучени;
• в основу алгоритма лоатс

предполоени о структуре и
свойствах целевой функции, ко-
торые могут не выполнтс на
практике.

Таблица 3. Преимущества и недостатки метода SMBO.

Существут таке и другие рановидности байесовской оптимиации: Tree-
structured Parzen Estimator (TPE), Ensemble-based Bayesian optimization и Derivative-
based Bayesian optimization.

Оптимиаци на основе градиентов. У всех методов, описанных выше ест су-
щественный недостаток: они неспособны эффективно оптимиироват болшие на-
боры гиперпараметров (10 гиперпараметров, 20, и болше). Эту проблему приван
решит метод оптимиации на основе градиентов  метод градиентного спуска и
его модификации (стохастического градиента, AdaGrad, RMSProp, Adam и др.). Его
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иде аклчаетс в следущем в итеративном обновлении вектора начений гипер-
параметров в направлении антиградиента функции (или модели), ависщей от дан-
ного вектора, до находени таких начений гиперпараметров, при которых целева
модел имеет оптималну оценку качества [10].

Преимущества Недостатки

• ачасту он более эффекти-
вен, чем Grid Search и Random
Search, лучше справлетс с
болшим количеством гиперпа-
раметров;

• дл выпуклых адач оптимиа-
ции градиентный спуск гаран-
тированно находит глобалный
минимум, а дл невыпуклых а-
дач часто сходитс к более луч-
шему локалному минимуму.

• чувствителност к коэффициенту обучени, от
выбора которого ависит качество и скорост схо-
димости;

• сходимост к локалным минимумам;
• чувствителност к началному приблиени:

началные начени параметров модели могут
влит на сходимост, плоха инициалиаци мо-
ет привести к медленной сходимости или сходи-
мости к неоптималным решеним;

• слоност настройки гиперпараметров.

Таблица 4. Преимущества и недостатки градиентных методов.

Эволционные алгоритмы. Еще одним методом настройки гиперпараметров в-
летс метод на основе генетического алгоритма, где индивидами влтс наборы
начений гиперпараметров, а функцией приспособленности  метрика качества ал-
горитма.

Преимущества Недостатки

• распараллеливание: генетические ал-
горитмы моно эффективно распа-
раллеливат, что поволет одновре-
менно оцениват несколко индиви-
дов, что ускорет процесс поиска;

• адаптивност: генетические алгорит-
мы могут адаптироватс к ралич-
ным типам гиперпараметров (цело-
численным, вещественным, категори-
алным.

• вычислителные атраты: обучение
несколких моделей машинного обуче-
ни дл кадого поколени моет быт
дорогостощим с точки рени вычислений;

• чувствителност к выбору собственных ги-
перпараметров;

• нет гарантии находени глобалного оп-
тимума.

Таблица 5. Преимущества и недостатки эволционных методов.
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Нейросетевой подход. Предполоим, что дл некоторых наборов начений ги-
перпараметров уе ивестны начени метрики качества алгоритма (например, дл
случайно сгенерированных). В этом случае, мы имеем дело с адачей обучени по
прецедентам (адачей восстановлени регрессии), где обекты  это наборы гипер-
параметров, а ответы  начени метрики качества.

Таким обраом, адачу выбора оптималных начений гиперпараметров моно
рассматриват как адачу оптимиации с перецедентной началной информаци-
ей [1–5], дл решени которой моно исполоват нейросетевой подход, описанный
в [5] либо подход на основе деревев (см. [4]).

Качество работы предлагаемого подхода решени адачи оптимиации начений
гиперпараметров модели машинного обучени в реалных адачах планируетс по-
дробно иучит в далнейших работах.

аклчение

В работе проведён обор существущих подходов к решени адачи оптимиа-
ции начений гиперпараметров дл алгоритма машинного обучени, выделены их
преимущества и недостатки. Кроме этого, предлоен новый подход  сведение ада-
чи оптимиации гиперпараметров к адаче оптимиации с прецедентной начал-
ной информацией и ее решение на основе бинарных решащих деревев (леса) и с
помощ нейросетевого подхода.
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Synthesis of morphological and neural network approaches for
solving the problem of counting round timber on a digital image.

Buchatsky P. Yu., Teploukhov S. V., Onishchenko S. V.

Abstract. Due to the rapid growth in the development of various automation systems of
production processes, an increasing number of areas are experiencing the process of introducing
automated systems that significantly increase labor productivity and reduce the burden on staff.
In this regard, the task of creating and developing various methods of software and hardware
for the designed automated systems arises. One of the industries where the growing demand
for the introduction of automation systems is manifested is the area associated with measuring
the geometric characteristics of various objects. There are a large number of approaches aimed
at organizing the process of measuring objects, among which we can single out the contactless
approach, characterized by its versatility.

As a task, we can consider the task of determining the geometric parameters of round timber
in stacks intended for transportation. To solve this problem, it is proposed to consider an approach
based on the synthesis of a method based on a morphological approach implemented using the
Canny detector and the Haaf algorithm and a neural network approach based on the use of the
YOLOv5 convolutional neural network architecture.

As a result of the work, these methods were developed and their synthesis was carried out,
as a result of which an approach was developed that ensures high accuracy of the measurements.
During the experimental studies, images of round timber obtained from the Internet were used,
and to verify this approach, models of logs made using a 3d printer with predefined characteristics
were used. As a result of the experiments, the accuracy of the proposed synthesized approach
was estimated, exceeding the indicator of 85-90%.

Keywords: morphological approach, neural networks, convolutional neural networks, Haaf
algorithm, canny detector, geometric parameters, round timber.
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Введение

В настощее врем в мире наблдаетс тенденци к автоматиации раличных
отраслей промышленности и экономического хойства. В качестве проблемной об-
ласти моно выделит област органиации имерени геометрических параметров
обектов, которые могут быт располоены в труднодоступных местах, что делает
недоступным имерение их ручным способом. Еще одной проблемой при имере-
нии обектов моет стат их количество, в реултате чего классический подход
к имерени становитс чревычайно трудоатратным [1]. Хорошей иллстрацией
подобной ситуации влетс адача имерени геометрических параметров круглых
необработанных лесоматериалов, преднаначенных дл транспортировки [2]. В на-
стощее врем отрасл деревообрабатыващей промышленности в нашей стране а-
нимает достаточно болшу нишу в общем обеме ВВП. По состони на 2019 год,
экспорт российского круглого леса составил пордка 11% от общего обема мирово-
го экспорта круглых лесоматериалов [3]. Учитыва такие болшие обемы поставки,
воникает адача осуществлени весма точного учета экспортируемого сыр, с це-
л минимиации финансовых потер, воникащих а счет некорректного опреде-
лени обема перевоимого сыр.

Учет рамеров и обемов лесоматериалов влетс мало механиированным и
автоматиированным процессом, а трудоемкост этих процессов вывана болшим
количеством ручных имерений. В настощее врем в России до сих пор широко
исполуетс метод определени обемов по специалиированным таблицам обема,
что выывает болшие потребности в привлечении дополнителной рабочей силы.
Дл его реалиации необходимо проивести всего два имерени: длину бревна и
его диаметр, дл чего приходитс проиводит многократные имерени и при этом
останетс достаточно болша ошибка в вычислених.

Данный подход не влетс единственным, посколку существует болшое коли-
чество способов имерени лесоматериалов [4], что проиллстрированно на рисун-
ке 1.

Эта классификаци содерит раличные способы имерени, среди которых
моно выделит отделну группу, основанну на геометрическом принципе и-
мерени, что покаано на рисунке 2.

Существует еще одна классификаци, отрааща принадленост методов в
ависимости от способа ваимодействи на обекты имерени [5], согласно кото-
рой групповые методы, представлщие дл нас наиболший интерес могут быт
реалиованы с исполованием бесконтактного подхода к имерени обектов.
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Рис. 1. Классификаци методов имерени круглых лесоматериалов
по их количеству.

Рис. 2. Методы, исполущие геометрический принцип имерени.

Применение бесконтактного подхода поволет проиводит имерени болших
обемов лесоматериалов бе непосредственного ваимодействи с ними, что приводит
к начителному сниени трудоатрат на органиаци процесса имерени [6]. В
целом, данный подход моно раделит на два болших направлени, вклчащие
в себ активный и пассивный способы получени информации об обекте имерени.
Посколку органиаци активных способов требует приобретени специалиирован-
ных устройств, например таких как PMD-камеры [7, 8], наиболее е оптималным
будет исполоват пассивные способы, поволщие ограничитс лиш иобрае-
ними имеремых обектов, что поволет исполоват методы и теории распо-
навани обраов [9].
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В сви с этим предлагаетс реалиоват подход, поволщий проиводит вы-
числение геометрических параметров круглых лесоматериалов, улоенных в штабе-
ли с исполованием их цифровых иобраений.

1. Реалиаци морфологического подхода

В общем случае, под параметрами обектов моно определит такие принаки
как: полоение обекта в пространстве, форма и величина имеремого обекта.
Дл выбранной адачи наиболший интерес представлет обем имеремого об-
екта, причем не кадого в отделности, а всей совокупности имеремых обектов.
Дл находени данного параметра необходимо определит количество имеремых
обектов, располоенных на иобраении, вычислит обем кадого и них при по-
мощи вычислени площади торца кадого и имеремых бревен (мы полагаем что
длина штабел нам ивестна, посколку она имеет стандартное начение) и проиве-
сти расчет суммарного обема имеремой пачки лесоматериалов. Дл этого предла-
гаетс исполоват комбинаци методов, основанных на операцих математической
морфологии и метода на основе нейронных сетей, которые и будут рассмотрены ни-
е.

В основе данного метода леит исполование операций математической морфо-
логии, в сочетании с применением детектора Канни и алгоритма Хаафа. Дл реа-
лиации данного подхода будем примент библиотеку OpenCV. При этом имеетс
необходимост проиводит дополнителну подготовку иобраени дл повыше-
ни его качества и удалени раличных шумов, однако мы рассматриваем случай,
когда мы получаем уе предварително обработанное иобраение, поэтому эти про-
цедуры дл нас влтс необателными. Обателным этапом влетс кон-
вертаци иобраени в черно-белый формат, посколку работа детектора Канни
вомоно толко в таком виде, и сам реултат работы будет представлен в виде
бинарного иобраени.

Метод cvCanny() основывас на пороговой филтрации иобраени проиво-
дит операци по определени границ контуров обектов, в реултате чего полу-
чаетс бинарное иобраение, где белыми пикселами выделтс детектированные
границы иобраени, что поволет проиводит его далнейшу классификаци
в соответствии с аданными классами обектов. При необходимости следущим эта-
пом органиуетс этап, поволщий а счет применени операций математической
морфологии устранит прерывистост контуров обектов, полученных при помощи
исполовани детектора Канни [10]. Основными параметрами влтс параметры
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пороговых начений, именение величины которых поволет определит, насколко
точно будут идентифицироватс границы исследуемых обектов.

После происходит процесс реалиации процедуры, котора поволет проивести
подсчет обектов одного типа, дл чего необходимо исполоват подход с приме-
нением алгоритма Хафа [11]. Одним и недостатков данного метода влетс то,
что дл работы с новым иобраением моет потребоватс калибровка предуста-
новленных параметров, что сниает его универсалност дае при работе с одним
исследуемым классом обектов, в сви с чем и предлагаетс исполование ком-
бинированного подхода на основе данного метода и нейросетевого подхода. На ри-
сунке 3 представлена блок схема алгоритма предлагаемого метода дл определени
геометрических параметров исполованием операций математической морфологии.

Не будем останавливатс на данном этапе, посколку более подробно реалиа-
ци укаанного метода рассмотрена в работе [12]. Посколку данный алгоритм по-
волет нам проивести толко определение принадлености обекта к аданному
классу, необходимо реалиоват вомоност органиации вычислени необходимых
нам геометрических параметров дл чего и предлагаетс реалиоват алгоритм, ос-
нованный на нейросетевом подходе.

2. Реалиаци нейросетевого подхода

Первым этапом при реалиации метода на основе нейросетевого подхода влетс
выбор архитектуры нейронной сети, наиболее подходщей дл решени поставленной
адачи. Среди болшого количества архитектур выделим архитектуру сверточных
нейронных сетей, поволщу проиводит комплексну обработку поступащих
иобраений, с помощ реалиации таких операций как сегментаци, классифика-
ци и детекци [13].

Существует огромное количество архитектур нейронных сетей, но посколку мы
определили, что наиболее подходщей дл нашего случа влетс сверточна ар-
хитектура нейронных сетей, мы остановили свой выбор на YOLOv5 [14].

Посколку раработанный ранее подход на основе операций математической мор-
фологии, поволет нам определит классы обектов и проивести подсчет количе-
ства элементов аданного класса, при реалиации нейросетевого подхода необходимо
выполнит следущие адачи, необходимые дл находени интересущих нас па-
раметров:

• площад торца кадого бревна;
• обем кадого имеремого обекта;
• суммарный обем имеремой партии лесоматериалов.
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Рис. 3. Алгоритм дл определени геометрических параметров обек-
тов на основе операций математической морфологии.

Блок-схема алгоритма представлена на рисунке 4.
Подробна реалиаци этого алгоритма описана в работах [15, 16].
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Рис. 4. Блок-схема подхода на основе нейросетевого подхода.

3. Комбинаци двух методов и эксперименталные
исследовани предлоенного алгоритма

Данный алгоритм предполагает совместное исполование двух ранее описанных
подходов, в реултате чего удаетс получит искомое начение обема имеремой
партии лесоматериалов.

Таким обраом, исполу комбинаци двух рассмотренных подходов, предста-
вим общий алгоритм функционировани цифровой бесконтактной имерителной си-
стемы, представленный на рисунке 5.

Последним этапом влетс тестирование предлоенного подхода, дл осуществ-
лени оценки точности имерений. Были исполованы иобраени и сети Интер-
нет и специално иготовленные модели, с ивестными аранее характеристиками
(рисунок 6).
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Рис. 5. Исполование комбинированного подхода на основе матема-
тической морфологии и нейронных сетей дл определени суммарного
обема штабел лесоматериалов.

Рис. 6. Исходные иобраени.

Первым этапом влетс применение алгоритма на основе морфологического
подхода, в реултате чего удаетс классифицироват обекты на иобраении и
проивести их подсчет (рисунок 7).

После этого шага вклчаетс в работу втора част алгоритма, где при помо-
щи нейронной сети определетс наиболший и обектов, при помощи которого
происходит вычисление площадей торцов осталных обектов исход и метрики со-
ответстви.

Далнейша работа алгоритма поволет определит суммарный обем имер-
емых обектов, что продемонстрированно на рисунке 8.
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Рис. 7. Реултат классификации обектов и выделение их границ.

Рис. 8. Реултаты вычислени параметров дл исследуемых иобра-
ений (а – пример дл иобраени и интернета, б – расчет парамет-
ров дл тестовых экемплров).

Посколку имелас контролна группа обектов с ивестными параметрами
удалос сравнит полученные начени с расчитаными наченими, в реултате чего
было установлено, что точност имерени превышает отметку в 85-90%, что вл-
етс хорошим реултатом.

В работе [17], решалас подобна адача, дл чего применлис методы основан-
ные на применении алгоритма Хаафа (CHT) и метод меры локалных окруностей
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(LCM), в реултате чего были получены такие реултаты точности, представлен-
ные в таблице 1.

Таблица 1. Сравнение реултатов точности имерени раличных методов.

Метод Средн погрешност, %
CHT 29.06
LCM 21.42

LCM+CHT 14.22
Комбинированный
метод 10-15

аклчение

В работе была рассмотрена реалиаци комбинированного метода на основе при-
менени морфологического подхода и нейронных сетей, дл решени адачи опреде-
лени геометрических параметров круглых лесоматериалов, располоенных в шта-
белх. Был раработан алгоритм и проведена его реалиаци, в реултате которой
удалос установит, что данный алгоритм поволет добитс высокой точности,
превосходщей другие подобные подходы.

Данный алгоритм моет быт исполован дл реалиации фотограмметриче-
ских программных комплексов, преднаначенных дл имерени партий круглых ле-
соматериалов, что поволит сниит транспортно-логистические атраты и сниит
количество финансовых потер и-а неправилного расчета стоимости перевоимого
сыр.
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Boundary value problem with an inclined derivative for a nonlinear
equation with an involution on a rectangle.

Kornuta A. A.

Abstract. One of the important areas of research in applied nonlinear dynamics is the
study of mathematical models of processes and phenomena of nonlinear optics that exhibit
various modes of self-organization of the light field. It is the models of nonlinear optics by
controlling the internal parameters of the system that make it possible to implement a wide
range of changes in the light field in experiments. One of such systems is an optical device, which
is a specially arranged external contour, called a “two-dimensional feedback loop” consisting
of various optical devices (lenses, prisms, etc.) and a thin layer of a nonlinear medium. As
models describing the dynamics of nonlinear optical systems with feedback, ordinary differential
equations, partial differential equations, functional differential equations with the transformation
of spatial variables can be used, the type of which is determined by the device of the feedback
loop, the choice of parameters, conditions at the boundary. The configuration of the area in which
the corresponding model is considered is determined by the transverse aperture of the system.

In the articles by A. V. Razgulin, E. P. Belan, one-dimensional problems on a circle with
rotation transformation, problems on a segment with reflection transformation were considered,
a two-dimensional problem in a circle with rotation transformation, as well as with a combination
of rotation and radial compression, was investigated. The problem for the ring was considered in
the works of A. A. Kornuta, V. A. Lukianenko [23]. Non-classical problems for partial differential
equations close to the considered ones are investigated in the works of A. L. Skubachevsky and
his students.

The dynamics of solutions to the problems under consideration largely depends on the
boundary conditions. As a rule, boundary value problems with Neumann conditions are
investigated. However, it is known that boundary conditions with an oblique (oblique) derivative
make it possible to model spiral waves that occur in nonlinear optical systems.
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The issues of the existence and stability of spiral waves in a model functional differential
equation of diffusion with a delay describing the dynamics of a nonlinear optical system with
a feedback loop in a thin ring space with boundary conditions with an oblique derivative are
investigated in the works of A. V. Razgulin and S. S. Budzinsky.

This paper discusses the existence and stability of solutions of a functional differential
equation of parabolic type in a rectangle with a reflection transformation of a spatial variable
and boundary conditions with an oblique derivative.

Keywords: functional differential equation, bifurcation, spectral problem, central manifold,
boundary conditions with an oblique derivative

Введение

Одним и ваных направлений исследований прикладной нелинейной динамики
влетс иучение математических моделей процессов и влений нелинейной оптики,
провлщих раличные реимы самоорганиации светового пол. Именно модели
нелинейной оптики посредством управлени внутренними параметрами системы по-
волт реалиоват в экспериментах широкий спектр именений светового пол. Од-
ной и таких систем влетс оптическое устройство, которое представлет собой спе-
циално устроенный внешний контур, наываемый “контуром обратной двумерной
сви” [1] состощий и раличных оптических устройств (лин, прим и др.) и тон-
кого сло нелинейной среды. В качестве моделей, описыващих динамику нелиней-
ных оптических систем с обратной св, могут быт исполованы обыкновенные
дифференциалные уравнени, уравнени в частных проиводных, функционално-
дифференциалные уравнени с преобраованием пространственных переменных,
вид которых определетс устройством контура обратной сви, выбором парамет-
ров, условими на границе. Конфигураци области, в которой рассматриватс со-
ответствуща модел, определетс поперечной апертурой системы.

В работах [2], [3] рассматривалис одномерные адачи на окруности с преобра-
ованием поворота, адачи на отреке с преобраованием отраений иучалас в [4].
В работе [5] исследована двумерна адача в круге с преобраованием поворота, в [6]
в качестве преобраовани была выбрана комбинаци поворота и радиалного са-
ти. Бликие к рассматриваемым неклассические адачи дл уравнений в частных
проиводных исследутс в работах А. Л. Скубачевского [8], [9].

Таврический вестник информатики и математики, 2 (55)’ 2022



52 А. А. Корнута

Динамика решений, рассматриваемых адач, ависит от краевых условий. Как
правило, исследутс толко краевые краевые адачи с условими Неймана. В ра-
ботах [10], [11] покаано, что краевые услови с косой (наклонной) проиводной по-
волт моделироват спиралные волны, которые воникат в процессах раличной
природы, в частности, в нелинейных оптических системах [12], [13].

Краева адача с косой проиводной в общем случае не влетс Фред-
голмовской. В частном случае, адача дл круга Ω = {(x1, x2)

x2
1 + x2

2 < 1},
Γ = {(x1, x2)

x2
1 + x2

2 = 1}}:

△u = 0,

a(θ)

∂u

∂x1

+ b(θ)
∂u

∂x2


= ϕ(θ)


Γ

,

a2(θ) + b2(θ) = 1,

где x1 + ix2 = z = ρ exp[iθ], cos(λ, x1) = a(θ), cos(λ, x2) = b(θ)  направлщие коси-
нусы, сводитс к краевой адаче теории аналитических функций [7].

В работах [14], [15] приводитс решение краевой адачи с косой проиводной дл
уравнени эллиптико-гиперболического типа Лаврентева – Бицаде в полуплоско-
сти, состощей и верхней полуплоскости (где уравнение эллиптическое) и прилега-
щей полосы (где уравнение гиперболическое). На прмой, ограничиващей полосу,
адана наклонна проиводна, а на границе радела полосы и полуплоскости ре-
шени сопргатс краевыми условими четверного рода. В реултате получено
сингулрное интегралное уравнение, которое сводитс к краевой адаче Римана со
сдвигом [16].

Вопросам существовани и стабилности спиралных волн в моделном
функционално-дифференциалном уравнении диффуии с ападыванием, описы-
ващем динамику нелинейно-оптической системы с контуром обратной сви в тон-
ком колцевом пространстве с граничными условими с косой проиводной посв-
щены работы [17], [18].

адача находени гармонической функции в области, влщейс четверт
круга, с наклонной проиводной на части границы рассматривалас в [20], [21]. По-
каано существование и единственност линейно неависимого нетривиалного ре-
шени и получено его представление.

В данной работе рассматриваетс вопросы существование и устойчивости реше-
ний функционално-дифференциалного уравнени параболического типа в прмо-
уголнике с преобраованием отраени пространственной переменной с граничны-
ми условими с косой проиводной.
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1. Постановка адачи

В прмоуголнике S = {(x, y)| |x| < d, |y| < l} рассматриваетс уравнение

∂u

∂t
−D△u+ u− ΛQu = f(u) = K(1 + γ cosQu)− ΛQu ≡ g(x, y, t), (1)

где (x, y) ∈ S, t > 0, u = u (x, y, t) [22], [1] с инволцией (преобраованием отраени)
Qu = u(−x, y, t), краевыми условими с косой проиводной на границах y = ±l

∂u

∂y


±l

= tgα
∂u

∂x


±l

, (2)

с краевыми условими на границах x = ±d либо с косой проиводной

∂u

∂y


±d

= tg β
∂u

∂x


±d

, (3)

либо с условием 2π−периодичности (d = π)

u (x+ 2π, y, t) = u (x, y, t) (4)

и началным условием
u(x, y, 0) = u0(x, y). (5)

дес △u  двумерный оператор Лапласа в декартовой системе координат (x, y),
D > 0, K > 0, γ (0 < γ < 1).

Обоначим H = L2(S) гилбертово пространство имеримых на S функций, H2 
функционалное пространство Соболева комплексноначных функций вещественной
переменной со стандартным скалрным проиведением и соответствущей евклидо-
вой нормой.

Пуст w = w(x, y, t)  одно и решений адачи (1)–(5), выполним амену
u = w + v, где v = v(x, y, t)  нова неивестна функци. Тогда адача (1)–(5) от-
носително v примет вид

∂v

∂t
+ v = D△v −Kγ sinQw ·Qv + f(Qv,Qw), (x, y) ∈ S, t ≥ 0, (6)

с соответствущими краевыми условими дл функции v, где
f(Qw,Qv) = Kγ (cosQw(cosQv − 1)− sinQw(sinQv −Qv)) [23].

Будем рассматриват пространственно-неоднородные решени, кото-
рые бифурцирут и пространственно-однородного стационарного решени
u(x, y, t) = w = const, определемого уравнением

w = K(1 + γ cosw). (7)

Таврический вестник информатики и математики, 2 (55)’ 2022



54 А. А. Корнута

Фиксируем одну и гладких ветвей, соответствущих одному и решений уравне-
ни (7)

w = w (K, γ) , 1 +Kγ sinw(K, γ) ∕= 0.

Выполн на выделенном стационарном пространственно-однородном решении
w(K, γ) амену u = v + w, приходим к уравнени (6), в котором Qw ≡ w. Рассмотрим
одно и моделных уравнений адачи (6) [24]

∂v

∂t
+ v = D△v + ΛQv + ΩQv2 − Λ

6
Qv3, t ≥ 0,

где Λ = −Kγ sinw, Ω = −Kγ cosw

2!
и две линеариованные адачи с краевыми усло-

вим с косой проиводной по переменным x и y

∂v

∂t
= D△v − v + ΛQv, t > 0, |x| < d, |y| < l,

v(x, y, 0) = v0(x, y),

∂v(x, y, t)

∂y


y=±l

= tgα
∂v(x, y, t)

∂x


y=±l

,
∂v(x, y, t)

∂y


x=±d

= tg β
∂v(x, y, t)

∂x


x=±d

,

(8)

и с косой проиводной по переменной y и условием периодичности по переменной x

∂v

∂t
= D△v − v + ΛQv, t > 0, |x| < π, |y| < l,

v(x, y, 0) = v0(x, y),

∂v(x, y, t)

∂y


y=±l

= tgα
∂v(x, y, t)

∂x


y=±l

, v (x+ 2π, y, t) = v (x, y, t) .

(9)

Линеариованное уравнение адач (8), (9) представим в операторной форме
∂v

∂t
− Lv = 0, где Lv = L0v + LQv, L0v = −D△v, LQv = v − ΛQv. Обоначим ψn,m 

собственные функции операторов L0 и L:

L0ψn,m = −△ψn,m = λn,mψn,m,

Lψn,m = λn,mψn,m.

Линейный оператор L с област определени H2, рассматриваемый как неогра-
ниченный оператор в пространстве H, влетс самосопренным оператором. Най-
дем собственные функции и собственные начени оператора L.
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2. Спектрална адача

Лемма 1. Оператор L0, определенный краевой адачей (13) с условими с косой про-
иводной на границе, имеет в пространстве H = L2(S) полну ортонормированну
систему собственных функций

ϕn,m =


cos

nπ

2d
x± i sin

nπ

2d
x


dm cos

πm

2l
y ± iln sin

πm

2l
y


. (10)

Соответствущие собственные начени определтс равенством

λn,m =
mπ

2l

2

+
nπ
2d

2

. (11)

Докаателство. Восполуемс методом раделени переменных дл уравнени
Lv = 0. Представим v(x, y, t) = Z(x, y) · T (t). Получим

Z(x, y)T ′(t)−D△Z(x, y)T (t) + Z(x, y)T (t)− ΛQZ(x, y)T (t) = 0. (12)

Раделим (12) на Z(z)T (t) :

T ′(t)

T (t)
=

D△Z(x, y)− Z(x, y) + ΛQZ(x, y)

Z(x, y)
= λ.

В реултате приходим к уравнени относително Z(x, y):

△Z(x, y)− 1

D
Z(x, y) +

Λ

D
QZ(x, y) =

λ
D
Z(x, y)

с условими первого типа

∂Z(x, y)

∂y
− tgα

∂Z(x, y)

∂x

 
y=±l

= 0,


∂Z(x, y)

∂x
− tg β

∂Z(x, y)

∂y

 
x=±d

= 0 (13)

или второго типа

∂Z(x, y)

∂y
− tgα

∂Z(x, y)

∂x

 
y=±l

= 0, Z(x+ 2π, y) = Z(x, y) (14)

и уравнени дл функции T (t) : T ′(t)− λT (t) = 0. Следователно, T (t) = C exp[λt].
Предварително в пространстве H рассмотрим спектралну адачу дл дис-

кретного самосопренного оператора L0 : L0ϕ = −∆ϕ

L0ϕ = λϕ (15)

с краевыми условими с косой проиводной на горионталных и вертикалных гра-
ницах области или с косой проиводной на горионталных и условием периодично-
сти на вертикалных границах области.
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Радел переменные Z(x, y) = X(x) · Y (y) в уравнении адачи (15), получим

− (X ′′(x) · Y (y) +X(x) · Y ′′(y)) = λX(x) · Y (y).

Отсда X ′′(x) + (λ− ν)X(x) = 0 и Y ′′(y) + νY (y) = 0.
Рассмотрим краеву адачу дл уравнени

Y ′′(y) + νY (y) = 0 (16)

с косой проиводной на границе

X(x)Y ′(y)− tgαX ′(x)Y (y)


y=±l

= 0.

Тогда

X ′(x) =
Y ′(±l)

tgαY (±l)
X(x) = µX(x). (17)

Исполу (17), апишем граничные услови дл уравнени (16)

Y ′(±l)− µ tgαY (±l) = 0. (18)

Пуст ν = κ2 > 0. Следователно,

Y (y) = A cosκy +B sinκy. (19)

Потребуем выполнение услови (18). Тогда


A(−κ sinκl − µ tgα cosκl) +B(κ cosκl − µ tgα sinκl) = 0,

A(κ sinκl − µ tgα cosκl) +B(κ cosκl + µ tgα sinκl) = 0.
(20)

Система (20) имеет ненулевое решение при условии, что

∆ =


−κ sinκl − µ tgα cosκl κ cosκl − µ tgα sinκl

κ sinκl − µ tgα cosκl κ cosκl + µ tgα sinκl

 =

= −2 sinκl cosκl

µ2 tg2 α + κ2


= 0.

Отсда, κ =
mπ

2l
или µ2 tg2 α + κ2 = 0.

При νm = κ2 =
mπ

2l

2

получаем Ym(y) = Am cos
mπ

2l
y +Bm sin

mπ

2l
y.

Рассмотрим уравнение относително X(x):

X ′′(x) +

λ− νm


X(x) = 0

с условими
X ′(±d)Y (y)− tg βX(±d)Y ′(y) = 0,

X ′(x) = µX(x).
(21)
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Представим (21) в виде

Y ′(y) = ηY (y), где η =
X ′(±d)

tg βX(±d)
. (22)

Получаем адачу
X ′′(x) +


λ− νm


X(x) = 0,

X ′(±d)− η tg βX(±d) = 0.
(23)

Пуст λ − νm = λ −
πm

2l

2

= 0. Тогда X ′′(x) = 0, X(x) = Ax + B. Система дл
определени A и B 

A(1− η tg βd)− η tg βB = 0

A(1 + η tg βd)− η tg βB = 0.

имеет ненулевое решение в случае если η = 0. Следователно, A = 0, B ∕= 0.

Пуст λ− νm = λ−
πm

2l

2

= ξ2. Тогда

X(x) = a cos ξx+ b sin ξx. (24)

Потребуем выполнение услови (23)


a(−ξ sin ξd− η tg β cos ξd) + b(ξ cos ξd− η tg β sin ξd) = 0,

a(ξ sin ξd− η tg β cos ξd) + b(ξ cos ξd+ η tg β sin ξd) = 0.
(25)

Однородна система (25) имеет ненулевое решение при условии, что

∆ =


−ξ sin ξd− η tg β cos ξd ξ cos ξd− η tg β sin ξd

ξ sin ξd− η tg β cos ξd ξ cos ξd+ η tg β sin ξd

 =

= −2 sin ξd cos ξd

η2 tg2 β + ξ2


= 0.

Отсда, ξ =
nπ

2d
или η2 tg2 β + ξ2 = 0.

Рассмотрим случай ξ2 =
nπ
2d

2

. Решение (24), получаем в виде

Xn(x) = a cos
nπ

2d
x+ b sin

nπ

2d
x,

λn,m =
mπ

2l

2

+
nπ
2d

2

.

Учитыва X ′
n(x) = µXn(x), приходим к равенству

−a
nπ

2d
sin

nπ

2d
x+ b

nπ

2d
cos

nπ

2d
x = µ


a cos

nπ

2d
x+ b sin

nπ

2d
x

.

Следователно, b
nπ

2d
= µa, µ = ±i

nπ

2d
.
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Отсда, учитыва (24), с точност до постонного мноител находим

Xn(x) = cos
nπ

2d
x± i sin

nπ

2d
x.

С другой стороны, Y ′(l) = µ tgαY (l) = ±i
nπ

2d
tgαY (l).

Тогда

A(−κ sinκl ∓ i
nπ

2d
tgα cosκl) +B(κ cosκl ∓ i

nπ

2d
tgα sinκl) = 0,

A(κ sinκl ∓ i
nπ

2d
tgα cosκl) +B(κ cosκl ± i

nπ

2d
tgα sinκl) = 0.

(26)

Определител системы (26) дл случа κ =
πm

2l

∆ = − sinmπ


1−

πn
2d

2

tg2 α


= 0.

Решение системы (26)

B = ±i
πn

2dκ
tgαA = ±i

ln

dm
tgαA.

Следователно, с точност до постонного мноител решение (16) имеет вид

Yn,m(y) = A

dm cos

πm

2l
y ± iln sin

πm

2l
y

.

Таким обраом, с точност до постонного мноител собственные функ-
ции оператора L0 имет вид (10). Соответствущие собственные начени

λn,m =
mπ

2l

2

+
nπ
2d

2

.
□

Отметим, что при докаателстве леммы 1 таке были получены наче-
ни κ = ±iµ tgα и ξ = ±i

nπ

2d
. Исследовани соответствущей спектралной адачи

будет рассмотрено пое.
Далее, в пространстве H рассмотрим спектралну адачу дл дискретного са-

мосопренного оператора L0 : L0ψ = −∆ψ и краевыми условими (14). Докаано
следущее утвердение.

Лемма 2. Оператор L0, определенный краевой адачей (14), (15), имеет в простран-
стве H = L2(S) полну ортонормированну систему собственных функций

ψn,2s =


cosnx± i sinnx


πs cos

πs

l
y ± iln tgα sin

πs

l
y


,

ψn,2s−1=


cosnx± i sinnx


2ln tgα cos

π(2s− 1)

2l
y ± iπ(2s− 1) sin

π(2s− 1)

2l
y


.

(27)
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Соответствущие собственные начени определтс равенством

λn,m =
mπ

2l

2

+ n2.

Докаателство. Как в лемме 1 находим функци Ym(y). Дл определени функции
Xn(x) вместо услови с косой проиводной по переменной x исполуем условие 2π-
периодичности, тогда

X(x+ 2π)−X(x) = 2 sin ξπ(b cos ξ(x+ π)− a sin ξ(x+ π)) = 0.

Отсда ξ = n. Учитыва (24),

Xn(x) = a cosnx+ b sinnx,

λn,m =
mπ

2l

2

+ n2.

Так как X ′(x) = µX(x), то X ′
n(x) = −an sinnx+ bn cosnx = µ (a cosnx+ b sinnx).

Следователно, b = −a
n

µ
, µ = ±in.

С другой стороны, Y ′(±l) = µ tgαY (±l) = ±in tgαY (±l). Учитыва (19), прихо-
дим к системе

A(−κ sinκl ∓ in tgα cosκl) +B(κ cosκl ∓ in tgα sinκl) = 0,

A(κ sinκl ∓ in tgα cosκl) +B(κ cosκl ± in tgα sinκl) = 0.
(28)

Определител системы (28) ∆ = − sin 2κl (κ2 − n2 tg2 α).

Рассмотрим случай κ =
πm

2l
: ∆ = − sinmπ

πm
2l

2

− n2 tg2 α


= 0. Тогда ре-

шение системы (28) B = ± iln tgα

πs
A (m = 2s), B = ± iπ(2s− 1)

2ln tgα
A (m = 2s − 1).

С точност до постонного мноител решение (19) имеет вид

Yn,2s(y) = πs cos
πs

l
y ± iln tgα sin

πs

l
y,

Yn,2s−1(y) = 2ln tgα cos
π(2s− 1)

2l
y ± iπ(2s− 1) sin

π(2s− 1)

2l
y.

Решение системы (28)
B = ±iA.

Таким обраом, в случае услови 2π-периодичности функци ψn,m имеет вид,
определемый равенством (27). Соответствущие собственные начени

λn,m =
mπ

2l

2

+ n2.

□
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Далее, в пространстве H рассмотрим спектралну адачу дл оператора
L = L0+LQ : LψQ = λψQ и краевыми условими (14) 2π-периодичности дл перемен-
ной x и условием с косой проиводной на границе y = ±l. Справедливо следущее
утвердение.

Лемма 3. Оператор LQ, определемый краевой адачей

LψQ = λQψQ,

∂ψQ(x, y)

∂y
− tgα

∂ψQ(x, y)

∂x

 
y=±l

= 0,

ψQ(x+ 2π, y) = ψQ(x, y),

где L = L0+LQ = −∆v+v−ΛQv, ψQ(x, y) = Xn(x)Yn,m(y) =

a cosnx+b sinnx


Yn,m(y),

имеет в пространстве H = L2(S) ортонормированну систему собственных функ-
ций

ψs
n,m = sinnxYn,m, ψ

c
n,m = cosnxYn,m,

которым соответствут собственные начени

λs
n,m = −D

mπ

2l

2

+ n2


− 1− Λ, λc

n,m = −D

mπ

2l

2

+ n2


− 1 + Λ. (29)

Докаателство. Дл собственных функций оператора LQ, определемого краевой
адачей (14), (15), полученных в лемме 3, рассматриваем спектралну адачу

ψ − ΛQψ − λQψ = 0.

Получаем систему

a

1− Λ− λQ


cosnx+ b


1 + Λ− λQ


sinnx = 0,

a

1− Λ− λQ


cosnx+ b


−1− Λ+ λQ


sinnx = 0.

(30)

Система (30) совместна, если λQ = 1 + Λ, a = 0, b – лбое или если λQ = 1− Λ,
b = 0, a – лбое.

Таким обраом, если λQ = 1 + Λ, то ψs
n,m = sinnxYn,m,

λs
n,m = −Dλn,m − λQ = −D

mπ

2l

2

+ n2


− 1− Λ. (31)

Если λQ = 1− Λ, то ψQ
n,m = cosnxYn,m,

λc
n,m = −Dλn,m − λQ = −D

mπ

2l

2

+ n2


− 1 + Λ. (32)

□
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Учитыва реултат леммы 3, получаем

Z(x, y) =
∞

n=1

∞

m=1

An,mZn,m =
∞

n,m=1

An,mXn(x)Yn,m(y) =

=
∞

n=1

∞

s=1

sinnx


2ln tgα cos

π(2s− 1)

2l
y ± iπ(2s− 1) sin

π(2s− 1)

2l
y+

+πs cos
πs

l
y ± iln tgα sin

πs

l
y


+

+
∞

k=1

∞

s=1

cos kx


2lk tgα cos

π(2s− 1)

2l
y ± iπ(2s− 1) sin

π(2s− 1)

2l
y+

+πs cos
πs

l
y ± ilk tgα sin

πs

l
y


,

(33)

Тогда, в соответствии с (33) получаем два выраени дл v

v(x, y, t) =

 ∞

n=1, k=1

An,k sinnx


πk cos

πk

l
y ± iln tgα sin

πk

l
y+

+2ln tgα cos
π(2k − 1)

2l
y ± iπ(2k − 1) sin

π(2k − 1)

2l
y


exp[−λs

n,kt],

(34)

v(x, y, t) =

 ∞

n=1, k=1

Bn,k cosnx


πk cos

πk

l
y ± iln tgα sin

πk

l
y+

+2ln tgα cos
π(2k − 1)

2l
y ± iπ(2k − 1) sin

π(2k − 1)

2l
y


exp[−λc

n,kt].

(35)

3. Метод централных многообраий

Рассмотрим одну и моделных адач
∂v

∂t
+ v = D△v + ΛQhv −

Λ

6
Qhv

3, |x| < π, |y| < l, t ≥ 0,

∂v(x, y, t)

∂y


y=±l

= tgα
∂v(x, y, t)

∂x


y=±l

,

v (x+ 2π, y, t) = v (x, y, t) ,

v(x, y, 0) = v0(x, y).

(36)
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Дл получени асимптотической формы пространственно-неоднородных стационар-
ных решений адачи (36), бифурцирущих и пространственно-однородного решени
w, восполуемс методом централных многообраий.

Устойчивост решени определетс наком Re(λs
n,m) и Re(λc

n,m). При Λ > −1

Re(λs
n,m) < 0, Re(λc

n,m) < 0 и решение устойчивое. При Λ < −1 существут начени

n,m, при которых Re(λs
n,m) = 0. Обоначим Dn,m = −

1 + Λ+ λs
n,mmπ

2l

2

+ n2

 бифуркацион-

ные начени параметра D. Имеет место следущее утвердение.

Теорема 1. При Λ < −1. Существует µ > 0, такое что дл начений параметра

D, удовлетворщих неравенству D1,1 − µ < D < D1,1, где D1,1 = −
1 + Λ+ λs

1,1 π

2l

2

+ 1

 ,

в окрестности нулевого решени начално-краевой адачи (36) существует непре-
рывна ветв стационарных точек z = z(D) > 0 уравнени

ż = λ̃s
1,1(D)z − 3Λ

32
K−

1,4z
3+

+
Λ2K−

1,4

1024K−
1,20


K+

1,4K
+
1,20

3


9

3λ̃s
1,1 − λ̃s

1,3

− 1

3λ̃s
1,1 − λ̃s

3,3


+

K−
3,20K

−
1,12

3λ̃s
1,1 − λ̃s

3,1



z5 + . . . ,

(37)

где K±
η,ξ = η2π2±ξ2l2 tg2 α, которой соответствут пространственно-неоднородные

решени

ϕ(x, y,D) = sin x

2l tgα cos

π

2l
y + iπ sin

π

2l
y

z(t)+

+


p3,1(x,D)


6l tgα cos

π

2l
y + iπ sin

π

2l
y

+

+p3,3(x,D)


6l tgα cos

3π

2l
y + 3il sin

3π

2l
y


z(t)3+

+


p5,1(x,D)


10l tgα cos

π

2l
y + iπ sin

π

2l
y

+

+p5,3(x,D)


10l tgα cos

3π

2l
y + 3iπ sin

3π

2l
y


+

+p5,5(x,D)


10l tgα cos

5π

2l
y + 5iπ sin

5π

2l
y


z5(t) + ξ(z, x, y,D) |z=z(D),

(38)
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где

p3,1(x,D) =
ΛK−

1,4K
−
1,12

32

3λ̃s

1,1 − λ̃s
3,1


K−

1,36

sin 3x,

p3,3 =
ΛK+

1,4

288



 3
3λ̃s

1,1 − λ̃s
1,3

 sin x− 1
3λ̃s

1,1 − λ̃s
3,3

 sin 3x



 ,

p5,1 =
Λ2K−

1,4

1024

5λ̃s

1,1 − λ̃s
3,1


K−

1,100


−
K+

1,4K
+
1,20

3


3

3λ̃s
1,1 − λ̃s

1,3

+
2

3λ̃s
1,1 − λ̃s

3,3


+ (39)

+
K−

1,12


K−

3,20K
−
1,36 − 192π2l2 tg2 α



3λ̃s

1,1 − λ̃s
3,1


K−

1,36


sin 3x+

+
Λ2K−

1,4

3072

5λ̃s

1,1 − λ̃s
5,1


K−

1,100


3K−

3,20K
−
1,12

3λ̃s
1,1 − λ̃s

3,1

+
K+

1,4K
+
1,20

3λ̃s
1,1 − λ̃s

3,3


sin 5x,

p5,3 =
Λ2K−

1,4

1024

5λ̃s

1,1 − λ̃s
1,3


K−

9,100



−
(K−

1,12)
2K+

3,20
3λ̃s

1,1 − λ̃s
3,1


K−

1,36

+

+
K+

1,4K
−
3,20

3


9

3λ̃s
1,1 − λ̃s

1,3

− 2

3λ̃s
1,1 − λ̃s

3,3


sin x+

+
Λ2K−

1,4

3072

5λ̃s

1,1 − λ̃s
3,3


K−

9,100


6(K−

1,12)
2K+

3,20
3λ̃s

1,1 − λ̃s
3,1


K−

1,36

+

+K+
1,4K

−
3,20


6

3λ̃s
1,1 − λ̃s

1,3

− 5

3λ̃s
1,1 − λ̃s

3,3


sin 3x+

+
Λ2K−

1,4

3072

5λ̃s

1,1 − λ̃s
5,3


K−

9,100


K+

1,4K
−
3,20

3λ̃s
1,1 − λ̃s

3,3

−
3(K−

1,12)
2K+

3,20
3λ̃s

1,1 − λ̃s
3,1


K−

1,36


sin 5x,

(40)
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p5,5 =
Λ2(K+

1,4)
2

15360


1

5λ̃s
1,1 − λ̃s

1,5


9

3λ̃s
1,1 − λ̃s

1,3

+
1

3λ̃s
1,1 − λ̃s

3,3


sin x−

− 1

5λ̃s
1,1 − λ̃s

3,5


3

3λ̃s
1,1 − λ̃s

1,3

+
2

3λ̃s
1,1 − λ̃s

3,3


sin 3x+

+
1

5λ̃s
1,1 − λ̃s

5,5

 1
3λ̃s

1,1 − λ̃s
3,3

 sin 5x



 .

(41)

Решение ϕ(x, y,D)  устойчивое.

Докаателство. В окрестности пространственно-однородного решени v = 0 ада-
чи (36) дл D, удовлетворщих неравенству D1,1 − µ < D < D1,1 существует цен-
тралное многообраие [25], представимое в виде

ϕ(x, y,D) = sin x

2l tgα cos

πy

2l
+ iπ sin

πy

2l


z(t)+

+

p3,1(x,D)


6l tgα cos

π

2l
y + iπ sin

π

2l
y

+

+ p3,3(x,D)


6π cos

3π

2l
y + 3il tgα sin

3π

2l
y


z(t)3+

+

p5,1(x,D)


10l tgα cos

π

2l
y + iπ sin

π

2l
y

+

+ p5,3(x,D)


10π cos

3π

2l
y + 3il tgα sin

3π

2l
y


+

+ p5,5(x,D)


10l tgα cos

5π

2l
y + 5iπ sin

5π

2l
y


z(t)5 + ξ(z, x, y,D) |z=z(D),

(42)

или

ϕ(x, y,D) = X1(x)Y1,1(y)z(t) +


p3,1(x,D)Y3,1(y) + p3,3(x,D)Y3,3(y)


z(t)3+

+


p5,1(x,D)Y5,1(y) + p5,4(x,D)Y5,3(y) + p5,5(x,D)Y5,5(y)


z(t)5 + ξ(z, x, y,D) |z=z(D),

где p3,1(x,D), p3,3(x,D), p5,1(x,D), p5,3(x,D), p5,5(x,D) функции и простран-
ства L2(S). На многообраии (42) уравнение (36) принимает вид

ż = λ1,1(D)z + C3z
3 + C5z

5 + . . . (43)
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Найдём коэффициенты ралоений (42) и (43), ограничивас рассмотрением трёх
слагаемых. Подставим (42) и (43) в уравнение (36). Приравнем коэффициенты при
степенх функции z(t). При z(t):

λs
1,1X1(x)Y1,1(y) = D


−1− π2

4l2


X1(x)Y1,1(y)−X1(x)Y1,1(y)− ΛX1(x)Y1,1(y).

Учитыва (31), приходим к тодеству λs
1,1 ≡ −D


1 +

π2

4l2


− 1 − Λ. Приравнива

коэффициенты при z3(t), получаем

−Dp′′3,1(x) +


1 +

π2

4l2
D + 3λ̃s

1,1


p3,1(x)− Λp3,1(−x)


Y3,1(y)+

+


−Dp′′3,3(x) +


1 +

9π2

4l2
D + 3λ̃s

1,1


p3,3(x)− Λp3,3(−x)


Y3,3(y)+

+C3 sin xY1,1(y)−
Λ

6
sin3 xY 3

1,1(y) = 0.

И услови ортогоналности собственных функций, получаем

C3 = −3Λ

32
(π2 − 4l2 tg2 α) и уравнени дл определени функций p3,1(x) и p3,3(x):

K−
1,36


Dp′′3,1(x)−


1 +D

π2

4l2
+ 3λ̃s

1,1


p3,1 + Λp3,1(−x)


+

+
1

32
ΛK−

1,4K
−
1,12 sin 3x = 0,

(44)

Dp′′3,3 −

1 +D

9π2

4l2
+ 3λ̃s

1,1


p3,3(x) + Λp3,3(−x) +

Λ

72
K−

1,4 sin
3 x = 0. (45)

Так как D3,1 = −
λ̃s
3,1 + 1 + Λ

1 +


3π

2l

2 , D3,3 = −
λ̃s
3,3 + 1 + Λ

9 +


3π

2l

2 , то и (44), (45) находим

p3,1(x,D) =
ΛK−

1,4K
−
1,12

32

3λ̃s

1,1 − λ̃s
3,1


K−

1,36

sin 3x,

p3,3 =
ΛK+

1,4

288



 3
3λ̃s

1,1 − λ̃s
1,3

 sin x− 1
3λ̃s

1,1 − λ̃s
3,3

 sin 3x
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Приравнива коэффициенты при z5(t), получаем уравнение дл определени
p5,1(x), p5,3(x), p5,5(x):


−Dp′′5,1(x) +


1 +

π2

4l2
D + 5λ̃s

1,1


p5,1(x)− Λp5,5(−x)


Y5,1(y)+

+


−Dp′′5,3(x) +


1 +

9π2

4l2
D + 5λ̃s

1,1


p5,3(x)− Λp5,3(−x)


Y5,3(y)+

+


−Dp′′5,5(x) +


1 +

25π2

4l2
D + 5λ̃s

1,1


p5,5(x)− Λp5,5(−x)


Y5,5(y)+

+C5X1(x)Y3,1(y) +


3C3p3,1(x)Y1,1(y) +

Λ

2
p3,1(−x)X2

1 (x)Y
2
1,1Y3,1


+

+


3C3p3,3(x)Y3,3(y) +

Λ

2
p3,3(−x)X2

1 (x)Y
2
1,1Y3,3


= 0.

(46)

Учитыва ортогоналност собственных функций, найденные ранее C3, p3,1(x),
p3,3(x) и условие рарешимости уравнени (46), находим C5

C5 =
Λ2K−

1,4

1024K−
1,20


K+

1,4K
+
1,20

3


9

3λ̃s
1,1 − λ̃s

1,3

− 1

3λ̃s
1,1 − λ̃s

3,3


+

K−
3,20K

−
1,12

3λ̃s
1,1 − λ̃s

3,1



.

Следователно p5,1(x), p5,3(x), p5,5(x) определтс равенствами (39), (40), (41) соот-
ветственно.

Исполу описанный алгоритм, процесс моет быт продолен.
Исход и услови Λ < −1 и равенства (37), имеет место суперкритическа би-

фуркаци типа вилка (см. [27], гл. 6. 3) и от тривиалного решени ответвлтс
два устойчивых решени ±ϕ(x, y,D).

□

Теорема носит локалный характер. Исполу приблиенное равенство

ϕ(x, y,D) ≈ X1(x)Y1,1(y)z(t)+

+p3,1(x,D)


Y3,1(y) + p3,3(x,D)Y3,3(y)


z(t)2 +


p5,1(x,D)Y5,1(y)+

+p5,3(x,D)Y5,3(y) + p5,5(x,D)Y5,5(y)


z5(t) + ξ(z, x, y,D) |z=z(D),

в пакете “Wolfram Mathematica 11.3” были проведены численные эксперименты по
построени приблиенных пространственно-неоднородных стационарных решений
адачи (36) с раличными наченими параметров. Реултаты приведены на рисун-
ках 1, 2.
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Рис. 1. Приблиенное решение адачи (36) при α = π/4, D = 0.3,
Λ = −3/2: a) действителна част решени; b) линии уровн дей-
ствителной части решени; c) мнима част решени; d) линии уров-
н мнимой части решени; e) абсолтна величина решени; f) линии
уровн абсолтной величины решени.
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Рис. 2. Приблиенное решение адачи (36) при α = π/12, D = 0.3,
Λ = −3/2: a) действителна част решени; b) линии уровн дей-
ствителной части решени; c) мнима част решени; d) линии уров-
н мнимой части решени; e) абсолтна величина решени; f) линии
уровн абсолтной величины решени.
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Полученные реултаты при α = 0 согласутс с реултатами, полученными
в [26].

аклчение

адача с косой проиводной обобщает адачу с условими Неймана. В соответ-
ствущей спектралной адаче краевые услови не раделтс, вное построение
собственных функций услонетс. Выделены два основных случа. Решена спек-
трална адача дл функционално-дифференциалного уравнени параболическо-
го типа с преобраованием отраени пространственной переменной на прмоугол-
нике и двум раными краевыми условими: с косой проиводной на вертикалных
и на горионталных границах, и с косой проиводной на горионталных границах
и с условием периодичности на вертикалных границах.

С помощ метода централных многообраий получено асимптотическое пред-
ставление пространственно-неоднородного стационарного решени нелинейного па-
раболического функционално-дифференциалного уравнени с отраением про-
странственной переменной с краевыми условими с косой проиводной и услови-
ем периодичности, бифурцирущего от пространственно-однородного решени при
уменшении бифуркационного параметра.

Автор выраает благодарност своему научному руководител В.А.Лукненко
а постановку адачи, ценные советы при планировании исследовани.
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On the development of minimality conditions in lie algebras.
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Abstract. This article discusses the main stages of the development of Lie algebras
satisfying minimality conditions. The minimality condition implies stabilization of descending
chains and can be applied to various substructures of the Lie algebra: ideals, subideals,
subalgebras, as well as inner ideals. All these conditions were transferred to Lie algebras from
ring theory and group theory. Such Lie algebras are called "Artinian"by analogy with rings of
the same name, since the minimality condition for rings was first considered by Emil Artin. In
order to generalize the minimality condition to ideals, quasi-Artinian Lie algebras arose in the
study of Artinian Lie algebras. The article presents the main research results of Russian and
foreign scientists whose works are devoted to Artinian and quasi-Artinian Lie algebras.

The first papers on Lie algebras with minimality conditions belong to the British
mathematician Ian Nicholas Stewart. It was he who began the transfer of all the necessary
concepts and conditions from group theory to Lie algebras. Stewart considered minimality
conditions in relation to subideals and n-step Lie algebra subideals. A little later, Ralph Amayo
became his co-author. Together they continued their work on transferring the concepts for
ascending and descending chains from solvable groups to Lie algebras and proving new results
about them. The main results of their research were included in the book "Infinite-dimensional
Lie Algebras the most famous among mathematicians. Their joint work did not end there, the
research of minimality conditions was continued. In their works, Amayo and Stewart formulated
open-ended questions, the answers to which were later found by their followers. Among them,
the following scientists can be distinguished: S. Togo, F. Kubo, T. Ikeda, F.A.M. Aldosrey. Their
works are devoted to the study of the relations between various conditions of minimality.

The minimality condition can also be applied to inner ideals, since inner ideals are considered
an analogue of the one-sided ideal of rings in Lie algebras. Georgia Benkart can be considered
the founder of this approach. Also, this direction belongs to the works of M. Osborne, F. Lopez,
E. Garcia, G. Lozano.

As noted above, in order to generalize the minimality condition to ideals in the study of
Artinian Lie algebras, F.A.M. Aldosrey in 1983 considered quasi-Artinian Lie algebras. After
studying this work, F. Kubo and M. Honda made up a number of questions that were not
answered in it, and thus continued the study of quasi-Artinian Lie algebras. In 2021, a joint work
by F. Aldosrey and I. Stewart was published, in which they conducted two essentially different
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studies of the structure of infinite-dimensional Lie algebras, connected by the fact that special
attention was paid to chain conditions, radicals, and generalizations of the “ideal” relation.

Among domestic scientists, Yu.A. Bakhturin, M.V. Zaitsev, S.A. Pihtilkov, V.M. Polyakov
were engaged in studies of minimality conditions for ideals. The object of their study were special
Lie algebras. S.A. Pihtilkov and E.V. Meshcherina also considered the minimality conditions for
subalgebras and inner ideals and conducted a study of the relationship between Lie algebras
with these minimality conditions. All the results of research in this area were applied by S.A.
Pihtilkov, E.V. Meshcherina and A.N. Blagovisnaya to solve the problem of solvability of the
primary radical of the Artinian Lie algebra.

When writing this paper, the author tried to present the results in chronological order.

Keywords: Lie algebras, Lie algebras with minimality condition, Artinian Lie algebras, inner
ideal of Lie algebra, nilpotent Lie algebra, algebra of matrices, quasi-Artinian Lie algebras, special
Artinian Lie algebras, subalgebra, ideal of Lie algebra.

Введение

Началом ародени направлени алгебр Ли, удовлетворщих условим мини-
малности моно считат 20–30-е гг. XX в., когда перешли к иучени проиволных
ассоциативных алгебраических структур, при этом особу рол имели левые и пра-
вые идеалы колец.

Определение условий максималности и минималности на левые идеалы колец,
введенное В. Крулл и Э. Нётер в 1925-26 гг. и алоило основу дл данной теории.

Неависимо от них, но примерно в тот е период времени, Э. Артин, обобщил ре-
ултаты Д. М. Веддерберна, касащиес ралоени полупростых алгебр на все
ассоциативные колца и алгебры, у которых левые идеалы удовлетворт одновре-
менно и услови максималности, и услови минималности. В 1944 г. опубликова-
на работа Артина в соавторстве с С. Несбитт и Р. Траллом, основным содеранием
которой было рассмотрение колец с условием минималности. Именно их сейчас и
наыват Артиновыми.

1. Основные полоени

Рассмотрим определение артиновости, которое ивестно сейчас и распространено
в классической литературе [1]:

Определение 1. Пуст R  ассоциативное колцо. Колцо R наываетс артиновым
справа, если лбое не пустое мноество его правых идеалов имеет минималный
элемент.

Аналогичное определение имеет лева артиновост.
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Теорема 1. Колцо R влетс артиновым справа (слева) тогда и толко тогда,
когда мноество его правых (левых) идеалов удовлетворет услови обрыва убы-
ващих цепочек или, говор иначе, стабилиируетс:

ρ1 ⊇ ρ2 ⊇ ... ⊇ ρm ⊇ ... ∃m ∈ Z+∀i ≥ m : ρi = ρm.

Не вское право-артиново колцо влетс лево-артиновым [1].

Определение 2. Колцо наываетс артиновым, если оно одновременно артиново
слева и артиново справа [1].

Артиновост была интересна в качестве услови конечности (конечномерности).
Хорошо ивестно, что радикал Декобсона артинова колца влетс нилпотент-
ным, полупроста артинова алгебра влетс прмой суммой простых артиновых
подалгебр, артинова проста алгебра иоморфна алгебре матриц над телом [1].

Таке дл артиновых колец ивестно, что лбое конечное колцо влетс ар-
тиновым, конечномерна алгебра над полем влетс артиновым колцом и если
R  артиново колцо, то колцо полных матриц Mn(R) таке влетс артиновым
колцом [1].

В конце 60-х годов условие артиновости было перенесено и на неассоциативные
алгебраические структуры  йордановы алгебры и алгебры Ли.

Первые упоминани об алгебрах Ли с условием минималности встречатс в
работе И. Старта [2] от 1969 года. Все понти и услови он переносил на алгебры
Ли с теории групп. Старт рассматривал условие минималности на подидеалы и
n-ступенчатые подидеалы алгебры Ли. Считаетс, что алгебра Ли L удовлетворет
услови минималности на подидеалы, если када непуста совокупност поди-
деалов и L имеет наименший элемент при вклчении. Докаано, что условие ми-
нималности дл 2-ступенчатых подидеалов подраумевает выполнение услови ми-
нималности на все подидеалы (Min-si), и что лба алгебра Ли, удовлетворща
Min-si, влетс расширением J-алгебры конечномерной алгеброй (где J-алгебра 
это алгебра, в которой кадый подидеал влетс идеалом). Таке Старт дока-
ал, что алгебра Ли всех эндоморфимов векторного пространства удовлетворет
услови минималности на подидеалы.

В совместной работе от 1972 года Р. Амайо и И. Старт перенесли некоторые ре-
ултаты М. Холла об услових конечности дл рарешимых групп на алгебры Ли.
Они докаали, что нилпотентна абелева алгебра Ли L, удовлетворща срау и
условим минималности, и условим максималности на идеалы влетс конечно-
мерной [3].
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Таке совместно Р. Амайо и И. Старт исследовали данные структуры при рас-
смотрении бесконечномерных алгебр Ли [4], [5]. В работе [5] авторы докаыват, что
над полми простой характеристики када алгебра Ли, удовлетворща услови
минималности дл 2-ступенчатых подидеалов, удовлетворет услови минимално-
сти на подалгебры и влетс конечномерным расширением алгебры Ли, у которой
лба подалгебра влетс идеалом. Но в этом случае условие минималности дл
2-ступенчатых подидеалов не гарантирует его выполнение дл всех подидеалов.

Так е, как и в случае с йордановыми алгебрами, аналогом одностороннего иде-
ала колец в алгебрах Ли моно считат внутренние идеалы. Поэтому артиновост
дл алгебр Ли моно определит и чере внутренние идеалы.

Дл алгебр Ли внутренние идеалы впервые рассмотрел Дон Фолкнер в 1973 г.,
систематическое е их иучение начала Дорди Бенкарт [6], [7]. Она е и при-
менила их к артиновости в 1975 году.

Бенкарт получила структуру внутреннего идеала алгебры Ли [R,R]/Z ∩ [R,R]

в виде bRf , где b и f идемпотенты в простом ассоциативном артиновом колце R,
характеристики, отличной от 2 и 3, Z  центр, и докаала, что така алгебра Ли
влетс срау и артиновой, и нетеровой [7].

На основании выводов Бенкарт М. Осборн в 1976 году провел исследование ал-
гебр Ли, которые удовлетворт услови убыващей цепи на идеалы идеалов [8].
Цел работы было покаат, что алгебра Ли с условием убыващей цепи на внут-
ренние идеалы имеет радикал, который влетс рарешимым и конечномерным, по-
сколку лбой идеал идеала влетс внутренним идеалом, и, следователно, усло-
вие убыващей цепи по внутренним идеалам подраумевает то е условие и по идеа-
лам идеалов. Он покаал, что алгебра Ли L удовлетворет услови убыващей цепи
тогда и толко тогда, когда выполнтс следущие два услови:

(i) L содерит конечномерный рарешимый идеал N , такой, что кадый раре-
шимый идеал и L содеритс в N ,

(ii) L/N влетс подпрмой суммой конечного числа первичных алгебр, удовле-
творщих услови убыващей цепи.

Он таке покаал, что если L влетс первичной алгеброй с этим условием
цепи, то существует алгебра Ли B, котора либо проста, либо влетс тенорным
проиведением простой алгебры Ли с усеченной полиномиалной алгеброй, так что
L иоморфна подалгебре DerB, содеращей adB [8]. Автор отмечает, что все реул-
таты верны над полми лбой характеристики, вклча 2.

С. Того в 1977 году в работе [9] покаал, что раличные услови минималности
на восходщих подалгебрах алгебр Ли эквивалентны друг другу. Эти реултаты
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обобщат реултаты, полученные в [2] и [5]. Чут пое Старт докаал более
силное утвердение, что када восходща подалгебра алгебры Ли, удовлетвор-
ща услови минималности дл подидеалов, влетс подидеалом [10].

Таке соотношени меду условими минималности исследовал Ф. Кубо [11].
В 1977 г. он дал ответы на некоторые вопросы, поставленные Амайо и Стартом
в [5]. Кубо покаал, что алгебры Ли, удовлетворщие условим минималности на
абелевы идеалы (Min-⊳ U) не обателно совпадат с алгебрами Ли, удовлетвор-
щими условим минималности на нилпотентные идеалы (Min-⊳ R). Таке он дал
отрицателный ответ на вопрос об эквивалентности класса алгебр Ли, где кадый
нилпотентный идеал влетс конечномерным (⊳ R-Fin) и класса алгебр Ли, где
кадый абелев идеал влетс конечномерным (⊳ U-Fin). Он покаал эти реулта-
ты, рассмотрев определенну алгебру Ли над полем рационалных чисел.

Докаателство реултата о соотношених меду условими минималности
над проиволным полем привел Т. Икеда в 1979 году в [12]. Он докаал, что
Min-⊳ R  Min-⊳EU, где Min-⊳EU - класс всех алгебр Ли, удовлетворщих услови
минималности дл рарешимых идеалов.

C цел обобщени услови минималности на идеалы при иучении артиновых
алгебр Ли Алдосреем Ф. в 1983 году были рассмотрены кваи-артиновы алгебры
Ли [13]. Он рассматривал цепочки идеалов, подидеалов и n-ступенчатых подидеалов,
а таке услови максималности и минималности дл них.

Определение 3. Алгебра Ли L наываетс кваи-артиновой, если дл лбой убы-
ващей цепочки I1 ⊇ I2 ⊇ ... ее идеалов существут r, s ∈ N, такие, что [L(r), Is] ⊆ In
дл всех n или, что эквивалентно этому, существует m ∈ N, такое что [L(m), Im] ⊆ In
дл всех n.

сно, что када рарешима алгебра Ли влетс кваи-артиновой, но легко
построит рарешиму алгебру Ли, котора не влетс артиновой, поэтому кваи-
артиновы алгебры не обателно долны быт артиновыми [13].

Таке он покаал, что конечна прма сумма кваи-артиновых алгебр Ли вл-
етс кваи-артиновой алгеброй Ли и лба локално-нилпотентна кваи-артинова
алгебра Ли влетс рарешимой, и рассмотрел радикалы кваи-артиновой алгебры
Ли, в том числе первичный [13].

Исследованими кваи-артиновых алгебр Ли таке анималис Ф. Кубо и
М. Хонда [14]. Иучив предыдущу работу, они составили рд вопросов, на которые
в ней не было ответа и таким обраом рассмотрели услови, при которых кваи-
артиновы алгебры Ли влтс рарешимыми, а таке при которых они удовле-
творт услови минималности на идеалы, и докаыват, что над лбым полем
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существует кваи-артинова алгебра Ли, котора не удовлетворет услови мини-
малности дл идеалов, таке она не имеет ненулевых рарешимых подидеалов. В
данной работе построен пример такой алгебры Ли.

Условие минималности на идеалы централиатора (Min-c) было впервые рас-
смотрено Алдосреем и Стартом в 1988 г. в работе [15]. Аналогичное условие -
условие минималности дл идеалов аннигилтора анимает начимое место в тео-
рии ассоциативных колец. Авторами покаано, что абелевы конечные алгебры Ли
удовлетворт Min-c; что, как и в ассоциативном случае, Min-c не амкнуто относи-
телно расширений или частных; и что, в отличие от ассоциативного случа, Min-c
не амкнуто относително вти идеалов. Таке докаано, что лбой гиперцен-
тралный идеал алгебры Ли с Min-c долен быт рарешимым (но не обател-
но нилпотентным). Иучены первичные идеалы полупростых алгебр Ли с Min-c и
покаано, что дл таких алгебр максималные идеалы централиатора совпадат
с минималными первичными идеалами. Докаываетс, что в полупростой алгебре
Ли с Min-c кадый идеал централиатора влетс пересечением конечного числа
максималных идеалов централиатора, то ест минималных первичных идеалов.
В аклчение приводтс некоторые открытые проблемы.

Артиновы алгебры Ли исследовалис в работах отечественных ученых 
. А. Бахтурина [16], М. В. айцева [17], С.А. Пихтилкова [18] и В.М. Полкова [19].
Их работы посвщены специалным артиновым алгебрам Ли, артиновост опреде-
ллас чере идеалы.

Обор на некоторые и этих работ уе был сделан ранее в [20], но дл полноты
илоени кратко опишем реултаты и дес.

Так в 1982 году . А. Бахтурин докаал, что полупроста артинова специална
алгебра Ли иоморфно влоима как колцо Ли в алгебру Ли, конечнопороденну
как модул над подходщим коммутативным колцом [16]. Он так е докаал и
обратное утвердение.

М. В. айцев в 1998 году в работе [17] докаал, что лба специална артино-
ва конечно породенна алгебра Ли имеет конечну рамерност. Он исполовал
описание артиновых алгебр Ли дл иучени решетки подалгебр SPI-алгебры. Дока-
ано, что если специална алгебра Ли L имеет максималну подалгебру H, таку,
что dim H < ∞, то dim L < ∞.

С.А. Пихтилков исполовал артиновост в качестве дополнителного услови
дл вомоности построени хорошей структурной теории специалных алгебр Ли в
2001 году [21]. Он докаал рарешимост первичного радикала такой алгебры Ли [18].
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Дл супералгебр Ли это утвердение так е выполнетс [22]. Его ученик В.М. По-
лков в 2005 году докаал рарешимост локално нилпотентной артиновой алгебры
Ли [19].

Много работ по иучени данного вопроса опубликовано испанскими учеными:
Ф. Лопес, Е. Гарси, Г. Лоано. В 2006 году они получили необходимое и достаточное
условие артиновости финитарной простой алгебры Ли над алгебраически амкну-
тым полем характеристики нул в виде ее конечномерности [23, 24]. В 2008 году ими
предлоена классификаци простых непороденных артиновых алгебр Ли над по-
лем характеристики нул или болше чем 7 и описана структура внутреннего идеала
простой алгебры Ли, воникащей и простой ассоциативной алгебры с ненулевым
цоколем [25]. В той е работе авторы докаыват, что что алгебра Ли дополнетс
тогда и толко тогда, когда она влетс прмой суммой простых невыроденных
артиновых алгебр Ли.

Годом пое в совместной работе Бенкарт и Лопе выводт структуру внутрен-
него идеала простых артиновых колец с инволцией и простых колец с инволцией
и минималных односторонних идеалов [26].

В 2012 году С.А. Пихтилков вместе со своими учениками вернулс к рас-
смотрени проблемы рарешимости первичного радикала артиновой алгебры Ли,
котора была овучена на семинаре механико-математического факултета МГУ
им. М. В. Ломоносова “Колца и модули” А.В. Михалевым еще в 2001 году. Как уе
было отмечено выше, этот вопрос был полоително решен С. А. Пихтилковым дл
специалной артиновой алгебры Ли [18]. Ивестно, что в общем случае  дл про-
иволной алгебры Ли, первичный радикал влетс слабо рарешимым, моет не
быт рарешимым и дае локално рарешимым [27, 28].

Совместно с Е. В. Мещериной С. А. Пихтилковым рассмотрены определени ар-
тиновости дл алгебр Ли чере идеалы (i-артиновост), подалгебры (a-артиновост)
и внутренние идеалы (inn-артиновост), исследованы соотношени меду ними [29].
Они покаали, что артиновост чере внутренние идеалы влечет а собой артиновост
чере идеалы, так е, как и артиновост чере подалгебры влечет артиновост чере
идеалы, но обратное в обоих случах неверно; таке и артиновост чере внутренние
идеалы не обеспечивает артиновост чере подалгебры. Моно сделат вывод, что
услови артиновости чере подалгебры и внутренние идеалы более силные, неели
артиновост чере идеалы.

К примеру, покаано, что алгебра Ли sl2(K) матриц второго пордка над полем
рационалных функций K = F (x1, x2, ..., xn, ...) от счетного числа коммутирущих
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переменных x1, x2, ..., xn, ..., где F –– поле, charF = 0, удовлетворет услови мини-
малности на идеалы, но не на подалгебры.

В другом примере рассмотрено векторное пространство V над F и его подпро-
странство W с баисом e1, e2, ..., en, ..., где dim V/W = ∞. Чере Wn обоначено
подпространство, породенное векторами en, en+1, .... Так W = W1. Тогда проста
алгебра Ли L = L(V )(−) будет i-артиновой, но не inn-артиновой.

В качестве примера бесконечномерной inn-артиновой алгебры Ли моно рас-
смотрет алгебру матриц второго пордка L = sl2K, где K –– бесконечномерное
алгебраически амкнутое расширение пол F, charF = 0. Докаано, что она таке
не влетс a-артиновой.

Еще один пример  пример одновременно a-артиновой и i-артиновой алгебры Ли:
подалгебра полной линейной алгебры Ли gl(n,C), состоща и верхнетреуголных
матриц.

Очен интересен бесконечномерный случай. Как уе было написано выше, усло-
вие минималности было перенесено на алгебры Ли с теории групп. Среди групп
моно выделит так наываемые кваициклические группы - абелевы бесконечные
группы с выполненным условием минималности на подгруппы. Например, мулти-
пликативна группа комплексных корней уравнений xpn = 1, n = 1, 2, ... дл простого
числа p. Все подгруппы кваициклических групп конечны.

Ивестна проблема, сформулированна О. . Шмидтом: существут ли
бесконечные неабелевы группы, все подгруппы которых конечны, решена
А. . Олшанским [30].

Но в алгебрах Ли ситуаци ина. Все абелевы алгебры Ли с условием минимал-
ности на подалгебры - конечны. В работе [29] докаано, что вопрос о существовании
бесконечномерных a-артиновых алгебр Ли эквивалентен вопросу о существовании
первичных бесконечномерных a-артиновых алгебр Ли. Но ответит на данные во-
просы пока не удалос.

В работе [31] С.А. Пихтилков и Е.В. Мещерина докаали, рарешимост первич-
ного радикала a-артиновой или inn-артиновой алгебры Ли. Рарешимост первич-
ного радикала слабоартиновой (i-артиновой) алгебры Ли С.А. Пихтилков и А.Н.
Благовисна докаали в 2015 году [32]. Так е дл такой алгебры авторы докаали
локалну нилпотентност первичного радикала.

Таким обраом, вопрос о рарешимости первичного радикала артиновой алгеб-
ры Ли решен полност.

В 2021 году опубликована работа И. Старта и Ф. Алдосре, в которой они про-
вели два по сути раличных исследовани структуры бесконечномерных алгебр Ли,
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сванных тем, что особое внимание уделено условим цепочек, радикалам и обобще-
ним отношени идеал [33]. Авторы иучат услови на первичные идеалы, свы-
ващие артиновост и нетеровост, а таке кваи-артиновост и кваи-нетеровост.
Докаано, что радикал лбого идеала кваи-артиновой алгебры Ли ест пересечение
конечного числа первичных идеалов, а идеално конечна алгебра Ли кваи-нетерова
тогда и толко тогда, когда она кваи-артинова. Оба свойства эквивалентны конечно
рарешимости. Таке докаана структурна теорема дл последователно конечных
артиновых алгебр Ли.

аклчение

В работе рассмотрены основные этапы равити алгебр Ли, удовлетворщих
раличным условим минималности. Условие минималности моет быт приме-
нимо как к идеалам, так и подалгебрам, подидеалам и внутренним идеалам. Опи-
саны реултаты исследований Российских и арубеных ученых, работы которых
посвщены данному направлени от самого истока до настощего времени.

Интерес к артиновым и кваи-артиновым алгебрам Ли не пропадает. Работа по
иучени раличных условий минималности дл алгебр Ли и соотношений меду
ними ведетс и сегодн.

В сви с равитием комптерных наук выыват интерес и раличные прило-
ени артиновых и кваи-артиновых алгебр Ли в этой области.

Cписок литературы

1. Херстейн, И. Некоммутативные колца / И. Херстейн.  M.: Мир, 1972.  192 c.

HERSTEIN, I. (1972) Noncommutative rings. Moscow: Mir.

2. STEWART, I. N. (1969) The minimal condition for subideals of Lie algebras.
Mathematische Zeitschrift. 111. p. 301–310.

3. AMAYO, R. K. & STEWART, I. N. (1972) Finitely Generated Lie Algebras. Journal
of The London Mathematical Society-second Series. 5. p. 697–703.

4. AMAYO, R. K. & STEWART, I. N. (1974) Infinite-dimensional Lie Algebras. Leyden:
Noordhoff International.

5. AMAYO, R. K. & STEWART, I. N. (1975) Descending chain conditions for Lie
algebras of prime characteristic. Journal of Algebra. 35. p. 86–98.

Таврический вестник информатики и математики, 2 (55)’ 2022



82 Е. В. Мещерина

6. BENKART, G. (1977) On inner ideals and ad-nilpotent elements of Lie algebras.
Transaction of the American Mathematical Society. 232. p. 61–81.

7. BENKART, G. (1976) The Lie inner ideal structure of associative rings. Journal of
Algebra. 43. p. 561–584.

8. OSBORN, J. M. (1977) Lie algebras with descending chain condition. Pacific Journal
of Mathematics. 73. p. 155–159.

9. TOGO, S. (1977) The minimal condition for ascendant subalgebras of Lie algebras.
Hiroshima Mathematical Journal. 7. p. 683–687.

10. STEWART, I. N. (1979) The minimal condition for subideals of Lie algebras implies
that every ascendant subalgebra is a subideal. Hiroshima Mathematical Journal. 9.
p. 35–36.

11. KUBO, F. (1978) Finiteness conditions for Abelian ideals and nilpotent ideals in Lie
algebras. Hiroshima Mathematical Journal. 8. p. 301–303.

12. IKEDA, T. (1979) Chain conditions for abelian, nilpotent and soluble ideals in Lie
algebras. Hiroshima Mathematical Journal. 9. p. 465–467.

13. ALDOSRAY, F. A. M. (1983) On Lie algebras with finiteness conditions. Hiroshima
Mathematical Journal. 13. p. 665–674.

14. KUBO, F. & HONDA, M. (1985) Quasi-Artinian Lie algebras. Hiroshima
Mathematical Journal. 14. p. 563–570.

15. ALDOSRAY, F. A. M.& STEWART, I. N. (1989) Lie algebras with the minimal
condition on centralizer ideals. Hiroshima Mathematical Journal. 19. p. 397–407.

16. Бахтурин, . А. Артиновы специалные алгебры Ли // Алгебра.  М.:Ид-во
МГУ, 1982.  C. 24–26.

BAKHTURIN, Yu. A. (1982) Artinian special Lie algebras. Algebra. Moscow: Moscow
State Univ. Publ.. p. 24–26.

17. ZAITSEV, M. V. (1998) Finiteness conditions on special Lie algebras. A Journal of
Math Sci. [Online] 88. p. 537–544. Available from:
https://doi.org/10.1007/BF02365315. [Accessed: 30th July 2022].

18. Пихтилков, С. А. Артиновы специалные алгебры Ли // Алгоритмические про-
блемы теории групп и полугрупп.  Тула: Ид-во Тул. гос. пед. ун-та им. Л.Н.
Толстого, 2001.  C. 189–194.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2022, 2



О равитии условий минималности в алгебрах Ли 83

PIKHTIL’KOV, S. A. (2001) Artinian special Lie algebras. Algorithmic problems of
the theory of groups and semigroups. Tula: TSPU im. L.N.Tolstogo Publ. p. 189–194.

19. Пихтилков, С. А., Полков, В. М. О локално нилпотентных артиновых алгеб-
рах Ли // Чебышевский сборник.  Тула: Ид-во Тул. гос. пед. ун-та им. Л.Н.
Толстого, 2005.  Т. 6:1.  C. 163–169.

PIKHTIL’KOV, S. A. & POLYAKOV, V. M. (2005) About locally nilpotent Artinian
Lie algebras. Chebyshevskii sbornik. 6:1. p. 163–169.

20. Мещерина, Е. В., Пихтилкова, О. А. Равитие понти "артиновост" дл ал-
гебр Ли // Чебышевский сборник.  Тула: Ид-во Тул. гос. пед. ун-та им. Л.Н.
Толстого, 2018.  Т. 19:1.  C. 167–175.

MESHCHERINA, E. V. & PIKHTIL’KOVA, O. A. (2018) The development of the
concept of "Artinian" for Lie algebras. Chebyshevskii sbornik. 19:1. p. 167–175.

21. Пихтилков, C. А. Структурна теори специалных алгебр Ли.  Тула:Ид-во
ТГПУ им. Л.Н. Толстого, 2005.  202 c.

PIKHTIL’KOV, S. A. (2005) Strukturnaya teoriya special’nyh algebr Li. Tula: TSPU
im. L.N. Tolstogo Publ.

22. PIKHTIL’KOV, S. A. & POLYAKOV V. M. (2004) Artinian special Lie
superalgebras. Buletinul Academie de stinte a republicii Moldova: Matematica.
44:1. p. 116–119.

23. LOPEZ, A. F., GARCIA, E., LOZANO, M. G. (2006) Inner ideals of finitary simple
Lie algebras. Journal of Lie Theory. 16. p. 97–114.

24. LOPEZ, A. F., GARCIA, E., LOZANO, M. G. (2009) Inner ideal structure of nearly
artinian Lie algebras. Proceedings of the American Mathematical Society. 137. p. 1–9.

25. LOPEZ, A. F., GARCIA, E., LOZANO, M. G. (2008) An artinian theory for Lie
algebras. Journal of Algebra. 319:3. p. 938–951.

26. BENKART, G. & LOPEZ, A. F. (2009) The inner ideal structure of associative rings
revisited. Communications in Algebra. 37. p. 3833 – 3850.

27. Балаба, И. Н., Михалев, А. В., Пихтилков, С. А. Первичный радикал градуи-
рованных Ω-групп // Фундаментална и прикладна математика.  2006. 
Т. 12:2.  C. 159–174.

BALABA, I. N., MIKHALEV, A. V., PIKHTIL’KOV, S. A. (2006) The primary
radical of graded Ω -groups. Fundamental and Applied Mathematics. 12:2. p. 159–174.

Таврический вестник информатики и математики, 2 (55)’ 2022



84 Е. В. Мещерина

28. Пихтилкова, О. А. & Пихтилков, С. А. Локална рарешимост простого ра-
дикала слабоартиновой алгебры Ли // Сибирский математический урнал. 
2016.  57.  C. 549–551.

PIKHTIL’KOVA, O. A. & PIKHTIL’KOV, S. A. (2016) Lokal’naya razreshimost’
prostogo radikala slaboartinovoj algebry Li. Siberian Mathematical Journal. 57.
p. 549–551.

29. Мещерина, Е. В. О раличных определених артиновости дл алгебр Ли // Чебы-
шевский сборник.  Тула: Ид-во Тул. гос. пед. ун-та им. Л.Н. Толстого, 2013. 
Т. 14:3(47).  C. 86–91.

MESHCHERINA, E. V. (2013) On the different definitions of Artinian for Lie
Algebras. Chebyshevskii sbornik. 14:3(47). p. 86–91.

30. Олшанский, А. . Бесконечна группа с подгруппами простых пордков //
Ивести академии наук СССР. Сери математическа.  1980.  Т. 44:2. 
C. 309–321.

OL’SHANSKY, A. Yu. (1980) Infinite group with subgroups of prime orders. Izvestiya
Akademii Nauk SSSR. Seriya matematicheskaya. 44:2. p. 309–321.

31. Мещерина, Е. В., Пихтилков, С. А., Пихтилкова, О. А. О проблеме А.В. Миха-
лева дл алгебр Ли // Ивести Саратовского университета. Нова сери. Сери
Математика. Механика. Информатика.  2013.  4(2).  C. 84–89.

MESHCHERINA, E. V., PIKHTIL’KOV, S. A., PIKHTIL’KOVA, O. A. (2013) On
the problem of A.V. Mikhalev for Lie algebras. Izvestiya of Saratov University.
Mathematics. Mechanics. Informatics. 4(2). p. 84–89.

32. Благовисна, А. Н., Пихтилков, С. А., Пихтилкова, О. А. О свойствах первич-
ного радикала слабоартиновой алгебры Ли // Чебышевский сборник.  Тула:
Ид-во Тул. гос. пед. ун-та им. Л.Н. Толстого, 2017.  18:1.  C. 134–142.

BLAGOVISNAYA, A. N., PIKHTIL’KOV, S. A., PIKHTIL’KOVA, O. A. (2017) On
the properties of the primary radical of the weakly-Artinian Lie algebra. Chebyshevskii
sbornik. 18:1. p. 134–142.

33. ALDOSRAY, F. A. M. & STEWART, I. (2021) Generalised Chain Conditions, Prime
Ideals, and Classes of Locally Finite Lie Algebras. Algebra Colloquium. 28:1. p. 63–86.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2022, 2



УДК: 514.7

MSC2010: 51F15, 14L24

ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ БАИСНЫХ ИНВАРИАНТОВ
УНИТАРНОЙ ГРУППЫ W (K5)

c© О. И. Рудницкий
Крымский федералный университет им. В. И. Вернадского

Фиико-технический институт
просп. Академика Вернадского, 4, Симферопол, 295007, Российска Федераци

e-mail: oirud58@gmail.com

About one property of basic invariants of unitary group W (K5).

Rudnitskii O. I.

Abstract. In this paper, we are considering the finite unitary primitive group W (K5)

of order 72 · 6! generated by reflections of second order with respect to the hyperplanes in
5-dimensional unitary space (the group of number 33 in the list of Shephard and Todd). As
is well known, the algebra of all W (K5)-invariant polynomials is generated by 5 algebraically
independent homogeneous polynomials Jmi of degrees mi = 4, 6, 10, 12, 18. In the previous works,
author obtained in explicit form basic invariants Jmi .

The main purpose of the article is to consider another method of finding in explicit form
the basic invariants of group W (K5). This method is based on the following property of group
W (K5).

Let G(3, 3, 4) be the imprimitive unitary reflection group generated by reflections. Since
G(3, 3, 4) is a subgroup of W (K5), each of polynomials Jmi is written as a polynomial φt(Ik) of

the polynomials Ik =
4

i=1
xi

3k, (k = 1, 2, 3), I4 = x1x2x3x4 and I5 = x5  the basic invariants of

G(3, 3, 4).
In the present paper, the explicit form of polynomials φt(Ik), t = 4, 6, 10, 12, 18, is found and

the basis invariants of group W (K5) were constructed in explicit form.

Keywords: Unitary space, reflection, reflection groups, invariant, algebra of invariants.

Введение

Пуст в n-мерном унитарном пространстве Un адана координатна система на-

чалом O и ортонормированным баисом ei (i = 1, n); вектор x =
n

i=1

xiei. Введем

обоначени: R = C[x1, . . . ,xn] колцо многочленов от n переменных над полем ком-
плексных чисел, G  конечна неприводима группа, породенна отраеними в
пространстве Un.

Действие группы G в колце R определим следущим обраом:

σ · f = σ · f(x) = f(σ−1−→x ), σ ∈ G, f(x) = f(xi) ∈ R.
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Многочлен f ∈ R наываетс G-инвариантом группы G, если σ · f = f дл всех
σ ∈ G. Мноество всех G-инвариантов имеет структуру алгебры, котору будем
обоначат IG. Алгебра IG породаетс n алгебраически неависимыми однородны-
ми многочленами (баисные инварианты) степеней mi, i = 1, n [1]. Числа mi дл
аданной группы G определтс одноначно, а баисные инварианты  нет.

Ивестно [1], что в пространстве U5 существует единственна конечна невеще-
ственна примитивна группа G, породенна отраеними. Это группа W (K5)

пордка 72 · 6! , породённа отраеними второго пордка относително 45 четы-
рехмерных плоскостей (группа  33 в списке Шепарда-Тодда) [1].

Алгебра IW (K5) породена пт алгебраически неависимыми многочленами
степеней mi = 4, 6, 10, 12, 18 [1].

Ранее, в работах [2]-[5], были раличными методами построены в вном виде
раные системы баисных инвариантов группы W (K5).

В рамках этой стати рассматриваетс еще один подход к построени в вном
виде баисных инвариантов группы W (K5), а именно, решаетс вопрос о представ-
лении баисных инвариантов группы W (K5) в виде многочлена от степенных сумм

Ik =
4

i=1

xi
3k, (k = 1, 2, 3), а таке многочленов I4 = x1x2x3x4 и I5 = x5.

Реалиованный в работе метод построени баисных инвариантов ранее приме-
нлс автором в работах [4], [6], а таке в работе [7].

Отметим, что дл получени реултатов в этой стате был исполован про-
граммный пакет  система комптерной алгебры Maple.

1. Постановка адачи и основной реултат

Группа W (K5) пордка 72 · 6! породаетс в пространстве U5 отраеними вто-
рого пордка относително 4-плоскостей с уравненими [3], [5]

x1 − ω2x2 = 0, xt − xt+1 = 0 (t = 1, 3), (1)

и
x1 + x2 + x3 + x4 +

√
2x5 = 0, (2)

где ω = −1+ε
√
3

2
 первообраный корен третей степени и единицы, ε =

√
−1.

Уравнени всех 45 четырехмерных плоскостей, отраени относително которых
принадлеат группе W (K5), имет вид [5]

xi − ωk0xj = 0, i, j = 1, 4, (i < j), k0 = 1, 3, (3)
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и
4

i=1

ωkixi +
√
2ωk5x5 = 0, (4)

где
4

i=1

ki + 2k5 ≡ 0 (mod 3), ki, k5 = 1, 3.

Мноество их нормалных векторов (система корней группы) состоит и 270
векторов

±εωt

√
2
(ei − ωk0ej), ± ωt

√
6
(

4

i=1

ωkiei +
√
2ωk5e5), t = 1, 3,

и инвариантно относително группы W (K5) [4]. Степени баисных инвариантов
mi = 4, 6, 10, 12, 18 [1].

Ранее, в работе [4](см. таке [5]), исполу многочлены Погорелова, автор по-
строил в вном виде баисные инварианты Jmi

группы W (K5).
Основна цел настощей работы  рассмотрет еще один способ построени

в вном виде баисных инвариантов унитарной группы W (K5), а именно, выраит

их чере степенные суммы Ik =
4

i=1

xi
3k, (k = 1, 2, 3) и многочлены I4 = x1x2x3x4 и

I5 = x5.
Конечна унитарна импримитивна группа G(3, 3, 4) породаетс в простран-

стве U4 отраеними второго пордка относително 3-плоскостей с уравненими (1)
и содерит отраени второго пордка относително 3-плоскостей с уравнени-
ми (3) [1].

Следователно, G(3, 3, 4) ⊂ W (K5), а начит алгебра IW (K5) ⊂ IG(3,3,4).
Таким обраом, вский инвариант группы W (K5) влетс инвариантом груп-

пы G(3, 3, 4). При этом в силу выбора фундаменталных областей групп G(3, 3, 4)

и W (K5) (см. (1), (2)) инвариант f группы G(3, 3, 4) влетс инвариантом W (K5)

тогда и толко тогда, когда он удовлетворет услови

δ(f) = f, (5)

где δ  отраение второго пордка относително 4-плоскости с уравнением (2), то
ест преобраование вида






xi → xi − 1
3
(

4
k=1

xk +
√
2x5), i = 1, 4,

x5 → x5 −
√
2
3
(

4
k=1

xk +
√
2x5).
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Ивестно [1], что алгебра IG(3,3,4) в пространстве U4 породаетс четырм ал-

гебраически неависимыми многочленами Ik =
4

i=1

xi
3k(k = 1, 2, 3) и I4 = x1x2x3x4.

При этом, так как мы рассматриваем действие группы G(3, 3, 4) в пространстве U5,
то к баисным инвариантам нуно добавит еще многочлен I5 = x5 (4-плоскост с
уравнением x5 = 0 определет инвариантное подпространство U4 ⊂ U5, в котором
действует группа G(3, 3, 4)).

Таким обраом, лбой элемент f алгебры IG(3,3,4) представим в виде f = φt(Ik),

k = 1, 5, где φt(Ik)  некоторый многочлен подходщей степени t, от форм Ik. При
этом f ∈ IW (K5), если многочлен φt(Ik) инвариантен относително отраени δ.

Получим вный вид многочленов φt(Ik) и найдем баисные инварианты группы
W (K5). Понтно, что необходимо рассмотрет толко многочлены φt(Ik) степеней
t = 4, 6, 10, 12, 18.

1. Пуст t = 4. Тогда

P4 = φ4(I1, I4, I5) = a1I5
4 + a2I1I5 + a3I4,

где a1, a2, a3  неопределенные коэффициенты.
Условие (5), дл многочлена P4, приводит к следущей системе линейных урав-

нений дл коэффициентов a1, a2, a3 :





8
√
2a1 + 34a2 + 5

√
2a3 = 0,

20a1 + 2
√
2a2 − a3 = 0,

16a1 − 20
√
2a2 − 8a3 = 0.

Ее общее решение a1 = c, a2 = −2
√
2c, a3 = 12c. Следователно,

P4 = (I5
4 − 2

√
2I1I5 + 12I4).

Ненулевой многочлен P4, определемый одноначно с точност до постонно-
го мноител, влетс баисным инвариантом четвертой степени группы W (K5).

Отметим, что при c = 1 он совпадает с баисным инвариантом J4 группы W (K5),
полученным в работе [4](см. таке [5]), то ест

J4 = I5
4 − 2

√
2I1I5 + 12I4.

2. Если t = 6, то многочлен

P6 = φ6(I1, I2, I4, I5) = a1I5
6 + a2I5

3I1 + a3I5
2I4 + a4I2 + a5I1

2.
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Как и в случае t = 4, и соотношени (5) получаем линейну систему и пти
уравнений 





4a1 − 5
√
2a2 − 2a3 − 331a4 − 352a5 = 0,

182a1 + 2
√
2a2 − a3 − 8a4 − 32a5 = 0,

40a1 + 31
√
2a2 + 7a3 − 70a4 − 280a5 = 0,

40
√
2a1 + 602a2 − 11

√
2a3 + 200

√
2a4 − 172

√
2a5 = 0,

20a1 + 11
√
2a2 − 7a3 − 80a4 + 4a5 = 0.

Общее решение этой системы имеет вид: a1 = 1
5
c, a2 =

√
2c, a3 = 18c, a4 = −6

5
c,

a5 = c. Таким обраом,

P6 =
c

5
(I5

6 + 5
√
2I5

3I1 + 90I5
2I4 − 6I2 + 5I1

2).

При c ∕= 0, форма P6 влетс баисным инвариантом шестой степени группы
W (K5). Если c = 5, то P6 = J6, где J6  баисный инвариант шестой степени группы
W (K5), найденный в работе [4](см. таке [5]), то ест

J6 = I5
6 + 5

√
2I5

3I1 + 90I5
2I4 − 6I2 + 5I1

2.

3. Пуст t = 10. Тогда

P10 = φ10(I1, I2, I3, I4, I5) = a1I5
10 + a2I5

7I1 + a3I5
6I4 + a4I5

4I2 + a5I5
4I1

2+

+a6I5
3I1I4 + a7I5

2I4
2 + a8I5I1

3 + a9I5I1I2 + a10I5I3 + a11I1
2I4 + a12I2I4.

Как и ранее, соотношение (5) приводит к однородной линейной системе относи-
телно 12 неивестных коэффициентов al, котору мы не приводим дес вследствие
ее громодкости. Общее решение этой системы имеет вид:

a1 = c1, a2 = 3
√
2c1, a3 = 182c1 + 4

√
2c2, a4 = 14c1 +

√
2c2,

a5 = −35c1 −
√
2c2, a6 = −140

√
2c1 − 2c2, a7 = 1260c1 + 9

√
2c2, a8 = c2,

a9 = −28
√
2c1 − 4c2, a10 = 30

√
2c1 + 3c2, a11 = 70c1 +

√
2

2
c2, a12 = −102c1 −

3
√
2

2
c2,

где c1, c2  проиволные числа.
Таким обраом,

P10 = c1(I5
10 + 3

√
2I5

7I1 + 182I5
6I4 + 14I5

4I2 − 35I5
4I1

2 − 140
√
2I5

3I1I4+

+1260I5
2I4

2 − 28
√
2I5I1I2 + 30

√
2I5I3 + 70I1

2I4 − 102I2I4) + c2(4
√
2I5

6I4 +
√
2I5

4I2−

−
√
2I5

4I1
2 − 2I5

3I1I4 + 9
√
2I5

2I4
2 + I5I1

3 − 4I5I1I2 + 3I5I3 +

√
2

2
I1

2I4 −
3
√
2

2
I2I4).
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Эта форма при лбых начених c1, c2 ест инвариант 10-й степени группы
W (K5).

При t1 = 10c1 +
√
2
2
c2 и t2 = c1, форма

P10 = t1J10 + t2J4J6,

где J4, J6, J10  баисные инварианты группы W (K5), найденные в работе [4](см.
таке [5]).

Следователно, инвариант P10 влетс баисным при c2 ∕= −10
√
2c1, и при

c1 = 0, c2 =
√
2 совпадает с баисным инвариантом J10:

J10 = 8I5
6I4 + 2I5

4I2 − 2I5
4I1

2 − 2
√
2I5

3I1I4 + 18I5
2I4

2+

+
√
2I5I1

3 − 4
√
2I5I1I2 + 3

√
2I5I3 + I1

2I4 − 3I2I4.

4. Если t = 12, то

P12 = φ12(I1, I2, I3, I4, I5) = a1I5
12 + a2I5

9I1 + a3I5
8I4 + a4I5

6I2 + a5I5
6I1

2+

+a6I5
5I1I4 + a7I5

4I4
2 + a8I5

3I3 + a9I5
3I1

3 + a10I5
3I1I2 + a11I5

2I2I4+

+a12I5I1I4
2 + a13I1

4 + a14I2
2 + a15I4

3 + a16I1
2I2 + a17I1I3 + a18I5

2I1
2I4.

Условие (5) приводит к однородной линейной системе относително 18 неопреде-
ленных коэффициентов al с общим решением

a1 = c1, a2 = c2, a3 = 330c1 −
15
√
2

2
c2 +

2
√
2

9
c3, a4 = −209

9
c1 +

37
√
2

8
c2 −

5
√
2

54
c3,

a5 =
275

2
c1 −

31
√
2

8
c2 +

5
√
2

54
c3, a6 =

1815
√
2

2
c1 −

3

4
c2 +

11

9
c3,

a7 =
16335

2
c1 −

27
√
2

8
c2 +

9
√
2

2
c3, a8 = 330

√
2c1 − 33c2 +

11

18
c3,

a9 =
715

√
2

4
c1 −

103

8
c2 +

17

54
c3, a10 = −1045

√
2

2
c1 +

185

4
c2 −

25

27
c3,

a11 = −495c1 −
117

√
2

4
c2 −

√
2

12
c3, a12 = c3, a13 = −5

8
c1 +

41
√
2

32
c2 −

√
2

108
c3,

a14 =
87

2
c1 −

3
√
2

8
c2 +

√
2

36
c3, a15 = 2160c1 − 108

√
2c2 +

√
2c3,

a16 =
35

2
c1−

31
√
2

8
c2+

√
2

27
c3, a17 = −60c1+3

√
2c2−

√
2

18
c3, a18 =

1815

2
c1−

3
√
2

8
c2+

13
√
2

36
c3,

где c1, c2, c3  проиволные числа.
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Таким обраом, P12  инвариант группы W (K5) при лбых начених
cl, l = 1, 2, 3. При этом дл

t1 =
1

159
c1 −

√
2

3180
c2 +

√
2

171720
c3, t2 =

385

424
c1 −

77
√
2

1696
c2 +

√
2

3816
c3,

t3 = − 11

1272
c1 +

1283
√
2

25440
c2 −

61
√
2

171720
c3

форма P12 моет быт представлена в виде

P12 = t1J12 + t2J4
3 + t3J6

2,

где J4, J6, J12  баисные инваританты группы W (K5), найденные в работе [4](см.
таке [5]).

Следователно, P12  баисный, если c3 ∕= 54(c2 − 10
√
2c1). Если е

c1 = 16, c2 = 880
√
2, c3 = 124740

√
2,

то P12 совпадает с баисным инвариантом J12, то ест

J12 = 16I5
12 + 880

√
2I5

9I1 + 47520I5
8I4 − 16632I5

6I2 + 18480I5
6I1

2+

+166320
√
2I5

5I1I4 + 1247400I5
4I4

2 + 52470
√
2I5

3I3 + 30800
√
2I5

3I1
3−

−83160
√
2I5

3I1I2 − 80190I5
2I2I4 + 124740

√
2I5I1I4

2 − 65I1
4 + 6966I2

2+

+93960I4
3 + 2700I1

2I2 − 9540I1I3 + 103950I5
2I1

2I4.

5. Рассмотрим случай t = 18. Имеем:

P18 = φ18(I1, I2, I3, I4, I5) = a1I5
18 + a2I5

15I1 + a3I5
14I4 + a4I5

12I1
2 + a5I5

12I2+

+a6I5
11I1I4 + a7I5

10I4
2 + a8I5

9I3 + a9I5
9I1I2 + a10I5

9I1
3 + a11I5

8I2I4 + a12I5
8I1

2I4+

+a13I5
7I1I4

2 + a14I5
6I1

4 + a15I5
6I1

2I2 + a16I5
6I2

2 + a17I5
6I1I3 + a18I5

6I4
3+

+a19I5
5I1

3I4 + a20I5
5I1I2I4 + a21I5

5I3I4 + a22I5
4I1

2I4
2 + a23I5

4I2I4
2 + a24I5

3I2I3+

+a25I5
3I1

2I3 + a26I5
3I1

5 + a27I5
3I1

3I2 + a28I5
3I1I2

2 + a29I5
3I1I4

3 + a30I5
2I4

4+

+a31I5
2I2

2I4 + a32I5
2I1

4I4 + a33I5
2I1

2I2I4 + a34I5
2I1I3I4 + a35I5I3I4

2+

+a36I5I1
3I4

2 + a37I5I1I2I4
2 + a38I1

6 + a39I3
2 + a40I2

3+

+a41I1
3I3 + a42I1

2I2
2 + a43I1

4I2 + a44I1
2I4

3 + a45I2I4
3 + a46I1I2I3.

Как и ранее, соотношение (5) приводит к громодкой совместной системе и 53
линейных однородных уравнений относително 46 неивестных коэффициентов al.
Ее общее решение имеет вид:

a1 = −
√
2

112
c1 −

√
2

448
c2 −

1751

277200
c3 −

103

12600
c4 −

529

623700
c5,
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a2 =
1

56
c1 +

1

224
c2 −

391
√
2

18480
c3 −

23
√
2

840
c4 +

151
√
2

41580
c5,

a3 = −75
√
2

56
c1 −

103
√
2

224
c2 +

5477

3080
c3 −

139

140
c4 +

9337

27720
c5,

a4 =
37
√
2

112
c1 +

51
√
2

448
c2 −

2423

1540
c3 −

19

70
c4 −

22829

110880
c5,

a5 = −
√
2

32
c2 +

6561

4400
c3 +

33

200
c4 +

7109

26400
c5,

a6 =
303

28
c1 +

211

56
c2 −

33757
√
2

1232
c3 −

253
√
2

56
c4 −

82129
√
2

22176
c5,

a7 = −2151
√
2

56
c1 −

1443
√
2

112
c2 −

126123

1232
c3 −

3723

56
c4 −

227069

7392
c5,

a8 = − 9

56
c1 −

15

112
c2 −

14417
√
2

2464
c3 +

15
√
2

112
c4 −

72943
√
2

14784
c5,

a9 =
3

8
c2 +

3321
√
2

440
c3 −

7
√
2

20
c4 +

19069
√
2

2640
c5,

a10 = −101

56
c1 −

41

56
c2 −

57223
√
2

22176
c3 −

935
√
2

1008
c4 −

943375
√
2

399168
c5,

a11 =
81
√
2

112
c1 −

117
√
2

224
c2 +

1102869

12320
c3 +

5877

560
c4 +

614057

24640
c5,

a12 = −1287
√
2

112
c1 −

759
√
2

224
c2 −

267027

2464
c3 −

4659

112
c4 −

353957

14784
c5,

a13 =
1647

7
c1 +

522

7
c2 −

253683
√
2

308
c3 −

3123
√
2

14
c4 −

77867
√
2

616
c5,

a14 =
√
2c1 +

5
√
2

8
c2 −

1765

66
c3 −

8

3
c4 −

8545

1188
c5,

a15 = −3
√
2

4
c2 +

7209

110
c3 +

27

5
c4 +

13231

660
c5, a16 = −1377

550
c3 −

6

25
c4 −

269

1650
c5,

a17 =
9
√
2

14
c1 +

15
√
2

28
c2 −

10839

308
c3 −

15

14
c4 −

23153

1848
c5,

a18 = −405
√
2c1 − 126

√
2c2 −

61047

22
c3 − 1791c4 −

14295

44
c5,

a19 =
15

2
c1 −

5

4
c2 −

7105
√
2

88
c3 −

85
√
2

4
c4 −

36505
√
2

1584
c5,

a20 = −81

14
c1 +

117

28
c2 +

120987
√
2

616
c3 +

639
√
2

28
c4 +

75563
√
2

1232
c5,

a21 = −27

7
c1 −

45

14
c2 −

36783
√
2

308
c3 +

45
√
2

14
c4 −

24895
√
2

616
c5,
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a22 = −351
√
2

2
c1 − 45

√
2c2 −

27117

44
c3 −

765

2
c4 −

9445

88
c5,

a23 =
243

√
2

14
c1 +

27
√
2

28
c2 +

174555

308
c3 +

4887

14
c4 +

35307

616
c5,

a24 =
81
√
2

11
c3 +

7
√
2

11
c5, a25 = −9

7
c1 −

15

14
c2 +

1557
√
2

308
c3 +

15
√
2

14
c4 +

305
√
2

1848
c5,

a26 = c1, a27 = c2, a28 = −1377
√
2

110
c3 −

6
√
2

5
c4 −

269
√
2

330
c5,

a29 = 1296c1 + 360c2 −
6372

√
2

11
c3 + 360

√
2c4 −

1680
√
2

11
c5,

a30 = −1458
√
2c1 − 405

√
2c2 −

243

11
c3 − 810c4 −

3375

22
c5,

a31 = −1458

55
c3 −

108

5
c4 +

138

55
c5,

a32 = −21
√
2

2
c1 −

5
√
2

4
c2 −

2977

44
c3 −

55

2
c4 −

7915

792
c5,

a33 =
81
√
2

14
c1 −

117
√
2

28
c2 +

66123

308
c3 +

873

14
c4 +

20533

616
c5,

a34 =
54
√
2

7
c1 +

45
√
2

7
c2 −

9711

77
c3 −

90

7
c4 −

4085

154
c5,

a35 = −162

7
c1 −

135

7
c2 +

30267
√
2

154
c3 +

135
√
2

7
c4 +

7215
√
2

308
c5,

a36 = 72c1 + 15c2 +
564

√
2

11
c3 + 30

√
2c4 +

455
√
2

66
c5,

a37 = −486

7
c1 −

27

7
c2 −

31671
√
2

154
c3 −

351
√
2

7
c4 −

7839
√
2

308
c5,

a38 = − 13

396
c3 −

5

18
c4 +

245

7128
c5, a39 = − 9

11
c3 −

15

22
c5,

a40 =
729

550
c3 +

12

25
c4 +

851

3300
c5, a41 = c3, a42 = −81

55
c3 −

6

5
c4 −

403

660
c5, a43 = c4,

a44 = −81
√
2c1 −

45
√
2

2
c2 +

135

22
c3 − 45c4 −

105

44
c5,

a45 =
729

√
2

7
c1 +

459
√
2

14
c2 −

20655

154
c3 +

297

7
c4 −

5715

308
c5, a46 = c5.

Форма P18  инвариант группы W (K5) при лбых начених cl, l = 1, 2, 3, 4, 5.
При этом, P18 представим в виде

P18 = t1J18 + t2J12J6 + t3J10J4
2 + t4J6

3 + t5J6J4
3,
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если
t1 =

1

7494993
c3 +

5

44969958
c5, t2 = − 17881

882743620
c3 +

7033

11917038870
c5,

t3 = −
√
2

6715513728
(179879832c1 + 149899860c2−

−1567379934
√
2c3 − 149899860

√
2c4 − 215212075

√
2c5),

t4 = − 821259

2206859050
c3 −

1

450
c4 +

163835821

715022332200
c5,

t5 = −
√
2

112
c1 −

√
2

448
c2 −

83225915

14830092816
c3 −

1

168
c4 −

72049211

66735417672
c5.

дес, как и ранее, J4, J6, J10, J12, J18  баисные инваританты группы W (K5),
найденные в работе [4](см. таке [5]).

Следователно, P18  баисный инвариант группы W (K5), если 6c3 ∕= −5c5, и,
при

c1 = −6977004
√
2, c2 = 24349950

√
2, c3 = 253188, c4 =

1707291

2
, c5 = 8690166,

он совпадает с J18:

J18 = −64I5
18 − 13056

√
2I5

15I1 − 1175040I5
14I4 − 1485120I5

12I1
2 + 1336608I5

12I2−

−26732160
√
2I5

11I1I4 − 441080640I5
10I4

2 − 46383480
√
2I5

9I3 + 73513440
√
2I5

9I1I2−
−27227200

√
2I5

9I1
3 + 212663880I5

8I2I4 − 275675400I5
8I1

2I4 − 1323241920
√
2I5

7I1I4
2−

−55070106I5
6I1

4 + 158889276I5
6I1

2I2 − 2255526I5
6I2

2 − 101582208I5
6I1I3−

−5539571856I5
6I4

3−321621300
√
2I5

5I1
3I4+744323580

√
2I5

5I1I2I4−430053624
√
2I5

5I3I4−
−1157836680I5

4I1
2I4

2 + 744323580I5
4I2I4

2 + 7394490
√
2I5

3I2I3 − 13490010
√
2I5

3I1
2I3−

−6977004
√
2I5

3I1
5+24349950

√
2I5

3I1
3I2−11277630

√
2I5

3I1I2
2−1442793060

√
2I5

3I1I4
3−

−1408712310I5
2I4

4 − 3346110I5
2I2

2I4 − 41810310I5
2I1

4I4 + 113024160I5
2I1

2I2I4−
−67996260I5

2I1I3I4−38343942
√
2J5I3I4

2−38594556
√
2I5I1

3I4
2+74432358

√
2I5I1I2I4

2+

+
106517

2
I1

6 − 6132267I3
2 +

5972697

2
I2

3 + 253188I1
3I3 −

13407039

2
I1

2I2
2+

+
1707291

2
I1

4I2 − 23071392I1
2I4

3 − 15536448I2I4
3 + 8690166I1I2I3.
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аклчение

В стате предлоен и реалиован еще один метод построени в вном виде ба-
исных инвариантов группы W (K5), породенной отраеними второго пордка
относително 4-плоскостей птимерного унитарного пространста. Решен вопрос о
выраении баиных инвариантов группы W (K5) чере степенные суммы, установле-
ны соотношени меду баисными инвариантами группы, найденными раличными
методами.
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Closedness of basis surfaces invariant with respect to the group H3.

Ternovskiy V. A.

Abstract. In the real m-dimensional Euclidean space Em, the group G is generated by
orthogonal reflections with respect to N(G) hyperplanes with common point O. In a rectangular
coordinate system, we assign the algebraic hypersurface of order n to f(x) = 0, where f(x) is a
polynomial degrees n with respect to the coordinates of the vector −→x = (x1, . . . , xm). The set of
all hypersurfaces invariant with respect to the same group G corresponds to the set f(x), which
forms the algebra IG. The description of the algebra IG is a fundamental problem in the theory
of invariants.

Each method for obtaining such polynomials refers to their important properties, but in
practice it is not always possible to explicitly write down all the basic polynomials. In this
connection, it is of interest to find the basis invariants of even degrees that belong to the algebra
θG of polynomials

θ2r (
−→x ) =

N(G)

j=1

η2rj (−→x ) ,

where ηj(
−→x ) = 0 – normalized equations of all hyperplanes whose reflections belong to G. For

any natural r, the invariant θ2r has a simple geometric interpretation: the surface given by the
equation θ2r = c is the set of all such points in the space En, the sum 2r-th degrees of distance
of an arbitrary point of which from the planes ηj(

−→x ) = 0 is equal to the constant c.
Finding explicitly the basic invariants of finite groups generated by orthogonal reflections in

Euclidean spaces, V. F. Ignatenko set the task in his work: to obtain the equations of all basic
closed surfaces other than a sphere. For groups A3 and B3 this problem is solved by the author.

In this article, we study the structure of the basis surfaces invariant with respect to finite
groups generated by reflections in real space. Sufficient conditions for the closure of all basis
surfaces of the algebras of invariants for the symmetry group of the icosahedron H3 in three-
dimensional space are obtained.

Keywords: invariant, symmetry groups, basic invariant, algebra of invariants, groups generated
by reflections.
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Введение

Пуст G неприводима конечна группа, породенна ортогоналными отра-
еними относително (n−1) мерных плоскостей в вещественном n-мерном евкли-
довом пространстве. Мноество всех многочленов, инвариантных относително G,
обраует алгебру IG, баис которой состоит и многочленов IGmt

степени mt (t = 1, n).
адача находени баисных многочленов влетс одной и основных в теории ин-
вариантов. Кадый метод получени таких многочленов относитс к ваным их
свойствам, однако на практике не всегда удаетс вно аписат все IGmt

. В сви с
этим представлет интерес находение баисных инвариантов четных степеней, ко-
торые принадлеат алгебре θG многочленов

θ2r (
−→x ) =

N(G)

j=1

η2rj (−→x ) ,

где
ηj (

−→x ) = 0 (1)

нормированные уравнени всех гиперплоскостей, отраени относително которых
принадлеат G [1]. При лбом натуралном r инвариант θ2r имеет просту геомет-
рическу интерпретаци: поверхност, адаваема уравнением θ2r = c, ест мное-
ство всех таких точек пространства En, сумма 2r− степеней расстоний проивол-
ной точки которого от плоскостей (1) равна постонной c. Получена очен вана
теорема [2].

Теорема. Многочлены θGmt
, 1 ≤ t ≤ n, четных степеней mt = 2rt влтс ба-

исными инвариантами группы G при всех mt, если G = An, H3, H4, E6, E7, E8 и
толко при m1 = 2, m3 = 8, rt ∕= log2(1 +

√
4n+ 1), log22

√
n, если G = [N ], F4, Bn,

Dn соответственно.

При докаателстве теоремы найдены в равернутом виде соответствущие ба-
исные инварианты. Далее в этой работе В. Ф. Игнатенко поставил адачу: полу-
чит уравнени всех баисных, отличных от сферы, амкнутых поверхностей. Дл
групп A3 и B3 эта адача решена в работе [3]. В данной стате получены достаточ-
ные услови амкнутости всех баисных поверхностей алгебр инвариантов группы
симметрий икосаэдра.

1. Постановка адачи и основной реултат

ададим в трехмерном евклидовом пространстве E3 прмоуголну систему ко-
ординат Oxi, i = 1, 2, 3. Пуст G конечна группа, породенна ортогоналными
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отраеними относително плоскостей симметрии с общей точкой O. Уравнение дву-
мерной баисной алгебраической поверхности имеет вид

ϕα (Ij(G)) = c, α ≥ j, (2)

где c = const, Ij(G), j = 1, 2, 3 обраущие алгебры всех инвариантов группы G.
Предполоим, что поверхност (2) не амкнута, тогда существует действител-

ный асимптотический конус этой поверхности, то ест существует, по крайней мере,
одна действителна точка, отлична от O, удовлетворща уравнени

ϕα (Ij(G)) = 0.

Отметим, что дл лбой группы G поверхност, аданна уравнением

ϕ1 (I1(G)) = c,

амкнута.
Приведем достаточные услови амкнутости баисных алгебраических поверхно-

стей конечной группы симметрии H3.
Некристаллографическа группа симметрий H3 пордка 120 влетс группой

симметрий правилного икосаэдра (или додекаэдра). Геометри икосаэдра очен по-
дробно описана в классической книге Клейна [4]. Правилный икосаэдр в E3 ададим

вершинами Vr(±λ,±, 0), где r = 1, 12, λ =

√
5− 1

2
и координаты ментс цикличе-

ски. Этот икосаэдр имеет 15 плоскостей симметрии с уравненими

xi = 0, xi ± λxj ± µxk = 0,

где индексы i, j, k = 1, 2, 3 (циклически), µ = −
√
5 + 1

2
.

Флатто [5] докаал, что многочлены

Ψ2s =


r

−−→
OVr

−→x
2s

при s = 1, 3, 5 обраут баис алгебры I(H3), которые с точност до постонного
мноител имет вид:

I2 =
3

i=1

x2
i , I6 = 4

3

i=1

x6
i + 3


5−

√
5
 3

i,j=1

x4
ix

2
j + 3


5 +

√
5
 3

i,j=1

x2
ix

2
j ,

I10 = 5
3

i=1

x10
i + 9


5− 2

√
5
 3

i,j=1

x8
ix

2
j + 9


5 + 2

√
5
 3

i,j=1

x2
ix

8
j+
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+21

5−

√
5
 3

i,j=1

x6
ix

4
j + 21


5 +

√
5
 3

i,j=1

x4
ix

6
j .

Причем Игнатенко [6] покаал, что имет место следущие соотношени:

θH3
6 = 18I32 − I6, θH3

10 = −21I52 + 21I22I6 − 5I10.

Рассмотрим баисну поверхност шестого пордка, котора адаетс уравнени-
ем

I6 + aI32 = c,

где a проиволна константа. Имеем

I6 + aI32 = 4
3

i=1

x6
i + 3


5−

√
5
 3

i,j=1

x4
ix

2
j + 3


5 +

√
5
 3

i,j=1

x2
ix

4
j + a


3

i=1

x2
i

3

=

= (4 + a)
3

i=1

x6
i + 3


5−

√
5 + a

 3

i,j=1

x4
ix

2
j + 3


5 +

√
5 + a

 3

i,j=1

x2
ix

4
j+

+6ax2
1x

2
2x

2
3 = c.

Полоим x2
i = yi, i = 1, 2, 3 и c = 0, получим

b0y
3
1 + b1y

2
1 + b2y1 + b3 = 0, (3)

где
b0 = 4 + a,

b1 = (15 + 3a)(y2 + y3)− 3
√
5(y2 − y3),

b2 = (15 + 3a)(y22 + y23) + 3
√
5(y22 − y23) + 6ay2y3,

b3 =

(4 + a)y2 +


15− 3

√
5 + 3a


y3

y22 +


(4 + a)y3 +


15 + 3

√
5 + 3a


y2

y23.

Найдем начени a при которых уравнение (3) не имеет полоителных корней. Ес-
ли a ≤ −5 (a ≥ −2, 5), то при лбых неотрицателных y2 и y3 получаем bi ≤ 0

(bi ≥ 0), i = 0, 1, 2, 3. Следователно, по правилу наков Декарта уравнение (3)
при a ≤ −5, a ≥ −2, 5 полоителных корней не имеет. Но это правило не утвер-
дает, что ест полоителный корни при −5 < a < −2, 5. Поэтому найдено
толко достаточное условие: баисна поверхност шестого пордка амкнута при
a ∈ (−∞;−5)


(−2, 5;∞).

Тепер рассмотрим баисну поверхност дестого пордка, котора адаетс
следущим уравнением

I10 + a1I6I
2
2 + a2I

5
2 = (5 + 4a1 + a2)

3

i=1

x10
i +
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+

9

5− 2

√
5

+ a1(23− 3

√
5) + 5a2

 3

i,j=1

x8
ix

2
j+

+

9

5 + 2

√
5

+ a1(23 + 3

√
5) + 5a2

 3

i,j=1

x2
ix

8
j+

+

21


5−

√
5

+ a1


49− 3

√
5

+ 10a2

 3

i,j=1

x6
ix

4
j+

+

21


5 +

√
5

+ a1


49 + 3

√
5

+ 10a2

 3

i,j=1

x4
ix

6
j+

+(68a1 + 20a2)
3

i,j,k=1

x6
ix

2
jx

2
k + (90a1 + 30a2)

3

i,j,k=1

x4
ix

4
jx

2
k = c.

Полоив x2
i = yi, i = 1, 2, 3 и c = 0, получим

b0y
5
1 + b1y

4
1 + b2y

3
1 + b3y

2
1 + b4y1 + b5 = 0,

где
b0 = 5 + 4a1 + a2,
b1 =


9

5− 2

√
5

+ a1


23− 3

√
5

+ 5a2


y2 +


9

5 + 2

√
5

+ a1


23 + 3

√
5

+ 5a2


y3,

b2 =

21


5−

√
5

+ a1


49− 3

√
5

+ 10a2


y22+


21


5 +

√
5

+ a1


49 + 3

√
5

+ 10a2


y23+

+(68a1 + 20a2) y2y3,

b3 =

21


5−

√
5

+ a1


49− 3

√
5

+ 10a2


y33+


21


5 +

√
5

+ a1


49 + 3

√
5

+ 10a2


y32+

+(90a1 + 30a2) (y
2
2y3 + y2y

2
3) ,

b4 =

9

5− 2

√
5

+ a1


23− 3

√
5

+ 5a2


y43 +


9

5 + 2

√
5

+ a1


23 + 3

√
5

+ 5a2


y42+

(68a1 + 20a2) (y
3
2y3 + y33y2) + (90a1 + 30a2) y

2
3y

2
2,

b5 = (5 + 4a1 + a2) (y
5
2 + y53)+


9

5− 2

√
5

+ a1


23− 3

√
5

+ 5a2


y42y3+


9

5 + 2

√
5

+

+a1

23 + 3

√
5

+ 5a2


y43y2+


21


5−

√
5

+ a1


49− 3

√
5

+ 10a2


y23y

3
2+


21


5 +

√
5

+

+a1

49 + 3

√
5

+ 10a2


y22y

3
3.

Так как y2, y3 неотрицателные действителные числа одновременно не равные
нул, то bi ≥ 0 (i = 0, 1, 2, 3, 4, 5), если

a2 ≥ −19

4
a1 −

155

16
, при a1 < −355

48
,

a2 ≥ −83

20
a1 −

21

4
, при −355

48
≤ a1 < −11

2
,

a2 ≥ −23

5
a1 − 9, при a1 ≥ −11

2
.

Система неравенств bi ≤ 0 (i = 0, 1, 2, 3, 4, 5) имеет следущее решение

a2 ≤ −17

5
a1 −

9

8
, при a1 < −20,
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a2 ≤ −139

40
a1 −

21

8
, при −20 ≤ a1 < −17

3
,

a2 ≤ −23

5
a1 − 9, при −17

3
≤ a1 < −55

12
,

a2 ≤ −19

4
a1 −

155

16
, при a1 ≥ −55

12
.

Таким обраом, баисна поверхност дестого пордка амкнута; если a1 и a2
удовлетворт следущим неравенствам

a2 ≤ −17

5
a1 −

9

8
, a2 ≥ −19

4
a1 −

155

16
, при a1 < −20,

a2 ≤ −139

40
a1 −

21

8
, a2 ≥ −19

4
a1 −

155

16
, при −20 ≤ a1 < −355

48
,

a2 ≤ −139

40
a1 −

21

8
, a2 ≥ −83

20
a1 −

21

4
, при

−355

48
≤ a1 < −17

3
,

a2 ≤ −23

5
a1 − 9, a2 ≥ −83

20
a1 −

21

4
, при −17

3
≤ a1 < −11

2
,

a2 ≤ −23

5
a1 − 9, a2 ≥ −23

5
a1 − 9, при −11

2
≤ a1 < −55

12
.

аклчение

В стате продолена, начата в [3], работа по иучени строени баисных по-
верхностей инвариантных относително конечных групп отраений в трехмерном
евклидовом пространстве. Найдены достаточные услови амкнутости баисных по-
верхностей шестой и дестой степени алгебры инвариантов группы симметрии ико-
саэдра.
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РЕФЕРАТЫ ИНФОРМАТИКА И МАТЕМАТИКА

Колова М. Г., Лукненко В. А., Макаров О. О., Руден-
ко Л. И. Специфика построени многоагентных маршрутов в иерар-
хических сетх / М. Г. Колова, В. А. Лукненко, О. О. Макаров,
Л. И. Руденко // Таврический вестник информатики и математики. 
2022.  2 (55).  C. 7 – 29.

УДК: 004.89; 519.854.2

В стате рассматриватс прикладные модели многоагентной маршрутиации с уче-
том специфики органиации структуры сети, целей системы и локалных целей аген-
тов. Выделетс класс адач многих коммивоеров (mTSP) раного уровн иерар-
хии (HCmTSP). Построение маршрутов HCmTSP согласовано с естественной кла-
стериацией слоной инфраструктурной сети. Приводитс обор адач, методов и
алгоритмов, основанных на раных эвристиках. Выделетс иерархическа класте-
риаци сети. Покаано, что в ависимости от логистических целей долен быт вы-
бран раличный тип кластериации, согласованной с mTSP. Сравниватс реулта-
ты вычислителного эксперимента по типам кластериации и маршрутам. Отдаетс
предпочтение иерархической кластериации, согласованной с иерархией маршрутов
HCmTSP.

Клчевые слова: адача коммивоера, адача несколких коммивоеров, иерархиче-
ска кластериаци, алгоритм решени адачи несколких коммивоеров.

Анафиев А. С., Карк А. С. Обор подходов к решени адачи оп-
тимиации гиперпараметров дл алгоритмов машинного обучени /
А. С. Анафиев, А. С. Карк // Таврический вестник информатики и ма-
тематики.  2022.  2 (55).  C. 30 – 37.

УДК: 519.7

В стате проводитс обор существущих алгоритмов решени адачи оптимиации
гиперпараметров дл алгоритмов машинного обучени, приводтс их преимуще-
ства и недостатки. Предлагаетс собственный подход оптимиации гиперпараметров
как адача оптимиации с прецедентной началной информацией, решение которой
моно проводит с исполованием нейронных сетей и решащих деревев.

Клчевые слова: машинное обучение, оптимиаци гиперпараметров, нейронные сети.



104 Рефераты

Бучацкий П. ., Теплоухов С. В., Онищенко С. В. Комбинаци морфо-
логического и нейросетевого подходов дл решени адачи подсчета
круглых лесоматериалов на цифровом иобраении / П. . Бучацкий,
С. В. Теплоухов, С. В. Онищенко // Таврический вестник информатики и
математики.  2022.  2 (55).  C. 38 – 49.

УДК: 004.896

В работе рассматриваетс адача определени геометрических параметров круглых
лесоматериалов в штабелх, преднаначенных дл транспортировки. Дл этого пред-
лоен подход, основанный на синтее морфологического подхода, реалиуемого с
исполованием детектора Канни и алгоритма Хаафа и нейросетевого, на основе ис-
половани архитектуры сверточной нейронной сети YOLOv5.

Клчевые слова: морфологический подход, нейронные сети, сверточные нейронные сети,
алгоритм Хаафа, детектор Канни, геометрические параметры, круглые лесоматериалы.

Корнута А. А. Краева адача с наклонной проиводной дл нелинейного
уравнени с инволцией на прмоуголнике / А. А. Корнута // Тавриче-
ский вестник информатики и математики.  2022.  2 (55).  C. 50 – 72.

УДК: 517.95

В работе рассматриваетс функционално-дифференциалное уравнение параболи-
ческого типа с преобраованием инволции на прмоуголнике с краевыми услови-
ми с косой проиводной, моделирущее динамику оптической системы, представл-
щей собой некоторый специално устроенный внешний контур, наываемый “кон-
туром обратной двумерной сви” и состощий и раличных оптических устройств
(лин, прим и др.) и тонкого сло нелинейной среды. Ивестно, что, управл внут-
ренними параметрами системы, моно получит в экспериментах широкий спектр
именений светового пол. Динамика решений, рассматриваемых адач, ависит от
краевых условий. В частности, краевые услови с косой (наклонной) проиводной
поволт моделироват спиралные волны, которые воникат в нелинейных оп-
тических системах.

В работе рассматриватс вопросы существовани и устойчивости решений
функционално-дифференциалного уравнени параболического типа в прмоугол-
нике с преобраованием отраени пространственной переменной и граничными
условими с косой проиводной.

Клчевые слова: функционално-дифференциалные уравнени, бифуркаци, спектрал-
на адача, централна многообраие, краевые услови с наклонной проиводной.
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Мещерина Е. В. О равитии условий минималности в алгебрах Ли /
Е. В. Мещерина // Таврический вестник информатики и математики. 
2022.  2 (55).  C. 73 – 84.

УДК: 512.554.3

В данной стате рассмотрены основные этапы равити алгебр Ли, удовлетвор-
щих условим минималности. Условие минималности подраумевает стабилиаци
убыващих цепочек и моет быт применено к раличным подструктурам алгеб-
ры Ли: идеалам, подидеалам, подалгебрам а таке внутренним идеалам. Все эти
услови были перенесены на алгебры Ли с теории колец и теории групп. Такие ал-
гебры Ли получили навание Артиновы по аналогии с одноименными колцами,
так как условие минималности дл колец впервые рассмотрено Эмилем Артином.
C цел обобщени услови минималности на идеалы при иучении артиновых
алгебр Ли воникли кваи-артиновы алгебры Ли. В стате представлены основные
реултаты исследований Российских и арубеных ученых, работы которых посв-
щены артиновым и кваи-артиновым алгебрам Ли.

Клчевые слова: алгебры Ли, алгебры Ли с условием минималности, артиновы ал-
гебры Ли, внутренний идеал алгебры Ли, нилпотентна алгебра Ли, алгебра матриц,
кваи-артиновы алгебры Ли, специалные артиновы алгебры Ли, подалгебра, идеал алгеб-
ры Ли.

Рудницкий О. И. Об одном свойстве баисных инвариантов унитарной
группы W (K5) / О. И. Рудницкий // Таврический вестник информатики и
математики.  2022.  2 (55).  C. 85 – 96.

УДК: 514.7

Предлоен и реалиован способ построени в вном виде баисных инвариан-
тов группы W (K5), породенной отраеними второго пордка относително 4-
плоскостей птимерного унитарного пространства.

Клчевые слова: унитарное пространство, отраение, группа отраений, инвариант,
алгебра инвариантов.
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Терновский В. А. амкнутост баисных поверхностей, инвариантных от-
носително группы H3 / В. А. Терновский // Таврический вестник инфор-
матики и математики.  2022.  2 (55).  C. 96 – 102.

УДК: 514.12

Одной и основных адач геометрической теории инвариантов влетс построение
обраущих алгебры инвариантов группы, породенной отраеними. В настощей
стате иучаетс строение баисных поверхностей инвариантных относително груп-
пы симметрий правилного икосаэдра. Получены достаточные услови амкнутости
всех баисных поверхностей рассматриваемой алгебры инвариантов в трехмерном
евклидовом пространстве.

Клчевые слова: инварианты, группы симметрий, баисные инварианты, алгебра инва-
риантов, группы породенные отраеними.
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