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Modeling of negotiations for two and three players.

Yu. A. Dorofeeva, P. L. Osipova

Abstract. The paper considers the problem of modeling negotiations for two and three
players. Two tasks have been solved. The first problem is investigated with using the Nash
arbitration scheme. The results of numerical simulation are presented and the dependence of the
negotiation period on the simulation parameters is shown.

The second problem is a simulation for three players with the participation of an arbitrator.
The peculiarity of this scenario is the limited “work” of the arbitrator. The results of numerical
simulation are also presented in this paper.

Keywords: game theory, arbitration scheme, optimality equation, negotiations, Nash equilibrium,
random proposal, arbiter, competition modeling.

Introduction

Negotiations are an integral part of game theory. This is a complex and multifaceted
process. Modeling of negotiations can take place by different methods, for example, using
a scheme of random proposals or the organization of competitions, etc.

An important parameter is informativeness in any form of organization of negotiations.
This is awareness of the behavior of rivals, winnings, fines, which may be known to all
participants or to individuals.Therefore, negotiations can be both with complete and
incomplete information.

Negotiations are divided into two types [1]: positional and rational. Negotiation rules
play an important role in modeling. To resolve the conflict, there is an independent
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participant – an arbitrator. It may be represented by one participant, or it may be an
arbitration committee. The parties to the conflict can also unite to get the maximum
benefit in the conflict. In this regard, the parties to the conflict may be two or more
players. The main mission of the arbitrator is to make a final decision by drawing lots.

The mathematical apparatus for conflict resolution is negotiation theory, and the
optimal solution is equilibrium, namely Nash equilibrium, Pareto equilibrium, Bayes
equilibrium, etc. It depends on the problem statement and the rules of the game.

A sufficient amount of research has been devoted to modeling negotiations with
various scenarios. The basic work for the problem presented in this study is [1]. This
is a fundamental work in which the authors present the main game-theoretic models of
negotiations between two, three or more persons using the Nash arbitration scheme, with
a random proposal, as well as negotiations during the conclusion of transactions, etc.

The work [2] presents a method for finding a strategy that maximizes the probability of
completing commercial negotiations. In this formulation, it is beneficial for all participants
to finish negotiations as soon as possible.

Authors of the paper [3] is devoted to the study of an approach to finding optimal
behavior strategies for each of the participants in the negotiations. The goal here is not
just to increase one’s own benefits, but also to search for joint strategies that maximize
joint benefits in the negotiation process.

The study [4] is devoted to various approaches to trade negotiations. The paper
considers two main issues:

 how the negotiation policy is agreed, in the absence of a coalition for one side of
the negotiations.

 within the framework of the fact that the participants will create a coalition, how
the interests of each of the parties to the negotiations are aligned with the overall
result.

Negotiations in a game-theoretic formulation are used in international environmental
policy.

Thus, in [5], relatively simple game models for conflict resolution and resolution of
“climate negotiations” are improved.

The studies [6, 7] are also significant in negotiations, since they consider the influence
and characteristics of participants, as well as the model of group choice.

The goal of this work is to model negotiations using the Nash arbitration scheme. For
the first time this approach was described and proposed in the work [8].

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2022, 1



Modeling of negotiations for two and three players 9

The following conditions must be met for successful modeling:

 determining the number of participants in negotiations; ;
 determining the order of proposals;
 setting player winnings;
 determining system of fines;
 rules of conduct of the arbitrator.

The game is a multi-step zero-sum process. Proposals to the participants come from
the arbitrator, which they can accept or reject. For the second option, the discount rate
is set  δ ∈ (0, 1]  this is a guarantee of stopping the process, because each time each
participant will lose a share from winning.

It is important to note that in the arbitration scheme, the final choice is up to the
players, not the arbitrator.

The design of the contest is considered in the work [8], The study considers cases of
a game with non-zero and zero sum of winnings.

The task of negotiations for n=2.
So, let (Xi, Yi) дл i = 1, 2, . . . K is a sequence of pairs of independent identically

distributed random variables, which can be interpreted at step i as an proposal of the
arbiter to each of the players. As established above, proposal (Xi, Yi) players accept (A)
or reject (R). They may reject because there is hope to get a more profitable proposal
from the arbitrator.

If both players accept proposals at the i-th step, the game is finished with a win for the
first participant with a win equal to (Xi + Yi)/2. If both players reject the i-th proposal,
the negotiations proceed to the next step i + 1. However, the winnings are discounted δ

times. If one of the players accepts the proposal and the other rejects it, the arbitrator
makes a decision in favor of the offended party.

The win is equal to:
min(Xi, Yi), if A−R,

max(Xi, Yi), if R− A,

The process continues until one of the players accepts the proposal or until the last
step of K comes. Both are forced to accept this proposal at the last step.

Let Hk is the value of this game, then k is the number of steps remaining until the
finish of the negotiations, k < K.

Таврический вестник информатики и математики, 1 (54)’ 2022
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Then the optimality equation has the form:

Hk = E{val Hk(X, Y )}, (1)

where val Hk(x, y) is the value of the matrix game, winning on the step k − 1:

Hk(x, y) =

 A R

A (x+ y)/2 min(x, y)

R max(x, y) δHk−1


(2)

k = 1, 2, 3, . . . K and the boundary condition H0 = 0.

The matrix Hk(x, y) has a single saddle point, which depends on (x, y).
The meaning of the game Hk(x, y):

val Hk(x, y) =






min(x, y), if δHk−1 ≤ min(x, y)

δHk−1, if min(x, y) ≤ δHk−1 ≤ max(x, y)

max(x, y), if δHk−1 ≥ max(x, y)

(3)

The optimal strategies of the players at the k-th step have the following form:

A−R, if δHk−1 < min(x, y)

R− A, if δHk−1 > max(x, y)

R−R, otherwise.

The task of negotiations for n=3.
Often, in the course of negotiations, the parties discuss not one issue that causes a

conflict (for example, price or volume of supplies), but a whole complex of interrelated
problems.

Consider a non-coalition game of n persons with a non-zero sum. Players {1, 2, . . . , n}
offer projects for the competition that are characterized by a set of parameters {x1, . . . , xn}
from some valid set S in space Rm. The arbitrator reviews the received proposals and
selects one of the projects. In space Rm a random vector a is simulated with probability
distribution µ(x1, . . . , xm). It is known to the contestants. Vector a is the arbiter’s decision.
The winner is the project xk, where k = 1, . . . , n, which is nearest to the point a. The
winner of the contest player k receives a gain hk(x

k) [8].
The decision of the arbitrator a is a random variable. To represent sets of

projects {x1, . . . , xn}, we divide the set of S ⊂ Rm into n subsets of S1, . . . , Sn such
that if a ∈ Sk, then the decision of the arbitrator will be the choice of the project with
the number k. This partition is called the Voronoi’s diagram, which can be constructed
using the Forchune’s procedure.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2022, 1



Modeling of negotiations for two and three players 11

Thus, the player’s winnings k can be defined as the average value of his winnings when
the arbiter’s decision falls into the set Sk, i.e.

Hk(x
1, . . . , xn) =



Sk

hk(x
k)µ(dx1, . . . , dxn) = hk(xk)µ(Sk), k = 1, . . . , n.

The Nash equilibrium in this game is defined as the profile:
x∗ = (x1, . . . , xn) for which

Hk(x
∗||yk) ≤ Hk(x

∗), ∀yk, k = 1, . . . , n. (4)

Measure µ(S1) can be represented as

µ(S1) =
k+1

j=0

xij+1

xij

g(x)dx



lij (x)lij (x1)>0,j=1,...,k

g(y)dy. (5)

Wage negotiations for two players
using the Nash Arbitration Scheme

Two players take part in this production: the manager and the professional union. The
purpose of the negotiations is to set a wage for the employee. The task of the manager
is to minimize costs, but the union is trying to make the payment maximum. The union
insists on 100 units, and the manager, for reasons of saving the company’s budget, insists
on 50 units.

In case of rejection of the trade union, a wage is reduced by 10 units relative to the
proposals of the arbitrator. If the manager rejects, then the salary increases by 10 units
relative to the same amount. The game proceeds to the next step, if both reject. The
solution is discounted by δ times.

The arbitrator makes proposals to the players at each step. For this purpose a random
integer a is generated at a given interval. The setting of this parameter depends on the
problem statement (the amount of fines, the amount of winnings, etc.).For the scenario
described above, the interval of the arbiter’s random sentences is a set [40;60]. The given
type of set makes sense taking into account the amount of fines and the type of the
winning function.

Manager’s win functions f1(a) and functions for professional union f2(a) are unimodal
and have the following form:

f1(a) = 75− |a− 100|, f2(a) = 75− |a− 50|

where a  arbitrator’s proposal

Таврический вестник информатики и математики, 1 (54)’ 2022



12 Yu. A. Dorofeeva, P. L. Osipova

As described above, players have only two strategies: A  accept the arbiter’s proposal
and R  reject the proposal. Suppose there are K steps for negotiations. In the case when
there are k steps before the end of negotiations, the optimality equation (2) takes the form:

(H
(1)
k , H

(2)
k ) = Eaval


(f1(a), f2(a)) (f1(a+ 10), f2(a+ 10))

(f1(a− 10), f2(a− 10)) (δH
(1)
k−1, δH

(2)
k−1)



where a takes values from 40 to 60 with the same probability 1
21

.

One of the important issues in the process of formalizing salary negotiations is the
analysis of the period of negotiations (determining the number of steps). It depends on the
modeling parameters, the definition of thresholds for the discount rate, and the behavior
of all participants in the process. A program was written in C# to conduct numerous
experiments, establish patterns and to analyze the model as a whole.The main questio
is how changes in the modeling parameters (discount coefficient and the arbitrator’s
proposals) affect the time of negotiations. Denote n = K − kare the last steps of
negotiations.

The text of the program is published in the Internet repository [9].
The Table 1 shows the results of the program.

Modeling of a competition for three players with restrictions
for the arbitrator

Consider a project competition for three persons. The first player wants to minimize
the amount x+ y, the second player wants to maximize x, and the third player wants to
maximize y. The project competition is presented on a plane (in Fig.1).

Let the arbiter “behaves” on the plane randomly with a distribution density function

f(r, θ) =
3(1− r)

π
.

Next, the problem statement will be in the polar coordinate system. Let the polar
axis coincide with the ox axis. The equation of a straight line in polar coordinates has
the form:

r =
P

cos(ϕ− α)
,

where
P =

|C|√
A2 +B2

,

α = arctg


B

A
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Fig. 1. Competition of three projects on the plane

for a straight line equation of the form: Ax+By + C = 0.
After converting the lines in the Cartesian coordinate system for the polar ones , the

following expression will be obtained:

l1 =


r > 0, α = π

4

r > 0, α = 5π
4

l2 : r2(ϕ) =
|x2

1 + y21 − a2|
2


(x1 − a)2 + y21cos(ϕ− arctg( y1
x1−a

))
,

l3 : r3(ϕ) =
|x2

1 + y21 − a2|
2


x2
1 + (y1 − a)2cos(ϕ− arctg(y1−a

x1
))
.

The equation of a circle in polar coordinates has the following form:

r(ϕ) = R.

If we know the equations of lines and circles in polar coordinates, we can find the
points of intersection of these lines with the circle.

The intersection point of the line l1 with the circle is C1 = (R, π
4
).

The intersection point C2 of the straight line l2 and the circle is found from the
equation:

|x2
1 + y21 − a2|

2


(x1 − a)2 + y21cos(ϕ− arctg( y1
x1−a

))
= R.

Таврический вестник информатики и математики, 1 (54)’ 2022



14 Yu. A. Dorofeeva, P. L. Osipova

As a result, the point is C2 = (R,φ1), where

φ1 = arctg(
y1

x1 − a
)− arccos(

x2
1 + y21 − a2

2R


(x1 − a)2 + y21
).

The intersection point C3 of the straight line l3 and the circle is found from the
equation:

|x2
1 + y21 − a2|

2


x2
1 + (y1 − a)2cos(ϕ− arctg(y1−a

x1
))

= R.

As a result , the point is determined C3 = (R,φ2), where

φ2 = arctg(
y1 − a

x1

) + arccos(
x2
1 + y21 − a2

2R


x2
1 + (y1 − a)2

).

The first player’s win can be defined as the mathematical expectation of his win when
the arbiter’s decision falls into the set S1, bounded by the straight lines l2, l3 and the arch
of a circle.

In polar coordinates: x1 = r1cosϕ1, y1 = r1sinϕ1, based on this, we can find the
mathematical expectation of a random variable x+y over the domain S1 using the (4),(5):

H1(r1,ϕ1) = (r1cosϕ1 + r1sinϕ1)[

5π
4
R

φ2l3

f(r, θ)r dr dϕ+

φ1R

−3π
4

l2

f(r, θ)r dr dϕ],

where

l2 : r2(ϕ) =
|r21 − a2|

2


(r1cosϕ1 − a)2 + r21sin
2ϕ1cos(ϕ− arctg( r1sinϕ1

r1cosϕ1−a
))
,

l3 : r3(ϕ) =
|r21 − a2|

2


r21cos
2ϕ1 + (r1sinϕ1 − a)2cos(ϕ− arctg( r1sinϕ1−a

r1cosϕ1
))
,

φ1 = arctg(
r1sinϕ1

r1cosϕ1 − a
)− arccos(

r21 − a2

2R


(r1cosϕ1 − a)2 + r21sin
2ϕ1

),

φ2 = arctg(
r1sinϕ1 − a

r1cosϕ1

) + arccos(
r21 − a2

2R


r21cos
2ϕ1 + (r1sinϕ1 − a)2

),

f(r, θ) =
3(1− r)

π
,

r  this is the Jacobian of the transition to the polar coordinate system.
Minimum of the function H1(r1,ϕ1) is reached at the point (c, c) for the Cartesian

coordinate system, i.e. in polar coordinates it will be the point (c
√
2, 5π

4
). Therefore, when

calculating the winnings of the first player, instead of the radius r1, we will substitute
c
√
2, and instead of the angle ϕ1 - 5π

4
.
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The winnings of the second and third players are also found as the mathematical
expectation of their winnings when the arbiter’s decision falls into the sets S2 and S3,
respectively. Then the winnings of the second player will be located in the area S2, bounded
by the straight lines l1, l2 and the arc of the circle, using the following formula:

H2(a) = a[

φ1l2

−3π
4

0

f(r, θ)r dr dϕ+

π
4
R

φ10

f(r, θ)r dr dϕ],

where
l2 : r2(ϕ) =

|r21 − a2|
2


(r1cosϕ1 − a)2 + r21sin
2ϕ1cos(ϕ− arctg( r1sinϕ1

r1cosϕ1−a
))
,

φ1 = arctg(
r1sinϕ1

r1cosϕ1 − a
)− arccos(

r21 − a2

2R


(r1cosϕ1 − a)2 + r21sin
2ϕ1

).

And the winnings of the third player in the area S3, bounded by the straight lines l1,
l3 and the arc of the circle, we will find using the following formula:

H3(a) = a[

φ2R

π
4
0

f(r, θ)r dr dϕ+

5π
4
l3

φ20

f(r, θ)r dr dϕ],

где

l3 : r3(ϕ) =
|r21 − a2|

2


r21cos
2ϕ1 + (r1sinϕ1 − a)2cos(ϕ− arctg( r1sinϕ1−a

r1cosϕ1
))
,

φ2 = arctg(
r1sinϕ1 − a

r1cosϕ1

) + arccos(
r21 − a2

2R


r21cos
2ϕ1 + (r1sinϕ1 − a)2

).

So, formulas of the winning functions for each of the players were obtained. This game
takes place with a restriction for the referee and in polar coordinates.

To analyze the behavior of all participants in the conflict, that is, the dependence of
the participants’ winnings on the simulation parameters, a program was written in the
C# programming language. The results are presented in Table 2.
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Results of numerical simulation of negotiations

δ a n H
(1)
n H

(2)
n

(0;0.77) ∀ 2 32.6191 63.5714

[0.77;0.8) 40 14 33.7113 62.7780
[41;60] 2 32.6191 63.5714

[0.8;0.83) 40,41 25 35.6083 62.0619
[42;60] 2 32.6191 63.5714

[0.83;0.86) [40;42] 27 35.9848 59.3472
[43;60] 2 32.6191 63.5714

[0.86;0.87) [40;43] 31 36.1502 58.7121
[44;60] 2 32.619 63.5714

[0.87;0.89) [41;43] 36 36.5274 57.7465
{40} ∪ [44; 60] 2 32.619 63.5714

[0.89;0.9) [42;44] 44 36.5274 56.2791
[40; 41] ∪ [45; 60] 2 32.619 63.5714

[0.9;0.92) 43,44 44 36.7442 56.2791
[40; 42] ∪ [45; 60] 2 32.619 63.5714

[0.92;0.928] 44,45 52 37.5427 62.4869
[40; 43] ∪ [46; 60] 2 32.619 63.5714

(0.928;0.93) 44,45 17 37.5427 62.4869
[40; 43] ∪ [46; 60] 2 32.619 63.5714

[0.93;0.94] 45 17 33.2288 63.0608
[40; 44] ∪ [46; 60] 2 32.619 63.5714

(0.94;1] ∀ 2 32.619 63.5714

Table 1. Numerical simulation results in wage problem.

R 0.5 0.7 0.8 1
H1 0.0503727054 0.0911212726 0.0662981619 0.2882876400
H2 0.0401099790 0.104202198 0.1297029310 0.1703486206
H3 0.2806785612 0.3602390747 0.42269259804 0.25394445622
c -0.499 -0.479 -0.479 -0.419
a 0.714 0.674 0.668 0.646

Table 2. Dependence of the winning function on the radius of the circle.
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Analyzing the simulation results for wage negotiations in Table 1 we can conclude that
when determining the discount rate from the range δ ∈ (0; 0.77)∪(0.94; 1] negotiations end
at the second step. This process of stopping negotiations does not depend on the values
of the arbitrator’s proposals in this case. It means that these values of this parameter will
be the most “advantageous” in terms of the speed of the end of negotiations.

Negotiations move to the third step and over. However, at the same time, the
parameter values take certain values from defined intervals. In addition, it is possible
to determine the values of parameters at which the achievement of optimal values of
winnings occurs over a relatively long period  52 iterations.

For the case n = 3 and with restrictions for the arbiter, the winnings of all players
increase with an increase in the radius, but only slightly.

Conclusions

The basic model for wage (n = 2) negotiations is the Nash arbitration scheme. This
game-theoretic method is based on a modified pie-splitting problem. There is a neutral
arbiter player in the arbitration scheme unlike the classical problem.

A feature of the arbitration scheme negotiation model is its versatility and simplicity
for scenarios with two competitors and the subject of dispute in numerical form. However,
it is impossible to find the duration of negotiations directly. Numerical simulation was
implemented using a computer program to answer this question,. The aim of the numerical
experiments was to determine the effect of changes in the model parameters on the
negotiation period. Intervals are found for model parameters at which negotiations are
lengthy.

Thus, all the most “profitable” solutions to the negotiation problem have been
identified from the point of view of both players.

In the process of modeling for n = 3, the solution is presented using a geometric
interpretation. Interesting results are presented in this scenario, taking into account the
limitation of the “activity” of the arbitrator.
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Modeling regular waves effects on turbulent vertical exchange.

Sukhinov A. I., Protsenko E. A., Sidoryakina V. V., Protsenko S. V.

Abstract. The study of regular waves in the work is reduced to the identification of
statistical patterns, which are numerically expressed by the dependencies between waves elements
and their determining factors. Based on the processing of data obtained using the ADCP, the
characteristic length of the regular wave for the Azov Sea, the characteristic and maximum
speed are revealed in the work. The paper calculates the turbulent exchange coefficients using
set of periods for averaging turbulent velocity pulsations. Using experimental data on velocity
components pulsations, the vertical turbulent exchange coefficient was calculated on the basis
of various approaches to its parametrization, based on the analysis of the obtained coefficient
distributions, the most adequate parametrization of the coefficient for physical processes was
selected, which is used in the software package.

Keywords: effect of regular waves, turbulent exchange, vertical turbulent exchange coefficient,
three-dimensional hydrodynamics mathematical model.

Introduction

To analyze the effect of regular waves on the turbulent exchange model, idealized
sinusoidal wave theory was used. Although wind waves at sea are never regular, the
classical theory of regular waves is used in most wind wave studies and is the basis for
analyzing and predicting wind waves. Therefore, the general laws of the waves structure
and the motion nature of their individual particles from the point of view of the trochoidal
wave theory was considered. Individual water particles in surface waves move along closed
ellipsoidal lines, making a complete revolution in a time equal to the wave period. The
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rotational motion of sequentially arranged water particles shifted by a phase angle at
the initial moment of motion creates the appearance of translational motion: individual
particles move in closed orbits, while the wave profile moves translationally in the wind
direction.

Wind waves are characterized by two features. The first is due to the irregularity
and disorderliness of wave sizes and shapes. One wave does not repeat another, a large
wave can be followed by a small one, or even a larger one, while each individual wave
continuously changes its shape. Some unusually long and low waves can’t be seen at all.
Wave crests move not only in the wind direction, but also in other directions. Such a
complex structure of the disturbed sea surface is explained by the eddy turbulent nature
of the wind. The second feature of waves is the rapid variability of wave elements in time
and space, which is also associated with the wind. At the same time, the size of waves
depends not only on the wind speed, but also on the duration of its action, the length
of acceleration, and the depth of the sea. From the point of view of practice, it is not
necessary to know the size of each individual wave or each wave oscillation, but rather
the statistical characteristics of waves are more important: average, root-mean-square
deviations [1].

The study of waves is ultimately reduced to the identification of statistical patterns,
which are numerically expressed by the dependencies between the elements of waves and
their determining factors [2].

The results of measurements of wave elements are usually presented in the form of a
curve that characterizes their repeatability in a series of observations, usually expressed
as a percentage. When entering shallow water, the wave statistics change: the number of
high waves decreases, while the number of low-altitude waves increases. The answer to
the question about the frequency of repetition of waves of a particular size is given by the
distribution functions of wave elements. They make it possible to describe ensembles of
waves rather than individual ones, and they make it possible to predict the probability
of waves with specified characteristics, if some averaged wave parameters are known. The
distribution functions of visible wave elements in the first approximation do not depend
on the intensity, stage of development, and form of the wave, and they can be expressed
using a single dimensionless function.

The distribution functions of wind wave elements in shallow waters were studied
both theoretically and on the basis of systematization and statistical analysis of field
data materials. It was shown that the distribution of wave periods in shallow water does
not change significantly, and the distribution of wave heights, taking into account the
influence of sea depth, is expressed by a family of curves described using a simple analytical
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function [3]. Distribution functions make it very easy to find elements of waves of any
security based on the known values of these elements of a certain security. This makes it
possible to compare and objectively evaluate various methods of calculating and observing
wind waves. To study the statistics of waves covering different time periods (from a few
minutes to several years), due to the large differences in the scale of wave variability,
fundamentally different field data and methods of their analysis are needed.

1. Wave disturbance perceived by ADCP

Wave disturbance perceived by ADCP, differs in frequency and intensity from waves
on the sea surface. This is due to the mutual movement of the ship and waves, and
the commensurability of their geometric dimensions. The movement of a ship on a wave
changes the frequency of the wave disturbance. If the wave size is close to the ship’s
dimensions (length, width, draft), then it cannot repeat its profile as it moves. As a
result, the level of disturbance changes.

On a moving sea by a moving object, a regular wave is perceived not with its true
frequency σ, but with a new transformed frequency co, which is called the apparent ω.

Let consider the object as a material point that moves uniformly at a speed v at
an angle ξ to the direction of motion of the waves. Then the coordinate of the point of
meeting the ship with the wave changes x = −vt cos ξ.

The law of changing the wave ordinate at the point where the ship meets the wave
has the form

r(t) = Rm cos


−

vσ

g
cos ξ + 1


σt


= Rm cosωt, (1)

where ω =
σ + σ2 v

g
cos ξ

 = |1 + aσ| σ =
1 + vσ

g
cos ξ

 σ represents the apparent angular
frequency of a regular wave acting on a moving ship, a = v cos ξ/g is the factor of relative
movement ship on a wave [9].

Analysis of the relation shows that when the ship moves with a lag to the wave
|ξ| = 900, a = 0, the true and apparent frequencies coincide. If the object is moving
towards a wave, 0 ≤ |ξ| < 900, a > 0, and the apparent frequency of the wave is greater
than the true one. A more complex relationship is found when the ship moves along a
wave 0 ≤ |ξ| < 1800, a < 0.

Possible driving conditions are those in which a passing wave with
a frequency σ0 = 1/ |a| of has zero apparent frequency ω0 = 0. This happens when
the speed of the wave and the ship coincide v |cos ξ| = c, when their relative position
remains unchanged. At other speeds, the ship can lag behind the wave v |cos ξ| < c or
overtake it v |cos ξ| > c. In the first case, the frequency of the disturbance lies in the
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range 0 < σ < 1/ |a| , and the apparent frequency is less than the true one. In the second
case, the frequency of the disturbance lies in the region σ > 1/ |a| , and the apparent
frequency may exceed the true one. At the same time, the extreme values of the apparent
frequency and the corresponding values of the true frequency decrease [10].

The degree of pitching influence is taken into account using reduction coefficients. The
reduction coefficients depend on the wavelength, and therefore on the frequency of the
wave. They have the form of amplitude-frequency characteristics of linear low-frequency
filters. The specific values of these coefficients are determined by the design features of
the ship’s hull.

2. The effect of regular waves on the turbulent exchange
in the vertical direction

Due to acoustic pulses emitted in different directions, the accuracy of speed detection
increases and the flow direction is determined. The measurements were recorded at
intervals of 1 s every 10 cm at the measured depth. The speed was recorded in the
corresponding file in mm/s. The columns show the time values on the device’s clock and
128 depth measurements of one of the components of the velocity vector at the current
time. In the described experiment, data were stored for three components of the water
flow velocity vector at the current time. Data on each component of the velocity vector
is stored in a separate file. The probe saves information about instantaneous water flow
pulsations to a file with the extension txt. The recorded information includes service
headers, contains data about service directories, and probe settings.

Problems of decomposition of empirical data series obtained with the help of acoustic
Doppler current profiler (ADCP), on the evolutionary component and cyclic components
belong to the class of inverse problems of processing and interpreting experimental data.
The selection of a regular wave is based on a set of moving average smoothing procedures.
The series components are evaluated in three stages: the initial component evaluation, the
intermediate component evaluation of the series, and the final evaluation of the regular
component and the adjusted series.

After forming a trend model using a centered moving average algorithm, the initial
series is divided by this estimate and the initial estimate of the noisy cyclic component is
obtained. To estimate the seasonal component, the noisy cyclical component is smoothed
out by a moving average, which averages the individual components corresponding to
regular coefficients. This results in an estimate of the regular factor. At this stage, the
estimation of seasonal coefficients is normalized so that their product for each period is
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equal to one. After that, dividing the original series by the seasonal factor estimate, we
get an estimate of the noisy adjusted component.

At the final stage of evaluating the components of the series, the final trend
component is extracted from the noisy trend again by smoothing and using it, the
irregular component is extracted, which is necessary for statistical identification of the
corresponding components.

A set of harmonics of the main oscillation was used as models of cyclic components.
The stationary wave was formed as an additive mixture of the main oscillation and three
higher harmonics on the interval, which was then distorted so that the maximum values
on the positive half-wave differed from the maximum values on the negative half-wave. In
this way, the seasonal wave was disharmonized in order to get as close as possible to the
real wave components

The noise component was generated using the RAND function of the Microsoft Excel
package. The variant with a uniform distribution density of random samples and zero
mean value (zero first moment) was chosen. The estimation of the variance of the noise
component by the STDEV function of the Excel package was 10% of the estimate of the
variance of the cyclic component, and thus the noise/cyclic component ratio (noise/signal
ratio) was fixed. By changing the scale along the ordinate axis two or three times, different
w/s ratios were recorded.

Fig. 1. Initial data series obtained with the probe ADCP, vertical mm/s,
horizontally m.

Thus, based on the processing of data obtained by the probe ADCP it is revealed
that the characteristic regular wave length for the Azov Sea is 15-25 meters wide, and the
characteristic speed is 0,1 – 0,2 m/s., the maximum speed is 0,51-0,77 m / s. The data
obtained with the help of modeling are consistent with the data provided by the Unified
State Information System on the Situation in the World Ocean (ESIM).
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Fig. 2. A series obtained by averaging the probe data ADCP, vertical
mm/s, horizontally m.

Fig. 3. A series obtained by averaging and filtering probe data ADCP,
vertical mm/s, horizontally m.

Fig. 4. Vertical series obtained by filtering, eliminating the noise, vertical
mm/s, horizontally m.

In this paper, the turbulent exchange coefficients are calculated using a whole set of
averaging periods for turbulent velocity pulsations. Using experimental data on pulsations
of velocity components, the vertical turbulent exchange coefficient was calculated on the
basis of various approaches to its parameterization, based on the analysis of the obtained
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Fig. 5. A series obtained by selecting a cyclic component with a period
equal to the period of a regular wave from the implementation of a random
process with a uniform distribution density by the RAND procedure,
vertical mm/s, horizontally m.

coefficient distributions, the parameterization of the coefficient that is most adequate to
physical processes, which is used in the software package, was selected.

The Smagorinsky model is a subgrid model of the vertical turbulent exchange
coefficient. Turbulent viscosity ν it is determined by the average value of the turbulence
energy dissipation rate ε, per unit volume. In this case, for dimensional reasons, it follows
ν ∼ ε1/3 ·∆4/3k, where ∆ is the characteristic grid scale.

The value of the dissipation rate ε not directly known. The second consideration is
that the dissipation rate can be expressed in terms of the average deformation rate of
the cell scale s = 2sij · sij, where sij is the averaged strain rate tensor, from the ratio
ν = C2

s∆
2s 1/2, where Csis dimensionless empirical constant, the value of which in the

Smagorinsky formula is usually determined based on the calculation of the attenuation
process of homogeneous isotropic turbulence. In particular, the selected value of the
constant Cs it must ensure compliance with experimental measurements.

In the case when the mesh size is chosen sufficiently small, the average deformation rate
of the cellular scale s is equal to the average strain rate in the Prandtl parameterization
D. Thus, we come to the Prandtl analog in the form: ν = C2

s∆
2


2DijDij, neglecting
horizontal gradients u and v, and gradients of the vertical velocity component w, get the

following expression: ν = C2
s∆

2 1
2


∂u
∂z

2
+

∂v
∂z

2
.

The use of three-dimensional statements of those problems that traditionally belonged
to the field of the shallow water theory is dictated by the need to improve hydrodynamic
models of real phenomena and the growing requirements for initial information in
ecology, hydro-engineering. The three-dimensional formulation concludes the fundamental
possibility of increasing the accuracy of calculating the phenomenon. The use of a
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three-dimensional formulation also allows us to obtain a more general, meaningful and
interrelated description of the response of the coastal zone to large-scale atmospheric
disturbances.

Experiments were performed based on several approaches for calculating the vertical
turbulent exchange coefficient:

1. Parametrization of Belotserkovsky ν = (C∆z)


∂u
∂z

2
+

∂v
∂z

2,

2. Boussinesq parameterization ν = (0, 41z)20, 5


∂u
∂z

2
+

∂v
∂z

2,

3. Smagorinsky parameterizationν = 0, 5(C∆)2


∂u
∂z

2
+

∂v
∂z

2,

where ν is the coefficient of turbulent exchange in the vertical direction; u, v are the
components of the water flow velocity averaged over the time of pulsation in the horizontal
direction, C is dimensionless empirical constant; ∆is characteristic scale of the grid.

To parameterize the vertical turbulent exchange coefficient, algebraic subgrid models
based on the definition of turbulent flows as the products of flow velocity components
deviations and the transferred physical quantity averaged over space or time were
considered.

Experiments were performed based on several approaches for calculating the
vertical turbulent exchange coefficient: Belotserkovsky parametrization, Boussinesq
parametrization, and Smagorinsky parametrization.

Fig. 6. Parametrization of the turbulent exchange coefficient.

The optimal value of the empirical constant appearing in the formula of Belotserkovsky
and Smagorinsky was also obtained from the comparison of distributions, the value of
which ensures compliance with experimental measurements, as well as other methods
for calculating the coefficient. The value of this constant for all expedition measurement
points is 1.4.
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Fig. 7. The vertical turbulent exchange coefficient at points (the red line is
the Belotserkovsky parametrization, the blue line is Boussinesq, the black
line is Smagorinsky.

Based on the considered methods for calculating the vertical turbulent exchange
coefficient, distributions that are inhomogeneous vertically for all measurement points
are obtained. Comparative analysis has shown that for the obtained distributions of
the vertical turbulent exchange coefficient, the models show similar results in order of
magnitude, as well as in the location of peaks on the graphs, a more in-depth analysis using
mathematical statistics methods is necessary to assess the quality of parameterization.

Conclusions

Wind disturbance is characterized by two features. The first is the irregularity and
disorder of the sizes and shapes of waves. The second feature of the wave is the rapid
variability of the wave elements in time and space, which is also associated with the
wind. The study of waves is reduced to the identification of statistical patterns, which
are numerically expressed by the dependencies be-tween the elements of waves and their
determining factors.

Based on the processing of data obtained using the ADCP, it was revealed that
the characteristic length of a regular wave for the Azov Sea is 15-25 meters, and the
characteristic speed is 0,1-0,2 m/s, the maximum is 0,51-0,77 m/s. The data obtained by
modeling are consistent with the data provided by the Unified State Information System
on the Situation in the World Ocean.
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To parametrize the coefficient of vertical turbulent exchange, algebraic subgrid
models based on the definition of turbulent flows as the products of deviations of the
components of the flow velocity and the transferred physical quantity averaged over space
or time are considered. Experiments were performed on the basis of several approaches
to calculate the coefficient of turbulent exchange along the vertical: Belotserkovsky
parametrization, Boussinesq parametrization; Smagorinsky para-metrization. On the
basis of the considered methods of calculating the coefficient of vertical turbulent
exchange, distributions inhomogeneous vertically for all measurement points are obtained.
Comparative analysis has shown that for the obtained distributions of the vertical
turbulent ex-change coefficient, the models show similar results in order of magnitude,
as well as in the location of peaks on the graphs, a deeper analysis using mathematical
statistics methods is needed to assess the quality of parametrization.
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Development of a mathematical model and algorithm for the
implementation of cybersecurity of control systems of electric power
facilities.
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Abstract. The modern automated control system at electric power enterprises is a
combination of many systems, modules and interfaces. One of the most important and, at
the same time, vulnerable is the switching module, which is a set of devices and interfaces
for data transmission, processing and analysis. One of the most popular solutions for organizing
communication between control system components is the Modbus protocol, based on certain
algorithms and data transfer protocols.

Forecasting and analyzing information attacks in order to detect and prevent them
prematurely becomes an important task. Analysis and structuring of components and their
vulnerabilities will allow you to simulate potentially unprotected places and determine further
actions to protect them. The signature-based threat detection method used in data processing
includes a feature of packet data transmission in Modbus to detect unwanted or third-party
network traffic. This method is based on certain set rules, which also use the principle of threshold
values to detect unwanted signatures or anomalies.

The principles of communication of devices within production networks, as well as the
specifics of transmitting information on them, are defined in standardized specifications.
Specifications are a set of protocols that implement system components.

A number of the specifications used have limitations related to multiplatform, security and
modernization, as a result of which there are problems with network configuration, its support,
modernization and security. In this regard, an urgent task is the implementation and support of
modern specifications that allow configuring the system with additional security add-ons.

An important indicator of any algorithm and any data transmission model is their
cryptographic strength, or in other words, the level of protection from potential cyber attacks.
Based on the analysis of the collected information, the calculation of the optimal mathematical
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model of the algorithm for the implementation of cybersecurity on the example of Modbus
communication was carried out.

Keywords: Modbus, cybersecurity, slave, master, mathematical model.

Введение

Все устройства, построенные на интерфейсе Modbus, на фиическом уровне рабо-
тат по модели Master → Slave. Это начит, что ест управлщее устройство Master
и подконтролные ему устройства Slave. Принцип работы Modbus строитс на том,
что master-устройство поочередно опрашивает slave-устройства, которые отвечат
ему.

Ваной составлщей протокола Modbus TCP влетс вомоност интегра-
ции с внешними серверами посредством TCP/IP соединени, структурна модел
которого покаана на рис. 1:

Рис. 1. Модел master → slave протокола Modbus TCP

Ваимодействи меду компонентами описыватс специалными алгоритмами
передачи и инкапсулции данных, а посколку кадый такой алгоритм в Modbus
представлет собой цепочку ваимосвей меду компонентами информационной
системы управлени, его математическу модел моно описат исполу общу
топологи комптерных сетей, котора описывает архитектуру в целом [1]. Топо-
логи представлет собой граф, иобраащий как фиическу, так и информаци-
онну ваимосв меду компонентами.

В ависимости от архитектурных и структурных особенностей системы управле-
ни, в рамках которой описываетс алгоритм следует исполоват сванные меду
собой типы вычислителных архитектур  веда и колцо, состощие и сово-
купности улов и касащихс оптимиации электроснабени, энергосбереени,
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а таке ащиты комптерной информации от водействи кибератак [2]. Дл по-
строени математической модели такой среды необходимо отобраит ее логическу
структуру в виде графа.

Рис. 2. Совокупност компонентов системы в виде графа

На основе этого графа синтеируем дифференциалну математическу модел
и на ее бае сформулируем критерий кибербеопасности и построим интеллекту-
алные комптерно-ориентированные методы киберащиты в реалном времени.
Улы P0 и P1 графа, приведенного на рис. 2  это централный сервер локал-
ной сети управлени и сервер баы данных соответственно [3]. Органиаци обмена
информацией меду улами в распределенной комптерной сети и реалиаци пе-
редачи данных по Интернет осуществлетс при помощи улов P2 и P3. Процедуры
опроса датчиков коммерческого учета электроэнергии реалиованы в уле P4, дис-
петчерского управлени электроснабени  в уле P5, а считывание информации
с микропроцессорных систем управлени электропотреблением осуществлетс у-
лом P6. При этом дуги графа представлт собой интенсивност потока кибератак
λj(t) и интенсивност потока ащитных действий γj(t) соответственно. Улы графа
Pi под влинием интенсивности потоков кибератак λj(t) и соответственно ащит-
ных действий γj(t) находтс в состонии, которое характериуетс веротност
Pj(t) (i = 0, 1, . . . , 6) [4]. С применением графа локалной сети будем синтеироват
математическу модел в виде системы дифференциалных уравнений Колмогоро-
ва–Чепмена с соответствущими началными условими:
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dP0(t)dt = −(λ0 + λ1 + λ2 + λ3 + λ4)P0(t) + γ0P1(t) + γ1P5(t) + γ2P4(t)

+γ3P3(t)+γ4P4(t)dP1(t)dt = −γ0P1(t)+λ0P0(t)dP2(t)dt = −(γ4+λ7+λ5+γ6)P2(t)

+λ6P5(t)+λ4P0(t)+γ7P6(t)dP3(t)dt = −(γ9+γ13+γ3+λ8)P3(t)+λ13P6(t)+λ3P0(t)

+γ8P4(t)dP4(t)dt = −(γ8+γ2+λ11+λ10)P4(t)+λ8P3(t)+λ2P0(t)+γ11P5(t)dP5(t)dt

= −(λ12 + γ11 + γ1 + λ6)P5(t) + λ11P4(t) + λ1P0(t) + γ6P2(t)dP6(t)dt

= −(γ7 + λ13)P6(t) + γ13P3(t) + λ7P2(t) (1)

Система дифференциалных уравнений (1) справедлива при соблдении условий
нормировани [5]:

P0(t0) + P1(t1) + . . .+ P6(t0) = 1,

в момент t0 = 0 и началных условий

P0(0) = 1, P1(0) + P2(0) + . . .+ P6(0) = 0, (2)

дл системы дифференциалных уравнений (1) считат, что кибератаки на инфор-
мационные ресурсы в системах происходт на некотором интервале [t0, T ], а текущее
врем t пребывани системы в информационном конфликте выбират и условий
t ∈ [t0, T ].

Ограничени на интенсивности потоков кибератак λj(t) и интенсивност ащит-
ных действий γj(t) апишем в виде

0 ≤ λj ≤ λj max, 0 ≤ γj ≤ γj max, (3)

где λj max и γj max  максимална интенсивност потоков кибератак и ащитных
действий [6]. С цел обобщени полученного реултата и упрощени математиче-
ских илоение предлоены следущие услови:

λ0 = λ1 = . . . = λ13 = λ, γ0 = γ1 = . . . = γ13 = γ. (4)

Исход и условий нормировани, моно утвердат, что:

P1(t) + P2(t) + P3(t) + P4(t) + P5(t) = 1− P0(t)− P6(t). (5)

Тогда с учетом (4) и (5) система (1) примет вид

dP0(t)dt = −(5λ+ γ)P0(t) + γ(1− P6(t))dP1(t)dt = −γP1(t) + λP0(t)dP2(t)dt

= −2(γ+λ)P2(t)+λ(P0(t)+P5(t))+γP6(t)dP3(t)dt = −(3γ+λ)P3(t)+λ(P0(t)+P6(t))

+ γP4(t)dP4(t)dt = −2(γ + λ)P4(t) + λ(P0(t) + P3(t)) + γP5(t)dP5(t)dt

= −2(γ+λ)P5(t)+λ(P0(t)+P4(t))+γP2(t)dP6(t)dt = −(γ+λ)P6(t)+γP3(t)+γP2(t)

(6)
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Математические модели (1), (6) влтс основой дл синтеа дифференциал-
ных математических моделей и интеллектуалных методов киберащиты с цел
обеспечени оперативного управлени электроснабением в услових риска пров-
лений киберугро. С цел синтеа дифференциалных математических моделей
кибербеопасности в далнейшем предлагаетс восполоватс фундаменталными
понтими теории дифференциалных преобраований Пухова. Соответствущие
математические ависимости прмого и обратного дифференциалного преобрао-
вани имет вид:

X(k) = x(k) = Hkk![dkx(t)dtk]t = 0 · x(t) =


(tH)kX(k)k = ∞k = 0, (7)

где x(t)  функци-оригинал, представлща собой непрерывное, бесконечное чис-
ло ра дифференцированну функци аргумента t, котора ограничена вместе со
всеми своими проиводными; X(K)  функци целочисленного аргумента k, что
представлет собой дифференциалное иобраение оригинала; H  масштабна
постонна, имеет ту е рамерност что и аргумент t, и выбрана, как правило, в
диапаоне 0 ≤ t ≤ H на котором рассмотрены функции оригинал x(t); нак · пред-
ставлет собой символ соответстви меду оригиналом x(t) и дифференциалным
иобраением X(K), (K = 0, 1, 2, . . .) [7]. При условии, что H = T , на основе диффе-
ренциалных преобраований Пухова (7) апишем систему уравнений (6) в области
дифференциалных иобраений в виде T -модели:

P0(k + 1) = Tk + 1[−(5λ+ γ)P0(k) + γ((k)− P6(k))]P1(k + 1)

= Tk + 1[−γP1(k) + λP0(k)]P2(k + 1) = Tk + 1[−2(γ + λ)P2(k) + λ(P0(k) + P5(k))

+ γP6(k)]P3(k + 1) = Tk + 1[−(3γ + λ)P3(k) + λ(P0(k) + P6(k)) + γP4(k)]P4(k + 1)

= Tk+1[−2(γ+λ)P4(k)+λ(P0(k)+P3(k))+γP5(k)]P5(k+1) = Tk+1[−2(γ+λ)P5(k)]

+ λ(P0(k) +P4(k)) + γP2(k)]P6(k+1) = Tk+1[−(γ+ λ)P6(k) + γP3(k) + γP2(k)],

(8)

где (k)  тейлоровска единица (теда), котору определт согласно условим:

(k) = {1, k = 00, k ≥ 1.

Применив дифференциалные преобраовани (7) дл началных условий (2)
системы дифференциалных уравнений (6), получим при t0 = 0 и соответственно
k = 0 началные услови в области T -иобраений в виде

P0(0) = P0(t0) = 1, P i(0) = Pi(t0) = 0, i = 1, 2, . . . , 6. (9)
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Система дифференциалных T -уравнений (8), представленна в виде совокупности
алгебраических ависимостей, влетс баовой дл определени величин веротно-
стей P0(t) + P1(t) + . . . + P6(t) улов графа модели кибератак на информационные
ресурсы электрической сети. Подставив в систему T -уравнений (8) начение целочис-
ленного аргумента k12, . . . , получим спектр дискрет Pi(1), P i(2), P i(3), i = 1, 2, . . . , 6,

которые в совокупности формирут решение этой системы в T -области. Дл цело-
численных аргументов k = 0, 1, 2 получим такие спектры:

k := 0 =⇒ {
P0(1) = −5Tλ,

P1(1) = Tλ,

P2(1) = Tλ,

P3(1) = Tλ,

P4(1) = Tλ,

P5(1) = Tλ,

P6(1) = 0,

k := 1 =⇒ {
P0(2) = 5/2T 2λ(5λ+ γ),

P1(2) = −1/2T 2λ(5λ+ γ),

P2(2) = −T 2λ(3λ+ γ),

P3(2) = −T 2λ(3λ+ 2γ),

P4(2) = −1/2T 2λ(6λ+ γ),

P5(2) = −1/2T 2λ(6λ+ γ),

P6(2) = 1/2T 2λ(λ+ γ),

k := 2 =⇒ {
P0(3) = −T 3λ(γ2 + 17/2γλ+ 125/6λ2),

P1(3) = 1/3T 3λ([1/2γ]2 + 5γλ+ 25/2λ2),

P2(3) = 1/3T 3λ([5/3γ]2 + 7γλ+ 31/3λ2),

P3(3) = 1/3T 3λ([11/2γ]2 + 11γλ+ 16λ2),

P4(3) = 1/2T 3λ([1/3γ]2 + 3γλ+ 31/3λ2),

P5(3) = T 3λ2(2γ + 31/6λ),

P6(3) = −1/3T 3λ([5/2γ]2 + 5γλ+ 7/2λ2).

(10)
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Получив спектр с дискрет (9), (10), который описывает модели кибербеопасно-
сти специалиированной электрической сети, формалиуем критерий кибербеопас-
ности сетей в виде [8]:

Θi(t) = 1T


Pi(t)dt, i = 1, 2, . . . , 6. T t0. (11)

В электрических сетх адачи кибербеопасности решатс в услових антаго-
нима субектов информационного конфликта. Учитыва это, доминантным в таких
услових влетс соблдение субектами конфликта принципа минимакса [9]. При
осуществлении процедур обеспечени кибербеопасности дл достиени системой
аданных покаателей ащищенности рационално придериватс стратегии фор-
мировани таких начений γj, которые минимиирут плату субекта обеспечени
беопасности Θi(λj, γj) а расходы соответствущих ресурсов при максималных
интенсивностх потоков кибератак, то ест:

Θ ∗ i(λj, γj) = minγj ∈ Eγmaxλj ∈ EλΘi(λj, γj), i = 1, 2, . . . , 6. (12)

При моделировании стратегии кибератак противна сторона веротно получаетс
и условий формировани таких стратегий λj, которые максимиирут плату:

Θi(λj, γj),

при условии ее минимиации системой беопасности γj, то ест

Θ ∗ i(λj, γj) = maxλj ∈ Eλminγj ∈ EγΘi(λj, γj), i = 1, 2, . . . , 6. (13)

При условии выполнени равенства (13), а таке равности

minγj ∈ Eγmaxλj ∈ EλΘi(λj, γj) = maxλj ∈ Eλminγj ∈ EγΘi(λj, γj)

= Θi ∗ opt(λjopt, γjopt), (14)

полученные стратегии λjopt и γjopt оптималны [10]. Стратеги обеспечени ки-
бербеопасности аклчаетс в поиске акона именени потока интенсивности а-
щитных действий γj, котора реалиует минимиаци функционала (11) при сто-
хастической интенсивности потоков кибератак λj соответственно в пределах (3). В
сви с антагонимом целей субектов информационного конфликта доминантной
стратегией гарантировани кибербеопасности будет стратеги на основе принципа
минимакса, то ест:

minγj ∈ Eγmaxλj ∈ EλΘi(t, P i(t),λj, γj). (15)
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В рамках принтых ограничений (3) применение минимаксной стратегии (15) по-
волет минимиироват функционал (11) дае в случах худшего сочетани интен-
сивности потоков кибератак λj с проиволным аконом потока интенсивности и
ащитных действий γj. Применив прмое преобраование (4) к функционалу (11) и
исполовав согласно (8) начение совокупности -дискрет (9), (10), апишем проце-
дуру оптимиации чере дискреты дифференциалного спектра Pi(k) в виде:

Θ ∗ i =


Pi(k)k + 1k = ∞k = 0. (16)

На основе вычисленных дискрет (6)–(8) согласно (16) при i = 0 дл ула P0 ло-
калной сети  централного сервера локалной сети управлени, выраение (16)
примет вид

Θ ∗ 0(λ, γ) ≈ 1− 52Tλ+ 52T2λ(5λ+ γ)− T3λ(γ2 + 172γλ+ 1256λ2). (17)

Процесс поиска оптималных стратегий интенсивности потоков кибератак λjopt и
потока интенсивности ащитных действий γjopt с ограниченими (3) функционала
Θ ∗ i тесно сван с исследованием его на экстремум путем подстановки в вырае-
ние (16) начений соответствущих дискет [11]:

Pi(k), i = 1, 2, . . . , 6.

Ивестно, что необходимым дл существовани экстремума функционала Θ ∗ 0(λ, γ)
согласно теореме Куна–Таккера влтс услови, поволщие определит опти-
малну стратеги обеспечени кибербеопасности вида:

ddγj(Θ ∗ 0(λj, γj)) = 0ddλj(Θ ∗ 0(λj, γj)) = 0 . . . ddγj(Θ ∗ 4(λj, γj))

= 0ddλj(Θ ∗ 4(λj, γj)) = 0 . . . ddγj(Θ ∗ 6(λj, γj)) = 0ddλj(Θ ∗ 6(λj, γj)) = 0.

Дл ула P0 сети интенсивност потока кибератак и ащитных действий равна со-
ответственно:

λ = 1669T, γ = 4769T. (18)

А уровен ащищенности  соответственно

Θ ∗ 0 ≈ 0, 61. (19)

Найденные стратегии (18) влтс оптималными, посколку дл них выполн-
тс достаточные услови. Полученный реултат (19) свидетелствует о том, что
построение сети с модел (рис. 2) обеспечивает достаточно высокий уровен кибер-
ащиты всей системы от потенциално опасных кибератак [12].

Провед операци обратного дифференциалного преобраовани (7) дл вы-
бранного примера, получим модел обеспечени кибербеопасности ула P0 в общем
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виде:
P0(t) ≈ 1− 5Tλ+ 52T2λ(5λ+ γ)− T3λ(γ2 + 172γλ+ 1256λ2) (20)

Точност модели (20) и ей подобных достигат количеством дискрет дифференци-
алного спектра, которые входт в состав модели.

Выводы

В ходе исследовани был рассмотрен наиболее востребованный в промышленных
сетх интерфейсный протокол Modbus. Дл определени стойкости алгоритмов и
структуры Modbus к киберугроам был смоделирован граф ависимостей, на основе
которого синтеирована дифференциална математическа модел, формулиру-
ща основные критерии беопасности.

Математическое моделирование системы свей меду компонентами сети опи-
сывает поиск оптималных стратегий обеспечени кибербеопаности, дл которых
выполнтс все достаточные услови беопасности, предвлемые к системам
управлени.

В реултате аналиа, на основе дифференциалных уравнений Колмогоро-
ва–Чепмена, проиведено математическое моделирование дл системы на основе ин-
терфейса Modbus TCP с учетом особенности таких систем, с исполованием теоре-
мы Куна–Таккера найдены достаточные оптималные стратегии, подтвердащие
достаточный уровен кибербеопасности при предвлемых к ней требованих.
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Representation of the generalized Bessel potential by means of a
Poisson kernel of the general form.

Dzhabrailov A. L.

Abstract. The article considers a generalization of the Poisson kernel, which in potential
theory is an integral kernel used to simply represent the generalized Bessel potential as a one-
dimensional integral and studies its properties. The concept of a common Poisson kernel is
introduced. Further, it is shown that the generalized Bessel potential of a function integrable in
the p-th degree with a power weight can be represented by an integral of a very simple form,
using a Poisson kernel. Also in this paper, Young’s inequality for B-convolutional operators in
spaces Bα

γ is proved and some applications using the Laplace-Bessel differential operator are
given. Generalized Poisson kernels find application in control theory and electrostatics problems.

Keywords: generalized Poisson kernel, Hankel transformation, generalized Bessel potential.

Введение

В стате рассматриваетс многомерный оператор дробного интегрировани, ко-
торый представлет собой дробну степен оператора (I − ∆γ)

−α/2, α > 0, где I 
единичный оператор и ∆γ  оператор Лапласа–Бессел вида

∆γ = (△γ)x =
n

k=1

(Bγk)xk
, (1)

где Bγ  сингулрный дифференциалный оператор Бессел (см. [1, стр. 5]):

(Bγ)t =
∂2

∂t2
+

γ

t

∂

∂t
=

1

tγ
∂

∂t
tγ

∂

∂t
, t > 0, γ ∈ R. (2)

Дробна степен (I−∆γ)
−α/2 при помощи преобраовани Ханкел сводитс к умно-

ени на степен (1+ |x|2)−α/2. А именно, дробна степен (I −∆γ)
−α/2 реалиуетс

как обобщенна свертка прообраа преобраовани Ханкел функции (1+|x|2)−α/2 и
1Работа выполнена при поддерке Минобрнауки РФ по гос.адани FEGS-2020-0001.
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некоторой функции. Таку свертка мы будем наыват обобщенным потенциалом
Бессел.

Классический потенциал Бессел, реалиущий дробные степени оператора
(I−∆)−

α
2 , где ∆  оператор Лапласа широко иучен. Такой потенциал повилс в ра-

ботах Н. Ароншайна и К. Т. Смита [2] и А. П. Калдерона [3] в 1961 г. В [4] классиче-
ский потенциал Бессел исполован дл того, чтобы охарактериоват класс Като.
Реултаты о пространстве бесселевых потенциалов были получены И. Стейном [5]
дл случа 0 < α < 2 и И. П. Лиоркиным [6] в общем случае. Обращение потенциа-
лов Бессел с помощ гиперсингулрных интегралов было дано В. А. Ногиным [7–
9] в 1981–85 гг. М. Л. Голдманом в [10–12] получены оптималные влоени про-
странств потенциалов типа Бессел. Пространство обобщенных потенциалов Бессел
Bα

γ , построенного с исполованием преобраовани Ханкел было впервые введе-
но Л. Н. Лховым и М. В. Половинкиной в [13] с исполованием подхода Стейна–
Лиоркина. В [13] введенные ранее Л. Н. Лховым в [14, 15] B-гиперсингулрные
интегралы и B-потенциалы Рисса были применены дл построени нормы в Bα

γ .
В. С. Гулиев, . В. Сафаров в [16] иучали потенциал Бессел, породенный диффе-
ренциалными операторами Бессел. В [16] докаана ограниченност в весовом про-
странстве Лебега такого потенциала и получены теоремы влоени в пространствах
Bk,n-Соболева–Лиувилл. В [17] потенциалы Бессел охарактериованы в терминах
пространств B-Лиоркина–Трибел. Таке в этой стате докаано неравенство н-
га дл B-сверточных операторов в пространствах Bα

γ и даны некоторые прилоени,
исполущие дифференциалный оператор Лапласа–Бессел.

1. Основные определени и утвердени

Пуст Rn  n-мерное евклидово пространство,

Rn
+={x=(x1, . . . , xn) ∈ Rn, x1>0, . . . , xn>0},

R n
+={x=(x1, . . . , xn) ∈ Rn, x1≥0, . . . , xn≥0},

γ=(γ1, . . ., γn)  мултииндекс, составленный и полоителных фиксированных ве-
щественных чисел γi ≥ 0, i=1, . . ., n и |γ|=γ1+. . .+γn.

Пуст Ω  конечное открытое мноество в Rn, симметричное относително
кадой гиперплоскости xi=0, i = 1, . . . , n, Ω+ = Ω ∩ Rn

+ и Ω+ = Ω ∩ Rn
+, где

R n
+={x=(x1, . . . , xn)∈Rn, x1≥0, . . . , xn≥0}.

Класс C0
ev(Ω+) состоит и непрерывных на Ω+ функций, продолаемых непре-

рывно четным обраом на Ω при xi < 0, i = 1, . . . , 0.
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Пуст Lγ
p(Rn

+) = Lγ
p , 1≤p<∞  пространство всех имеримых на Rn

+ функций,
четных по кадой и переменных xi, i = 1, . . . , n, таких, что



Rn
+

|f(x)|pxγdx < ∞,

где дес и далее

xγ =
n

i=1

xγi
i .

Дл вещественных чисел p ≥ 1 норма в Lγ
p функции f определетс равенством

||f ||Lγ
p(Rn

+) = ||f ||p,γ =

 

Rn
+

|f(x)|pxγdx

1/p

.

Ивестно (см. [1]), что Lγ
p  банахово пространство.

Нормированна функци Бессел первого рода jν определетс формулой (см. [1,
стр. 10] и [18])

jν(x) =
2νΓ(ν + 1)

xν
Jν(x), (3)

где Jν  функци Бессел первого рода.
Дл x ∈ Rn мы будем исполоват обоначение

jγ(x, ξ) =
n

i=1

j γi−1

2
(xiξi), jγ(0, ξ) = 1. (4)

Многомерное преобраование Ханкел функции f∈Lγ
1(Rn

+) вырааетс как

Fγ[f ](ξ) = Fγ[f(x)](ξ) = f(ξ) =


Rn
+

f(x) jγ(x, ξ)x
γdx.

Пуст f∈Lγ
1(R+) и представлет собой функци ограниченной вариации в окрестно-

сти точки x непрерывности f . Тогда дл γ > 0 формула обращени имеет вид

F−1
γ [ f(ξ)](x) = f(x) =

2n−|γ|

n
j=1

Γ2


γj+1

2




Rn
+

jγ(x, ξ) f(ξ)ξγ dξ.

Част шара |x| ≤ r, |x| =


x2
1 + . . .+ x2

n, принадлеаща Rn
+, обоначаетс

B+
r (n). Граница B+

r (n) обоначаетс S+
r (n) и состоит и части сферы {x ∈ Rn

+ : |x|=r}
и частей координатных гиперплоскостей xi=0, i=1, . . ., n, таких что |xi| ≤ r.
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Многомерный обобщенный сдвиг определетс равенством

(γTy
xf)(x) =

γTy
xf(x) = ( γ1T y1

x1
. . . γnT yn

xn
f)(x), (5)

где кадый одномерный обобщенный сдвиг γiT yi
xi

дл i=1, . . ., n действует по формуле
(см. [18])

( γiT yi
xi
f)(x)=

Γ

γi+1
2


√
πΓ


γi
2



×
π

0

f(x1, . . . , xi−1,


x2
i + y2i − 2xiyi cosϕi, xi+1, . . . , xn) sinγi−1 ϕi dϕi, γi > 0.

Дл γi = 0 обобщенный сдвиг γiT yi
xi

имеет вид

0T yi
xi

=
f(x+ y)− f(x− y)

2
.

Справедлива формула (см. [19])
γTy

x jγ(x, ξ) = jγ(x, ξ)jγ(y, ξ). (6)

Обобщенна свертка, породенна γTy
x имеет вид

(f ∗ g)γ(x) = (f ∗ g)γ =



Rn
+

f(y)(γTy
xg)(x)y

γ dy. (7)

Преобраование Ханкел, действущее на обобщенну свертку (7) дает

Fγ[(f ∗ g)γ(x)](ξ) = Fγ[f(x)](ξ)Fγ[g(x)](ξ). (8)

2. Свойства общего дра Пуассона

В этом раделе рассмотрим общее дро Пуассона. В теории потенциалов, д-
ро Пуассона  это интегралное дро, исполуемое дл простого представлени
обобщенного потенциал Бессел в виде одномерного интеграла. Обобщенные дра
Пуассона находт применение в теории управлени и адачах электростатики.

Определение 1. Функци

Pγ(x, δ) =
2nΓ


n+|γ|+1

2



√
π

n
j=1

Γ


γj+1

2

 δ (δ2 + |x|2)−
n+|γ|+1

2 , δ > 0. (9)

будем наыват общим дром Пуассона.

Докаем сначала вспомогателну лемму.
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Лемма 1. Преобраование Ханкел e−δ|x| имеет вид

Fγ[e
−δ|x|](ξ) =

2|γ|δ
n

i=1

Γ

γi+1
2


Γ


n+|γ|+1
2



√
π(δ2 + |ξ|2)

n+|γ|+1
2

. (10)

Докаателство.

Fγ[e
−δ|x|](ξ) =



Rn
+

e−δ|x| jγ(x; ξ)x
γdx = {x = ρσ} =

∞

0

e−δρρn+|γ|−1dρ



S+
1 (n)

jγ(ρσ; ξ)σ
γdS.

Примен формулу вида (см. [23])



S+
1 (n)

jγ(rθ, ξ)θ
γ dS =

n
i=1

Γ

γi+1
2



2n−1Γ


n+|γ|
2

 jn+|γ|
2

−1
(r|ξ|), (11)

получим

Fγ[e
−δ|x|](ξ) =

n
i=1

Γ

γi+1
2



2n−1Γ


n+|γ|
2


∞

0

e−δρjn+|γ|
2

−1
(ρ|ξ|)ρn+|γ|−1dρ =

=

n
i=1

Γ

γi+1
2



2
n−|γ|

2 |ξ|
n+|γ|

2
−1

∞

0

e−δρJn+|γ|
2

−1
(ρ|ξ|)ρ

n+|γ|
2 dρ.

Примен формулу 2.12.8.4 и [22, стр. 164] вида
∞

0

xν+2e−pxJν(cx)dx =
2p(2c)νΓ


ν + 3

2


√
π(p2 + c2)ν+

3
2

, Re ν > −1,

будем имет
∞

0

e−δρJn+|γ|
2

−1
(ρ|ξ|)ρ

n+|γ|
2 dρ =

2δ(2|ξ|)
n+|γ|

2
−1Γ


n+|γ|+1

2



√
π(δ2 + |ξ|2)

n+|γ|+1
2

и, следователно,

Fγ[e
−δ|x|](ξ) =

n
i=1

Γ

γi+1
2



2
n−|γ|

2 |ξ|
n+|γ|

2
−1

2δ(2|ξ|)
n+|γ|

2
−1Γ


n+|γ|+1

2



√
π(δ2 + |ξ|2)

n+|γ|+1
2

=

2|γ|δ
n

i=1

Γ

γi+1
2


Γ


n+|γ|+1
2



√
π(δ2 + |ξ|2)

n+|γ|+1
2

.

□
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Приведем формулу интеграла по сфере от весовой плоской волны, и [23]



S+
1 (n)

Pγ
ξ f(〈ξ, x〉)xγdωx =

n
i=1

Γ

γi+1
2



√
π2n−1Γ


|γ|+n−1

2


1

−1

f(|ξ|p)(1− p2)
n+|γ|−3

2 dp, (12)

где f(t)(1−t2)
n+|γ|−3

2 ∈L1(−1, 1).

Дл Pγ(x, δ) справедливы следущие свойства.

Лемма 2. Функци Pγ(x, δ) обладает свойствами

1. Fγ[Pγ(x, δ)](ξ) = e−δ|ξ|,

2.


Rn
+

Pγ(x, δ)x
γdx =



Rn
+

Pγ(x, 1)x
γdx = 1,

3. Pγ(x, δ) ∈ Lγ
p , 1 ≤ p ≤ ∞.

Докаателство. 1. И леммы 1 имеем

F−1
γ [e−δ|x|](ξ) =

2n−|γ|

n
j=1

Γ2


γj+1

2

Fγ[e
−δ|x|](ξ) =

2n−|γ|

n
j=1

Γ2


γj+1

2


2|γ|δ

n
i=1

Γ

γi+1
2


Γ


n+|γ|+1
2



√
π(δ2 + |ξ|2)

n+|γ|+1
2

=

=
2nδΓ


n+|γ|+1

2



√
π

n
j=1

Γ


γj+1

2


1

(δ2 + |ξ|2)
n+|γ|+1

2

= Pγ(x, δ).

Откуда и следует Fγ[Pγ(x, δ)](ξ) = e−δ|ξ|.
2. Рассмотрим



Rn
+

Pγ(x, δ)x
γdx. Имеем



Rn
+

Pγ(x, δ)x
γdx =

2nδΓ


n+|γ|+1
2



√
π

n
j=1

Γ


γj+1

2




Rn
+

xγ dx

(δ2 + |x|2)
n+|γ|+1

2

= {x = δy} =

=
2nΓ


n+|γ|+1

2



√
π

n
j=1

Γ


γj+1

2




Rn
+

yγ dy

(1 + |y|2)
n+|γ|+1

2

=



Rn
+

Pγ(x, 1)x
γdx.

Покаем тепер, что


Rn
+

Pγ(x, 1)x
γdx = 1. Имеем



Rn
+

yγ dy

(1 + |y|2)
n+|γ|+1

2

= {y = ρσ} =

∞

0

ρn+|γ|−1 dρ

(1 + ρ2)
n+|γ|+1

2



S+
1 (n)

σγ dS.
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Интеграл по S+
1 (n) находитс по формуле (см. [23])



S+
1 (n)

σγdS =

n
i=1

Γ

γi+1
2



2n−1Γ


n+|γ|
2

 , (13)

тогда



Rn
+

yγ dy

(1 + |y|2)
n+|γ|+1

2

= {y = ρσ} =

n
i=1

Γ

γi+1
2



2n−1Γ


n+|γ|
2


∞

0

ρn+|γ|−1 dρ

(1 + ρ2)
n+|γ|+1

2

= {ρ2 = r} =

=

n
i=1

Γ

γi+1
2



2nΓ


n+|γ|
2


∞

0

r
n+|γ|

2
−1

(1 + r)
n+|γ|+1

2

dr.

Исполу формулу 2.2.5.24 и [21, стр. 239] вида
∞

0

xα−1

(x+ z)β
dx = zα−βB(α, β − α), 0 < Reα < Re β,

получим

2

∞

0

ρn+|γ|−1 dρ

(1 + ρ2)
n+|γ|+1

2

=

∞

0

r
n+|γ|

2
−1

(1 + r)
n+|γ|+1

2

dr =

√
πΓ


n+|γ|

2



Γ


n+|γ|+1
2

 (14)

и


Rn
+

yγ dy

(1 + |y|2)
n+|γ|+1

2

=

n
i=1

Γ

γi+1
2



2nΓ


n+|γ|
2


√
πΓ


n+|γ|

2



Γ


n+|γ|+1
2

 =

√
π

n
i=1

Γ

γi+1
2



2nΓ


n+|γ|+1
2

 .

Наконец,


Rn
+

Pγ(x, 1)x
γdx =

2nΓ


n+|γ|+1
2



√
π

n
j=1

Γ


γj+1

2




Rn
+

yγ dy

(1 + |y|2)
n+|γ|+1

2

=

=
2nΓ


n+|γ|+1

2



√
π

n
j=1

Γ


γj+1

2



√
π

n
i=1

Γ

γi+1
2



2nΓ


n+|γ|+1
2

 = 1.

3. Докаем, наконец, что Pγ(x, δ) ∈ Lγ
p , 1 ≤ p ≤ ∞. Имеем



Rn
+

xγdx

(δ2 + |x|2)p
n+|γ|+1

2

= δ(n+|γ|)(1−p)−p



Rn
+

xγdx

(|x|2 + 1)p
n+|γ|+1

2

=

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2022, 1



Представление обобщенного потенциала Бессел посредством дра Пуассона... 47

= {x = ρσ, |x| = ρ} = δ(n+|γ|)(1−p)−p

∞

0

ρn+|γ|−1dρ

(ρ2 + 1)p
n+|γ|+1

2



S+
1 (n)

σγdS.

Исполу (13) и (14), при 1 ≤ p < ∞, получим

||Pγ(x, δ)||p,γ =



δ(n+|γ|)(1−p)−p

√
πΓ


n+|γ|

2



2Γ


n+|γ|+1
2



n
i=1

Γ

γi+1
2



2n−1Γ


n+|γ|
2







1
p

=

=



δ(n+|γ|)(1−p)−p

√
π

n
i=1

Γ

γi+1
2



2nΓ


n+|γ|+1
2







1
p

< ∞.

При p = ∞ неравенство ||Pγ(x, δ)||∞,γ < ∞ получаем, исполу пределный переход.
□

Сформулируем и докаем лемму о стремлении обобщенной свертки функции с
дром Пуассона к функции в Lγ

p .
Введем обоначение

(Pγ,δf)(x) = (f(x) ∗ Pγ(x, δ))γ. (15)

Лемма 3. Если f ∈ Lγ
p , 1 ≤ p ≤ ∞ или f ∈ C0 ⊂ Lγ

∞, то

||(Pγ,δf)(x)− f(x)||p,γ → 0 при δ → 0.

Докаателство. Учитыва свойство 2 и леммы 2, апишем

(f(x) ∗ Pγ(x, δ))γ − f(x) =



Rn
+

[ γTy
xf(x)− f(y)]Pγ(y, δ)y

γdy.

Отсда, примен обобщенное неравенство Минковского, имеем

||(f(x) ∗ Pγ(x, δ))γ − f(x)||p,γ ≤

≤


Rn
+






Rn
+

[ γTy
xf(x)− f(x)]pxγdx





1
p

|Pγ(y, δ)|yγdy = {y = δt} =

=



Rn
+






Rn
+

[ γTδt
x f(x)− f(x)]pxγdx





1
p

|Pγ(t, 1)|tγdt. (16)
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И [24] (см. лемму 3.6 на стр. 166) следует, что дл f ∈ Lγ
p

|| γTδt
x f(x)− f(x)||p,γ ≤ c||f(x)||p,γ,

а и [25] (см. предлоение 4.1, стр. 182) и [? , стр. 50] следует, что

lim
δ→0






Rn
+

[ γTδt
x f(x)− f(x)]pxγdx





1
p

= 0.

Тогда по теореме Лебега о маорируемой сходимости интеграл (16) стремитс к
нул при δ → 0, так как подинтегрална функци маорируетс интегрируемой
функцией c||f ||p,γ|Pγ(t, 1)|tγ.

□

3. Определение обобщенного потенциала Бессел и его
представление чере обобщенный интеграл Пуассона

Определим обобщенный потенциал Бессел соотношением

(Gα
γϕ)(x) =

2
n−|γ|−α

2
+1

Γ

α
2

 n
i=1

Γ

γi+1
2





Rn
+

|y|
α−n−|γ|

2 Kn+|γ|−α
2

(|y|)( γTy
xϕ(x))y

γdy. (17)

Таке моем аписат

(Gα
γϕ)(x) = (Gγ

α(x) ∗ ϕ(x))γ =



Rn
+

Gγ
α(y)(

γTy
xϕ(x))y

γdy, (18)

где Gγ
α(x) =

2
n−|γ|−α

2 +1

|x|
n+|γ|−α

2 Γ(α
2 )

n
i=1

Γ( γi+1

2 )
Kn+|γ|−α

2

(|x|)  обобщенное дро Бессел. Функци

Kα(x)  это модифицированна функци Бессел второго рода (см. [? ? ]).
Дл обобщенного дра Бессел справедливы свойства [20]

(1) преобраование Ханкел дра Gγ
α(x) имеет вид Fγ[G

γ
α](ξ) = (1 + |ξ|2)−α/2,

(2) Gγ
α(x) бесконечно дифференцируема вне начала координат,

(3) дл |x| → 0 функци Gγ
α(x) допускает оценку

Gγ
α(x) ∼

2n−|γ|

Γ

α
2

 n
i=1

Γ

γi+1
2








Γ(n+|γ|−α
2 )

2α−|γ| |x|α−n−|γ|, if 0 < α < n+ |γ|;
−21−n


ln


|x|
2


+ ϑ


, if α = n+ |γ|;

Γ(α−n−|γ|
2 )

2n
, if n+ |γ| < α.

(19)
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(4) дл |x| → ∞ функци Gγ
α(x) допускает оценку

Gγ
α(x) ∼

√
π2

n−|γ|−α+1
2

|x|
n+|γ|−α+1

2 Γ

α
2

 n
i=1

Γ

γi+1
2

 e
−|x|,

(5) Gγ
α(x) ∈ Lγ

1(Rn
+),

(6) (Gγ
α ∗Gγ

β)γ = Gγ
α+β, α > 0, β > 0, где(Gγ

α ∗Gγ
β)γ  обобщенна свертка (7),

(7) (I −∆γ)
kGγ

α+2k = Gγ
α, k ∈ N,

(8)


Rn
+

Gγ
α(x)x

γdx = 1.

И этих свойств следует, что дл функции ϕ ∈ Lγ
p(Rn

+), 1 ≤ p ≤ ∞ оператор Gα
γ

ограничен и
||Gα

γϕ||p,γ ≤ ||ϕ||p,γ, α > 0.

Кроме того, справедливы следущие основные свойства обобщенного потенциала
Бессел

(1) полугрупповое свойство Gα
γG

β
γϕ = Gα+β

γ ϕ, ϕ ∈ Lγ
p(Rn

+),
(2) (I −∆γ)

kGα+2k
γ ϕ = Gα

γϕ, k ∈ N, ϕ ∈ Lγ
p(Rn

+),
(3) G0

γϕ = ϕ, ϕ ∈ Lγ
p(Rn

+).

Следователно, при α = k ∈ N оператор Gα
γ моно рассматриват как конструк-

тивну реалиаци отрицателной степени итерированного оператора (I −∆γ)
k.

Тепер обратимс к соотношени меду обобщенным потенциалом Бессел и
одномерным интегралом с дром Пуассона. Пуст t > 0. Рассмотрим интеграл вида

(Pγ
t ϕ)(x) =



Rn
+

Pγ(y, t)(
γTy

xϕ(x))y
γdy. (20)

дес Pγ(y, t) дро (9). Интеграл (20) будем наыват обобщенный интеграл Пуассо-
на.

Теорема 1. Пуст ϕ ∈ Lγ
p(Rn

+), 1 ≤ p ≤ ∞, 0 < α < 2(n+ |γ|+ 1). Тогда

(Gα
γϕ)(x) =

2
1−α
2

Γ

α
2


∞

0

t
α−1
2 Jα−1

2
(t)(Pγ

t ϕ)(x)dt, (21)

где Pγ
t  обобщенный интеграл Пуассона (20).

Докаателство. Исполу формулу 2.12.4.28 и [22] вида
∞

0

ρν+1(ρ2 + 1)−µ Jν(aρ)dρ =
1

Γ(µ)

a
2

µ−1

Kν−µ+1(a),
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a > 0, −1 < Re ν < 2Reµ− 1

2
,

мы получаем следущее представление дра Gγ
α(x) дл ν=α−1

2
, µ = n+|γ|+1

2
,

0 < α < 2(n+ |γ|+ 1)

Gγ
α(x) =

2
1−α
2

Γ

α
2


∞

0

t
α+1
2 Jα−1

2
(t)Pγ(x, t)dt.

Следователно, получим

(Gα
γϕ)(x) =

2
1−α
2

Γ

α
2




Rn
+

( γTy
xϕ(x))y

γdy

∞

0

t
α+1
2 Jα−1

2
(t)Pγ(y, t)dt.

Тепер, мен пордок интегрировани в правой части последнего равенства и учи-
тыва (20), получаем (21). □
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ЭМПИРИЧЕСКА МАТЕМАТИЧЕСКА МОДЕЛ
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An empirical mathematical model for studying the psychological
stability of students in the context of distance education.

Parfenova N. B.

Abstract. The article is devoted to the current problem of the psychology of education,
which is due to the contradiction between the inevitable process of the spread of distance
technologies in educational practice and the lack of substantiated research. Particular attention is
paid to mathematical modeling in the study of multidimensional psychological phenomena. The
specifics of the development and application in the organization of research of the psychological
stability of students in the changing conditions of education of an empirical mathematical model
(EMM), which consists of an a priori (conceptual) model and a posteriori (procedure for applying
multidimensional methods). The main stages of the development of the a priori model and the
methodological foundations of the phenomenon of "psychological stability"are revealed. This
phenomenon is considered through the category of the attitude of young people to life situations
(including the changing conditions of education  ILE) from the point of view of cognitive
("Subjective image of a life situation and oneself in it"), emotional-evaluative (assessment of
emotional (not) well-being of both individual and personal stability and social stability, value-
semantic orientations) and behavioral components (strategies of behavior in ILE. influencing
the attitudes of students towards the changing conditions of education, the emerging value
orientations of young people and strategies of behavior. a posterior empirical mathematical
model. The procedures and results of comparison of three spatio-temporal slices are disclosed:
mathematical and statistical verification of the psychometric reliability of the presented scales
(internal consistency of indicators for each scale based on the alpha-Cronbach criterion, analysis
of the internal structure of the scale and levels of generalization using factor analysis (FA); study
of effects influence on generalized factors (ANOVA with repeated measurements); comparative
analysis (U-Mann–Whitney test) to identify recurring structural components of psychological
stability and its dynamics in new conditions; cluster analysis (CA) to build a typology of students
with different levels and characteristics of psychological sustainability model. The role of the
empirical mathematical model in confirming the leading components of psychological stability,
their influence on value orientations and strategies of behavior in the changing conditions of
distance education is revealed.

Keywords: psychological stability, empirical mathematical model (psychometric reliability, factor
analysis, influence effects, cluster analysis, comparative analysis).
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Введение

Исследование слоных психологических феноменов, таких как психологическа
устойчивост, психологическа беопасност и др. требует представлени психо-
логической модели, опиращейс на теоретическое обоснование основных компонен-
тов данного феномена (априорна, концептуална) и предполагащей применение
количественных многомерных методов, как дл последущей обработки эмпириче-
ских данных, так и дл подтвердени структурных компонентов в теоретико  ме-
тодологическом обосновании психологической модели исследовани (апостериорна,
процедура применени многомерных методов) и дл последущего моделировани
влений и процессов в целх прогноировани реултатов протекани психологиче-
ских процессов.

а последние дестилети психологическа наука перешла от периода первично-
го накоплени эмпирического материала к периоду его систематиировани и осо-
нани, преодолени трудностей системной и структурной интерпретации реулта-
тов [1].

Понтие Психологическа устойчивост влетс многомерным феноменом,
подлеащим иучени с поиции системного описани и выделени структурных
компонентов и отношений меду ними. Психологическа устойчивост рассматри-
ваетс как соотношение, ваимодополнщее сочетание отношени субекта к соци-
алной среде, блинему окруени, к себе, и личностно-стилевых характеристик,
как интегралный личностный покаател, помогащий человеку противостот ин-
тенсивным влиним внешней среды, постонно повлщимс трудностм и опас-
ностм в детелности и в повседневной ини при несоответствии (рассогласова-
нии) потенций субекта (вомоностей, представлений, отношений и др.) условим
негативного информационно-нормативного влини окруащей среды [6].

С поиции системно-структурного подхода в исследовании психологических в-
лений, феноменов необходимо вывление структуры эмпирических данных, опреде-
ление интегралных обобщенных факторов и типологии испытуемых. Обычно пси-
хические влени на первичном уровне описани характериутс группой свойств.
Кадое и таких свойств  это латентна переменна. Свойства в группе могут быт
соподчинены, могут раличатс по степени общности. В этой сви и латентные пе-
ременные, отобраащие группу свойств, обраут латентну структуру, в которой
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отделные переменные могут в определенном отношении рассматриватс как об-
щие, групповые и специфические [8, с. 374]. Латентну переменну принто наы-
ват фактором. Часто в психологических исследованих необходимо иучит струк-
туру покаателей, характериущих обекты и вывит однородные группы об-
ектов. Исследовател получает мноество имеренных эмпирических покаателей,
которые необходимо сгруппироват по иучаемым свойствам. Дл этого применет-
с факторный анали. Реултатом факторного аналиа влетс переход от мно-
ества исходных переменных к существенно меншему числу новых переменных 
факторов. Фактор при этом интерпретируетс как причина совместной именчивости
несколких исходных переменных. В ситуации тестировани, анкетировани респон-
дент решает понавателну адачу, в которой ачасту представлены неполнота
нани о реалности и непредскауемост равити событий, тем более комплекс-
ные проблемы, которые влтс новыми дл решащего и содерат мноество
нечетко сформулированных условий и целей, содеращие болшое число компонен-
тов с неивестными и неочевидными, непрорачными мноественными свми,
содащих в своей совокупности болшу неопределенност в выборе оптималного
действи [5].

Особенное внимание уделетс неопределенности дистанционного обучени, вос-
принимаемой респондентом, так и выраащейс в его выскаываних. Дл оценки
уверенности судений респондентов о характеристиках психологической беопасно-
сти в услових оидаемых террористических угро [4], о проблемах глобалного
потеплени в контексте иучени психологии экологической беопасности [9] мы об-
ратилис к основным полоеним теории общих систем, где при аналие поведени
и учени субекта уверенност  неуверенност вклчаетс в понтийный аппарат
в сви с процессом принти решений, информационной корреспондентност и
диссонансом.

Респондент, оцениващий отношение к социалной среде (в частности к экстре-
миму, террориму, экологическим проблемам, дистанционному обраовани в со-
временных услових), которое состоит и рда алтернатив, принимает решение, как
правило, в состонии неполной информации как о характере алтернатив, и кото-
рых ему предстоит сделат выбор, так и о характере целей. Состоние субекта при
неполной информации обоначаетс термином неуверенност. Согласно акону до-
статочной веротности, дл правилного принти решени не обателно наличие
полной информации и абсолтной уверенности [4].
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Посколку неопределенност свана с веротност рефлексивного прогноа,
то при < 0, 6 увеличиваетс неопределенност рефлексивных судений, и соответ-
ственно, при > 0, 6 ворастает определенност принтых судений.

Именени или повторемост структурно-содерателных компонентов анали-
ирутс с помощ математического моделировани, применени эмпирических
математических моделей (ЭММ), предполагащих многостороннее описание иуча-
емых влений и вомоный вариант динамики на основе сравнений пространственно-
временных среов [2, 7].

Мы обращаемс к моделировани динамики психологической устойчивости с по-
мощ сравнений пространственно-временных среов, применени стохастических
веротностных моделей, посколку все параметры, входщие в модел по своей при-
роде влтс случайными величинами, с латентными переменными, предполага-
щими обснение глубинных, интегралных характеристик с исполованием соот-
ветствущих математических моделей. Особенну рол играт многомерные мето-
ды дл многостороннего описани иучаемых влений.

1. Методологи и методы

Построение ЭММ необходимо начинат с раработки концептуалной модели
исследовани, так наываемой априорной модели. Представлем соответствущие
этапы раработки модели исследовани психологической устойчивости студенческой
молодеи в именщихс услових.

• Обобщение научной и методической информации отечественных и арубе-
ных авторов по проблемам психологической устойчивости молодеи в именщихс
услових (социално-экономических реформ, модерниации обраовани, дистанци-
онного обраовани).

• Раработка концептуалной модели и методического оснащени дл иуче-
ни компонентного состава и структурно-уровневых характеристик психологической
устойчивости.

• Выбор покаателей на основе теоретических полоений дл определени силы
их влини на целеву функци модели.

• Эмпирическое исследование на болшой репреентативной выборке испытуе-
мых в соответствии с теоретической концептуалной модел. Дл целей моделиро-
вани необходимо опиратс на математико-статистические технологии, или апосте-
риорну модел, котора вклчает рд этапов.
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• Проверка психометрических покаателей: анали внутренней согласованности
покаателей раработанных и апробированных шкал на основе критери алфа-
Кронбаха, факторный анали (ФА) дл вывлени внутренней структуры обобщен-
ных интегралных покаателей раработанных шкал.

• Определение главных компонент (наиболее обобщенных факторов), специфиче-
ских факторов психологической устойчивости и их составлщих. Факторный ана-
ли (ФА) дл вывлени внутренней структуры обобщенных и специфических фак-
торов и их составлщих.

• Определение эффектов влини начимых покаателей (предикторов) на ис-
следуемые компоненты и их составлщие. Однофакторный дисперсионный анали
(ANOVA).

Рассмотрим на примере моделировани слоного многомерного феномена Пси-
хологическа устойчивост программу исследовани и методологические основы
исследовани с поиции системно-структурного подхода.

Проблема обращени к психологическому моделировани аклчаетс в неод-
ноначности теоретических полоений и эмпирических данных исследований в пси-
хологии; актуалности исследовани устойчивости молодеи к именщимс соци-
алным влиним, в том числе в системе обраовани.

Цел  раработка и проверка априорной и апостерионой модели исследовани
психологической устойчивости (ПУ) студентов в именщихс услових. адачи 
в соответствии с этапами (определение структурно-уровневых характеристик фено-
мена, начимых дл психологической устойчивости покаателей (предикторов) и их
влини, вывлени групп испытуемых дл психологического сопроводени; во-
моности переноса данной модели в другие услови).

Структурна модел исследовани факторов устойчивости молодеи к имен-
щимс условим социалной реалности вклчает следущие компоненты, теоре-
тически и методологически подтверденные.

Мы рассматриваем психологическу устойчивост чере категори отношени
учащейс молодеи к иненным ситуацим (в том числе и к именщимс усло-
вим обраовани  ИУО) с точки рени когнитивного (Субективный обра и-
ненной ситуации и себ в ней), эмоционално-оценочного (оценка переивани эмо-
ционалного (не)благополучи как индивидуално-личностной устойчивости, так и
социалной устойчивости, ценностно-смысловых ориентаций) и поведенческого ком-
понентов (стратегии поведени в ИУО, социалного влини), в которых отраатс
основные характеристики отношени: широта, модалност, интенсивност. Далее,
мы выделем уровни сформированности когнитивного, эмоционално-оценочного и

Таврический вестник информатики и математики, 1 (54)’ 2022



58 Н. Б. Парфенова

поведенческого компонента отношени к ИУО (от представлений о ИУО, оценки их
начимости дл себ, до вклченности в С и стратегий совладани).

Посколку активност субекта обраователной среды наиболее провлетс
в таких сферах как интеллектуална, мы предполагаем, что именно интеллекту-
ална активност выступит системообраущим фактором в структуре психоло-
гической устойчивости, будет способствоват преодолени иненных трудностей в
учебной детелности, выступит ваным фактором, влищим на отношени уча-
щейс молодеи к социалной среде, блинему окруени и самому себе и отраит-
с в ценностных ориентацих молодеи и стратегих поведени. Дл подтверде-
ни данной гипотеы, структурных компонентов, эффектов влини и динамики в
новых услових дистанционного обраовани применем эмпирическу математиче-
ску модел (ЭММ).

ЭММ вклчает: математико-статистическу проверку психометрической наде-
ности представленных шкал, отраащих основные компоненты психологической
устойчивости (внутренн согласованност покаателей по кадой шкале на основе
критери алфа-Кронбаха (α от 0,74 до 0,81), анали внутренней структуры шкалы
и уровней обобщенности с помощ факторного аналиа (ФА); иучение эффектов
влини на обобщенные факторы (ANOVA с повторными имереними); сравнител-
ный анали (t-критерий Стдента, U -критерий Манна–Уитни) дл вывлени по-
вторщихс структурных компонентов психологической устойчивости и ее динами-
ки в новых услових; кластерный анали (КА) дл построени типологии студентов с
раличными уровнми и характеристиками психологической устойчивости [3]. Оцен-
ка неопределенности субективных ответов респондентов раскрываетс с поиции
теории общих систем [4].

2. Реултаты

Дл вывлени специфики провлений психологической устойчивости студенче-
ской молодеи в услових дистанционного обраовани на выборке студентов Псков-
ГУ 2020 г. (n = 171)  3 сре, дл определени устойчивых структурных компонент,
необходимых дл представлени ЭММ, мы сопоставили современные реултаты с
пространственно-временными среами дл вывлени роли интеллектуалной актив-
ности в структуре психологической устойчивости студенческой молодеи: 1 сре 
на выборке студентов ПсковГУ 2010 г. (n = 288); 2 сре  на выборке студентов
ПсковГУ 2014 г. (n = 124).
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Остановимс на отделном фрагменте применени многомерных методов в по-
строении эмпирической модели психологической устойчивости студенческой молоде-
и в именщихс услових, где ведущим компонентом выступает индивидуално-
личностна активност студентов в интеллектуалной сфере, основой которой вл-
тс формално-динамические свойства (эргичност, скорост, пластичност, эмо-
ционалност), опосредованно влища (чере ценностные ориентации) на страте-
гии поведени в трудных иненных ситуацих.

Формално-динамические характеристики активности определлис по методи-
ке ОФДСИ В. М. Русалова; ценностно-смысловые ориентации и стратегии поведени
определлис с помощ раработанных и проверенных по критерим психометри-
ческой надености шкал (критерий алфа-Кронбаха выше 0,74; аналиа внутренней
структуры шкал и уровней обобщенности с помощ факторного аналиа по мето-
ду главных компонент (метод вращени Varimax), выделлос соответственно такое
количество факторов, чи собственные начени болше единицы, начимост фак-
торных весов переменных, входщих в кадый фактор, болше 0,4, накопленные
проценты дисперсии по кадому интегралному индексу составлли выше 50%). В
реултате факториации и по первому среу [6, с. 274], по второму и по третему
выделилас главна компонента индивидуално-личностной активности в интеллек-
туалной сфере: Активност интеллектуална, обобщенный (19,7% дисперсии),
вклчает: скорост интеллектуална (0,841), эргичност интеллектуална (0,751),
пластичност интеллектуална (0,699). Повторемост в выделении главной компо-
ненты по трем пространственно-временным среам свидетелствует о ведущей роли
в структуре психологической устойчивости студенческой молодеи. начимый фак-
тор Активност интеллектуална представлен по уровнм выраенности в трех
градацих (на основе стандартиированных Z-оценок): высока (диапаон начений
равен и выше 0,6  постонное стремление к детелности, сванной с умственным
напрением, необходимост высокой гибкости мышлени, частого перехода с одних
форм мышлени на другие, постонное стремление к ранообраи форм интеллек-
туалной детелности, высока скорост умственных процессов при осуществлении
интеллектуалной детелности); средн (от  0,6 до 0,6, ника (ние  0,6). Вли-
ние активности в интеллектуалной сфере на формирущиес ценностные ориен-
тации рассмотрим по реултатам 1 среа на основе применени однофакторного
дисперсионного аналиа ANOVA (см. табл. 1).

Эффект влини интеллектуалной активности на ценностные ориентации с на-
правленност на достиени и кареру выраен в группе студентов с высокими

Таврический вестник информатики и математики, 1 (54)’ 2022



60 Н. Б. Парфенова

Таблица 1. начимые эффекты факторов Активност интеллектуал-
на на покаатели ценностных ориентаций у студентов (n = 288, 2010).

Покаатели ценностных ориентаций, на кото-
рые афиксирован начимый эффект (влиние)

F P < Levene’s
test
P <

1. ЦО на достиени и кареру (добиватс
успеха, совершенствоватс, сделат хорошу
кареру, осуществит себ, ант достойное
полоение в обществе)

3,217 0,042 0,287

2. ЦО направленности на других (чувствоват,
что кому-то нуен, делат добро, быт с бли-
кими)

2,946 0,052 0,651

покаателми интеллектуалной активности; на ЦО направленности на других бо-
лее представлен в группе студентов со средними наченими интеллектуалной ак-
тивности. Посколку активност в интеллектуалной сфере окаыват влиние на
предпочитаемые стратегии поведени в ИУО опосредованно чере направленност
ценностных ориентаций субекта обраователной детелности, то в качестве ве-
дущего фактора влини, наиболее характерного дл учащейс молодеи, высту-
пт ЦО, направленные на достиени и будущу кареру (см. табл. 2).

Направленност ценностных ориентаций в студенческом ворасте на достиени
и будущу кареру начинает окаыват в целом влиние на предпочитаемые стра-
тегии поведени в иненных ситуацих. Причем, это влиние достаточно ибира-
телно, особенно когда встречатс атруднени на пути реалиации своих вомо-
ностей в соответствии с прогноируемой направленност на начимые достиени
в будущем.

Студенты, с достаточно уравновешенной направленност на достиени, в слу-
чае атруднений и дае более выраенных трудностей предпочитат совладащие
стратегии поведени с направленност в учебну детелност, игнориру при
этом воникащие проблемы, оптимистически смотрт на атруднителну ситу-
аци, переност активност на творческу детелност или в спортивну детел-
ност, а таке обращатс а помощ к компетентным врослым. Откаыватс
от действий в атруднителных ситуацих студенты со слабовыраенной направлен-
ност на достиени и кареру. Особого внимани аслуиват студенты с высо-
ковыраенной направленност на достиени, посколку в ситуацих иненных
атруднений у них наиболее представлен эмоционалный уход от решени проблем
(крик, плач) и снтие напрени с помощ алкогол, что моет привести в дал-
нейшем к соответствущей ависимости. Такие обобщенные стратегии поведени
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Таблица 2. начимые эффекты фактора ЦО достиени и кареры
на покаатели предпочитаемых стратегий поведени в ТС у студен-
тов (n = 288, 2010).

Покаатели предпочитаемых стратегий поведе-
ни в ТС, на которые афиксирован начи-
мый эффект (влиние)

F P < Levene’s
test
P <

1. Совладание чере учебу и помощ компе-
тентных врослых (анти учебой, обраще-
ние а помощ к компетентным врослым,
самовыраение в творчестве, оптимистический
вглд на ситуаци)

2,926 0,046 0,363

2. Совладание с ТС чере активност в спор-
те (анти спортом, игнорирование проблем)

2,865 0,049 0,720

3. Уход от решени проблем:
1) Уход в ависимост 4,163 0,017 0,110
2) снтие напрени с помощ алкогол 3,317 0,038 0,235
3) рардка (крик, плач) напрени 2,769 0,058 0,403
4) Отка от действий 2,709 0,061 0,160

студентов в ИУО как совладание чере учебу и помощ компетентных врослых
(29,2%) и совладание с атрудненими чере активност в спорте (27,4%), в ко-
торых выраена специфика органиации усилий студентами в процессе ваимодей-
стви с иненными атрудненими, направленна на совладание чере активност
в детелности (учеба, спорт) и обращении к помощи начимых других, отностс к
конструктивным стратегим совладани с трудностми в меличностных отношени-
х, в учебной детелности, в органиации досуга. Около 30% студентов отвергат
конструктивные стратегии совладани с иненными трудностми. Эмоционал-
ный уход от решени проблем (27,8%), уход от решени проблем чере игнориро-
вание реалных агентов поддерки (30,2%) и уход в ависимост (24,3%) отраа-
т нецелесообрану направленност на себ (отка от действий, погруение в свои
переивани, эмоционалные реакции  крик, плач, ибегание общени) или попыт-
ка с помощ сверстников и алкогол сниит воникшее напрение в реултате
атруднителных обстотелств, а таке в некоторых случах надетс на чудо,
вместо обращени а помощ к начимым другим,  отностс к неконструктив-
ным стратегим поведени. В реултате ДО (весна-лето 2020) по мнени студентов,
повысилис учебна нагрука и соответственно требовани к активности в интеллек-
туалной сфере, и-а недостаточной поддерки бликих и друей, преподавателей
увеличилис трудности в самоорганиации и планировании своей работы, аналиа и
обобщени самостотелно иученного учебного материала, что вывало сниение
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мотиваци самостотелной работы и как реултат неудовлетворенност успехами,
оидание сниени качества обраовани и самообвинение. В услових дистанци-
онного обраовани имеет место начимое раличие по активности студентов в ин-
теллектуалной сфере (U -критерий Манна–Уитни = 250, при p = 0, 003). Вместе
с повышением активности в интеллектуалной сфере у них наблдаетс силное
эмоционалное переивание по поводу расходени меду оидаемым и реалным
реултатом умственной работы, силное беспокойство по поводу работы, сванной
с умственным напрением (по шкале открытост U -критерий Манна–Уитни =
350,5, при p = 0, 004); таке по шкале отраённое самоотношение ( U -критерий
Манна–Уитни = 351,5, при p = 0, 018), т.е., студенты обеспокоены тем, что их лич-
ност, характер и детелност способны выват в других уваение, симпати,
одобрение и понимание, более выраены оидани противополоных чувств по от-
ношени к себе от другого. Намечена тенденци к наличи внутренних конфликтов,
сомнений, несогласи с собой, тревоно-депрессивных состоний, сопроводаемых
переиванием чувства вины. Высокие начени по шкале самообвинение говорт о
готовности поставит себе в вину свои промахи и неудачи, собственные недостатки,
об отсутствии симпатии, что сопроводаетс негативными эмоцими в свой адрес
дае, несмотр на высоку самооценку собственных качеств. Относително таких
критериев психологической устойчивости как ценностные ориентации и стратегии
поведени в именщихс услових обраовани наметилас динамика, при этом
осталас основа обобщенного фактора, что таке свидетелствует о начимости дан-
ных критериев дл психологической модели (см. табл. 3).

Если в 2010 г. дл студенческой молодеи ведущим фактором выступали ЦО до-
стиени, кареры, то в 2020 г. нарду с направленност на кареру присоедин-
етс и ценност материалного благополучи  ЦО кареры и материалного бла-
гополучи, обобщенный (22,8%), вклчает: сделат хорошу кареру (0,760), полу-
чат удоволствие от материалного благополучи (0,730), имет много денег (0,708),
анимат достойное полоение в обществе (0,601).

Конструктивные стратегии поведени в ИУО, иненных ситуацих в каче-
стве главной компоненты остатс, но таке подверены временным имененим.
В 2010 г. студенческа молоде болше наделас на помощ компетентных врос-
лых, о чем свидетелствует наиболее обобщенный фактор. В 2020 г. неконструктив-
ные стратегии в услових ДО выступат параллелно с достаточно реким сние-
нием субективного качества ини вследствие неуверенности в будущем и эмоци-
оналного неблагополучи в настощем, при недостаточной оценке эффективности
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Таблица 3. начимые эффекты фактора ЦО кареры и материално-
го благополучи  на покаатели предпочитаемых стратегий поведени
в услових ДО у студентов (n = 171, 2020).

Покаатели предпочитаемых стратегий поведе-
ни в ДО, на которые афиксирован начимый
эффект (влиние)

F P < Levene’s
test
P <

1. Неконструктивные стратегии (отка и
уход)

2,926 0,046 0,363

2. Беащитност в услових ДО и неуверен-
ност в будущем и а сниени качества обра-
овани или адаптированност к ДО с ЦО ка-
реры и материалного благополучи

2,865 0,049 0,720

учебной детелности и повышенного довери сайтам с готовыми текстами учебных
аданий, что выывает самообвинение и неадекватное отраение отношени других.

Основное внимание привлекат испытуемые с рассогласованием представлений
о настощем (успехи в учебе, удовлетворенност доходами, доровем, ин в
целом) и прогноом будущего, сванного как с социалными проблемами, так и с
воникащими личными проблемами и их переиванием.

При недостаточной поддерке преподавателей в услових дистанционного обуче-
ни болша част студентов доверет сайтам с готовыми текстами учебных аданий,
форумам и чатам по учебным вопросам; преобладат неконструктивные стратегии
поведени: Обращение а помощ к сверстникам и а информацией в Интернете,
обобщенный (28,2%), вклчает: обращение а помощ к сверстникам (0,824), об-
единение с другими (0,814), поиск дополнителной информации в Интернете дл вы-
хода и ситуации (0,547); Неконструктивные стратегии (отка и уход) (23%), вкл-
чает: требу именений ситуации от окруащих (0,758), откаывас от каких-
либо действий (0,710), беспокос о настощем и тревоус о будущем (0,594), и-
бега общени и ухоу в себ (0,584);

3ф Беащитност в услових ДО и неуверенност в будущем и-а сниени ка-
чества обраовани или адаптированност к ДО с ЦО кареры и материалного бла-
гополучи (13,3%), вклчает: Чувство беащитности и-а ситуаций ДО (0,687),
Неуверенност в будущем и-а сниени качества обраовани в услових ДО
(0,657), Состоние дискомфорта и-а недостатка обратной сви в услових ДО
(0,614), атруднени в услових ДО и-а недостаточной самоорганиации и мо-
тивации самостотелной работы (0,556), Сниение практико-ориентированного
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обучени (0,400); Выбор стил работы (-0,692), Умени исполоват и настра-
иват программное обеспечение (-0,499), Доверие сайтам электронных библиотеч-
ных систем и баам научных статей (-0,460), ЦО кареры и материалного благо-
получи (-0,410).

Представлет интерес специфический фактор Неконструктивные стратегии в
услових ДО и неуверенност в будущем и-а негативной информации, трудностей
самореалиации и финансовых атруднений (8,2%), вклчает: Неконструктивные
стратегии (отка и уход) (0,701), Неуверенност в будущем и-а негативной ин-
формации в СМИ и трудностей самореалиации (0,656), Одиночество (0,642),
Формалное выполнение аданий (0,591), Неуверенност в будущем и-а финан-
совых атруднений (0,442).

На основе обобщенных переменных с помощ кластерного аналиа строитс
типологи (или выделтс группы) испытуемых.

Раличные уровни интеллектуалной активности как ведущего фактора в струк-
туре психологической устойчивости студента представлены в следущих класте-
рах: Психологически-неустойчивые (26,9%) со слабовыраенной интеллектуал-
ной и коммуникативной активност, ибеганием ответственности, недостаточной
эмоционално-личностной устойчивост к стрессу, неориентированност на до-
стиени и будущу кареру); Психологически - устойчивые (34,3%) с оптимал-
ным принтием ответственности на себ, выраенной эмоционално-личностной
устойчивост к стрессу, выраенной тенденцией к активности интеллектуалной
с ориентацией на достиени и кареру и материалное благополучие); Неопре-
делившиес (21,3%) с неопределенност в субективном обрае информационно-
нормативного влини, средневыраенной интеллектуалной и психомоторной ак-
тивност, эмоционално-личностной устойчивост к стрессу при имещемс опы-
те психологического давлени и ависимости, невыраенной ведущей ориентацией на
достиени, кареру, общение с друми, на ценности материалного благополучи;
выделилис таке несколко кластеров с неболшой наполнемост респондентов,
чремерно выраенными у них покаателми (ника интеллектуална активност
и ответственност, отсутствие стремлени к достиеним, самосовершенствовани
в учебе, поитивной направленности на других) и выраенным рассогласованием в
соотношении структурных компонентов (группа риска).
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аклчение

Раработка и внедрение в практику психологического исследовани априорной
модели, т.е., построение на основе теоретико-методологических полоений концеп-
туалной модели исследовани, проверка которой осуществлетс с помощ апо-
стериорной модели, т.е., применени математико-статистических процедур, особен-
но многомерных методов, поволет исследователм моделироват и прогноироват
слоные психологические феномены, их стабилност или динамику под влини-
ем именщихс иненных условий. Применение ЭММ на соответствущих эта-
пах построени модели психологического исследовани констатирует структурно-
содерателные и уровневые характеристики иучаемого феномена и поволет про-
гноироват устойчивост и динамику ведущих компонент в именщихс услови-
х.
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Abstract. In this paper, the asymptotic stability of a two-dimensional model problem on
small motions of a system of open vessels partially filled with ideal homogeneous fluids under
the action of elastic and damping forces is investigated. The first and last bodies are attached by
springs to two supports with a given law of motion. The trajectory of the system is perpendicular
to the direction of gravity, and the damping forces acting on the hydromechanical system are
generated by the friction of bodies against a stationary horizontal support. The law of total
energy balance is formulated for the described system.

In the author’s work [1] the initial-boundary value problem is reduced to the Cauchy problem
for a first-order differential equation with operator coefficients in the orthogonal sum of some
Hilbert spaces. The theorem on the unique solvability of the obtained Cauchy problem on the
positive semiaxis is proved. Sufficient conditions for the existence of a strong solution of the
initial boundary value problem describing the evolution of the hydraulic system are found. In
the author’s work [2] the spectral properties of this problem are investigated. It is proved that
the problem has a discrete spectrum localized in a vertical strip. The asymptotic behavior of the
spectrum is investigated. The theorem on the Abel-Lidsky basis property of root elements of the
problem is proved.

In this paper, relying on the theorem of V. Arendt, C. Batty, Yu. I. Lubich, F. Vu, the strong
stability of a system consisting of one or two rectangular bodies partially filled with ideal fluids
under the action of an elastic damping device is investigated. It is established that the question
of asymptotic stability of the system is equivalent to the presence of common eigenvalues of a
series of Steklov problems with an additional normalization condition. It is proved that in the
case of one body, the system is not strongly stable. In the case of two bodies, the system is not
strongly stable if and only if the bodies are congruent.

Keywords: ideal fluid, spectrum, C0-semigroup, Steklov eigenvalue problem, asymptotic stability.
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Введение

Данна стат продолает исследовани автора, посвщённые иучени двумер-
ных линеариованных адач о малых двиених и нормалных колебаних системы
тел, частично аполненных идеалными идкостми, под действием упругих и демп-
фирущих сил. Ранее в работах автора [1, 2] докаана теорема о рарешимости а-
дачи о малых двиених рассматриваемой гидросистемы и иучены спектралные
свойства адачи о нормалных колебаних этой системы.

Цел настощей работы –– исследоват асимптотическу (силну) устойчи-
вост системы, состощей и одного или двух твёрдых тел прмоуголной формы,
частично аполненных идеалными идкостми, под действием упругодемпфиру-
щего устройства.

1. Постановка адачи

Рассмотрим систему, состощу и n твёрдых тел, которые акреплены меду
двум опорами так, что l-ое тело соединено с соседними (l − 1)-м и (l + 1)-м телами
пруинами с ёсткостми k2

l−1, k2
l соответственно, а первое и последнее тела при-

креплены к пруинам с ёсткостми k2
0, k2

n, концы которых неподвино акреплены
на опорах.

Кадое l-ое тело представлет собой открытый сосуд, частично аполненный
однородной идеалной идкост плотности ρl > 0, котора в состонии поко а-
нимает област Ωl ⊂ R2 со свободной границей Γl и твёрдой стенкой Sl, l = 1, n.
Пуст ml := mb,l +mf,l, где mb,l  масса тела, mf,l –– масса идкости. В состонии
поко границы Γl считаем горионталными прмыми. Под упругодемпфирущим
устройством будем понимат наличие пруин, прикреплённых к твёрдым стенкам
сосудов, как покаано на рис. 1, и трение днищ сосудов о неподвину горион-
талну опору. Коэффициент трени дна l-го тела об опору обоначим чере αl > 0.

Рис. 1
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Введём неподвину систему координат Ox1x2 с ортами ej, j = 1, 2, так, чтобы
тела совершали двиени вдол оси Ox1. Кроме того, введём подвиные системы
координат X0

l x
(l)
1 x

(l)
2 , ёстко сванные с l-ми телами. Орты подвиных систем обо-

начим чере e
(l)
j , j = 1, 2, l = 1, n. При этом ej = e

(l)
j .

В процессе малых двиений тела рассмотрим перемещение l-го тела вдол
оси Ox1, чере xl(t) обоначим малое смещение этого тела относително состони
равновеси. Обоначим чере ul(t, x

(l)) поле относителных скоростей l-ой идко-
сти в l-ой подвиной системе координат. Тогда полна скорост l-ой идкости в
неподвиной системе будет выраатс формулой ẋl(t)e1 + ul(t, x

(l)).
апишем уравнени двиени тел с идкостми в неподвиной системе коорди-

нат Ox1x2 исполу второй акон Нтона. Более подробно вывод этих уравнение
описан в [1], имеем:

m1ẍ1e1 + ρ1



Ω1

∂u1

∂t
dΩ1 =− k2

0x1e1 + k2
1(x2 − x1)e1 − α1ẋ1e1 + k2

0x0e1−

− gm1e2 + fb,1 +N1e2, (1)

mlẍle1 + ρl



Ωl

∂ul

∂t
dΩl =− k2

l−1(xl − xl−1)e1 + k2
l (xl+1 − xl)e1 − αlẋle1−

− gmle2 + fb,l +Nle2, l = 2, n− 1, (2)

mnẍne1 + ρn



Ωn

∂un

∂t
dΩn =− k2

n−1(xn − xn−1)e1 − k2
nxne1 + k2

nxn+1e1 − αnẋne1−

− gmne2 + fb,n +Nne2, (3)

где x0 = x0(t) –– аданный акон двиени левой стенки, Nl = Nl(t)  реакци опо-
ры, fb,l = fb,l(t) мала внешн сила, действуща на l-е тело, xn+1 = xn+1(t) ––
аданный акон двиени правой стенки, l = 1, n, g –– гравитационное ускорение.

Малые двиени идеалной однородной идкости в области Ωl описыватс
линеариованным уравнением Эйлера (см. [3, гл. 3, § 2, п. 1)]):

ρl


∂ul

∂t
+ ẍle

(l)
1


+∇pl = ρlff,l, divul = 0 (в Ωl), (4)

где pl = pl(t, x
(l)) –– отклонение давлени в идкости в процессе двиени от рав-

новесного давлени, а ff,l = ff,l(t, x
(l)) –– мала сила, действуща на идкост в

области Ωl, l = 1, n.
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Пуст ζl(t, x
(l)
1 ) (x

(l)
1 ∈ Γl) –– функци, описываща малые отклонени свободной

границы Γl(t) вдол e
(l)
2 относително равновесной прмой Γl, описываемой уравне-

нием x
(l)
2 = bl, l = 1, n.

Граничными условими в рассматриваемой адаче влтс условие непроте-
кани идеалной идкости на твёрдой стенке Sl, динамические и кинематические
услови на границе Γl, а таке условие сохранени обёма идкости кадого тела
соответственно:

ul · nl = 0 (на Sl), l = 1, n, (5)

pl = ρlgζl (на Γl), l = 1, n, (6)

∂ζl
∂t

= ul · e(l)2 (на Γl), l = 1, n, (7)


Γl

ζl dΓl = 0, l = 1, n. (8)

дес чере nl обоначен единичный вектор, направленный вне области Ωl и пер-
пендикулрный к границе ∂Ωl = Γl ∪ Sl. На границе Γl, очевидно, будет выполнено
соотношение nl = e

(l)
2 .

Началные услови имет вид

xl(0) = x0
l , ẋl(0) = x1

l , ul(0, x
(l)) = u 0

l (x
(l)), ζl(0, x

(l)
1 ) = ζ0l (x

(l)
1 ), l = 1, n. (9)

Полна постановка начално-краевой адачи состоит в решении уравнений (1)-(4)
с краевыми и началными условими (5)-(9).

Теорема 1 (см. [1]). Предполоим, что поставленна адача (1)-(9) имеет клас-
сическое решение, т.е. все функции в уравнених, граничных и началных услових
непрерывны относително своих переменных. Тогда тодество

1

2

d

dt

 n

l=1


mb,l|ẋl| 2 + ρl



Ωl

ul + ẋle
(l)
1

2 dΩl + ρlg



Γl

|ζl|2dΓl


+

+ k2
0x

2
1 + k2

nx
2
n +

n−1

l=1

k2
l |xl+1 − xl|2


=

=
n

l=1


− αl|ẋl| 2 + (fb,l · e1)ẋl + ρl



Ωl

ff,l · ul dΩl


+ k2

0x0ẋ1 + k2
nxn+1ẋn,

представлет собой акон баланса полной энергии исследуемой гидромеханической
системы, аписанный в дифференциалной форме.
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Исследование адачи о малых двиених системы тел, частично аполненных
идеалными идкостми, под действием упругодемпфирущего устройства сводит-
с к исследовани адачи Коши дл дифференциалного операторного уравнени
первого пордка в некотором гилбертовом пространстве H :

dz

dt
= −A z + f, z(0) = z0, (10)

где оператор −A влетс генератором симащей силно непрерывной полугруп-
пы операторов. Рарешимост адачи (10) докаана в работе [1, теорема 2].

Рассматриваема система будет силно устойчива, если кадое решение уравне-
ни (10) стремитс к нул с ростом времени. Этот факт оначает, что C0-полугруппа,
породаема оператором −A , силно устойчива. При исследовании силной устой-
чивости иучаемой полугруппы будем опиратс на следущу теорему (см. [4, 5]).

Теорема 2 (В. Арендт, Ч. Батти, .И. Лбич, Ф. Ву (1988)). Пуст U(t) ограни-
ченна C0-полугруппа на гилбертовом пространстве H . Если σp(A ) ∩ iR = ∅ и
σ(A ) ∩ iR счётно, то полугруппа U(t) силно устойчива.

Таким обраом, асимптотическа (силна) устойчивост уравнени (10) свана
с наличием у оператора A собственных начений на мнимой оси.

Приведём общие свойства спектралной адачи

A z = −λz, z ∈ D(A ), (11)

сванной с адачей о нормалных колебаних исследуемой гидросистемы.

Теорема 3 (см. [2]). Имет место следущие утвердени:
1. Спектр адачи (11) располоен в правой комплексной полуплоскости и симмет-
ричен относително вещественной оси.
2. адача (11) имеет дискретный спектр, леащий в некоторой вертикалной по-
лосе.
3. Спектрална адача (11) имеет в укаанной полосе две ветви собственных на-
чений с асимптотикой

λ
(±i)
k = ±i

 n

l=1

gπ

|Γl|

1/2

k1/2(1 + o(1)) (k → ∞).

4. Система корневых элементов адачи (11) обраует баис Абел-Лидского со скоб-
ками в гилбертовом пространстве H пордка β > 1.

Исследование существовани на мнимой оси собственных начений оператора A

вида λ = iω сводитс к иучени следущей адачи, котору далее будем решат
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дл случаев одного и двух тел:

∆Φl = 0 (в Ωl),



Ωl

∂Φl

∂x
(l)
1

dΩl = 0,

∂Φl

∂nl

= 0 (на Sl),
∂Φl

∂nl

=
ω2

g
Φl (на Γl), l = 1, n.

(12)

2. Об устойчивости системы в случае одного тела

Вопрос устойчивости системы, состощей и одного тела, частично аполненно-
го идеалной идкост, под действием упругих и демпфирущих сил равноси-
лен рарешимости спектралной адачи Стеклова (12) с дополнителным нормиру-
щим условием при l = 1. адача (12) рассматриваетс в прмоуголной области
Ω1 := {(x1, x2) : 0  x1  a1, 0  x2  b1}, ограниченной сверху отреком веществен-
ной оси Γ1 := {(x1; b1) : 0 < x1 < a1}, а таке твёрдыми стенками S1, см. рис. 2.

Рис. 2

Найдём решение адачи (12) при l = 1 методом Фуре, в реултате получим

Φ1,m(x1, x2) = cos


2πm

a1
x1


· ch


2πm

a1
x2


, ω1,m = ±


2πgm

a1
th


2πb1m

a1


, m ∈ N. (13)

Опирас на теорему 2, приходим к выводу, что система не влетс силно
устойчивой, так как в рассматриваемом случае оператор −A имеет собственные
начени, располоенные на мнимой оси.

3. Об устойчивости системы в случае двух тел

Рассмотрим тепер систему, содеращу два тела, см. рис. 3.
Перепишем адачу (12) при l = 2 в следущем виде:

∆Φl = 0 (в Ωl),



Ωl

∂Φl

∂x
(l)
1

dΩl = 0,
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Рис. 3

∂Φl

∂nl

= 0 (на Sl),
∂Φl

∂nl

=
ω2
l

g
Φl (на Γl), l = 1, 2, ω1 = ω2.

Примен метод Фуре к сформулированной адаче, найдём (см. (13)), что

ω1,m = ±


2πgm

a1
th


2πb1m

a1


, ω2,m = ±


2πgm

a2
th


2πb2m

a2


, m ∈ N.

Условие ω1,m = ω2,m влечёт следущее соотношение:

a2th


2πb1m

a1


= a1th


2πb2m

a2


, m ∈ N. (14)

Пуст a1 = a2 = a, тогда и монотонности функции гиперболического тангеса сле-
дует, что равенство в (14) достигаетс толко при b1 = b2, то ест при условии, что
два тела имет одинаковые параметры.

Пуст a1 ∕= a2 и b1 = b2 = b. Ввиду того, что функци гиперболического тангенса
монотонно ворастает, дл a1 < a2 справедливо неравенство

1

a1
th


2πbm

a1


>

1

a2
th


2πbm

a2


,

а дл случа a1 > a2 выполнетс противополоное неравенство. Таким обраом,
равенство в (14) в рассматриваемом случае не достигаетс.

Опирас на теорему 2, аклчаем, что система, состоща и двух прмоугол-
ных тел, влетс силно устойчивой в случае, когда один и параметров тел не
совпадает, при равных е параметрах система не влетс силно устойчивой.

аклчение

В работе исследована проблема асимптотической устойчивости системы, состо-
щей и одного или двух открытых сосудов прмоуголной формы, частично а-
полненных идеалными идкостми, под действием упругих и демпфирущих сил.
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В работе были получены следущие реултаты: в случае одного тела система не
влетс силно устойчивой. В случае двух тел система силно устойчива толко
тогда, когда у тел совпадает один и параметров –– длина или высота, если е тела
конгруэнтны, система не влетс силно устойчивой.

Таким обраом, в адаче установлено, что вопрос силной устойчивости полу-
группы не влетс одноначным и ависит от геометрии областей.

Автор выраает благодарност научному руководител доценту Д.А.акоре
а обсудение работы.
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Stability analysis of approximate periodic solutions of the spin
combustion equation.

Khazova Yu. A., Grebeneva A. A.

Abstract. Most of the processes that take place in the world are non-linear. The dynamics
of distributed oscillatory systems is usually modeled by systems of differential equations in partial
derivatives with certain boundary conditions. Such a system also contains various parameters
that characterize the properties of a real object.

The research subject is a nonlinear parabolic equation and the boundary value problem
corresponding to it, which describes the phenomenological equation. That is the spin combustion
equation.

The spin combustion equation is solvable by using the Galerkin’s and Poincare’s methods.
The form of the periodic solution is constructed by using a two-mode approximation and center
manifold method.

The equation is associated with non-stationary processes of combustion front propagation:
thermal conductivity of the connection between adjacent sections of the front and self-oscillatory
instability of a flat front, which is stabilized due to nonlinear effects.

Thermal layers adjacent to the reaction zone interact with each other. The areas are
characterized not only by the temperature and speed of advance, but also by the temperature
distribution along the entire reaction site. The Laplace operator expresses the nonlocality of the
connection.

The equation depends not only on the phase variables, but also on the parameters. The
behavior of such a dynamic equation and its solution is subject to a qualitative change with an
infinitesimal change in its parameters. There is the process of bifurcation.

Passing through the bifurcation parameter leads to a change in the number of solutions,
their stability, and the transformation of trajectories. The problem is in studying stable similar
equations in such physical processes as optics, radiophysics, and combustion theory.
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The relevance of the work depends on the fact that the nonlinear parabolic equation
describing the process of spin combustion is underexplored. And also in the construction of
periodic forms of the solution, their approximation and the analysis of the stability of branching
periodic solutions of the equation, which correspond to solutions of the traveling wave type, with
small changes in the parameter.

The method to be used combines Galerkin’s and Poincare’s methods, on the basis of which
the form of an approximate solution for a system of functions is constructed like cos kθ. The
solution can be represented as the sum of 2π-periodic functions, which allows one to find the
values of the coefficients of the initial and two branching periodic solutions of the system.

Keywords: bifurcation, stability, parabolic equation, Galerkin’s and Poincare’s methods,
approximation.

Введение

В работе рассматриваетс краева адача дл нелинейного уравнени парабо-
лического типа, описываща феноменологическое уравнение спинового горени,
которое впервые исследуетс в работах . Б. елдовича [1], А. П. Алдушина [2] и
. С. Колесова [3].

Это уравнение свано с нестационарными процессами распространени фрон-
та горени: теплопроводност свей меду соседними участками фронта и авто-
колебателной неустойчивост плоского фронта, котора стабилиируетс а счет
нелинейных эффектов.

Тепловые слои, примыкащие к оне реакции, ваимодействут меду собой.
Помимо того, что прилегащие участки характериирутс своей температурой и
скорост продвиени, вану рол играет и распределение температуры вдол
всего места реакции. Оператор Лапласа выраает нелокалност сви. Выделетс
бифуркационный параметр.

Проходение чере бифуркационный параметр приводит к именени количе-
ства решений, их устойчивости и трансформации траекторий. Воникает проблема
исследовани устойчивых подобных уравнений в таких фиических процессах, как
оптика, радиофиика и теори горени.

Асимптотика бегущих волн дл адачи спинового горени была иучена и по-
строена в работах [3, 4]. В них таке получены необходимые услови устойчивости
форм решени.

Цел работы: анали устойчивости и формы приблиенных периодических ре-
шений феномелогического уравнени спинового горени.
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В стате получены новые реултаты по численно-аналитическому аналиу двух-
модовой аппроксимации адачи. Анали баируетс на методах Галеркина ([5–7]) и
Пуанкаре. Стротс формы периодических решений, воникащих при проходе-
нии чере бифуркационное начение параметра. С помощ метода централных
многообраий проводитс анали устойчивости ответвлщихс периодических ре-
шений уравнени спинового горени, которым соответствут решени типа бегущих
волн [4, 8, 9].

1. Постановка адачи

Уравнени спинового реима горени тонкостенного кругового цилиндра ради-
уса r соответствует краева адача [1]:

ξ̈ + ξ = ε


ξ̇


1− 3

4
ξ̇2

+

λ2

4π2
∆ξ̇ +

βλ

2π

√
−∆ξ̇


,

∂ξ

x


x=0

=
∂ξ

x


x=r

= 0,

ξ(t, x+ 2πr) = ξ(t, x), 0 ≤ x ≤ r,

(1)

в которой функци ξ(t, x) характериирует точки фронта горени и их коорди-
наты, инкрементом неустойчивости малых колебаний влетс малый параметр
0 < ε << 1, в качестве коррелционной длины теплопроводностных свей меду
соседними участками фронта выступает параметр λ > 0, коэффициентом нелокал-
ной сви участков фронта влетс параметр β > 0, ∆  одномерный оператор
Лапласа, точка над функцией обоначает проиводну по времени.

2. Двухмодова аппроксимаци

В исследовании уравнени спинового реима горени адачи (1) дл построени

приблиенных решений применим метод Галеркина. Обоначим ρ =
2πr

λ
и афикси-

руем ρ0 при некотором параметре λ0. Тогда согласно методу, при малых колебаних
ρ− ρ0 > 0, ε > 0 решением уравнени влетс периодическа функци вида:

ξ(t, θ) = y0(t) + y1(t) cos θ + v(t, θ), θ =
x

r
, (2)
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где yk(t), k = 0, 1  периодические относително переменной t функции, функци
v(t, θ) так е периодическа, кроме того обладает следущими свойствами:






P0v =
1

π

2π
0

v(t, θ)dt = 0,

P1v = cos θ
1

π

2π
0

v(t, θ) cos tdt = 0,

P2v = sin θ
1

π

2π
0

v(t, θ) sin tdt = 0.

Подставл (2) в уравнение (1), получим систему уравнений:





ÿ0 + y0 = ε


ẏ0 −

4

3
ẏ0

3 − 2ẏ0ẏ1
2 − 4ẏ0P0(v̇

2)


,

ÿ1 + y1 = ε

α1ẏ1 − ẏ1

3 − 4ẏ0
2ẏ1 − 2ẏ1

2P0(v̇ cos 2θ)− 4ẏ1P0(v̇
2)

,

v̈ + v = ε


v̇ +

λ2

4π2
∆v̇ +

βλ

2π

√
−∆v̇ − 1

3
ẏ1

3 cos 3θ − 4

3
v̇3 − 4ẏ0

2v̇ − 4ẏ0P (v̇2)


,

v̇θ


θ=0

= v̇θ


θ=1

= 0,

(3)

где P = E − (P0 + P1 + P2), E  единичный оператор. При этом стоит учест,

что α1 = 1 − 1

ρ2
+ β

1

ρ
. Так как ρ =

2πr

λ
, то α1 = 1 − λ2

4π2r2
+

βλ

2πr
. В качестве

бифуркационного параметра будем рассматриват α1.
Существует периодическое решение {y0 = cos t+O(ε), y1 = 0, v = 0} системы (3),

которое при бифуркационном параметре α1 = 1 породает пару периодических ре-
шений.

Линеариуем полученну систему (3) в окрестности точки
{y0 = cos t+O(ε), y1 = 0, v = 0}, опуска слагаемые, пордок малости которых
болше единицы относително малых параметров.

Тогда система (3) примет следущий вид:





ÿ0 + y0 = ε

1− 4 sin2 t


ẏ0,

ÿ1 + y1 = ε

α1 − 4 sin2 t


ẏ1,

v̈ + v = ε


(1− sin2 t)v̇ +

λ2

4π2
∆v̇ +

βλ

2π

√
−∆v̇


,

v̇θ


θ=0

= v̇θ


θ=1

= 0.

(4)

Получим, что один и мултипликаторов первого уравнени системы (4) с точ-
ност до ε2 равен единице, когда второй равен 1− 4πε+O(ε2).
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Согласно методу централных мноогобраий будем искат y1 в виде:

y1 = z1e
it + z̄1e

−it, ẏ1 = iz1e
it − iz̄1e

−it.

Предварително выполнив амену τ = tε, получим систему дл определени z1.
Коэффициенты влтс быстроосцилирущими при малых ε > 0:





ż1 = (α1 − 2)z1 − z̄1 − z1e

2iτ
ε ,

˙̄z1 = (α1 − 2)z̄1 − z1 − z̄1e
−2iτ

ε ,

где ˙̄z1 соответствущее комплексно-сопренное уравнение системы.

Восполовавшис методом усреднени, получим спектр равный {α1,α2}. Вер-
немс к системе (4), второе уравнение которой терет устойчивост при α1 = 1.
Мултипликаторы в сво очеред имет вид:

1 + 2πε(α1 − 1) +O((ε2,α1 − 1)),

1 + 2πε(α1 − 3) +O((ε2,α1 − 1)).

Рассмотрим в (4) уравнение дл v, исполу амену переменных:

v = ueit + ūe−it, v̇ = iueit − iūe−it.

Учитыва то, что τ = tε, исследуем полученну гиперболическу адачу в фа-
овом пространстве 2π-периодических функций H1×H1, коэффициенты которой в-
лтс быстроосциллирущими при ε > 0:

u̇ = −u− ū+
λ2

4π2
∆u+

βλ

2π

√
−∆u− e

2iτ
ε u, (5)

u̇θ


θ=0

= u̇θ


θ=l

= 0,

где ū  соответствуща комплексно-сопренна функци.

Рассмотрев соответствущу усредненну параболическу адачу, приходим к
тому, что ее спектр имеет вид {α1 − 1,α1 − 3, . . . ,αk − 1,αk − 3, . . . }. Согласно [10]-
[11], нулевое решение адачи (5) влетс экспоненциално устойчивым при малых
α1 − 1, ε > 0.

Таким обраом периодическое решение системы (3) 
{y0 = cost+O(ε), y1 = 0, v = 0} имеет единичный мултипликатор [1]:

µ(α1, ε) = 1 + 2πε(α1 − 1) +O(ε2, (α1 − 1)2).
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Мноество осталных мултипликаторов содеритс внутри единичного круга.
Итак, периодическое решение (cos t + O(ε), 0, 0) системы (3) породает пару пери-
одических решений. Укаанна пара имеет место при α1 > 1. Если вт v = 0,
система (4) примет вид:






ÿ0 + y0 = ε


ẏ0 −

4

3
ẏ0

3 − 2ẏ0ẏ1
2


,

ÿ1 + y1 = ε

α1ẏ1 − ẏ1

3 − 4ẏ0
2ẏ1


.

(6)

Рассмотрим (6) дл исследовани формы решени адачи (1).

3. Построение формы решений уравнени

Решение полученной выше системы (6) имеет вид {y0 = cos t+O(ε), y1 = 0}.
При переходе параметра чере α1 = 1 и его далнейшем увеличении, мултипли-
катор покидает единичну окруност. Мноество осталных мултипликаторов
содеритс внутри единичного круга. В реултате этого периодическое решение
(cos t + O(ε), 0) терет устойчивост и от него ответвлетс пара других решений.
Укаанна пара повлетс при α1 > 1.

Исполу метод малого параметра Пуанкаре, построим эти решени:




y0 = a0 cos τ + εp1(τ) + ε2p2(τ) + . . . , y′0(0) = 0,

y1 = a1 cos τ + b1 sin τ + εq1(τ) + ε2q2(τ) + . . . ,
(7)

где τ = ω(ε)t, ω(ε) = 1+ω1ε+ω2ε
2+. . . , а функции pk(τ), qk(τ)  2π-периодические.

Подставл (7) в (6), выпишем коэффициенты при одинаковом пордке малости
параметра ε. В реултате получим рекуррентну последователност дифференци-
алных уравнений. Рассмотрим ее относително неивестных p1, q1.





p̈1 + p1 = 2


−a0 sin τ + a0ω1 cos τ +

4

3
a30 sin

3 τ + 2a0 sin τ(a1 sin τ − b1 cos τ)
2


,

˙p1(0) = 0,

q̈1 + q1 = 2 [−α(a1 sin τ − b1 cos τ) + ω(a1 cos τ + b1 sin τ)] +

+2(a1 sin τ − b1 cos τ)
3 − 2


4a20(a1 sin τ − b1 cos τ) sin

2 τ

.

(8)

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2022, 1



Анали устойчивости и формы приблиенных периодических решений 81

Чтобы кадое и уравнений системы было рарешимым, необходимо выполнение
условий ортогоналности его неоднородностей функцим sin τ , cos τ . После всех пре-
обраований, получим следущу систему:






a0


1− a20 −

3

2
a21 −

1

2
b21


= 0,

a0 (2ω1 − a1b1) = 0,

a1


α1 − 3a20 −

3

4
a21 +

3

4
b21


+ ω1b1 = 0,

b1


α1 − a20 +

3

4
a21 −

3

4
b21


+ ω1a1 = 0.

(9)

Легко увидет, что набор {a0 = 1, a1 = 0, b1 = 0, ω1 = 0} влетс подходщим ре-
шением. При переходе чере начение α1 = 1 и этого решени родатс еще два
решени (a0(α1), 0,±b1(α1), 0), где

a0 =
√
3− 2α1, b1 = 2

√
α1 − 1. (10)

Найденные начени (10) подставим в (8). Получим выраени дл искомых функ-
ций: 





p1 = −a30
12

sin 3τ +M1 cos τ +
a30
4
sin τ,

q1 =
b1
16

(4a20 − b21) cos 3τ − E cos τ + F1 sin τ,
(11)

где M1, E1, F1  некие константы.
Аналогично получим систему дл неивестных функций p2, q2:





p̈2 + p2 =

1− 4a20 sin

2 τ − 2b21 cos
2 τ


ṗ1 + 2a0b1 sin 2τ q̇1 + a0ω2 cos τ,

ṗ2(0) = 0,

q̈2 + q2 =

α1 − 4a20 sin

2 τ − 3b21 cos
2 τ


q̇1 + 4a0b1 sin 2τ ṗ1 + b1ω2 sin τ.

(12)

Откуда: 




M1 = F1 = 0, E1 = −3

2

√
α1 − 1 +O(α1 − 1),

ω2 =
1

4
(1− 6(α1 − 1)) +O((α1 − 1)2).

(13)

У системы уравнений (12) относително неивестных функций p2, q2 существует
семейство решений, которое влетс периодическим и ависит от трех констант,
необходимых дл находени коэффициентов ралоени (7). Стоит отметит, что
согласно методу Пуанкаре данный процесс последователного построени решений
неограниченно продолаем,  к примеру, дл более точного находени функций
моно восполоватс четырех- и восмимодовой аппроксимацими.
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4. Численно-аналитический анали устойчивости

Подставл найденные коэффициенты (11), (13) в ралоение решени (7), най-
дем первое решение системы при наборе {a0 = 1, a1 = 0, b1 = 0, ω1 = 0}:

y0(τ) = cos τ + ε


− 1

12
sin 3τ +

1

4
sin τ


+ . . . , y1 = 0, (14)

где τ =

1 + 1

4
(1− 6(α1 − 1)) ε2 +O(ε2, (α1 − 1)2)


t.

Тогда периодическое решение уравнени (1):

ξ0(τ, θ, ε) = y0(τ) + y1(τ) cos θ + · · · = cos τ +
1

12
ε (3 sin τ − sin 3τ) +O(ε2). (15)

При проходении α1 чере единицу при наборе коэффициентов
(
√
3− 2α1, 0,±2

√
α1 − 1, 0) родаетс пара периодических решений:

y0(τ) =
√
3− 2α1 cos τ + ε


−(3− 2α1)

3
2

12
sin 3τ +

(3− 2α1)
3
2

4
sin τ


+ . . . ,

y±1 (τ) = ±2
√
α1 − 1 sin τ + ε

±2
√
α1 − 1

16
(4(3− 2α1)− 4(α1 − 1)) cos 3τ ± ε

3

2

√
α1 − 1+

+O(α1 − 1) cos τ.

Тогда соответствущу пару решений уравнени (1) моно представит в виде:

ξ±1 (τ, θ, ε) =
√
3− 2α1 cos τ ± 2

√
α1 − 1 sin τ cos θ +O(ε). (16)

Таким обраом, решение уравнени (1), представленное в виде (15) влетс устой-
чивым при α1 < 1. После проходение чере критическое начение параметра α1 = 1

решение терет сво устойчивост.
Иобраим эти решени:
Исследу динамику периодических структур и провед бифуркационный анали,

моно сформулироват теорему:
Теорема: Решение уравнени (1), представленное в виде (14), влетс устойчи-

вым при α1 < 1. После проходени чере критическое начение параметра α1 = 1

решение терет сво устойчивост, родаетс пара других устойчивых периодиче-
ских решений (16).

1. При α1 < 0 уравнение имеет единственное решение,  оно влетс периодиче-
ским, экспоненциално устойчивым и представимо в виде синфаной волны 1:

ξ0(τ, θ, ε) = cos τ +
1

12
ε (3 sin τ − sin 3τ) +O(ε2).

1Синфаност  совпадение по фае двух или несколких периодических колебаний.
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Рис. 1. Решение ξ0(τ) и пара родащихс ξ±(τ) при срее cos θ = 1 и
α1 > 1.

2. При проходении α1 чере единицу, индекс неустойчивости началного реше-
ни увеличиваетс на два пордка. В реултате чего происходит бифуркаци
вилки и родение пары устойчивых периодических решений.

ξ±1 (τ, θ, ε) =
√
3− 2α1 cos τ ± 2

√
α1 − 1 sin τ cos θ +O(ε).

Пара ответвлщихс решений (16) родаетс при переходе α1 чере 1 и существует

толко на интервале

1;

3

2


, учитыва област определени коэффициента

√
3− 2α1.

Построим решени дл раличных начений параметра. Дл этого афиксируем
в (16) следущие начени параметров ρ, β, сванных с α1.

Если ρ = 1, 4, β = 0, 8, тогда α1 = 1, 06 и:

ξ+1 (t, θ, 0.8, 1.4) = 0, 48989 sin(1, 0016t) cos θ + 0, 93808 cos(1, 0016t),

ξ−1 (t, θ, 0.8, 1.4) = −0, 48989 sin(1, 0016t) cos θ + 0, 93808 cos(1, 0016t).

Если ρ = 1, 4, β = 1, 2, тогда α1 = 1, 35 и:

ξ+1 (t, θ, 1.2, 1.4) = 1, 18321 sin(0, 99725t) cos θ + 0, 54772 cos(0, 99725t),

ξ−1 (t, θ, 1.2, 1.4) = −1, 18321 sin(0, 99725t) cos θ + 0, 54772 cos(0, 99725t).
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Рис. 2. Решение ξ+1 и ξ−1 при α1 = 1, 06 > 1.

Рис. 3. Решение ξ+1 и ξ−1 при α1 = 1, 35 > 1.

Перейдем к аналиу спектра устойчивости, полученного в пункте 2, 
{α1 − 1,α1 − 3, . . . ,αk − 1,αk − 3, . . . }, при k = 1, 2, . . . .

Рассматрива α1 < 1, например α1 = 0, 5, получим спектр вида
{−0, 5, −2, 5, . . . ,αk − 1,αk − 3, . . . }. То ест кадый мултипликатор отрицате-
лен, следователно, началное решение уравнени (1), представленное в виде
ξ0(τ, ε) = cos τ +O(ε2) влетс устойчивым при α1 < 1.

При увеличении параметра и проходении чере его критическое начение
α1 = 1 началное решение терет сво устойчивост. Дл наглдности вомем
α1 = 1, 5 > 1. Спектр имеет следущий вид: {0, 5, −1, 5 . . . ,αk − 1,αk − 3, . . . }. Ко-
гда один и мултипликаторов ворастает и проходит чере нол, решение (15) терет
устойчивост.
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Происходит процесс бифуркации, в реултате которого от исходного реше-
ни ответвлетс пара периодических устойчивых решений типа бегуща волна 
ξ±1 (τ, θ, ε) =

√
3− 2α1 cos τ ± 2

√
α1 − 1 sin τ cos θ +O(ε).

аклчение

В работе проведен анали периодических решений уравнени спинового горени
феноменологического уравнени. Построена форма приблиенных решений с помо-
щ методов Галеркина и Пуанкаре.

На полученных преобраованих основан алгоритм вычислений, реалиуемый с
помощ пакета прикладных программ. Найденны численные выраени дл форм
периодических решений уравнени. В частности установлено начение бифуркаци-
онного параметра, при переходе чере который повлетс пара устойчивых перио-
дических решений типа бегущей волны. Построены соответствущие решени при
малом именении начени бифуркационного параметра.

Согласно полученному исследовани динамики периодических структур сфор-
мулирована теорема об устойчивости решений уравнени спинового горени.
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Dorofeeva Yu. А. & Osipova, P. L. Modeling of negotiations for two and three
players / Dorofeeva, Yu. А., Osipova, P. L. // Таврический вестник инфор-
матики и математики.  2022.  1 (54).  C. 7 – 18.

УДК: 519.83

В стате рассматриваетс проблема моделировани переговоров дл двух и трех иг-
роков. Были решены две адачи. Перва адача дл двух участников исследуетс
с исполованием арбитраной схемы Нэша. Представлены реултаты численного
моделировани и покаана ависимост периода согласовани от параметров модели-
ровани. Втора адача  моделирование переговоров дл трех игроков с участием
арбитра. Особенност этого сценари влетс ограниченна “детелност” арбит-
ра. Реултаты численного моделировани таке представлены в этой стате.

Клчевые слова: теори игр, переговоры, равновесие Нэша, случайна схема, случайный
процесс.

Sukhinov, A. I. et al. Modeling regular waves effects on turbulent
vertical exchange / Sukhinov, A. I., Protsenko, E. A., Sidoryakina, V. V.,
& Protsenko, S. V. // Таврический вестник информатики и математики. 
2022.  1 (54).  C. 19 – 29.

УДК: 519.6

Стат посвщена исследовани влини регулрных волновых процессов на тур-
булентный обмен по вертикали с помощ математической модели волновых про-
цессов, баирущейс на системе уравнений Наве-Стокса, вклчащей три урав-
нени двиени в областх с динамически именемой геометрией расчетной об-
ласти. На основании численных экспериментов, полученных с исполованием про-
граммного комплекса дл численной реалиации предлоенной трехмерной модели
волновой гидродинамики, проведено моделирование влини регулрных волн на
турбулентный обмен по вертикали. Подтвердено расслоение волнового потока на
приповерхностный турбулентный слой, индуцированный волновым двиением, и ни-
елеащий слой с фоновой гидродинамической турбулентност. Вывлена харак-
терна особенност влини регулрных волн на турбулентный обмен по вертика-
ли, а именно увеличение коэффициента турбулентного обмена в приповерхностном



Abstracts 89

слое и его уменшение в придонном слое по сравнени распределением коэффици-
ентов, полученным с помощ параметриации Смагоринского. Вывлено, что тол-
щина приповерхностного турбулентного сло линейно свана с высотой и длиной
волны, толщина турбулиованного приповерхностного сло имеет пордок высоты
волны. Численные эксперименты покаали четкое расслоение волнового потока на
приповерхностный слой, и ниелеащу област с относително продолителным
временем их существовани. Продемонстрирован широкий диапаон именчивости
турбулентных пулсаций скорости.

Клчевые слова: влиние регулрного волнени, турбулентное перемешивание, коэффи-
циент вертикалного турбулентного обмена, трехмерна математическа модел гид-
родинамики.

Аметов Ф. Р., Бекиров Э. А. Раработка математической модели и алго-
ритма дл реалиации кибербеопасности систем управлени обектов
электроэнергетики / Ф. Р. Аметов, Э. А. Бекиров // Таврический вестник
информатики и математики.  2022.  1 (54).  C. 30 – 39.

УДК: 004.312.466

Современна автоматиированна система управлени на предпритих электро-
энергетики представлет собой совокупност мноества систем, модулей и интер-
фейсов. Одним и наиболее ваных и, в то е врем, увимых влетс комму-
тирущий модул, представлщий собой набор устройств и интерфейсов дл пе-
редачи, обработки и аналиа данных. Одним и популрных решений дл органи-
ации коммуникации меду компонентами систем управлени влетс протокол
Modbus, основанный на определенных алгоритмах и протоколах передачи данных.
Ваным покаателем лбого алгоритма и лбой модели передачи данных влетс
их криптографическа стойкост или иными словами уровен ащищенности от по-
тенциалных кибератак. На основе аналиа собранной информации проведен расчет
оптималной математической модели алгоритма дл реалиации кибербеопасности
на примере коммуникации Modbus.

Клчевые слова: Modbus, кибербеопасност, slave, master, математическа модел.
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Дабраилов А. Л. Представление обобщенного потенциала Бессел по-
средством дра Пуассона общего вида / А. Л. Дабраилов // Таврический
вестник информатики и математики.  2022.  1 (54).  C. 40 – 52.

УДК: 517.3

В стате рассматрено обобщение дра Пуассона и иучены его свойства. Покаано,
что обобщенный потенциал Бессел функции, интегрируемой в p-й степени со степен-
ным весом, моет быт представлен интегралом очен простого вида, при помощи
дра Пуассона.

Клчевые слова: обобщенное дро Пуассона, преобраование Ханкел, обобщенный по-
тенциал Бессел.

Парфенова Н. Б. Эмпирическа математическа модел исследовани
психологической устойчивости студентов в услових дистанционного об-
раовани / Н. Б. Парфенова // Таврический вестник информатики и ма-
тематики.  2022.  1 (54).  C. 53 – 66.

УДК: 159.9

Раскрыта рол эмпирической математической модели в подтвердении ведущих
компонент психологической устойчивости, их влинии на ценностные ориентации
и стратегии поведени в именщихс услових дистанционного обраовани.

Клчевые слова: психологическа устойчивост, эмпирическа математическа мо-
дел (психометрическа наденост, факторный анали, эффекты влини, кластерный
анали, сравнителный анали).

Фордук К. В. Об асимптотической устойчивости системы тел, частично
аполненных идеалными идкостми, под действием упругих и демп-
фирущих сил / К. В. Фордук // Таврический вестник информатики и
математики.  2022.  1 (54).  C. 67 – 74.

УДК: 517.955.4, 517.984.4

В данной работе исследуетс асимптотическа устойчивост двумерной моделной
адачи о малых двиених системы открытых сосудов, частично аполненных иде-
алными однородными идкостми, под действием упругих и демпфирущих сил.
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Опирас на теорему В. Арендта, Ч. Батти, .И. Лбича, Ф. Ву, исследуетс сил-
на устойчивост системы, состощей и одного или двух тел прмоуголной формы.
Установлено, что вопрос асимптотической устойчивости системы равносилен нали-
чи общих собственных начений серии адач Стеклова с дополнителным условием
нормировки. Докаано, что в случае одного тела система не влетс силно устойчи-
вой, в случае двух тел система силно устойчива толко тогда, когда у тел совпадает
один и параметров длина или высота, если е тела конгруэнтны –– система не
влетс силно устойчивой.

Клчевые слова: идеална идкост, спектр, C0-полугруппа, адача Стеклова на соб-
ственные начени, асимптотическа устойчивост.

Хаова . А., Гребенева А. А. Анали устойчивости и формы при-
блиенных периодических решений уравнени спинового горени /
. А. Хаова, А. А. Гребенева // Таврический вестник информатики и
математики.  2022.  1 (54).  C. 75 – 87.

УДК: 517.957

Динамика исследовани дифференциалных уравнений в частных проиводных а-
часту свана с процессом бифуркаци. В работе рассмотрена краева адача дл
нелинейного уравнени параболического типа, описываща спиновое горение. С
помощ последователного применени методов Галеркина и Пуанкаре, а таке
двухмодовой аппроксимации построена форма его периодического решени и опре-
делена устойчивост. Проведен численно-аналитический анали устойчивости в ави-
симости от малых именений параметра. Сформулирована теорема об устойчивости
родащихс решений.

Клчевые слова: нелинейное уравнение, бифуркаци, аппроксимаци, устойчивост, ме-
тод Галеркина, метод Пуанкаре.
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