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ON A CONSISTENCY OF NONPARAMETRIC ESTIMATOR FOR
REGRESSION FUNCTION

c© V. V. Novikov
Saratov State University

Faculty of Mathematics and Mechanics
83 Astrakhanskaya Street, 410012, Saratov, Russia

e-mail: vvnovikov@yandex.ru

On a consistency of nonparametric estimator for regression
function.

Novikov V. V.

Abstract. A sufficient condition for the consistency of nonparametric estimator for
regression function based on the partial Fourier–Lagrange sums is proved.

Keywords: nonparametric regression, consistency, estimator, orthogonal series.

Consider a nonparametric regression model

Yi = m(Xi) + εi , i = 1, . . . , n, (1)

where m(x) is the unknown regression function to be estimated, {(Xi, Yi)}ni=1 is a dataset
and {εi}ni=1 is observation errors. Suppose that the regression function can be represented
as the Fourier series

m (x) =
∞

j=0

βjϕj (x) ,

where the system of functions {ϕj (x)}∞
j=0 constitute an orthonormal basis on interval

I ⊆ R and {βj} are Fourier coefficients of m(x). An estimator of form

m̂N(n) (x) =

N(n)

j=0

β̂jϕj (x) ,

where β̂j are any estimates of unknown coefficients βj and N(n) ≤ n is an appropriate
finite number is called [1], [2] an orthogonal series estimator of m(x). Statistical properties
of this type estimates for several orthogonal systems have been studied by number of
authors (e. g., [4]–[6], see also [7] and references therein).

Let C2π be a space of real continuous 2π-periodic functions equipped with the uniform
norm. Denote by Sn(f, x) the trigonometric Fourier series partial sum of the function
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f ∈ C2π and by Ln(f, x) the Lagrange trigonometric polynomial coinciding with f at the
nodes of the nth row of the matrix

{xk,n = 2πk/(2n+ 1), k = −n, . . . , n, n ∈ N} . (2)

Consider a trigonometric polynomial

In,N(f, x) =
a
(n)
0

2
+

N

k=1

(a
(n)
k cos kx+ b

(n)
k sin kx) , (3)

where N ≤ n and

a
(n)
k = a

(n)
k (f) =

2

2n+ 1

n

j=−n

f(xj,n) cos kxj,n, k = 1, . . . , N, (4)

b
(n)
k = b

(n)
k (f) =

2

2n+ 1

n

j=−n

f(xj,n) sin kxj,n, k = 1, . . . , N. (5)

Note that Ln(f, x) = In,n(f, x). Moreover, if N = n, then the expression (5) is the
Riemann integral sum for Sn(f, x) related to the partition {xk,n} and the Fourier–Lagrange
coefficients (4), (5) are the integral sums for Fourier coefficients. Consider the following
estimator of regression function m ∈ C2π

m̂N (x) = In,N(m+ , x) =
â0
2

+

N(n)

k=0

âk cos kx+ b̂k sin kx, N(n) ≤ n, (6)

where âk = a
(n)
k , b̂k = b

(n)
k are defined by (4), (5) respectively, xj,n = Xj,

f(xj,n) = m(Xj) + j, j = −n, . . . , n. Our aim is to give a condition for the consistency
of estimator m̂N in terms of the rate of growth {N(n)} compared to n as n → ∞.

Theorem. Suppose that the following conditions are satisfied:

i) Ei = 0, E(ij) = 0, i ∕= j, and E2i < C0, i = 1, . . . , n;

ii) m ∈ C2π is bounded variation on [−π, π];

iii) N(n) = o(n) as n → ∞.

Then m̂N (x)
p−→ m (x) as N (n) → ∞ for every x ∈ [−π, π].

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2021, 4



On a consistency of nonparametric regression 9

Proof. Since the mean-square convergence implies convergence in probability, it is enough
to prove that

lim
N→∞

E (m̂N(x)−m(x))2 = 0.

Obviously the operator In,N is linear, hence for the estimator of regression function m

from the model (1) we have

m̂N(x) = In,N(m+ , x) = In,N(m,x) + In,N(, x). (7)

By the condition Ej = 0 we get

Em̂N(x) = In,N(m,x).

It is well known (see, e. g. [3]), that under assumptions of the theorem the polynomials
{In,N(m,x)}, converge uniformly on [−π, π] to m as N → ∞ (N ≤ n). Hence

rn,N(x) := m(x)− In,N(m,x) → 0 (8)

uniformly on [−π, π] as N → ∞ (N ≤ n).
From the condition Ej = 0 and (7) it follows that

E (m̂N(x)−m(x))2 = E (m̂N(x)− In,N(m,x)− rN(x))
2

= E (m̂N(x)− In,N(m,x))2 + r2n,N(x) = E (m̂N(x)− Em̂N(x))
2 + r2n,N(x)

= Dm̂N(x) + r2n,N(x).

On account of (8) we need to prove only the equality

lim
N→∞

Dm̂N(x) = 0, x ∈ [−π, π).

To find a variance of the estimator m̂N (x) we first rewrite In,N(, x) in the form

In,N(, x) =
a
(n)
0 ()

2
+

N

k=1

(a
(n)
k () cos kx+ b

(n)
k () sin kx)

=
2

2n+ 1


1

2

n

j=−n

j +
N

k=1

cos kx
n

j=−n

j cos xj,n +
N

k=1

sin kx
n

j=−n

j sin xj,n



=
2

2n+ 1

n

j=−n

j


1

2
+

N

k=1

(cos kx cos kxj,n + sin kx sin kxj,n)



=
2

2n+ 1

n

j=−n

j


1

2
+

N

k=1

cos k(x− xj,n)


=

2

2n+ 1

n

j=−n

j
sin(2N + 1)

x− xj,n

2

2 sin
x− xj,n

2

.

Таврический вестник информатики и математики, 4 (53)’ 2021



10 V. V. Novikov

Now by condition i) we have

Dm̂N(x) = D(In,N(, x)) =
1

(2n+ 1)2

n

j=−n

D(j)
sin2(2N + 1)

x− xj,n

2

sin2 x− xj,n

2

≤ C0

(2n+ 1)2

n

j=−n

sin2(2N + 1)
x− xj,n

2

sin2 x− xj,n

2

=: C0Qn,N(x).

Let us estimate the sum Qn,N(x). Put δn = (αnπ)/N , where {αn} ⊂ N is fixed
sequence such that αn → +∞, αn = o(N) and αn = o(n/N) as n → ∞.

First suppose that x ∈ [0, π). Here and in what follows we assume that n and N are
sufficiently large. Denote A := {j : |xj,n − x| ≤ δn, or |xj,n − x+ 2π| ≤ δn, −n ≤ j ≤ n},
B := {j : |xj,n−x| > δn, and |xj,n−x+2π| > δn, −n ≤ j ≤ n}.Taking into account that

sin2(2N + 1)
x− xj,n

2
sin−2 x− xj,n

2
≤ (2N + 1)2, we get

Qn,N(x) =
1

(2n+ 1)2




j∈A

+


j∈B


sin2(2N + 1)

x− xj,n

2

sin2 x− xj,n

2

≤

2N + 1

2n+ 1

2 

j∈A

1 +
1

n2



j∈B

1

sin2 x− xj,n

2

=: Σ1 + Σ2. (9)

Obviously

Σ1 ≤ C


N

n

2

#(A) ≤ C


N

n

2
2δn(2n+ 1)

2π
≤ CNαn

n
, (10)

where (Nαn)/n → 0 as n → ∞ since αn = o(n/N).
To deal with Σ2 we split the set B into disjoint sets B = B1 ∪ B2, where

B1 = {j ∈ B : |xj,n − x| ≤ π}, B2 = B\B1 = {j ∈ B : −2π + x ≤ xj,n < x − π}
and denote

Σ2 =
1

n2




j∈B1

+


j∈B2


1

sin2 x− xj,n

2

=: Σ2,1 + Σ2,2.

Without loss of generality, we can assume that both B1 and B2 are non-empty. Let
p ∈ {−n− 1, . . . , n + 1} be a number such that xp,n ≤ x < xp+1,n, where x−n−1,n := −π,
xn+1,n := π. From x ∈ [0, π) it follows that −1 ≤ p ≤ n. Further, if j ∈ B1, then

sin
x− xj,n

2

 ≥
|x− xj,n|

2

2

π
=

|x− xj,n|
π

,

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2021, 4
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and

Σ2,1 ≤
1

n2



j∈B1

π2

(x− xj,n)2
=

π2

n2







j ∈ B1,

xj,n < x

1

(x− xj,n)2
+



j ∈ B1,

xj,n > x

1

(x− xj,n)2





≤ π2

n2







j ∈ B1,

xj,n < xp,n

1

(xp,n − xj,n)2
+



j ∈ B1,

xj,n > xp+1,n

1

(xp+1,n − xj,n)2




=: Ω1 + Ω2. (11)

The last inequality is true, since it follows from definition of the set B that relations j = p

or j = p + 1 are impossible for j ∈ B and sufficiently large n. We will estimate only the
sum Ω1 since an estimation for Ω2 can be obtained in the same way. By definition of the
set B1 for every index j of the sum Ω1 we have

xp,n − xj,n =
2π(p− j)

2n+ 1
≥ x− xj,n −

2π

2n+ 1
> δn −

2π

2n+ 1
=

παn

N
− 2π

2n+ 1
,

and
k := p− j ≥ βn :=


αn(2n+ 1)− 2N

2N


,

besides βn → ∞ as n → ∞ since N(n) = o(n). Thus we obtain

Ω1 =
π2

n2



j ∈ B1,

xj,n < xp,n

1

(xp,n − xj,n)2
≤ π2

n2



k≥βn

(2n+ 1)2

4π2k2
≤ C



k≥βn

1

k2
≤ C

βn

.

As we noted above, it can easily be checked that for Ω2 the same inequality holds. Thus
we have

Σ2,1 ≤
C

βn

, (12)

where βn → ∞, n → ∞.
Let us estimate Σ2,2. If j ∈ B2, then

sin
x− xj,n

2

 ≥
xj,n − x+ 2π

π
,

and in which case xj,n − x + 2π > 0, so we don’t need to split the sum over j ∈ B2 like
(11). Next for every x ∈ [0, π], −1 ≤ p ≤ n and j ∈ B2 one has that

xj,n − x+ 2π ≥ xj,n − xp+1,n + 2π =
2π(2n+ j − p)

2n+ 1
. (13)
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If p < n, then we have in (13) an equal sign; if p = n, then (13) is a strict inequality.
Further

Σ2,2 ≤
1

n2



j∈B2

π2

(xj,n − x+ 2π)2
≤ π2

n2



j∈B2

1

(xj,n − xp+1,n + 2π)2

≤ π2

n2



j∈B2

(2n+ 1)2

4π2(j − p+ 2n)2
≤ C



j∈B2

1

(j − p+ 2n)2
≤ C



m≥βn

1

m2
≤ C

βn

, (14)

where m := j − p+ 2n and βn is as above. Combining (9), (10), (12) and (14), we get for
x ∈ [0, π)

lim
n→∞

Dm̂N(x) = 0. (15)

Arguing as above, we see that (15) holds also in the case x ∈ [−π, 0). Finally, at x = π

the equality (15) follows from 2π-periodicity of Qn,N(x). □

Remark. Let us note that the condition N(n) = o(n), n → ∞, for the rate of growth of
{N(n)} is unimprovable.
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Applied tasks of multiagent routing problems.

Germanchuk M. S.

Abstract. Applied network tasks of multiagent routing or mTSP arise in many application
areas and lead to various models of pseudo-Boolean optimization. Such problems, as a rule, are
NP -hard, for them exact algorithms are applicable only in the case of a small dimension of the
original network (graph). Multiagency can be contained in the initial formulation or arise as
a result of simplifying and reducing the dimension of the problem (decomposition, clustering).
Models of such tasks in the author’s works arose when planning multi-day tourist routes to
attractions; choosing routes by agents in emergency situations (when the infrastructure network
may change); when using unmanned aerial vehicles, drones mTSP to build routes; in tasks of
traversing clusters (bypassing communities social networks).

Depending on the class of applied tasks, the scenarios of their research are specified. The
following scenario is typical:

1. Formalization of models of applied multiagent routing problems in the form of single- or
multi-criteria pseudo-Boolean optimization problems. Building a hierarchy of simplified models.
Accounting for specifics mTSP .

2. Analysis of the original complex network taking into account NP -complexity mTSP on
this network. With the help of polynomial algorithms, the network structure is specified: metric
and statistical characteristics of the network are found; bridges, points of articulation, bottlenecks
(minimal cuts); histograms of the distribution of weight coefficients of arcs of the network graph,
etc.

3. A simpler network (projection onto a plane; overflight, monitoring network) is matched
to the source network, or the clustering of the network is performed in accordance with mTSP .

4. Exact and approximate algorithms on clusters are used; compositions of algorithms
(heuristics, metaheuristics, genetic algorithms, etc.).

5. Iterative refinement of the solution mTSP is performed based on individual solutions of
agents.

The elements of the scenario are given in the work. The results of network clustering
consistent with mTSP , a comparative analysis of algorithm compositions are shown. It is
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important in the research process to take into account all available information, facts, knowledge,
and precedents both for building a hierarchy of models and for developing practical algorithms
for solving them. In addition to these approaches, it is promising to use a class of polynomial
solvable mTSP in the form of pseudo-Boolean optimization models with separable objective
functions and constraints in the form of disjunctive normal form (DNF) having a limited constant
length. Despite the fact that in the general case the reduction of mTSP with DNF constraints
is exponential, it is necessary to distinguish a class of problems that are relatively easily reduced
to the form with DNF constraints. Synthesis of a model with DNF constraints on the initial data
can be carried out approximately. In this case, the complexity of such an approximation turns
out to be polynomial. The number of conjunctions in the extracted DNF does not exceed the
number of examples in the original case information.

The proposed research scenario mTSP may be promising for the development of intelligent
multiagent systems of applied routing.

Keywords: multiagent traveling salesman problems (mTSP ), applied routing algorithms, TSP
clustering.

Введение

Интерес к многоагентным адачам маршрутиации на слоных сетх сван с
их широким применением. Это преде всего адачи построени кратчайших марш-
рутов и адачи типа многих коммивоеров (multiagent traveling salesman problems,
mTSP ). В отличие от классической адачи коммивоера в многоагентных адачах
слоной моет быт структура сети и функционалност агентов [1, 2, 4, 7, 12].
Многоагентные модели, как правило, влтс моделми условной псевдобуле-
вой оптимиации в однокритериалной, многокритериалной или игровой постанов-
ках [3, 5, 15]. Матрицы весовых коэффициентов дуг (ребер) сети могут быт общи-
ми дл всех агентов, ментс в процессе решени или быт раными дл кадого
агента (в именщихс услових, с раными предписаними дл агентов и др.)
Рд адач инспирировано новыми технологими, применением БПЛА (дронов) дл
поиска маршрутов или их мониторинга. Ранообраие адач mTSP воникает при
прокладке маршрутов на поверхности с раличными прептствими [10, 11]. В дан-
ной работе ограничиваемс слоными сетми с графовой структурой и гипотеой о
вомоности сниени слоности решени адач многоагентной маршрутиации а
счет построени упрощащих моделей, согласованной с mTSP кластериации (де-
компоиции), применени компоиций точных алгоритмов и метаэвристик [6, 8, 9, 16],
а таке выделение классов полиномиално рарешимых адач типа mTSP . Предло-
енна гипотеа определет раличные сценарии исследовани прикладных адач
многоагентной маршрутиации.
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1. Модели и сценарии исследовани адач прикладной
многоагентной маршрутиации

1.1. В ависимости от обобщений и формалиации mTSP на слоной сети вомоны
раличные сценарии их исследовани. Ваным влетс этап аналиа и упрощени
самой сети, который начинаетс с иучени метрических характеристик сети (см.
рис. 1):

Рис. 1. Характеристики сети mTSP

Алгоритмы, с помощ которых вычислтс параметры (характеристики) се-
ти, свные компоненты, мосты, точки сочленени, висчие мосты и др., влтс
полиномиалными. С их помощ моно упростит исходну сет и более точно
определит набор алгоритмов решени mTSP .

1.2. Модели многоагентной маршрутиации типа mTSP в прикладных адачах на
слоных сетх могут учитыват интеллектуалност, неависимост, коллективну
работу по достиении общей цели, конкурентност, противодействие агентов. Ин-
теллектуалные агенты (ИА) могут равиватс и совершенствоватс, обмениват-
с информацией и исполоват ивлекаемые (априорные, дополнителные, преце-
дентные) нани. При решении адачи в распорении ИА могут находитс одно-
типные агенты нинего уровн с очерченными правилами поведени, аналоги при-
родных агентов (колони муравев, рой пчел, коск рыб, светлчки и др.). Таким
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обраом, естественно воникает этап моделировани интеллектуалного управлени
как агентами-коммивоерами, ИА, так и однотипными агентами нинего уровн.

1.3. Сниение рамерности mTSP . Рассмотрим случай рабивки исходной слоной
сети на кластеры, согласованные со структурой сети и решением TSP индивиду-
алными агентами. В реултате численных экспериментов [6, 8] вывлено, что в
ависимости от структуры сети моно выделит:

1) декларативну кластериаци, котора адает список вершин кадому ком-
мивоеру аранее (учитыватс слоившиес структуры сети и управлени ими);

2) кластериаци в реултате решени линейной адачи о наначении, котора
полиномиално рарешима;

3) K-means кластериаци и ей подобные, применемые дл сниени рамер-
ности (метод главных компонент), агломеративну иерархическу кластериаци;

4) адные алгоритмы кластериации, полиномиалные эвристики;
5) кластериаци с помощ построени минималных рареов;
6) исполование максималных рареов (MAX-CUT, алгоритмы MAX-CUT в

общем случае не влтс полиномиалными) и др. В прилоених воникает необ-
ходимост применени комбинаций алгоритмов и синтеа схем кластериации на бае
всей имещейс информации.

В наиболее простом случае под синтеом алгоритмов кластериации и решени
TSP будем понимат исполование лбого алгоритма кластериации дл получени
началного рабиени исходного графа на подграфы и лбого алгоритма решени
TSP. В общем случае алгоритм выглдит следущим обраом.

Синте алгоритмов кластериации и решени mTSP

1. Дл исходного графа ввести нуное количество кластеров m и их центры.
2. Найти началное рабиение графа на m кластеров с исполованием текущих

центров.
3. Если началное рабиение на текущих центрах окаалос неприемлемым, то

подобрат новые центры (например, с помощ K-means).
4. Переопределит кластеры с помощ механима перебрасывани вершин

(обмен информацией меду агентами).
5. На кадом кластере найти решение локалной TSP.
6. Найти начение целевой функции дл кадого кластера текущего рабиени.
7. Проверит условие сходимости и, если оно не выполнено, вернутс к пункту 4.
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В качестве алгоритма дл началного рабиени подойдет лбой алгоритм кла-
стериации с четкой принадленост вершин. TSP таке моет решатс лбым
ивестным подходщим алгоритмом. Данный синте алгоритмов применим не толко
дл TSP, посколку целевой функцией моет быт целева функци лбой адачи
дискретной оптимиации (ДО) на графах, дл которой необходимо применит кла-
стериаци и дл которой моно сформулироват условие сходимости алгоритма
синтеа.

В программных реалиацих применлс алгоритм баланса нагруки (LBA), на-
начение вершин агентам с процедурой AC2OptGA (см. таке работу [9]).

Рассмотрим реултаты численной реалиации исполуемых алгоритмов и их
модификаций (см. рис. 2, 3). Кроме алгоритмов, непосредственно сванных с чис-
ленным решением адачи маршрутиации типа mTSP , исполутс алгоритмы
кластериации, построени рареов, реоптимиации, в которых учитываетс инфор-
маци о адаче mTSP , т. е. исполуетс компоици алгоритмов (в ависимости от
поступащей информации, в рамках выбранной формалиации модели mTSP ).

а) б)

Рис. 2. Реултат кластериации синтеом: а) K-means в качестве на-
чалного рабиени; б) адным алгоритмом в качестве началного ра-
биени

оптимум муравиный пчелиный рой частиц GA GA мод.
счет: 426 1294.0 1363.7 852.5 968.9 985.9

врем:  70.152 22.348 15.349 40.766 48.11

Оценим поведение алгоритмов на графе bier127 [14] с 127 вершинами.

оптимум муравиный пчелиный рой частиц GA GA мод.
счет: 118282 393942 567855.2 386457 436889 433728

врем:  417.4 55.1 375.3 170.9 186.4
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а) б)

Рис. 3. Реултат кластериации синтеом: а) K-means в качестве на-
чалного рабиени; б) адным алгоритмом в качестве началного ра-
биени

Как видно, стандартные, не оптимиированные под адачу алгоритмы не прибли-
атс к оптималному реултату, к тому е, серено терт в скорости работы
при увеличении рамера графа.

Полус достаточно болшим числом агентов нинего уровн, муравиный
(150 агентов, 80 итераций) и алгоритм ро частиц (450 агентов, 1200 итераций), хот
и покаыват несколко лучший реултат в сравнении с пчелиным и GA, но работа-
т горадо медленнее. В тое врем пчелиный и GA покаыват лучший реултат
по времени, но худший по длине маршрута при достаточно болшом числе агентов
(пчелиный  550 агентов и 820 итераций, GA  150 агентов, 1000 итераций). Случай-
ност началной выборки в пчелином и GA алгоритмах не поволт суит област
поиска и обнаруит дае локалный минимум в скол-нибуд короткие сроки, вви-
ду огромного числа решений.

Выбираетс многоагентный (МА) адный алгоритм в качестве началной выбор-
ки дл пчелиного и GA. Исполутс именно эти алгоритмы в виду адекватности
их скорости работы. Реултаты средние а 10 тестов.

оптимум пчелиный + МА адный GA + МА адный
счет: 118282 130982.7 134458.9

врем:  29.156 11.786

Оптимиаци началной выборки поволет начително сократит атраты па-
мти и ресурсов на увеличение рамеров популции пчел/особей и количества ите-
раций. Как следствие, работа алгоритмов ускорилас при начителном улучшении
качества реултата.
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Раделим граф на две части с помощ находени максималного рареа.
Реултаты средние а 10 тестов.

оптимум пчелиный + МА адный GA + МА адный
счет1: 118282 103741.4 104098.2

врем1:  14.969 3.5
счет2:  91881.3 92243

врем2:  14.8 3.528
сумма:  195622.7 196341.2

В библиотеке TSLIB [13, 14] содеритс баа тестовых примеров дл адачи
коммивоера. Кадый блок тестовых данных содерит в себе список двумерных
координат. С помощ этого списка моно построит решение адачи коммивое-
ра своими методами и сравнит с оптималным решением, которое таке входит в
состав тестового примера.

На первом этапе было выбрано несколко тестовых примеров графов неболшой
рамерности, соответствущих кластеру слоной сети, и проведен численный экспе-
римент с помощ реалиованных алгоритмов. Реултаты приведены в табл. 1 [6].

Таблица 1. Реултаты работы алгоритмов.

dj38 eil51 qa194

Муравиный Найденное решение 7451 572 11657
атраченное врем, сек 223 328 23147

Генетический Найденное решение 7895 559 11367
атраченное врем, сек 156 117 1164

Гибридный Найденное решение 7115 498 10938
атраченное врем, сек 263 448 29234

Имитации отига Найденное решение 7158 441 10506
атраченное врем, сек 15 20 69

Пчелиной колонии Найденное решение 6656 439 11695
атраченное врем, сек 21 26 645

Оптималное решение 6656 430 9352

Программа предусматривает наглдну демонстраци работы алгоритмов, в ко-
торой дл сравнени приводитс иобраение неоптималного проиволного марш-
рута на графе и отобраение маршрута, найденного в процессе работы конкретного
алгоритма. Например, на рис. 4–6 покааны реултаты применени алгоритма ими-
тации отига (одного и представленных в табл. 1).
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Рис. 4. dj38 после применени алгоритма имитации отига

Рис. 5. eil51 после применени алгоритма имитации отига

Рис. 6. Решение алгоритмом имитации отига qa194

2. Модели mTSP и алгоритмы решени

2.1. В работах [2–5, 8] рассмотрены модели многоагентной маршрутиации mTSP в
виде моделей псевдобулевой условной оптимиации, в частности, с динктивными
ограниченими. Дл модели mTSP с ДНФ ограничением существут полиномиал-
ные алгоритмы решени. Покаано, что к такой форме моет быт сведена лба
mTSP , аписанна в виде линейной адачи псевдобулевой условной оптимиации, но
такое сведение моет быт экспоненциалным. Естественно, что дл конкретной си-
туации формулироват услови в виде ДНФ ограничений предпочтителнее. Така
формалиаци вомона при наличии прецедентной информации.
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Другой способ сниени рамерности (слоности) состоит в согласовании с
маршрутами декомпоиции исходной адачи mTSP или кластериации mTSP на ин-
дивидуалные кластеры дл кадого коммивоера (см. радел 1). В прикладных
адачах mTSP вомоно упрощение адачи. В работе автора [1] описан обобщенный
алгоритм, в котором исходной сети ставитс в соответствие более проста сет, на
которой исходна адача mTSP становитс полиномиално рарешимой.

Алгоритм прикладной маршрутиации на приведенных сетх

Вход: исходный граф G(V, U) и весова матрица C.

Выход: приблиенное решение адачи на графе G(V, U).

1. адат граф G(V, U) и весову матрицу C.

2. Найти преобраование ρ : C → L, т. е. по матрице C построит матрицу L с
элементами lij ≥ 0, (i, j) ∈ U .

3. Учест априорну информаци, апреты и предписани; преобраоват мат-
рицу L в матрицу L̃, учитыващу данну информаци.

4. Провести анали и упрощение матрицы L̃ (метрические характеристики;
структурные составлщие: мосты, сочленени, висчие вершины; необходимост
кластериации), сформироват упрощенну матрицу ˜̃L.

5. Дл упрощенной матрицы ˜̃L решит адачу mTSP .
6. Построит обратное соответствие ˜̃L → L̃ → C и получит вариант решени,

проверит на соответствие.
7. Предвит приблиенное решение исходной адачи mTSP .

Например, когда аданы координаты вершин и вместо исходного расстони ме-
ду вершинами lij ставитс в соответствие расстоние по прмой l̃ij меду верши-
нами i и j (адача облета, проекци исходной сети на плоскост). Подобна адача
mTSPD воникает самостотелно в случае исполовани агентом-коммивоером
передвигащихс по сети БПЛА (беспилотный летащий аппарат, дрон). В отличие
от агентов БПЛА могут не привыватс к депо, а находит амкнутые маршру-
ты, начина с лбой удобной вершины (как депо). Сформулируем mTSPD в форме
псевдобулевого программировани.
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2.2. Пуст адано n вершин и m агентов (дронов). Будем исполоват трехиндекс-
ну апис

xijk =


1, если агент k посещает вершину j после i,
0, иначе.

(1)

min
xk

z, (2)

n

i=1

n

j=1

cij0xij0 ≤ z, (3)

n

i=1

n

j=1

cij1xij1 ≤ z, (4)

...
n

i=1

n

j=1

cijmxijm ≤ z, (5)

n

i=1

m

k=1

xijk = 1, j = 1, . . . , n, (6)

n

i=1

xisk −
n

j=1

xsjk = 0, k = 1, . . . ,m, s = 1, . . . , n, (7)

n

j=1

xijk = 1, k = 1, . . . ,m, (8)

ui − uj + n
m

k=1

xijk ≤ n− 1, ∀i ∕= j ∕= 1, (9)

xijk ∈ {0, 1}, ∀i, j, k. (10)

Обычно в mTSP минимиируетс общий пут (вес) или общее врем в пути. В (2)
минимиируетс виртуална переменна z, (3)–(5) максималный (минималный)
пут кадого агента не превосходт z. Условие (6) оначает проходение вершин
толко один ра; (8)  толко один выход и вершины лбым агентом в лбу дру-
гу вершину; (9)  условие ликвидации субтуров (eliminating sub-tours).

В случае, когда кадый агент минимиирует свой пут, приходим к многокри-
териалной адаче mTSP

n

i=1

n

j=1

cijkxijk → min (11)
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с условими (5)–(10). В случае общего минималного веса получаем однокритери-
алну модел mTSP

m

k=1

n

i=1

n

j=1

cijkxijk → min (12)

с условими (5)–(10). Матрицы весов Ck, k = 1,m в общем случае раные. В част-
ности они выделт мноества вершин Vk, k = 1,m дл кадого агента. Мно-
ества Vk могут быт предписаны или находитс в реултате кластериации. В
раделе 1.3 кластериаци проведена дл всех агентов, т. е. дл общей матрицы
C = {cij, i, j = 1, n}. В ависимости от согласовани с решением агентной TSP на
кадом кластере, мноество вершин Vk менетс (перебрасывание вершин, обмен
информацией меду коммивоерами). Ограниченим (5)–(10) моно поставит в
соответствие логическу систему продукций, т. е. аменит условие одним ограни-
чением в виде ДНФ представлени. Такое сведение приводит к полиномиално ра-
решимой mTSP с ДНФ условием [5].

аклчение

Представленные сценарии решени многоагентных адач маршрутиации баи-
рутс на выборе подходщих моделей исходных прикладных адач, их упрощении
и компромиссных постановках. Упрощение исходной адачи предполагает анали ис-
ходной слоной сети с вывлением структуры (мосты, точки сочленени, висчие
вершины и т. п.) дл чего исполутс полиномиалные алгоритмы. А таке ис-
полование полиномиалных и эвристических алгоритмов решени TSP кадым
агентом в рамках упрощенных моделей, кластериации и согласовани кластери-
ации с TSP на кадом кластере. Подход применим дл инфраструктурной много-
агентной маршрутиации, иерархической mTSP , сочетани раличных агентов (дро-
нов и коммивоеров) и раработки мултиагентных систем маршрутиации
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Interval estimation of nonlinear parametric regression in a passive
experiment.

Getmanskaya I. V.

Abstract. The paper presents a method for constructing point and interval estimates of
the regression coefficient (RC) of nonlinear regression in a passive, in a certain sense, experiment.
Passivity is understood through the role of the experimenter regarding the content of the initial
data. The role is passive and does not affect the method of collecting information. The initial
data for the experimenter is an unchangeable given.

The initial evaluation data are the observed realizations of RC (RRC), which are the result
of solving the inverse problem: finding the RC parameter of the regression function from the
measured values of its dependent and independent variables without taking into account errors.

A multilevel point estimate is constructed as the average of sequentially nested subsets
of the set of RRCs, which are formed based on approximations of numerical characteristics
(mathematical expectation and variance) RRC of varying degrees of accuracy. Approximation
formulas were found earlier. The accuracy of the point estimation increases simultaneously with
the strictness of the conditions for the possibility of approximations. At the same time, for the
roughest and most accurate estimates, the approximations of the variances coincide with the
accuracy of the approximation, which is a sign of non-randomness of the estimates. They are a
classical approximation of known accuracy. As a result, it becomes possible to construct a reliable
interval covering the true value of the RC.

The paper presents the results of a numerical (simulation) experiment of two nonlinear
relative to the estimated parameter and an independent regression variable. One experiment
differs from another: 1) the model value of the RC, 2) the intervals of setting the area of definition
of the function (its independent variable), 3) the magnitude of the standard deviation of the
random component of the model, 4) the amount of initial data. As a result, the properties of
the functions change. In some experiments, the values of derived functions for the estimated
parameter are greater than one, which is a sign of significant nonlinearity of the function, in
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others they are less than one or close to zero, which is a sign of the internal linearity of the
function relative to the estimated parameter.

The evaluation results are consistent with the theoretical justifications of the assessments.
If the conditions for the formation of subsets of the RRC set are met, the true values of the
RC are reliably covered by an interval determined by the first and third degrees of the standard
deviation of the random component of the model.

With the increase in the number of initial evaluation data, the accuracy of the result increases,
which is consistent with the previously proven consistency of the estimates.

In a passive experiment, it is possible to optimize point and interval estimation based on the
average sample characteristics of the initial evaluation data.

The evaluation of the RC is carried out without relying on the distribution law of the random
component of the model, which refers the evaluation method to the “robust” method.

Keywords: regression, regression coefficient, nonlinear, point, interval, consistent and
effective estimation, mathematical expectation, variance, standard deviation, average numerical
characteristics of a random variable.regression, regression coefficient, nonlinear, point, interval,
consistent and effective estimation, mathematical expectation, variance, standard deviation,
average numerical characteristics of a random variable.

Введение

Современное состоние научно технического прогресса (искусственный интел-
лект и робототехника, покорение космоса и цифровиаци, комптерные и нано
технологии и т. д.) было бы невомоно бе математических моделей предметов ис-
следовани: влений природы или процессов химических, фиических, биологиче-
ских, социалных, экономических . . .

Математическа модел, как правило, это функционална ависимост количе-
ственных характеристик исследуемого влени. В сви с неучтёнными факторами
или ошибками имерений в модел вност случайну составлщу, и строитс она
в веротностной схеме постановки адачи, а уточнетс и исполуетс методами
математической и прикладной статистики.

Адекватна функционална модел поволет решат адачи двух типов:
1) строит научные прогноы о начених ависимой переменной по наченим неа-
висимых; 2) оцениват параметры модели дл её уточнени по имеренным начени-
м ависимой и неависимых переменных.
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К методам содание моделей отностс методы дифференциалного и интеграл-
ного исчислени, реултатами которых становитс функционална модел, ача-
сту, нелинейна относително, как неависимых аргументов, так и оцениваемых
параметров.

Традиционные методы решени адач второго типа: во-первых, баирутс на
аконы распределени случайных составлщих модел, во-вторых, если модел
нелинейна, то линеариут её. Поэтому, дл предполагаемого акона распределени
случайных составлщих необходима проверка гипоте относително этого акона.
Будет ли реултат проверки полоителным, неивестно. Ест веротност того,
что этот процесс будет долгим. Линеариаци нелинейной модели уводит исследова-
ни от истины.

Предлагаемый метод решени адачи второго типа предполагает ивестными
толко основные числовые характеристики случайных составлщих, оценит ко-
торые моно средневыборочными исходных данных. А нелинейна модел при этом
не линеариуетс, а начит, не искааетс.

1. Реалиации регрессионного коэффициента

Реалиаци регрессионного коэффициента (РРК) рассматриваетс [1], в качестве
началного приблиени итерационного метода Гаусса оценивани параметров ре-
грессионной модели. В регулриованном методе наименших квадратов [2], оценива-
щих параметры многопараметрической линейной по параметрам многофакторной
модели, исполуетс наблдени параметров, которые в нашем обоначении  РРК.
В работах [3–5] составлщие точечного нелинейного оценивани однопараметриче-
ской парной регрессии таке влтс РРК. Их поиск осуществлетс в следущей
постановке адачи.

Чтобы установит св меду ависимой Y ∈ Υ ⊂ ℜ и неависимой переменной
x ∈ ℵ ⊂ ℜ, в предполоении того, что Y имеет случайный раброс, вомона
модел [6, С. 282] ависимости переменных

Y = r(x) + ε. (1)

дес ε ∈ ℜ  cлучайна ошибка, r(x)  регресси, котора по определени моде-
ли [6, С. 283]  условное математическое оидание

r(x) = E[Y/x]

случайной величины Y, при условии, что x принимает неслучайное (детерминиро-
ванное) начение. В общем случае x моет быт случайной.
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И определени r(x) и (1) следует, что

E[ε/x] = E[ε] = 0. (2)

Если вид регрессии r(x) = r(x, θ) определён с точност до неивестного пара-
метра θ ∈ ℜ, то функци r(x, θ) наыват параметрической регрессией, а параметр
θ  регрессионным коэффициентом (РК). Наблдаемое в i-м эксперименте наче-
ние yi величины Y наыват откликом при аданном начении фактора xi ∈ ℜ, где
yi = (r(xi) + i) ∈ ℜ, i  начение ε.

Согласно (2) величина ε центрированна. Допустим, что она равноточна с дис-
персией

V ar[ε/x] = V ar[ε] = σ2.

В перечисленных услових адача регрессионного аналиа  это оценка неи-
вестного начени РК θ по n неависимым наблденим (xi, yi), i = 1, n отклика и
фактора.

Предполоим, что в своих областх определени одноначные функции
y = r(x, θ) и θ = θ(x, y) двады дифференцируемы по θ перва и по y втора,
где функци θ = θ(x, y) невно адана уравнением y − r(x, θ) = 0

θ = θ(x, y) = r−1(x, y). (3)

Обоначим:

• S  област определени функции θ = θ(x, y) : S = {(x, y) ∈ ℵ ×Υ} ⊂ ℜ2;

• Θ  област допустимых начений функции θ = θ(x, y) : S θ(x,y)>Θ ⊂ ℜ;
• A = {(x, y) ∈ ℵ × Υ : |y − Y (x)| = || ≤ 1} ⊂ ℜ2, где   начение ε,
Y (x) = r(x, θ)  уравнение линии уровн [9], при истинном начении θ, поверх-
ности, аданной в декартовой системе координат Oxyθ функцией θ = θ(x, y);

• H  мноество исходных данных оценивани:
H = {(xi, yi) : (xi, yi) ∈ ℵ ×Υ},|H| = n;

• С  мноество РРК (реалиаций РК): H


A


S θ(xi,yi)> C ⊂ Θ,

C = {θ∗i = θ(xi, yi)}, |C| = m, (m ≤ n).

РРК  начени акономерной функции θ∗i = θ(xi, yi) от начений случайного
аргумента  начени случайной величины [6].

В работах [3, 4] найденные приблиени основных числовых характеристик (ЧХ)
РРК (математического оидани и дисперсии) представлены в виде докаанных тео-
рем. Вывод этих теорем воспроиведём в следущем виде.

Если (xi, θ) ∈ ℵ ×Θ ⊂ ℜ2 : (xi, yi) ∈ H


S


A, то ∀ θ∗i ∈ C:
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I. С точност o(1)
E[θ∗i ] = θ,

V ar[θ∗i ] = o(1);

II. Если ∃ q : 0 < q < ∞ и
|r′θ(xi, θ)| ≥ q (4)

то, с точност o(i)

E[θ∗i ] = θ

и с точност o(2i )

V ar[θ∗i ] =
σ2

(r′θ(xi, θ))2
;

III. Если выполнетс (4) и 
r′′θθ(xi, θ)

(r′θ(xi, θ))3

 ≤ 2 (5)

то, с точност o(2i )
E[θ∗i ] = θ + w(xi, θ),

V ar[θ∗i ] =
σ2

(r′θ(xi, θ))2
, (6)

где

w(xi, θ) = −σ2 · r′′θθ(xi, θ)

(r′θ(xi, θ))3
= wi, (7)

С уесточением условий применимости приблиений ЧХ θ∗i ∈ C повышаетс
пордок точности этих приблиений. В активном эксперименте моно подобрат
диапаон имеремых начений фактора так, чтобы реултат был с оценкой более
высокой точности. В пассивном эксперименте имерени начений фактора и откли-
ка это неименна данност, поэтому оптимиаци оценивани в нём моно осу-
ществит формированием оценок, согласно выполненным условим применимости
приблиений ЧХ РРК.

В работе [5] найдена оценка бесконечно малой o(εk)
o(εk)

 ≤ σk+1, (8)

где |ε| < 1.

2. Точечна оценка регрессионного коэффициента

Определим мноества B1, B,B0, C1, G,Go следущим обраом:

• B1  мноество точек (xi, yi), в которых выполнетс условие (4),

B1 = {(xi, yi) : ((xi, yi) ∈ H


S


A) ∧ (|r′θ(xi, θ)| ≥ q), 0 < q < ∞};
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• B  мноество точек (xi, yi), в которых выполнтс услови (4) и (5),

B = {(xi, yi) : ((xi, yi) ∈ B1)∧

r′′θθ(xi, θ)

(r′θ(xi, θ))3

 ≤ 2};

• B0  мноество точек (xi, yi), в которых дисперси РРК V ar[θ∗i ] = o(2i ),

B0 = {(xi, yi) : ((xi, yi) ∈ B) ∧ (|r′θ(xi, θ)| ≥


1/σ)};

Согласно (8) услови формировани мноества B0: V ar[θ∗i ] = o(2i ) и
|r′θ(xi, θ)| ≥


1/σ эквивалентны.

• C1  мноество РРК, породённое точками (xi, yi) ∈ B1,

B1
θ(xi,yi)> C1,

C1 = {θ∗i : θ∗i = θ(xi, yi), (xi, yi) ∈ B1},
C1 ⊆ C, |C1| = |B1| = m1, (m1 ≤ m);

• G  мноество несмещённых оценок РК точности o(2i ), породённое точками
(xi, yi) ∈ B,G ⊂ Θ,

B f(xi,yi)> G,

f(xi, yi) = θ(xi, yi)− w(xi, θ),

где w(xi, θ) = wi по формуле (7),

G = {θ̂i : θ̂i = θ∗i − wi, θ
∗
i = θ(xi, yi), (xi, yi) ∈ B},

|G| = |B| = l, (l ≤ m1);

• G0  мноество несмещённых оценок РК точности o(2i ) с приблиённо нуле-
вой дисперсией, породённое точками (xi, yi) ∈ B0, G0 ⊆ G,

B0
f(xi,yi)> G0,

G0 = {θ̂i : θ̂i ⊆ G, (xi, yi) ∈ B0},
|G0| = |B0| = l0, (l0 ≤ l).

Надо имет ввиду то, что так как wi не случайна, а акономерна величина,
то по свойствам дисперсии [6]

V ar[θ̂i] = V ar[θ∗i + wi] = V ar[θ∗i ]. (9)

Таврический вестник информатики и математики, 4 (53)’ 2021



32 И. В. Гетманска

Состотелной оценкой РК θ̃ в мноествах G0 ⊆ G, C1 ⊆ C, породённых эле-
ментами влоенных подмноеств B0 ⊆ B ⊆ B1 ⊆ H


S


A соответственно, вл-
етс:

θ̃ =






¯̂
θ0 = l−1

0


i:θ̂i∈G0

θ̂i, если G0 ∕= ∅,
¯̂
θ = l−1


i:θ̂i∈G θ̂i, если G0 = ∅ ∧G ∕= ∅,

θ̄× = m−1
1


i:θ∗i ∈C1

θ∗i , если G = ∅ ∧ C1 ∕= ∅,

θ̄∗ = m−1


i:θ∗i ∈C
θ∗i , если C1 = ∅ ∧ C ∕= ∅.

(10)

В работах [3, 4] приведены докаателства состотелности оценок ¯̂
θ, θ̄×, θ̄∗ с

точност o(ε2), o(ε), o(1) при l → ∞, m1 → ∞, m → ∞ соответственно.Так как
G0 ⊆ G, то с точност o(ε2)

¯̂
θ0 таке состотелна оценка при l0 → ∞ и не толко.

Она классическое приблиение РК точности o(ε2).

3. Достоверное интервалное оценивание регрессионного
коэффициента

Дисперси оценки θ̄∗ формулы (10), согласно свойствам дисперсии [6]:

V ar[θ̄∗] = V ar



m−1


i:θ∗i ∈C

θ∗i



 = m−2


i:θ∗i ∈C

V ar[θ∗i ].

По оценке (I.) ∀ θ∗i ∈ C V ar[θ∗i ] = o(1) и свойствам бесконечно малых [9] ⇒

m−2


i:θ∗i ∈C

V ar[θ∗i ] = m−2

m

i=1

o(1) =
o(1)

m
= o(1).

Таким обраом, с одной стороны, дисперси V ar[θ̄∗] = o(1), что, в рамках точ-
ности o(1), оначает V ar[θ̄∗] = 0, что, в сво очеред, оначает не случайност, а
акономерност величины θ̄∗. Так как математическое оидание акономерной вели-
чины равно самой величине [6], то E[θ̄∗] = θ̄∗.

С другой стороны, E[θ̄∗] = E

m−1


i:θ∗i ∈C

θ∗i


. Согласно свойствам математиче-

ского оидани [6] и оценкам (I.),

E



m−1


i:θ∗i ∈C

θ∗i



 = m−1


i:θ∗i ∈C

E[θ∗i ] = m−1

m

i=1

θ = θ.

Таким обраом, в рамках точности о(1), θ̄∗ = θ.
И выше скаанного следует, что θ̄∗  приблиение θ точности о(1), котора,

согласно (8), o(1) = o(ε0) ≤ σ. Тем самым, найден интервал радиуса σ с центром в т.
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θ̄∗, достоверно накрыващий истинное начение θ или

P{θ ∈ (θ̄∗ − σ, θ̄∗ + σ)} = 1. (11)

Дисперси оценки ¯̂
θ0 формулы (10), согласно свойствам дисперсии [6]:

V ar[
¯̂
θ0] = V ar



l−1
0



i:θ̂i∈G0

θ̂i



 = l−2
0



i:θ̂i∈G0

V ar[θ̂i].

По услови формировани мноества G0, которое реултат отобраени
f(xi, yi) мноества B0, и по (9), а таке по свойствам бесконечно малых [9]
∀ θ̂i ∈ G0 V ar[θ̂i] = V ar[θ∗i ] = o(2i ) ⇒

l−2
0



i:θ̂i∈G0

V ar[θ̂i] = l−2
0

l0

i=1

o(2i ) = l−2
0

l0

i=1

o(ε2) =
o(ε2)

l0
= o(ε2) ⇒

V ar[
¯̂
θ0] = o(ε2) ⇒ в рамках точности o(ε2) V ar[

¯̂
θ0] = 0 ⇒ акономерност вели-

чины ¯̂
θ0.

Так как математическое оидание акономерной величины равно самой величине
[6], то E[

¯̂
θ0] =

¯̂
θ0, с одной стороны, и с другой стороны, согласно (10) и оценкам (III.),

E[
¯̂
θ0] = E



l−1
0



i:θ̂i∈G0

θ̂i



 = l−1
0



i:θ̂i∈G0

E[θ̂i] = l−1
0

l0

i=1

θ = θ.

Таким обраом, в рамках точности (ε2),
¯̂
θ0 = θ. И чего следует, что ¯̂

θ0  при-
блиение θ точности (ε2), котора, согласно (8), o(ε2) ≤ σ3.

В реултате, интервал радиуса σ3 с центром в т. ¯̂
θ0 достоверно накрывает ис-

тинное начение θ или
P{θ ∈ (

¯̂
θ0 − σ3,

¯̂
θ0 + σ3)} = 1. (12)

4. Численный эксперимент оценивани регрессионного
коэффициента

В таблице 1 [7] приведены реултаты численных экспериментов 1–8 оценивани
параметра θ регрессии вида

y = exp(x3/θ2) (13)

и экспериментов 9–12 параметра µ (θ = µ) модели [8]

s =
g(m̆− m̆0)

6πρµ


t− 1

α
(1− exp(−αt))


. (14)
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описыващей свободное падение в несимаемой Нтоновой идкости вкости µ

сферы радиуса ρ массы m̆. дес m̆0  масса идкости, вытеснемой сферой, s 
расстоние, пройденное сферой а врем t с момента начала двиени, g  ускоре-
ние свободного падени, α = 6πρµ/m̆. Параметры имели фиксированные начени:
ρ = 1, m̆ = 100, m̆0 = 97. Отклик регрессионной модели (14)  s (y=s), а фактор 
t (x=t).

Таблица 1. Параметры и реултаты экспериментов оценивани РК

 экс. (a,b) θ σε σ2
ε σ3

ε n |θ̄∗ − θ| m l0 | ¯̂θ0 − θ| | ¯̂θ0−θ|
|θ̄∗−θ|

1 (0,1, 1,5) 1 0,35 0,123 0,043 8 0,126 6 4 0,028/0,024 5,25
2 (0,1, 1,5) 1 0,52 0,27 0,14 8 0,13 4 3 0,039/0,026 5
3 (0,1, 1,5) 1 0,25 0,063 0,016 8 0,045 7 4 0,002/0,003 15
4 (0,01, 1) 1 0,6 0,36 0,22 10 0,074 5 3 0,096/0,084 0,88
5 (0,05, 5) 4 0,78 0,6 0,47 6 0,26 4 3 0,014/0,011 23,6
6 (0,05, 5) 4 0,95 0,9 0,86 6 0,015 3 3 0,026/0,026 0,58
7 (0,05, 5) 4 0,597 0,356 0,21 6 0,113 4 3 0,001/0,0006 188,3
8 (1, 3) 2 0,64 0,41 0,26 7 0,036 7 5 0,025/0,024 1,5
9 (0,1, 8) 1 0,49 0,25 0,12 11 0,096 7 2 0,088/0,089 1,08
10 (1, 10) 0,7 0,215 0,046 0,0099 9 0,103 7 3 0,003/0,0028 36,7
11 (5, 20) 3 0,35 0,12 0,042 9 0,034 8 4 0,02/0,02 1,7
12 (5, 20) 3 0,29 0,082 0,024 7 0,215 7 2/3 0,07/0,025 8,6

Исходные данные оценивани моделировалис по формуле (1) дл x ∈ (a, b). При
этом, выборка обема n случайной величины ε  генерировалас, как сумма наче-
ний величин равномерного, нормалного и покаателного распределени. Выборка
центрировалас относително средне выборочной

ε̄ =
n

i=1

i/n, ∀ i = 1, n, i = (i − ε̄).

начение дисперсии σ2 величины ε оценивалос исправленной средневыборочной
дисперсией

σ2
ε = (n− 1)−1

n

i=1

2i ,

влщейс состотелной [6] оценкой σ2.

Элементы θ∗i = θ(xi, yi) мноества С находилис решением уравнени (3) отно-
сително θ в области D = [θ− θ/2, θ+ θ/2] предполагаемых начений РК: D∩Θ ∕= ∅.
Дл модели (13) начени

θ∗i = θ(xi, yi) =


x3
i

ln(yi)
,
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област определени которых S = {(x, y) : (x < 0)∧ (y(0, 1))∨ (x ≥ 0)∧ (y > 1)}. Дл
модели (14) уравнение (3) относително θ решалос численным методом половинного
делени.

начени V ar[θ∗i ] и wi по формулам (6) и (7), ависщих от оцениваемого пара-
метра θ, проводилис с приблиением θ ≈ θ̄∗.

Оценка ¯̂
θ0 РК осуществллас одношаговой итерацией, на последнем шаге ко-

торой параметр θ дл вычислени начений V ar[θ∗i ] и wi приблиалс оценкой ¯̂
θ0,

найденной на предыдущем шаге. В таблице 1 приводитс оба реултата итерации в
виде | ¯̂θ0 − θ| абсолтных погрешностей оценки ¯̂

θ0 РК.
Приведённые в таблице 1 реултаты согласутс с обоснованими оценки точ-

ности приблиений дл случа, когда G0 ∕= ∅ и C ∕= ∅.
Услови G0 ∕= ∅ соответствует оценка ¯̂

θ0 формулы (10), дл погрешности кото-
рой, согласно (12), долно выполнтс неравенство

| ¯̂θ0 − θ| = o(ε2) ≤ σ3 ≈ σ3
ε. (15)

Услови C ∕= ∅ соответствует оценка θ̄∗ той е формулы (10), дл которой,
согласно (11), долна выполнтс оценка точности приблиени

|θ̄∗ − θ| = o(1) ≤ σ ≈ σε. (16)

Интервалы (a, b) области определени функции y = r(x, θ) при аданном наче-
нии истинного θ выбиралис так, чтобы выполнлос условие формировани мно-
ества B0, отобраение которого мноество составлщих лучшее приблиение θ,
что вомоно в активном эксперименте.

Оценки точности приблиений параметра θ по формулам (15) и (16) согласутс
с полученной точност во всех экспериментах, кроме одного. В 12-м эксперименте
оценка точности приблиени | ¯̂θ0 − θ| ≤ σ3

ε если и не выполнетс, то с неболшой
погрешност сорамерной σ4

ε. Дл преодолени этого несогласи требуетс повы-
шение точности формул оценивани РК на один пордок, что ведёт к их услонени
и, как следствие, уесточени условий их корректности.

В данной работе представлены реултаты имитации пассивного эксперимента
оценивани РК по формуле (10).

В таблицу 2 сведены параметры и реултаты экспериментов оценивани РК θ

регрессии вида (13) (эксперименты 1–11) и θ = µ регрессии вида (14) (эксперимен-
ты 12–52).

Анали данных таблицы 2 поволет сформулироват следущие выводы.
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Таблица 2. Параметры и реултаты экспериментов оценивани РК

 (a, b) θ σε σ2
ε σ3

ε n/m |θ̄∗ − θ| m1 |θ̄× − θ| l | ¯̂θ − θ| l0 | ¯̂θ0 − θ| |r′θ(xi, θ)|
э. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 (5,20) 50 0.295 0.087 0.026 7/6 6.074 2 0.079 2 0.053 0 - ≈ 0
2 (5,20) 50 0.218 0.048 0.01 7/7 0.83 2 0.019 2 0.023 1 0.111 ≈ 0
3 (5,15) 50 0.689 0.475 0.327 7/6 5.274 0 - 0 - 0 - ≤ 10−1

4 (5,15) 50 0.901 0.812 0.732 7/6 7.313 0 - 0 - 0 - ” - ” - ”
5 (5,15) 50 0.471 0.222 0.105 7/6 4.78 0 - 0 - 0 - ” - ” - ”
6 (1,3) 5 0.29 0.086 0.025 7/5 0.21 0 - 0 - 0 -
7 (1,3) 5 0.497 0.247 0.123 7/6 0.19 1 0.15 0 - 0 -
8 (2,5) 5 0.195 0.038 0.009 7/7 0.01 6 0.016 5 0.002 4 0.009
9 (2,5) 5 0.218 0.048 0.01 7/7 0.0049 6 0.005 5 0.026 4 0.004
10 (2,5) 5 0.69 0.478 0.33 7/6 0.219 4 0.052 4 0.08 4 0.08
11 (2, 5) 5 0.152 0.023 0.003 7/6 1.152 0 - 0 - 0 - (0.01,0.1)
12 (0.1, 3) 1 0.28 0.078 0.022 6/3 0.068 3 0.068 2 0.009
13 (0.1,3) 1 0.243 0.059 0.014 6/2 0.003 0 - 0 - 0 - ≈ 0
14 (0.1,3) 3 0.276 0.077 0.021 7/7 0.116 7 0.116 3 0.012 ≈ 0
15 (0.1,3) 3 0.19 0.036 0.007 7/4 2.124 0 - 0 - 0 - ≤ 10−2

16 (0.1,3) 3 0.196 0.039 0.008 7/2 0.826 0 - 0 - 0 - ≤ 10−10

17 (1,5) 1 0.218 0.048 0.01 5/3 0.149 0 - 0 - 0 - ≈ 0
18 (5,15) 1 0.31 0.098 0.031 5/5 0.041 5 0.041 5 0.031 4 0.014
19 (5,15) 2 0.34 0.12 0.039 5/5 0.11 5 0.11 5 0.13 3 0.024
20 (5,20) 3 0.29 0.085 0.025 7/7 0.041 6 0.041 6 0.034 3 0.02
21 (5,20) 3 0.241 0.058 0.014 7/7 0.07 7 0.07 6 0.013 3 0.012
22 (5,20) 3 0.359 0.129 0.046 7/7 0.142 6 0.013 6 0.008 3 0.04
23 (5,20) 3 0.607 0.368 0.223 7/7 0.051 6 0.03 6 0.087 4 0.047
24 (5,20) 3 0.458 0.21 0.096 7/7 0.175 6 0.087 6 0.051 4 0.043
25 (5,20) 3 0.41 0.167 0.068 7/7 0.048 6 0.077 6 0.1 4 0.014
26 (5,20) 3 0.267 0.071 0.019 7/7 0.024 7 0.024 6 0.065 3 0.033 (0.4, 3.3)

27 (5,20) 3 0.183 0.033 0.006 7/7 0.04 7 0.04 6 0.056 2 0.02 ” - ” - ”
28 (5,20) 3 0.197 0.039 0.008 7/7 0.02 7 0.02 6 0.018 2 0.037 ” - ” - ”
29 (5,20) 3 0.193 0.037 0.007 7/7 0.044 7 0.044 6 0.067 2 0.036 ” - ” - ”
30 (5,20) 3 0.328 0.107 0.035 7/4 0.09 0 - 0 - 0 - ≤ 0.3

Эффективные оценки θ̄∗ и ¯̂
θ0 с приблиённо нулевой дисперсией, построенные

по элементам мноеств C и G0, влтс приблиением точности σε и σ3
ε соответ-

ственно. Несогласие в 17 экспериментах и 52 точности приблиений с их оценками
по формулам (15) и (16) обснетс нарушением услови (4) , а именно, строгой мо-
нотонности по θ функции регрессии r(x, θ) (r′θ(xi, θ) ≇ 0). Неопределённост услови
выывает трудности его проверки. Дл критери (4) |r′θ(xi, θ)| ≥ q было выбрано на-
чение q ≈ 1. Дл всех экспериментов, где выполнетс это условие, оценки точности
приблиений по формулам (15) и (16) согласутс с реултатами оценивани.

Меду тем, при невыполнении услови (4), оптималной в 12-ти экспериментах
и 17, согласно реултатам оценивани, становитс оценка θ̄×.

Оценка точности точечных оценок РК с ненулевой дисперсией предполагает по-
строение доверителных интервалов, накрыващих истинное начение оцениваемого
параметра, с определённой надёност.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2021, 4



Интервалное оценивание нелинейной параметрической регрессии . . . 37

Таблица 2. Продоление

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
31 (5,20) 3 0.203 0.041 0.008 7/6 0.379 3 0.094 2 0.05 0 - (10−5, 0.8)
32 (5,20) 3 0.082 0.006 0.001 7/7 0.006 7 0.006 6 0.009 0 -
33 (5,20) 0.5 0.231 0.053 0.012 7/7 0.009 7 0.009 7 0.006 6 0.004
34 (1,10) 0.7 0.289 0.084 0.024 9/9 0.028 3 0.004 3 0.027 0 - (0.009,1.8)
35 (1,10) 0.7 0.318 0.1 0.032 9/7 0.084 4 0.027 4 0.002 1 0.012 (0.009,2.6)
36 (1,10) 0.5 0.44 0.194 0.0855 9/6 0.048 6 0.048 4 0.016
37 (1,10) 0.5 0.146 0.021 0.003 9/6 0.016 4 0.006 3 0.008 0 - (0.008,2)
38 (1,10) 0.5 0.29 0.084 0.024 9/6 0.033 3 0.011 3 0.031 1 0.038 ” - ” - ” - ”
39 (1,10) 0.5 0.679 0.461 0.313 9/8 0.18 4 0.041 5 0.049 3 0.132 ” - ” - ” - ”
40 (1,10) 0.5 0.32 0.11 0.035 9/6 0.037 3 0.011 3 0.037 1 0.044 ” - ” - ” - ”
41 (3,10) 0.5 0.163 0.027 0.004 9/8 0.011 8 0.011 7 0.023 3 0.02 ” - ” - ” - ”
42 (3,10) 0.5 0.181 0.033 0.006 5/5 0.086 5 0.086 4 0.13 2 0.062 <1 в 1-й т.и 5
43 (4,10) 0.5 0.464 0.215 0.1 5/4 0.002 4 0.002 4 0.055 2 0.007 >1, кроме 1-й т.
44 .(5,10) 0.5 0.244 0.06 0.015 5/5 0.043 5 0.043 0.038 3 0.003
45 (6,10) 0.5 0.49 0.241 0.118 5/5 0.032 5 0.032 5 0.042 5 0.042
46 (6,10) 0.5 0.483 0.233 0.113 5/5 0.028 5 0.028 5 0.038 5 0.038
47 (6,10) 0.5 0.524 0.275 0.144 5/5 0.017 5 0.017 5 0.004 5 0.004
48 (6,10) 0.5 0.399 0.159 0.064 5/5 0.049 5 0.049 5 0.041 4 0.015
49 (6,10) 0.5 0.337 0.114 0.038 5/5 0.016 5 0.016 5 0.022 4 0.013
50 (6,10) 0.5 0.33 0.11 0.036 5/5 0.019 5 0.019 5 0.024 4 0.006
51 (6,10) 0.5 0.14 0.02 0.003 5/5 0.01 5 0.01 5 0.01 0 -
52 (6,10) 0.5 0.226 0.051 0.012 5/5 0.002 5 0.002 5 0.0006 0 -

аклчение

В работе предлоены точечные и интервалные нелинейные оценки РК с испол-
ованием мноества реалиаций РРК в исходных данных эксперимента оценивани.
Подмноества РРК формирутс с помощ полученных ранее приблиений чис-
ловых характеристик РРК раличной точности в раличных услових их выполни-
мости. С уесточением этих условий суаетс оценочный интервал, содеращий
истинное начение РК. Эту акономерност моно исполоват дл оптимиации
оценивани РК в пассивном эксперименте.

Лучшее оценивание РК по предлагаемому методу  эффективна оценка РК
с приблиённо нулевой дисперсией, котора превращаетс в классическое прибли-
ение РК точности, сорамерной кубу среднеквадратичного отклонени отклика.

Если оптималной оценкой РК влетс оценка с ненулевой дисперсией, то точ-
ност оценивани РК моно оценит классическим методом доверителного интер-
вала определённой надёности, что предполагает дополнителные исследовани.

Точност состотелных оценок повышаетс с ростом обёма их составлщих.
Одним и основных условий применимости метода  существенна нелинейност

по оцениваемому параметру функции регрессии.
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Построение метода проводитс бе опоры на аконы распределени погрешно-
стей, что начително расширет класс решаемых методом адач, и относит его
к “робастным” методам прикладной статистики.
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Polar Morse-Smale systems with two saddles on n-sphere.

Zhuzhoma E. V., Medvedev V. S.

Abstract. In the paper, one constructs the examples of polar Morse–Smale systems
(diffeomorphisms and flows) with a sink fixed point, source fixed point and two saddles
fixed points on n-dimensional sphere Sn, n ≥ 3. To prove this result, we construct different
decompositions of the n-dimensional sphere Sn. Moreover, the Morse index of a saddle fixed
point can be any value between 1 and n − 1, and the Morse indexes of the saddles fixed points
are always different. One proves that the unstable manifold of the saddle fixed point with the
biggest Morse index is (transversally) intersected with the stable manifold of another saddle fixed
point.

Keywords: Morse–Smale dynamical system, separatrix, Morse index.

Введение

Ивестно, что простейшими со многих точек рени (нулева энтропи, конечное
мноество неблудащих точек, и т.д.) структурно устойчивыми динамическими
системами на амкнутых многообраих влтс системы Морса–Смейла (основ-
ные определени теории динамических систем см. в книге [9] и оборах [2, 11, 13];
определение системы Морса–Смейла дано в параграфе 1; см. таке оборы [3, 5] о
системах Морса–Смейла). Понтие системы Морса–Смейла воникло под влинием
классической работы Андронова и Понтргина [1], которые ввели понтие грубой
динамической системы с непрерывным временем (поток) на сфере и на компакт-
ной плоской области, диффеоморфной кругу. Основные свойства грубых систем,
полученные в [1], по существу сформировали определение системы Морса–Смейла,
которое ввел Смейл [12] дл проиволной рамерности несущего многообраи.
Смейл [12] докаал, что системы Морса–Смейла (как потоки, так и диффеоморфи-
мы) существут на лбом амкнутом многообраии. В далнейшем многообраи
считатс свными и амкнутыми.
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Ивестно [12, 13], что на лбом амкнутом многообраии система Морса–Смейла
имеет, по крайней мере, одну источникову и одну стокову периодические точки.
Система, имеща ровно одну источникову и ровно одну стокову периодические
орбиты, наываетс полрной. Самой простой системой Морса–Смейла влетс по-
лрный диффеоморфим ровно с двум неподвиными точками, источником и сто-
ком. В этом случае многообраие влетс n-мерной сферой, и динамика такой систе-
мы проста: все орбиты, отличные от неподвиных точек, двиутс от источника к
стоку. Нетрудно покаат, что если диффеоморфим Морса–Смейла не имеет седло-
вых орбит, то он необходимо имеет ровно две неподвиные точки: источник и сток.
Поэтому увеличение числа неподвиных точек или орбит долно сопроводатс
увеличением числа седел.

Ивестно [10] что если на n-мерном амкнутом многообраии Mn адана систе-
ма Морса–Смейла ровно с трем неподвиными точками, то рамерност несуще-
го многообраи моет принимат толко следущие начени n ∈ {2, 4, 8, 16}, и
Mn не гомеоморфно n-мерной сфере. В работе [6] было введено понтие проективно-
подобного многообраи, и докаано, что при n ∈ {2, 8, 16} несущее многообраие Mn

влетс проективно-подобным.
В работе [4] полност описаны амкнутые многообраи, допускащие систе-

мы Морса–Смейла, неблудащее мноество которых содерит ровно одно сед-
ло. Естественным шагом влетс описание многообраий, допускащих системы
Морса–Смейла, неблудащее мноество которых содерит ровно два седла. В
полной общности данна адача еще далека от авершени. На первом этапе есте-
ственно решит вопрос существовании полрных систем Морса–Смейла на n-мерной
сфере Sn. В работе построены примеры полрных систем Морса–Смейла с двум
седлами на n-мерной сфере Sn дл лбого n ≥ 3. Перейдем к илоени основных
реултатов.

Напомним, что гиперболическа точка p ∈ M диффеоморфима f : M → M име-
ет тип (µ, ν), если µ = dimW u(p), ν = dimW s(p) [8]. Индексом Морса µ(p) этой точ-
ки наываетс рамерност ее неустойчивого многообраи, µ(p) = dimW u(p). Пер-
вый реултат стати покаывает, что на Sn существут полрные системы Морса–
Смейла и рассматриваемого класса, при этом индекс Морса одного и седел моет
принимат лбые начени от 1 до n− 1.

Теорема 1. Дл лбых n ≥ 3 и 1 ≤ k ≤ n−2 на n-мерной сфере Sn существует по-
лрна система Морса–Смейла F с четырм неподвиными точками: источни-
ком α, стоком ω и двум седлами σ1, σ2, имещими типы (n−k, k) и (n−k−1, k+1)

соответственно.
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Во всех построенных примерах индексы Морса у седел раличны. Следуща
теорема покаывает, что это не случайно.

Теорема 2. Пуст F  полрна система Морса–Смейла на n-мерной сфере Sn,
n ≥ 3, с неблудащим мноеством, состощим и четырех точек: источником
α, стоком ω и двум седлами σ1, σ2. Тогда индексы Морса седел σ1, σ2 раличны. Бо-
лее того, неустойчивое многообраие седла с болшим индексом Морса пересекаетс
с устойчивым многообраием другого седла.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддерке Российского науч-
ного фонда (РНФ), грант 17-11-01041, кроме докаателства теоремы 2, выполнен-
ного при поддерке лаборатории динамических систем и прилоений НИУ ВШЭ,
грант Министерства науки и высшего обраовани РФ, соглашение  075-15-2019-
1931.

1. Основные определени

Пуст f : Mn → Mn  диффеоморфим амкнутого гладкого n-мерного (n ≥ 1)
многообраи Mn. Напомним, что точка x ∈ Mn наываетс неблудащей, ес-
ли дл лбой ее окрестности U и лбого натуралного числа N0 найдетс n0 ∈ Z
такое, что |n0| ≥ N0 и fn0(U) ∩ U ∕= ∅. Мноество неблудащих точек диффео-
морфима f обоначаетс чере NW (f). Очевидно, периодическа точка влетс
неблудащей. Периодическа точка x0 ∈ Per(f), f q(x0) = x0, наываетс гипер-
болической, если проиводна Df q(x0) : Tx0M

n → Tx0M
n, рассматриваема как ли-

нейное отобраение касателного пространства в себ, не имеет собственных чисел,
равных по модул единице. Дл гиперболической точки x0 существут так наыва-
емые устойчивое W s(x0) и неустойчивое W u(x0) многообраи, которые моно опре-
делит как мноества точек y ∈ Mn таких, что M(f qkx0, f

qky) → 0 при k → +∞
и k → −∞ соответственно, где M  метрика на Mn. аметим, что неустойчивое
многообраие W u(x0) ест устойчивое многообраие относително f−1. Ивестно, что
W s(x0) и W u(x0) гомеоморфны (во внутренней топологии) евклидовым простран-
ствам RdimW s(x0), RdimWu(x0) соответственно, и влтс инективными погруени-
ми последних в Mn

Диффеоморфим f наываетс диффеоморфимом Морса–Смейла, если NW (f)

гиперболическое, состоит и конечного числа периодических точек и инвариантные
многообраи W s(x), W u(y) пересекатс трансверсално (если пересечение не пу-
сто) дл лбых точек x, y ∈ NW (f).

Пуст f : Mn → Mn  диффеоморфим Морса–Смейла. Неподвина гипер-
болическа точка p ∈ NW (f) наываетс улом, если либо dimW s(p) = n (в этом
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случае p влетс стоком), либо dimW u(p) = n (в этом случае p влетс источ-
ником). Гиперболическа неподвина точка σ ∈ NW (f) наываетс седлом, ес-
ли ее устойчивое и неустойчивое многообраи имет ненулеву топологическу
рамерност. Если dimW u(σ) = i, то каду компоненту мноества W u(σ) \ {σ}
будем наыват i-мерной неустойчивой сепаратрисой, а каду компоненту мно-
ества W s(σ) \ {σ} будем наыват (n− i)-мерной устойчивой сепаратрисой. Седло
σ ∈ NW (f) наываетс седлом корамерности один, если одна и его сепаратрис
одномерна. И того, что точка рабивает одномерное евклидово пространство, но
не рабивает евклидово пространство болшей рамерности следует, что одномерное
(устойчивое или неустойчивое) многообраие седловой периодической точки состоит
и самой седловой точки и двух одномерных сепаратрис, а i-мерное многообраие
при i ≥ 2 состоит и седловой точки и одной i-мерной сепаратрисы.

Пуст W τ (σ)  инвариантное многообраие седла σ рамерности i ≥ 1, где τ

оначает символ u или s. Если i ≥ 2, то обоначим чере W τ
sep(σ) сепаратрису седла

σ, принадлеащу W τ (σ). Если i ≥ 2 (то ест, инвариантное многообраие W τ (σ)

одномерное), то W τ
sep(σ) оначает одну и двух сепаратрис, которые при необходимо-

сти мы будем обоначат чере W τ
sep,1(σ), W τ

sep,2(σ). Будем говорит, что сепаратриса
W τ

sep(σ) не имеет гетероклинических пересечений, если она не пересекаетс с други-
ми сепаратрисами. Напомним, что основные понти систем Морса–Смейла моно
таке найти в оборе [3].

2. Докаателство теоремы 1

Дл докаателства теоремы достаточно построит полрный поток Морса–
Смейла, посколку сдвиг на единицу времени вдол траекторий такого потока дает
диффеоморфим Морса–Смейла с аналогичными свойствами. Сперва мы представим
n-мерну сферу в виде специалного обединени и атем, исполу это представ-
ление, построим требуемый поток.

2.1. Ралоени n-мерной сферы. Рассмотрим в евклидовом пространстве Rn+1

с координатами (x1, . . . , xn+1) n-мерну сферу Sn, аданну уравнением

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n + x2

n+1 = 1, n ≥ 3.

афиксируем 1 ≤ k ≤ n− 1, и представим Rn+1 в виде Rn+1 = Rk+1


Rn−k, где Rk+1

определетс равенствами xk+2 = 0, . . ., xn+1 = 0, а Rn−k  равенствами x1 = 0, . . .,
xk+1 = 0.
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Пересечение Sn∩Rk+1 влетс k-мерной сферой Sk
1 ⊂ Sn, адаваемой равенства-

ми
Sk
1 : x2

1 + · · ·+ x2
k+1 = 1, xk+2 = 0, . . . , xn+1 = 0.

Эта сфера ограничивает в Rk+1 амкнутый (k+1)-мерный диск, который мы обона-
чим чере Dk+1

1 .
Аналогично, пересечение Sn∩Rn−k влетс (n−k−1)-мерной сферой Sn−k−1

2 ⊂ Sn,
адаваемой равенствами

Sn−k−1
2 : x1 = 0, . . . , xk+1 = 0, x2

k+2 + · · ·+ x2
n+1 = 1.

Сфера Sn−k−1
2 ограничивает в Rn−k амкнутый (n − k)-мерный диск, который мы

обоначим чере Dn−k
2 .

Рассмотрим n-мерное многообраие Mn
1 , координаты точек которого удовлетво-

рт условим

Mn
1 : x2

1 + · · ·+ x2
k+1 = 1, x2

k+2 + · · ·+ x2
n+1 ≤ 1.

сно, что Mn
1 = Sk

1 × Dn−k
2 . Полоим таке

Mn
2 : x2

1 + · · ·+ x2
k+1 ≤ 1, x2

k+2 + · · ·+ x2
n+1 = 1.

Тогда Mn
2 = Dk+1

1 ×Sn−k−1
2 . Многообраи Mn

1 , Mn
2 имет общу границу ∂Mn

1 = ∂Mn
2

равну их пересечени

Mn
1 ∩Mn

2 = ∂Mn
1 = ∂Mn

2 = Sk
1 × Sn−k−1

2 : x2
1 + · · ·+ x2

k+1 = 1, x2
k+2 + · · ·+ x2

n+1 = 1.

Следущее утвердение покаывает, что n-мерну сферу моно представит в виде
склейки вдол границ двух специалных n-мерных многообраий.

Предлоение 1. Обединение Mn
1 ∪Mn

2 гомеоморфно n-мерной сфере Sn.

Докаателство. Дл проиволной точки p0 = (x1,0, . . . , xn+1,0) ∈ Sn обоначим
чере l0 луч, выходщий и начала координат (0, . . . , 0) ∈ Rn+1 и проходщий чере p0.
Покаем, что l0 пересекает Mn

1 ∪Mn
2 в одной точке. Действително, при увеличении

параметра t ∈ [1;∞) точка pt = (
√
tx1, . . . ,

√
txn+1), начина с точки p0, двиетс по

l0, уход в бесконечност. При этом выраение

wt = (tx1,0)
2 + · · ·+ (txn+1,0)

2 = t2(x2
1 + · · ·+ x2

n+1) =

= (tx1,0)
2 + · · ·+ (txk+1,0)

2 + (txk+2,0)
2 + · · ·+ (txn+1,0)

2,

начина с 1, неограниченно увеличиваетс. Тогда найдетс такое t0 ∈ [1;∞), что
wt > 1 и выполнетс одна и толко и следущих вомоностей

a) (tx1,0)
2 + · · ·+ (txk+1,0)

2 < 1, (txk+2,0)
2 = · · ·+ (txn+1,0)

2 = 1;
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b) (tx1,0)
2 + · · ·+ (txk+1,0)

2 = 1, (txk+2,0)
2 = · · ·+ (txn+1,0)

2 < 1;
c (tx1,0)

2 + · · ·+ (txk+1,0)
2 = 1, (txk+2,0)

2 = · · ·+ (txn+1,0)
2 = 1.

В случае (a) пересечение l0∩Mn
1 ∪Mn

2 состоит и одной точки pt0 , принадлеащей
внутренности многообраи Mn

2 . В случае (b) пересечение l0 ∩Mn
1 ∪Mn

2 состоит и
одной точки pt0 , принадлеащей внутренности многообраи Mn

1 . Наконец, в случае
(c), пересечение l0∩Mn

1 ∪Mn
2 состоит и одной точки pt0 , принадлеащей пересечени

границ многообраий Mn
1 , Mn

2 . Таким обраом, соответствие p0 −→ pt0 определет
отобраение ϑ : Sn → Mn

1 ∪Mn
2 . Аналогичные сообраени покаыват, что суще-

ствует обратное отобраение ϑ−1 : Mn
1 ∪ Mn

2 → Sn. сно, что Mn
1 ∪ Mn

2 влетс
кусочно-линейным многообраием. Отсда и того, что ϑ : Sn → Mn

1 ∪ Mn
2 влет-

с проекцией вдол лучей вытекает, что ϑ влетс гомеоморфимом. Утвердение
докаано. □

Следствие 1. Имет место следущие ралоени n-мерной сферы Sn:

Sn =

S1 × Dn−1


D2 × Sn−2


=


S2 × Dn−2


D3 × Sn−3


= · · · =

=

Sk × Dn−k


Dk+1 × Sn−k−1


= · · · =


Sn−2 × D2


Dn−1 × S1



2.2. Полрный поток с двум седлами. Исполу представление сферы
Sn =


Sk × Dn−k

 
Dk+1 × Sn−k−1


, существущее согласно предлоени 1, постро-

им на Sn кусочно гладкое векторное поле, которое будет адават топологический
поток. Мы будем исполоват обоначени, введенные в предыдущем параграфе.

Сперва на k-мерной сфере Sk
1 = Sn ∩ Rk+1 ададим гладкое векторное поле v1,k,

которое индуцирует на Sk
1 поток с двум гиперболическими состоними равновеси:

источником N1 в точке (1, 0, . . . , 0) и стоком s1 в точке (−1, 0, . . . , 0). Такой поток ино-
гда наыват потоком север-г или источник-сток. Обоначим чере A1(x1, . . . , xk+1),
. . ., Ak+1(x1, . . . , xk+1) координаты пол v1,k. Другими словами,

v1,k(x1, . . . , xk+1) = (A1(x1, . . . , xk+1), . . . , Ak+1(x1, . . . , xk+1)) .

Рассмотрим на Mn
1 = Sk

1 × Dn−k
2 векторное поле

V 1 = (A1(x1, . . . , xk+1), . . . , Ak+1(x1, . . . , xk+1), xk+2, . . . , xn+1) .

Посколку на диске Dn−k
2 векторное поле

vk+1,n+1 = (0, . . . , 0, xk+2, . . . , xn+1)

имеет в начале координат гиперболический источник, то векторное поле V 1 имеет
гиперболический источник α в точке (1, 0, . . . , 0) ∈ Rn+1 и гиперболическое седло σ1
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в точке (−1, 0, . . . , 0) ∈ Rn+1. сно, что геометрически α = N1 и σ1 = s1. Отметим,
что седло σ1 имеет тип (n− k, k). Действително, в силу адани, векторное поле V 1

имеет отталкиващее инвариантное мноество Sk
1, представлщее собой обедине-

ние источника α и устойчивого многообраи W s(σ1) седла σ1. В силу того, что Sk
1

сут репеллер пол V 1, неустойчивое многообраие седла σ1 содерит обра сдвига
диска Dn−k

2 в точку σ1 = (−1, 0 . . . , 0). Таким обраом,

W s(σ1) = Sk
1 \ {α} : x2

1 + · · ·+ x2
k+1 = 1, xk+2 = 0, . . . , xn+1 = 0, x1 ∕= 1

част W u(σ1) : x1 = −1, x2 = 0, . . . , xk+1 = 0, x2
k+2 + · · ·+ x2

n+1 ≤ 1.

Так как векторное поле vk+1,n+1 на границе ∂Dn−k
2 мноества Dn−k

2 направлено нару-
у и трансверсално границе, то векторное поле V 1 на границе ∂Mn

1 = Sk
1 × Sn−k−1

2

мноества Mn
1 = Sk

1 ×Dn−k
2 таке направлено наруу многообраи Mn

1 и трансвер-
сално границе.

Тепер построим аналогичным обраом векторное поле V 2 на Mn
2 = Dk+1

1 ×Sn−k−1
2

с той лиш раницей, что инвариантное мноество {0}× Sn−k−1
2 ⊂ Mn

2 будет прит-
гиващим. На (n−k−1)-мерной сфере Sn−k−1

2 ⊂ Sn ададим гладкое векторное поле
w2,k+1, которое индуцирует на Sn−k−1

2 поток с двум гиперболическими состоними
равновеси: источником s2 в точке (0, . . . , 0, 1) и стоком l2 в точке (0, . . . , 0,−1). Обо-
начим чере Bk+2(xk+2, . . . , xn+1), . . ., Bn+1(xk+2, . . . , xn+1) координаты пол w2,k+1.
Другими словами,

w2,k+1(xk+2, . . . , xn+1) = (Bk+2(xk+2, . . . , xn+1), . . . , Bn+1(xk+2, . . . , xn+1)) .

Рассмотрим на Mn
2 = Dk+1

1 × Sn−k−1
2 векторное поле

V 2 = (−x1, . . . ,−xk+1, Bk+2(xk+2, . . . , xn+1), . . . , Bn+1(xk+2, . . . , xn+1)) .

Посколку на диске Dk+1
1 векторное поле

vk+1,n+1 = (−x1, . . . ,−xk+1, 0, . . . , 0)

имеет в начале координат гиперболический сток, то векторное поле V 2 имеет гипер-
болическое седло σ2 в точке (0, . . . , 0, 1) и гиперболический сток ω в точке (0, . . . ,−1).
сно, что геометрически σ2 = s2 и ω = l2. Отметим, что седло σ2 имеет тип
(n − k − 1, k + 1). Действително, в силу адани, векторное поле V 2 притгива-
щее инвариантное мноество Sn−k−1

2 , представлщее собой обединение стока ω

и неустойчивого многообраи W u(σ2) седла σ2. В силу того, что Sn−k−1
2 сут аттрак-

тор пол V 2, устойчивое многообраие седла σ2 содерит обра сдвига диска Dk+1
1 в

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2021, 4



Полрные системы Морса–Смейла с двум седлами на n-мерной сфере 47

точку σ2 = (0 . . . , 0, 1). Таким обраом,

W u(σ2) = Sn−k−1
2 \ {ω} : x1 = 0, . . . , xk+1 = 0, x2

k+2 + · · ·+ x2
n+1 = 1

част W s(σ2) : x2
1 + · · ·+ x2

k+1 ≤ 1, xk+2 = 0, . . . , xn = 0, xn+1 = 1.

Так как векторное поле vk+1,n+1 на границе ∂Dk+1
1 мноества Dk+1

1 направлено внутр
и трансверсално границе, то векторное поле V 2 на границе ∂Mn

2 = Sk
1 ×Sn−k−1

2 мно-
ества Mn

2 = Dk+1
1 × Sn−k−1

2 таке направлено внутр многообраи Mn
2 и трансвер-

сално границе.
Посколку векторное поле V 1 на общей границе ∂Mn

1 = ∂Mn
2 = Sk

1 × Sn−k−1
2

направлено трансверсално границе наруу Mn
1 (то ест и Mn

1 внутр Mn
2 ), а век-

торное поле V 2 на этой общей границе направлено трансверсално границе и Mn
1

внутр Mn
2 , то и предлоени 1 следует, что векторные пол V 1 и V 2 обраут

кусочно гладкое векторное поле V на n-мерной сфере Sn. Нетрудно проверит, что
интегралные кривые пол V обладат свойством единственности и существовани
(то ест, проходт чере каду точку сферы Sn. Векторные пол такого типа ино-
гда наыват сшитыми полми (соответственно говорт о сшитых потоках).

Таким обраом, мы построили полрное векторное поле с четырм гиперболиче-
скими состоними равновеси: источником α в точке (1, 0, . . . , 0), стоком ω в точке
(0, . . . , 0,−1) и седлами σ1, σ2 в точках (−1, 0, . . . , 0), (0, . . . , 0, 1) соответственно. От-
метим, что седла σ1 и σ2 имет раный топологический индекс

ind(σ1) = (−1)n−k, ind(σ2) = (−1)n−k−1

посколку числа n − k, n − k − 1 раной четности (нечетности). Нетрудно видет,
что инвариантные многообраи W s(σ1), W u(σ2) не пересекатс. Непосредствен-
но проверетс, что части W u(σ1) ∩ Mn

1 , W s(σ2) ∩ Mn
2 инвариантных многообраий

W u(σ1), W s(σ2), леащие в Mn
1 и Mn

2 соответственно, пересекатс в одной точке
(−1, 0, . . . , 0, 1). Поэтому пересечение W u(σ1) ∩ W s(σ2) непусто и состоит и инте-
гралной кривой векторного пол V , проходщей чере точку (−1, 0, . . . , 0, 1).

Тепер моно вт трубчату окрестност общей границы Sk
1 × Sn−k−1

2 с транс-
версалными пол V граничными компонентами и сгладит V в трубчатой окрест-
ности, сохранив V вне этой окрестности. Тогда мы получим гладкое полрное век-
торное поле Морса–Смейла с четырм гиперболическими состоними равновеси
на сфере Sn. Это построение авершает докаателство теоремы 1.
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3. Докаателство теоремы 2

Мы докаем эту теорему толко дл диффеоморфима Морса–Смейла, так как
это влечет нуный реултат дл потока Морса–Смейла. Дл удобства читател, мы
раобем докаателство теоремы на рд утвердений, и которых вытекает требу-
емый реултат.

Напомним некоторые определени и факты. Пуст f : M → M  диффео-
морфим амкнутого многообраи M , и p ∈ M  неподвина гиперболиче-
ска точка диффеоморфима f . Индекс Кронекера–Пуанкаре точки p ест число
Indp(f) = (−1)dimWu(p)∆, где ∆ сут +1 или −1 в ависимости от того сохранет
или менет ориентаци отобраение f |Wu(p). Если ∆ = 1, то Indp(f) совпадает с то-
пологическим индексом. В далнейшем дл простоты мы будем всегда считат, что
f и все f |Wu(p), p ∈ Fix (f), сохрант ориентаци. Обоначим чере tr (f∗k) след
(линейного) отобраени f∗k : Hk(M,R), которое индуцируетс диффеоморфимом
f в k-мерной группе гомологий Hk(M,R) = Hk(M), 0 ≤ k ≤ dimM . Если мноество
Fix (f) неподвиных точек диффеоморфима f состоит и гиперболических точек,
то дл такого диффеоморфима имеет место следуща формула Лефшеца

dimM

k=0

(−1)ktr (f∗k) =


p∈Fix (f)

Indp(f).

Посколку дл n-мерной сферы Sn имеем H0(Sn) = Hn(Sn) = 1, Hk(Sn) = 0,
1 ≤ k ≤ n− 1, то формула Лефшеца дл диффеоморфима Морса–Смейла сферы Sn

принимает следущий вид:

1 + (−1)n =


p∈Fix (f)

Indp(f). (1)

Ивестно, что сохранщий ориентаци диффеоморфим Морса–Смейла ком-
пактного многообраи имеет хот бы один сток и источник. Обоначим чере αf и
ωf выделенные (некоторым обраом) источник и сток соответственно диффеомор-
фима f . сно, что Indα(f) = (−1)n, Indω(f) = 1. Тогда и (1) получаем



p∈Fix (f)−(αf∪ωf )

Indp(f) = 0. (2)

Обоначим чере MS(Sn, 4) мноество диффеоморфимов Морса–Смейла с че-
тырм неподвиными точками. Чере MSµ1,µ2(Sn, 4) обоначим подмноество
MS(Sn, 4), состощее и диффеоморфимов с одним источником α, одним стоком
ω и двум седлами с индексами Морса µi, i = 1, 2.
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Лемма 1. Имеет место неравенство µ1 ∕= µ2.

Докаателство. Дл диффеоморфима f ∈ MSµ1,µ2(Sn, 4) формула (2) принимает
вид

(−1)µ1 + (−1)µ2 = 0. (3)

Как следствие получаем, что седла долны имет раный индекс Морса. □

Ние, дл определенности мы будем всегда считат µ1 < µ2. Обоначим седло с
индексом Морса µi чере σi.

Ивестно [13], что многообраие ест обединение попарно непересекащихс
устойчивых (неустойчивых) многообраий неблудащих гиперболических точек.
Учитыва, что W s(α) = α и W u(ω) = ω, получаем следущие равенства дл диф-
феоморфима f ∈ MSµ1,µ2Sn, 4):

Sn = W s(σ1) ∪W s(ω) ∪W s(σ2) ∪ α, (4)

Sn = W u(σ1) ∪W u(α) ∪W u(σ2) ∪ ω (5)

Лемма 2. Если f ∈ MSµ1,µ2(Sn, 4), то имет место следущие вклчени:

W u(σ1)− σ1 ⊂ W s(ω), W s(σ2)− σ2 ⊂ W u(α).

Докаателство. В силу (4), мноество W u(σ1) − σ1 долно принадлеат
W s(ω)∪W s(σ2), так как диффеоморфим Морса–Смейла не имеет гомоклинических
пересечений. И структурной устойчивости диффеоморфима Морса–Смейла следу-
ет, что W u(σ1) не моет пересекатс с W s(σ2), посколку пересечение долно быт
трансверсалным, но многообраие W u(σ1) µ1-мерное, а W s(σ2)  (n− µ2)-мерное и
µ1 + (n− µ2) < n. Отсда вытекает первое вклчение W u(σ1)− σ1 ⊂ W s(ω). Второе
вклчение докаываетс аналогично. □

Следствие 2. Если f ∈ MSµ1,µ2(Sn, 4), то Sµ1
ω

def
= W u(σ1) ∪ ω ест топологически

влоенна µ1-мерна сфера, а Sn−µ2
α

def
= W s(σ2) ∪ α  топологически влоенна

(n− µ2)-мерна сфера.

Лемма 3. Если f ∈ MSµ1,µ2(Sn, 4), то пересечение W s(σ1) ∩ W u(σ2) непустое и
содерит по крайней мере одно некомпактное гетероклиническое подмногообраие,
содеращее в своем амыкании седла σ1, σ2.

Докаателство. Вомем в (n−µ1)-мерном многообраии W s(σ1) (n−µ1−1)-мерну
гладку сферу Sn−µ1−1

1 таку, что f(Sn−µ1−1
1 ) ∩ Sn−µ1−1

1 ∅, и Sn−µ1−1
1 ограничивает в

W s(σ1) (n−µ1)-шар (обоначим его чере B) с точкой σ1 внутри. Так как диффеомор-
фим Морса–Смейла не имеет гомоклинических точек, то сфера Sµ1

ω пересекаетс с
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B ровно в одной точке σ1. Поэтому коэффициент ацеплени Sµ1
ω с (n−µ1−1)-мерной

сферой Sn−µ1−1
1 равен +1 или −1 (в ависимости от выбора ориентации). Дл дока-

ателства леммы достаточно покаат, что каку бы сферу Sn−µ1−1
1 с укаанными

выше свойствами ни вт, она долна пересекатс с W u(σ2).
Предполоим, что существует Sn−µ1−1

1 така, что Sn−µ1−1
1 ∩ W u(σ2) = ∅. Тогда,

согласно (5), Sn−µ1−1
1 ⊂ W u(α). Ивестно [13], что неустойчивое многообраие W u(α)

источника диффеоморфно Rn. И µ1 < µ2 вытекает, что µ ∕= n−1. Поэтому (n−µ1−1)-
мерна группа гомологий многообраи W u(α) равна нул, Hn−µ1−1(W

u(α)) = 0, так
как n−µ1−1 ∕= 0. Следователно, Sn−µ1−1

1 гомологична неауленной топологически
влоенной сфере, скаем Sn−µ1−1

2 ⊂ W u(α), на котору моно натнут (n − µ1)-
шар, леащий в W u(α). Но посколку Sµ1

ω = W u(σ1)∪ω и W u(α) не пересекатс, то
коэффициент ацеплени Sµ1

ω с Sn−µ1−1
2 равен нул. Так как коэффициент ацеплени

не менетс при переходе к гомологическим сферам [7], стр. 152, то коэффициент
ацеплени Sµ1

ω с Sn−µ1−1
1 таке равен нул. Полученное противоречие докаывает

лемму. □
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Investigation of the stability of rotation of a rigid body on a flexible
rod.

Kubyshkin E. P., Pahomov A. I.

Abstract. The stability of rotation of a symmetrical rigid body on a vertical flexible rod
(shaft) is investigated. Both ends of the shaft are secured from offsets. The lower end of the shaft
is supported by a bearing, and the bearing of the upper end is attached to an elastic ring plate,
pinched along the outer diameter. This is one of the designs of a real-life centrifuge. The shaft
material is considered inherently viscoelastic. The equations of motion of the flexible shaft are
constructed within the framework of the linear Euler–Bernoulli model. The mathematical model
of the mechanical system under consideration is an initial boundary value problem for partial
differential equations and an infinite (integral) delay of the argument. The boundary conditions
contain the highest time derivatives and the time lag. The concept of a generalized solution of an
initial boundary value problem is introduced as a solution to some variational problem, functional
spaces for initial conditions and a generalized solution are defined. The existence of a generalized
solution, its uniqueness and continuous dependence on the initial conditions and parameters of
the initial boundary value problem are proved. The stability of solutions of the initial boundary
value problem is investigated depending on the main parameters of the mathematical model 
the rotation speed and the coefficient of external friction. In the plane of the main parameters,
the stability domains of solutions to the initial boundary value problem are constructed by the
D-partitioning method. Mechanisms of stability loss are investigated. It is shown that the loss
of stability of solutions can be caused by the passage of one or two pairs of complex conjugate
points of the spectrum of the characteristic beam of operators through the imaginary axis of the
complex plane.

Keywords: otary systems, initial-boundary value problem for partial differential equations and
lagging argument, functional differential equations, stability of solutions, D-partitioning method.



Исследование устойчивости вращени твердого тела на гибком стерне 53

1. Введение

В работе рассматриваетс адача исследовани устойчивости вращени твердого
тела на вертикалном гибком стерне (валу). Практическа начимост рассматри-
ваемой адачи свана с проектированием и расчетом высокоскоростных центрифуг.
Если рабочие угловые скорости ротора центрифуги леат выше некоторых критиче-
ских начений, воникает вопрос устойчивости вращени, а таке характера потери
устойчивости. Потер устойчивости моет привести к воникновени как мгкого
(чаще всего это прецессии), так и есткого реимов воникновени периодических
колебаний, а таке к воникновени реимов биений и хаотических колебаний. По-
следние три варианта влетс наиболее опасными. Рассматриваема адача таке
имеет ваное теоретическое начение, так как моделирует динамическое поведение
валов, влщихс ванейшими элементами многих машин. Ваной составлщей
в построении модели динамики распределенных валов влетс модел внутренне-
го трени материала. В настощей работе рассматриваетс модел наследственно
вкоупругого тела [1]. Опишем рассматриваему систему.

Механическа система состоит и вертикално располоенного однородного гиб-
кого вала длины l постонного круглого сечени диаметра d с прикрепленным на
верхнем конце однородным твердым телом круглого сечени длины L диаметра D.
Оба конца вала акреплены от смещений. Ниний конец вала опираетс на под-
шипник, а подшипник верхнего конца крепитс на упругой колцевой пластине, а-
щемленной по внешнему диаметру. Это одна и конструкций реално существущей
центрифуги. Оси вала и твердого тела совпадат. Механическа система вращаетс
с угловой скорост Ω. Общий вид системы приведен на рис. 1.

Введем инерционалну ортогоналну систему координат OXY Z, располоив
начало координат в ниней точке опоры вала и направив ос OX вдол средней оси
недеформированного вала. Смещени точек средней оси гибкого вала в направлении
осей OY и OZ в момент времени t обоначим, как y(x, t) и z(x, t) соответственно.
Предполагаем, что материал вала влетс наследственно вкоупругим и подчи-
ненным следущей реологической модели [1]:

σ(t) = (I− µΓ)ε(t) ≡ E(ε(t)− µ

0

−∞

R(τ)ε(t+ τ)dτ), (1)

где σ(t) и ε(t) соответственно напрение и относителна деформаци в момент
времени t, E  модул нга, 0 < µ < 1. Непрерывна функци релаксации
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Рис. 1. Модел исследуемой системы.

R(τ),−∞ < τ < 0, удовлетворет следущим условим

R(τ) > 0,

0

−∞

R(τ)dτ = 1, R(γτ1 + (1− γ)τ2) < γR(τ1) + (1− γ)R(τ2), 0 < γ < 1, (2)

т. е. выпукла вни. Существут такие 0 < α < 1, K, p, δ > 0, что

lim
τ→0

R(τ)|τ |α = const, R(τ) < Ke−p|τ |1+δ

, τ → −∞, (3)

Первое условие (3) было введено в [1], смысл второго будет определен в далнейшем.
Уравнени двиени рассматриваемой системы в рамках гипоте Эйлера–

Бернулли и линейном приблиении, а таке соответствущие краевые услови бу-
дут имет вид [2]

ρS
∂2υ

∂t2
+ a0

∂υ

∂t
+ EI(I− µΓ(iΩ))

∂4υ

∂x4
= 0, (4)

где υ(x, t) = y(x, t) + iz(x, t), i =
√
−1,

EI(I− µΓ(iΩ))ε(t) ≡ EI(ε(t)− µ

0

−∞

R(s)e−iΩsε(t+ s)ds), (5)
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и
υ


x=0

=
∂υ

∂x


x=0

= 0, υ


x=l

= 0,

EI(I− µΓ(iΩ))
∂2υ

∂x2


x=l

= −MJ
∂3υ

∂x∂t2


x=l

− a0S1J
∂2υ

∂x∂t


x=l

− c
∂υ

∂x


x=l

. (6)

В (4)–(6) ρ  плотност материала вала, S  площад поперечного сечени вала, I 
момент инерции сечени вала относително оси, проходщих чере центр сечени,
Ω  углова скорост вращени вала, a0– коэффициент вкого трени, M  масса
твердого тела, MJ  момент инерции твердого тела относително оси, проходщей
чере точку креплени с валом, S1  коэффициент, характериущий геометриче-
ские свойства твердого тела, c  коэффициент есткости упругой опоры, l  длина
вала.

Началные услови дл (4)–(6) будут определены ние. Уравнение (4) соглас-
но (5) влетс дифференциалным уравнением с бесконечным (интегралным) а-
падыванием аргумента. Отметим, что в [2] получены нелинейные уравнени дина-
мики распределенного вала, учитыващие нелинейну геометри адачи и нели-
нейну реологическу модел материала вида (1). Эти уравнени таке приведены
в [3]. Дл решени рассматриваемой в работе адачи исследовани устойчивости
вращени достаточно рассмотрение модели (4)–(6).

2. Математическа постановка адачи. Построение решени

Перейдем в (4)–(6) к берамерным переменным, полоив

x = lx′, υ = lυ′, t = t0t
′, t0 =


ρS

EI

1/2

l2,ω = ω′/t0, τ = t0τ
′, R′(τ ′) = t0R(t0τ

′),

L = L′ℓ, D = D′ℓ, J = J ′l2 =


L′2

3
+

D′2

16


l2, M ′ =

M

ρSl
, c′ =

cl3

EI
, a′0 =

a0l
4

EIt0
.

Опустив нак штрих, получим уравнени двиени и краевые услови в берамер-
ных переменных

∂2υ

∂t2
+ a0

∂υ

∂t
+ (I− µΓ(iΩ))

∂4υ

∂x4
= 0, (7)

υ


x=0

=
∂υ

∂x


x=0

= 0, υ


x=1

= 0,

(I− µΓ(iΩ))
∂2υ

∂x2


x=1

= −MJ
∂3υ

∂x∂t2


x=1

− a0S1J
∂2υ

∂x∂t


x=1

− c
∂υ

∂x


x=1

. (8)
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Дополнив (7)–(8) началными условими

υ(x, t+ s)


t=0

= υ0(x, s) ∈ D(Q̄−), υ1(x, 0) = υ̇0(x) ∈ H2(0, 1), (9)

в области Q̄− ={0 ≤ x ≤ 1,−∞ < s ≤ 0}, где D(Q̄−) и H2(0, 1) функционалные про-
странства началных условий, получим начално-краеву адачу, определщу
динамику рассматриваемой механической системы. Конкретный вид функционал-
ных пространств D(Q̄−) и H2(0, 1) будет определен ние, точка над функцией υ̇0(x)

исполуетс как обоначение.
Полоим в (7)–(8) a0 = 0, µ = 0 и построим семейство решени вида

υ(x, t) = ν(x) exp(iωt). В реултате дл определени получим ν(x) получим спек-
тралну краеву адачу

νIV (x) = ω2ν(x) (10)

ν(0) = ν ′(0) = 0, ν(1) = 0, ν ′′(1) = ω2MJν ′(1)− cν ′(1). (11)

Отметим некоторые свойства собственных начений и собственных функций
спектралной краевой адачи (10)–(11). Если ν∗(x), ν∗∗(x) и ω2

∗, ω2
∗∗ (ω2

∗ ∕= ω2
∗∗) соб-

ственные функции и соответствущее им собственные начени (10)–(11), то и ра-
венств

ω2
∗(ν∗(x)ν∗∗(x))L2 = (νIV

∗ (x), ν∗∗(x))L2 = (−ω2
∗MJ + c)ν ′

∗(1)ν
′
∗∗(1) + (ν ′′

∗ (x)ν
′′
∗∗(x))L2 ,

ω2
∗∗(ν∗∗(x)ν∗(x))L2 = (νIV

∗∗ (x), ν∗(x))L2 = (−ω2
∗∗MJ + c)ν ′

∗∗(1)ν
′
∗(1) + (ν ′′

∗∗(x)ν
′′
∗ (x))L2 ,

с учетом краевых условий (11) имеем, что все ω2
∗ > 0 и

ω2
∗(ν∗(x), ν∗∗(x))H = ω2

∗((ν∗(x), ν∗∗(x))L2 +MJν ′
∗(1)ν

′
∗∗(1)) =

= cν ′
∗(1)ν

′
∗∗(1) + (ν ′′

∗ (x)ν
′′
∗∗(x))L2 = 0, (12)

где (u(x), v(x))L2 =
 1

0
u(x)v̄(x)dx  скалрное проиведение в L2(0, 1). Отметим, что

(u(x), v(x))H удовлетворет всем аксиомам скалрного проиведени.
Рассмотрим построение собственных и собственных функций спектралной кра-

евой адачи (10)–(11). Полоим ω = β2 и будем строит ν(x) в виде

ν(x) = A ch(βx) +B sh(βx) + C cos(βx) +D sin(βx). (13)

Подставив (13) в (11) , получим относително A,B,C,D систему линейных уравнений

A+ C = 0, B +D = 0, (14)

ch(β)A+ sh(β)B + cos(β)C + sin(β)D = 0,
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(β2 ch(β)− β(β4MJ − c) sh(β))A+ (β2 sh(β)− β(β4MJ − c) ch(β))B−

− (β2 cos(β)− β(β4MJ − c) sin(β))C − (β2 sin(β) + β(β4MJ − c) cos(β))D = 0.

И (14) следует A = −C, B = −D. В реултате имеем дл определени A и B

линейну алгебраическу систему с матрицей {aij}i,j=1,2, элементы которой имет
вид

a11 = cos(β)− ch(β), a12 = sin(β)− sh(β),

a21 = β(β4MJ − c)(sh(β) + sin(β))− β2(ch(β) + cos(β)),

a22 = β(β4MJ − c)(ch(β)− cos(β))− β2(sh(β) + sin(β)),

определител которой определет характеристическое уравнение

P (β) ≡ (β4MJ − c)(ch(β) cos(β)− 1) + β sin(β)(ch(β)− sh(β) = 0, (15)

полоителные корни βj которого определт мноество собственных начений
ω2
j = β4

j спектралной краевой адачи (10)–(11).
Выбрав тепер решени системы линейных уравнений Aj, Bj, Cj, Dj таким обра-

ом, чтобы

(νj(x), νk(x))H = δjk (16)

(такой выбор единственный), получим полну ортонормированну в смысле скалр-
ного проиведени (12) систему собственных функций.

Исполу построенну систему функций νn(x), n = 1, 2, . . . , введем следущие
функционалные пространства. Обоначим чере H(0, 1) гилбертово пространство
комплексноначных функций u(x) вида

u(x) =
∞

n=1

znνn(x), zn ∈ C, z = (z1, z2, . . . ) ∈ l2, ||z||l2 = (
∞

n=1

|zn|2)1/2 < ∞,

u1(x), u2(x) ∈ H(0, 1), (u1(x), u2(x))H =
∞

n=1

z1nz̄2n, ||u(x)||H = (u(x), u(x)
1/2
H ,

Hj(0, 1) = {u(x) : u(x) =
∞

n=1

znνn(x), ||u(x)||Hj = (
∞

n=1

ωj
n|zn|2)1/2 < ∞,

u1(x), u2(x) ∈ Hj(0, 1), (u1(x), u2(x))Hj =
∞

n=1

ωj
nz1nz̄2n},

Hj(0, 1) ⊂ H(0, 1) ⊂ L2(0, 1),

D = {u(x, τ) : (x, τ) ∈ Q̄−, u(x, τ) ∈ H4(0, 1), ∀ τ, e−p|τ |1+δ1u(x, τ)H4 ∈ C(−∞, 0],

u(x, τ)D = supτ e−p|τ |1+δ1u(x, τ)H4 < ∞, 0 < δ1 < δ}. (17)
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Обоначим чере H(QT ) и H4(QT ) пространства комплексноначных непрерыв-
ных в Q̄T ={0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T} функций u(x, t) ∈ H(0, 1) и
u(x, t) ∈ H4(0, 1) соответственно при кадом t, норма в которых определена как
||u(x, t)||H(QT ) = maxt ||u(x, t)||H и ||u(x, t)||H4(QT ) = maxt ||u(x, t)||H4 .

Умноим уравнение (7) на функци w(x) ∈ H4(0, 1) и проинтегрируем по
x ∈ [0, 1] c учетом краевых условий (8) получим интегралное соотношение

(
∂2υ

∂t2
, w(x))H + a0(

∂υ

∂t
, w(x))L2 + ((I− µΓ(iΩ))

∂2υ

∂x2
, w′′(x))L2+

+(a0S1J
∂2υ

∂x∂t


x=1

+ c
∂υ

∂x


x=1

)w̄′(1) = 0. (18)

Под решением начално-краевой адачи (7)–(9), определенном при t ≥ 0 будем
понимат непрерывну по совокупности переменных функци υ(x, t+s), (x, s) ∈ Q̄−,
двады непрерывно дифференцируему по t+ s > 0, принадлеащу H4(0, 1) при
кадом t + s > 0, обращащу соотношение (18) в тодество дл лбой функции
w(x) ∈ H4(0, 1) и удовлетворщу началным условим (9).

Преобрауем соотношение (18), добавив и вычт выраени

+a0MJ
∂2υ

∂x∂t


x=1

w̄′(1), cµΓ(iΩ)
∂υ

∂x


x=1

)w̄′(1).

В реултате получим соотношение

(
∂2υ

∂t2
, w(x))H +a0(

∂υ

∂t
, w(x))H +((I−µΓ(iΩ))

∂2υ

∂x2
, w′′(x))L2 + c(I−µΓ(iΩ))

∂υ

∂x


x=1

w̄′(1)+

+(a0S1(J −M)
∂2υ

∂x∂t


x=1

+ cµΓ(iΩ))
∂υ

∂x


x=1

)w̄′(1) = 0. (19)

Рассмотрим соотношение

(
∂2υ

∂t2
, w(x))H + a0(

∂υ

∂t
, w(x))H + ((I− µΓ(iΩ))

∂2υ

∂x2
, w′′(x))L2+

+c(I− µΓ(iΩ))
∂υ

∂x


x=1

w̄′(1) = (f(x, t), w(x))H , (20)

в котором функци f(x, t) непрерывна по совокупности переменных области
Q̄+ ={0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t < ∞} и f(x, t) ∈ H(0, 1) при кадом t. Представив f(x, t) и
определ решение (20) с началными условими (9) в виде ралоений

f(x, t) =
∞

k=1

fk(t)νk(x), fk(t) = (f(x, t), νk(x))H , υ(x, t) =
∞

k=1

uk(t)νk(x), (21)
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подставим (21) в (20). Cпроектируем полученное равенство на баисные функции
νn(x), n = 1, 2, . . . в пространстве H. В реултате с учетом равенства (12) получим
последователност дифференциалных уравнений и началных условий вида

ün(t) + a0u̇n(t) + ω2
n(I− µΓ(iΩ))un(t) = fn(t), (22)

un(0, s) = u0n(s) = (u0(x, s), νn(x))H , u̇n(0) = u̇0n = (u̇0(x), νn(x))H , n = 1, 2, . . . . (23)

Построим решение (22),(23), исполу преобраование Лапласа. Применив в (22)
преобраование Лапласа, получим дл Un(p), обраа un(t) (Un(p) ≑ un(t)), уравнение

Pn(p)Un(p) ≡ (p2 + a0p+ ω2
n(I− µΓ(iΩ− p))1)Un(p) =

= pu0n(0) + u̇0n − ω2
nµ

0

−∞

R(s)e(−iΩ+p)s

0

s

u0n(s1)e
−ps1ds1ds+ Fn(p), (24)

в котором Fn(p) ≑ fn(t), Pn(p) характеристические уравнени (22), которое согласно
второго услови (3) влетс аналитической функцией во всей комплексной плоско-
сти. И (24) находим

un(t) =
1

2πi

x0+∞

x0−∞

Un(p)e
ptdp =

1

2πi

x0+∞

x0−∞

P−1
n (p)(pu0n(0)+

+u̇0n − ω2
nµ

0

−∞

R(s)e(−iΩ+p)s

0

s

u0n(s1)e
−ps1ds1ds+ Fn(p))e

ptdp, Rep > x0. (25)

Введем в рассмотрение функции Коши kn(t), как решени уравнений

k̈n(t) + a0k̇n(t) + ω2
n(I− µΓ(iΩ))kn(t) = 0

с началными условими вида

kn(0, s) = 0, −∞ < s ≤ 0, k̇n(0) = 1, n = 1, 2, . . . . (26)

Согласно (26)

kn(t) =
1

2πi

x0+∞

x0−∞

P−1
n (p)eptdp, Rep > x0. (27)

Введем функци

e0(t) =





1, t ≥ 0,

0, t < 0

и исполу функци kn(t), свойства преобраовани Лапласа, преобрауем праву
част (25).
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аметим, что

P−1
n (p)eps

0

s

u0n(s1)e
−ps1ds1 = P−1

n (p)eps
∞

s

e0(−s1)u0n(s1)e
−ps1ds1 =

=

∞

s

kn(t+ s)e−psds

0

s

u0n(s1)e
−ps1ds1 =

∞

−s

kn(t+ s)e−psds

0

s

u0n(s1)e
−ps1ds1 ≑

=

t

s

kn(t+ s− s1)e0(−s1)u0n(s1)ds1 =

0

s

kn(t+ s− s1)u0n(s1)ds1.

С учетом этого, праву част (25) моно аписат в виде

un(t) = k̇n(0)u0n(0)− ω2
nµ

∞

0

R(s)e−iΩs

0

s

kn(t+ s− s1)u0n(s1)ds1ds+

+kn(0)u̇0n +

t

0

kn(t− τ)fn(τ)dτ. (28)

Подставив тепер (28) в (21), получим решение (20) с началными условими (9),
которое, введ функци

K(t, x, ξ) =
∞

n=1

kn(t)νn(x)νn(ξ),

апишем в следущем виде

υ(x, t) = (Kt(t, x, ξ), υ0(ξ, 0))H − µ

∞

0

R(s)e−iΩs

0

s

(K(t+ s− s1, x, ξ), υ0(ξ, s1))H2ds1ds+

+(K(t, x, ξ), υ̇0(ξ))H2 +

t

0

(K(t− τ, x, ξ), f(ξ, τ))Hdτ. (29)

При этом согласно (2), (17), (27) дл кадого T > 0 справедливо неравенство

||υ(x, t)||H4(QT ) ≤ CT (||υ0(x, s)||D + ||υ̇0(x)||H2 +

t

0

||f(x, τ)||Hdτ),

t

0

||f(x, τ)||Hdτ ≤ T ||f(x, t)||H(QT ), (30)

где CT постонна.
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Построим тепер решение уравнени (19). аметим следущее. Согласно
(12), (16) дл υ(x), w(x) ∈ H4(0, 1)

∂υ

∂x


x=1

w̄′(1) = − 1

MJ
(υ(x), w(x))L2 . (31)

При фиксированной υ(x) ∈ L2(0, 1), w(x) ∈ H4(0, 1) (υ(x), w(x))L2 влетс линейным
непрерывным функционалом в L2(0, 1), H(0, 1), H4(0, 1), т. к.

|(υ(x), w(x))L2 | ≤ γ||w(x)||L2 ≤ γ||w(x)||H ≤ ||w(x)||H4 . (32)

Рассматрива (υ(x), w(x))L2 как функционал в H(0, 1) представим его в виде
(u(x), w(x))H , u(x) ∈ H(0, 1) (теорема Рисса, см.,например, [4] ). Таким обраом, су-
ществует линейный ограниченный оператор

G : L2(0, 1) → H(0, 1), Gυ(x) = u(x), ||G|| ≤ G0, (υ(x), w(x))L2 ≡

≡ (Gυ(x), w(x))H ≡ (u(x), w(x))H . (33)

Соотношение (19) с учетом (31), (33) апишем в виде

(
∂2υ

∂t2
, w(x))H +a0(

∂υ

∂t
, w(x))H +((I−µΓ(iΩ))

∂2υ

∂x2
, w′′(x))L2 + c(I−µΓ(iΩ))

∂υ

∂x


x=1

w̄′(1)−

−a0S1(M
−1 − J−1)(G

∂υ

∂t
, w(x))H − c(JM)−1µ(GΓ(iΩ)υ, w(x))H = 0. (34)

Согласно (29) решение (34) c началными условими (9) представимо в виде

υ(x, t) = (Kt(t, x, ξ), υ0(ξ, 0))H − µ

∞

0

R(s)e−iΩs

0

s

(K(t+ s− s1, x, ξ), υ0(ξ, s1))H2ds1ds+

+(K(t, x, ξ), υ0(ξ))H − a0S1(M
−1 − J−1)

t

0

(K(t− τ, x, ξ), Gυτ (ξ, τ))Hdτ+

+c(JM)−1µ

t

0

(K(t− τ, x, ξ), GΓ(iΩ)υ(ξ, τ))Hdτ.

Интегриру по частм, преобрауем
t

0

(K(t−τ, x, ξ), Gυτ (ξ, τ))Hdτ = −(K(t, x, ξ), Gυ0(ξ, 0))Hdτ+

t

0

(Kt(t−τ, x, ξ), Gυ(ξ, τ))Hdτ.
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В реултате дл определени υ(x, t) имеем интегралное уравнение

υ(x, t) = (Kt(t, x, ξ), υ0(ξ, 0))H − µ

∞

0

R(s)e−iΩs

0

s

(K(t+ s− s1, x, ξ), υ0(ξ, s1))H2ds1ds+

+a0S1(M
−1 − J−1)(−(K(t, x, ξ), Gυ0(ξ, 0))H +

t

0

(Kt(t− τ, x, ξ), Gυ(ξ, τ))Hdτ)+

+(K(t, x, ξ), υ0(ξ))H + c(JM)−1µ

t

0

(K(t− τ, x, ξ), GΓ(iΩ)υ(ξ, τ))Hdτ. (35)

Дл построени решени (35) построим итерационный процесс

υ(k+1)(x, t) = (Kt(t, x, ξ), υ0(ξ, 0))H−µ

∞

0

R(s)e−iΩs

0

s

(K(t+s−s1, x, ξ), υ0(ξ, s1))H2ds1ds+

+a0S1(M
−1 − J−1)(−(K(t, x, ξ), Gυ0(ξ, 0))H +

t

0

(Kt(t− τ, x, ξ), Gυ(k)(ξ, τ))Hdτ)+

+(K(t, x, ξ), υ̇0(ξ))H + c(JM)−1µ

t

0

(K(t− τ, x, ξ), GΓ(iΩ)υ(k)(ξ, τ))Hdτ, (36)

υ(0)(ξ, τ) ≡ 0, k = 0, 1, . . . .
Согласно (2), (30), (32), (33) имеем

||υ(k+1)(x, t)− υ(k)(x, t)||H4(QT ) ≤ GT

t

0

||υ(k)(x, τ)− υ(k−1)(x, τ)||H4dτ,

||υ(1)(x, t)||H4(QT ) ≤ G0, (37)

где GT и G0 некоторые постонные, которые легко могут быт выписаны по правым
частм (30), (36). И (37) имеем

||υ(2)(x, t)− υ(1)(x, t)||H4(QT ) ≤ G0GT t, ||υ(3)(x, τ)− υ(2)(x, τ)||H4 ≤ G0(GT t)
2/2!, . . . ,

||υ(n+1)(x, τ)− υ(n)(x, τ)||H4 ≤ G0(GT t)
n/n!, . . .

Отсда имеем, что рд

||υ(n+1)(x, t)−υ(1)(x, t)||H4(QT ) =
n

k=1

||υ(k+1)(x, τ)−υ(k)(x, τ)||H4 ≤
n

k=1

G0(GT t)
k/k! < ∞
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сходитс. Пределна функци υ∗(x, t), (limn→∞ ||υ(n)(x, t) − υ(∗)(x, t)||H4(QT ) = 0)

удовлетворет интегралному уравнени (35) и влетс, как легко аметит по
виду его правой части, двады непрерывно дифференцируемой по t функцией.
Единственност решени и непрерывна ависимост от началных условий следует
и (35), (37). В реултате имеем решение соотношений (34), (19) и начално-краевой
адачи (7)–(9).

3. Анали устойчивости решений начално-краевой
адачи (7)–(9)

Определ решение начално-краевой адачи (7)–(9) υ(x, t) как решение соот-
ношени (19) в виде (21), спроектируем (19) баисные функции νn(x), n = 1, 2, . . .

в пространстве H. В реултате получим последователност дифференциалных
уравнений и началных условий вида

ün(t) + a0u̇n(t) + ω2
n(I− µΓ(iΩ))un(t)+ (38)

+
∞

k=1

(a0S1(J −M)u̇k(t) + cµΓ(iΩ)uk(t))ν
′
k(1)ν

′
n(1) = 0, n = 1, 2, . . . (39)

Отметим следущее. Характеристическое уравнение (15) при β → ∞ принимает вид
P (β) = (ch(β) cos(β)−1)+O(β−3) = 0, т. е. блико к характеристическому уравнени,
определщему собственные начени балочных функций, ащемленных с двух кон-
цов, дл которых νn(1) = ν ′

n(1) = 0 [5]. В сви с этим болшинство слагаемых в (39)
блики к нул. При болших n определщей влетс част уравнени дл un(t),
котора представлена в (38). В сви с эти рассмотрим конечное число уравнений,
счита n = 1, 2, . . . , N . Устойчивост решений такой системы уравнений определет
характеристическое уравнение

QN(λ) = detPN(λ) = 0, PN(λ) = {pnk(λ)}n,k=1,...,N , (40)

pnn(λ) = λ2 + a0(1 + S1(J −M)ν ′
n(1)

2)λ+ ω2
n(1− µ(1− cν ′

n(1)
2/ω2

n)

0

−∞

R(s)e(−iΩ+λ)sds),

(41)

pnk(λ) = (a0S1(J −M)λ+ cµ

0

−∞

R(s)e(−iΩ+λ)sds)ν ′
k(1)ν

′
n(1), n ∕= k. (42)

Построим в плоскости параметров (a0,Ω) области устойчивости решений системы
уравнений (38), (39) и восполуемс дл этого методом D-рабиений [6]. Рассмотрим
сначала уравнение pnn(λ) = 0. При болших n именно оно определет поведение un(t).
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Полоив в уравнении λ = iσ,−∞ < σ < ∞ и выделив вещественну и мниму
части, получим систему уравнений

−σ2 + ω2
n(1− µ(1− cν ′

n(1)
2/ω2

n)Ec(−Ω+ σ)) = 0,

a0(1 + S1(J −M)ν ′
n(1)

2)σ + ω2
nµEs(−Ω+ σ) = 0, (43)

где исполовано обоначение

Ec(σ) =

∞

0

R(−s)cos(σs)ds, Es(σ) =

∞

0

R(−s)sin(σs)ds.

Полоив σ1 = −Ω+ σ, выраим и (43) a0 и Ω. В реултате имеем

a0(σ1) = ±ωnµEs(−σ1)/((1 + S1(J −M)ν ′
n(1)

2)(1 + µ(1− cν ′
n(1)

2/ω2
n)Ec(σ1))

1/2),

Ω(σ1) = σ1 ± ωn(1− µ(1− cν ′
n(1)

2/ω2
n)Ec(σ1))

1/2.

Рассматрива эти выраени как параметрически аданные кривые и имен
−∞ < σ1 < ∞, получим в плоскости (a0,Ω) семейство кривых, при начении пара-
метров на которых уравнение pnn(λ) = 0 имеет корни, леащие на мнимой оси ком-
плексной плоскости. При этом направление двиени корней определетс следу-
щим обраом. Фиксируем точку (a∗0,Ω

∗) на кривой, котора соответствует начени
σ∗
1 = −Ω∗+σ∗. Полоим в (41) a0 = a∗0+ε,Ω = Ω∗, где ε малый параметр, и рассмот-

рим уравнение pnn(λ; ε) = 0, pnn(iσ
∗; 0) = 0. Определ тепер λ(ε) = iσ∗ + λ1 + . . . ,

имеем
λ1 = −pnnε(iσ

∗; 0)/pnnλ(iσ
∗; 0) = a∗0(1 + S1(J −M)ν ′

n(1)
2)/

/(2iσ∗ + a∗0 + ω2
n(1 + µ(1− cν ′

n(1)
2/ω2

n)(E
′
s(−Ω∗ + σ∗) + iE ′

c(−Ω∗ + σ∗)))).

на нак Reλ1 легко определит двиение корней уравнени ±iσ∗ при именении
параметра a0. Это дает вомоност построит области устойчивости и неустойчи-
вости решений (38).

Рассмотрим тепер характеристическое уравнение QN(λ). Выраим и равен-
ства (40) диагоналный элемент pnn(λ) матрицы PN(λ). В реултате получим выра-
ение

pnn(λ) = Φ(a0,−iΩ+ λ,λ), (44)

где Φ(a0,−iΩ+ λ,λ) комплексноначна аналитическа функци, котора в опреде-
ленном смысле мала в силу скаанного выше. Применим к (44) метод D-рабиений
и построим кривые в плоскости (a0,Ω), на которых (44) имеет корни вида ±iσ. По-
лоим λ = iσ,−∞ < σ < ∞ и выделим в (44) вещественну и мниму части. В
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реултате получим систему уравнений

−σ2 + ω2
n(1− µ(1− cν ′

n(1)
2/ω2

n)Ec(−Ω+ σ)) = Φ1(a0,−Ω+ σ, σ), (45)

a0(1 + S1(J −M)ν ′
n(1)

2)σ + ω2
nµEs(−Ω+ σ) = Φ2(a0,−Ω+ σ, σ), (46)

где Φ(a0,−iΩ+ iσ, iσ) = Φ1(a0,−Ω+σ, σ)+ iΦ2(a0,−Ω+σ, σ). Полоим σ1 = −Ω+σ и
выраим и левой части (45), (46) a0 и Ω, счита праву част ивестной функцией.
В реултате имеем выраени

a0(σ1) = ±ωn(µEs(−σ1) + Φ2(a0, σ1,Ω+ σ1)/ω
2
n)/

/((1 + S1(J −M)ν ′
n(1)

2)(1 + µ(1− cν ′
n(1)

2/ω2
n)Ec(σ1)− Φ1(a0, σ1,Ω+ σ1)/ω

2
n)

1/2),

Ω(σ1) = σ1 ± ωn(1− µ(1− cν ′
n(1)

2/ω2
n)Ec(σ1)− Φ1(a0, σ1,Ω+ σ1)/ω

2
n)

1/2.

Построим итерационный процесс

a
(k+1)
0 (σ1) = ±ωn(µEs(−σ1) + Φ2(a

(k)
0 (σ1), σ1,Ω

(k)(σ1) + σ1)/ω
2
n)/

/((1+S1(J−M)ν ′
n(1)

2)(1+µ(1−cν ′
n(1)

2/ω2
n)Ec(σ1)−Φ1(a

(k)
0 (σ1), σ1,Ω

(k)(σ1)+σ1)/ω
2
n)

1/2),

(47)
Ω(k+1)(σ1) = σ1 ±ωn(1−µ(1− cν ′

n(1)
2/ω2

n)Ec(σ1)−Φ1(a
(k)
0 (σ1), σ1,Ω

(k)(σ1) + σ1)/ω
2
n)

1/2,

(48)
k = 1, 2, . . . ,

a
(1)
0 (σ1) = ±ωn(µEs(−σ1))/((1 + S1(J −M)ν ′

n(1)
2)(1 + µ(1− cν ′

n(1)
2/ω2

n)Ec(σ1))
1/2),

Ω(1)(σ1) = σ1 ± ωn(1− µ(1− cν ′
n(1)

2/ω2
n)Ec(σ1))

1/2,

Итерационный процесс (47), (48) быстро сходитс в силу малости функций
Φ1(∗),Φ2(∗). Пределные функции a∗0(σ1),Ω

∗(σ1) определт семейство кривых в
плоскости (a0,Ω), при начении параметров на которых уравнение (44) имеет кор-
ни, леащие на мнимой оси комплексной плоскости. Фиксируем точку (a∗0,Ω

∗) на
такой кривой, котора соответствует начени σ∗

1 = −Ω∗ + σ∗. Полоим в (44)
a0 = a∗0 + ε,Ω = Ω∗, где ε малый параметр. В реултате будем имет уравнение
pnn(λ; ε)− Φ(a∗0 + ε,−iΩ∗ + λ,λ) = 0, pnn(iσ

∗; 0)− Φ(a∗0,−iΩ∗ + iσ∗, iσ∗) = 0. Направ-
ление двиени корней ±iσ∗ определет нак величины Reλ1, где

λ1 = −(pnnε(iσ
∗; 0)− Φε(a

∗
0,−iΩ∗ + iσ∗, iσ∗))/(pnnλ(iσ

∗; 0)− Φλ(a
∗
0,−iΩ∗ + iσ∗, iσ∗)).

Это дает вомоност построит картину D-рабиени плоскости параметров
(a0,Ω), a0,Ω ≥ 0, тем самым определит области устойчивости и неустойчивости
решени начално-краевой адачи (7) - (9).

Таврический вестник информатики и математики, 4 (53)’ 2021



66 Е. П. Кубышкин, А. И. Пахомов

Ние приведены реултаты применени илоенного метода построени обла-
стей устойчивости дл конкретного примера. Выберем следущие параметры рас-
сматриваемой механической системы: l = 0.5; d = 0.025; D = 0.08; L = 0, 3; µ = 0.25;
S1 = 1.92. Плотност материалов вала и твердого тела считаем примерно одинако-
выми. Берамерные параметры примут следущие начени: d = 0.05; D = 0.16;

L = 0.6; M = 6.144; J = 0.1276. Функци релаксации в берамерном виде и бера-
мерном времени s выберем

R(s, p,α, δ) = |s|−αe−p|s|1+δ

/Q(p,α, δ) (−∞ < s ≤ 0), Q(p,α, δ) =

∞

0

s−αe−ps1+δ

ds,

в которой p = 1.5; α = 0.5; δ = 0.1. На рис. 2–5 приведены картины D-рабиений
плоскости параметров (a0,Ω), a0,Ω ≥ 0 дл раличных начений берамерного па-
раметра c. На рисунках в соответствии с методом D-рабиений чере Dj обоначена
област, при начении параметров и которой характеристическое уравнение (40)
имеет j корней, принадлеащих правой комплексной полуплоскости. И рисунков
видно, что потер устойчивости решений начално-краевой адачи (7)–(9) моет
происходит с проходением как одной, так и двух пар комплексно сопренных
корней характеристического уравнени (40) чере мниму ос комплексной плоско-
сти (точки пересечени кривых). Отметим, что в случае двух пар вомоен внут-
ренний реонанс.

Работа выполнена в рамках реалиации программы равити регионалного
научно-обраователного математического центра (рГУ) при финансовой поддер-
ке Министерства науки и высшего обраовани РФ (Соглашение о предоставлении
и федералного бдета субсидии  075-02-2022-886).

Рис. 2. c = 0.1 Рис. 3. c = 1
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Рис. 4. c = 100 Рис. 5. c = 500
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Stability analysis of equilibrium states pabolic equation with stretch
operator and delay in a nonlinear feedback functional.

Kulikov V. A.

Abstract. The paper considers the dynamics and stability of homogeneous equilibrium
states of a mathematical model of a nonlinear generator of optical radiation with a stretching
operator for the spatial coordinates of a light wave and a time delay in the feedback loop. The
mathematical model is an initial-boundary value problem for a parabolic type equation in a circle
with a spatial argument stretching operator and a time delay in a nonlinear feedback functional.
We study the dynamics of homogeneous equilibrium states and their stability depending on the
parameters of the initial-boundary value problem. In the plane of the main control parameters
(gain and time delay), using the method of D-partitions, the regions of stability (instability)
of homogeneous equilibrium states are constructed. Possible mechanisms of loss of stability
by homogeneous equilibrium states are studied. The possibility of oscillatory loss of stability
is shown, which is caused by the passage through the imaginary axis of the complex plane
when changing the parameters of the initial-boundary value problem of one or two pairs of
complex conjugate points of the spectrum of the characteristic pencil of operators, between
which resonance relations are possible. The possibility of loss of stability by several equilibrium
states at the same time is shown.

Keywords: spatially inhomogeneous waves, bifurcation, optical information transmission
systems.

1. Введение

В работах [1–3] приведены эксперименталные реултаты обраовани
пространственно-неоднородных волн в лаерных пучках генератора оптического и-
лучени со специалным нелинейным контуром двумерной обратной сви. Такие
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структуры воникат в плоскости, ортогоналной направлени распространени
световой волны. Их воникновение обусловлено нелинейност системы, котора
обеспечиваетс тонким слоем нелинейной проводщей среды и контуром двумерной
обратной сви с оператором пространственного преобраовани световой волны в
плоскости илучени оптического генератора. В [1] предлоена математическа мо-
дел дл описани этого влени и приведены реултаты ее численного аналиа в
случае оператора поворота плоскости световой волны. Математическа модел пред-
ставлет собой начално-краеву адачу дл дифференциалного уравнени парабо-
лического типа с оператором преобраовани пространственного аргумента в нели-
нейном функционале обратной сви, которое рассматриваетс в области, опреде-
лемой апертурой светового илучени. Эта начално-краева адача и раличные
ее обобщени иучалис во многих работах. В основном начално-краева адача
рассматриваетс на окруности [4–8] и с оператором поворота пространственного
аргумента на фиксированный угол. Иучаетс вомоност бифуркации и одно-
родных состоний равновеси постранственно неоднородных периодических реше-
нии и исследуетс его устойчивост. В работе [9] рассматриваетс вомоност би-
фуркации неоднородных по пространственной переменной периодических решений
в начално-краевой адаче с оператором поворота в круге. Покаана вомоност
бифуркации ротационных волн. В [10, 11] начално-краева адача рассмотрена в
многомерной области с оператором преобраовани достаточно общего вида. Сфор-
мулированы услови на вомоност бифуркации и однородного состони равно-
веси пространственно неоднородного периодического решени, предлоен алгоритм
построени такого решени. Модел работы [1] не учитывает фактор временного а-
падывани в контуре обратной сви. Учет временного ападывани рассмотрен в
работах [12–15]. В первой работе дл математической модели работы [1] с ападыва-
щим аргументом на окруности покаана вомоност бифуркации и однородно-
го состони равновеси пространственно неоднородных бегущих волн, исследутс
услови их устойчивост. В работах [13, 14] дл укаанной модели рассмотрены усло-
ви бифуркации периодических решений в колцевой области. В работе [15] рассмот-
рена математическа модел работы [1] с оператором поворота пространственного
аргумента и ападыванием в круге. Исследованы механимы потери устойчивости
однородными состоними равновеси и бифурцирущие при этом пространственно
неоднородные автоколебателные решени.

В настощей работе рассматриваетс укаанна выше начално-краева адача
дл дифференциалного уравнени параболического типа в круге с оператором рас-
тени пространственного аргумента и временным ападыванием в нелинейном
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функционале обратной сви. Иучена динамика однородных состоний равновеси и
их устойчивост в ависимости от параметров начално-краевой адачи. В плоскости
основных параметров управлени (коэффициента усилени и величины временного
ападывани) с исполованием метода D-рабиений [16] построены области устой-
чивости (неустойчивости) однородных состоний равновеси. Исследована динамика
областей устойчивости в ависимости от величины коэффициента растени про-
странственного аргумента и других параметров начално-краевой адачи. Иучены
вомоные механимы потери устойчивости однородными состоними равновеси.
Покаана вомоност колебателной потери устойчивости состоними равновеси,
котора обусловлена проходением чере мниму ос комплексной плоскости при
именении параметров математической модели одной или двух пар комплексно со-
пренных точек спектра характеристического пучка операторов, меду которыми
в последнем случае вомоны реонансные соотношени. При этом вомона таке
потер устойчивости одновременно несколкими состоними равновеси.

2. Математическа постановка адачи

Дл функционално-дифференциалного уравнени с ападыващим аргумен-
том

ut(ρ,φ, t) + u(ρ,φ, t) = D∆ρφu(ρ,φ, t) + α−2K(1 + γcos(u(ρ/α,φ, t− T ))) (1)

относително функции u(ρ,φ, t + s), аданной в полрных координатах
0 ≤ ρ ≤ R, 0 ≤ φ ≤ 2π (R > 0) и t ≥ 0,−T ≤ s ≤ 0 (T > 0), в котором ∆ρφ  оператор
Лапласа в полрных координатах, выраение u(ρ/α,φ, t) (α > 1) адает оператор
растени пространственных координат, D,K  полоителные постонные,
0 < γ < 1, в области K̄R × R+, где круг K̄R = {(ρ,φ) : 0 ≤ ρ ≤ R, 0 ≤ φ ≤ 2π},
R+ = {t : 0 ≤ t < ∞}, рассматриваетс начално-краева адача вида

uρ(R,φ, t) = 0, u(ρ, 0, t) = u(ρ, 2π, t), uφ(ρ, 0, t) = uφ(ρ, 2π, t),

u(ρ,φ, t+ s)|t=0 = u0(ρ,φ, s) ∈ H0(KR;−T, 0). (2)

В (2) пространство началных условий H0(KR;−T, 0) = {u(ρ,φ, s) : u(ρ,φ, s) ∈
C(K̄R × [−T, 0]), u(ρ, 0, s) = u(ρ, 2π, s), uφ(ρ, 0, s) = uφ(ρ, 2π, s), при кадом s

u(ρ,φ, s) ∈ H2(KR)}, где пространство функций H2(KR) ⊂ W 2
2 (KR), получено а-

мыканием мноества функций
{u(ρ,φ) : u(ρ,φ) ∈ C2(K̄R), uρ(R,φ) = 0, u(ρ, 0) = u(ρ, 2π), uφ(ρ, 0) = uφ(ρ, 2π)}
в метрике пространства функций W 2

2 (KR) и сохранет норму W 2
2 (KR). В дал-

нейшем L2(KR)  пространство вещественноначных определенных в KR функций
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u(ρ,φ), дл которых ||u(ρ,φ)||L2 = (u(ρ,φ), u(ρ,φ))
1/2
L2

< ∞, (u(ρ,φ), v(ρ,φ))L2 =
KR

ρu(ρ,φ)v(ρ,φ)dρdφ, дес и в далнейшем W 2
2 (KR) ⊂ L2(KR), W

2
2 (KR) = {u(ρ,φ) :

||u(ρ,φ)||W 2
2

= (u(ρ,φ), u(ρ,φ))
1/2

W 2
2

< ∞, (u(ρ,φ), v(ρ,φ))W 2
2

= (u(ρ,φ), v(ρ,φ))L2+

(∆ρφu(ρ,φ),∆ρφv(ρ,φ))L2}, C(K̄R) и C2(K̄R) пространства непрерывных и двады
непрерывно дифференцируемых в K̄R функций, дл которых определена норма
||u(ρ,φ)||C = maxρ,φ |u(ρ,φ)|, ||u(ρ,φ)||C2 = ||u(ρ,φ)||C + ||∆ρφu(ρ,φ)||C < ∞.

Фаовым пространством начално-краевой адачи (1)-(2) влетс
пространство H(KR;−T, 0) = {u(ρ,φ, s) : u(ρ,φ, s) ∈ L2(KR) при кадом
−T ≤ s ≤ 0, ||u(ρ,φ, s)||L2 ∈ C([−T, 0])}, норму в котором определим как
||u(ρ,φ, s)||H = maxs ||u(ρ,φ, s)||L2 . Област определени правой части урав-
нени (1) влетс пространство H0(KR;−T, 0). Норму в H0(KR;−T, 0) определим
как ||u(ρ,φ, s)||H0 = maxs ||u(ρ,φ, s)||H2 .

Под решением начално-краевой адачи (1)-(2), определенном при t > 0, будем
понимат функци u(ρ,φ, t+s) ∈H0(KR;−T, 0) (при кадом t > 0), непрерывно диф-
ференцируему по t при t > 0, обращащу уравнение (1) в тодество в фаовом
пространстве и удовлетворщу началным условим (2).

Решение начално-краевой адачи (1)-(2) моет быт построено методом шагов
следущим обраом. Решение u(ρ,φ, t+s) начално-краевой адачи (1)-(2) построим
последователно на отреках tk−1 ≤ t ≤ tk, tk = Tk, k = 1, 2, . . . , t0 = 0. наче-
ни u(ρ,φ, t) на укаанных отреках обоначим соответственно чере u(k)(ρ,φ, t). В
реултате дл определени u(k)(ρ,φ, t) получим рекуррентну последователност
начално-краевых адач вида

u
(k)
t +u(k)−D∆ρφu

(k) = α−2K(1+γcos(u(k−1)(ρ/α,φ, t−T ))) ≡ f (k)(ρ,φ, t) (tk−1 ≤ t ≤ tk),

(3)
u(k)
ρ (R,φ, t) = 0, u(k)(ρ, 0, t) = u(k)(ρ, 2π, t), u

(k)
φ (ρ, 0, t) = u

(k)
φ (ρ, 2π, t), (4)

u(k)(ρ,φ, tk−1) = u(k−1)(ρ,φ, tk−1), u(1)(ρ,φ, 0) = u0(ρ,φ, 0), k = 1, 2, . . . , (5)

в которых права част уравнений (3) и началные услови (5) на кадом шаге
вполне определенные функции. Решени (3)–(5) адатс формулой

u(k)(ρ,φ, t) =



KR

ρ1G(ρ,φ, t, ρ1,φ1)u
(k−1)(ρ1,φ1, tk−1)dρ1dφ1+

+

t

0



KR

ρ1G(ρ,φ, t− τ, ρ1,φ1)f
(k)(ρ1,φ1, τ)dρ1dφ1dτ, k = 1, 2, . . . , (6)

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2021, 4



Анали устойчивости состоний равновеси параболического уравнени с . . . 73

где G(ρ,φ, t, ρ1,φ1) функци Грина однородной части (при f (k)(ρ,φ, t) ≡ 0) краевой
адачи (3)-(4). И (6) таке следует единственност решени начално-краевой ада-
чи (1)-(2) и его непрерывна ависимост от началных условий и параметров урав-
нени, т.е. корректност поставленной начално-краевой адачи, а таке нарастание
гладкости решени по переменной t при t → ∞, свойственное решеним уравнений
с ападыващим аргументом.

В работе иучатс услови и характер потери устойчивости состоний равно-
веси u∗(K,α, γ) и обусловленные е бифуркации пространственно-неоднородных
автоколебателных решений начално-краевой адачи (1)-(2), а таке их устойчи-
вост.

3. Анали устойчивости однородных состоний равновеси
начално-краевой адачи (1)-(2)

Однородные состони равновеси u∗ = u∗(K,α, γ) начално-краевой ада-
чи (1)-(2) определтс как решени уравнени

u = α−2K(1 + γcos(u)). (7)

Уравнение (7) в ависимости от K,α и γ моет имет несколко решений, в том
числе кратные. Исследуем услови воникновени состоний равновеси, их устойчи-
вост и механимы потери устойчивости в ависимости от параметров уравнени (1).

Выберем одно и решений u∗ = u∗(K,α, γ) уравнени (7) и апишем начално-
краеву адачу (1)-(2) в его окрестности, аменив u(ρ,φ, t) → u∗(K,α, γ) + u(ρ,φ, t).
В реултате получим начално-краеву адачу

ut(ρ,φ, t) + u(ρ,φ, t) = D∆ρφu(ρ,φ, t)− bu(ρ/α,φ, t− T )+

+ b2u(ρ/α,φ, t− T )2/2 + bu(ρ/α,φ, t− T )3/6 + . . . , (8)

uρ(R,φ, t) = 0, u(ρ, 0, t) = u(ρ, 2π, t), uφ(ρ, 0, t) = uφ(ρ, 2π, t),

u(ρ,φ, s) = u0(ρ,φ, s) ∈ H0(KR;−T, 0), (9)

b = b(K,α, γ) = u∗(K,α, γ)γ sin(u∗(K,α, γ))/(1 + γcos(u∗(K,α, γ))), (10)

b2 = b2(K,α, γ) = −u∗(K,α, γ)γ cos(u∗(K,α, γ))/(1 + γcos(u∗(K,α, γ))),

где точками обоначены слагаемые, имещие по u(ρ/α,φ, t − T ) более высокий по-
рдок малости в норме H0(KR;−T, 0).

Рассмотрим линейну част (8)-(9)

ut(ρ,φ, t) + u(ρ,φ, t) = D∆ρφu(ρ,φ, t)− bu(ρ/α,φ, t− T ), (11)
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uρ(R,φ, t) = 0, u(ρ, 0, t) = u(ρ, 2π, t), uφ(ρ, 0, t) = uφ(ρ, 2π, t),

u(ρ,φ, s) = u0(ρ,φ, s) ∈ H0(KR;−T, 0). (12)

Определ решени (11)-(12) вида u(ρ,φ, t) = u(ρ,φ)eλt,λ ∈ C (решени Эйлера)
получим пучок операторов

P (λ)u(ρ,φ) ≡ λu(ρ,φ) + u(ρ,φ)−D∆ρ,φu(ρ,φ) + bu(ρ/α,φ)e−λT , (13)

действущий в L̃2(KR) с област определени H̃2(KR), точки спектра которого
определт устойчивост решений начално-краевой адачи (11)-(12), а соответству-
щие им собственные функции решени искомого вида. наком “тилде” будем обо-
начат комплексное расширение соответствущего функционалного пространства,
скалрное проиведение и норма в котором обобщаетс стандартным обраом.

Представим u(ρ,φ) ∈ H2(KR) в виде

u(ρ,φ) = u00(ρ)v00 +
∞

n=−∞

∞

j=1

unj(ρ)e
inφvnj, u00(ρ) =

1√
πR

, unj(ρ) =
Rnj(ρ)

(2π)1/2
,

Rnj(ρ) =

√
2/RJn(γnjρ/R)

(1− n2/γ2
jn)

1/2|Jn(γnj)|
(n ≥ 0), R−nj(ρ) = Rnj(ρ),

R

0

ρRnj(ρ)Rnp(ρ)dρ = δjp, i =
√
−1, v00, v0j ∈ R, vnj ∈ C, v−nj = v̄nj, (14)

где Jn(ρ) функции Бессел первого рода n-го пордка, γnj j-й поло-
ителный нол функции J ′

n(ρ), γ00 = 0, δjp  символ Кронекера,
v0 = (v00, v01, v02, . . . ) ∈ l22 ⊂ l2, l

2
2 = {v = (v0, v1, v2, . . . ), vk ∈ R : ||v||l22 = (v20+∞

k=1 k
4v2k)

1/2 < ∞}, vn = (0, vn1, vn2, vn3, . . . ) ∈ l̃22 ⊂ l̃2, l̃
2
2 = {v = (v0, v1, v2, v3, . . . ),

vk ∈ C : ||v||l̃22 = (|v0|2 +
∞

k=1 k
4|vk|2)1/2 < ∞}. Функции u00(ρ), u0j(ρ), unj(ρ)e

inφ,

u−nj(ρ)e
−inφ, j, n = 1, 2, . . . , влс полной системой собственных функций опера-

тора Лапласа, обраут ортогоналный баис в H̃2(KR) и ортонормированный в
L̃2(KR), т.е. v0 ∈ l22 и vn ∈ l̃22 определтс одноначно. Подставим рд (14) в (13)
и спроектируем на u00(ρ), u0j(ρ), unj(ρ)e

inφ, u−nj(ρ)e
−inφ, j, n = 1, 2, . . . . В реултате

получим последователност операторных уравнений в пространстве l̃2 с област
определени l̃22 вида

P (n)(λ,α)vn = 0, n = 0, 1, . . . , (15)

дл определени vn ∈ l̃22, где P (n)(λ,α) бесконечномерные матрицы c элементами

P
(n)
jj (λ,α) = λ+ 1 +Dγ2

nj + ba
(n)
jj (α)e

−λT , P
(n)
jq (λ,α) = ba

(n)
jq (α)e

−λT , j ∕= q,
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a
(n)
jq (α) =

1

0

ρRnq(ρ/α)Rnp(ρ)dρ, (16)

j, q = 0, 1, . . . , при n = 0, и j, q = 1, 2, . . . , при n > 0. Отметим, что коэффициенты
a
(n)
jq (α) → 0 при j, q → ∞.

Совокупност начений λ
(n)
∗ , при которых операторные уравнени (15) имеет

ненулевые решени v
(n)
∗ ∈ l̃22 определет мноество точек спектра пучка операторов

(13), а решени v
(n)
∗ с учетом (14) соответствущие собственные функции. Анали

располоени λ
(n)
∗ поволет построит в пространстве параметров области устой-

чивости решений начално-краевой адачи (11)-(12), т.е. исследоват услови поте-
ри устойчивости состонием равновеси u∗ = u∗(K,α, γ). Восполуемс дл этого
методом D-рабиени [16]. Рассмотрим дл кадого n последователност “усечен-
ных” конечномерных матриц P

(n)
N (λ,α), в которых j, q = 0, 1, ..., N при n = 0, и

j, q = 1, 2, ..., N при n > 0. Приравнем нул определител матрицы P
(n)
N (λ,α) и

выделим в этом равенстве элемент P
(n)
jj (λ,α). В реултате получим равенство

λ+ 1 +Dγ2
nj + ba

(n)
jj (α)e

−λT +∆
(nj)
N (b, T,λ,α) = 0, (17)

в котором функци ∆
(nj)
N (b, T,λ,α) получена в реултате обединени выраений,

не содеращих P
(n)
jj λ,α), и a

(n)
jj (1) = 1,∆

(nj)
N (b, T,λ, 1) ≡ 0. Полоив в (17) в соответ-

ствии с методом D-рабиений [16] λ = iω, ω ≥ 0, имеем

iω + 1 +Dγ2
nj + ba

(n)
jj (α)e

−iωT +∆
(nj)
N1 (b, T,ω,α) + i∆

(nj)
N2 (b, T,ω,α) = 0, (18)

Выделив в (18) вещественну и мниму части, получим равенства

1+Dγ2
nj+ba

(n)
jj (α) cos(ωT )+∆

(nj)
N1 (b, T,ω,α) = 0, ω−ba

(n)
jj (α) sin(ωT )+∆

(nj)
N2 (b, T,ω,α) = 0,

и которых находим

b = b(ω) = (−1)k+1(1+Dγ2
nj+∆

(nj)
N1 (b, T,ω,α))/(a

(n)
jj (α) cos(arctg((ω+∆

(nj)
N2 (b, T,ω,α))/

(1 +Dγ2
nj +∆

(nj)
N1 (b, T,ω,α))))), (19)

T = T (ω) = ω−1(πk−arctg(ω+∆
(nj)
N2 (b, T,ω,α))/(1+Dγ2

nj+∆
(nj)
N1 (b, T,ω,α))), k = 1, 2, . . . .

(20)
При этом ∆

(nj)
N1 (b, T,ω, 1) ≡ 0,∆

(j)
N2(b, T,ω, 1) ≡ 0. Выраени (19), (20) определ-

т совокупност кривых b(ω), T (ω), аданных в невном виде, в плоскости (b, T )

на которых пучек операторов (13) имеет точки спектра, располоенные на мни-
мой оси комплексной плоскости. Это дает вомоност построит в плоскости (b, T )

(при фиксированных других параметрах) област устойчивости решений начално-
краевой адачи (11)-(12).
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Построим итерационный процесс

b(p)(ω) = (−1)k+1(1 +Dγ2
nj +∆

(nj)
N1 (b(p−1)(ω), T (p−1)(ω),ω,α))/(a

(n)
jj (α) cos(arctg((ω+

+∆
(nj)
N2 (b(p−1)(ω), T (p−1)(ω),ω,α))/(1 +Dγ2

nj +∆
(nj)
N1 (b(p−1)(ω), T (p−1)(ω),ω,α))))), (21)

T (p)(ω) = ω−1(πk − arctg(ω +∆
(nj)
N2 (b(p−1)(ω), T (p−1)(ω),ω,α))/

/(1 +Dγ2
nj +∆

(nj)
N1 (b(p−1)(ω), T (p−1)(ω),ω,α))), k = 1, 2, . . . , p = 1, 2, . . . . (22)

При α = 1 функции b(ω) = b(0)(ω), T (ω) = T (0)(ω) в (21), (22) выраатс вно.
Немного увеличим параметр α и выберем в качестве началного приблиени b(0)(ω),
T (0)(ω), полученные при α = 1. Итерационный процесс (21), (22) достаточно быстро
сходитс как по p, так и по N в силу свойств функций ∆

(nj)
N1 (b, T,ω,α), ∆(nj)

N2 (b, T,ω,α)

и достаточно быстрого стремлени к нул коэффициентов a
(n)
jq (α) при j ∕= q. Внов

увеличим немного параметр α и выберем в качестве началного приблиени b(0)(ω),
T (0)(ω) выраени, полученные дл предыдущего начени α. Получим сходщийс
итерационный процесс. Двигас таким обраом по параметру α, моно построит
с лбой степен точности функции b(ω), T (ω) как решени уравнений (19), (20) и
соответствущие им кривые в плоскости (b, T ) дл раличных начений n и других
параметров. Эти кривые необходимо дополнит прмыми b = b∗, где b∗ определ-
тс как решени уравнени detP

(n)
N (0,α) = 0, N → ∞ и соответствут нулевым

точкам спектра пучка операторов (13). Это дает вомоност построит картину D-
рабиений плоскости параметров (b, T ) при других фиксированных параметрах (13).
При этом посредством Dj обоначатс области в плоскости (b, T ), при начении па-
раметров и которых пучок операторов (13) имеет j точек спектра, принадлеащих
правой комплексной полуплоскости, а границы этих областей соответствут точкам
спектра, леащим на мнимой оси. аметим, что прма b = 0 согласно (15) принадле-
ит области D0. Двигас от прмой b = 0 в направлении увеличени и уменшени
параметра b при T > 0, определем област D0. Дополнителна проверка отсутстви
точек спектра пучка операторов (13) в правой комплексной полуплоскости при на-
чении параметров (b, T ) ∈ D0 осуществлетс следущим обраом. На внутренност
области D0 наноситс сетка по b и с шагом h > 0. В точках сетки вычислетс
приращение функции Arg(detP

(n)
N (λ,α)) при обходе в полоителном направлении

границы полукруга {λ = reiψ, 0 ≤ r ≤ R,−π/2 ≤ ψ ≤ π/2}. Равенство нул прираще-
ни аргумента обеспечивает отсутствие корней уравнени detP

(n)
N (λ,α) = 0 в точках

укаанного полукруга. Увеличива R, получим аналогичное утвердение дл правой
комплексной полуплоскости. Границы областей Dj в далнейшем будем рассматри-
ват в виде ависимости T = Tj(b). Отметим, что анали двиени точек спектра
пучка операторов (13) при именении параметров b и T , сванного с проходением
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границы области D0 (и других областей) требует отделного рассмотрени. Об этом
будет скаано в далнейшем.

Параметр b не влетс параметром начално-краевой адачи (1)-(2) (парамет-
ром математической модели), поэтому перестроим плоскост b, T в плоскост пара-
метров K,T . Исполуем дл этого полученные и (7)–(10) выраени

K = K(u) = α2u/(1 + γcos(u)), b = b(u) = uγsin(u)/(1 + γcos(u)),

K ′(u) = α2(1 + b(u))/(1 + γcos(u)),

которые рассмотрим как функции состони равновеси u. Обоначим чере
Uk, k = 1, 2, . . . области на оси u ≥ 0 в которых b(u) > −1. В этих областх
K(u) монотонно ворастает при увеличении u. Отметим, что состони равнове-
си u начално-краевой адачи (1)-(2), дл которых b(u) < −1, всегда неустойчи-
вы, поэтому такие области рассматриват не будем. Выраим в областх u ∈ Uj

u = uk(K), k = 1, 2, . . . и подставим b(u). В реултате получим счетное число функ-
ций b = bk(K) = b(uk(K)). Подставим тепер эти функции в ависимости T = Tj(b)).
В реултате получим уравнени T = Tjk(K) = Tj(bk(K)) границ областей Dj в
плоскости K,T . При начених параметров K,T , принадлеащих этим кривым, пу-
чек операторов (7), построенные на состонии равновеси uk(K) будет имет точки
спектра, принадлеащие мнимой оси комплексной плоскости.

На рис. 1–6 дл начений D = 0.1, γ = 0.75 и раличных начений α приведены
картины D-рабиений плоскости параметров (K,T ) характеристического уравнени
(17) (пучка операторов (13)). На рисунках в соответствии с методом D-рабиений
чере Dj обоначены области, при начении параметров и которых пучок операто-
ров (13) имеет j точек спектра, принадлеащих правой комплексной полуплоскости,
а границы этих областей соответствут точкам спектра, леащим на мнимой оси.
Кривые, отмеченные треуголником, отностс к состоним равновеси, принадле-
ащим области U1, отмеченные ведочкой  к области U2, отмеченные квадратом 
к области U3. Када крива имеет маркер (на рисунках они проставлены не веде),
перва цифра которого покаывает номер n, втора  начение j соответствущей
собственной функции пучка операторов (13). Точками на рисунка условно обона-
чена совокупност границ областей Dj не имещих принципиалного начени дл
рассматриваемой адачи.

И рисунков видно, что иметс начени параметра α, K, T , при которых на
границе области устойчивости D0 (и других Dj) , пучек операторов (13) имеет пару
комплексно сопренных точек спектра ±iω∗,ω∗ > 0 (права граница области D0).
Если при этом n = 0, то такой точке спектра iω∗ соответствует одна собственна
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функци

u∗
0j(ρ) =

∞

k=0

u0k(ρ)v0k, v0 = (v00, v01, . . . ) ∈ l̃22, P
(0)(iω∗,α)v0 = 0, ||u∗

0j(ρ)||L2 = 1, j > 0,

u∗
00(ρ) ≡ u∗

00 = const, (23)

если n ∕= 0, то две собственные функции u∗
nj(ρ,φ) = u∗

nj(ρ)e
inφ,

u∗
−nj(ρ,φ) = u∗

nj(ρ)e
−inφ, ||u∗

nj(ρ,φ)||L2 = 1, где

u∗
nj(ρ) =

∞

j=1

unj(ρ)vnj, vn = (0, vn1, . . . ) = (0, v∗n) ∈ l̃22, P (n)(iω∗,α)v∗n = 0. (24)

Введем в рассмотрение сопренный с (13) пучек операторов P ∗(λ) и услови

(P (λ)u(ρ,φ), v(ρ,φ))L̃2
= (u(ρ,φ), P ∗(λ)v(ρ,φ))L̃2

, u(ρ,φ), v(ρ,φ) ∈ H̃2(KR).

С учетом равенства
2π

0

R

0

ρu(ρ/α,φ)v̄(ρ,φ)dρdφ =

2π

0

R∗

0

ρu(ρ,φ)Qα∗ v̄(ρ,φ)dρdφ, α∗ = 1/α, R∗ = R/α,

где

Qα∗v(ρ,φ) =





α−2
∗ v(ρ/α∗,φ), 0 ≤ ρ ≤ R∗,

0, R∗ < ρ ≤ R

оператор сати, имеем вид сопренного оператора

P ∗(λ)v(ρ,φ) ≡ λv(ρ,φ) + v(ρ,φ)−D∆ρ,φv(ρ,φ) + bQα∗v(ρ,φ)e
−λT . (25)

При этом, если λ∗ точка спектра пучка операторов (13), то λ̄∗ точка спектра пучка
операторов (25). Таким обраом, точке спектра iω∗ пучка операторов (13) отвеча-
ет точка спектра −iω∗ пучка операторов (25), а соответствущие ей собственные
функции имет вид

v∗0j(ρ) =
∞

k=0

u0k(ρ)w0k, w0 = (w00, w01, . . . ) ∈ l̃22, P (0)∗(−iω∗,α)w0 = 0, j > 0,

v∗00(ρ) ≡ v∗00 = const, (26)

при n = 0, и
v∗nj(ρ,φ) = v∗nj(ρ)e

inφ, v∗−nj(ρ,φ) = v∗nj(ρ)e
−inφ,

v∗nj(ρ) =
∞

k=1

unk(ρ)wnk, wn = (0, wn1, . . . ) = (0, w∗n) ∈ l̃22, P (n)∗(−iω∗,α)w∗n = 0, (27)

при n ∕= 0. дес P (n)∗(.) сопренна с P (n)(.) матрица.
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Функции (26), (27) могут быт выбранными, удовлетворщими следущим
условим

(P ′(iω∗)u
∗
0j(ρ), v

∗
0j(ρ))L̃2

= 1, (P ′(iω∗)u
∗
0j(ρ), v̄

∗
0j(ρ))L̃2

= 0, (28)

и
(P ′(iω∗)u

∗
nj(ρ,φ)), v

∗
nj(ρ,φ)))L̃2

= 1, (P ′(iω∗)u
∗
−nj(ρ,φ)), v̄

∗
nj(ρ,φ)))L̃2

= 0,

(P ′(iω∗)u
∗
nj(ρ,φ)), v

∗
−nj(ρ,φ)))L̃2

= 0, (P ′(iω∗)u
∗
−nj(ρ,φ)), v̄

∗
−nj(ρ,φ)))L̃2

= 1.

Исследуем двиение точек спектра пучка операторов (13) при проходении па-
раметрами K,T границы области D0 (области Dj). Выберем точку K∗, T ∗ границы
области D0 (области Dj), при которой пучек операторов (13) имеет точки спектра
±iω∗,ω∗ > 0, построенный на состонии равновеси u∗ = uk(K

∗) . Полоим в (13)
K = K∗ + ε, где 0 < ε малый параметр, и обоначим соответствущий пучек опера-
торов P (λ; ε). Таке имеем

u∗(ε) = uk(K∗ + ε) = u∗ + εu∗1 + ..., u∗1 = u∗/(K∗(1 + b(u∗))),

b(ε) = b(u∗(ε)) = b(u∗) + εb1 + ..., b1 = γ sin(u∗) + u∗γ cos(u∗)/(1 + b(u∗)).

Рассмотрим сначала случай n = 0. Пучек операторов (13) имеет точки спектра
λ(ε), λ̄(ε),λ(0) = iω∗ и соответствущие им собственные функции u∗

0j(ρ; ε), ū
∗
0j(ρ; ε),

аналитически ависщие от ε при |ε| < ε0. Представим

λ(ε) = iω∗ + ελ1 + . . . , u∗
0j(ρ; ε) = u∗

0j(ρ) + εu
(1)
0j (ρ) + . . . (29)

и подставим в (13). Приравнв коэффициенты при первой степени параметра ε, по-
лучим дл определени u

(1)
0j (ρ) операторное уравнение в пространстве L̃2(KR)

P (iω∗; 0)u
(1)
0j (ρ) + λ1P

′(iω∗; 0)u
∗
0j(ρ) + b1u

∗
0j(ρ)e

−iω∗T ∗
= 0, (30)

с област определени H̃2(KR). Условие рарешимости уравнени (30)
(λ1P

′(iω∗; 0)u
∗
0j(ρ) + b1u

∗
0j(ρ)e

−iω∗T ∗
, v∗0j(ρ))L̃2

= 0 с учетом (30) поволет одно-
начно определит

λ1 = −b1e
−iω∗T ∗

(u∗
0j(ρ/α), v

∗
0j(ρ))L̃2

. (31)

При выполнении услови (31) решение u(1)
0j (ρ) уравнени (30), удовлетворщее усло-

ви (u
(1)
0j (ρ), v

∗
0j(ρ))L̃2

= 0, определетс одноначно.
В случае n > 0 точкам спектра λ(ε)(λ(0) = iω∗) и λ̄(ε) отвечат соответствен-

но собственные функции u∗
nj(ρ,φ; ε) = u∗

nj(ρ; ε)e
inφ, u∗

−nj(ρ,φ; ε) = u∗
nj(ρ; ε)e

−inφ и
ū∗
nj(ρ,φ; ε), ū

∗
−nj(ρ,φ; ε), которые аналитически авист от ε при |ε| < ε0. Предста-

вим λ(ε) в виде (29) и

u∗
nj(ρ; ε) = u∗

nj(ρ) + εu
(1)
nj (ρ) + . . . , u∗

−nj(ρ; ε) = u∗
−nj(ρ) + εu

(1)
−nj(ρ) + . . . .

Таврический вестник информатики и математики, 4 (53)’ 2021



80 В. А. Куликов

Подставим u∗
nj(ρ,φ; ε) в (13) и приравнем коэффициенты при первой степени ε.

В реултате получим дл определени u
(1)
nj (ρ) операторное уравнение в пространстве

L̃2(KR)

P (iω∗; 0)u
(1)
nj (ρ)e

inφ + (λ1P
′(iω∗; 0)u

∗
nj(ρ) + b1e

−iω∗T ∗
u∗
nj(ρ/α))e

inφ = 0, (32)

с област определени H̃2(KR). И первого услови рарешимости уравнени (32)

((λ1P
′(iω∗; 0)u

∗
nj(ρ) + b1e

−iω∗T ∗
u∗
nj(ρ/α))e

inφ, v∗nj(ρ)e
inφ)L̃2

= 0,

одноначно определем

λ1 = −b1e
−iω∗T ∗

(u∗
nj(ρ/α), v

∗
nj(ρ))L̃2

. (33)

Второе условие рарешимости уравнени (32)

((λ1P
′(iω∗; 0)u

∗
nj(ρ) + b1e

−iω∗T ∗
u∗
nj(ρ/α))e

inφ, v∗nj(ρ)e
−inφ)L̃2

= 0,

выполнетс автоматически.
При выполнении услови (33) решение u

(1)
nj (ρ) уравнени (32), удовлетворщее

услови (u
(1)
nj (ρ), v

∗
nj(ρ))L̃2

= 0, определетс одноначно.
нак Reλ1 определет двиение точек спектра (13) при проходении парамет-

рами K и T границ построенных областей, что поволет определит картину Dj

рабиений. В соответствии с этим определена картина D-рабиений, приведенна на
рис. 1–6. Отметим, что на границе области устойчивости пучек операторов (13) мо-
ет имет две пары комплексно спектралных точек спектра, леащих на мнимой
оси комплексной плоскости (см. рис. 2). При этом одной и них отвечает собственна
функци вида (23), а другой  две вида (24), а меду точками спектра могут быт
выполнены реонансные соотношени.

Работа выполнена при финансовой поддерке РФФИ (код проекта 19 31 90133).
Автор выраает благодарност Е.П.Кубышкину а помощ в решении адачи

и написании стати.
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The solvability problem for a controlled system with a fractional
derivative and a causal operator.

Obukhovskii, V. V., Kulmanakova, M. M., Borovikova, M. M.

Abstract. It is known that the contemporary approach in the theory of control systems
and mathematical physics leads to models that are conveniently described by using differential
equations and inclusions. Recently, the attention of many researchers (see [1]–[3] and the
references therein) was attracted to generalizations of differential and functional differential
equations and inclusions, namely to the class of functional equations and inclusions with causal
operators. The term causal operator or Volterra operator in the sense of A. N. Tikhonov (see [4]),
is used in mathematical physics to solve problems of differential equations, integro-differential
equations, functional differential equations with finite or infinite delay, Volterra-type integral
equations, functional equations of neutral type, etc. (see, for example, [5]). Papers [6]–[9] are
devoted to the study of equations and inclusions with causal operators of various types, theorems
on the existence of solutions, description of qualitative properties of solutions and various
applications. At the same time, in recent decades, interest to the theory of fractional differential
equations has increased significantly due to their effective applications in various fields of applied
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mathematics, physics, engineering, biology, economics, etc. (see, for example, monograph [10],
articles [11]–[16], etc.). In [17]–[23] boundary value problems of various types for fractional
differential equations and inclusions were considered. In this paper we develop the results of
works [24]–[26] and consider a generalized boundary value problem for a feedback control system
governed by a differential inclusion with a fractional derivative and a causal operator of the form

CDqx(t) ∈ Ax(t) + F (x)(t) +Bu(t), t ∈ [0, T ], q ∈ (0; 1),

satisfying the feedback condition

u ∈ Ψx, u ∈ L∞ ([0, T ];E)

and the general boundary condition:

Qx ∈ S x.

The paper has the following structure. The second section provides the necessary information
from the theory of multivalued maps, measures of noncompactness, the concepts of a multivalued
causal operator and a fractional derivative. In the next section, we study a system governed by
a semilinear functional differential inclusion of fractional order, satisfying the feedback condition
and the general boundary condition, and describe the properties of a multi-operator whose fixed
points are solutions of this system. The practical significance of this work is contained in its
applicability to the study of systems arising in various branches of natural sciences and governed
by various classes of partial differential equations of a fractional order.

Keywords: controlled system, feedback, functional differential inclusion, fractional derivative,
finite delay, measure of non-compactness, condensing operator, fixed point, topological degree.

1. Введение

Ивестно, что современный подход в теории систем управлени и математической
фиике приводит к моделм, которые удобно описыват с помощ дифференциал-
ных уравнений и вклчений. В последнее врем внимание многих исследователей
(см. работы [1]–[3] и ссылки в них) было привлечено к обобщеним дифференци-
алных и функционално-дифференциалных уравнений и вклчений, а именно к
классу функционалных уравнений и вклчений с кауалными операторами. Тер-
мин кауалный оператор или оператора Волтерра в смысле А. Н. Тихонова ([4]),
исполуетс в математической фиике дл решени адач дифференциалных урав-
нений, интегро-дифференциалных уравнений, функционално-дифференциалных
уравнений с конечным или бесконечным ападыванием, интегралных уравнений
типа Волтерра, функционалных уравнений нейтралного типа и др. (см., напри-
мер, [5]). Стати [6]–[9] посвщены иучени уравнений и вклчений с кауалными
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операторами раличных типов, теоремам о существовании решений, описани каче-
ственных свойств решений и раличным прилоеним. В то е врем в последние
дестилети интерес к теории дифференциалных уравнений дробного пордка на-
чително ворос благодар их эффективным прилоеним в раличных областх
прикладной математики, фиики, иненерии, биологии, экономики и т. д. (см., на-
пример, монографи [10], стати [11]–[16], и т. д.). В работах [17]–[23] рассматрива-
лис краевые адачи раличных типов дл дробных дифференциалных уравнений
и вклчений. В данной работе равиватс реултаты работ [24]–[26] и рассматри-
ваетс обобщенна гранична адача дл управлемой системы с обратной св,
описываема дифференциалным вклчением с дробной проиводной и кауалным
оператором, удовлетворща услови обратной сви и общему граничному усло-
ви.

Работа имеет следущу структуру. Во втором раделе приводтс необходи-
мые сведени и теории многоначных отобраений, мер некомпактности, приво-
дитс понтие многоначного кауалного оператора и дробной проиводной. В сле-
дущем раделе мы иучаем систему, описываему полулинейным функционално-
дифференциалным вклчением дробного пордка, удовлетворщим услови об-
ратной сви и общему граничному услови, исследутс свойства мултиоператора,
неподвиные точки которого влтс решеними данной системы. Практическа
начимост данной работы аклчаетс в вомоности ее применени к исследо-
вани систем, воникащих в раличных раделах естествонани и описываемых
раличными классами уравнений в частных проиводных дробного пордка.

2. Необходимые сведени

2.1. Многоначные отобраени и меры некомпактности. Нам понадобтс
некоторые сведени и многоначного аналиа и теории топологической степени дл
уплотнщих отобраений (см., например, [27]–[28]).

Пуст X  метрическое пространство; E  нормированное пространство. Сим-
волом P (E ) обоначаетс совокупност всех непустых подмноеств пространства E ,

K(E ) и Kv(E ) обоначат совокупности, состощие и всех непустых компактных
или, соответственно, выпуклых компактных подмноеств пространства E .

Определение 1. Мултиотобраение F : X → P (E ) наываетс полунепрерывным
сверху в точке x ∈ X, если дл лбого открытого подмноества W ⊂ E , такого что
F (x) ⊂ W, найдетс така окрестност V (x) точки x, что F (V (x)) ⊆ W.

Мултиотобраение F наываетс полунепрерывным сверху (пн. св.), если оно
полунепрерывно сверху в кадой точке пространства X.
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Определение 2. Мултиотобраение F : X → P (E ) наываетс компактным, ес-
ли его област начений F (X)  относително компактное подмноество E . Если
пн. св. мултиотобраение F компактно на ограниченных подмноествах X, то оно
наываетс вполне пн. св. Если мултиотобраение F компактно на компактных
подмноествах X, то оно наываетс кваикомпактным.

Лемма 1. ([27], Теорема 1.1.12.) Если F : X → K(E)  амкнутое кваикомпакт-
ное мултиотобраение, то оно пн. св.

Определение 3. Мултифункци G : [0;T ] → K(E), дл p ≥ 1, наываетс:

• Lp-интегрируемой, если она допускает Lp-интегрируемое сечение по Бохнеру,
то ест существует функци g ∈ Lp ([0;T ];E) , така, что g(t) ∈ G(t) дл
почти всех t ∈ [0;T ];

• Lp-интегрално ограниченной, если существует функци ξ ∈ Lp([0;T ]) така,
что:

G(t) := sup {gE : g(t) ∈ G(t)} ≤ ξ(t)

дл почти всех t ∈ [0;T ].

Лемма 2. ([27], Теорема 4.2.1.) Пуст последователност функций
{ξn} ⊂ Lp([0;T ];E) влетс Lp-интегрално ограниченной. Предполоим,
что

χ({ξn(t)}) ≤ q(t)

дл почти всех t ∈ [0;T ], где q ∈ Lp
+([0;T ]). Тогда дл лбого δ > 0 существует

компактное мноество Kδ ⊂ E и мноество mδ ⊂ [0;T ] с мерой Лебега (mδ) < δ,

а таке последователност функций Gδ ⊂ Lp([0;T ];E) со наченими в Kδ такие,
что дл кадого n ≥ 1 существует функци bn ∈ Gδ, дл которой

ξn(t)− bn(t)E ≤ 2q(t) + δ, t ∈ [0;T ]\mδ.

Более того, последователност {bn} моет быт выбрана так, что bn ≡ 0 на mδ

и эта последователност слабо компактна.

Пуст (A ,≥ 0)  некоторое частично упордоченное мноество, E  нормиро-
ванное пространство.

Определение 4. Отобраение β : P (E ) → A наываетс мерой некомпактности
(МНК) в E , если дл лбого Ω ∈ P (E ) выполнено

β(coΩ) = β(Ω).

Мера некомпактности β наываетс:
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1) монотонной, если и Ω1,Ω2 ∈ P (E ) и Ω1 ⊆ Ω2 вытекает, что β(Ω1) ≤ β(Ω2);

2) несингулрной, если дл лбых Ω ∈ P (E ), a ∈ E выполнено β(Ω∪{a}) = β(Ω).

Если A  конус в нормированном пространстве, то МНК β наываетс:

3) вещественной, если A мноество действителных чисел с естественным по-
рдком;

4) регулрной, если β(Ω) = 0 равносилно относителной компактности Ω.

Мерой некомпактности, дл которой выполнены все вышеприведенные свойства,
влетс МНК Хаусдорфа

χ(Ω) = inf{ε > 0 : Ω имеет конечну ε− сет}.

Таке в качестве примеров рассмотрим меры некомпактности определенные в
пространстве непрерывных функций C([0, T ];E), где E  банахово пространство:

1) модул равностепенной непрерывности:

modC(Ω) = lim
δ→0

sup
x∈Ω

max
|t1−t2|<δ

x(t1)− x(t2)E;

2) модул послойной некомпактности:

ϕ(Ω) = sup
t∈[0,T ]

χE(Ω(t)),

где χE  МНК Хаусдорфа в E, Ω(t) = {x(t) : x ∈ Ω};
3) атухащий модул послойной некомпактности:

γ(Ω) = sup
t∈[0,T ]

e−LtχE(Ω(t)),

где L > 0  аданное число.

Эти меры некомпактности обладат всеми вышеукаанными свойствами а ис-
клчением регулрности. Кроме того, если мы обоначим χC МНК Хаусдорфа в
пространстве C([0, T ];E), то мы имеем следущее соотношение ([27], Пример 2.1.3):

ϕC(Ω) ≤ χC(Ω). (1)

Пуст E и E ′  нормированные пространства с мерами некомпактности β и β′

соответственно; L : E → E ′  непрерывный линейный оператор.

Определение 5. Оператор L наываетс (β, β′)-ограниченным, если найдетс
C ≥ 0 такое, что β′(LΩ) ≤ Cβ(Ω) дл всех ограниченных мноеств Ω ⊂ E . наче-
ние L (β,β′), равное точной ниней грани мноества всех таких коэффициентов,
наываетс (β, β′)-нормой оператора L .
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В частности, если E = E ′ и β = β′, то L (β,β) будем обоначат как L (β) и
наыват β-нормой оператора L . Дл вычислени χ-нормы оператора L мы моем
примент формулу

L (χ) = χ(L S) = χ(LB),

где S и B  единичные сфера и шар в E , соответственно. Легко видет, что

L (χ) ≤ L 

и
χ(LΩ) ≤ L χχ(Ω)

дл лбого ограниченного подмноества Ω ⊂ E .

Пуст E  банахово пространство, L : E → C([a, b];E)  ограниченный линей-
ный оператор и ϕC  модул послойной некомпактности в C([a, b];E).

И (1) вытекает, что
L (χ,ϕ) ≤ L (χ). (2)

Определение 6. ([27]) Непустое компактное метрическое пространство A наы-
ваетс Rδ-мноеством, если существует убываща последователност {An} ком-
пактных стгиваемых мноеств така, что

A =


n≥1

An.

сно, что компактные выпуклые или, более общо, стгиваемые мноества вл-
тс примерами Rδ-мноеств. В то е врем, Rδ-мноество моет быт не стги-
ваемым (см. пример в [28]).

Пуст X  подмноество в E .

Определение 7. Пн.св. мултиотобраение F : X → K(E ) наываетс:
(i) Rδ-мултиотобраением (или J-мултиотобраением), если кадое начение

F (x), x ∈ X влетс Rδ-мноеством;
(ii) кваи-Rδ-мултиотобраением (или CJ-мултиотобраением), если суще-

ствует нормированное пространство E1, Rδ-мултиотобраение F1 : X → K(E1) и
непрерывное отобраение g : E1 → E такие, что F = g ◦ F1.

И этого определени и свойств непрерывности мултиотобраений (см., напри-
мер, [27]) вытекает следущее утвердение.

Предлоение 1. Если F ,G : X → K(E )  кваи-Rδ-мултиотобраени, то их
сумма F + G : X → K(E ),


F + G


(x) = F (x) + G (x)
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таке влетс кваи-Rδ-мултиотобраением.

Пуст β  монотонна несингулрна МНК в E , U  открытое ограниченное
подмноество E и F : U → K(E )  β-уплотнщее кваи-Rδ-мултиотобраение
такое, что x /∈ F (x) дл всех x ∈ ∂U, где ∂U обоначает границу мноества U. Тогда
дл соответствущего мултипол i− F определена числова характеристика

deg (i− F ,U),

наываема топологической степен ([27], Глава 3.4). Эта характеристика обладает
всеми стандартными свойствами топологической степени, в частности, ее отличие
от нул влечет существование по крайней мере одной неподвиной точки x ∈ U,

x ∈ F (x).

В качестве следстви этой теории топологической степени мы получаем следу-
щий принцип неподвиной точки ([27], Следствие 3.4.2).

Предлоение 2. Пуст M  амкнутое ограниченное подмноество E и
F : M → K(M)–β-уплотнщее кваи-Rδ-мултиотобраение. Тогда F имеет хот
бы одну неподвину точку x ∈ M, x ∈ F (x).

2.2. Кауалные мултиоператоры. Пуст E  сепарабелное банахово про-
странство, Lp ([0, T ];E) , 1 ≤ p ≤ ∞ – банахово пространство всех суммируемых по
Бохнеру функций f : [0, T ] → E с обычной нормой.

Дл кадого подмноества N ⊂ Lp ([0, T ];E) и τ ∈ (0, T ) определим суение
N на [0, τ ] как

N |[0,τ ]= {f |[0,τ ]: f ∈ N }.

Определение 8. Дл аданного h  0 мултиотобраение
Q : C ((−h, T ];E) ⊸ Lp ([0, T ];E) будем наыват кауалным мултиопера-
тором, если дл кадого τ ∈ (0, T ) и дл лбых u(·), v(·) ∈ C ((−h, T ];E) условие
u |(−h,τ ]= v |(−h,τ ] влечет Q(u) |[0,τ ]= Q(v) |[0,τ ] .

Приведем примеры кауалных мултиоператоров.

Пример 1. Предполоим, что мултиотобраение

F : [0, T ]× C ([−h, 0];E) → Kv (E)

удовлетворет следущим условим:

(F1) дл лбого ψ ∈ C ([−h, 0];E) мултифункци F (·,ψ) : [0, T ] → Kv (E) допус-
кает имеримое сечение;

(F2) дл п. в. t ∈ [0, T ] мултиотобраение F (t, ·) : C ([−h, 0];E) → Kv (E) пн. св.;
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(F3) дл лбого r > 0 найдетс функци αr ∈ Lp
+[0, T ], 1 ≤ p ≤ ∞ така, что

F (t,ψ)E := sup{zE : z ∈ F (t,ψ)} ≤ αr(t)

дл п. в. t ∈ [0, T ] и ψC ≤ r.

И условий (F1) − (F3) (см., например, ([27], [28]) вытекает, что суперпоици-
онный мултиоператор PF : C([−h;T ];E) → P (Lp([0, T ];E)), 1 ≤ p ≤ ∞ аданный
как

PF (x) = {f ∈ Lp([0, T ];E) : f(t) ∈ F (t, xt) п. в. t ∈ [0, T ]} (3)

корректно определен. дес ut ∈ C ([−h, 0];E) определетс как ut(θ) = u(t + θ),

θ ∈ [−h, 0]. сно, что мултиоператор PF влетс кауалным.

Пример 2. Пуст F : [0, T ]× C ([−h, 0];E) → Kv (E)  мултиотобрае-
ние, удовлетворщее условим (F1) − (F3) Примера 1. Предполоим, что
{K(t, s) : 0 ≤ s ≤ t ≤ T} влетс непрерывным (с соответствущей нормой)
семейством ограниченных линейных операторов в E и m ∈ L1([0, T ];E)

аданна функци. Рассмотрим интегралный мултиоператор Волтерра
G : C ((−h, T ];E) ⊸ L1 ([0, T ];E) , определенный как

G (u)(t) = m(t) +

t

0

K(t, s)F (s, us)ds,

т. е.

G (u) = {y ∈ L1 ([0, T ];E) : y(t) = m(t) +

t

0

K(t, s)f(s)ds : f ∈ PF (u)}. (4)

Таке очевидно, что мултиоператор G влетс кауалным.

Пример 3. Пуст мултиотобраение F : [0, T ]×C ([−h, 0];E) → Kv (E) удовлетво-
рет услови (F3) и следущему услови почти полунепрерывности сниу:

(FL) существует последователност непересекащихс компактных подмноеств
{Jn}, Jn ⊆ [0, T ], n = 1, 2, ... така, что µ ([0, T ] \


n Jn) = 0 и суение F на

кадое мноество Jn × C ([−h, 0];E) пн. сн.

Тогда (см., например, [27], [28]) суперпоиционный мултиоператор
PF : C ([−h, T ];E) ⊸ L1 ([0, T ];E) корректно определен и влетс кауал-
ным.
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2.3. Дробна проиводна.

Определение 9. ([10]–[12]). Дробной первообраной пордка α ∈ (0, 1) от функции
g ∈ L1([0, T ];E) наываетс функци Iαg следущего вида:

Iαg(t) =
1

Γ(α)

t

0

(t− s)α−1g(s) ds,

где Γ  гамма-функци Эйлера

Γ(α) =

∞

0

xα−1e−xdx.

Определение 10. ([10]–[12]). Дробной проиводной Римана–Лиувилл пордка
α ∈ (0, 1) от функции g ∈ L1([0, T ];E) наываетс функци Dαg следущего вида:

Dαg(t) =
1

Γ(1− α)

d

dt

t

0

(t− s)−αg(s) ds.

Определение 11. ([12]). Дробной проиводной Герасимова–Капуто пордка
α ∈ (N − 1, N ] от функции g ∈ C N([0, T ];E) наываетс функци CDαg следущего
вида:

CDαg(t) =
1

Γ(N − α)

t

0

(t− s)N−α−1g(N)(s) ds.

Дл определенных выше дробной первообраной и дробной проиводной имет
место следущие соотношени:

CDαIαu(t) = u(t),

IαCDαu(t) = u(t)−
N−1

n=0

u(n)(0)

n!
tn.

Нам понадобтс следущие утвердени, представлщие собой варианты
лемм Гронуолла и Гронуолла–Беллмана.

Лемма 3. ([12]). Пуст u, w : [0, a] → [0,+∞) непрерывные функции, причем w(·)
неубываща, и иметс константы b и 0 < γ < 1 такие, что выполнено:

u(t) ≤ w(t) + b

t

0

u(s)

(t− s)γ
ds,
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тогда существует константа q = q(γ) така, что дл лбого t ∈ [0, a] выполн-
етс:

u(t) ≤ w(t) + bq

t

0

w(s)

(t− s)γ
ds.

Лемма 4. ([12]) Пуст h(t), q(t) и y(t)  неотрицателные, интегрируемые на
[a, b] функции, удовлетворщие неравенству:

y(t) ≤ q(t) +

t

a

h(s)y(s)ds, t ∈ [a, b],

тогда выполнетс следущее неравенство:

y(t) ≤ q(t) +

t

a

exp






t

a

h(θ)dθ




h(s)q(s)ds, t ∈ [a, b].

3. Краева адача дл функционално-дифференциалного
вклчени дробного пордка

Пуст E  сепарабелное банахово пространство, E1  банахово пространство
управлений.

Рассмотрим в E управлему систему, описываему полулинейным
функционално-дифференциалным вклчением дробного пордка:

CDqx(t) ∈ Ax(t) + F (x)(t) +Bu(t), t ∈ [0, T ], q ∈ (0; 1), (5)

удовлетворщу услови обратной сви

u ∈ Ψx, u ∈ L∞ ([0, T ];E) (6)

и общему граничному услови:
Qx ∈ S x. (7)

Относително операторов входщих в условие адачи будем предполагат выпол-
ненным следущее:

(A) амкнутый линейный оператор A : D(A) ⊂ E → E влетс проиводщим
оператором силно непрерывной полугруппы ограниченных линейных опера-
торов {U(t)}t≥0;

кауалный оператор F : C ([−h, T ];E) → C (Lp ([0, T ];E)) , 1 ≤ p ≤ ∞ удовле-
творет условим:
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(F1) F влетс слабо амкнутым в следущем смысле: услови
{un}∞n=1 ⊂ C ([−h, T ];E) , {fn}∞n=1 ⊂ Lp ([0, T ];E) , 1 ≤ p ≤ ∞ fn ∈ F (un),

n ≥ 1, un → u0, fn ⇀ f0 влекут f0 ∈ F (u0);

(F2) дл лбого r > 0 найдетс функци δr(·) ∈ L∞
+ ([0, T ]) така, что дл

лбой функции u ∈ C ([−h, T ];E) , такой что uC ≤ r выполнетс
F (u)(t)E ≤ δr(t) дл п. в. t ∈ [0, T ];

(F3) существует функци ω : [0, T ]× R+ → R+ така, что
(ω1) дл лбого x ∈ R+ ω(·, x) ∈ Lp

+([0, T ]), 1 ≤ p ≤ ∞;

(ω2) дл п. в. t ∈ [0, T ] функци ω(t, ·) : R+ → R+ влетс непрерывной, неубы-
ващей и однородной в том смысле, что ω(t,λx) = λω(t, x) дл кадого
x ∈ R+ и λ ≥ 0;

(ω3) дл кадого ограниченного мноества ∆ ⊂ C ([−h, T ];E) выполнено

χ (F (∆) (t)) ≤ ω


t, sup

s∈[0,t]
ϕ (∆s)


дл п. в. t ∈ [0, T ],

где мноество ∆s ⊂ C ([−h, 0];E) определено как ∆s = {ys : y ∈ ∆} и ϕ 
модул послойной некомпактности в C ([−h, 0];E) .

аметим, что условие (ω2) оначает, что ω(t, 0) = 0 дл п. в. t ∈ [0, T ] и в качестве
примера такой функции мы моем рассмотрет ω(t, x) = k(t) ·x, где k(·) ∈ Lp

+([0, T ]).

Относително ограниченного линейного оператора B : E1 → E и мултиотобра-
ени обратной сви Ψ : C([−h;T ];E) → K(C([0, T ];E1)) будем предполагат, что

(Ψ) мултиотобраение BΨ : C([−h;T ];E) → K(C([0, T ];E) влетс вполне
пн.св. и кваи-Rδ.

Дл операторов и краевого услови (7) предполагатс выполненными услови:

(Q) Q : C([−h;T ];E) → C([−h; 0];E) линейный ограниченный оператор;
(S ) мултиотобраение S : C([−h;T ];E) → Kv(C([−h; 0];E)) влетс вполне

пн. св.

Определение 12. Пара функций x ∈ C([−h;T ];E) и u ∈ C([0, T ];E1) обраут
интегралное решение адачи (5)–(7), если функци x удовлетворет услови (7) и
при t ∈ [0, T ] имеет вид

x(t) = G (t)x(0) +

t

0

(t− s)q−1T (t− s)f(s)ds, t ∈ [0, T ],
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где

G (t) =

∞

0

ξq(θ)exp(t
qθ)dθ, T (t) = q

∞

0

θξq(θ)exp(t
qθ)dθ,

ξq(θ) =
1

q
θ−1− 1

qΨq(θ
−1/q),

Ψq(θ) =
1

π

∞

n=1

(−1)n−1θ−qn−1Γ(nq + 1)

n!
sin(nπq), θ ∈ R+,

f ∈ F (x), а функци u удовлетворет (6). Функци x наываетс траекторией си-
стемы, а функци u  соответствущее управление.

Дл операторов G и T верно утвердение.

Лемма 5. ([12], Лемма 3.2.) Операторы G и T обладат следущими свойствами:

1) дл лбого t ∈ [0, T ], G (t) и T (t) влтс линейными ограниченными опе-
раторами и удовлетворт дл кадого x ∈ E оценкам:

G (t)xE ≤ M xE ; (8)

T (t)xE ≤ qM

Γ(1 + q)
xE , (9)

где M = supt≥0 {U(t)} ;
2) операторы G (t) и T (t) силно непрерывны дл всех t ∈ [0, T ], то ест функции

t ∈ [0, a] → G (t)x и t ∈ [0, T ] → T (t)x непрерывны дл всех x ∈ E.

Рассмотрим линейный оператор G : Lp([0, T ];E) → C([−h;T ];E), p > 1/q, опре-
деленный как

Gf(x) =

  t

0
(t− s)q−1T (t− s)f(s)ds, t ∈ [0, T ];

0, t ∈ [−h, 0],

Очевидно, что оператор G влетс кауалным ([2], [12]).

Лемма 6. ([27], Лемма 4.2.1) Оператор G обладает следущими свойствами:

(G1) дл 1 ≤ p < ∞ существует константа D  0 така,что

G(ξ)(t)−G(η)(t)pE ≤ D

t

0

ξ(s)− η(s)pE ds, ξ, η ∈ Lp([0, T ]);

если p = ∞ тогда существует константа D1  0 така,что

G(ξ)(t)−G(η)(t)E ≤ D1

t

0

ξ(s)− η(s)E ds, ξ, η ∈ L∞([0, T ]);
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(G2) дл проиволного компактного мноества K ⊂ E и последователности
{ηn} ⊂ Lp([0, T ];E), 1 ≤ p ≤ ∞ такой, что {ηn(t)} ⊂ K дл всех t ∈ [0, T ]

слаба сходимост fn ⇀ f0 влечет Gfn → Gf0 в C([0;T ];E)

(G3) (Gf) (0) = 0 дл кадой функции f ∈ Lp([0, T ];E).

Лемма 7. ([12], Лемма 3.5) Пуст последователност функций
{fn}∞n=1 ⊂ Lp([0, T ];E) Lp-интегрално ограничена и существует функци
υ ∈ Lp

+([0, T ]) така, что

χ ({fn (t)}∞n=1) ≤ υ(t) дл п. в. t ∈ [0, T ].

Дл оператора G при 1 ≤ p < 1 имеем

χ ({Gfn (t)}∞n=1) ≤

4D

t

0

υp(s)ds
1/p

,

и при p = ∞

χ ({Gfn (t)}∞n=1) ≤ 2D1

t

0

υ(s)ds,

дл всех t ∈ [0, T ], где D, D1 константы и услови (G1).

Дл описани основного свойства этого оператора нам понадобитс следущее
понтие.

Определение 13. Последователност {fn}∞n=1 ⊂ Lp([0, T ];E) наываетс
Lp-полукомпактной, если она Lp-интегрално ограничена, т. е. существует функци
ζ ∈ Lp([0, T ]) така, что

fn(t)E ≤ ζ(t) дл п. в. t ∈ [0, T ], n = 1, 2...

и мноество {fn(t)}∞n=1 относително компактно в E дл п. в. t ∈ [0, T ].

Лемма 8. ([27], Предлоение 4.2.1.) Када Lp-полукомпактна последовател-
ност слабо компактна в L1([0, T ];E).

Лемма 9. ([28], Теорема 5.1.1.) Пуст G : Lp([0, T ];E) → C([−h;T ];E) опера-
тор, удовлетворщий условим (G1)−(G2). Тогда дл кадой Lp-полукомпактной
последователности {fn}∞n=1 и Lp([0, T ];E) последователност {Gfn}∞n=1 относи-
телно компактна в C([0, T ];E) и, более того, слаба сходимост fn ⇀ f0 влечет
Gfn → Gf0.

Предлоение 3. ([2], Theorem 3) Компоици G◦F : C([−h;T ];E) → Kv(C([−h;T ];E))

влетс пн. св. мултиотобраением с компактными наченими.

Таврический вестник информатики и математики, 4 (53)’ 2021



98 В. В. Обуховский, М. М. Кулманакова, М. М. Боровикова

Обоначим C0 подпространство C([−h;T ];E), состощее и функций, имещих
на [0, T ] вид

x(t) = G (t)x(0), t ∈ [0, T ]

и обоначим Q0 суение Q на C0.

Основным требованием на граничные операторы Q и S будет следущее усло-
вие:

(QS ) существует непрерывный линейный оператор Λ : C([−h; 0];E) → C0 такой, что

(I − Q0Λ)(y − QG[f +Bu]) = 0

дл всех x ∈ C([−h, T ];E), y ∈ S (x), f ∈ F и u ∈ Ψx.

Дл того, чтобы привести пример выполнени данного услови, рассмотрим ли-
нейный ограниченный оператор r : C([−h; 0];E) → C0, который определим как

(rc)(t) =


c(t), t ∈ [−h, 0];

G (t)c(0), t ∈ [0;T ].

Предполоим следущее:

( Q) линейный ограниченный оператор Q : C([−h; 0];E) → C([−h; 0];E), опреде-
ленный как Qc = Q(rc) влетс обратимым.

Нетрудно видет, что при выполнении услови ( Q) оператор Λ моно адат
вным обраом:

Λc = r[ Q−1(c)].

В предполоении, что выполнено условие (QS ), рассмотрим мултиоператор

Γ : C([−h;T ];E) → K(C([−h;T ];E)),

аданный следущим обраом:

Γ(x) = ΛS (x) + (I − ΛQ)G[F (x) +BΨ(x)].

И условий, налоенных на операторы Q, S , B, Ψ, Λ и Предлоений 1 и 3
следует, что мултиоператор Γ влетс Rδ-мултиотобраением.

Основное свойство мултиоператора Γ характериуетс следущим утвердени-
ем.

Теорема 1. Када неподвина точка Γ, т. е. функци x(·), удовлетворща
соотношени

x = Λz + (I − ΛQ)G (f +Bu) (10)

дл некоторых z ∈ S (x), f ∈ F (x) и u ∈ Ψ(x) вместе с функцией u обраут
интегралное решение адачи (5)–(7).
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Обратно, при условии ( Q), если x и u  траектори и соответствущее управ-
ление дл адачи (5)–(7), то функци x удовлетворет (10) дл z = Qx ∈ S (x) и
f ∈ F (x), т. е. x влетс неподвиной точкой мултиоператора Γ.

Докаателство. (i) Посколку функци x моет быт представлена в виде

x = Λ (z − QG(f +Bu)) +G(f +Bu),

мы получаем, что x удовлетворет интегралному равенству и определени реше-
ни.

Проверим выполнение граничного услови. Исполу условие (QS ), мы полу-
чаем

Qx = Q0Λz+Q (I − ΛQ)G(f+Bu) = z−(z − Q0Λz)+QG(f+Bu)+Q0ΛQG(f+Bu) =

= z − (I − Q0Λ) (z − QG(f +Bu)) = z ∈ S x.

(ii) Пуст тепер x и u  интегралное решение адачи (5)–(7). Тогда функци
x удовлетворет соотношени

x = r(ψ) +G(f +Bu)

дл некоторого f ∈ F (x), где ψ = x|[−h,0]. Тогда

Qx = Q(ψ) + QG(f +Bu),

откуда мы получаем
ψ = Q−1


Qx− QG(f +Bu)



и следователно
r(ψ) = Λ


Qx− QG(f +Bu)


.

Таким обраом
x = Λ


Qx− QG(f +Bu)


+G(f +Bu) =

= ΛQx+ (I − ΛQ)G(f +Bu) ∈ Γ(x).

□

Покаем тепер, что при некоторых дополнителных ограничених мултиопе-
ратор Γ влетс уплотнщим.

Пуст выполнены следущие услови:

(H1) найдетс b ≥ 0 такое, что дл лбого ограниченного мноества
Ω ⊂ C([−h;T ];E) выполнено

ϕC([−h;0];E)(QΩ) ≤ bϕC([−h;T ];E)(Ω);
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(H2) константа L > 0 выбрана так, что

max{q1, q2} < 1,

где

q1 = sup
t∈[0,T ]


4D1/p(1 + λb)


t

0

e−Lp(t−s)ωp(s, 1)ds
1/p

< 1,

q2 = sup
t∈[0,T ]


2D1(1 + λb)


t

0

e−L(t−s)ωp(s, 1)ds


< 1

и λ > 0 такого, что Λ ≤ λ.

Рассмотрим МНК ν на пространстве C([−h;T ];E) со наченими в конусе R2
+:

ν(Ω) = (γ(Ω),modC(Ω)),

где γ  атухащий модул послойной некомпактности и modC  модул равносте-
пенной непрерывности.

Теорема 2. При выполнении условий (H1)− (H2) мултиоператор Γ влетс ν-
уплотнщим на ограниченных подмноествах пространства C([−h;T ];E).

Докаателство. Пуст Ω ⊂ C([−h;T ];E) непустое ограниченное мноество и
ν(Γ(Ω)) ≥ ν(Ω). Покаем, что тогда Ω  относително компактное мноество. Пред-
ставим мултиоператор Γ в виде суммы

Γ(x) = Γ1(x) + Γ2(x) + Γ3(x),

где Γ1(x) = ΛS (x), Γ2(x) = (I − ΛQ)GF и Γ3(x) = (I − ΛQ)GBΨ(x). В силу
условий, налоенных на мултиотобраени S и BΨ, мултиоператоры Γ1 и Γ3

влтс вполне пн. св. Тогда проверка утвердени теоремы сводитс к проверке
ν-уплотнемости мултиоператора Γ2.

В силу сепарабелности пространства E, мы моем бе ущерба дл общности
считат, что мноества Ω и Γ2(Ω) счетны: Ω = {xn}∞n=1,Γ(Ω) = {yn}∞n=1, и более того

yn ∈ Γ2(xn). (11)

А начит
yn(t) = (I − ΛQ)Gfn(t), fn ∈ F (xn), n ≥ 1.

И исходного неравенства следует, что:

ϕC([−h;T ];E)(Γ(Ω)) ≥ ϕC([−h;T ];E)(Ω),

то ест ϕ({yn}∞n=1) ≥ ϕ({xn}∞n=1).
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Примен условие (F3) и исполу свойства функции ω получаем дл п. в.
t ∈ [0, T ]

χ ({fn(t)}∞n=1) ≤ ω


t, sup

0≤s≤t
ϕ ({(xn)s}∞n=1)


= ω


t,ϕ


{xn|[−h,t]}∞n=1



= ω

t, eLte−Ltϕ


{xn|[−h,t]}∞n=1


≤ ω


t, eLtγ


{xn|[−h,t]}∞n=1



≤ ω

t, eLtγ ({xn}∞n=1)


≤ ω


t, eLt


· γ ({xn}∞n=1) .

Сначала рассмотрим случай 1 ≤ p < ∞. По Лемме 7 дл кадого t ∈ [0, T ] имеем

χ ({Gfn(t)}∞n=1) ≤

4pD

t

0

ωp

s, eLs


ds · γp ({xn}∞n=1)

1/p ≤

≤ 4D1/p


t

0

epLsωp (s, 1) ds
1/p · γ ({xn}∞n=1) .

Тогда

χ({yn(t)}∞n=1) ≤ χ({(I − ΛQ)Gfn(t)}∞n=1) ≤ (1 + λb)χ ({Gfn(t)}∞n=1) ,

e−Ltχ({yn(t)}∞n=1) ≤ (1 + λb)χe−Lt ({Gfn(t)}∞n=1) ≤

≤ (1 + λb)4D1/p


t

0

e−Lp(s−t)ωp (s, 1) ds
1/p · γ ({xn}∞n=1) = q1 · γ ({xn}∞n=1) .

То ест γ ({xn}∞n=1) ≤ q1 · γ ({xn}∞n=1) .

И условий теоремы и предполоени в начале докаателства мы получаем, что
γ (Ω) = 0.

Тепер рассмотрим случай p = ∞. По Лемме 7 дл кадого t ∈ [0, T ] имеем

χ ({Gfn(t)}∞n=1) ≤ 2D1

t

0

ω

s, eLs


ds · γ ({xn}∞n=1) ≤

≤ 2D1

t

0

eLsω (s, 1) ds · γ ({xn}∞n=1) .

Снова умноа обе части последнего неравенства на e−Lt и бер sup по t ∈ [0, T ],

получим γ ({xn}∞n=1) ≤ q2 · γ ({xn}∞n=1) .

начит и в этом случае γ (Ω) = 0.
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Осталос покаат, что мноество Ω равностепенно непрерывно. Рассмотрим по-
следователности {xn}∞n=1 ⊂ Ω и {fn}∞n=1, fn ∈ F (xn). И условий (F2) − (F3)

следует, что последователност {fn}∞n=1–Lp-полукомпактна и начит по Лемме 9
последователност {Gfn}∞n=1 относително компактна. Тогда modC({Gfn}∞n=1) = 0.

Следователно ν(ω) = (0, 0) и это оначает относителну компактност мноества
ω. □

Докаанные свойства мултиоператора Γ дат вомоност применит дл его
исследовани теори топологической степени уплотнщих мултиполей. акончим
рассмотрение адачи применением к оператору Γ Предлоени 2 и формулировкой
общего принципа существовани интегралных решений адачи (5)–(7).

Теорема 3. При укаанных выше услових, пуст ограниченное открытое мное-
ство Ω ⊂ C((−h;T ];E) не имеет траекторий адачи (5)-(7) на ∂Ω и пуст

deg(i− Γ,Ω) ∕= 0.

Тогда мноество интегралных решений {x, u} адачи (5)–(7) таких, что x ∈ Ω,
не пусто.

4. аклчение

В работе получены следущие реултаты: адача находени траектории и со-
ответствущего управлени дл рассматриваемой системы была сведена к адаче
поиска неподвиной точки многоначного оператора. Дл мултиоператора было
докаано, что он влетс уплотнщим относително введенной меры некомпакт-
ности, что поволило применит к нему теори топологической степени.

Работа В.В.Обуховского поддерана грантом РНФ  20-11-20131.
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Novikov V. V. On a consistency of nonparametric estimator for regression
function / V. V. Novikov // Таврический вестник информатики и матема-
тики.  2021.  4 (53).  C. 7 – 12.

УДК: 519.23

Докаано достаточное условие состотелности непараметрической оценки функции
регрессии, основанной на частных суммах Фуре–Лаграна.

Клчевые слова: непараметрическа регресси, непротиворечивост, оценочна функ-
ци, ортогоналный рд.

Германчук М. С. Прикладные адачи многоагентной маршрутиации /
М. С. Германчук // Таврический вестник информатики и математики. 
2021.  4 (53).  C. 13 – 25.

УДК: 519.16

Прикладные сетевые адачи многоагентной маршрутиации (applied network tasks of
multiagent routing или mTSP ) воникат во многих прикладных областх и приво-
дт к раличным моделм псевдобулевой оптимиации. Такие адачи, как правило,
влтс NP -трудными, дл них точные алгоритмы применимы толко в случае
малой рамерности исходной сети (графа). Модели таких адач в работах автора
воникли при планировании многодневных туристических маршрутов по достопри-
мечателностм; выборе маршрутов агентами в услових чревычайных ситуаций;
при исполовании беспилотных летащих аппаратов, дронов (БПЛА) mTSP дл
построени маршрутов; в адачах обхода кластеров (обход сообществ социалных
сетей).

Приведены реултаты согласованной с mTSP кластериации сети и сравнителный
анали компоиций алгоритмов. Ваным в процессе исследовани влетс учет всей
имещейс информации, фактов, наний, прецедентов как дл построени иерархии
моделей, так и дл раработки практических алгоритмов решени.

Предлоенный сценарий исследовани mTSP моет быт перспективным дл ра-
работки интеллектуалиированных многоагентных систем прикладной маршрутиа-
ции.

Клчевые слова: multiagent traveling salesman problems (mTSP ), прикладные алгоритмы
маршрутиации, согласованна кластериаци.
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Гетманска И. В. Интервалное оценивание нелинейной параметрической
регрессии в пассивном эксперименте / И. В. Гетманска // Таврический
вестник информатики и математики.  2021.  4 (53).  C. 26 – 39.

УДК: 519.23

В работе приводитс метод построени точечных и интервалных оценок регрессион-
ного коэффициента (РК) нелинейной регрессии в пассивном, в определённом смысле,
эксперименте. При этом в качестве исходных данных оценивани выступат набл-
даемые реалиации РК (РРК), которые реултат решени обратной адачи: нахо-
дени параметра РК функции регрессии по имеренным наченим её ависимой и
неависимой переменных бе учёта погрешностей.

Клчевые слова: регресси, регрессионный коэффициент, нелинейное , точечное , ин-
тервалное, состотелное и эффективное оценивание, математическое оидание, дис-
перси, среднеквадратичное отклонение, средневыборочные числовые характеристики слу-
чайной величины.

уома Е. В., Медведев В. С. Полрные системы Морса–Cмейла с дву-
м седлами на n-мерной сфере / Е. В. уома, В. С. Медведев // Та-
врический вестник информатики и математики.  2021.  4 (53). 
C. 40 – 51.

УДК: 517.938

В работе построены примеры полрных систем Морса-Смейла с одним стоком, одним
источником и двум седлами на многомерной сфере, при этом индекс Морса одного
и седел моет принимат лбые начени от 1 до корамерности один. Докаано,
что индексы Морса седел всегда раличны, и неустойчивое многообраие седла с
болшим индексом Морса пересекаетс с устойчивым многообраием другого седла.

Клчевые слова: динамическа система Морса–Смейла, сепаратриса, индекс Морса.

Кубышкин Е. П., Пахомов А. И. Исследование устойчивости вращени
твердого тела на гибком стерне / Е. П. Кубышкин, А. И. Пахомов //
Таврический вестник информатики и математики.  2021.  4 (53). 
C. 52 – 68.

УДК: 517.9, 531.38
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В работе исследуетс устойчивост вращени симметричного твердого тела на вер-
тикалном гибком стерне (валу). Материал вала рассматриваетс наследственно
вкоупругим. Уравнени двиени гибкого вала построены в рамках линейной мо-
дели Эйлера-Бернулли. Математическа модел рассматриваемой механической си-
стемы представлет собой начално-краеву адачу дл уравнений в частных прои-
водных и бесконечным (интегралным) ападыванием аргумента. Краевые услови
содерат проиводные по времени. Введено понтие обобщенного решени начално-
краевой адачи и докаано его существование и единственност. Исследована устой-
чивост решений начално-краевой адачи, в плоскости основных параметров мате-
матической модели - скорости вращени и коэффициента внешнего трени, постро-
ены области устойчивости решений. Исследованы механимы потери устойчивости.

Клчевые слова: роторные системы, начално-краева адача дл уравнений в част-
ных проиводных и ападыващим аргументом, функционално-дифференциалные урав-
нени, устойчивост решений, метод D-рабиений.

Куликов В. А. Анали устойчивости состоний равновеси параболиче-
ского уравнени с оператором растени и ападыванием в нелинейном
функционале обратной сви / В. А. Куликов // Таврический вестник ин-
форматики и математики.  2021.  4 (53).  C. 69 – 84.

УДК: 517.9

В работе рассматриваетс динамика и устойчивост однородных состоний равнове-
си математической модели нелинейного генератора оптического илучени с опе-
ратором растени пространственных координат световой волны и временным а-
падыванием в контуре обратной сви. Математическа модел представлет со-
бой начално-краеву адачу дл уравнени параболического типа в круге с опе-
ратором растени пространственного аргумента и временным ападыванием в
нелинейном функционале обратной сви. Исследуетс динамика однородных состо-
ний равновеси и их устойчивост в ависимости от параметров начално-краевой
адачи. В плоскости основных параметров управлени (коэффициента усилени и
величины временного ападывани) с исполованием метода D-рабиений постро-
ены области устойчивости (неустойчивости) однородных состоний равновеси. Иу-
чены вомоные механимы потери устойчивости однородными состоними рав-
новеси. Покаана вомоност колебателной потери устойчивости, котора обу-
словлена проходением чере мниму ос комплексной плоскости при именении
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параметров начално-краевой адачи одной или двух пар комплексно сопренных
точек спектра характеристического пучка операторов. В случае проходени двух
пар комплексно сопренных точек спектра меду ними вомоны реонансные со-
отношени. Покаана вомоност потери устойчивости одновременно несколкими
состоними равновеси.

Клчевые слова: уравнение с ападыващим аргументом, устойчивост решений, ме-
тод D-рабиений.

Обуховский В. В., Кулманакова М. М., Боровикова М. М. адача раре-
шимости дл управлемой системы с дробной проиводной и кауалным
оператором / В. В. Обуховский, М. М. Кулманакова, М. М. Боровикова //
Таврический вестник информатики и математики.  2021.  4 (53). 
C. 85 – 105.

УДК: 517.927+977

В работе рассматриваетс обобщенна гранична адача дл управлемой системы с
обратной св, описываема дифференциалным вклчением с дробной проивод-
ной и кауалным оператором, удовлетворща услови обратной сви и общему
граничному услови. Построен многоначный оператор, неподвиные точки кото-
рого будут влтс решеними исходной адачи.

Клчевые слова: управлема система, обратна св, функционално-
дифференциалное вклчение, дробна проиводна, конечное ападывание, мера
некомпактности, уплотнщий оператор, неподвина точка, топологическа сте-
пен.
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