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DIFFERENTIAL EQUATION ASSOCIATED WITH INVOLUTIONS

c© F. N. Dekhkonov
National University of Uzbekistan, 100174, Tashkent, Uzbekistan

e-mail: f.n.dehqonov@mail.ru

Differential equation associated with involutions.

Dekhkonov F. N.

Abstract. In this paper, we consider with a class of system of differential equations whose
argument transforms are involutions. In this an initial value problem for a differential equation
with involution is reduced to an initial value problem for a higher order ordinary differential
equation. Then either two initial conditions are necessary for a solution; the equation is then
reduced to a boundary value problem for a higher order ODE.

Keywords: involution, linear differential equation, fixed point, boundary value problem

introduction

When studying the general properties of functional differential equations, it is always
important to find and solve selected classes of equations as explicitly as possible, using
methods that are capable of generalization. Differential equations with involutions is one
of those classes.

The concept of involution is fundamental for the theory of groups and algebras, but, at
the same time, being an object in mathematical analysis properties allow the obtaining of
further information concerning this object. In order to be clear in this respect, let us define
what we understand by involution in this analytical context. We follow the definitions of
[1], [2] and [8].

Definition 1. Let A ⊂ R be a set containing more that one point and f : A → A a
function such that f is not the identity Id. Then f is an involution if

f 2 ≡ f ◦ f = Id

or, equivalently, if
f = f−1.

If A = R, we say that f is a strong involution (see, [2]).
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Example 1. The following involutions are the most common examples:
1. f : R → R, f(x) = −x is an involution known as reflection.
2. f : R \ {0} → R \ {0}, f(x) = 1

x
known as inversion.

3. Let a, b, c ∈ R, cb+ a2 ∕= 0, c ∕= 0,

f : R \
a

c


→ R \

a

c


, f(x) =

ax+ b

cx− a
,

is a family of functions known as bilinear involutions.

1. Differential equations with involutions

Differential equations with involutions were introduced for the first time [6], [7], [9]
and [10] and since then have become an important part in the general theory of functional
differential equations, with applications to certain biomedical models [3], stability of
motion [4], and the pantograph equation [5]. They can be transformed into ordinary
differential equations and thus provide an abundant source of relations with analytic
solutions, as well as heuristic ideas for equations of more general nature.

Definition 2. An expression of the form

F (x, y(f1(x)), ..., y(fk(x)), ..., y
(n)(f1(x)), ..., y

(n)(fk(x))) = 0, x ∈ R,

where f1, ...fk are involutions and F is a real function of nk + 1 real variables is called
differential equations with involutions.

Example 2. The solution of the initial-value problem for the differential equation with
reflection of the argument,

y′(x) = a y(−x), y(0) = y0.

Then, we get the following solution (see, [1])

y(x) = y0 (cos ax+ sin ax).

Set a "new"involution function

f(x) = loga

b− ax


, a > 0, a ∕= 1, b > 0,

where, if a > 1, x < loga b, if 0 < a < 1, x > loga b.
We consider the following problem

y′(x) = y(f(x)), y(0) = y0, f(x) = ln(4− ex), x < ln 4. (1)

If y(x) is a C1 solution then it is C2. By differentiation we have

y′′(x) = f ′(x) y′(f(x)),

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2021, 3



Differential equation associated with involutions 9

than from f(f(x)) = x and (1), we get

y′′(x) = f ′(x) y(x) =
ex

ex − 4
y(x).

So we have (1) is equivalent to the ordinary Cauchy problem

y′′(x) =
ex

ex − 4
y(x), y(0) = y0, y′(0) = y0, x < ln 4. (2)

Obviously,

y(x) = C1


(ex − 4) ln(4− ex)− x (ex − 4) + ex


+ C2 (e

x − 4).

Then from the initial conditions, we can write




y0 = C1(1− 3 ln 3)− 3C2

y0 = C1(ln 3 + 5) + C2

Consequently, we have

C1 =
y0
4
, C2 = −y0

1 + ln 3

4
,

and

y(x) =
y0
4


(ex − 4) ln(4− ex)− x (ex − 4) + ex


− y0 (1 + ln 3)

4
(ex − 4).

2. System of differential equations with involutions

In this section, we consider a system of differential equations with involution.

Theorem 1. Let the initial value problem




x′(t) = F1(t, x(t), y(t), y(f(t))),

y′(t) = F2(t, x(t), y(t), x(f(t))),
x(t0) = x0, y(t0) = y0, (3)

satisfy the following hypotheses:
(1) The function f(t) is a continuously differentiable strong involution with a fixed

point t0.
(2) The functions F1, F2 are defined and are continuously differentiable in the whole

space of its arguments.
(3) The given equations are uniquely solvable with respect to y(f(t)), x(f(t)):

y(f(t)) = G1(t, x(t), y(t), x
′(t)), (4)

x(f(t)) = G2(t, x(t), y(t), y
′(t)). (5)

Таврический вестник информатики и математики, 3 (52)’ 2021



10 F. N. Dekhkonov

Then the solution of the system of ordinary differential equations

x′′(t) =
∂F1

∂t
+

∂F1

∂x(t)
x′(t)+

∂F1

∂y(t)
y′(t)+

∂F1

∂x(f(t))
f ′(t)F1(f(t), x(f(t)), y(f(t)), y(t)), (6)

and

y′′(t) =
∂F2

∂t
+

∂F2

∂x(t)
x′(t)+

∂F2

∂y(t)
y′(t)+

∂F2

∂y(f(t))
f ′(t)F2(f(t), x(f(t)), y(f(t)), x(t)), (7)

(where y(f(t)) and x(f(t)) are given by expression (4) and (5)) with the initial conditions

x(t0) = x0, x′(t0) = F1(t0, x0, y0, y0), (8)

and
y(t0) = y0, y′(t0) = F2(t0, x0, y0, x0). (9)

Proof. Equations (6) and (7) are obtained by differentiating (3). Indeed, we can write

x′′(t) =
∂F1

∂t
+

∂F1

∂x(t)
x′(t) +

∂F1

∂y(t)
y′(t) +

∂F1

∂x(f(t))
f ′(t) x′(f(t)),

and
y′′(t) =

∂F2

∂t
+

∂F2

∂x(t)
x′(t) +

∂F2

∂y(t)
y′(t) +

∂F2

∂y(f(t))
f ′(t) y′(f(t)),

than from (3) and relation f(f(t)) = t its follows that

x′(f(t)) = F1(f(t), x(f(t)), y(f(t)), y(t)),

and
y′(f(t)) = F2(f(t), x(f(t)), y(f(t)), x(t)).

The second of the initial conditions (8), (9) are compatibility condition and is found
from (3), with regard to (3) initial condition and f(t0) = t0. □

Example 3. We consider the following initial value problem




x′(t) = y(f(t)),

y′(t) = x(f(t)),
x(0) = x0, y(0) = y0, f(t) = −t. (10)

We can write 



x′′(t) = f ′(t) y′(f(t)),

y′′(t) = f ′(t) x′(f(t)).

Than from f(f(t)) = t and (10) we get




x′′(t) = f ′(t) x(t),

y′′(t) = f ′(t) y(t).

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2021, 3



Differential equation associated with involutions 11

So we have (10) is equivalent to the boundary value problem




x′′(t) + x(t) = 0,

y′′(t) + y(t) = 0,
x(0) = x0, y(0) = y0, x′(0) = y0, y′(0) = x0

Obviously, 



x(t) = C1 cos t+ C2 sin t,

y(t) = C3 cos t+ C4 sin t.

Then from the boundary conditions, we can write




x(t) = x0 cos t+ y0 sin t,

y(t) = y0 cos t+ x0 sin t.

Theorem 2. Let the initial value problem




x′(t) = F1(t, x(t), y(t), x(f(t))),

y′(t) = F2(t, x(t), y(t), y(f(t))),
x(t0) = x0, y(t0) = y0, (11)

satisfy the following hypotheses:
(1) The function f(t) is a continuously differentiable strong involution with a fixed

point t0.
(2) The functions F1, F2 are defined and are continuously differentiable in the whole

space of its arguments.
(3) The given equations are uniquely solvable with respect to y(f(t)), x(f(t)):

x(f(t)) = G1(t, x(t), y(t), x
′(t)), (12)

y(f(t)) = G2(t, x(t), y(t), y
′(t)). (13)

Then the solution of the system of ordinary differential equations

x′′(t) =
∂F1

∂t
+

∂F1

∂x(t)
x′(t) +

∂F1

∂y(t)
y′(t)+

+
∂F1

∂y(f(t))
f ′(t)F1(f(t), x(f(t)), y(f(t)), x(t)), (14)

and

y′′(t) =
∂F2

∂t
+

∂F2

∂x(t)
x′(t)+

∂F2

∂y(t)
y′(t)+

∂F2

∂x(f(t))
f ′(t)F2(f(t), x(f(t)), y(f(t)), y(t)), (15)

Таврический вестник информатики и математики, 3 (52)’ 2021



12 F. N. Dekhkonov

(where x(f(t)) and y(f(t)) are given by expression (12) and (13)) with the initial
conditions

x(t0) = x0, x′(t0) = F1(t0, x0, y0, x0), (16)

and
y(t0) = y0, y′(t0) = F2(t0, x0, y0, y0). (17)

Proof. This theorem proof similar to theorem 1. Equations (14) and (15) are obtained
by differentiating (11). Indeed, we can write

x′′(t) =
∂F1

∂t
+

∂F1

∂x(t)
x′(t) +

∂F1

∂y(t)
y′(t) +

∂F1

∂x(f(t))
f ′(t) x′(f(t)),

and
y′′(t) =

∂F2

∂t
+

∂F2

∂x(t)
x′(t) +

∂F2

∂y(t)
y′(t) +

∂F2

∂y(f(t))
f ′(t) y′(f(t)),

than from (11) and relation f(f(t)) = t its follows that

x′(f(t)) = F1(f(t), x(f(t)), y(f(t)), y(t)),

and
y′(f(t)) = F2(f(t), x(f(t)), y(f(t)), x(t)).

The second of the initial conditions (16), (17) are compatibility condition and is found
from (11), with regard to (11) initial condition and f(t0) = t0. □

Example 4. We consider the following problem




x′(t) = α x(f(t)),

y′(t) = β y(f(t)),
x(1) = x0, y(1) = y0, f(t) =

1

t
, α, β >

1

2
. (18)

We can write the following system




x′′(t) = α f ′(t) x′(f(t)),

y′′(t) = β f ′(t) y′(f(t)).

Than, according to f(f(t)) = t and (18) we get




x′′(t) = α2 f ′(t) x(t),

y′′(t) = β2 f ′(t) y(t).

Then we have (18) is equivalent to the boundary value problem




t2 x′′(t) + α2 x(t) = 0,

t2 y′′(t) + β2 y(t) = 0,
x(1) = x0, y(1) = y0, x′(1) = α x0, y′(1) = β y0.
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Differential equation associated with involutions 13

Obviously,




x(t) =

√
t

C1 cos

√
4α2−1
2

ln t+ C2 sin
√
4α2−1
2

ln t

,

y(t) =
√
t

C3 cos

√
4β2−1

2
ln t+ C4 sin

√
4β2−1

2
ln t


.

Then from the boundary conditions, we can write the following solution





x(t) = x0

√
t

cos

√
4α2−1
2

ln t+ 2α−1√
4α2−1

sin
√
4α2−1
2

ln t

,

y(t) = y0
√
t

cos

√
4β2−1

2
ln t+ 2β−1√

4β2−1
sin

√
4β2−1

2
ln t


.
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Structure of essential spectra and discrete spectrum of the energy
operator of four-electron systems in the impurity Hubbard model.
Quintet state. One-dimensional case.

Tashpulatov S. M. and Parmanova R. T.

Abstract. We consider the energy operator of four electron systems in the impurity Hubbard
model and investigated the structure of essential spectra and discrete spectrum of the system
in the quintet state of the system. It is shown that there are such situations: a). the essential
spectrum of the four-electron quintet state operator is consists of the union of four segments, and
the discrete spectrum of the four-electron quintet state operator is consists of single eigenvalue;
b). the essential spectrum of the four-electron quintet state operator is consists of the union of
ten segments, and the discrete spectrum of the four-electron quintet state operator is consists of
five eigenvalues; c). the essential spectrum of the four-electron quintet state operator is consists
of single segment, and the discrete spectrum of the four-electron quintet state operator is empty
set; Provided that every situation occurs. Found the conditions, when every situation to take
place.

Keywords: Impurity Hubbard model, four-electron system, essential spectra, discrete spectrum,
quintet state, triplet state, singlet state

Introduction

In the early 1970s, three papers [2, 3, 5], where a simple model of a metal was
proposed that has become a fundamental model in the theory of strongly correlated
electron systems, appeared almost simultaneously and independently. In that model, a
single nondegenerate electron band with a local Coulomb interaction is considered. The
model Hamiltonian contains only two parameters: the matrix element t of electron hopping
from a lattice site to a neighboring site and the parameter U of the on-site Coulomb
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repulsion of two electrons. In the secondary quantization representation, the Hamiltonian
can be written as

H = t


m,γ

a+m,γam,γ + U


m

a+m,↑am,↑a
+
m,↓am,↓, (1)

where a+m,γ and am,γ denote Fermi operators of creation and annihilation of an electron
with spin γ on a site m and the summation over τ means summation over the nearest
neighbors on the lattice.

The model proposed in [2, 3, 5] was called the Hubbard model after John Hubbard,
who made a fundamental contribution to studying the statistical mechanics of that system,
although the local form of Coulomb interaction was first introduced for an impurity model
in a metal by Anderson [1]. We also recall that the Hubbard model is a particular case of
the Shubin-Wonsowsky polaron model [11], which had appeared 30 years before [2, 3, 5]. In
the Shubin-Wonsowsky model, along with the on-site Coulomb interaction, the interaction
of electrons on neighboring sites is also taken into account. The simplicity and sufficiency
of Hamiltonian (1) have made the Hubbard model very popular and effective for describing
strongly correlated electron systems.

The Hubbard model well describes the behavior of particles in a periodic potential at
sufficiently low temperatures such that all particles are in the lower Bloch band and long-
range interactions can be neglected. If the interaction between particles on different sites
is taken into account, then the model is often called the extended Hubbard model. It was
proposed for describing electrons in solids, and it remains especially interesting since then
for studying high-temperature superconductivity. Later, the extended Hubbard model
also found applications in describing the behavior of ultracold atoms in optical lattices.
In considering electrons in solids, the Hubbard model can be considered a sophisticated
version of the model of strongly bound electrons, involving only the electron hopping
term in the Hamiltonian. In the case of strong interactions, these two models can give
essentially different results. The Hubbard model exactly predicts the existence of so-called
Mott insulators, where conductance is absent due to strong repulsion between particles.
The Hubbard model is based on the approximation of strongly coupled electrons. In
the strongcoupling approximation, electrons initially occupy orbitals in atoms (lattice
sites) and then hop over to other atoms, thus conducting the current. Mathematically,
this is represented by the so-called hopping integral. This process can be considered the
physical phenomenon underlying the occurrence of electron bands in crystal materials.
But the interaction between electrons is not considered in more general band theories.
In addition to the hopping integral, which explains the conductance of the material, the
Hubbard model contains the so-called on-site repulsion, corresponding to the Coulomb
repulsion between electrons. This leads to a competition between the hopping integral,
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which depends on the mutual position of lattice sites, and the on-site repulsion, which
is independent of the atom positions. As a result, the Hubbard model explains the
metal–insulator transition in oxides of some transition metals. When such a material
is heated, the distance between nearest-neighbor sites increases, the hopping integral
decreases, and on-site repulsion becomes dominant.

The Hubbard model is currently one of the most extensively studied multielectron
models of metals [4, 6–8, 12]. Therefore, obtaining exact results for the spectrum and
wave functions of the crystal described by the Hubbard model is of great interest. The
spectrum and wave functions of the system of two electrons in a crystal described by the
Hubbard Hamiltonian were studied in [6]. It is known that two-electron systems can be
in two states, triplet and singlet [4, 6–8, 12]. It was proved in [6] that the spectrum of
the system Hamiltonian H t in the triplet state is purely continuous and coincides with a
segment [m,M ] = [2A−4Bν, 2A+4Bν], and the operator Hs of the system in the singlet
state, in addition to the continuous spectrum [m,M ], has a unique antibound state for
some values of the quasimomentum. For the antibound state, correlated motion of the
electrons is realized under which the contribution of binary states is large. Because the
system is closed, the energy must remain constant and large. This prevents the electrons
from being separated by long distances. Next, an essential point is that bound states
(sometimes called scattering-type states) do not form below the continuous spectrum.
This can be easily understood because the interaction is repulsive. We note that a converse
situation is realized for U < 0 : below the continuous spectrum, there is a bound state
(antibound states are absent) because the electrons are then attracted to one another.

For the first band, the spectrum is independent of the parameter U of the on-site
Coulomb interaction of two electrons and corresponds to the energy of two noninteracting
electrons, being exactly equal to the triplet band. The second band is determined by
Coulomb interaction to a much greater degree: both the amplitudes and the energy of two
electrons depend on U, and the band itself disappears as U → 0 and increases without
bound as U → ∞. The second band largely corresponds to a one-particle state, namely,
the motion of the doublet, i.e., two-electron bound states.

The spectrum and wave functions of the system of three electrons in a crystal described
by the Hubbard Hamiltonian were studied in [13]. In the three-electron systems are exists
quartet state, and two type doublet states. The quartet state corresponds to the free
motion of three electrons over the lattice with the basic functions q3/2m,n,p = a+m,↑a

+
n,↑a

+
p,↑ϕ0.

In the work [13] is proved that the essential spectrum of the system in a quartet
state consists of a single segment and the three-electron bound state or the three-
electron antibound state is absent. The doublet state corresponds to the basic functions
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1d
1/2
m,n,p = a+m,↑a

+
n,↓a

+
p,↑ϕ0, and 2d

1/2
m,n,p = a+m,↑a

+
n,↑a

+
p,↓ϕ0. If ν = 1 and U > 0, then the

essential spectrum of the system of first doublet state operator Hd
1 is exactly the union

of three segments and the discrete spectrum of Hd
1 consists of a single point, i.e., in the

system exists unique antibound state. In the two-dimensional case, we have the analogous
results. In the three-dimensional case, or the essential spectrum of the system in the first
doublet state operator Hd

1 is the union of three segments and the discrete spectrum of
operator Hd

1 consists of a single point, i.e., in the system exists only one antibound state,
or the essential spectrum of the system in the first doublet state operator Hd

1 is the union
of two segments and the discrete spectrum of the operator Hd

1 is empty, or the essential
spectrum of the system in the first doublet state operator Hd

1 is consists of a single
segment, and discrete spectrum is empty, i.e., in the system the antibound state is absent.
In the one-dimensional case, the essential spectrum of the operator Hd

2 of second doublet
state is the union of three segments, and the discrete spectrum of operator Hd

2 consists
of no more than one point. In the two-dimensional case, we have analogous results. In
the three-dimensional case, or the essential spectrum of the system in the second doublet
state operator Hd

2 is the union of three segments and the discrete spectrum of operator Hd
2

consists of no more than one point, i.e., in the system exists no more than one antibound
state, or the essential spectrum of the system in the second doublet state operator Hd

2 is
the union of two segments and the discrete spectrum of the operator Hd

2 is empty, or the
essential spectrum of the system in the second doublet state operator Hd

2 is consists of a
single segment, and discrete spectrum is empty, i.e., in the system the antibound state is
absent.

The spectrum of the energy operator of system of four electrons in a crystal described
by the Hubbard Hamiltonian in the triplet state were studied in [14]. In the four-electron
systems are exists quintet state, and three type triplet states, and two type singlet
states. The triplet state corresponds to the basic functions 1t1m,n,p,r = a+m,↑a

+
n,↑a

+
p,↑a

+
r,↓ϕ0,

2t1m,n,p,r = a+m,↑a
+
n,↑a

+
p,↓a

+
r,↑ϕ0,

3t1m,n,p,r = a+m,↑a
+
n,↓a

+
p,↑a

+
r,↑ϕ0.

If ν = 1 and U > 0, then the essential spectrum of the system first triplet state
operator 1 H1

t is exactly the union of two segments and the discrete spectrum of operator
1 H1

t is empty. In the two-dimensional case, we have the analogous results. In the three-
dimensional case, the essential spectrum of the system first triplet-state operator 1 H1

t is
the union of two segment and the discrete spectrum of operator 1 H1

t is empty, or the
essential spectrum of the system first triplet-state operator 1 H1

t is single segment and
the discrete spectrum of operator 1 H1

t is empty. If ν = 1 and U > 0, then the essential
spectrum of the system second triplet state operator 2 H1

t is exactly the union of three
segments and the discrete spectrum of operator 2 H1

t is consists no more than one point.
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In the two-dimensional case, we have the analogous results. In the three-dimensional case,
the essential spectrum of the system second triplet-state operator 2 H1

t is the union of three
segments and the discrete spectrum of the operator 2 H1

t is consists no more than one point,
or the essential spectrum of the system second triplet-state operator 2 H1

t is the union of
two segments and the discrete spectrum of the system second triplet state operator 2 H1

t

is empty, or the essential spectrum of the system second triplet-state operator 2 H1
t is

consists of single segment and the discrete spectrum of the operator 2 H1
t is empty.

If ν = 1 and U > 0, the essential spectrum of the system third triplet-state operator
3 H1

t is exactly the union of three segments and the discrete spectrum of the operator 3 H1
t

is consists no more than one point. In two-dimensional case, we have analogous results.
In the three-dimensional case, the essential spectrum of the system third triplet-state
operator 3 H1

t is the union of three segments, and the discrete spectrum of the operator
3 H1

t is consists no more than one point or the essential spectrum of the system third
triplet-state operator 3 H1

t is the union of two segments, and the discrete spectrum of the
operator 3 H1

t is empty, or the essential spectrum of the system third triplet-state operator
3 H1

t is consists of single segment, and the discrete spectrum of the operator 3 H1
t is empty.

We see that there are three triplet states, and they have different origins.
The spectrum of the energy operator of four-electron systems in the Hubbard

model in the quintet, and singlet states were studied in [15]. The quintet state
corresponds to the free motion of four electrons over the lattice with the basic functions
q2m,n,p,r = a+m,↑a

+
n,↑a

+
p,↑a

+
r,↑ϕ0. In the work [15] proved, that the spectrum of the system in a

quintet state is purely continuous and coincides with the segment [4A− 8Bν, 4A+ 8Bν],

and the four-electron bound states or the four-electron antibound states is absent.
The singlet state corresponds to the basic functions 1s0p,q,r,t = a+p,↑a

+
q,↑a

+
r,↓a

+
t,↓ϕ0,

2s0p,q,r,t = a+p,↑a
+
q,↓a

+
r,↑a

+
t,↓ϕ0, and these two singlet states have different origins.

If ν = 1 and U > 0, then the essential spectrum of the system of first singlet-
state operator 1 Hs

4 is exactly the union of three segments and the discrete spectrum of
the operator 1 Hs

4 is consists only one point. In the two-dimensional case, we have the
analogous results. In the three-dimensional case, the essential spectrum of the system
first singlet-state operator 1 Hs

4 is the union of three segments and the discrete spectrum
of the operator 1 Hs

4 is consists only one point, or the essential spectrum of the system of
first singlet-state operator 1 Hs

4 is the union of two segment and the discrete spectrum of
the operator 1 Hs

4 is empty, or the essential spectrum of the system of first singlet-state
operator 1 Hs

4 is consists of single segment and the discrete spectrum of operator 1 Hs
4 is

empty. If ν = 1 and U > 0, then the essential spectrum of the system of second singlet-
state operator 2 Hs

4 is exactly the union of three segments and the discrete spectrum of
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operator 2 Hs
4 is consists only one point. In two-dimensional case, we have the analogous

results. In the three-dimensional case, the essential spectrum of the system second singlet-
state operator 2 Hs

4 is the union of three segments and the discrete spectrum of the operator
2 Hs

4 is consists only one point, or the essential spectrum of the system of second singlet-
state operator 2 Hs

4 is the union of two segment and the discrete spectrum of the operator
2 Hs

4 is empty, or the essential spectrum of the system of second singlet-state operator 2 Hs
4

is consists of single segment and the discrete spectrum of operator 2 Hs
4 is empty.

The use of films in various areas of physics and technology arouses great interest in
studying a localized impurity state (LIS) of a magnet. Therefore, it is important to study
the spectral properties of electron systems in the impurity Hubbard model. The spectrum
of the energy operator of three-electron systems in the Impurity Hubbard model in the
second doublet state were studied [16]. The structure of essential spectra and discrete
spectrum of three-electron systems in the impurity Hubbard model in the Quartet state
were studied in [17].

1. Hamiltonian of the system

We consider the energy operator of four-electron systems in the Impurity Hubbard
model and describe the structure of the essential spectra and discrete spectrum of the
system for second quintet states in the one-dimensional lattice. The Hamiltonian of the
chosen model has the form

H = A


m,γ

a+m,γam,γ +B


m,τ,γ

a+m,γam+τ,γ +U


m

a+m,↑am,↑a
+
m,↓am,↓ + (A0 −A)



γ

a+0,γa0,γ+

+(B0 − B)


τ,γ

(a+0,γaτ,γ + a+τ,γa0,γ) + (U0 − U)a+0,↑a0,↑a
+
0,↓a0,↓. (2)

Here A (A0) is the electron energy at a regular (impurity) lattice site, B (B0) is the
transfer integral between (between electron and impurities) neighboring sites (we assume
that B > 0 (B0 > 0) for convenience), τ = ±ej, j = 1, 2, ..., ν, where ej are unit mutually
orthogonal vectors, which means that summation is taken over the nearest neighbors,
U (U0) is the parameter of the on-site Coulomb interaction of two electrons in the regular
(impurity) sites, γ is the spin index, γ =↑ or γ =↓, ↑ and ↓ denote the spin values 1

2
and

−1
2
, and a+m,γ and am,γ are the respective electron creation and annihilation operators at

a site m ∈ Zν .

In the four electron systems has a quintet state, and two type singlet state, and
three type triplet states. The energy of the system depends on its total spin S.

Along with the Hamiltonian, the Ne electron system is characterized by the total spin
S, S = Smax, Smax − 1, ..., Smin, Smax = Ne

2
, Smin = 0, 1

2
.
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Hamiltonian (2) commutes with all components of the total spin operator
S = (S+, S−, Sz), and the structure of eigenfunctions and eigenvalues of the system
therefore depends on S. The Hamiltonian H acts in the antisymmetric Fo’ck space Has.

2. Four-electron quintet state in the impurity Hubbard model

Let ϕ0 be the vacuum vector in the space Has. The quintet state corresponds
to the free motion of four electrons over the lattice with the basic functions
q2m,n,k,l∈Zν = a+m,↑a

+
n,↑a

+
k,↑a

+
l,↑ϕ0. The subspace Hq2, corresponding to the quintet state is

the set of all vectors of the form ψq
2 =


m,n,k,l∈Zν f(m,n, k, l)q2m,n,k,l∈Zν , f ∈ las2 , where las2

is the subspace of antisymmetric functions in the space l2((Z
ν)4). We denote by Hq

2 the
restriction of operator H to the subspace Hq2. We let ε1 = A0 − A, and ε2 = B0 − B, and
ε3 = U0 − U.

Theorem 1. The subspace Hq2 is invariant under the operator H, and the restriction
Hq

2 of operator H to the subspace Hq2 is a bounded self-adjoint operator. It generates a
bounded self-adjoint operator H2

q acting in the space las2 as

H
q

2ψ
q
2 = 4Af(m,n, k, l) +B



τ

[f(m+ τ, n, k, l) + f(m,n+ τ, k, l) + f(m,n, k + τ, l)+

+f(m,n, k, l + τ)] + ε1[δm,0 + δn,0 + δk,0 + δl,0]f(m,n, k, l)+

+ε2


τ

[δm,0f(τ, n, k, l)+δn,0f(m, τ, k, l)+δk,0f(m,n, τ, l)+δl,0f(m,n, k, τ)+δm,τf(0, n, k, l)+

δn,τf(m, 0, k, l) + δk,τf(m,n, 0, l) + δl,τf(m,n, k, 0)]. (3)

The operator Hq
2 acts on a vector ψq

2 ∈ Hq2 as

Hq
2ψ

q
2 =



m,n,k,l∈Zν

(H
q

2f)(m,n, k, l)q2m,n,k,l∈Zν . (4)

Proof. We act with the Hamiltonian H on vectors ψq
2 ∈ Hq2 using the standard

anticommutation relations between electron creation and annihilation operators at lattice
sites, {am,γ, a

+
n,β} = δm,nδγ,β, {am,γ, an,β} = {a+m,γ, a

+
n,β} = θ, and also take into account

that am,γϕ0 = θ, where θ is the zero element of Hq2. This yields the statement of the
theorem. □

Lemma 1. The spectra of the operators Hq
2 and H

q

2 coincide.
Proof. Because the operators Hq

2 and H
q

2 are bounded self-adjoint operators, it
follows that if λ ∈ σ(Hq

2), then the Weyl criterion ([9], chapter VII, paragraph 3,
pp. 262- 263) implies that there is a sequence {ψn}∞n=1 such that ||ψn|| = 1 and
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limn→∞ ||(Hq
2 − λ)ψn|| = 0. We set ψn =


p,r,t,k fn(p, r, t, k)a

+
p,↑a

+
r,↑a

+
t,↑a

+
k,↑ϕ0. Then

||(Hq
2 − λ)ψn||2 = ((Hq

2 − λ)ψn, (H
q
2 − λ)ψn) =



p,r,t,k

||(Hq

2 − λ)fn(p, r, t, k)||2×

×(a+p,↑a
+
r,↑a

+
t,↑a

+
k,↑ϕ0, a

+
p,↑a

+
r,↑a

+
t,↑a

+
k,↑ϕ0) =



p,r,t,k

||(Hq

2 − λ)Fn(p, r, t, k)||2×

×(ak,↑at,↑ar,↑ap,↑a
+
p,↑a

+
r,↑a

+
t,↑a

+
k,↑ϕ0,ϕ0) =



p,r,t,k

||(Hq

2 − λ)Fn(p, r, t, k)||2(ϕ0,ϕ0) =

=


p,r,t,k ||(H
q

2 − λ)Fn(p, r, t, k)||2 → 0, as n → ∞, where Fn =


p,r,t,k fn(p, r, t, k). It
follows that λ ∈ σ(H

q

2). Consequently, σ(Hq
2) ⊂ σ(H

q

2).

Conversely, let λ ∈ σ(H
q

2). Then, by the Weyl criterion, there is a sequence {Fn}∞n=1

such that ||Fn|| = 1 and limn→∞ ||(Hq

2 − λ)ψn|| = 0. Setting Fn =


p,r,t,k fn(p, r, t, k),

||Fn|| = (


p,r,t,k |fn(p, r, t, k)|2)
1
2 , we conclude that ||ψn|| = ||Fn|| = 1 and

||(Hq

2 − λ)Fn|| = ||(Hq

2 − λ)ψn|| → 0 as n → ∞. This means that λ ∈ σ(Hq
2) and

hence σ(H
q

2) ⊂ σ(Hq
2). These two relations imply σ(Hq

2) = σ(H
q

2). □
We call the operator Hq

2 the four-electron quintet state operator in the impurity
Hubbard model.

Let F : l2((Z
ν)4) → L2((T

ν)4) ≡ Hq2 be the Fourier transform, where T ν is the ν−
dimensional torus endowed with the normalized Lebesgue measure dλ, i.e. λ(T ν) = 1.

We set Hq
2 = FH

q

2F
−1. In the quasimomentum representation, the operator H

q

2 acts
in the Hilbert space Las

2 ((T ν)4), where Las
2 is the subspace of antisymmetric functions in

L2((T
ν)4).

Theorem 2. The Fourier transform of operator H
q

2 is an operator Hq
2 = FH

q

2F
−1

acting in the space Las
2 ((T ν)4) be the formula

Hq
2 ψ

q
2 = h(λ, µ, γ, θ)f(λ, µ, γ, θ)+ε1[



T ν

f(s, µ, γ, θ)ds+



T ν

f(λ, t, γ, θ)dt+



T ν

f(λ, µ, k, θ)dk+

+



T ν

f(λ, µ, γ, ξ)dξ] + 2ε2[



T ν

ν

i=1

[cosλi + cos si]f(s, µ, γ, θ)ds+



T ν

ν

i=1

[cosµi + cos ti]×

×f(λ, t, γ, θ)dt+



T ν

ν

i=1

[cos γi +cos ki]f(λ, µ, k, θ)dk+



T ν

ν

i=1

[cos θi +cos ξi]f(λ, µ, γ, ξ)dξ,

(5)

where h(λ, µ, γ, θ) = 4A+2B
ν

i=1[cosλi + cosµi + cosγi + cosθi], and Las
2 is the subspace

of antisymmetric functions in L2((T
ν)4).

Proof. The proof is by direct calculation in which we use the Fourier transformation
in formula (3). □
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In the impurity Hubbard model, the spectral properties of the considered operator
of the energy of four-electron systems are closely related to those of its two-particle
subsystems (one-electron systems with impurity). Therefore, we first study the spectrum
and localized impurity electron states of the one-electron impurity systems.

3. One-electron systems in the impurity Hubbard model

The Hamiltonian of a one-electron systems in the impurity Hubbard model also has
form (2). We let H1 denote the space of one-electron states of the operator H. It is clear
that the space H1 is also invariant under operator H. We let H1 denote the restriction of
H to the space H1.

Theorem 3. The space H1 is a invariant under the operator H, and the restriction H1

of operator H to the subspace H1 is a bounded self-adjoint operator. It generates a bounded
self-adjoint operator H1, acting in the space las2 as

(H1f)(p) = Af(p) +B


τ

f(p+ τ) + ε1δp,0f(p) + ε2


τ

[δp,0f(τ) + δp,τf(0)], (6)

where δk,j is the Kronecker symbol. The operator H1 acts on a vector ψ ∈ H1 as

H1ψ =


p,τ

(H1f)(p)a
+
p,↑ϕ0. (7)

Lemma 2. The spectra of the operators H1 and H1 coincide.
We let F denote the Fourier transform: F : l2(Z

ν) → L2(T
ν). We set H1 = FH1F−1. In

the quasimomentum representation the operator H1 acts in the Hilbert space L2(T
ν).

Theorem 4. The Fourier transform of the operator H1 is an bounded self-adjoint
operator H1 acting in the space H1 be the formula

( H1f)(λ) = [A+ 2B
ν

i=1

cosλi]f(λ) + ε1



T ν

f(s)ds+ 2ε2



T ν

ν

i=1

[cosλi + cos si]f(s)ds. (8)

Comparing the formulas (5) and (8), and using tensor products of Hilbert spaces
and tensor products of operators in Hilbert spaces [17], and taking into account that the
function f(λ, µ, γ, θ) is an antisymmetric function, we can verify that the operator Hq

2 can
be represented in the form

Hq
2 = H1


I


I


I+I


H1


I


I+I


I


H1


I+I


I


I


H1,

(9)

where I is the unit operator in space H1.
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It is known that the continuous spectrum of operator H1 fills the entire segment
[mν ,Mν ] = [A− 2Bν, A+ 2Bν].

We set Dν(z) = (b2 − b3)
ν−1{a1[b2 + (ν − 1)b3]− νa2b1}, where

a1 = 1 +



T ν

[ε1 + 2ε2
ν

i=1 cos si]ds1...dsν
A+ 2B

ν
i=1 cos si − z

, a2 =



T ν

cos si[ε1 + 2ε2
ν

i=1 cos si]ds1...dsν
A+ 2B

ν
i=1 cos si − z

,

b1 = 2ε2



T ν

ds1...dsν
A+ 2B

ν
i=1 cos si − z

, b2 = 1 + 2ε2



T ν

cos sids1...dsν
A+ 2B

ν
i=1 cos si − z

,

b3 = 2ε2



T ν

cos sids1...dsν
A+ 2B

ν
i=1 cos si − z

, and ν is lattice dimensionality.

Lemma 3. A number z0 /∈ [mν ,Mν ] is an eigenvalue of operator H1 if and only if it
is a zero of the function Dν(z).

Proof. Let the number z = z0 /∈ [mν ,Mν ] be an eigenvalue of the operator H1, and
ϕ(x) be the corresponding eigenfunction, i.e.,

[A+ 2B
ν

i=1

cosλi]ϕ(λ) + ε1



T ν

ϕ(s)ds+ 2ε2



T ν

ν

i=1

[cosλi + cos si]ϕ(s)ds = z0ϕ(λ).

Let ψ(x) = {A+ 2B
ν

i=1 cosλi − z}ϕ(x). Then

ψ(x) +



T ν

ε1 + 2ε2
ν

i=1[cosλi + cos si]

A+ 2B
ν

i=1 cos si − z
ψ(s)ds = 0,

i.e., the number µ = 1 is a eigenvalue of the operator

K(z) =



T ν

ε1 + 2ε2
ν

i=1[cosλi + cossi]

A+ 2B
ν

i=1 cos si − z
ψ(s)ds1...dsν .

It then follows that Dν(z0) = 0.

Now let z = z0 be a zero of the function Dν(z), i.e, Dν(z0) = 0. It follows from the
Fredholm theorem that the homogeneous equation

ψ(x) +



T ν

ε1 + 2ε2
ν

i=1[cosλi + cos si]

A+ 2B
ν

i=1 cos si − z
ψ(s)ds = 0

has a nontrivial solution. This means that the number z = z0 is an eigenvalue of the
operator H1. □

Definition 1. The eigenfunction ϕ ∈ L2(T
ν) of the operator H1 corresponding to an

eigenvalue z /∈ [mν ,Mν ] is called an local impurity state (LIS) of H1, and z is called the
energy of this state.
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The following Theorem describe the change of spectrum of the operator H1 in the
case ν = 1.

Theorem 5. A). If ε2 = −B and ε1 < −2B (respectively, ε2 = −B and ε1 > 2B),
then the operator H1 has a unique eigenvalue z = A + ε1, lying the below (respectively,
above) the continuous spectrum of the operator H1.

B). If ε2 = −2B and ε1 < 0 or ε2 = 0 and ε1 < 0 (respectively, ε2 = −2B and ε1 > 0

or ε2 = 0 and ε1 > 0), then the operator H1 has a unique eigenvalue z = A−


4B2 + ε21
(respectively, z = A +


4B2 + ε21), lying the below (respectively, above) the continuous

spectrum of the operator H1.

C). If ε1 = 0 and ε2 > 0 (respectively, ε1 = 0 and ε2 < −2B), then the operator H1

has a unique eigenvalue z = A− 2BE√
E2−1

, (respectively, z = A+ 2BE√
E2−1

), where E = (B+ε2)2

ε22+2Bε2
,

lying the below (respectively, above) the continuous spectrum of the operator H1.

D). If ε1 =
2(ε22+2Bε2)

B
(respectively, ε1 = −2(ε22+2Bε2)

B
,) then the operator H1 has a

unique eigenvalue z = A + 2B(E2+1)
E2−1

(respectively, z = A− 2B(E2+1)
E2−1

), where E = (B+ε2)2

ε22+2Bε2
,

lying the above (respectively, below) the continuous spectrum of the operator H1.

E). If ε2 > 0 and ε1 >
2(ε22+2Bε2)

B
(respectively, ε2 < −2B and ε1 >

2(ε22+2Bε2)

B
), then

the operator H1 has a unique eigenvalue z1 = A + 2B(α+E
√
E2−1+α2)

E2−1
, where E = (B+ε2)2

ε22+2Bε2
,

and the real number α > 1, lying the above the continuous spectrum of the operator H1.

F). If ε2 > 0 and ε1 < −2(ε22+2Bε2)

B
(respectively, ε2 < −2B and ε1 < −2(ε22+2Bε2)

B
), then

the operator H1 has a unique eigenvalue z1 = A − 2B(α+E
√
E2−1+α2)

E2−1
, where E = (B+ε2)2

ε22+2Bε2
,

and the real number α > 1, lying the below the continuous spectrum of the operator H1.

K). If ε2 > 0 and −2(ε22+2Bε2)

B
< ε1 <

2(ε22+2Bε2)

B
(respectively, ε2 < −2B and

−2(ε22+2Bε2)

B
< ε1 <

2(ε22+2Bε2)

B
), then the operator H1 has a exactly two eigenvalues

z1 = A+ 2B(α+E
√
E2−1+α2)

E2−1
> M1, and z2 = A+ 2B(α−E

√
E2−1+α2)

E2−1
< m1, where E = (B+ε2)2

ε22+2Bε2
,

and real number |α| < 1, lying the above and below the continuous spectrum of the operator
H1.

M). If −2B < ε2 < 0, then the operator H1 has no eigenvalue lying the outside of the
continuous spectrum of the operator H1.

Proof. In the case ν = 1, the continuous spectrum of the operator H1 coincide
with the segment [m1,M1] = [A − 2B,A + 2B]. Expressing all integrals in the equation
D1(z) = 0 through the integral J(z) =


T

ds
A+2B cos s−z

, we find that the equation D1(z) = 0

is equivalent to the equation

[ε1B
2 + (ε22 + 2Bε2)(z − A)]J(z) + (B + ε2)

2 = 0. (10)
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Moreover, the function J(z) is a differentiable function on the set R\[m1,M1], in addition,
J ′(z) =


T

ds
[A+2B cos s−z]2

> 0, z /∈ [m1,M1]. Thus the function J(z) is an monotone
increasing function on (−∞,m1) and on (M1,+∞). Furthermore, J(z) → +0 as z → −∞,

J(z) → +∞ as z → m1 − 0, J(z) → −∞ as z → M1 + 0, and J(z) → −0 as z → +∞.

If ε1B2 + (ε22 + 2Bε2)(z − A) ∕= 0 then from (10) follows that

J(z) = − (B + ε2)
2

ε1B2 + (ε22 + 2Bε2)(z − A)
.

The function ψ(z) = − (B+ε2)2

ε1B2+(ε22+2Bε2)(z−A)
has a point of asymptotic discontinuity

z0 = A − B2ε1
ε22+2Bε2

. Since ψ′(z) =
(B+ε2)2(ε22+2Bε2)

[ε1B2+(ε22+2Bε2)(z−A)]2
for all z ∕= z0 it follows that

the function ψ(z) is an monotone increasing (decreasing) function on (−∞, z0) and on
(z0,+∞) in the case ε22+2Bε2 > 0 (respectively, ε22+2Bε2 < 0), in addition, and if ε2 > 0,

or ε2 < −2B, then ψ(z) → +0 as z → −∞, ψ(z) → +∞ as z → z0 − 0, ψ(z) → −∞
as z → z0 + 0, ψ(z) → −0 as z → +∞ (respectively, if −2B < ε2 < 0, then ψ(z) → −0

as z → −∞, ψ(z) → −∞ as z → z0 − 0, ψ(z) → +∞ as z → z0 + 0, ψ(z) → +0 as
z → +∞).

A). If ε2 = −B and ε1 < −2B (respectively, ε2 = −B and ε1 > 2B), then the
equation for eigenvalues and eigenfunctions (10) has the form

{ε1B2 − B2(z − A)}J(z) = 0. (11)

It is clear, that J(z) ∕= 0 for the values z /∈ σcont( H1). Therefore, ε1 − z + A = 0, i.e.,
z = A+ ε1. If ε1 < −2B, then this eigenvalue lying the below of continuous spectrum of
the operator H1, if ε1 > 2B, then this eigenvalue lying the above of continuous spectrum
of the operator H1.

B). If ε2 = −2B and ε1 < 0 (respectively, ε2 = −2B and ε1 > 0), then the
equation for the eigenvalues and eigenfunctions has the form ε1B

2J(z) +B2 = 0, that is,
J(z) = − 1

ε1
. It is clear, what the integral J(z) calculated in a quadrature, of the below

(above) of continuous spectrum of the operator H1, the integral J(z) > 0, (J(z) < 0,)
consequently, ε1 < 0 (ε1 > 0.) The calculated the integral J(z) =


T ν

ds
A+2B cos s−z

, the
below of continuous spectrum of the operator H1, we have the equation of the form

1√
(A−z)2−4B2

= − 1
ε1
. This equation has a solution z = A−


ε21 + 4B2, lying the below of

continuous spectrum of the operator H1. In the above of continuous spectrum of the
operator H1, the equation take the form − 1√

(z−A)2−4B2
= − 1

ε1
. This equation has a

solution of the form z = A +


ε21 + 4B2, lying the above of continuous spectrum of
the operator H1.

Таврический вестник информатики и математики, 3 (52)’ 2021



26 S.M.Tashpulatov and R.T. Parmanova

C). If ε1 = 0 and ε2 > 0 (respectively, ε1 = 0 and ε2 < −2B), then the equation for
the eigenvalues and eigenfunctions take in the form

(ε22 + 2Bε2)(z − A)J(z) = −(B + ε2)
2, or J(z) = − (B + ε2)

2

(ε22 + 2Bε2)(z − A)
.

Denote E = (B+ε2)2

ε22+2Bε2
. Then J(z) = − E

z−A
, or J(z) = E

A−z
. In the below of continuous

spectrum of the operator H1, we have the equation of the form 1√
(A−z)2−4B2

= E
A−z

. This

equation has a solution z = A − 2BE√
E2−1

. It is obviously, that E2 > 1. This eigenvalue
lying the below of continuous spectrum of the operator H1. In the above of continuous
spectrum of the operator H1, the equation for the eigenvalues and eigenfunctions has the
form − 1√

(z−A)2−4B2
= − E

z−A
. From here, we find z = A + 2BE√

E2−1
. This eigenvalue lying

the above of continuous spectrum of the operator H1.

D). If ε1 =
2(ε22+2Bε2)

B
, then the equation for eigenvalues and eigenfunctions has the

form (ε22 + 2Bε2)(z − A+ 2B)J(z) = −(B + ε2)
2, from this

J(z) = − (B + ε2)
2

(ε22 + 2Bε2)(z − A+ 2B)
. (12)

We denote E = (B+ε2)2

ε22+2Bε2
. In the first we consider the equation (12) in the below of

continuous spectrum of the operator H1. In equation (12) we find the equation of the
form 1√

(A−z)2−4B2
= E

A−z−2B
. From this, we find z1 = A+ 2B(E2+1)

E2−1
, and z2 = A−2B. Now

we verify the conditions zi < A− 2B, i = 1, 2. The inequality z1 < A− 2B, is incorrectly,
and inequality z2 < A − 2B, is incorrectly. We now consider the equation (12) in the
above of continuous spectrum of the operator H1. We have − 1√

(z−A)2−4B2
= − E

z−A+2B
.

From this equation we find the same solutions z1 and z2, the outside of the domain of
continuous spectrum of the operator H1. Now we verify the conditions zi > A+2B, i = 1, 2.

The inequality z1 > A + 2B, is correctly, and inequality z2 > A + 2B, is incorrectly.
Consequently, in this case the operator H1 has a unique eigenvalue z1 = A + 2B(E2+1)

E2−1
,

lying the above of continuous spectrum of the operator H1.

Let ε1 = −2(ε22+2Bε2)

B
, then the equation of eigenvalues and eigenfunctions take in the

form J(z) = − E
z−A−2B

, where E = (B+ε2)2

ε22+2Bε2
.

In the below of continuous spectrum of the operator H1, we have equation of the
form 1√

(A−z)2−4B2
= E

A−z+2B
. From here we find z1 = A − 2B(E2+1)

E2−1
, and z2 = A + 2B.

The appear inequalities z1 < A − 2B, is correct, and z2 < A − 2B, is incorrect. In
the above of continuous spectrum of the operator H1, we have equation of the form
− 1√

(z−A)2−4B2
= − E

z−A−2B
. It follows that, what z1 = A − 2B(E2+1)

E2−1
, and z2 = A + 2B.
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The inequality z1 > A + 2B, and z2 > A + 2B, are incorrectly. Therefore, in this case
the operator H1 has a unique eigenvalue z1 = A− 2B(E2+1)

E2−1
, lying the below of continuous

spectrum of the operator H1.

E). If ε2 > 0 and ε1 >
2(ε22+2Bε2)

B
, (respectively, ε2 < −2B and ε1 >

2(ε22+2Bε2)

B
), then

consider necessary, that ε1 = α× 2(ε22+2Bε2)

B
, where α > 1− real number. Then the equation

for eigenvalues and eigenfunctions has the form

{α× 2(ε22 + 2Bε2)

B
× B2 + (ε22 + 2Bε2)(z − A)}J(z) + (B + ε2)

2 = 0,

or (ε22 + 2Bε2)(z − A+ 2αB)J(z) + (B + ε2)
2 = 0. F rom this

J(z) = − (B + ε2)
2

(ε22 + 2Bε2)(z − A+ 2αB)
.

We denote E = (B+ε2)2

ε22+2Bε2
, then J(z) = − E

z−A+2αB
. In the first we consider this equation in

the below of continuous spectrum of the operator H1. Then 1√
(A−z)2−4B2

= E
A−z−2αB

. This

equation has the solutions

z1 = A+
2B(α + E

√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
, and z2 = A+

2B(α− E
√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
.

Now, we verify the condition zi < A − 2B, i = 1, 2. The solution z1 no satisfy the
condition z1 < A − 2B, but z2 satisfy the condition z2 < A − 2B. We now verify
the conditions z2 < A − 2αB. The appear, this inequality is incorrectly. The appear
inequalities z1 > A + 2B is correct, and z2 > A + 2B, is incorrect. We now verify
the conditions z1 > A − 2αB. So far as, A − 2αB < A + 2B, the appear, this
inequality is correctly. Consequently, in this case, the operator H1 has a unique eigenvalue
z1 = A+ 2B(α+E

√
E2−1+α2)

E2−1
, above of continuous spectrum of the operator H1.

F). If ε2 > 0, and ε1 < −2(ε22+2Bε2)

B
, (respectively, ε2 < −2B, and ε1 < −2(ε22+2Bε2)

B
),

then we assume that ε1 = −α × 2(ε22+2Bε2)

B
, where α > 1− real number. The equation for

eigenvalues and eigenfunctions take in the form

(ε22 + 2Bε2)(z − A− 2αB)J(z) = −(B + ε2)
2.

From here J(z) = − (B+ε2)2

(ε22+2Bε2)(z−A−2αB)
. The introduce notation E = (B+ε2)2

ε22+2Bε2
. Then

J(z) = − E

z − A− 2αB
. (13)

In the below of continuous spectrum of the operator H1, we have the equation

J(z) =
E

A− z + 2αB
, from here

1
(A− z)2 − 4B2

=
E

A− z + 2αB
;
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This equation take the form

(E2 − 1)(A− z)2 − 4αB(A− z)− 4B2(E2 + α2) = 0.

We find

z1 = A− 2B(α + E
√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
and z2 = A− 2B(α− E

√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
.

We now verify the conditions zi < m1 = A− 2B, i = 1, 2. The appear, that z1 < A− 2B,

is correctly and z2 < A − 2B, is incorrectly. Now we consider the equation (13) in the
above of continuous spectrum of the operator H1. Then J(z) = − E

z−A−2αB
. From this

− 1√
(z−A)2−4B2

= − E
z−A−2αB

. We find

z1 = A− 2B(α + E
√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
, and z2 = A+

2B(−α + E
√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
.

We verify the conditions zi > A + 2B, i = 1, 2. The appear z1 > A + 2B, it is not true,
and the z2 > A + 2B, is true. We now verify the conditions z2 > A + 2αB. The appear,
this inequality is incorrectly. Consequently, in this case, the operator H1 have unique
eigenvalue z1 = A − 2B(α+E

√
E2−1+α2)

E2−1
< m1, i.e., lying the below of continuous spectrum

of the operator H1.

K). If ε2 > 0 and −2(ε22+2Bε2)

B
< ε1 <

2(ε22+2Bε2)

B
(respectively, ε2 < −2B and

−2(ε22+2Bε2)

B
< ε1 <

2(ε22+2Bε2)

B
), the we take ε1 = α × 2(ε22+2Bε2)

B
, where −1 < α < 1−

real number. Then the equation for eigenvalues and eigenfunctions has the form

(ε22 + 2Bε2)(z − A+ 2αB)J(z) = −(B + ε2)
2, |α| < 1. (14)

We denote E = (B+ε2)2

ε22+2Bε2
. Then the equation (14) receive the form

J(z) = − E

z − A+ 2αB
.

In the below of continuous spectrum of the operator H1 we have equation of the form
1

(A− z)2 − 4B2
=

E

A− z − 2αB
, |α| < 1.

This equation has a solutions

z1 = A+
2B(α + E

√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
, and z2 = A+

2B(α− E
√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
.

The inequalities z1 < A − 2B, and z1 < A − 2αB, is incorrectly. The inequalities
z2 < A − 2B, is correctly. We now verify the conditions z2 < A − 2αB, since
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A − 2B < A − 2αB, this inequality is true. We now consider the equation (14) in the
above of continuous spectrum of the operator H1. We have the equation of the form

− 1
(z − A)2 − 4B2

= − E

z − A+ 2αB
.

This equation has a solutions

z1 = A+
2B(α + E

√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
, and z2 = A+

2B(α− E
√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
.

The inequalities z1 > A+2B, and z1 > A− 2αB is true, as A+2B > A− 2αB, that
the inequality z1 > A−2αB is correctly. The inequalities z2 > A+2B, and z2 > A+2αB

is incorrectly. Consequently, in this case the operator H1 has a exactly two eigenvalues

z1 = A+
2B(α + E

√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
, and z2 = A+

2B(α− E
√
E2 − 1 + α2)

E2 − 1
,

lying the above and below of continuous spectrum of the operator H1.

M). If −2B < ε2 < 0, then ε22+2Bε2 < 0, and the function ψ(z) = − (B+ε2)2

ε1B+(ε22+2Bε2)(z−A)

is a decreasing function in the intervals (−∞, z0) and (z0,+∞); By, z → −∞ the function
ψ(z) → −0, and by z → z0 − 0, the function ψ(z) → −∞, and by z → +∞, ψ(z) → +0,

and by z → z0 + 0, ψ(z) → +∞. The function J(z) → 0, by z → −∞, and by
z → m1 − 0, the function J(z) → +∞, and by z → M1 +0, the function J(z) → −∞, by
z → +∞, the function J(z) → −0. Therefore, the equation ψ(z) = J(z), that’s impossible
the solutions in the outside the continuous spectrum of operator H1. Therefore, in this
case, the operator H1 has no eigenvalues lying the outside of continuous spectrum of the
operator H1. □

Consequently, the spectrum of operator H1 is consists from continuous spectrum and
at most two eigenvalues.

4. Main results of the work

Now, using the obtained results and representation (9), we describe the structure of
essential spectrum and discrete spectrum of the energy operator of four electron systems
in the impurity Hubbard model in the quintet state.

Theorem 6. Let ν = 1. Then
A). If ε2 = −B and ε1 < −2B (respectively, ε2 = −B and ε1 > 2B), then the essential

spectrum of the operator Hq
2 is consists of the union of four segments:

σess( Hq
2) = [4A− 8B, 4A+ 8B] ∪ [3A− 6B + z, 3A+ 6B + z]∪

∪[2A− 4B + 2z, 2A+ 4B + 2z] ∪ [A− 2B + 3z, A+ 2B + 3z],
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and discrete spectrum of the operator Hq
2 is consists of a single eigenvalue:

σdisc( Hq
2) = {4z}, where z = A+ ε1, lying the below (respectively, above) of the essential

spectrum of the operator Hq
2 .

B). If ε2 = −2B and ε1 < 0 or ε2 = 0 and ε1 < 0 (respectively, ε2 = −B and ε1 > 0

or ε2 = 0 and ε1 > 0), then the essential spectrum of the operator Hq
2 is consists of the

union of four segments:

σess( Hq
2) = [4A− 8B, 4A+ 8B] ∪ [3A− 6B + z, 3A+ 6B + z]∪

∪[2A− 4B + 2z, 2A+ 4B + 2z] ∪ [A− 2B + 3z, A+ 2B + 3z],

and discrete spectrum of the operator Hq
2 is consists of a single eigenvalue:

σdisc( Hq
2) = {4z}, where z = A −


4B2 + ε21 (respectively, z = A +


4B2 + ε21), lying

the below (respectively, above) of the essential spectrum of the operator Hq
2 .

C). If ε1 = 0 and ε2 > 0 (respectively, ε1 = 0 and ε2 < −2B), then the essential
spectrum of the operator Hq

2 is consists of the union of four segments:

σess( Hq
2) = [4A− 8B, 4A+ 8B] ∪ [3A− 6B + z, 3A+ 6B + z]∪

∪[2A− 4B + 2z, 2A+ 4B + 2z] ∪ [A− 2B + 3z, A+ 2B + 3z],

and discrete spectrum of the operator Hq
2 is consists

of a single eigenvalue: σdisc( Hq
2) = {4z}, where

z = A − 2BE√
E2−1

, (respectively, z = A + 2BE√
E2−1

), and E = (B+ε2)2

ε22+2Bε2
, lying the below

(respectively, above) of the essential spectrum of the operator Hq
2 .

D). If ε1 =
2(ε22+2Bε2)

B
(respectively, ε1 = −2(ε22+2Bε2)

B
,) then the essential spectrum of

the operator Hq
2 is consists of the union of four segments:

σess( Hq
2) = [4A− 8B, 4A+ 8B] ∪ [3A− 6B + z, 3A+ 6B + z]∪

∪[2A− 4B + 2z, 2A+ 4B + 2z] ∪ [A− 2B + 3z, A+ 2B + 3z],

and discrete spectrum of the operator Hq
2 is consists of a single eigenvalue:

σdisc( Hq
2) = {4z}, where z = A + 2B(E2+1)

E2−1
(respectively, z = A − 2B(E2+1)

E2−1
), and

E = (B+ε2)2

ε22+2Bε2
, lying the above (respectively, below) of the essential spectrum of the operator

Hq
2 .

E). If ε2 > 0 and ε1 >
2(ε22+2Bε2)

B
(respectively, ε2 < −2B and ε1 >

2(ε22+2Bε2)

B
), then

the essential spectrum of the operator Hq
2 is consists of the union of four segments:

σess( Hq
2) = [4A− 8B, 4A+ 8B] ∪ [3A− 6B + z, 3A+ 6B + z]∪

∪[2A− 4B + 2z, 2A+ 4B + 2z] ∪ [A− 2B + 3z, A+ 2B + 3z],
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and discrete spectrum of the operator Hq
2 is consists of a single eigenvalue:

σdisc( Hq
2) = {4z}, where z1 = A+ 2B(α+E

√
E2−1+α2)

E2−1
, and E = (B+ε2)2

ε22+2Bε2
, and the real number

α > 1, lying the above of the essential spectrum of the operator Hq
2 .

F). If ε2 > 0 and ε1 < −2(ε22+2Bε2)

B
(respectively, ε2 < −2B and ε1 < −2(ε22+2Bε2)

B
),

then the essential spectrum of the operator Hq
2 is consists of the union of four segments:

σess( Hq
2) = [4A− 8B, 4A+ 8B] ∪ [3A− 6B + z, 3A+ 6B + z]∪

∪[2A− 4B + 2z, 2A+ 4B + 2z] ∪ [A− 2B + 3z, A+ 2B + 3z],

and discrete spectrum of the operator Hq
2 is consists of a single eigenvalue:

σdisc( Hq
2) = {4z}, where z1 = A− 2B(α+E

√
E2−1+α2)

E2−1
, and E = (B+ε2)2

ε22+2Bε2
, and the real number

α > 1, lying the below of the essential spectrum of the operator Hq
2 .

K). If ε2 > 0 and −2(ε22+2Bε2)

B
< ε1 <

2(ε22+2Bε2)

B
(respectively, ε2 < −2B and

−2(ε22+2Bε2)

B
< ε1 <

2(ε22+2Bε2)

B
), then the essential spectrum of the operator Hq

2 is consists
of the union of ten segments:

σess( Hq
2) = [4A− 8B, 4A+ 8B] ∪ [3A− 6B + z1, 3A+ 6B + z1]∪

∪[3A− 6B + z2, 3A+ 6B + z2] ∪ [2A− 4B + 2z1, 2A+ 4B + 2z1] ∪ [2A− 4B + z1+

+z2, 2A+ 4B + z1 + z2] ∪ [2A− 4B + 2z2, 2A+ 4B + 2z2] ∪ [A− 2B + 3z1, A+ 2B+

+3z1] ∪ [A− 2B + 2z1 + z2, A+ 2B + 2z1 + z2] ∪ [A− 2B + z1 + 2z2, A+ 2B+

+z1 + 2z2] ∪ [A− 2B + 3z2, A+ 2B + 3z2],

and discrete spectrum of the operator Hq
2 is consists of a five eigenvalue:

σdisc( Hq
2) = {4z1, 3z1+z2, 2z1+2z2, z1+3z2, 4z2}, where z1 = A+ 2B(α+E

√
E2−1+α2)

E2−1
> M1,

and z2 = A+ 2B(α−E
√
E2−1+α2)

E2−1
< m1, and E = (B+ε2)2

ε22+2Bε2
, and real number |α| < 1, lying the

outside of the essential spectrum of the operator Hq
2 .

M). If −2B < ε2 < 0, then the essential spectrum of the operator Hq
2 is consists of

the single segments: σess( Hq
2) = [4A−8B, 4A+8B], and discrete spectrum of the operator

Hq
2 is empty set: σdisc( Hq

2) = ∅.
Proof. A). It follows from representation (9), and from Theorem 5, that in

one-dimensional case, the continuous spectrum of the operator H1 is consists from
σcont( H1) = [A − 2B,A + 2B], and discrete spectrum of the operator H1 is consists
of unique eigenvalue z. Therefore, the essential spectrum of the operator Hq

2 is consists
from of the union of four segments:

σess( Hq
2) = [4A−8B, 4A+8B]∪ [3A−6B+z, 3A+6B+z]∪ [2A−4B+2z, 2A+4B+2z]∪
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∪[A− 2B + 3z, A+ 2B + 3z], and discrete spectrum of the operator Hq
2 is consists is the

unique eigenvalue: σdisc( Hq
2) = {4z}. These is given to the proof of statement A). from

Theorem 6.
The statements B),C),D),E),F) from Theorem 6 are proved similarly.
We now is proved the statement K) from Theorem 6. It can be seen from Theorem

5 (statement K) in one-dimensional case the operator H1 has exactly two eigenvalues z1

and z2 outside the domain of continuous spectrum of the operator H1. Therefore, the set
σess( Hq

2) consists of the union of ten intervals:

σess( Hq
2) = [4A−8B, 4A+8B]∪ [3A−6B+z1, 3A+6B+z1]∪ [3A−6B+z2, 3A+6B+z2]∪

∪[2A−4B+2z1, 2A+4B+2z1]∪[2A−4B+z1+z2, 2A+4B+z1+z2]∪[2A−4B+2z2, 2A+

+4B+2z2]∪[A−2B+3z1, A+2B+3z1]∪[A−2B+2z1+z2, A+2B+2z1+z2]∪[A−2B+z1+2z2,

A+ 2B + z1 + 2z2] ∪ [A− 2B + 3z2, A+ 2B + 3z2].

The discrete spectrum of the operator Hq
2 , is consists of five eigenvalues: σdisc( Hq

2) =

= {4z1, 3z1 + z2, 2z1 + 2z2, z1 + 3z2, 4z2, }, where z1 = A + 2B(α+E
√
E2−1+α2)

E2−1
> M1, and

z2 = A+ 2B(α−E
√
E2−1+α2)

E2−1
< m1, and E = (B+ε2)2

ε22+2Bε2
, real number |α| < 1. These is given to

the proof of statement K) from Theorem 6.
We now is proved the statement M) from Theorem 6. It can be seen from Theorem

5 (statement M) in one-dimensional case the operator H1 has no eigenvalues the outside
of continuous spectrum of the operator H1. Therefore, the set σess( Hq

2) consists of unique
segment: σess( Hq

2) = [4A − 8B, 4A + 8B], and the operator has no eigenvalues, i.e.,
σdisc( Hq

2) = ∅. □

conclusion

The following results were obtained in the work: If ν = 1 and ε2 = −B and ε1 < −2B

(respectively, ε2 = −B and ε1 > 2B) or ε2 = −2B and ε1 < 0 or ε2 = 0 and ε1 < 0

(respectively, ε2 = −B and ε1 > 0 or ε2 = 0 and ε1 > 0) or ε1 = 0 and ε2 > 0

(respectively, ε1 = 0 and ε2 < −2B), or ε1 =
2(ε22+2Bε2)

B
(respectively, ε1 = −2(ε22+2Bε2)

B
,)

or ε2 > 0 and ε1 >
2(ε22+2Bε2)

B
(respectively, ε2 < −2B and ε1 >

2(ε22+2Bε2)

B
), or ε2 > 0

and ε1 < −2(ε22+2Bε2)

B
(respectively, ε2 < −2B and ε1 < −2(ε22+2Bε2)

B
), then the essential

spectrum of the operator Hq
2 is consists of the union of four segments, and discrete

spectrum of the operator Hq
2 is consists of unique eigenvalue. If ν = 1 and ε2 > 0 and

−2(ε22+2Bε2)

B
< ε1 <

2(ε22+2Bε2)

B
(respectively, ε2 < −2B and −2(ε22+2Bε2)

B
< ε1 <

2(ε22+2Bε2)

B
),

then the essential spectrum of the operator Hq
2 is consists of the union of ten segments,

and discrete spectrum of the operator Hq
2 is consists of five eigenvalues. Besides exists
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such case, where the essential spectrum of the operator Hq
2 is consists of single segment,

and discrete spectrum of the operator Hq
2 is empty. Consequently, the essential spectrum

of the operator Hq
2 is consists of the union of no more than ten segments, and discrete

spectrum of the operator Hq
2 is consists of no more than five eigenvalues.
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About the modern tools and methods of scientific research
conducting in the field of the history of mathematics.

Bogatov E. M., Korenev A. V., Mikhailov I. S.

Abstract. In recent years, there has been a revival of interest in the history of mathematics
in Russia, especially domestic. However, the inclusion of young researchers in this scientific work is
very difficult. One of the reasons for this is the violation of the continuity of scientific generations
of historians of mathematics, caused, in turn, by the "brain drain"and the departure of researchers
to other fields of activity since the 1990s in the absence of sufficient motivation. As a result, the
methods and tools of research on the history of mathematics turned out to be the weak link of
applicants for academic degrees in this specialty. This was especially evident at the beginning of
XXI century on the periphery, when scientific archives were digitized and the ability to connect
and work with them began to affect the quality of scientific research.

There was a need to systematize the search for primary sources and articles on related topics,
as well as to learn how to use the new features of the Internet: forums and social networks of
scientists.

The availability of information about conferences and seminars (All-Russian and
international) with sections on the history of mathematics makes it possible to plan your scientific
work correctly, using these events as peculiar "mileposts"when extensive scientific topics is
developed.

Currently, there is no journal on the history of mathematics in Russia, and not all ordinary
mathematical journals accept articles on historical-scientific topics. Therefore, the list of such
journals, supplemented with information about the format of accepted articles (MS Word,

1Работа влетс расширенным и дополненным вариантом доклада [1].
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LATEX), the speed of their publication and the status of the journal will allow a young scientist
to save a lot of time.

In addition to systematizing the activities of the historian of mathematics, the work will also
propose a scheme for organizing research and search work in the writing of scientific articles and
reports on the history of science, consisting of the following stages:

a) Detailed study of the subject area;
b) Search for materials on a similar research topic;
c) Using forums and scientific social networks to find answers to questions that have arisen;
d) Search and study of primary sources;
e) Recreating the evolution of mathematical ideas;
f) Approbation at seminars and conferences;
g) Preparation of article for publication.

The work also provides recommendations for the preparation of the substantive part of the
historically-mathematical research, which can be adopted by specialists in the history of natural
sciences.

Keywords: a scheme for organizing research on the history of mathematics, a methodology for
preparing articles and reports on the history of mathematics, modern tools for historical and
mathematical research; source base of the historian of mathematics

. . .Истори наук даёт лучший и наиболее
надёный материал, на котором могут

быт иучены акономерности
в равитии человечества.

В. Оствалд

Введение

До конца ХХ века историки науки (как отечественные, так и арубеные распо-
лагали лиш библиотечным фондом на буманом носителе. В России это: Россий-
ска государственна библиотека, библиотеки ведущих университетов, архивы РАН
и т.д. Несмотр на это, интерес к истории фиико-математических наук был до-
волно высоким: идавалис сереные урналы: ИМИ (Историко-математические
исследовани); ИАИ (Историко-астрономические исследовани); ИМЕН (Истори и
методологи естественных наук); труды ИИЕТ РАН2 (Институт истории естество-
нани и техники имени С. И. Вавилова РАН); выходили энциклопедии по истории

2начителна част этих иданий доступна на сайте В. Е. Пыркова [2].
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математики [3]–[5] и механики [6]. Наиболее ивестным и полным (на конец 1960-х гг.)
иданием по праву считаетс Истори отечественной математики [7]–[10].

К концу ХХ – началу XXI вв. в России истори математики стала понемногу сда-
ват свои поиции; долгое врем она отсутствовала дае в рубрикаторе РФФИ (ситу-
аци поменлас толко в конце 2010-х гг.). Это привело к нарушени непрерывности
передачи опыта органиации историко-математических исследований от старшего
поколени к младшему, особенно в научных коллективах, располоенных на пери-
ферии. С другой стороны, с равитием сети Интернет повилис новые вомоности
дл доступа к первоисточникам и статм по истории науки, опубликованным на
иностранных ыках. Отметим, что истори математики помогает решит проблемы
мотивации, особенно это касаетс нынешнего поколени. Если молодые исследовате-
ли будут равнтс на кого-то и великих лдей, внесших вклад в равитие науки
(в частности математики), то у них будет дополнителный стимул к получени вы-
соких реултатов в своей области.

Кроме того, работы по истории математики всегда имет пропагандистский ха-
рактер. Они в болшей или меншей степени демонстрирут ваност математики,
и как составной части общей културы, и как инструмента дл решени приклад-
ных адач. Истори математики способствует равити таких навыков, как комму-
никативност и критическое мышление, что моет стимулироват введение модулей
истории математики в учебные планы ВУов. В некоторых странах она активно
исполуетс дл мотивации иучени математики школниками и студентами [11].

Настоща работа имеет своей цел систематиироват современный инстру-
ментарий историко-математических исследований, а таке сориентироват начина-
щего исследовател в области историко-математических урналов; конференций
и литературы справочного характера. Будут предлоены рекомендации молодым
учёным по написани статей по истории естественных наук.

1. Схема органиации исследований

После того, как обоначена постановка адачи (обычно это делает научный ру-
ководител), целесообрано сделат шаги в раных направлених:

1.1. Деталное иучение предметной области. Сначала нуно постаратс
раобратс в предмете как моно лучше. дес на помощ моет прийти хороший
учебник, брошра и серии Популрные лекции по математике идателства На-
ука, научно-популрные стати в урнале Квант и в сборнике Математическое
просвещение [12], материалы летних/имних математических школ, в том числе,
представленных в виде лекций на канале YouTube. Например, если нас интересует
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истори выпуклости, полено прочест стат В.М. Тихомирова Геометри выпук-
лости [13].

Болшу ценност дл историка науки представлет собой общероссийский пор-
тал Math-Net.Ru. Он выполнен в виде современной информационной системы, предо-
ставлщей российским и арубеным ученым раличные вомоности в поиске
научной информации по математике и другим наукам. Кроме печатных источников,
портал предлагает болшое количество ранообраных видеороликов по математике,
располоенных во вкладке Видеотека (например, по теореме о неподвиной точке
моно рекомендоват лекци [14]).

начима информаци моет быт почерпнута таке и оборов последних де-
стилетий в той или иной области математики, опубликованных в урнале УМН
(см. например обор “О некоторых основных направлених общей топологии” [15]).

1.2. Поиск материалов на схоу тему исследовани. дес стоит посмот-
рет выпуски ИМИ [16] на предмет наличи статей на блику к нему тему, а так-
е осуществит поиск в Интернете. Например, сформулироват апрос с помощ
Google как на русском, так и на английском ыках. В случае с историей выпук-
лости, к примеру, мы набираем history of convexity и среди ответов видим болшу
оборну стат П.М. Грубера в учебнике [17], в которой много ссылок. После этого
имеет смысл пристално иучит найденные источники.

Если нам ивестен хот бы один и математиков, который анималс интере-
сущей нас темой (например, Архимед), то мы моем восполоватс интернет-
архивом по истории математики MacTutor [18], соданным учеными и университе-
та Сент-Эндрс в Шотландии Доном О’Коннором и Эдмундом Робертсоном. Во
вкладке BIOGRAPHIES мы обнаруим болшу оборну стат о реултатах
Архимеда со ссылками на работы историков науки, в том числе отечественных.

На этом этапе моно восполоватс статми к билем [19], научными авто-
биографими [20] и некрологами [21].

Неоспориму помощ в поиске необходимых материалов смоет окаат старей-
ший научный архив России - архив Российской академии наук [22]. Он представлет
совокупност документов, обраущихс в детелности Российской академии наук
и её учредений, имещих научное, социално-културное и историческое начение.
В этом архиве, например, иметс писма ивестных ученых к своим коллегам, и
которых иногда бывает моно почерпнут мотиваци к воникновени той или иной
идеи или метода.

Параллелно с работой над статми по истории математики (п.1.2)) моно об-
ратитс к энциклопедим и хрестоматим таким, как “The Oxford Handbook of The
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History of Mathematics” [23], “Companion Encyclopedia of the History and Philosophy
of the Mathematical Sciences” [24], Истори математики от Декарта до середины
XIX столети [25], Краткий очерк истории математики [26], а таке к книгам по
истории отделных раделов математики таких, как истори топологии [27].

Следует отделно отметит трёхтомный сборник Математика, ее содерание,
методы и начение [28]–[30], иданный в 1956 году в СССР, который накомит чи-
тател с с содеранием и методами отделных математических дисциплин, их осно-
вами и путми равити.

Дл иучени вклада арубеных ученых помощ будет обращение к путево-
дител по историко-математической литературе на английском ыке [31].

1.3. Исполование форумов и научных социалных сетей дл поиска от-
ветов на воникшие вопросы. В сети Интернет достаточно болшое количество
форумов, на которых обсудатс вопросы по истории математики. Моно выде-
лит несколко и них:

• Math10.com
Данный русскоычный форум носит лбителский характер. На нем

обсудаетс воникновение математики, предпосылки ее ародени, а
таке последователност ее равити. Подниматс, в частности, во-
просы о первенстве воникновени числа или писменности. URL:
https://www.math10.com/ru/forum/viewforum.php?f=40

• Readit. History of Mathematics?
Этот форум представлен на английском ыке. На нем выностс на обсу-

дение отделные моменты равити математики, ваные и интересные этапы
ее становлени. Таке на нем моно найти поленые ссылки на книги по ис-
тории математики.

URL: https://www.reddit.com/r/history/comments/a16xoj
/history_of_mathematics

• MATHEMATICS
Этот форум таке представлен на английском ыке. На нем подниматс

самые ранообраные вопросы, посвщенные истории математики (от причин
обоначени той или иной величины определенной буквой до поиска книг по
истории математики).

URL: https://math.stackexchange.com/questions/tagged/math-history
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1.4. Поиск и иучение первоисточников. После иучени предмета исследова-
ний и истории вопроса 1.1-1.3 весма вано обратитс к первоисточникам. Ста-
ти на русском ыке моно искат на общероссийском математическом портале
MathNet.ru. Несомненну полу принесёт обращение к электронной библиотеке
Научное наследие России [32]. Проект электронной библиотеки Научное наследие
России нацелен на обеспечение решени адачи о сохранении научного наследи и
содании условий его эффективного освоени.

Эта библиотека содавалас учреденими РАН как общедоступна с цел
предоставит полователм Интернет информаци о выдащихс российских уче-
ных, внесших вклад в равитие фундаменталных естественных наук, и полных тек-
стов опубликованных ими наиболее начителных работ. На этом сайте, в частности,
моно найти такие редкие идани, как сборник трудов П. И. Чебышева.

Рис. 1. Внешний вид сайта электронной библиотеки Научное насле-
дие России.

Помимо этого, в поиске первоисточников моет помоч электронный ресурс
Project Euclid [34]. Первоначално он был содан дл того, чтобы обеспечит плат-
форму дл неболших научных идателей урналов по математике и статистике,
а таке чтобы перейти от печатной к электронной форме экономически эффектив-
ным способом. Благодар сочетани поддерки со стороны подписавшихс библио-
тек и участвущих идателей более 70% урналных статей, рамещенных на сай-
те Project Euclid, находтс в открытом доступе. В настощее врем цел Project
Euclid влетс предоставление идателских услуг дл теоретической и прикладной
математики и статистики по всему миру. В рамках данного проекта вомоно опуб-
ликование препринтов  предпечатных версий статей с цел обоначит приоритет
в определённом направлении исследований.
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Стати на других (европейских) ыках моно найти на сайтах:

• http://www.digizeitschriften.de (немецка цифрова библиотека Гёттингена)
Предоставлетс доступ к более чем 700 ивестным немецким академиче-

ским урналам и 21 предметной области с 9 миллионами страниц. Все стати
доступны дл скачивани в формате PDF и печати.

• https://gallica.bnf.fr (француска национална библиотека)
Француский архив ставит своей цел оцифроват все содеримое Нацио-

налной библиотеки Франции  более 12 миллионов книг и манускриптов, 500
тысч периодических иданий. В рамках проекта вылоено в интернет около
80 тысч работ и 70 тысч иобраений, идёт работа по оцифровке архива
француских статей XIX в. В интерфейсе ест поддерка русского ыка.

• https://eudml.org (европейска цифрова математическа библиотека)
Цел проекта The European Digital Mathematics Libriaryu (EuDML)  со-

дат едину информационну систему математической литературы, опуб-
ликованной в Европейских иданих. Проект осуществлетс при поддерке
ведущих Европейских университетов и научных органиаций. EuDML индек-
сирует более 250 тысч публикаций и 14 коллекций урналов. В интерфейсе
ест поддерка русского ыка

• https://www.jstor.org (медународна цифрова библиотека академического
контента)

Journal STORage предоставлет доступ к более чем 12 миллионам научных
урналных статей, книг и первоисточников по 75 дисциплинам. JSTOR - мощ-
на исследователска и преподавателска платформа, с помощ которой
моно иучит широкий спектр научного контента, в том числе и по истории
математики. https://archive.org (американский цифровой архив)

Этот архив содерит редкие и ценные идани XIX-XXв (книги и ста-
ти), опубликованные, в основном на английском ыке. Доступ к некоторым
историко-математическим материалам XXI века (таким, как, например, моно-
графи Д. Лтцена о Лиувилле [34]) осуществлетс по подписке.

Дл того чтобы приступит к переводу стати на русский ык машинным
способом (например, с помощ переводчиков Google или Deepl), находщимис
в свободном доступе, необходимо преобраоват файлы pdf в текст. Это моно
сделат с помощ интернет-сервисов распонани текста (http://tools.pdf.24.org;
https://www.onlineocr.net/ и т.п.)
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1.5. Воссодание эволции математических идей. Самое трудное – это вос-
содание эволции той или иной математической идеи. В отличие от научного обора,
упор дес долен делатс не cтолко на то, как повилас и равилас та или ина
иде, сколко на то, почему ее равитие происходило тем или иным обраом. Очен
вано видет истори математики в целом, как болшой и свный процесс, и если
мы выделим каку-то лини в этом процессе, то необходимо афиксироват её сви
и ваимодействие с другими линими и процессами.

При работе в области истории математики полено ставит перед собой вопросы
следущего характера3.

Почему воникла та или ина област математики? Какие адачи решалис с её
помощ? Каку рол при этом играли конкретные раделы обсудаемой области?
Что и обсудаемых идей пришло и практики, а что решало внутри математиче-
ские адачи? Как это конфликтовало меду собой? Что столо а теми или иными
поворотами в данном научном направлении?

Сут методологии историко-научных исследований очен обрано представил
академик Б.В. Гнеденко в докладе на секции истории математики IV Всесоно-
го математического седа: . . . дл правилности исторической перспективы надо
лбое вление в истории науки рассматриват не толко в его генеисе, с точки ре-
ни предшествущего, но и с точки рени последущего, т.е. с учетом его влини
и его последствий, которые следует прослеиват до наших дней. Чтобы охаракте-
риоват плод, надо нат и дерево, на котором он сорел, и семена, которые он в
себе содерит, и ростки, которые дали эти семена [35].

1.6. Апробаци. Предполоим, что перва верси стати по истории математики
содана. Естественно, она не будет влтс окончателным вариантом. Дл апроба-
ции таких работ и их улучшени в учёном сообществе существует неписаное правило:
научный реултат долен пройти обсудение. Это обсудение происходит либо на
семинарах, либо на конференцих. По истории математики в России ивестны два
постонно работащих семинара:

• в МГУ при кабинете истории и методологии математики под руководством пре-
идента Медународной академии истории науки профессора С.С. Демидова;

• в ПОМИ РАН под руководством доктора фиико-математических наук Г.И.
Синкевич [36]. Семинар Г.И. Синкевич в последнее врем проводитс дистан-
ционно и привлекает много иностранных участников [37].

3Вопросы воспроиводтс и переписки доцента СТИ НИТУ МИСиС Е.М. Богатова и профес-
сора МГУ А.В. Боровских, электронное писмо от 26.03.2019.
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Имеетс вомоност принт в арубеных семинарах по истории математики,
проходщих на кафедре истории и философии науки в Кембридском универси-
тете [38]. В настощее врем участники этих семинаров могут делат доклады (и
слушат коллег) дистанционно, что делает их более доступными дл исследователей
всего мира.

Помимо годичной научной конференции ИИЕТ РАН им. Вавилова, проходщей в
Москве и Санкт-Петербурге, на которой ест секции истории математики и механики,
болшое начение в последние годы приобрела медународна конференци Ал-
гебра, теори чисел и дискретна геометри: современные проблемы, прилоени
и проблемы истории, котора проходит еегодно при Тулском государственном
педагогическом университете. Кроме того, секци истори математики с недавне-
го времени повилас на Крымской осенней математической школе (КРОМШ) и на
Всероссийском симпоиуме по промышленной и прикладной математике (ВСППМ).

Следует отметит, что в нашей стране недавно было содано Русское обще-
ство истории и философии науки в целх усилени медисциплинарного ваи-
модействи в области науки, под эгидой которого проходт конференции и семи-
нары [39]. Част ивестных медународных конференций по истории математи-
ки проходт в Лондоне и Парие, например International Conference on History
of Mathematics [40]. Эти конференции приваны обединит ведущих ученых дл
обмена опытом и реултатами исследований по всем аспектам истории математи-
ки. Они таке обеспечиват медисциплинарну платформу дл исследователей,
практиков и преподавателей, чтобы представит и обсудит самые последние иннова-
ции, тенденции и проблемы, с которыми приходитс сталкиватс в области истории
математики.

Перейдём к теме подготовки докладов на медународных конференцих. Рд
учёных предпочитат делат доклады, исполу толко мел и доску. Однако, при
слабом владении ыком рекомендуетс делат преентаци в одной и версий Power
Point. При этом елателно, чтобы текст был отредактирован специалистом. Во
врем покаа следует проговариват ту информаци, котора выводитс на экран,
поснт ее. Вводну част следует сделат короткой и срау перейти к сути дела.

Если докладчик исполует проектор, удобно половатс лаерной укакой.
Это поволит привлеч внимание к клчевым моментам доклада. Если в докладе
присутствут громодкие формулы, елателно исполоват экран дл их демон-
страции [41].

После выступлени на конференции (семинаре) с илоением своих реултатов
текст стати, как правило, дополнетс и претерпевает коррекци в сторону улуч-
шени.
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1.7. Публикаци. аклчителный этап исследований  представление своих ре-
ултатов в виде, пригодном дл опубликовани. Так как раные урналы, предв-
лт раные требовани к электронной версии стати, нуно сначала определитс
с выбором урнала.

Рассмотрим вомоные варианты:

1. урнал Таврический вестник математики и информатики. Принимает ста-
ти по истории математики в формате TEX. Индексируетс в РИНЦ, входит
в список ВАК.

URL: https://tvim.info/
2. урнал Чебышевский сборник. С 2015 г. принимает стати по истории ма-

тематики в формате TEX, в том числе болшого обема. Среднее врем на-
ходени стати в редакции до момента публикации - 12 месцев. C 2018 г.
входит в бау данных Scopus и выходит четыре раа в год.

URL: https://www.chebsbornik.ru
3. урнал Научные ведомости БелГУ. Сери Прикладна математика и Фии-

ка. Принимает стати по истории математики в формате TEX. Среднее врем
находени стати в редакции до момента публикации - шест месцев. Ин-
дексируетс в РИНЦ, входит в список ВАК.

URL: https://www.bsu.edu.ru/bsu/science/public/bsu-science-journal/
4. урнал Ивести высших учебных аведений. Прикладна нелинейна дина-

мика - старейшее российское специалиированное периодическое идание по
нелинейной динамике, теории хаоса и их прилоеним, идаетс с 1993 года.
С 2008 года урнал входит в Перечен периодических научных и научно-
технических иданий РФ, рекомендуемых дл публикации основных реулта-
тов диссертаций на соискание ученой степени доктора наук ВАК РФ. С 2009
года индексируетс в РИНЦ (агруены все выпуски, начина с 1993 года).
С 2017 года индексируетс Scopus. С 2018 года индексируетс Web of Science
(ESCI). Принимает стати в формате TEX.

URL: https://andjournal.sgu.ru/
5. урнал Historia Mathematica - академический урнал по истории матема-

тики, идаваемый компанией Elsevier. Он был основан Кеннетом О. Май в 1971
г., как бесплатный информационный бллетен Notae de Historia Mathematica,
но к 1974 году превратилс в полноценный урнал. Historia Mathematica пуб-
ликует исследовани по истории математики и ее равити. В частности, ур-
нал поощрет исследовани о математиках и их работе в историческом кон-
тексте, об историографических темах в истории математики и о ваимосвх
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меду математическими идеми и наукой. урнал индексируетс в Scopus.
Стати приниматс на английском ыке в формате ТЕХ.

URL: https://www.journals.elsevier.com/historia-mathematica/
6. урнал Archive for History of Exact Sciences принимает стати высокого

качества по истории математических наук. Его цел - обеспечит быстру и
полну публикаци статей, а таке пролит свет на концептуалну осно-
ву наук, аналииру исторический ход математической и естественнонаучной
мысли. урнал индексируетс в Scopus. Стати приниматс на английском
ыке.

URL: https://www.springer.com/journal/407

Так как начителна част урналов принимает стати в формате TEX, поленым
будет онакомление с идателской системой дл набора текста LaTeX. LaTeX – это
система общего наначени дл набора текстов, котора исполует TEX в качестве
средства форматировани. Благодар своей гибкости, простоте исполовани и про-
фессионалному полиграфическому качеству, LaTeX в настощее врем применетс
при подготовке иданий почти по всем областм естественных наук [42].

Система дл набора текста LaTeX имеет несколко преимуществ перед текстовым
редактором Word:

• Отличное качество подготовки научных текстов (удобно поддерана верстка
математических формул).

• Автоматическа рубрикаци документа, нумераци формул, рисунков и списка
литературы. При этом все элементы грамотно располагатс на странице.

• TEX, форматирущее дро LATEX, чревычайно мобилен и свободно досту-
пен. Поэтому система работает практически на всех существущих платфор-
мах.

В освоении данный системы полеными будут пособи [43]-[44].
Многие ученые исполут в своей работе веб-редактор LaTeX Overleaf .

Overleaf  это бесплатна система совместного написани и опубликовани тек-
ста, котора силно ускорет процесс содани научных работ как дл авторов, так
и идателей [45].

Overleaf моно охарактериоват как сервис, который поволет легко сода-
ват, редактироват и делитс своими научными идеми в Интернете с помощ
LaTeX.
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2. Рекомендации по подготовке содерателной части научной
стати4

Дл успешности стати полено рассмотрет рд аспектов, которые помогут в
ее написании. елателно определит целеву аудитори, от чего ависит глубина
раскрыти основных и частных понтий. Она моет быт адресована специалистам
в данной области науки, математикам в целом и историкам математики5.

Сут хорошей стати по истории науки состоит в том, что она покаывает неа-
висиму и критическу мысл. Стат не долна выглдет, как отчет о какой-то
теме, котора была атронута ранше: нуно найти такие способы представлени
материала, которые дат вомоност дл рамышлени.

Отправной точкой дл равити мысли моет послуит несогласие хот бы с
одним утвердением и вторичной литературы. Ошибки и неточности очен распро-
странены, особенно в популрных книгах по истории математики. При проведении
собственного исследовани вано сосредоточитс на неболшом вопросе и попы-
татс выснит, что раличные вторичные источники говорт о нем. Как толко
вы хорошо поймете тему, скорее всего, обнаруитс, что некоторые и более слабых
вторичных источников очен поверхностны и, вполне вомоно, совершенно невер-
ны. Рекомендуетс отметит такие недостатки в литературе и обснит, что в них
не так, и почему их ошибки начителны с точки рени правилного понимани
вопроса.

Один и способов настроитс критически - это вступит в дискусси, уе име-
щус во вторичной литературе. Ест много случаев, когда историки науки рас-
ходтс во мнених и предлагат конкурирущие интерпретации, часто в доволно
арких спорах. Выбор такой темы уведет от соблана просто накапливат инфор-
маци и факты. Вместо этого придетс критически ввесит докаателства и аргу-
менты обеих сторон. Веротно, вы окаетес на той или иной стороне, и тогда будет
вполне естественно внести свой собственный аргумент в полу одной и сторон и
свои собственные ответы на аргументы противополоной стороны.

Стат, построенна на сравнении и контрасте - это менее конфронтационный
вариант стати, основанной на дискуссии. дес мы таке имеем дело с раличными
интерпретацими во вторичной литературе, но вместо того, чтобы пытатс “выбрат
победител”, моно проиллстрироват ранообраие подходов. Сравнива ралич-
ные точки рени, мы поднимаем новые вопросы и освещаем новые стороны, которые

4Данный параграф написан с исполованием материалов сайта доцента университета г. Утрех-
та (Нидерланды) В. Бласо [46].

5Некоторые рекомендации П.Р. Халмоша, приведённые им в стате Как писат математические
тексты [47], вполне подойдут и дл подготовке стати по истории математики.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2021, 3



О современных инструментах и методах ведени научных исследований по. . . 47

не были очевидны, когда када точка рени рассматривалас иолированно. Та-
ким обраом, более четко вывлтс силные и слабые стороны вопроса, а таке
предполоени и следстви кадой точки рени.

3. Получение академических и учёных степеней по истории
математики

Поступление в магистратуру и аспирантуру дает вомоност продолит более
глубокое иучение данной области и построит профессионалну кареру в качестве
исследовател истории математики.

Прием в аспирантуру по направлени Истори науки и техники осуществл-
етс в Институте истории естествонани и техники им. С.И. Вавилова РАН (ИИЕТ
РАН), город Москва. Дл ащиты диссертации по истории фиико-математических
наук в ИИЕТ РАН существует диссертационный совет, в состав которого входт док-
тора фиико-математических, технических, исторических, философских и других
наук. Соискателм, успешно прошедшим процедуру ащиты диссертации, присваи-
ваетс учена степен кандидата (доктора) фиико-математических наук по специ-
алности истори науки и техники.

Дл елащих продолит своё обраование в области истории и философии
математики а границей моно порекомендоват следущие университеты:

• Кафедра истории и философии Университета Калгари, Канада
• Математический факултет Университета Саймона Фрейера, Канада
• Институт истории и философии науки и техники Университета Торонто, Ка-

нада
• Исторический факултет Оксфордского университета, Великобритани
• Школа философии, религии и истории науки Лидского университета, Велико-

британи
• Кафедра истории науки Гарвардского университета, США
• Исторический факултет Чикагского университета, США
• Факултет философии Мичиганского университета, США.

4. Премии по истории математики

Самые успешные исследовани в области истории математики, как это принто
и в других областх науки, поощртс в виде раличных премий и приов.

Рассмотрим наиболее ивестные и них.
Taylor and Francis early career research prize (Преми Тейлора и Фрэн-

сиса а исследовани в начале кареры).
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Преми в рамере 1000 фунтов стерлингов предоставлетс а эссе обемом до
8000 слов по лбому аспекту истории математики.

Победившее эссе принимаетс к публикации в урнале Британского Общества по
истории математики. Победител будет наначен координатором социалных сетей
Общества в течение двух лет, получит доступ к аккаунтам Общества в Twitter и
Facebook и будет приглашен вести блог по истории математики.

Претендентами на данну преми начинащие исследователи могут быт как
аспиранты, так и лица, получившие степен кандидата наук не ранее, чем 5 лет
наад [48].

Конкурс диссертаций по истории науки DHST.
Органиаторами этого конкурса выступат Медународный со истории и фи-

лософии науки и техники, Отдел истории науки и техники (IUHPST/DHST). Мате-
риалы диссертации, представлемой на конкурсе, долны быт посвщены истории
науки, техники или медицины. Победителм предоставлетс сертификат, освобо-
дащий от регистрационных сборов конгрессе IUHPST/DHST и поволщий ком-
пенсироват оплату проеда и проивани [49].

Otto Neugebauer Prize (Преми Отто Нойгебауэра по истории матема-
тики).

Преми присудаетс а оригиналну и основополагащу работу в области
истории математики, котора начително углублет наше понимание равити ма-
тематики или конкретного математического предмета в лбой период и в лбом
географическом регионе. Награда вклчает в себ именной сертификат и дене-
ный при в рамере 5000 евро. Преми вручаетс на Европейском математическом
конгрессе преидентом Европейского математического общества. Лауреату даетс
вомоност представит на конгрессе работу, получившу при ) [50].

Преми Неймана по истории математики.
Преми присудаетс а монографи на английском ыке (вклча книги в

переводе), посвщенну истории математики и преднаначенну дл читателей-
неспециалистов. Никаких дополнителных ограничений в отношении предмета, а
таке граданства автора или места публикации не существует. Преми навана
в чест Питера М. Неймана, бывшего преидента и давнего члена Британского об-
щества истории науки. Величина приа составлет 1000 фунтов стерлингов [51].

В 2009 году преми Неймана была присудена Р. Нетц и У. Ноэл а работу
The Archimedes Codex: How a Medieval Prayer Book is Revealing the True Genius of
Antiquity’s Greatest Scientist (Кодекс Архимеда: как средневековый молитвенник
раскрывает истинного гени величайшего ученого Древности) [52].
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Kenneth O. May Prize in the History of Mathematics (Преми Кеннета
О. Мэй по истории математики).

Преми Кеннета О. Мэй вручаетс ра в 4 года а выдащийс вклад в исто-
ри математики. Впервые была присудена в 1989 году Д. Д. Струику и А.П.
шкевичу (московскому учёному) на XVIII Медународноv конгресса по истории
науки. В 1993 году в рамках премии Кеннета О. Мэй была учредена бронова
медал [53].

Преми Монтукла
Преми Монтукла присудаетс Исполнителным комитетом Медународной

комиссии по истории математики кадые четыре года молодому ученому - авто-
ру лучшей стати, опубликованной в урнале Historia Mathematica а четыре го-
да, предшествовавшие очередному Медународному конгрессу по истории науки и
техники. Преми составлет 1000 долларов [54]. Впервые преми Монтукла была
присудена в 2009 году.

The Grattan-Guinness archival research travel grant (Грант на архивные
исследовани Grattan-Guinness).

Гранты на поедки дл проведени архивных исследований Grattan-Guinness бы-
ли учредены дл окаани помощи ученым на ранних этапах их исследователской
кареры в области истории и философии математики, а таке в области истории
математического обраовани и его сви с современными проблемами. Укаанные
гранты открыты дл докторантов или ученых, имещих не более шести лет пост-
доковских исследований в области истории и/или философии математики. Гранты
предоставлтс специално дл того, чтобы моно было добратс до места прове-
дени исследований в архиве по выбору получател. Такие гранты не преднаначены
дл полного покрыти общей стоимости предлагаемого исследователского проекта,
но дл покрыти командировочных расходов [55].

аклчение

Авторы выраат надеду на то, что предлоенна ими схема органиации
исследований в области истории математики и соответствущий инструментарий
помогут молодым учёным:

• правилно распределит свои силы на всех этапах исследований;
• структурироват сво научну работу от постановки адачи до отправки ста-

ти в научный урнал;
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• понакомитс с вомоностми националных библиотек России, Европы
и США и исполоват их дл поиска первоисточников и статей историко-
математического характера;

• получит представление об имещихс всероссийских и медународных кон-
ференцих и семинарах по истории математики;

• определитс с выбором урнала, в котором будет опубликована стат по
истории математики;

• повысит уровен своей мотивированности а счёт вомоного участи в кон-
курсах на соискание медународной премий и грантов по истории науки;

• унат, в какие учредени моно поступит, дл получени академической
степени магистра или ученой степени кандидата наук по специалности исто-
ри математики и механики.

Оидаетс, что в недалёком будущем част рутинной работы, сванной с по-
иском и аналиом первоисточников и материалов по бликой к исследуемой теме
моно будет поручит электронному помощнику, работащему на принципах ис-
кусственного интеллекта [56], что поволит сэкономит врем на содерателну
част исследований по истории науки.

Авторы выраат благодарност доценту В.П. Богатовой (Вороне) а поле-
ные обсудени.

Работа выполнена при финансовой поддерке РФФИ, проект  20-011-00402.
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Abstract.
In this paper we consider periodic homeomorphism ϕ which acts on genus p surface.

Homeomorphism is called periodic if exists n ∈ N such that ϕn ≡ id. We study connections
of such homeomorphisms with 3-dimensional topology. More accurately, we have established
the condition that given 3-dimensional Seifert manifold is realised as mapping torus of some
periodic homeomorphism ϕ. Moreover, this periodic homeomorphism is almost fully determined
by topology of its mapping torus. This connection allowed us to proof, for instance, that there are
no homotopy identical periodic homeomorphisms without points of smaller period on surfaces
of positive genus. Using the connection between Morse-Smale diffeomorphisms and periodic
homeomorphisms, we succeeded in classification of corresponding periodic homeomorphism of
arbitrary Morse-Smale diffeomorphism with one source, one sink and one saddle orbit with
negative type of orientation, what can be used in solution of problem of realisation of arbitrary
Morse-Smale diffeomorphism on 2-dimensional manifold
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Введение

Периодическим гомеоморфимом наываетс такое отобраение, применение ко-
торого некоторое конечное количество ра окаываетс тодественным отобраени-
ем. Мы будем рассматриват данные периодические преобраовани с точност до
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отношени эквивалентности, которое сохранет структуру орбит. Более формално,
два периодических гомеоморфима ϕ,ϕ′ топологического пространства X топологи-
чески сопрены, если существует гомеоморфим h : X → X такой, что h◦ϕ = ϕ′◦h.

. Нилсен [6] покаал, что дл топологической классификации всех сохран-
щих ориентаци периодических преобраований амкнутых ориентируемых поверх-
ностей, с точност до вышеукаанной эквивалентности, достаточно нат некоторое
число параметров, которые формирут так наываему полну характеристику
периодического отобраени ϕ. Неформално говор, полна характеристика опре-
делетс точками, в которых период окаываетс меншим, чем период исходного
отобраени, а таке некоторыми характеристиками, отвечащим а локалное по-
ведение функции в окрестности данных точек меншего периода. Более того, окаы-
ваетс, что существование периодического отобраени с аданной полной характе-
ристикой определетс некоторой системой уравнений на числа, входщие в полну
характеристику. Одним и основных реултатов этой работы влетс получение
эквивалентной системы, котора намного удобней по некоторым причинам, которые
будут обснены в соответствущем раделе.

Одним и основных способов расширени списка многообраий влетс так на-
ываема конструкци надстройки. Более точно, пуст у нас ест топологическое
пространство X и действущий на ней гомеоморфим ϕ. Рассмотрим многообраие
Σ = (X × [0, 1]) / ∼, где (x, 1) ∼ (ϕ(x), 0). Если ϕ  периодический гомеоморфим
поверхности, то окаываетс, что Σ влетс так наываемым многообраием ей-
ферта, широко исполуемым в теории трехмерных многообраий. В данной работе
найдены необходимые и достаточные услови того, что аданное многообраие ей-
ферта влетс надстройкой над периодическим гомеоморфимом.
Таке в работе рассмотрены диффеоморфимы Морса-Смейла. Динамика, порода-
ема такими диффеоморфимами не менет структуру рабиени на орбиты при
малых именених диффеоморфима, такие диффеоморфимы наыватс струк-
турно устойчивыми. При этом диффеоморфимы Морса-Смейла влтс простей-
шими среди структурно устойчивых, посколку имет лиш конечное число перио-
дических точек. Однако их класс достаточно широк, посколку они существут на
лбых многообраих. Среди диффеоморфимов Морса-Смейла специалное место
анимат градиентно-подобные диффеоморфимы, динамика которых схоа с дина-
микой типичных градиентных потоков функций Морса. В силу реултатов А. Бе-
дененых и В. Гринеса (см., например, [4]), лбой диффеоморфим Морса-Смейла
f на поверхности представлетс в виде f = ξ1ϕ, где ξ1  сдвиг вдол градиентно-
подобного потока ξt на единицу времени, а ϕ  периодическое отобраение. Св
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периодических характеристики ϕ с диффеоморфимом f аклчаетс в том, что все
точки меншего периода отобраени ϕ влтс периодическими точками отобра-
ени f . Исполу эту св и свойства периодических преобраований, в данной
работе получены содерателные реултаты о периодических данных градиентно-
подобных диффеоморфимов Морса-Смейла.

Благодарности. Исследование поддерано грантом РНФ, договор 21-11-00010.

1. Основные определени и реултаты

дес мы дадим основные формалные определени и сформулируем основные
полученные реултаты и следстви и них

Определение 1. Сохранщий ориентаци и отличный от тодественного гомео-
морфим ϕ ориентируемого многообраи X наываетс периодическим, если суще-
ствует такое натуралное число n > 1, что дл лбого x ∈ X выполнено равенство
ϕn(x) = x. Наименшее и таких n наываетс периодом периодического отобрае-
ни.

Веде в данной работе X  сфера с p ручками.

Определение 2. Гомеоморфимы ϕ,ψ : X → X наыватс топологически сопр-
енными, если существует гомеоморфим h : X → X такой, что дл лбого x ∈ X

выполнено равенство выполнено равенство hϕ(x) = ψh(x).

Определение 3. Орбитой Ox точки x в силу гомеоморфима ϕ : X → X наываетс
мноество {y ∈ X| ∃k ∈ Z : ϕk(x) = y}.

Определение 4. Точкой меншего периода периодического гомеоморфима
ϕ : X → X наыват таку точку x0 ∈ X, что существует n0 < n (n  период
гомеоморфима) такое, что ϕn0(x0) = x0.

Согласно реултатам . Нилсена [6] (см. таке [1]) дл лбого периодического
гомеоморфима ϕ : X → X мноество точек меншего периода конечно, а простран-
ство орбит действи гомеоморфима ϕ на X влетс сферой с g ручками (модулной
поверхност). В окрестности точки x0 меншего периода n0 отобраение fn0 сопр-

ено повороту на некоторый рационалный угол 2π
δ0
λ0

, где λ0 =
n

n0

. Кол мноество

всех точек меншего периода конечно, то анумеруем их орбиты и будем их впред
обоначат как xi, i = 1, . . . , k, а периоды точек этих точек будем обоначат ni, по-

лагат λi =
n

ni

и обоначат чере
δi
λi

соответствущее число вращени. Определим

число di удовлетворщее услови diδi ≡ 1 (mod λi).
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Определение 5. Пара (di, ni) наываетс валентност точки меншего периода xi.

. Нилсен покаал, что верна следущее

Утвердение 1 ([6]). Два периодических отобраени сопрены тогда и тол-
ко тогда, когда они имет одинаковые периоды и наборы валентностей меншего
периода.

И этого утвердени естественным обраом вытекает следущее определение

Определение 6. Набор параметров (n, p, g, n1, . . . , nk, d1, . . . , dk) периодического го-
меоморфима ϕ наываетс его полной характеристикой.

Утвердение 2 ([6]). Полна характеристика (n, p, g, n1, . . . , nk, d1, . . . , dk) реали-
уетс каким-то периодическим гомеоморфимом ϕ тогда и толко тогда, когда
выполнены следущие услови:

• 2p+
k

i=1

ni − 2 = n(2g + k − 2)

•
k

i=1

dini ≡ 0 (mod n)

• если g = 0, то gcd(d1n1, . . . , dknk, n) = 1.

Исполу приведенные услови в работе получены следущие оценки парамет-
ров полной характеристики.

Теорема 1. Пуст дан периодический гомеоморфим ϕ с полной характеристикой
(n, p, n1, . . . , nk, d1, . . . , dk) тогда выполнены следущие неравенства:

1. g  p;
2. k  2(p+ 1);
3. n  4p+ 2.

аметим, что и этих неравенств срау следует, что поиск всех периодических
гомеоморфимов на поверхности с фиксированным числом ручек влетс чисто
алгоритмической адачей. Следуща теорема дает алгоритмический критерий ре-
алиуемости характеристики периодическим гомеоморфимом.

Теорема 2. Набор чисел (n, p, g, n1, . . . , nk, d1, . . . , dk) влетс полной характери-
стикой периодического отобраени ϕ тогда и толко тогда, когда выполнены сле-
дущие услови (ние λi =

n

ni

, λ = lcm(λ1, . . . ,λk)):

В случае g = 0

1.
k

i=1

di
λi

∈ {1, . . . , k − 1};
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2. n = λ и p =

λ−
k

i=1

λ

λi

2
+ 1;

3. gcd(λ, d1, . . . , dk) = 1.

В случае g ∕= 0:

1.
k

i=1

di
λi

∈ {1, . . . , k − 1}

2. n = τλ, τ ∈ N и p =

λ(2g + k − 2)−
k

i=1

λ

λi

2
τ + 1

Ние приведены некоторые следстви алгоритмического критери.

Следствие 1. Не существует периодических гомеоморфимов ровно с одной точкой
меншего периода.

Следствие 2. Лбой периодический гомеоморфим с 2 точками меншего периода
при g ∕= 0 имеет полну характеристику следущего вида:

(n = τλ, p = τ(2g − 1) + 1, n1 = n2 = λ, d1 + d2 = λ).

А в случае g = 0 лбой периодический гомеоморфим это поворот сферы вокруг оси
полсов на некоторый рационалный угол.

Конструкци надстройки над периодическим гомеоморфимов приводит в класс
многообраий ейферта. Дадим точные определени.

Определение 7. Рассмотрим полноторие D2×S1 и рассмотрим рабиение на окру-
ности {x} × S1. Такое полноторие с таким расслоением на окруности наываетс
тривиално расслоенным полноторием.

Естественно определит нетривиално расслоенное полноторие.

Определение 8. Рассмотрим пространство D2× [0, 1]/ ∼, где (x, 0) ∼ (f(x), 1), где f

 поворот окруности на рационалный угол 2π
ν

α
, где 0 < ν < α. Ваимно простые

числа ν,α наыватс орбиталными инвариантами, а получившеес пространство
наываетс нетривиално расслоенным пространством с особым слоем {0}× S1.

Определение 9. Компактное ориентируемое трехмерное многообраие, рабитое на
непересекащиес простые амкнутые кривые(слои), наываетс многообраием ей-
ферта, если кадый слой имеет целиком состощу и слоев окрестност, послойно
гомеоморфну расслоенному полнотори.
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Обоначим чере (αi, νi), 1  i  k параметры нетривиално расслоенных полно-
ториев многообраи ейферта. Определим числа βi следущим обраом: βiνi ≡ 1

(mod αi).

Определение 10. Баой многообраи ейферта M наываетс фактор-
многообраие B = M/ ∼, получащеес отодествлением точек и сло.

Определение 11. Числом Эйлера многообраи ейферта наываетс число
k

i=1

βi

αi

.

Будем обоначат многообраи ейферта следущим обраом

M(B; (αi, βi), 1  i  k).

Теорема 3. Дл того, чтобы многообраие ейферта M(B; (αi, βi), 1  i  k) было
надстройкой над периодическим гомеоморфимом необходимо и достаточно, чтобы
выполнлис следущие услови (ние α = lcm(α1, . . . ,αk)):
В случае, когда B сфера

1. число Эйлера принадлеит мноеству {1, . . . , k − 1};

2. число p =

α−
k

i=1

α

αi

2
+ 1 влетс целым и неотрицателным;

3. gcd(α, β1, . . . , βk) = 1.

При этом период гомеоморфима будет равен α, а род поверхности на котором он
действует будет равен p.
В случае, когда баа B  сфера с g ручками, где g > 0

1. Число Эйлера принадлеит мноеству {1, . . . , k − 1}

2. число p =

α(2g + k − 2)−
k

i=1

α

αi

2
τ + 1 долно быт целым неотрицателным

числом дл некоторого τ ∈ N.

При этом период гомеоморфима будет равен ατ , а род поверхности на котором он
действует будет равен p.

Эта теорема поволет сват периодические гомеоморфимы с топологией мно-
гообраий ейферта. Например, будут докааны следущие следстви.

Следствие 3. Если периодический гомеоморфим действует на сфере с p > 0 руч-
ками и у него ест хот бы одна точка меншего периода, то такой гомеоморфим
не гомотопен тодественному отобраени.

Следствие 4. Если у многообраи ейферта M ровно два особых сло, баа B

гомеоморфна сфере, число Эйлера равно 1, то тогда M гомеоморфно S2 × S1.
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Ещё одним прилоением периодических гомеоморфимов моно считат иуче-
ние диффеоморфимов Морса-Смейла. Хорошее илоение всех следущих ние
определений и теорем ест в [4]

Определение 12. Пуст f : X → X диффеоморфим. Подмноество A ⊂ intX

наываетс f -инвариантным, если f(A) = A

Определение 13. Пуст f : X → X диффеоморфим. f -инвариантное подмно-
ество A ⊂ intX наываетс гиперболическим, если существует непрерывное
Df -инвариантное ралоение касателного расслоени TAX в прму сумму:
Es

A ⊕ Eu
A такие, что





||Dfk(v)||  cλk||v||, v ∈ Es

A, k > 0

||Df−k(v)||  cλk||v||, v ∈ Eu
A, k > 0

дл какого-то фиксированного c > 0 и 0 < λ < 1.

Существует гладка иммерси J касателного пространства к точке в окрест-
ност этой точки на многообраии.

Определение 14. Устойчивым (неустойчивым) многообраием W s
x (W u

x ) наываетс
подмногообраие J(Es

x) (J(Eu
x)).

Определение 15. Точка x наываетс блудащей, если существует така откры-
та окрестност Ux точки x, что дл лбого отличного от нул целого числа n вы-
полнено fn(Ux) ∩ Ux = ∅. В ином случае, точку x наыват неблудащей.

Определение 16. Диффеоморфимом Морса-Смейла наываетс такой диффео-
морфим f : X → X, что мноество его неблудащих точек конечно, состоит
толко и гиперболических точек, чи устойчивые и неустойчивые многообраи пе-
ресекатс друг с другом трансверсално.

Определение 17. Гиперболическа точка x ∈ X, где dimX = n, наываетс сто-
ком (источником), если dim(W s

x) = n (dim(W u
x ) = n). Если точка гиперболическа,

но при этом не выполнтс услови на рамерност выше, то тогда таку точку
наыват седлом. Говорт, что периодическа точка x периода per(x) имеет поло-
ителный (отрицателный) тип ориентации, если отобраение f per()|Wu

x
сохранет

(менет) ориентаци.

Утвердение 3 ([4]). Лбой сохранщий ориентаци диффеоморфим Морса-
Смейла f представлтс в виде компоиции f = ϕ ◦ ξ1, где ξ1 ест сдвиг вдол
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потока ξt на единицу времени, а ϕ  периодический гомеоморфим. Причём точ-
ки меншего периода гомеоморфима ϕ влтс таке периодическими точками
диффеоморфима f , причём их периоды совпадат.

Основным реултатом данной работы применително к диффеоморфимам
Морса-Смейла влетс следуща теорема.

Теорема 4. Пуст у сохранщего ориентаци диффеоморфима f Морса-Смейла
на сфере с p ручками ест единственна седлова орбита отрицателного типа
ориентации. Тогда относително периодического отобраени ϕ (f = ϕ◦ξ1) моно
скаат следущее:

1. отобраение ϕ имеет либо две, либо три орбиты меншего периода;
2. если отобраение ϕ имеет две орбиты меншего периода, то ϕ имеет сле-

дущу полну характеристику (n = 2, g = 0, p = 0, n1 = n2 = 1, d1 = d2 = 1)

и влетс поворотом сферы относително некоторой оси на 180 градусов,
причём одна и неподвиных точек ϕ  седлова точка диффеоморфима f ;

3. если отобраение ϕ имеет ровно три точки меншего периода, то оно имеет
одну и следущих полных характеристик:
1) (n = 4p, g = 0, p > 0, n1 = 2p, n2 = 1, n3 = 1, d1 = 1, d2, d3 = 2p− d2),

0 < d2 < 2p, gcd(d2, 2p) = 1;
2) (n = 4p, g = 0, p > 0, n1 = 2p, n2 = 1, n3 = 1, d1 = 1, d2, d3 = 6p− d2),

2p < d2 < 4p, gcd(d2, 2p) = 1;
3) (n = 4p+2, g = 0, p > 0, n1 = 2p+1, n2 = 2, n3 = 1, d1 = 1, d2, d3 = 2p+1−2d2),

0 < d2  p, gcd(d2, 2p+ 1) = 1;
4) (n = 4p+2, g = 0, p > 0, n1 = 2p+1, n2 = 2, n3 = 1, d1 = 1, d2, d3 = 6p+3−2d2),

p < d2  2p, gcd(d2, 2p+ 1) = 1.

На рисунках 1, 2 приведены реултаты численного подсчета числа периодиче-
ских гомеоморфимов.

2. Оценки параметров полной характеристики

В данном раделе будут докааны теоремы 1 и 2 и следстви и них.

Докаателство. (Теоремы 1)

• 2p+
k

i=1

ni − 2 = n(2g + k − 2) ⇒ 2p− 2 = n(2g − 2) + nk −
k

i=1

ni  n(2g − 2) ⇒

⇒ 2p− 2  n(2g − 2) ⇒ 2g − 2  2p− 2

n
 2p− 2 ⇒ g  p.
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Рис. 1. Число гомеоморфимов типов 1), 2)

Рис. 2. Число гомеоморфимов типов 3), 4)
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• 2p+
k

i=1

ni−2 = n(2g+k−2) ⇒ nk = 2p−2+
k

i=1

ni−2ng+2n  2p−2+
nk

2
−2ng+2n ⇒

⇒ k

2
 2p− 2

n
− 2g + 2  p− 1 + 2 = p+ 1 ⇒ k  2(p+ 1).

• Докаателство этого факта ивестно и ест, например, в стате [5].

□

Докаателство. (Теоремы 2)
Сначала докаем теорему в предполоении, что род модулной поверхности ра-

вен 0.
Первое условие вытекает и равенства d1n1 + · · ·+ dknk = 0 (mod n) ⇔

⇔ d1n

λ1

+ · · ·+ dkn

λk

= 0 (mod n). Так как 0 < di < λi, то 0 <
din

λi

< n. Отсда следует,

что
d1n

λ1

+ · · ·+ dkn

λk

= {n, 2n, . . . , (k − 1)n} ⇒ d1
λ1

+ · · ·+ dk
λk

= {1, 2, . . . , k − 1}
Второе условие срау следует и уравнени на эйлеровы характеристики (вырааем
род p исходной поверхности и требуем, чтобы оно было натуралным), а таке и
того факта, что n = lcm(λ1,λ2, . . . ,λk), который будет докаан ние.

Так как di ваимно прост с λi, то дл того, чтобы число
di
λi

n было целым необ-

ходимо и достаточно, чтобы λi делило n. Отсда, n долно имет вид kλ, где k

какое-то полоителное целое число. Докаем, что k = 1. Действително, пуст

это не так. Тогда gcd


d1n

λ1

, . . . ,
dkn

λk

, n


= gcd


k
λ

λ1

d1, . . . , k
λ

λk

dk, kλ


 k > 1.

Противоречие. Следователно, k = 1 и n = λ. В итоге получили уравнение

gcd


λ

λ1

d1, . . . ,
λ

λk

dk,λ


= 1. По определени НОКа: gcd


λ

λ1

, . . . ,
λ

λk


= 1. Дей-

ствително, если бы это не было так и НОД равнлс бы b, то тогда число
λ

b
было

бы кратным и причём меншим чем λ, что противоречит минималности λ. И этого

факта следует, что gcd


λ

λ1

d1, . . . ,
λ

λk

dk


= gcd(d1, . . . , dk). Действително, НОД ле-

вой части у никак не менше НОДа правой части, но строго болше он не моет
быт. Действително, он мог бы стат болше толко и-а общих делителей чисел

вида
λ

λi

, но у них нет общих делителей. Остаётс толко равенство.

Обоначим b = gcd(d1, . . . , dk). Если b = 1, то нуное уравнение дл периодиче-
ского гомеоморфима выполнетс. Если b ∕= 1, то тогда дл выполнени нуного
уравнени необходимо и достаточно, чтобы gcd(b,λ) = 1. Докаателство в случае
модулной поверхности в виде сферы акончено.
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Докаателство при проиволном g аналогично. начителна раница будет
аклчатс в том, что трете равенство в теореме 2 моно отбросит. Отсда,
получаем, что n = τλ, где τ  проиволное натуралное число. □

Докаателство. (Следстви 1 и 2)
Следствие 1 автоматически следует и пункта 1 Теоремы 2. Докаем Следствие 2.

И Теоремы 2 следует, что
d1
λ1

+
d2
λ2

= 1 → d2
λ2

=
λ1 − d1

λ1

. Следователно λ2 делит

λ1. Аналогично моно докаат, что λ1 делит λ2. Отсда, λ1 = λ2 =: λ. Отсда
срау следует, что d2 = λ− d1. В далнейшем в докаателстве будем предполагат,
что g ∕= 0. Согласно Теореме 2, n = τλ, где τ  проиволное натуралное число.
Отсда, и первого уравнени теоремы, получим, что p = 2τg + 1− τ .

Если е g = 0, то тогда p = 1 − τ  0 ⇒ τ  1 ⇒ τ = 1, p = 0, n1 = n2 = 1.
Дл лбых d1, d2 моно легко подобрат вращение сферы вокруг оси так, чтобы
получившеес периодическое отобраение имело аданну полну характеристику.
Таким обраом, докаателство авершено. □

3. Св периодических гомеоморфимов с многообраими
ейферта

В этом раделе докаываетс Теорема 3 и следстви и нее.

Докаателство. (Теоремы 3)
Достаточност условий теоремы следует и очевидной переформулировки Теоре-

мы 2 на ыке многообраий ейферта. Необходимост условий следует и существо-
вани глобалной секущей к слом у расслоени ейферта с целым числом Эйлера
(см., например, [2]). □

Докаателство. (Следстви 3)
Существование гомеоморфима многообраи ейферта с баой в виде сферы с

p > 0 ручками влечёт существование послойного гомеоморфима (см., например,
[3]), при котором число Эйлера сохрантс (см., например, [2]). Если бы периоди-
ческий гомеоморфим ϕ был гомотопен тодественному, то тогда полученное при
помощи надстройки многообраие ейферта было бы гомеоморфно Sp × S1, где Sp

 сфера p ручками, но у этого многообраи ейферта число Эйлера равно 0, так
как нет особых слоев. С другой стороны, если у ϕ ест хот бы одна особа точка,

то тогда число Эйлера равно
k

i=1

di
λi

> 0. Таким обраом, полученное многообраие

ейферта не моет быт гомеоморфно Sp×S1. Противоречие. начит ϕ не гомотопен
тодественному отобраени. □
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Докаателство. (Следстви 4)
Если у многообраи ейферта M с баой B, гомеоморфной сфере, ровно два

особых сло, то оно влетс надстройкой над периодическом гомеоморфимом ϕ над
сферой с 2 особыми точками. Как было покаано в Следствии 1, ϕ ест поворот сферы
на рационалный угол, то ест ϕ иотопен тодественному, а начит получащеес
при надстройке многообраие ейферта гомеоморфно S2 × S1, что и требовалос □

4. Св периодических гомеоморфимов с диффеоморфимами
Морса-Смейла

Докаателство. (Теоремы 4)
Дл докаателства нам нуны следущие два факта, докаанные, например, в

[4].
Пуст f – сохранщий ориентаци диффеоморфим Морса-Смейла, аданный

на ориентируемой поверхности рода p, и y1, . . . , ym – его периодические точки.
Пуст mi  это период периодической точки yi. Тогда выполнено равенство Морса
m
i=1

(−1)δimi = 2 − 2p, где δi = 0, если точка yi влетс стоком или источником

и δi = 1, если точка yi влетс седлом. Причём, если yi – седлова точка от-
рицателного типа ориентации, то mi =

n

2
, где n  период гомеоморфима ϕ.

Если диффеоморфим f имеет единственну периодическу седлову орбиту и
она отрицателного типа ориентации, то кроме нее в неблудащем мноестве
находитс ровно две периодические орбиты, одна и которых источникова, друга
стокова. Тепер приступим к докаателству теоремы

1. Если бы у периодического отобраени ϕ было строго болше трех точек мен-
шего периода, то тогда у отобраени f было бы строго болше трех периоди-
ческих точек, что противоречит услови. Так как период седловой точки равен
n

2
< n, то у отобраени ϕ долна быт хот бы одна точка меншего периода.

Ровно одной точки меншего периода быт не моет, так как ни у какого пери-
одического гомеоморфима не моет быт ровно одной периодической точки
(см. Следствие 1).

2. Согласно равенству Морса, в случае двух точек меншего периода у гомеомор-
фима ϕ, имеем −n

2
+

n

λ2

+ n = 2 − 2p. Подставим данное равенство в первое

равенство Tеоремы 2:
n

2
+

n

λ2

+
n

2
− n

λ2

− n = n · 2g. Отсда, n − n = n · 2g.
Следователно, g = 0. Тогда и следстви 2 следует, что периодический гомео-
морфим ϕ ест поворот сферы на некоторый рационалный угол. сно, что в
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нашем случае этот угол будет равен 180 градусам. Действително, период сед-
ловой точки равен 1, но с другой стороны её период равен

n

2
, а начит период

отобраени ϕ равен 2. Отсда и следует искомое утвердение.
3. Тепер предполоим, что у соответствущего диффеоморфиму f пе-

риодического гомеоморфима ϕ следуща полна характеристика:
(n, p, g, ni, di, 1  i  3). В силу второго пункта Теоремы 1, p > 0.
Согласно услови и факту выше, n1 =

n

2
. И равенства Морса

−n

2
+ n2 + n3 = −n

2
+

n

λ2

+
n

λ3

= 2 − 2p. Тогда и первого равенства

Теоремы 2 получаем: n = n · (2g + 1) ⇒ g = 0. Получаем, что n1 =
n

2
. Обо-

начим n2 =
n

λ2

, n3 =
n

λ3

. Так как g = 0, то, согласно Tеореме 2, получим, что

n = lcm(2,λ2,λ3). Согласно второму услови Tеоремы 2
1

2
+

d2
λ2

+
d3
λ3

= z, где

z  целое число, равное 1 или 2. Перенесем всё, кроме последнего слагаемого
в праву част. Получим каку-то дроб со наменателем λ3. Так как дроби
слева и справа равны и di ваимно просто с λi, то равенство вомоно тогда и
толко тогда, когда λ3 делит 2λ2. Аналогично моно покаат, что λ2 делит
2λ3. Следователно, 2λ2 = t1λ3, 2λ3 = t2λ2 ⇒ 4λ2 = t1t2λ2 ⇒ t1t2 = 4. Отсда,
с точност до перенумерации, получаем всего два случа: a) λ2 = λ3 или b)
λ2 = 2λ3.

В случае b) n = lcm(2,λ3, 2λ3) = 2λ3 ⇒ n2 = 2, n3 = 1. Подставив ивестные
начени n, d1, n1, n2, n3 во второе равенство Теоремы 2, получим полну ха-
ракткристику (n = 4k+2, g = 0, p = k, n1 = 2k+1, n2 = 2, n3 = 1, d1 = 1, d2, d3),
k ∈ N, gcd(d2, 2k+1) = gcd(d3, 4k+2) = 1, 2d2+d3 = 2k+1 или 2d2+d3 = 3(2k+1).
сно, что в первом случае 2d2 = 2k + 1 − d3  2k, откуда d2  k, а во вто-
ром случае 2d2 = 6k + 3 − d3 > 6k + 3 − (4k + 2), откуда d2 > k. И ра-
венства gcd(d2, 2k + 1) = 1 следует, что gcd(2d2, 2k + 1) = 1. Действително,
если числа d2 и 2k + 1 ваимно просты, то тогда gcd(2d2, 4k + 2) = 2, а на-
чит gcd(2d2, 2k + 1) = 1, что и требовалос. Посколку d3 = 2k + 1 − 2d2 или
d3 = 3(2k + 1)− 2d2, то gcd(d3, 2k + 1) = gcd(2d2, 2k + 1) = 1. Учитыва, что d3
нечетное, получаем gcd(d3, 4k + 2) = 1.

В случае a) нуно рассмотрет два подслуча: a1) λ3  чётное; a2) λ3 
нечётное.
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В случае a1) n = lcm(2,λ3) = λ3. Отсда, n2 = n3 = 1. Подставив ивестные
начени n, d1, n1, n2, n3 во второе равенство Теоремы 2, получим полну
характеристику (n = 4k, g = 0, p = k, n1 = 2k, n2 = 1, n3 = 1, d1 = 1, d2, d3),
k ∈ N, gcd(d2, 4k) = gcd(d3, 4k) = 1, d2 + d3 = 2k или d2 + d3 = 6k. сно,
что в первом случае d2 < 2k, а во втором случае 2k < d2 < 4k. Таке сно,
что gcd(d2, 4k) = 1 эквивалентно gcd(d2, 2k) = 1. Действително, если d2 и 4k

ваимно просты, то тем более d2 и 2k ваимно просты. Если е d2 и 2k ваимно
просты, то отсда следует, что d2 обателно нечётно, а начит d2 ваимно
просто с 2 · 2k = 4k. Так как d3 = {2, 6}k − d2, то d3 имеет такой е остаток
деление на 2k, как и d2. Отсда, условие gcd(d2, 2k) = gcd(d3, 2k) = 1 моно
упростит до одного соотношени gcd(d2, 2k) = 1.

В случае a2) n = lcm(2,λ3) = 2λ3. Отсда, n2 = n3 = 2. Тогда и равенства

Морса, получим
−2λ

2
+

2λ

λ
+

2λ

λ
= 2− 2p. Отсда, λ = 2p+ 2  противоречие

(λ предполагалос нечётным).

□
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On a basic invariants of the symmetry group of polyhedron 1
pγ

m
n .

Rudnitskii O. I.

Abstract. In a n-dimensional unitary space Un (n > 4) there are three series of regular
polytopes: the regular simplex αn, the generalized cross polytopes βm

n and the generalized n-
cube γmn . The generalized n-cube has mn vertices:

(θk1 , θk2 , . . . , θkn),

where k1, k2, . . . , kn take any integral values and θ is a primitive mth root of unity.
For a certain divisor p of the number m the vertices of γmn with

n

i=1

ki ≡ 0 (mod p)

(there are qmn−1 of them if m = pq) determine a complex polytope 1
pγ

m
n . The symmetry group of

1
pγ

m
n is the imprimitive group G(m, p, n) generated by reflections. It is well known that the set of

polynomials invariant with respect to G(m, p, n) forms an algebra generated by n algebraically
independent homogeneous polynomials of degrees m, 2m, . . . , (n − 1)m, qn (a system of basic
invariants of group G(m, p, n)).

In this paper, we study the properties of basic invariants of group G(m, p, n). It is given a
positive solution to the vertex problem for the polytope 1

pγ
m
n if p and n is mutually prime.

Namely, polynomials

Vs =


ki

(θk1x1 + θk2x2 + · · ·+ θknxn)
ms,

n

i=1

ki ≡ 0 (mod p), s = 1, n− 1

are algebraically independent and are basic invariants of group G(m, p, n) if p and n is mutually
prime.

Keywords: unitary space, reflection, basic invariant, algebra of invariants, complex polyhedron.
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Введение

ададим в n-мерном унитарном пространстве Un систему координат началом O

и ортонормированным баисом ei (i = 1, n); вектор x =
n

i=1

xiei. Отраением σ порд-

ка l в пространстве Un наываетс унитарное преобраование пордка l, мноество
неподвиных точек которого влетс гиперплоскост (плоскост рамерности
n − 1). Эту плоскост наыват гиперплоскост отраени или симметрии. Обо-
начим чере G конечну неприводиму группу, породённу отраеними σ от-
носително гиперплоскостей с общей точкой O. Классификаци групп G впервые
получена в работе [1].

Определим действие группы G в колце R = C[x1, . . . ,xn] многочленов от n

переменных над полем комплексных чисел с помощ равенства

σ · f = σ · f(x) = f(σ−1x), σ ∈ G, f(x) = f(xi) ∈ R.

Многочлен f ∈ R наываетс инвариантом группы G (G−инвариантом), если
σ · f = f дл всех σ ∈ G. Ивестно, что мноество всех G-инвариантных много-
членов f ∈ R обраует алгебру IG, породённу n алгебраически неависимыми
однородными многочленами (баисными инвариантами) fi степеней mi, i = 1, n [1].
Отметим, что числа mi дл аданной группы G определтс одноначно, а сами
баисные инварианты нет.

Вершины правилного n−мерного многогранника Mn ададим векторами
−−→
OVr,

r = 1, p. Его группа симметрий G ест конечна группа, породённа отраеними
относително гиперплоскостей с началом O [2].Тогда многочлены

V G
mi

=

p

r=1

(x,
−−→
OV r)

mi (1)

принадлеат алгебре IG.
Естественно воникает вопрос: влтс ли многочлены (1) баисными инвари-

антами группы или, другими словами, влтс ли многочлены (1) алгебраически
неависимыми?

Впервые така адача (проблема вершин) была сформулирована в работах
Леополда Флатто (см. [3–5]). Там е он дал ее полоителное решение дл групп
G симметрий правилных вещественных многогранников, отличных от группы Bn

симметрий n−куба γn, и выскаал предполоение об алгебраической неависимости
многочленов (1) в случае G = Bn. Его подтвердил Хейслейн [6], а таке другим
методом В.Ф. Игнатенко [7].
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В [8] автор решил укаанну адачу дл групп симметрий правилных комплекс-
ных многогранников, при этом дл решени адачи в случае группы G(m, 1, n) = Bm

n

симметрий обобщенного n−куба γm
n был исполован метод работы [7].

Цел настощей аметки: решит вопрос об алгебраической неависимости мно-
гочленов (1) дл группы G(m, p, n) симметрий комплексного многогранника 1

p
γm
n ,

если p и n ваимно простые.

1. Постановка адачи

Естественным обобщением вещественного n−мерного куба γn на пространство Un

влетс комплексный многогранник γm
n (m ≥ 2), наываемый обобщённым n−кубом

(γ2
n = γn) [2]. Вершины γm

n ададим следущими mn векторами

−−→
OVr =

n

i=1

θkiei, (2)

где θ− первообраный корен степени m и единицы, ki = 1,m, r = 1,mn.
Его группа симметрий Bm

n = G(m, 1, n) имеет пордок mn · n! и породаетс
отраеними пордка m относително гиперплоскостей с уравненими [9]

xj = 0 (3)

и отраеними второго пордка относително гиперплоскостей

xi − xj = 0 (i, j = 1, n, i < j). (4)

Числа mi = m, 2m, ..., (n− 1)m,nm [1].
Интерес к иучени геометрии обобщённого n−куба, его группы симметрий Bm

n

и инвариантов обусловлен их раличными примененими, например, в теории коди-
ровани [10]. Обобщённый n−куб таке влетс основой дл построени дробных
γ многогранников 1

p
γm
n с импримитивной группой симметрий G(m, p, n), где p 

делител m (m = pq) [11].
Вершины многогранника 1

p
γm
n могут быт аданы qmn−1 векторами (2) при усло-

вии
n

i=1

ki ≡ 0 (mod p) и r = 1, qmn−1 [11]. Его импримитивна группа симмет-

рий G(m, p, n) породена отраеними пордков q и 2 относително гиперплос-
костей с уравненими (3) и (4) соответственно [9]. Степени баисных инвариантов
mi = m, 2m, ..., (n− 1)m, qm [1].

Утвердение. Если G = G(m, p, n) ест группа симметрий многогранни-
ка 1

p
γm
n (n > 2), где n и p  ваимно простые, то многочлены (1) степеней
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mi = mt (t = 1, n− 1) алгебраически неависимы, то ест влтс баисными
инвариантами группы G(m, p, n).

2. Докаателство утвердени

1. Первоначално рассмотрим случай p = 1, то ест обобщённый n−куб γm
n (см.,

таке [8]).
Так как степени mi = m, 2m, ..., (n− 1)m,nm, то формы (1) имет вид

V Bm
n

ms = Vn,sm =


ki

(θk1x1 + · · ·+ θknxn)
sm, (5)

где s = 1, n и суммирование проиводитс по всем наборам ki (их mn).
Докаателство алгебраической неависимости форм (5) проведем индукцией по

рамерности n.
Если n = 2, то, очевидно, формы

V2,m = mn(xm
1 + xm

2 ) V2,2m = mn(x2m
1 + Cm

2mx
m
1 x

m
2 + x2m

2 )

алгебраически неависимы в случае, когда m ≥ 2 и, таким обраом, породат
алгебру IB

m
2 .

Будем считат, что формы (5) неависимы в пространстве Uk (k < n). Докаем
их неависимост в случае k = n.

Рассмотрим линейну функци

η =
n−1

k=1

akxk, ak ∈ {1, θ, . . . , θm−1}.

Тогда 

ak

ηml = Vn−1,ml, l = 1, n, (6)

где суммирование по всем mn−1 наченим ak.

апишем формы (5) в следущем виде:

Vn,ms =


ki

(θk1x1+ · · ·+θknxs)
ms =



ak

[(η+xn)
ms+(η+θxn)

ms+ · · ·+(η+θm−1xn)
ms] =

= m


ak

s

t=0

Cmt
m(s−t)η

m(s−t)xmt
n = m

s

t=0

Cmt
m(s−t)




ak

ηm(s−t)


xmt
n .
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Исполу соотношение (6) дл l = s − t (t < s), мы окончателно получим
рекуррентное соотношение:

Vn,ms = m

s

t=0

Cmt
m(s−t)Vn−1,m(s−t)x

mt
n , Vn−1,0 = 1. (7)

Будем считат, что формы Vn,ms (s = 1, n) алгебраически ависимы в Un. Тогда
существует многочлен F (−→x ), тодественно не равный нул, такой что:

F (Vn,ms) = 0, s = 1, n. (8)

Так как Vn−1,mn многочлен от Vn−1,ms (s < n), следователно, если поло-
ит xn = c ∕= 0 в (8), то и (7) получим алгебраическу ависимост меду
Vn−1,ms (s = 1, n− 1), что невомоно по допущени индукции.

Таким обраом, формы (5) алгебраически неависимы и породат алгебру IB
m
n .

2. Пуст p ∕= 1, а числа p и n ваимно простые. Тогда мноество S, всех век-
торов (2), моно представит в виде обединени p мноеств Sj, векторы которых

удовлетворт услови
n

i=0

ki ≡ j (mod p), j = 0, p− 1 (мноество S0, как и лбое

и Sj, очевидно определет вершины многогранника 1
p
γm
n ). Так как p и n ваимно

простые, уравнение nt ≡ j (mod p) имеет решение дл всех j = 0, p− 1 (см. [12],
Теорема 131, стр. 113), то всегда моно подобрат такое начение t, что мноество
Sj состоит и векторов мноества S0, умноенного на θt.

Пуст
V G(m,p,n)
ms = Vn,sm =



ki

(θk1x1 + ...+ θknxn)
ms,

суммирование проводитс по всем ki, удовлетворщим услови
n

i=0

ki ≡ 0 (mod p).

Тогда,
Vn,sm = pVn,sm

или
Vn,sm =

1

p
Vn,sm.

Следователно, алгебраическа неависимост Vn,sm вытекает и алгебраической
неависимости Vn,sm, докаанной в пункте 1.

Таким обраом, многочлены вида (1) дл G = G(m, p, n), где n и p – ваимно про-
стые, влтс алгебраически неависимы, и, следователно, влтс баисными
инвариантами группы симметрий комплексного многогранника 1

p
γm
n .
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аклчение

В работе дано полоителное решение проблемы вершин дл комплексного
многогранника 1

p
γm
n , если n и p – ваимно простые.
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The history of the development of the theory of elliptic functions
in the works of Abel, Jacobi, Weierstrass, Somov..

Yulina A. O. and Sinkevich G. I.

Abstract. The article explores the practical necessity of using elliptic functions. The history
of the origin of the concept of an elliptic function is considered in detail. Clear conclusions on
the formation of the apparatus of the theory of elliptic functions in the works of Abel, Jacobi,
Weierstrass and Somov are proposed. Based on the proof of Abel’s theorem, a representation of
elliptic functions in terms of theta functions is shown.

The introduction and use of elliptic and hyperelliptic functions bring the problems of control
and orientation of mechanical objects to the simplest elements. The sought parameters of motion
(direction cosines of the Euler angles) are the composition of such functions. General concepts
and definitions of elliptic functions are reduced to the operation of integration. All methods
of integration consist either in reducing the considered integral to elementary functions, or in
its direct investigation, when this reduction is possible. Therefore, integral calculus is divided
into separate sections. Among them, the first place after the theory of logarithmic and circular
functions is occupied by the theory of elliptic functions.

Giulio Carlo Fagnano (1682-1766, Italian mathematician, the first to pay attention to the
theory of elliptic functions) discovered a remarkable relationship between arcs taken on one ellipse
or one hyperbola. Euler proved analytically and generalized the property discovered by Fagnano.

Soon John Landen (1719-1790, British mathematician, his transformations refer to elliptic
integrals and elliptic functions) found that the arc of a hyperbola can be expressed in terms of
two arcs belonging to ellipses with different eccentricities.

The first systematic presentation on the theory of elliptic functions in Russia was presented
by the St. Petersburg academician Osip Ivanovich Somov. This difficult and to this day branch
of integral calculus is described in detail and clearly in his fundamental work "Foundations of
the theory of elliptic functions"(1850). The book contains seven chapters, and a separate chapter
is devoted to applications of elliptic functions to some questions of geometry and mechanics. In
the presented article, the solution of the problem of the rotation of a rigid body about a fixed
point, presented by Somov, will be presented.

Keywords: Elliptic function, theorem, Abel, Jacobi, Weierstrass, Somov.
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Введение

В стате рассмотрена истори равити и применени теории эллиптических
функций. Введение и исполование эллиптических и гиперэллиптических функций
сводит адачу о вращении твердого тела после первоначалного удара к простейшим
элементам. Искомые параметры двиени (направлщие косинусы углов Эйлера)
влтс компоицией таких функций. Общие понти и определени эллиптиче-
ских функций сводтс к операции интегрировани. Все способы интегрировани
состот или в приведении рассматриваемого интеграла к элементарным функцим,
или в непосредственном его исследовании, когда это приведение вомоно. Поэтому
интегралное исчисление распадаетс на отделные раделы. Меду ними первое
место после теории логарифмических и круговых функций анимает теори эллип-
тических функций.

1. Эллиптические функции. Истори воникновени.

Это навание дат трансцендентным функцим, к которым приводтс интегра-
лы алгебраических выраений вида f(x,

√
R)dx, где

√
R цела функци третей или

четвертой степени относително x, а f рационална относително x и
√
R. Подоб-

ные интегралы встречатс уе у Нтона, основател этого исчислени, он дает
ралоение в рды эллиптических функций, которыми выраатс дуги эллипса и
гиперболы (1676 год). После этого эллиптические функции встречатс в адаче об
упругой линии[5]. ков Бернулли в своем решении этой адачи находит, что ордината

упругой линии относително абсциссы вырааетс интегралом:
 x2dx

(a4 − x4)
, а дуга

интегралом
 a2dx

(a4 − x4)
, и полагает, что эти интегралы не могут быт приведены

ни к квадратурам, ни к спрмлени (вычисление длины дуги кривой) какого-либо
сечени. Того е мнени, сначала был и Эйлер. Иван Бернулли старший нашел,
что сумма этих интегралов моет быт выраена дуго эллипса, у которого мала

ос равна 2a, а болша 2a
√
2. Он таке аметил, что

 a2dx
(a4 − x4)

приводитс к

спрмлени кривой, наываемой лемнискатой.
Дулио Карло Фанно (1682-1766 гг., италнский математик, первый обратил

внимание на теори эллиптических функций) открыл амечателное соотношение
меду дугами, втыми на одном эллипсе или на одной гиперболе. Эйлер дока-
ал аналитически и обобщил свойство, открытое Фанно: он нашел алгебраическое
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уравнение меду переменными x и y, удовлетворщее дифференциалному урав-

нени вида [3]:
dx
[f(x)]

=
dy
[f(y)]

, где f цела функци четвертой степени; оно

совместно с трансцендентным уравнением
dx
[f(x)]

=
dy
[f(y)]

+ C, в котором дл

постонного C моно вт начение интеграла
dx
[f(x)]

, соответствущее частно-

му начени переменной x. На основе этих двух уравнений Эйлер вывел способ дл
сравнени эллиптических функций чере слоение, вычитание, умноение и деле-
ние, посредством алгебраических действий над переменными, от которых авист
эти функции [5].

Вскоре Дон Ланден (1719–1790 гг., британский математик, его преобраовани
отностс к эллиптическим интегралам и эллиптическим функцим) нашел, что дуга
гиперболы моет быт выраена посредством двух дуг, принадлеащих эллипсам с
раличными эксцентриситетами. В этом ваном свойстве аклчаетс соотношение
меду эллиптическими функцими, отличащимис на константу, и входщими в
корен

√
f . То е соотношение нашел Лагран и применил его к приблиително-

му вычислени вской эллиптической функции. В этом состонии находилас тео-
ри эллиптических функций к началу 19 века. начителные усовершенствовани
в теори эллиптических функций внёс Леандр. Распределив на виды и привед
к простейшим выраеним все эллиптические функции, Леандр упростил и на-
чително продвинул вперёд исследовани своих предшественников; раобрал много
новых интегралов, приводимых к эллиптическим функцим, решил некоторые во-
просы геометрии и механики, оставшиес нерешенными и-а несовершенства спо-
собов вычислени эллиптических функций. Леандр составил таблицы, с помощ
которых эллиптические функции могут быт исполованы в аналие, таким е об-
раом, как и круговые и логарифмические функции. Первый его опыт системати-
ческого илоени теории эллиптических функций находитс в мемуаре “Memoire
sur les transcendantes elliptiques, des methodes faciles pour comparer et evaluer ces
transcendantes” (1792 год) [3]. Леандр, ориентирус более на практические цели
исследовани, упустил и виду некоторые ваные теоретические вопросы, сван-
ные с высшими трансцендентными выраеними, тесно сванные с эллиптически-
ми функцими. С выходом в свет первых двух томов Traite des fonctions elliptiques
в математических урналах Крелле и Шумахера стали повлтс гениалные от-
крыти коби и Абел [1]. В номерах 123 и 127 урнала Шумахера коби дал
общий способ дл преобраовани эллиптических функций, вклчащий как част-
ный случай преобраование Лаграна и другое подобное, найденное Леандром.
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Этот способ послуил источником ваных открытий в теории эллиптических функ-
ций. Одновременно с открытими коби во втором томе урнала Крелле повилас
стат Абел, в которой автор докаывает основные свойства обратных эллиптиче-
ских функций и, чере введение в анали мнимых величин, обнаруивает в этих
функцих двойну периодичност. (Recherches sur les fonctions elliptiques, 1827).
Он приводит общие формулы дл умноени и делени эллиптических функций на
целое число; рассматривает подробно способы дл решени в радикалах алгебра-
ических уравнений, относщихс к делени, и выводит выраени эллиптических
функций в виде проиведений, состощих и бесконечного числа мноителей, а так-
е в виде быстро сходщихс бесконечных рдов. В следущей работе (Ueber die
Functionen welche der Gleichung genugthun) опубликованной в 3-м номере урнала
Крелле, Абел предлагает способ решени алгебраических уравнений, относщиес
к делени лемнискаты. После этого Абел докаал общим способом формулы ко-
би, относщиес к преобраовани эллиптических функций. В том е томе урнала

Крелле он дал общу теорему, относщус к сравнени интегралов вида
dx√
R

, гдеR

цела функци x какой-нибуд степени; эта теорема аклчает в себе, как частный
случай, теорему Эйлера и распространетс на высшие трансцендентные, наванные
ултра–эллиптическими или Абелевыми функцими; потом Абел распространил ее
на все трансцендентные, имещие алгебраические дифференциалы. Эта его работа
была удостоена премией Париской Академии Наук.

Все аналитические приемы Абел отличатс общност и математической точ-
ност. Абел, поставив себе аналитический вопрос, ищет его решение самым логич-
ным, естественным путем, а потому достигает решени самого общего, если таковое
вомоно; в противном случае докаывает невомоност решени. Таким обраом
он докаал невомоност общего радикалного решени уравнений 5-й степени и

рассмотрел случаи, в которых интегралы вида
Pdx√
R

могут быт приведены к алгебра-

ическим и логарифмическим функцим. Абел умер очен рано, в 26 лет, но оставил
науке богатое наследие, в котором рабираемс мы до сих пор. Все творени Абел
иданы вместе, под аглавием Oeuvres completes de N.H. Abel, mathematicien, avec
des notes et developpements. Теори эллиптических функций, обогатившис откры-
тими Леандра, Абел и коби, анла ваное место в математическом аналие и
теоретической механике в период с 18 по 19 век.

Первое систематическое илоение по вопросам теории эллиптических функций
в России представлено у петербургского академика Осипа Ивановича Сомова. По-
дробно и сно илоена эта непроста и поныне отрасл интегралного исчислени в
его фундаменталном труде Основани теории эллиптических функций (1850 год).
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Книга содерит сем глав, и отделна глава посвщена прилоеним эллиптиче-
ских функций к некоторым вопросам геометрии и механики.

К середине восемнадцатого века в теории эллиптических функций был сформи-
рован следущий аппарат.

2. Понтие эллиптической функции. Приведение, сравнение и
преобраование таких функций

В том случае, когда интеграл от алгебраической функции не приводитс к дру-
гой алгебраической функции, его рассматриват как трансцендентну функци.
Это интегралы вида z =


f(x,

√
R), где R цела функци относително x, а f 

рационална относително x и R. Если R имеет перву или втору степен, то
соответствущий интеграл z =


f(x,

√
R) приводитс или к алгебраической функ-

ции или к обратной тригонометрической функции (круговые функции). Если е
степен трет и выше, то подобные интегралы наыват эллиптическими, а обра-
щение таких интегралов, соответственно, эллиптическими функцими [3]. Навани
этих функций пошли с адачи вычислени длины дуги эллипса.

Уравнение, определщее св меду алгебраическими функцими и интегра-

лами вида
 xmdx√

R
аписываетс следущим обраом:

b0


dx√
R
+b1


xdx√
R
+b2


x2dx√

R
+. . .+bm


xmdx√

R
= (a0+a1x+a2x

2+. . .+am−3x
m−3)

√
R.

Это уравнение дает вомоност амены эллиптического интеграла на простей-
шие алгебраические ралоени в том случае, когда m > 2.

Мноител при
√
R во второй части уравнени долен содерат толко поло-

ителные степени x (исходное предполоение), тогда m долно быт не менше 3.

Отсда делаетс ваное следствие: интеграл
 Pdx√

R
, при условии, что степен целой

функции P ние 3 не моет быт выраен алгебраической функцией. Поэтому


dx√
R
,


xdx√
R
,


x2dx√

R

не имет алгебраического представлени, и влтс трансцендентными относи-
телно функции x.

Аналогичные выводы справедливы и в том случае, когда P  правилна дроб.
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P =
A

(x− α)m
, где A и α  постонные, а m  целое полоителное число. Тогда,

рассматриваемый интеграл


Pdx√
R

ралоитс на члены вида

A


dx

(x− α)m
√
R

Представленный интеграл приводитс к простейшим таким е обраом, что и
xmdx√

R
с помощ амены: x−α =

1

z
. Тогда уравнение, определщее св меду

алгебраическими функцими и интегралами вида


(x− α)mdx√
R

аписываетс сле-

дущим обраом:


dx

(x− α)m
√
R

= b0


dx√
R

+ b1


dx

(x− α)
√
R

+

+ b2


dx

(x− α)2
√
R

+


a0

(x− α)2
+

a1
(x− α)3

+ . . .+
am−3

(x− α)m−3

√
R

В том случае, когда m > 1 рассмотренный интеграл приводитс к трансцендент-
ным вида: 

dx√
R
,


xdx√
R
,


x2dx√

R
,


dx

(x− α)
√
R
.

И скаанного выше, аклчаем, что
 Pdx√

R
, где P  нека рационална функ-

ци, вырааетс алгебраическими функцими и трансцендентными вида:


dx√
R
,


xdx√
R
,


x2dx√

R
,


dx

(x− α)
√
R
.

Выполн амены x =
p+ qy

1 + y
,R1 = c(y2±a)(y2±b),λ =

p− α

q − α
, где p, q, a, c  про-

иволные константы в соответствущих алгебраических ралоених, переходим
на интегралы вида: 

dy√
R1

,


y2dy√
R1

,


dy

(y2 − λ2)
√
R1

.

Последний интеграл апишем чере тригонометрические функции:


f(sin2 ϕ)dϕ
(1− k2 sin2 ϕ)

,

где f  рационална функци, k  действителное полоителное число> 1 и ϕ-
действителна углова величина.
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Исполу, подстановку y2 =
A+B sin2 ϕ

C +D sin2 ϕ
, и последователно, рассматрива во-

моные наки в выраении R1 = c(y2 ± a)(y2 ± b) получаем:


y2dy√
R1

=


α + β sin2 ϕ

γ + δ sin2 ϕ
· dϕ

(1− k2 sin2 ϕ)
,

где α, β, γ, δ, k  постонные, причем k2 > 1. Такие интегралы Абел на-
ывал модулрными функцими [2] дл сокращени, ввод обоначени

(1− k2 sin2 ϕ) = ∆(k,ϕ) или просто ∆ϕ. Дуга ϕ  амплитуда, постонна
k  модул, величина k

′
=

√
1− k2  дополнителный модул.

После введенных обоначений, эллиптический интеграл или модулрна функ-
ци апишетс: 

y2dy√
R1

=


α + β sin2 ϕ

γ + δ sin2 ϕ
· dϕ

∆ϕ

Абел рассмотрел этот интеграл как функци ϕ:

H(ϕ) =


α + β sin2 ϕ

γ + δ sin2 ϕ
· dϕ

∆ϕ
.

Тепер рассмотрим некоторые свойства этой функции:
Во-первых эта функци нечетна H(−ϕ) = −H(ϕ); во-вторых функци периоди-

ческа H(ϕ) = H(nπ ± ψ) = 2nH(π
2
)±H(ψ), 0 < ψ <

π

2
.

Далее, работа с функцией H(ϕ), а именно, перебира все вомоные начени
коэффициентов α, β, γ, δ, k приходим к выводу, что все эллиптические функции при-
водтс к трем:

F (ϕ) =

ϕ

0

dϕ

∆ϕ
− функци первого рода,

E(ϕ) =

ϕ

0

∆ϕ · dϕ− функци второго рода,

П(n,ϕ) =

ϕ

0

dϕ

(1 + n sin2 ϕ)∆ϕ
− функци третего рода.

где n =
δ

γ
 параметр эллиптической функции П(n,ϕ). Этот параметр моет быт

мнимым, и тогда выделетс особый класс функций  гиперэллиптические или ул-
траэллиптические.
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Иногда амент функции F (ϕ), E(ϕ),П(n,ϕ) трем другими, в которых пере-
менной величиной влетс sinϕ = x:

T1(x) =

x

0

d x

∆x
, T2(x) =

x

0

x2d x

∆x
, T3(n, x) =

x

0

d x

(1 + nx2)∆x
,

∆x =


(1− x2(1− k2x2)).

Карл коби дополнително ввел обоначени дл обратных функций. Если α

величина функции F (ϕ), тогда дл обоначени обратной функции исполуем обо-
начение:

ϕ = am(α).

Тогда α наываетс аргументом своей амплитуды ϕ. Соответствущие тригоно-
метрические ависимости ϕ от своей амплитуды α:

sin am(α), cos am(α), tan am(α) и т. д.

∆ϕ = ∆am(α).

Общее свойство всех эллиптических функций открыл Фанно, что полност
докаано Леонардом Эйлером (“Institutionum calculi integralis. V.I.”). Оно состо-

ит в следущем. Если ψ(x) трансцендентна функци, а
dψ(x)

dx
алгебраическа,

то моно найти таку алгебраическу ависимост меду частными наченими
x = x1, x2, . . . xn, при которой сумма

m1ψ(x1) +m2ψ(x2) + . . .mnψ(xn),

где m1,m2, . . .mn соимеримые полоителные или отрицателные числа, моет
быт выраена или постонными, или алгебраической функцией относително
x1, x2, . . . xn, или е логарифмической функцией этих величин [1].

На все трансцендентные функции, имещие алгебраические дифференциалы,
распространил это свойство Абел. Это обобщение влетс централной теоремой
теории эллиптических функций и носит навание теоремы Абел. Формулировка и
докаателство этой теоремы илоено Абелем в “Precis d

′
une theorie des fonctions

elliptiques”.
Идали этот труд Абел уе после его смерти в 1841 году, “Memoires par divers

savants a l
′
Academie royale des sciences de l

′
Institut de France. T. VII, 1841.”
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Теорема (Абел). адана эллиптическа функци T3(x) =
 d x

(1− x2

a2
)∆x

, где

∆x =


(1− x2(1− k2x2)), k2 > 1 и a  постонна. Допускаетс следущее ра-
лоение:

ψ(x) = A(x2 − x2
1)(x

2 − x2
2)(x

2 − x2
3) . . . (x

2 − x2
µ),

функци ψ(x) ест компоици двух функций ϕ(x) и f(x):

ψ(x) = [f 2(x)]− [ϕ2(x)](∆x)2

f(x) и ϕ(x)  целые функции с неопределенными коэффициентами, f(x)  четна,
ϕ(x)  нечетна.

Тогда сумма начений функции T3(x) дл x = x1, x2, . . . xµ выраитс логариф-
мической функцией:

T3(x1) + T3(x2) + . . . T3(xµ) = const− a

2∆a
· log


f(a) + ϕ(a)∆a

f(a)− ϕ(a)∆a


.

Докаыва теорему Абел, Карл коби ввел наменитые θ функции, с помощ
которых гиперэллиптические интегралы могут быт представлены алгебраическими
ралоеними или быстросходщимис рдами. Последнее представление, с помо-
щ рдов, очен вано в адаче о вращении твердого тела около неподвиной
точки. Исполу эти ралоени Сомов О. И., получил кинематические параметры
двиени в адаче о вращении твердого тела около неподвиной точки в случае
первоначалного удара [1].

Петербургский математик и механик, профессор Сомов О. И., к 1851 г. дал первое
обобщенное решение адачи вращени тела вокруг неподвиной точки. О. И. Сомов
получил решение адачи о вращении твердого тела около точки после первоначал-
ного удара, интегриру дифференциалные уравнени двиени с помощ эллип-
тических функций коби третего рода с мнимым параметром. Решение Сомова
покаало, что основные параметры двиени выраатс чере компоици эллип-
тических функций простейшего вида и, ввод их, адача о вращении твердого те-
ла отностелно неподвиной точки сводитс к простейшим элементам. В 1871 году
Карл Вейерштрасс упрощает систему эллиптических функций коби, ввод вместо
трех тета-функций одну, имещу своим аргументом комплексное врем. Поэтому
далнейшее исследование адачи о двиении волчка имело продоление на ком-
лексной плоскости, направлщие косинусы при вращении тела были получены в
виде частных θ или σ-функций. Получат сност и кватернионные выраени дл
кинематики двиени в адаче о вращени твердого тела около неподвиной точки.
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Таким обраом, рассмотренное решение адачи, представленное Сомовым О. И. в
1850 году, вполне обснет далнейшее направление исследований как в кватерни-
онном представлении, так и в решении Ковалевской С. В. Представленное решение
очен вано в практических адачах ориентации и управлени космических и других
обектов механического двиени.

3. Представление эллиптических функций чере тета функции

Коротко илоим докаателство теоремы Абел [1].
Вомем дл x одну и величин: x1, x2, . . . xµ, тогда

ψ(x) = [f 2(x)]− [ϕ2(x)](∆x)2 = 0

Это уравнение определет ависимости x от коэффициентов функций ϕ(x) и f(x).
Рассматрива эти коэффициенты как переменные апишем дифференциал дл этого
уравнени:

ψ
′
(x)dx+ δψ(x) = 0,

где ψ
′
(x) - проиводна ψ(x) по x, а δψ(x) - дифференциал той е функции относи-

телно переменных коэффициентов функций ϕ(x) и f(x). При этом дифференциро-
вании, x будем считат, соответственно постонной величиной.

δψ(x) = 2[f(x)δf(x)− ϕ(x)δϕ(x)](∆x)2

Соответствущие функции ϕ(x) и f(x) выраим и уравнени:

ψ(x) = [f 2(x)]− [ϕ2(x)](∆x)2 = 0. Получим: f(x) = ±ϕ(x)∆x,ϕ(x)(∆x)2 = ±f(x)∆x.

Следователно

δψ(x) = −2[ϕ(x)δf(x)− f(x)δϕ(x)]∆x = −Θ(x)∆x

Ввод обоначени:

Θ(x) = 2[ϕ(x)δf(x)− f(x)δϕ(x)]

Получим:

ψ
′
(x)dx = Θ(x)∆x ⇒ dx

∆x
=

Θ(x)

ψ′(x)
⇒ T3(x) =

 Θ(x)

(1− x2

a2
)ψ′(x)

Подставив в это выраение x1, x2, . . . xµ вместо x и суммиру реултаты (обонача
дл сокращени


), получим:


T3(x) =

 



Θ(x)

(1− x2

a2
)ψ′(x)
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Подынтегралное выраение представлет собой рационалну симметричну
функци корней уравнени ψ(x) = [f 2(x)] − [ϕ2(x)](∆x)2 = 0, поэтому она моет
быт выраена рационалной функцией его коэффициентов и следователно раци-
оналной функцией коэффициентов функций ϕ(x) и f(x).

Таким обраом:


T3(x) =


Θ(x)

(1− x2

a2
)ψ′(a)

=


aΘ(a)

2ψ(a)
.

Подставл сда начени функций Θ(x) и ψ(x), имеем


T3(x) =

a

2


ϕ(a)δf(a)− f(a)δϕ(a)

[f 2(a)− ϕ2(a)](∆a)2

Тепер проинтегрируем, полус аменой
ϕ(a)∆a

f(a)
= z. Получим


T3(x) = − a

2∆a


δz

1− z2
= Const.− a

4∆a
log


1 + z

1− z

2

.

Таким обраом, окончателно


T3(x) = Const.− a

4∆a
log


f(a) + ϕ(a)∆a

f(a)− ϕ(a)∆a

2

Докаанна теорема дает аналогичные формулы и дл эллиптических функций
первого и второго рода:

T1(x) =


d x

∆x
, T2(x) =


x2d x

∆x.

Функци T1(x) ест начение функции T3(x) при a = ∞, а T2(x) начение функции
a2[T3(x)− T1(x)] при a = ∞.

a = ∞ ⇒ a

4∆a
= 0, log(

1 + z

1− z
)2 = log(1) = 0,⇒


T1(x) = Const,


T2(x) = Const.− a3

4∆a
log[

f(a) + ϕ(a)∆a

f(a)− ϕ(a)∆a
]2

a=∞
.

Некоторые и величин x1, x2, . . . xµ берутс проиволно, оставшиес определтс
по ним.

Рассмотрим применение теоремы Абел к простейшему (но практически очен
ваному) случа µ = 3. Тогда

f(x) = (a0 + x2)x,ϕ(x) = b0,
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ψ(x) = (a0x+ x3)2 − b20(1− x2)(1− k2x2) = (x2 − x2
1)(x

2 − x2
2)(x

2 − x2
3).

Предполага x1 и x2 аданными, дл определени неивестных коэффициентов
a0, b0 будем имет два линейных уравнени:

a0x1 + x3
1 + b0∆x1 = 0, a0x2 + x3

2 + b0∆x2 = 0.

И этих уравнений получаем начени коэффициентов:

a0 =
x3
2∆x1 − x3

1∆x2

x1∆x2 − x2∆x1

, b0 =
x3
1x2 − x3

2x1

x1∆x2 − x2∆x1

.

Далее, домноим каду дроб на (x1∆x2 + x2∆x1) и в уравнении дл ψ(x) вомем
x = 0.

Тогда x3 определитс следущим обраом:

x3 = ±x1∆x2 + x2∆x1

1− k2x2
1x

2
2

.

Дл определени ∆x3 исполуем уравнение:

f(x3) + i∆x3 · ϕ(x3) = 0, i = ±1.

Отсда получим

∆x3 =
±f(x3)

ϕ(x3)

Далее, обонача y = ±x3, т.е y =
b0

x1x2

получим: y =
x1∆x2 + x2∆x1

1− k2x2
1x

2
2

Окончателно, получаем следущие соотношени дл эллиптических функций
первого, второго и третего рода:






T1(x1) + T1(x2)− T1(y) = Const,

T2(x1) + T2(x2)− T2(y) = Const− a3

4∆a
log[

f(a) + ϕ(a)∆a

f(a)− ϕ(a)∆a
]2

a=∞
,

T3(x1) + T3(x2)− T3(x) = Const.− a

4∆a
log[

f(a) + ϕ(a)∆a

f(a)− ϕ(a)∆a
]2.

Ранее мы говорили о том,что иногда амент функции F (ϕ), E(ϕ),П(n,ϕ) трем
другими, в которых переменной величиной влетс sinϕ = x. Тогда, полага

x1 = sinϕ, x2 = sinψ, y = sinµ
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получим следущие соотношени:





(F (ϕ) + F (ψ)− F (µ) = Const

E(ϕ) + E(ψ)− E(µ) = Const+ k2 a3

4∆a
log[

f(a) + ϕ(a)∆a

f(a)− ϕ(a)∆a
]2

a=∞

П(− 1

a2
,ϕ) + П(− 1

a2
,ψ)− П(− 1

a2
, µ) = Const.− a

4∆a
log[

f(a) + ϕ(a)∆a

f(a)− ϕ(a)∆a
]2)

Далее, работа с логарифмами, Карл коби получает две тета-функции и рас-
кладывает их в быстросходщиес рды.

Блестщее продоление теори эллиптических функций нашла в работах Кар-
ла Вейерштрасса [3]. Работа под руководством наменитого профессора Гудермана,
молодой ученый увлекс исследованими Абел и коби в области эллиптических
функций. Вейрштрассу удалос не толко вникнут, но и решит проблемы, которые
были Абелем и коби толко обоначены. Так, он нашел представление модулрной
функции в виде частного двух рдов, обобщил это представление на другие ивест-
ные эллиптические функции. Это ему удалос сделат летом 1840 года, а осен того
е года ащитит сво работу “Ueber die Entwickelung der Modular-Functionen”. Част
этой работы вошла в его мемуары об абелевых функцих, напечатанных в 52 урнале
Крелле ( I том его Mathematische Werke). Все частные виды θ-функции Вейерштрасс
аменил одной ℘-функцией [5]. В 1871 году Вейерштрасс упрощает систему эллип-
тических функций коби, ввод вместо трех тета-функций одну, имещу своим
аргументом комплексное врем.

4. аклчение

Исследовани Вейерштрасса в области теории эллиптических функций обратили
на него внимание ученых Германии, и в 1856 году он был приглашени в Берлин-
ский университет экстраординарным профессором на кафедру чистой математики,
а в 1857 году был ибран в члены Берлинской Академии наук. В далнейшем, Вей-
ерштрасс, обобща и уточн выводы Абел и коби, покаал, что услови инте-
грируемости эллиптического интеграла в логарифмических функцих могут быт
выведены, если такие интегралы рабит на три класса: первого, второго и третего
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рода. Свести их, как покаано выше в представленной работе, к эллиптическим инте-
гралам третего рода, которые на основании теоремы Абел приводтс к алгебраи-
ческим соотношеним. Основные исследовани, относщиес к гиперэллиптическим
интегралам Вейерштрасс сообщал или на своих лекцих, или в писмах к ученым.
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В этой стате мы рассматриваем класс систем дифференциалных уравнений, преоб-
раовани аргумента которых влтс инволцими. При этом начална адача
дл дифференциалного уравнени с инволцией сводитс к началной адаче дл
обыкновенного дифференциалного уравнени более высокого пордка. Тогда дл
решени необходимы либо два началных услови; уравнение атем сводитс к кра-
евой адаче дл ОДУ более высокого пордка.

Клчевые слова: инволци, линейное дифференциалное уравнение, неподвина точ-
ка, краева адача.

Tashpulatov S. M., Parmanova R. T. Structure of essential spectra and
discrete spectrum of the energy operator of four-electron systems in
the impurity Hubbard model. Quintet state. One-dimensional case /
S. M. Tashpulatov, R. T. Parmanova // Таврический вестник информати-
ки и математики.  2021.  3 (52).  C. 14 – 34.

УДК: 517.984

Рассматриваетс четырех электронна система в примесном модели Хаббарда и ис-
следуетс структура существенного спектра и дискретного спектра системы в квин-
тетном состонии системы. Покаано, что существует такие ситуации: а). существен-
ный спектр оператора четырех электронного квинтета состоит и обединений че-
тырех отреков, а дискретный спектр оператора четырех электронного квинтета со-
стоит и единственного собственного начени; б). существенный спектр оператора
четырех электронного квинтета состоит и обединений дести отреков, а дискрет-
ный спектр оператора четырех электронного квинтета состоит и пти собственных
начений; в). существенный спектр оператора четырех электронного квинтета состо-
ит и единственного отрека, а дискретный спектр оператора четырех электронного
квинтета пуст; Найдены условии, когда имеет место кадые стуации.

Клчевые слова: Примесной модели Хаббарда, четырех-электронна система, суще-
ственный спектр, дискретный спектр, квинтетное состоние, триплетное состониеб
синглетное состоние.
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Богатов Е. М., Коренев А. В., Михайлов И. С. О современных инструмен-
тах и методах ведени научных исследований по истории математики /
Е. М. Богатов, А. В. Коренев, И. С. Михайлов // Таврический вестник ин-
форматики и математики.  2021.  3 (52).  C. 35 – 57.

УДК: 378:51(09)

Предлоен один и вариантов систематиации детелности историка математики,
а таке схема органиации исследователской и поисковой работы при подготовке
научных статей и докладов по истории науки в XXI веке. В работе приводтс реко-
мендации по подготовке содерателной части историко-математического исследо-
вани, которые могут быт таке вты на вооруение специалистами по истории
естественных наук.

Клчевые слова: схема органиации исследований по истории математики, методика
подготовки статей и докладов по истории математики, современный инструментарий
историко-математических исследований; источникова баа историка математики.

Косолапов Е. С., Починка О. В. О сви периодических гомеоморфимов
поверхности с многообраими ейферта и диффеоморфимами Морса-
Смейла / Е. С. Косолапов, О. В. Починка // Таврический вестник инфор-
матики и математики.  2021.  3 (52).  C. 58 – 71.

УДК: 517.9

В настощей работе иучатс периодические гомеоморфимы ϕ, действущий на
поверхности рода p. Гомеоморфим наываетс периодическим, если существует
n in mathbbN такой, что varphin equiv mathrmid.

Мы установили св таких гомеоморфимов с трехмерной топологией. Более точно,
мы сформулировали и докаали условие того, что данное трехмерное многообраие
ейферта реалиуетс как надстройка некоторого периодического гомеоморфима
varphi. Более того, этот периодический гомеоморфим почти полност определ-
етс топологией надстройки. Эта св поволила нам докаат, например, что не
существует периодических гомеоморфимов, гомотопных тодественному отобрае-
ни, бе точек меншего периода на поверхностх полоителного рода.

Исполу св меду диффеоморфимами Морса-Смейла и периодическими го-
меоморфимами, удалос классифицироват соотвествущие периодические гомео-
морфимы проиволного диффеоморфима Морса-Смейла с одной источниковой,
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одним стоковой и одной седловой орбитой с отрицателным типом ориентации, что
моет быт исполовано при решении проблемы реалиаци проиволного диф-
феоморфима Морса-Смейла на двумерном многообраии

Клчевые слова: Периодический гомеоморфим, ейфертовы многообраи, диффеомор-
фим Морса-Смейла.

Рудницкий О. И. О баисных инвариантах группы симметрий многогран-
ника / О. И. Рудницкий // Таврический вестник информатики и матема-
тики.  2021.  3 (52).  C. 72 – 78.

УДК: 514.7

В n-мерном унитарном пространстве иучаетс алгебра инвариантов группы сим-
метрий комплесного многогранника 1

p
γm
n . Дано полоителное решение проблемы

вершин дл укаанного многогранника, если p и n ваимно простые.

Клчевые слова: унитарное пространство, отраение, баисный инвариант, алгебра
инвариантов, комплексный многогранник.

лина А. О. Истори равити теории эллиптических функций в рабо-
тах Абел, коби, Вейерштрасса, Сомова. / А. О. лина // Таврический
вестник информатики и математики.  2021.  3 (52).  C. 79 – 92.

УДК: 531.091

В стате илоена истори равити теории эллиптических функций. Предлоены
четкие выводы по становлени аппарата теории эллиптических функций в работах
Абел, коби, Вейерштрасса и Сомова. На основе докаателства теоремы Абел
покаано представление эллиптических функций чере тета функции.

Клчевые слова: Эллиптическа функци, теорема, Абел, коби, Вейерштрасс, Со-
мов.
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