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ON PERIODIC SOLUTIONS OF LINEAR PARABOLIC PROBLEMS
WITH NONLOCAL BOUNDARY CONDITIONS

c© O. V. Solonukha
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On periodic solutions of linear parabolic problems with nonlocal
boundary conditions.

Solonukha O. V.

Abstract. A linear parabolic equation with nonlocal boundary conditions of the Bitsadze-
Samarsky type is considered. The existence and uniqueness theorem of the periodic solution is
proved.

Keywords: nonlocal problem, parabolic equation, monotone operator.

Nonlocal elliptic boundary value problems have been considered since the 30s of
the XXth century in the work of T. Carleman. In the 50–60s of the XXth century,
the abstract nonlocal elliptic problems were studied by M. I. Vishik, F. Browder, etc.
Nonlocal parabolic problems in a bounded cylinder were considered mainly in the cases
of parabolic delay differential equations, parabolic integro–differential equations, and
parabolic operator– differential equations. In this paper, we consider a parabolic equation
with nonlocal boundary conditions of the Bitsadze-Samarsky type, cf. [1]. The peculiarity
of these nonlocal conditions is that they are set using shifts in spatial variables in a
bounded domain. A method for studying elliptic boundary value problems with such
nonlocal conditions was developed in the 80-90s, see [2–4]. In this paper, the time–
periodic solutions of a linear parabolic equation with nonlocal boundary conditions are
investigated. The proofs are given for a model example. However the method is suitable
for the general case of nonlocal boundary conditions of this type.

In the rectangular parallelepiped ΩT = (0, T )×(0, 2)×(0, 1) we consider the parabolic
equation

∂tw(t, x)−
󰁛

i,j=1,2

∂i (Aij(t, x)∂jw(t, x)) = f(t, x) ((t, x) ∈ ΩT ), (1)
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with nonlocal boundary conditions
󰀻
󰁁󰀿

󰁁󰀽

w(t, x1, 0) = w(t, x1, 1) = 0 (0 < t < T ; 0 ≤ x1 ≤ 2),

w(t, x)|x1=0 = γ1w(t, x)|x1=1, (0 < t < T ; 0 < x2 < 1),

w(t, x)|x1=2 = γ2w(t, x)|x1=1 (0 < t < T ; 0 < x2 < 1).

(2)

Here f ∈ L2(ΩT ), the functions Aij ∈ C∞(R3) are 1–periodic in x1 and T–periodic in t.
Moreover, Aij(t, x) = Aji(t, x) (i, j = 1, 2), and there exists c1 > 0 such that

󰁛

i,j=1,2

Aij(t, x)ξiξj ≥ c1
󰁛

i=1,2

|ξi|2 ∀(t, x) ∈ ΩT . (3)

Time–periodic solution of (1)–(2) must satisfy the condition

w(0, x) = w(T, x) (x = (x1, x2) ∈ Q = (0, 2)× (0, 1)). (4)

We consider our problem in Sobolev space L2(0, T ;W
1
2 (Q)), this is the set of functions

u ∈ L2(ΩT ) such that ∂iu ∈ L2(ΩT ). Let

L2(0, T ;W
1
2,γ(Q)) := {w ∈ L2(0, T ;W

1
2 (Q)) : w satisfies (2)}. (5)

In this paper we consider the spaces of real–valued functions. We define the operator
A : L2(0, T ;W

1
2,γ(Q)) → L2(0, T ;W

−1
2 (Q)) by the formula

〈Aw, v〉 =
󰁛

1≤i,j≤n

󰁝

ΩT

Aij(t, x)∂jw(t, x) ∂iv(t, x) dx dt ∀v ∈ L2(0, T ; W̊
1
2 (Q)).

We introduce the unbounded operator ∂t : L2(ΩT ) ⊃ D(∂t) → L2(ΩT ) with the domain

D(∂t) := {w ∈ L2(0, T ;W
1
2 (Q)) : ∂tw ∈ L2(ΩT ), w(0, x) = w(T, x)}. (6)

Definition 1. The function w ∈ Wγ is called the generalized solution of problem (1), (2),
(4) if it satisfies the operator equation

∂tw + Aw = f, w ∈ Wγ, (7)

where Wγ := D(∂t) ∩ L2(0, T ;W
1
2,γ(Q)).

Note that nonlocal conditions bind the values of the unknown function on some parts
of boundary with its values on shifts of these parts into domain ΩT . The above shifts
are generated by a certain difference operator. Properties of such difference operators
in the spaces L2(Q) and W 1

2 (Q) were studied earlier, see [3, 4]. In this paper we use
the above results to formulate the properties of difference operators acting in different
function spaces RQ : L2(ΩT ) → L2(ΩT ) and RQ : L2(0, T ; W̊

1
2 (Q)) → L2(0, T ;W

1
2,γ(Q)).

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2021, 2
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We consider the difference operator

Ru(t, x) = u(t, x) + a1u(t, x1 + 1, x2) + a−1u(t, x1 − 1, x2).

This operator corresponds to boundary conditions (2). We define the operator RQ given
by RQ = PQRIQ : Lp(ΩT ) → L2(ΩT ). Here IQ : L2(ΩT ) → L2((0, T ) × Rn) is
the operator of extension of functions from L2(ΩT ) by zero in (0, T ) × (Rn \ Q), the
operator PQ : L2((0, T ) × Rn) → L2(ΩT ) is the operator of restriction of functions from
L2((0, T )× Rn) to ΩT . Then for any u ∈ L2(0, T ; W̊

1
2 (Q)) and w = RQu we have

w|x1=0 = RQu|x1=0 = a1u|x1=1, w|x1=2 = RQu|x1=2 = a−1u|x1=1,

w|x1=1 = RQu|x1=1 = u|x1=1.

Thus, if a1 = γ1, a−1 = γ2, and u ∈ L2(0, T ; W̊
1
2 (Q)), then the function

w = RQu ∈ L2(0, T ;W
1
2 (Q)) satisfies the nonlocal boundary conditions (2), i.e.

RQ(L2(0, T ; W̊
1
2 (Q))) ⊂ L2(0, T ;W

1
2,γ(Q)), where γ = {γ1, γ2}. Conversely, if γ1γ2 ∕= 1,

it can be proved that L2(0, T ;W
1
2,γ(Q)) ⊂ RQ(L2(0, T ; W̊

1
2 (Q))), see [3, 4]. Therefore,

RQ maps continuously and bijectively L2(0, T ; W̊
1
2 (Q)) onto L2(0, T ;W

1
2,γ(Q)). Hence

there exists a bounded inverse operator R−1
Q : L2(0, T ;W

1
2,γ(Q)) → L2(0, T ; W̊

1
2 (Q)).

Consequently, instead of equation (7), we can consider the equation

∂tRQu+ ARQu = f, u ∈ W, (8)

where W := D(∂t) ∩ L2(0, T ; W̊
1
2 (Q)).

Definition 2. A linear operator Λ : L2(ΩT ) ⊃ D(Λ) → L2(ΩT ) is monotone if

〈Λu, u〉 :=
󰁝

ΩT

Λu · u dx dt ≥ 0 ∀u ∈ D(Λ).

A linear densely defined monotone operator Λ is maximally monotone if there is no
linear monotone operator that is a strict extension of Λ.

As is known, in reflexive strictly convex with its conjugate spaces, the maximum
monotonicity of the operator is equivalent to the condition:

〈Λu, u〉 ≥ 0 ∀u ∈ D(Λ), 〈Λ∗u, u〉 ≥ 0 ∀u ∈ D(Λ∗), (9)

see Lemme 1.1 [5, Chapter 3]. It is also known that ∂t with domain (6) is maximally
monotone and ∂∗

t = −∂t, see [5, Chapter 3, sec.2.2].

Lemma 1. Let γ1γ2 ∕= 1. Then ∂tRQ : L2(ΩT ) ⊃ W → L2(ΩT ) is maximally monotone.

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍2 (51)’ 2021



10 O. V. Solonukha

Proof. Let Rc
Q =

1

2
(RQ +R∗

Q) and Rcs
Q =

1

2
(RQ −R∗

Q). Note that

(RQu(t), u(t))L2(Q) =
󰀃
u(t), R∗

Qu(t)
󰀄
L2(Q)

=
󰀃
R∗

Qu(t), u(t)
󰀄
L2(Q)

=
󰀃
Rc

Qu(t), u(t)
󰀄
L2(Q)

.

Moreover,

∂t (RQu(t), u(t))L2(Q) = (∂tRQu(t), u(t))L2(Q) + (RQu(t), ∂tu(t))L2(Q)

= (RQ∂tu(t), u(t))L2(Q) +
󰀃
u(t), R∗

Q∂tu(t)
󰀄
L2(Q)

= 2
󰀃
∂tR

c
Qu(t), u(t)

󰀄
L2(Q)

.

Since 〈∂tRcs
Qu, u〉 = 0, we obtain

〈∂tRQu, u〉 = 〈∂tRc
Qu, u〉 =

T󰁝

0

󰀃
∂tR

c
Qu(τ), u(τ)

󰀄
L2(Q)

dτ =
1

2

󰀃
Rc

Qu(t), u(t)
󰀄
L2(Q)

󰀏󰀏T
t=0

= 0

due to u(T, x) = u(0, x). On the other hand,

〈(∂tRQ)
∗u, u〉 = 〈R∗

Q∂
∗
t u, u〉 = 〈∂∗

tR
∗
Qu, u〉 = −〈∂tR∗

Qu, u〉 = −〈∂tRc
Qu, u〉 = 0.

The condition (9) is fulfilled. □

Lemma 2. Let Rc
Q > 0, functions Aij ∈ C∞(R3), Aij(t, x) = Aji(t, x) (i, j = 1, 2) are

1–periodic in x1 and T–periodic in t, and inequality (3) holds. Then

〈ARQu, u〉 ≥ c2󰀂u󰀂2L2(0,T ;W̊ 1
2 (Q))

, (10)

where c2 > 0 does not depend on u.

For the operator (ARQ)(t, ·), similar estimate is proved in [3, 4].
Note that operator ARQ : L2(0, T ; W̊

1
2 (Q)) → L2((0, T ;W

−1
2 (Q)) satisfying (10) is

monotone and coercive in terms of [5].

Theorem 1. Let |γ1 + γ2| < 2, functions Aij ∈ C∞(R3), Aij(t, x) = Aji(t, x) (i, j = 1, 2)

are 1–periodic in x1 and T–periodic in t, and inequality (3) holds. Then for any
f ∈ L2(ΩT ) there exists a unique generalized solution of problem (1), (2), (4).

Proof. As stated above, the generalized solution of (1), (2), (4) is the function w = RQu,
where u is the solution of equation (8). Note that if |γ1 + γ2| < 2, then γ1γ2 ∕= 1 and
Rc

Q > 0, see Examples in [3, 4]. According to Lemma 1, the operator ∂tRQ is maximally
monotone, and according to Lemma 2, the operator ARQ is monotone and coercive. The
conditions of Theorem 1.1 [5, Chapter III, §1] hold. Thus, the solution of equation (8)
exists. The uniqueness of this solution follows from (10). □

This work is supported by the Ministry of Science and Higher Education of the Russian
Federation: agreement no. 075-03-2020-223/3 (FSSF-2020-0018).
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On connection of asymptotic formulas for the counting function
and for the characteristic numbers of a compact positive operator.

Voytitsky V. I.

Abstract.
Let operator G be compact positive operator acting in separable Hilbert space. According

with theorem of Hilbert-Schmidt its characteristic numbers µn are positive finite multiple with
unique limit point at infinity. In spectral problems of mathematical physics such numbers, as
a rule, have power (Weyl’s) asymptotic. Sometimes it is more convenient to use asymptotic
of counting function N(r) that is equal to number (taking into account the multiplicity) of
characteristic numbers µn in the interval (0; r). For single eigenvalues recalculation of asymptotic
formulas is a simple exercise. We prove several theorems on connection between asymptotic of
µn and N(r) for an arbitrary compact positive operator G.

Theorem 1. If µn = anα(1 + o(1)), n → ∞, where α > 0, then

N(r) = a−1/αr1/α(1 + o(1)), r → +∞.

Theorem 2. If N(r) = arα(1 + o(1)), r → +∞, α > 0, then

µn = a−1/αn1/α(1 + o(1)), n → ∞.

Theorem 3. If µn = anα +O(nβ), n → ∞, where α > β ≥ α− 1, α > 0, then

N(r) = a−1/αr1/α +O(r
1+β−α

α ), r → +∞.

Theorem 4. If N(r) = arα +O(rβ), r → +∞, where α > β ≥ 0, then

µn = a−1/αn1/α +O(n
1+β−α

α ), n → ∞.

As an application we study asymptotic of a diagonal operator-matrix A =

󰀣
A 0

0 B

󰀤
if it is

known the power asymptotic of operators A and B.
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Keywords: compact operator, infinitely large sequence, subsequence, power asymptotic, Landau
symbols.

1. Введение

Как и󰑬вестно ненулевой спектр компактного самосопр󰑱󰑨ённого оператора, дей-
ству󰑧щего в сепарабел󰑭ном гил󰑭бертовом пространстве, состоит и󰑬 действител󰑭ных
собственных 󰑬начений конечной кратности с единственной во󰑬мо󰑨ной предел󰑭ной
точкой в нуле (см., например, [1], п. 9.2). Если дополнител󰑭но оператор имеет нуле-
вое 󰑱дро, то система соответству󰑧щих собственных функций обра󰑬ует ортонормиро-
ванный ба󰑬ис в гил󰑭бертовом пространстве. Эти ва󰑨ные ре󰑬ул󰑭таты 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 осно-
вой спектрал󰑭ной теории линейных операторов и и󰑬вестны как теорема Гил󰑭берта-
Шмидта.

Если компактный самосопр󰑱󰑨ённый оператор G в бесконечномерном гил󰑭берто-
вом пространстве имеет обратный A = G−1, то последний 󰑱вл󰑱етс󰑱 неограниченным,
при этом его спектр состоит и󰑬 и󰑬олированных конечнократных собственных 󰑬наче-
ний с единственной предел󰑭ной точкой на бесконечности. В этом случае говор󰑱т, что
оператор A имеет дискретный спектр. Ре󰑬ол󰑭вента оператора с дискретным спектром
Rλ(A) = (A−λI)−1 в ка󰑨дой регул󰑱рной точке λ 󰑱вл󰑱етс󰑱 компактным оператором.

Многие 󰑬адачи математической фи󰑬ики привод󰑱т к самосопр󰑱󰑨ённым операто-
рам с дискретным спектром, при этом дл󰑱 прило󰑨ений кроме свойства ба󰑬исности
ва󰑨ным 󰑱вл󰑱етс󰑱 конкретный вид асимптотики собственных 󰑬начений. Как правило
краевые 󰑬адачи име󰑧т степенну󰑧 (или Вейлевску󰑧) асимптотику собственных 󰑬на-
чений с и󰑬вестной оценкой остаточного члена в виде символов Ландау (O-бол󰑭шое,
o-малое). Например, собственные 󰑬начени󰑱 оператора Лапласа с услови󰑱ми Дирихле
или Неймана в ограниченной области Ω ⊂ Rm, допуска󰑧щей ра󰑬деление переменных
(см. [2], с. 33), име󰑧т асимптотику

N(r) = arm/2 + br(m−1)/2 + o(r(m−1)/2), r → +∞, (1)

где чере󰑬 N(r) обо󰑬начено число собственных 󰑬начений (с учетом кратности), ле󰑨а-
щих в интервале (0; r). При этом константа a > 0 󰑬ависит лиш󰑭 от меры области Ω,
а константа b 󰑬ависит лиш󰑭 от меры границы области ∂Ω (b < 0 дл󰑱 󰑬адачи Дирихле
и b > 0 дл󰑱 󰑬адачи Неймана). В случае прои󰑬вол󰑭ной ограниченной области Ω (см.
[2], с. 19) мо󰑨но утвер󰑨дат󰑭 лиш󰑭, что

N(r) = arm/2(1 + o(1)), r → +∞. (2)

Напомним, что f(x) = o(g(x)) при x → a, если limx→a
f(x)

g(x)
= 0.
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В работах Н. Д. Копачевского (см. [3], с. 79), А. С. Маркуса и В. И. Мацаева
(см. [4], с. 146) бе󰑬 пред󰑫󰑱влени󰑱 дока󰑬ател󰑭ства утвер󰑨даетс󰑱, что асимптотика
счита󰑧щей функции (2) равносил󰑭на асимптотике дл󰑱 собственных 󰑬начений

λn = a−2/mn2/m(1 + o(1)), n → +∞. (3)

По мнени󰑧 автора стат󰑭и этот вывод действител󰑭но прост в случае однократных соб-
ственных 󰑬начений, при этом если собственные 󰑬начени󰑱 кратные, то дока󰑬ател󰑭ство
перестаёт быт󰑭 тривиал󰑭ным.

В работе приводитс󰑱 р󰑱д теорем о переводе асимптотических формул дл󰑱 счи-
та󰑧щей функции в асимптотические формулы дл󰑱 характеристических чисел ком-
пактного самосопр󰑱󰑨ённого оператора и наоборот. В частности, дока󰑬ываетс󰑱 рав-
носил󰑭ност󰑭 формул вида (2) и (3), а так󰑨е формулы пересчета дл󰑱 асимптотик вида
N(r) = arα +O(rβ) или λn = anα +O(nβ) дл󰑱 β < α.

2. Формулы, содер󰑨ащие тол󰑭ко главный член асимптотики

Пуст󰑭 G = G∗ > 0 данный абстрактный компактный поло󰑨ител󰑭ный опера-
тор, действу󰑧щий в бесконечномерном сепарабел󰑭ном гил󰑭бертовом пространстве
H. Пуст󰑭

0 < µ1 ≤ µ2 ≤ . . . ≤ µn ≤ . . . (4)

󰯹 счетный набор его поло󰑨ител󰑭ных характеристических чисел, располо󰑨енных по
неубывани󰑧 с учетом кратности. Эти числа 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 собственными 󰑬начени󰑱ми об-
ратного оператора A = G−1, т.е. дл󰑱 ка󰑨дого µk существует ненулева󰑱 функци󰑱
uk ∈ H така󰑱, что Auk = µkuk. Согласно теореме Гил󰑭берта-Шмидта функции uk

мо󰑨но выбрат󰑭 ортонормированными, при этом

lim
n→∞

µn = +∞,

и в цепочке неравенств (4) равенства во󰑬мо󰑨ны лиш󰑭 в конечных группах. Количе-
ство собственных 󰑬начений в ка󰑨дой группе равно кратности собственного 󰑬начени󰑱
(алгебраическа󰑱 кратност󰑭 дл󰑱 самосопр󰑱󰑨енного оператора равна геометрической).
При этом кратност󰑭 совпадает с ра󰑬мерност󰑭󰑧 собственного подпространства, 󰑱в-
л󰑱󰑧щегос󰑱 линейной оболочкой всех собственных функций, отвеча󰑧щих данному
собственному 󰑬начени󰑧.

Перейдем от набора (4) к подпоследовател󰑭ности собственных 󰑬начений бе󰑬 учета
кратности. Дл󰑱 этого в ка󰑨дой группе равных собственных 󰑬начений ну󰑨но выбрат󰑭
по одному представител󰑧. Дл󰑱 удобства выберем подпоследовател󰑭ност󰑭 µnk

после-
довател󰑭ности (4) так, чтобы nk 󰑱вл󰑱лис󰑭 минимал󰑭ными индексами. Тогда номер k
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отвечает 󰑬а номер собственного 󰑬начени󰑱 бе󰑬 учета кратности. Обо󰑬начим чере󰑬 νk
󰯹 последовател󰑭ност󰑭 кратностей. Например, дл󰑱 последовател󰑭ности собственных
󰑬начений

1 ≤ 2 ≤ 2 ≤ 3 ≤ 3 ≤ 3 ≤ 4 ≤ 4 ≤ 4 ≤ 4 ≤ 5 . . .

имеем νk = k, µnk
= k, поэтому n1 = 1, n2 = 2, n3 = 4, n4 = 7, n5 = 11, . . .. Отметим,

что дл󰑱 краевых 󰑬адач в ра󰑬мерност󰑱х 2 и выше последовател󰑭ност󰑭 νk мо󰑨ет быт󰑭
неограниченной (см., например, [5]).

Введем счита󰑧щу󰑧 функци󰑧 N(r) как число собственных 󰑬начений µn, ле󰑨ащих
в интервале (0; r). Тогда, согласно определени󰑧

N(µnk
) = nk − 1, (5)

причем N(µn) = n − 1 верно лиш󰑭 дл󰑱 тех натурал󰑭ных n, которые 󰑱в-
л󰑱󰑧тс󰑱 членами подпоследовател󰑭ности nk. Действител󰑭но, в примере выше
N(1) = N(µ1) = 0, N(2) = N(µ2) = N(µ3) = 1, N(3) = N(µ4) = N(µ5) = N(µ6) = 3,
N(4) = N(µ7) = 6, . . . .

Теорема 1 (пр󰑱ма󰑱). Пуст󰑭 µn = anα(1 + o(1)), n → ∞, где α > 0, тогда

N(r) = a−1/αr1/α(1 + o(1)), r → +∞. (6)

Дока󰑬ател󰑭ство. Переход󰑱 к подпоследовател󰑭ности nk, получаем асимптотику
µnk

= anα
k (1 + o(1)), k → ∞. Следовател󰑭но

nk ∼ a−1/αµ1/α
nk

, k → ∞.

Отс󰑧да с учетом формулы (5) получаем, что N(µnk
) + 1 ∼ a−1/αµ

1/α
nk , k → ∞.

Так как функци󰑱 N(r) 󰑱вл󰑱етс󰑱 кусочно-посто󰑱нной и имеет скачки лиш󰑭 в точ-
ках µnk

, то
N(r) + 1 ∼ a−1/αr1/α, r → ∞.

Отс󰑧да с учётом α > 0 получаем формулу (6). □

Теорема 2 (обратна󰑱). Пуст󰑭

N(r) = arα(1 + o(1)), r → +∞, α > 0, (7)

тогда µn = a−1/αn1/α(1 + o(1)), n → ∞.

Дока󰑬ател󰑭ство. Подставим в формулу (7) r = µnk
, тогда с учётом (5) получаем

nk − 1 = N(µnk
) = aµα

nk
(1 + o(1)), k → ∞. (8)

Отс󰑧да
µα
nk

∼ a−1nk, k → ∞, (9)
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т.е. мы дока󰑬али ну󰑨ну󰑧 асимптотическу󰑧 формулу дл󰑱 подпоследовател󰑭ности µnk
.

В случае однократных собственных 󰑬начений теорема 󰑱вл󰑱етс󰑱 дока󰑬анной.
В общем случае, чтоб дока󰑬ат󰑭 теорему дл󰑱 последовател󰑭ности µn, выберем

некотору󰑧 бесконечно малу󰑧 последовател󰑭ност󰑭 и󰑬 поло󰑨ител󰑭ных чисел εk так,
чтобы µnk+1 < µnk

+ εk (это мо󰑨но сделат󰑭 в силу дискретности спектра). Тогда по
определени󰑧 счита󰑧щей функции N(r) с учетом формул (5) и (8) получаем, что

N(µnk
+ εk) = νk + nk − 1 = νk + aµα

nk
(1 + o(1)), k → ∞,

где νk 󰯹 кратност󰑭 собственного 󰑬начени󰑱 µnk
. С другой стороны и󰑬 формулы (7)

следует, что
N(µnk

+ εk) = a(µnk
+ εk)

α(1 + o(1)), k → ∞.

Таким обра󰑬ом νk + aµα
nk
(1 + o(1)) = a(µnk

+ εk)
α(1 + o(1)), k → ∞, и мы получаем

lim
k→∞

νk
µα
nk

+ a = a · lim
k→∞

󰀕
µnk

+ εk
µnk

󰀖α

.

Предел в правой части равен единице, т.к. εk/µnk
→ 0, k → ∞. Следовател󰑭но

νk = o(µα
nk
) = o(nk), k → ∞. (10)

Далее, 󰑬аметим, что л󰑧бое натурал󰑭ное число n представимо в виде n = nk+p(k),
где p(k) 󰯹 поправочна󰑱 функци󰑱, 󰑬начени󰑱 которой 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 целыми числами и󰑬
отре󰑬ка [0; νk − 1], при этом µn = µnk

. Отс󰑧да

nk ≤ n ≤ nk + νk − 1;

a−1/αn
1/α
k

µnk

≤ a−1/αn1/α

µn

≤ a−1/α(nk + νk − 1)1/α

µnk

.

C учетом свойств (9) и (10) лева󰑱 и права󰑱 части двойного неравенства сход󰑱тс󰑱
к единице при k → ∞. 󰑪начит при n → ∞ централ󰑭на󰑱 част󰑭 неравенства то󰑨е
сходитс󰑱 к единице. Теорема дока󰑬ана. □

󰑪амечание 1. Иногда счита󰑧щу󰑧 функци󰑧 N(r) ввод󰑱т как число собственных
󰑬начений на отре󰑬ке [0; r]. При этом ре󰑬ул󰑭таты теорем 1 и 2 останутс󰑱 верными.
В этом случае удобно рассмотрет󰑭 подпоследовател󰑭ност󰑭 µnk

, состо󰑱щу󰑧 и󰑬 ра󰑬-
личных собственных 󰑬начений с максимал󰑭ными индексами nk. Тогда формула (5)
будет имет󰑭 вид N(µnk

) = nk, дока󰑬ател󰑭ство теоремы 1 полност󰑭󰑧 сохран󰑱етс󰑱, а в
теореме 2 ну󰑨но испол󰑭󰑬оват󰑭 соотношение N(µnk

− εk) = nk − νk. При этом, если
µn = µnk

, то n = nk − p(k), где p(k) ∈ [0; νk − 1].
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3. Формулы с уточненным остаточным членом

Пуст󰑭 тепер󰑭 в рамках теоремы 1 собственные 󰑬начени󰑱 µn име󰑧т степенну󰑧
асимптотику с оценкой остаточного члена в терминах символа Ландау O-бол󰑭шое.
Будем говорит󰑭, что f(x) = O(g(x)) при x → +∞, если на некотором луче (x0; +∞)

существует константа C > 0 така󰑱, что дл󰑱 всех x > x0 выполнено |f(x)| ≤ C|g(x)|.
Тогда мо󰑨но уточнит󰑭 оценку остаточного члена счита󰑧щей функции.

Теорема 3 (пр󰑱ма󰑱). Пуст󰑭 µn = anα +O(nβ), n → ∞, где

α > β ≥ α− 1, α > 0, (11)

тогда
N(r) = a−1/αr1/α +O(r

1+β−α
α ), r → +∞. (12)

Дока󰑬ател󰑭ство. Поскол󰑭ку и󰑬 условий теоремы следует справедливост󰑭 теоремы
1, то

N(r) = a−1/αr1/α(1 + o(1)) = a−1/αr1/α + ξ(r),

где ξ(r) = o(r1/α). Наша цел󰑭 󰯹 дока󰑬ат󰑭, что ξ(r) = O(r
1+β−α

α ).
Перейд󰑱 к подпоследовател󰑭ности µnk

ра󰑬личных собственных 󰑬начений с мини-
мал󰑭ными индексами nk, с учетом формулы N(µnk

) = nk − 1 получаем, что

µnk
− anα

k = µnk
− a(N(µnk

) + 1)α = O(nβ
k), k → ∞.

Так как α > β, то µnk
∼ anα

k , а 󰑬начит nk ∼ a−1/αµ
1/α
nk и мы получаем

µnk
− a(N(µnk

) + 1)α = O(µβ/α
nk

), k → ∞.

Последнее равносил󰑭но соотношени󰑧

r − a(N(r) + 1)α = r −O(rβ/α), r → ∞.

Преобра󰑬уем выра󰑨ение в левой части равенства

r − a(N(r) + 1)α = r − a(a−1/αr1/α + ξ(r) + 1)α = r − (r1/α + a1/α(ξ(r) + 1))α =

= r − r(1 + a1/αr−1/α(ξ(r) + 1))α = r − r(1 + ϕ(r))α.

󰑪дес󰑭 функци󰑱 ϕ(r) := a1/αr−1/α(ξ(r) + 1) = o(1), r → ∞, так как ξ(r) = o(r1/α).
Отс󰑧да

r − r(1 + ϕ(r))α = r − r[1 + αϕ(r) + o(ϕ(r))] = −rαϕ(r) + ro(ϕ(r)) = O(rβ/α).

После делени󰑱 обеих частей на r получаем

−αϕ(r)(1 + o(1)) = O(r
β−α
α ),
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т.е. ϕ(r) = a1/αr−1/α(ξ(r) + 1) = O(r
β−α
α ). Следовател󰑭но

ξ(r) = −1 +O(r
1+β−α

α ).

И󰑬 услови󰑱 (11) следует, что 1 + β − α ≥ 0. Так как 1 = O(rγ) дл󰑱 л󰑧бого γ ≥ 0, то
ξ(r) = O(r

1+β−α
α ). Что и требовалос󰑭 дока󰑬ат󰑭. □

󰑪амечание 2. Мо󰑨но 󰑬аметит󰑭, что данна󰑱 теорема останетс󰑱 верной при 󰑬амене
оценок в асимптотиках на o-малое, если α > β > α − 1. То ест󰑭 и󰑬 соотношени󰑱
µn = anα + o(nβ), n → ∞, следует что N(r) = a−1/αr1/α + o(r

1+β−α
α ), r → +∞.

Оценки с O-бол󰑭шим и o-малым останутс󰑱 верными, если счита󰑧щу󰑧 функци󰑧
N(r) ввести как число собственных 󰑬начений на отре󰑬ке [0; r]. Тогда дл󰑱 подпоследо-
вател󰑭ности µnk

, состо󰑱щей и󰑬 ра󰑬личных собственных 󰑬начений с максимал󰑭ными
индексами nk, получим N(µnk

) = nk. Дока󰑬ател󰑭ство теоремы 3 почти не и󰑬менитс󰑱
и, по-видимому, условие β ≥ α− 1 мо󰑨но опустит󰑭.

Теорема 4 (обратна󰑱). Пуст󰑭

N(r) = arα +O(rβ), r → +∞, (13)

где α > β ≥ 0, тогда µn = a−1/αn1/α +O(n
1+β−α

α ), n → ∞.

Дока󰑬ател󰑭ство. Поскол󰑭ку и󰑬 условий теоремы следует справедливост󰑭 теоремы
2, то

µn = a−1/αn1/α(1 + o(1)) = a−1/αn1/α + ξ(n), n → ∞,

где ξ(n) = o(n1/α). Дока󰑨ем, что ξ(n) = O(n
1+β−α

α ), n → ∞.

Сначала дока󰑨ем данное свойство на подпоследовател󰑭ности µnk
, дл󰑱 которой

N(µnk
) = nk − 1. Действител󰑭но, согласно формуле (13) при r = µnk

получаем

N(µnk
) = nk − 1 = aµα

nk
+O(µβ

nk
), k → ∞. (14)

Так как µnk
∼ a−1/αn

1/α
k , то отс󰑧да

nk − 1 = a(a−1/αn
1/α
k + ξ(nk))

α +O(n
β/α
k ).

󰑪начит

nk − 1− (n
1/α
k + a1/αξ(nk))

α = nk − 1− nk(1 + a1/αn
−1/α
k ξ(nk))

α =

= nk − 1− nk(1 + ϕ(nk))
α = O(n

β/α
k ),

где функци󰑱 ϕ(nk) := a1/αn
−1/α
k ξ(nk) = o(1) в силу свойства ξ(n) = o(n1/α). Таким

обра󰑬ом

nk − 1− nk(1 + αϕ(nk) + o(ϕ(nk))) = −nkαϕ(nk)(1 + o(1)) = O(n
β/α
k ), k → ∞.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2021, 2



О св󰑱󰑬и асимптотических формул... 19

Отс󰑧да следует, что ϕ(nk) = a1/αn
−1/α
k ξ(nk) = O(n

β−α
α

k ), т.е. ξ(nk) = O(n
1+β−α

α
k ).

Оценим рост последовател󰑭ности кратностей νk. Дл󰑱 этого выберем как в теореме
2 некотору󰑧 бесконечно малу󰑧 последовател󰑭ност󰑭 и󰑬 поло󰑨ител󰑭ных чисел εk так,
чтобы µnk+1 < µnk

+ εk. Тогда по определени󰑧 счита󰑧щей функции N(r) с учетом
(13) получаем, что

N(µnk
+ εk) = νk + nk − 1 = a(µnk

+ εk)
α +O((µnk

+ εk)
β), k → ∞.

Следовател󰑭но с учетом формулы (14) имеем

aµα
nk

+O(µβ
nk
) + νk = a(µnk

+ εk)
α +O((µnk

+ εk)
β), k → ∞.

Так как последовател󰑭ност󰑭 εk мо󰑨но выбрат󰑭 скол󰑭 угодно быстро стрем󰑱щейс󰑱 к
нул󰑧, то отс󰑧да νk = O(µβ

nk
), k → ∞.

Дл󰑱 󰑬авершени󰑱 дока󰑬ател󰑭ства (аналогично теореме 2) воспол󰑭󰑬уемс󰑱 тем фак-
том, что л󰑧бое натурал󰑭ное число n представимо в виде n = nk + p(k), где
µn = µnk

, p(k) 󰯹 поправочна󰑱 функци󰑱, удовлетвор󰑱󰑧ща󰑱 двойному неравен-
ству 0 ≤ p(k) ≤ νk − 1. Тогда с учетом неравенства β ≥ 0 выполнено свойство
νk − 1 = O(µβ

nk
), следовател󰑭но p(k) = O(µβ

nk
), k → ∞. Так как µnk

∼ a−1/αn
1/α
k , то в

силу неравенства β < α имеем p(k) = O(nk
β/α) = o(nk), k → ∞. Отс󰑧да получаем,

что

O(n
1+β−α

α ) = O((nk + p(k))
1+β−α

α ) = O((nk(1 + o(1)))
1+β−α

α ) = O(n
1+β−α

α
k ), k → ∞.

Так как функци󰑱 ϕ(k) = p(k)/nk = O(n
β−α
α

k ) = o(1), k → ∞, то

n1/α = (nk + p(k))1/α = n
1/α
k (1 + ϕ(k))1/α = n

1/α
k [1 + (1/α)ϕ(k) + o(ϕ(k))] =

= n
1/α
k + (1/α)n

1/α
k ϕ(k)(1 + o(1)) = n

1/α
k +O(n

1+β−α
α

k ), k → ∞.

Следовател󰑭но асимптотика µn = a−1/αn1/α + O(n
1+β−α

α ), n → ∞, равносил󰑭на соот-
ношени󰑧

µnk+p(k) = a−1/α

󰀕
n
1/α
k +O(n

1+β−α
α

k )

󰀖
+O(n

1+β−α
α

k ) = a−1/αn
1/α
k +O(n

1+β−α
α

k ), k → ∞.

Последнее выполнено в силу того, что µn = µnk+p(k) = µnk
и согласно дока󰑬анному

ранее
µnk

= a−1/αn
1/α
k +O(n

1+β−α
α

k ), k → ∞.

Теорема дока󰑬ана. □
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󰑪амечание 3. Теорема останетс󰑱 верной при 󰑬амене оценок в асимптотиках на o-
малое, если α > β > 0. Эти ре󰑬ул󰑭таты сохран󰑱тс󰑱, если счита󰑧щу󰑧 функци󰑧 N(r)

ввести как число собственных 󰑬начений на отре󰑬ке [0; r].

4. Асимптотика характеристических чисел диагонал󰑭ной
операторной матрицы

В качестве прило󰑨ени󰑱 дока󰑬анных теорем рассмотрим следу󰑧щу󰑧 󰑬адачу.
Пуст󰑭 имеетс󰑱 операторна󰑱 диагонал󰑭на󰑱 матрица

A =

󰀣
A 0

0 B

󰀤
, (15)

где A и B 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 поло󰑨ител󰑭ными компактными операторами с 󰑬аданной асимп-
тотикой характеристических чисел, пронумерованных по неубывани󰑧 с учетом крат-
ности. Исследуем асимптотической поведение характеристических чисел µn(A ) опе-
ратора A .

Утвер󰑨дение 1. Пуст󰑭

µn(A) = anα(1 + o(1)), µn(B) = bnβ(1 + o(1)), n → ∞, (16)

тогда в случае α = β имеем

µn(A ) = (a−1/α + b−1/α)−1/αnα(1 + o(1)), n → ∞. (17)

Если α ∕= β, то асимптотика µn(A ) совпадает с асимптотикой того и󰑬 операто-
ров A и B, у которого пока󰑬ател󰑭 степени мен󰑭ше.

Дока󰑬ател󰑭ство. На основании теоремы 1 и󰑬 формул (16) следует асимптотика счи-
та󰑧щих функций

N(A) = a−1/αr1/α(1 + o(1)), N(B) = b−1/βr1/β(1 + o(1)), r → ∞. (18)

Так как мно󰑨ество характеристических чисел оператора A 󰑱вл󰑱етс󰑱 об󰑫единением
мно󰑨еств характеристических чисел операторов A и B, то

N(A ) = N(A) +N(B) = a−1/αr1/α(1 + o(1)) + b−1/βr1/β(1 + o(1)), r → ∞. (19)

Отс󰑧да в случае α = β получаем, что

N(A ) = N(A) +N(B) = (a−1/α + b−1/α)r1/α(1 + o(1)), r → ∞.

Примен󰑱󰑱 тепер󰑭 теорему 2, получаем асимптотическу󰑧 формулу (17).
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В случае α ∕= β будем считат󰑭 дл󰑱 определенности, что α < β. Тогда
r1/β = o(r1/α), r → ∞ и и󰑬 формулы (19) получаем, что

N(A ) = a−1/αr1/α(1 + o(1)), r → ∞.

Отс󰑧да на основании теоремы 2 получаем, что µn(A ) = anα(1 + o(1)), n → ∞, т.е.
µn(A ) ∼ µn(A). □

Следствие 1. При выполнении условий утвер󰑨дени󰑱 1 операторы A и B ле󰑨ат
в классах Неймана-Шаттена (см. [6], стр. 120)

A ∈ SpA , pA > 1/α, B ∈ SpB , pB > 1/β,

где класс Sp определ󰑱етс󰑱 как мно󰑨ество компактных операторов, сингул󰑱рные
числа которых суммиру󰑧тс󰑱 со степен󰑭󰑧 p, т.е.

∞󰁛

n=1

spn(A) < ∞.

Дл󰑱 неотрицател󰑭ных компактных операторов сингул󰑱рные числа совпада󰑧т с
собственными 󰑬начени󰑱ми, которые согласно (16) име󰑧т асимптотику

λn(A) = a1n
−α(1 + o(1)), λn(B) = b1n

−β(1 + o(1)), n → ∞, a1 := a−1, b1 := b−1.

(20)
Согласно утвер󰑨дени󰑧 1 в случае α < β имеем λn(A ) ∼ λn(A), n → ∞. Если

󰑨е α = β, то
λn(A ) = (a

1/α
1 + b

1/α
1 )1/αn−α(1 + o(1)), n → ∞. (21)

В общем случаем верно, что

A ∈ Sp, p > max{1/α, 1/β}.

Утвер󰑨дение 2. Пуст󰑭

µn(A) = anγ +O(nα), µn(B) = bnγ +O(nβ), n → ∞, (22)

где γ > 0, γ > α ≥ γ − 1, γ > β ≥ γ − 1, тогда

µn(A ) = (a−1/γ + b−1/γ)−1/γnγ +O(nδ), n → ∞, (23)

где δ = max{α, β}.

Дока󰑬ател󰑭ство. На основании теоремы 3 имеем соотношени󰑱

N(A) = a−1/γr1/γ +O(r
1+α−γ

γ ), N(B) = b−1/γr1/γ +O(r
1+β−γ

γ ), r → ∞. (24)
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Тогда, обо󰑬нача󰑱 δ = max{α, β}, получаем

N(A ) = N(A) +N(B) = (a−1/γ + b−1/γ)r1/γ +O(r
1+δ−γ

γ ), r → ∞.

Отс󰑧да, примен󰑱󰑱 теорему 4, получаем, что

µn(A ) = (a−1/γ + b−1/γ)−1/γnγ +O(nθ), n → ∞,

где

θ =
1 + 1+δ−γ

γ
− 1

γ

1
γ

= γ + 1 + δ − γ − 1 = δ.

□
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Self-consistent in internal and external parameters model of
indactively coupled RF discharge at low-pressure.
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Abstract.
A model of a low-pressure ICRF discharge is considered as a nonlinear eigenvalue problem

with a parameter for a system including electron balance equations and Maxwell’s equations with
mixed boundary conditions. The problem is considered in a cylindrical coordinate system for a
plasmatron with solenoid coil. Maxwell’s equations are considered in the transformed form to a
system of elliptic equations in the squares of the modulus of electric and magnetic strengths. The
coefficients of ambipolar diffusion, the ionization frequency and the frequency of elastic collisions
of electrons with atoms and ions are assumed to be functions of the reduced electric field E(r)/N ,
they are calculated by the BOLSIG+ program using the LXCAT cross-section database. It is
shown that the spectral parameter of the problem is the electric field strength at the discharge
boundary ER, and the free parameter is the value of the electron concentration in the center
of the plasma bunch ne0. A condition for the existence of a nontrivial solution of the system is
obtained as a nonlinear function of the smallest eigenvalue of the auxiliary linear Sturm-Liouville
problem versus the value of the electric field strength at the discharge boundary. This approach
makes it possible to find not only the self-consistent distribution of the electron concentration,
electric, and magnetic fields in the discharge, but also to relate the value of ne0 (an internal
parameter) with the inductor current Iind (an external parameter). A program in Python has
been developed to solve the system of boundary value problems. The equations of the system
were discretized by the finite differences. The system of difference equations was solved using the
Seidel-type iteration. The results of calculating the dependences of ne0, electric and magnetic
fields on Iind for an IC RF discharge in a discharge chamber 24 cm in diameter at a pressure of
60 Pa and a generator frequency of 13,56 MHz are presented.

Keywords: ICRF discharge, low pressure, numerical simulation, self-consistent model,
eigenvalue problem, electron balance equation, Maxwell’s equations, electron concentration,
electric field strength, magnetic field strength, inductor current.
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1. Введение

Высокочастотный индукционный ра󰑬р󰑱д по природе своей 󰑱вл󰑱етс󰑱 самосогла-
сованным 󰑱влением, в котором пространственное распределение 󰑬ар󰑱󰑨енных частиц
подстраиваетс󰑱 под и󰑬менение электрического пол󰑱, а поле подстраиваетс󰑱 под и󰑬ме-
нение концентрации 󰑬ар󰑱󰑨енных частиц. Дл󰑱 исследовани󰑱 условий самосогласован-
ности модели ра󰑬работана одномерна󰑱 математическа󰑱 модел󰑭, котора󰑱 представл󰑱-
ет собой систему краевых 󰑬адач:

1

r

d

dr

󰀕
rDa

dne

dr

󰀖
+ νine = 0, (1)

dne

dr

󰀏󰀏󰀏
r=0

= 0, −Da
dne

dr

󰀏󰀏󰀏
r=R

= γne

󰀏󰀏󰀏
r=R

, (2)

1

r

d

dr

󰀕
r

σ

dH2

dr

󰀖
=2σE2, (3)

dH2

dr

󰀏󰀏󰀏
r=0

= 0, H2(R) = H2
R, (4)

1

r

d

dr

󰀗
1

r

d (r2E2)

dr

󰀘
= 2 (µ0ω)

2 H2, (5)

E(0) = 0,
d

dr

󰀃
r2E2

󰀄󰀏󰀏󰀏
r=R

= 2µ0ωR
2 |E| |H| , (6)

где r 󰯹 радиал󰑭на󰑱 координата, R 󰯹 радиус ра󰑬р󰑱дной трубки, ne = ne(r) 󰯹 кон-
центраци󰑱 электронов, Da = Da [E (r) /N ] 󰯹 коэффициент амбипол󰑱рной диффу󰑬ии,
νi = νi [E (r) /N ] 󰯹 частота иони󰑬ации, N 󰯹 концентраци󰑱 нейтрал󰑭ных атомов, γ 󰯹
коэффициент отра󰑨ени󰑱 электронов от потенциал󰑭ного бар󰑭ера, со󰑬даваемого двой-
ным слоем у стенки ра󰑬р󰑱дной камеры, H = H(r) = |Hz(r)| 󰯹 модул󰑭 аксиал󰑭ной
составл󰑱󰑧щей напр󰑱󰑨енности магнитного пол󰑱, HR 󰯹 напр󰑱󰑨енност󰑭 магнитного
пол󰑱, со󰑬даваема󰑱 на границе ра󰑬р󰑱да индуктором, E = E(r) = |Eφ(r)| 󰯹 а󰑬имутал󰑭-
на󰑱 составл󰑱󰑧ща󰑱 напр󰑱󰑨енности электрического пол󰑱, ω = 2πf 󰯹 циклическа󰑱
частота, f 󰯹 частота генератора, µ0 󰯹 магнитна󰑱 посто󰑱нна󰑱, σ = σ(r) 󰯹 проводи-
мост󰑭 пла󰑬мы,

σ =
nee

2νc
me (ν2

c + ω2)
, (7)

e 󰯹 󰑬ар󰑱д электрона, νc [E (r) /N ] 󰯹 частота упругих столкновений электронов с
атомами и ионами, me 󰯹 масса электрона. 󰑪начение напр󰑱󰑨енности магнитного по-
л󰑱 на границе ра󰑬р󰑱да, со󰑬даваемое индуктором, мо󰑨ет быт󰑭 󰑬адано по формуле
H ≈ Iинд/2R, где Iинд 󰯹 ток индуктора. В системе (1)–(7) коэффициенты Da, νi, νc
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вычисл󰑱󰑧тс󰑱 с помощ󰑭󰑧 программы BOLSIG+ [1]–[3] с испол󰑭󰑬ованием ба󰑬ы данных
сечений реакций LXCAT [4].

Уравнени󰑱 (3), (5) представл󰑱󰑧т собой уравнени󰑱 Максвелла, преобра󰑬ованные
к системе вещественных эллиптических уравнений относител󰑭но квадратов модулей
напр󰑱󰑨енностей [5] в предполо󰑨ении, что Hz, Eφ ∼ exp(iωt), где i 󰯹 мнима󰑱 единица,
t 󰯹 врем󰑱.

2. Услови󰑱 существовани󰑱 нетривиал󰑭ного решени󰑱 уравнени󰑱
баланса электронов

Одним и󰑬 решений уравнени󰑱 (1) с граничными услови󰑱ми (2) 󰑱вл󰑱етс󰑱 три-
виал󰑭ное: ne(r) ≡ 0, 0 󰃑 r 󰃑 R, а л󰑧бое нетривиал󰑭ное решение ne(r) ∕= 0, если
оно существует, определ󰑱етс󰑱 с точност󰑭󰑧 до прои󰑬вол󰑭ного мно󰑨ител󰑱. Нетрудно
убедит󰑭с󰑱, что, если ne(r) 󰯹 некоторое нетривиал󰑭ное решение 󰑬адачи (1), (2), то
функци󰑱 n

(1)
e (r) = Cne(r), где C 󰯹 прои󰑬вол󰑭на󰑱 константа, то󰑨е 󰑱вл󰑱етс󰑱 решени-

ем.
Это о󰑬начает, что уравнение ((1)) с граничными услови󰑱ми ((2)) ест󰑭 󰑬адача на

собственные 󰑬начени󰑱. При этом в исходной постановке коэффициенты уравнени󰑱 Da

и νi 󰑬ада󰑧тс󰑱 и󰑬 фи󰑬ических сообра󰑨ений и каких-либо дополнител󰑭ных мно󰑨ителей
в правой части уравнени󰑱 не предусматриваетс󰑱.

Дл󰑱 того, чтобы определит󰑭, что 󰑨е 󰑱вл󰑱етс󰑱 спектрал󰑭ным параметром 󰑬адачи,
приведем ее к бе󰑬ра󰑬мерному виду, ввод󰑱 переменные

ρ = r/R, n̄(ρ) = ne(ρR)/ne0, ne0 = ne(0),

Ē(ρ) = E(ρR)/ER, ER = E(R) = max
r

E(r), µ = ER/N,

D̄
󰀅
µĒ(ρ)

󰀆
= Da [E(ρR)/N ] /Da0, Da0 = max

r
Da [E(r)/N ] ,

ν̄
󰀅
µĒ(ρ)

󰀆
= νi [E(ρR)/N ] /νi0, νi0 = max

r
νi [E(r)/N ] .

В рассматриваемом диапа󰑬оне напр󰑱󰑨енностей электрического пол󰑱 и давлений
га󰑬а коэффициенты 󰑬адачи (1), (2) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 во󰑬раста󰑧щими функци󰑱ми отношени󰑱
E(r)/N , при этом E(r) 󰯹 так󰑨е во󰑬раста󰑧ща󰑱 функци󰑱 радиал󰑭ной координаты.
Поэтому Da0 = Da(ER/N), νi0 = νi(ER/N).

Подставл󰑱󰑱 новые переменные в уравнение (1) и граничные услови󰑱 (2), получим

1

ρ

d

dρ

󰀕
rD̄

dn̄

dρ

󰀖
+ λ̄ν̄n̄ = 0, (8)

dn̄

dρ

󰀏󰀏󰀏
ρ=0

= 0, −D̄
dn̄

dρ

󰀏󰀏󰀏
ρ=1

= ᾱn̄
󰀏󰀏󰀏
ρ=1

, (9)
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где

λ̄ =
R2νi0
Da0

, ᾱ =
γR

Da0

(10)

Очевидно, что уравнение (8) с граничными услови󰑱ми (9) 󰑱вл󰑱етс󰑱 обобщенной
󰑬адачей на собственные 󰑬начени󰑱.

И󰑬 теории краевых 󰑬адач [6] и󰑬вестно, что обобщенна󰑱 󰑬адача на собственные 󰑬на-
чени󰑱 (8), (9) имеет нетривиал󰑭ные решени󰑱 на дискретном мно󰑨естве вещественных
󰑬начений параметра

󰀋
λ̄0, λ̄1, λ̄2, . . .

󰀌
, где

󰀋
λ̄0 ≤ λ̄1 ≤ λ̄2 ≤ . . .

󰀌
. Собственные функции

n̄k, k = 0, 1, 2, . . ., отвеча󰑧щие собственным 󰑬начени󰑱м {λ̄k, k = 0, 1, 2, . . .} определ󰑱-
󰑧тс󰑱 с точност󰑭󰑧 до прои󰑬вол󰑭ного мно󰑨ител󰑱; прин󰑱то нормироват󰑭 их к единице,
полага󰑱 󰀂n̄k󰀂 = 1. Существует единственна󰑱 неотрицател󰑭на󰑱 собственна󰑱 функци󰑱
n̄0 󰃍 0, n̄0 ∕= 0, отвеча󰑧ща󰑱 наимен󰑭шему собственному 󰑬начени󰑧 λ̄0. Так как концен-
траци󰑱 по определени󰑧 не мо󰑨ет быт󰑭 отрицател󰑭ной величиной, то 󰑬адача (8), (9),
а следовател󰑭но, и 󰑬адача (1), (2) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 󰑬адачами на определение наимен󰑭шего
собственного 󰑬начени󰑱 и отвеча󰑧щей ему неотрицател󰑭ной собственной функции.

И󰑬вестно [7, 8], что минимал󰑭ное собственное 󰑬начение 󰑱вл󰑱етс󰑱 инфимумом от-
ношени󰑱 Рэле󰑱,

λ̄0 = inf
n ∕=0

󰀵

󰀷
1󰁝

0

D̄

󰀕
dn̄

dρ

󰀖2

ρ dρ
󰀱 1󰁝

0

ν̄n̄2ρ dρ,

󰀶

󰀸 (11)

который достигаетс󰑱 на собственной функции, соответству󰑧щей наимен󰑭шему соб-
ственному 󰑬начени󰑧. Так как, по определени󰑧, функции D̄, ν̄ 󰃑 1, то и󰑬 соотношений
(10), (12) следует, что

λ̄0 ≡ λ̄0(µ) = λ̄0(ER/N). (12)

Отметим, что последнее равенство не 󰑱вл󰑱етс󰑱 то󰑨деством и не мо󰑨ет быт󰑭
выполнено при прои󰑬вол󰑭ных 󰑬начени󰑱х ER в силу нелинейности 󰑬ависимостей
Da(ER/N) и νi(ER/N) и не󰑬ависимости от них отношени󰑱 Рэле󰑱 (11). Поэтому его
необходимо рассматриват󰑭 как уравнение дл󰑱 определени󰑱 󰑬начени󰑱 ER (концентра-
ци󰑱 нейтрал󰑭ных частиц N в данной 󰑬адаче предполагаетс󰑱 посто󰑱нной).

Прои󰑬ведем в уравнении (8) и граничных услови󰑱х (9) обратну󰑧 󰑬амену пере-
менных, привод󰑱 их к ра󰑬мерному виду. Получим краеву󰑧 󰑬адачу

1

r

d

dr

󰀕
rDa

dne

dr

󰀖
+ λνine = 0, (13)

dne

dr

󰀏󰀏󰀏
r=0

= 0, −Da
dne

dr

󰀏󰀏󰀏
r=R

= γne

󰀏󰀏󰀏
r=R

, (14)
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где

λ = λ̄
Da0

R2νi0
. (15)

Очевидно, что 󰑬адача (13), (14) так󰑨е 󰑱вл󰑱етс󰑱 󰑬адачей на собственные 󰑬начени󰑱.
Ее минимал󰑭ное собственное 󰑬начение

λ0 (ER/N) = inf
n ∕=0

󰀵

󰀷
R󰁝

0

D̄a

󰀕
dne

dr

󰀖2

r dr
󰀱 R󰁝

0

νin
2
er dr

󰀶

󰀸 = λ̄0 (ER/N)
Da0

R2νi0
= 1. (16)

Отметим, что последнее равенство в (16), так󰑨е как и равенство (12), не 󰑱вл󰑱етс󰑱
то󰑨деством, оно представл󰑱ет собой уравнение, 󰑬ада󰑧щее дополнител󰑭ное условие
ра󰑬решимости 󰑬адачи (1), (2), а, следовател󰑭но, и системы (1)–(6) в целом. Так как
собственные функции 󰑬адачи (13), (14) определ󰑱󰑧тс󰑱 с точност󰑭󰑧 до прои󰑬вол󰑭но-
го мно󰑨ител󰑱, то 󰑬начение ne0 󰑱вл󰑱етс󰑱 свободным параметром, дл󰑱 определени󰑱
которого необходимо привлеч󰑭 дополнител󰑭ну󰑧 информаци󰑧.

3. Условие согласовани󰑱 внутренних и внешних параметров 󰑬адачи

В соответствии с соотношением (7), свободный параметр ne0 󰑱вл󰑱етс󰑱 мно󰑨ите-
лем в уравнении (3). Два󰑨ды интегриру󰑱 это уравнение, получим

H2(r) = 2

󰁝 󰀕
σ

r

󰁝
σE2r dr

󰀖
dr + C1 ln r + C2, (17)

где C1 = 0, а C2 определ󰑱етс󰑱 граничным условием H2(R) = H2
R. Отс󰑧да видно,

что при фиксированном 󰑬начении HR увеличение ne0 ведет к умен󰑭шени󰑧 H2(0).
Следовател󰑭но, верхн󰑱󰑱 граница ne0 определ󰑱етс󰑱 соотношением H2(0) 󰃍 0.

При ne0 = 0 решением 󰑬адачи (3), (4) 󰑱вл󰑱етс󰑱 H2(r) = H2
R, 0 󰃑 r 󰃑 R. Та-

ким обра󰑬ом, свободный параметр 󰑬адачи (1)–(6) дол󰑨ен удовлетвор󰑱т󰑭 неравенству
0 󰃑 ne0 󰃑 neb, где neb определ󰑱етс󰑱 условием H2(0) = 0.

И󰑬 󰑬адачи (5), (6) следует, что

E2(r) = 2

󰁝 󰀕󰁝
H2r dr

󰀖
r dr +

C1

r
+ C2, (18)

где C1 = C2 = 0. Видно, что при умен󰑭шении (увеличении) H2(r) на отре󰑬ке
0 󰃑 r 󰃑 R 󰑬начени󰑱 E2(r), а следовател󰑭но, и E(R) умен󰑭ша󰑧тс󰑱 (увеличива󰑧т-
с󰑱). Отс󰑧да следует, что 󰑬начение ER = E(R), удовлетвор󰑱󰑧щее уравнени󰑧

λ0 (ER/N) = 1, (19)

мо󰑨ет быт󰑭 найдено подход󰑱щим выбором ne0.
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4. Обсу󰑨дение и ре󰑬ул󰑭таты моделировани󰑱

Ре󰑬󰑧миру󰑱 вышеска󰑬анное, условие самосогласованности 󰑬адачи (1)󰯹(6) по внут-
ренним и внешним параметрам формулираетс󰑱 в виде следу󰑧щего утвер󰑨дени󰑱.

Утвер󰑨дение. 󰑪адача (1)󰯹(6) представл󰑱ет собой параметрическу󰑧 󰑬адачу
на собственные 󰑬начени󰑱, в которой спектрал󰑭ный параметр ER = E(R) входит
нелинейно в коэффициент и праву󰑧 част󰑭 под󰑬адачи (1), (2), а свободный пара-
метр ne0 = ne(0), 󰑱вл󰑱󰑱с󰑭 нормиру󰑧щим мно󰑨ителем этой под󰑬адачи, определ󰑱етс󰑱
так, чтобы 󰑬начение ER было решением под󰑬адачи (3)–(6) при 󰑬аданном 󰑬начении
напр󰑱󰑨енности магнитного пол󰑱 HR на границе ра󰑬р󰑱да. Спектрал󰑭ный параметр
ER определ󰑱етс󰑱 как решение уравнени󰑱 λ0(ER/N) = 1, где λ0 󰯹 наимен󰑭шее соб-
ственное 󰑬начение вспомогател󰑭ного уравнени󰑱

1

r

d

dr

󰀕
rDa

dne

dr

󰀖
+ λνine = 0, (20)

с граничными услови󰑱ми (2).
Так как граничное 󰑬начение напр󰑱󰑨енности магнитного пол󰑱 определ󰑱етс󰑱 током

индуктора Iинд (см. выше), то учет самосогласованности системы краевых 󰑬адач (1)–
(7) и наличие свободного параметра по󰑬вол󰑱󰑧т решат󰑭 пр󰑱му󰑧 и обратну󰑧 󰑬адачи:

1) при 󰑬аданном токе индуктора найти самосогласованное распределение внут-
ренних параметров ра󰑬р󰑱да ne(r), E(r), H(r) и 󰑬начение 󰑬начени󰑱 концентра-
ции электронов в центре ра󰑬р󰑱да ne0;

2) дл󰑱 󰑬аданного 󰑬начени󰑱 концентрации в центре ра󰑬р󰑱да ne0 найти ток индук-
тора, обеспечива󰑧щий поддер󰑨ание ра󰑬р󰑱да с такими характеристиками.

Дл󰑱 решени󰑱 системы краевых 󰑬адач (1)󰯹(6) ра󰑬работана программа на 󰑱󰑬ыке
Python. Уравнени󰑱 системы дискрети󰑬овалис󰑭 методом конечных ра󰑬ностей. Сиcтема
ра󰑬ностных уравнений решалас󰑭 с применением метода итераций типа 󰑪ейдел󰑱.

Ре󰑬ул󰑭таты расчетов по этой модели по󰑬волили установит󰑭 󰑬ависимост󰑭 концен-
трации электронов в сгустке ра󰑬р󰑱да от тока индуктора дл󰑱 поддер󰑨ани󰑱 ВЧИ-
ра󰑬р󰑱да в ра󰑬р󰑱дной камере диаметром 2,4 см при давлении 60 Па и частоте генера-
тора 13,56 МГц (рис. 1).

Исследование выполнено 󰑬а счет гранта Российского научного фонда (проект
󰎍 19-71-10055).
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Рис. 1. 󰑪ависимост󰑭 концентрации электронов в пла󰑬менном сгустке в
услови󰑱х поддер󰑨ани󰑱 ВЧИ-ра󰑬р󰑱да при давлении 60 Па дл󰑱 генера-
тора с частотой 13,56 МГц.
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Two-level hierarchical model of competition between three firms
under uncertainty.

Zhiteneva J. N., Smirnova L. V., Belskih J. A.

Abstract.
The paper considers a problem of competition between three manufacturing firms in the

market of homogeneous infinitely divisible products. It is assumed that the nature of the
interaction of manufacturing firms in the market has a hierarchical structure. Namely, one of
the companies, the leader company, is the leading manufacturer and is the first to decide on the
volume of product deliveries to the market. While the other two firms decide on the number of
products delivered after the leading firm and must take into account the volume of its deliveries.
Taking into account such a hierarchy in the interaction of firms leads to the need to formalize
the problem in the form of a two-level hierarchical game. In this case, the leader firm is identified
with the top-level player, and the other two firms are identified with the lower-level players. In
addition, it is assumed that the cooperation of lower-level players is impossible. As a result, when
formalizing the optimal solution for lower-level players, the concept of Nash equilibrium from
the game theory is used.

In addition to the above, the problem under consideration assumes the presence of
uncontrolled uncertain factors, about which only a set of possible values is known, and there are
no probabilistic characteristics. The presence of uncertainty in the framework of this problem
is interpreted as the presence of an importing company on the market, the volume of products
supplied by which is not known in advance by any of the manufacturing companies. However,
it is possible for them to estimate the limits of the estimated volume of imports. The presence
of uncertainty obliges all manufacturing firms to take this fact into account and, as a result, in
their choice of the optimal solution, use one of the principles of the theory of decision-making
under uncertainty. The paper considers the case when one of the lower-level players uses the
Wald principle (maximin principle, the principle of guaranteed results), and the second one is
guided by the Savage principle (the principle of minimax regret) when choosing his decision. For
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a top-level player 󰯹 a leading firm 󰯹 two cases are considered in this paper. The first is when
the player uses the Wald principle, and the second is the Savage principle.

Thus, the problem described in this paper is formalized as a two-level hierarchical game with
uncertainty. For the game in this setting, the algorithm for constructing the proposed optimal
solution is described and its explicit form is found for a specific type of payoff functions of all
participants in the game. In addition, coefficient criteria for the existence of an optimal solution
are obtained.

Keywords: hierarchical game, uncertainty, Nash equilibrium, Wald’s principle, Savage’s
principle.

Введение

В работах [1]–[3] формали󰑬ованы ра󰑬личные виды иерархических моделей конку-
ренции фирм-прои󰑬водителей в услови󰑱х действи󰑱 неконтролируемых неопределен-
ных факторов. Отличител󰑭ной особенност󰑭󰑧 рассматриваемых моделей 󰑱вл󰑱етс󰑱 на-
личие как одного игрока верхнего уровн󰑱 (центра, лидера), так и одного игрока вто-
рого уровн󰑱 (агента). Вместе с тем, при моделировании практических 󰑬адач вполне
реал󰑭ным 󰑱вл󰑱етс󰑱 наличие на ка󰑨дом уровне иерархии не одного, а нескол󰑭ких
участников. В предлагаемой работе рассматриваетс󰑱 иерархическа󰑱 модел󰑭 конку-
ренции трех фирм, одна и󰑬 которых 󰑱вл󰑱етс󰑱 игроком верхнего уровн󰑱, а две других
- игроками ни󰑨него уровн󰑱.

Рассматриваетс󰑱 модел󰑭 конкуренции трех предпри󰑱тий (фирм), прои󰑬вод󰑱щих и
реали󰑬у󰑧щих на одном рынке однородну󰑧 бесконечно делиму󰑧 продукци󰑧. Помимо
ука󰑬анных фирм на рынок поставл󰑱ет аналогичну󰑧 продукци󰑧 фирма-импортер.
Об󰑫ем импортной продукции 󰑬аранее не и󰑬вестен, имеетс󰑱 информаци󰑱 тол󰑭ко о его
максимал󰑭но во󰑬мо󰑨ной величине d, d > 0.

Обо󰑬начим xi – об󰑫ем продукции, прои󰑬веденный i-ой фирмой (i ∈ {1, 2, 3}), y –
об󰑫ем импорта.

Рассмотрим случай, когда фирмы поставл󰑱󰑧т на рынок вс󰑧 прои󰑬веденну󰑧 про-
дукци󰑧. При этом прои󰑬водственные мощности предпри󰑱тий ограничены. Именно,
ка󰑨да󰑱 i-а󰑱 фирма мо󰑨ет прои󰑬вести продукци󰑧 в об󰑫ёме не более ci. Посто󰑱нные
величины ci > 0 (i ∈ {1, 2, 3}).

Предполо󰑨им, что цена единицы продукции линейно 󰑬ависит от суммарного об󰑫-
ема продукции на рынке, т.е.

p(x1, x2, x3, y) = a− b
󰀓
x1 + x2 + x3 + y

󰀔
, (1)
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где поло󰑨ител󰑭на󰑱 величина a – цена товара при нулевом предло󰑨ении, b – пока󰑬а-
тел󰑭 падени󰑱 цены при увеличении предло󰑨ени󰑱, b > 0.

Далее считаем, что цена 󰑱вл󰑱етс󰑱 поло󰑨ител󰑭ной величиной, т.е. выполнено
неравенство

a− b
󰀓
c1 + с2 + с3 + d

󰀔
> 0.

Предполагаем, что предпри󰑱ти󰑱 облада󰑧т ра󰑬ными прои󰑬водственными во󰑬мо󰑨-
ност󰑱ми и ока󰑬ыва󰑧т неодинаковое вли󰑱ние на рассматриваемый рынок. Именно,
одна и󰑬 фирм 󰑱вл󰑱етс󰑱 ведущим прои󰑬водителем ука󰑬анной продукции. Будем на󰑬ы-
ват󰑭 её фирмой-лидером. Эта фирма первой принимает решение об об󰑫еме поставок
продукции на рынок. Оставшиес󰑱 две фирмы, принима󰑱 решение об об󰑫еме про-
и󰑬водства, учитыва󰑧т количество продукции, поставл󰑱емое фирмой-лидером. При
этом они действу󰑧т одновременно и не󰑬ависимо друг от друга. Кроме того, все фир-
мы дол󰑨ны учитыват󰑭 во󰑬мо󰑨ный об󰑫ем поставок аналогичной импортной продук-
ции. Рассмотрим случай, когда импортер принимает решение о поставке продукции
одновременно с фирмами, не 󰑱вл󰑱󰑧щимис󰑱 лидерами. Будем считат󰑭, что импортеру
выбор фирмы-лидера мо󰑨ет быт󰑭 и󰑬вестен, а информацией о действи󰑱х оставшихс󰑱
двух фирм он не обладает.

Пуст󰑭 прибыл󰑭 i-ой фирмы (i ∈ {1, 2, 3}) 󰑬адана равенством

fi(x1, x2, x3, y) = p(x1, x2, x3, y)xi − kixi,

или, с учетом (1),

fi(x1, x2, x3, y) =

󰀕
a− b

󰀓
x1 + x2 + x3 + y

󰀔󰀖
xi − kixi. (2)

В (2) поло󰑨ител󰑭на󰑱 посто󰑱нна󰑱 величина ki определ󰑱ет и󰑬дер󰑨ки на выпуск
единицы продукции i-ой фирмы (i ∈ {1, 2, 3}).

Ка󰑨да󰑱 фирма стремитс󰑱 получит󰑭 наибол󰑭шу󰑧 во󰑬мо󰑨ну󰑧 прибыл󰑭, при этом
коопераци󰑱 фирм нево󰑬мо󰑨на. О намерени󰑱х фирмы-импортера кака󰑱-либо инфор-
маци󰑱 отсутствует.

Формали󰑬уем рассматриваему󰑧 математическу󰑧 модел󰑭 󰑬адачи оптими󰑬ации
прои󰑬водства в виде двухуровневой иерархической игры трех лиц при неопределен-
ности

Γ = 〈{Xi}i=1,2,3, Y, {fi(x1, x2, x3, y)}i=1,2,3〉.
В игре Γ игроки ото󰑨дествл󰑱󰑧тс󰑱 с соответству󰑧щими фирмами, причем фирма-

лидер 󰑱вл󰑱етс󰑱 первым игроком – игроком верхнего уровн󰑱. Игроков с пор󰑱дковы-
ми номерами 2 и 3 будем считат󰑭 игроками ни󰑨него уровн󰑱. Мно󰑨ества стратегий
игроков Xi = [0, ci] (i ∈ {1, 2, 3}). Действи󰑱 неопределенности ото󰑨дествл󰑱󰑧тс󰑱 с
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поставками фирмы-импортера. Совокупност󰑭 󰑬начений неопределенности Y = [0, d].
Функци󰑱 выигрыша i-го игрока (i ∈ {1, 2, 3}) определена в (2).

Игра происходит следу󰑧щим обра󰑬ом (рис. 1). Первый ход совершает игрок с
номером 1. Он выбирает стратеги󰑧 x1 ∈ X1. Второй ход дела󰑧т игроки ни󰑨него
уровн󰑱. Име󰑱 информаци󰑧 о выборе игрока верхнего уровн󰑱, второй и третий иг-
роки одновременно и не󰑬ависимо друг от друга выбира󰑧т стратегии x2(x1) ∈ X2

и x3(x1) ∈ X3, соответственно. Одновременно и не󰑬ависимо от действий игроков
ни󰑨него уровн󰑱 реали󰑬уетс󰑱 неопределенност󰑭 y ∈ Y . В ре󰑬ул󰑭тате складываетс󰑱
ситуаци󰑱 игры (x, y) = (x1, x2(x1), x3(x1), y). Игроки получа󰑧т выигрыши – 󰑬начени󰑱
своих функций выигрыша в сло󰑨ившейс󰑱 ситуации.

Рис. 1. Схема прин󰑱ти󰑱 решений в игре Γ

Цел󰑭 ка󰑨дого i-игрока в игре Γ – выбором своей стратегии xi ∈ Xi до-
бит󰑭с󰑱 наибол󰑭шего во󰑬мо󰑨ного 󰑬начени󰑱 своей функции выигрыша fi(x1, x2, x3, y)

(i ∈ {1, 2, 3}). При этом игроки действу󰑧т не󰑬ависимо друг от друга и ка󰑨дый и󰑬 них
дол󰑨ен учитыват󰑭 интересы остал󰑭ных игроков, а так󰑨е во󰑬мо󰑨ност󰑭 реали󰑬ации
л󰑧бой неопределенности y, о которой 󰑬аранее и󰑬вестно тол󰑭ко мно󰑨ество во󰑬мо󰑨ных
󰑬начений Y .

Формали󰑬аци󰑱 решени󰑱

Ра󰑬об󰑭ем процесс построени󰑱 решени󰑱 в игре Γ на два этапа.
I этап. Формали󰑬аци󰑱 решени󰑱 игроков ни󰑨него уровн󰑱
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Учитыва󰑱 иерархическу󰑧 процедуру прин󰑱ти󰑱 решений в игре Γ, будем считат󰑭,
что второй и третий игроки име󰑧т информаци󰑧 о выборе первого игрока, т.е. 󰑬на-
чение x1 ∈ X1 и󰑬вестно. При этом игрокам ни󰑨него уровн󰑱 не и󰑬вестна реали󰑬аци󰑱
неопределенности y ∈ Y .

Рассмотрим бескоалиционну󰑧 игру двух лиц при неопределенности

Γ1 = 〈{Xi}i=2,3, Y, {fi(x1, x2, x3, y)}i=2,3〉.

В этой игре стратеги󰑱 i-го игрока xi = xi(x1) ∈ Xi = [0, ci], ci > 0 (i ∈ {2, 3}).
Мно󰑨ество 󰑬начений неопределенности Y = [0, d], d > 0. Функци󰑱 выигрыша i-го
игрока (i ∈ {2, 3}) определена в (2).

Решение игры Γ1 󰑱вл󰑱етс󰑱 решением игроков ни󰑨него уровн󰑱 исходной игры Γ.
Предполо󰑨им, что игроки в игре Γ1 (т.е. игроки ни󰑨него уровн󰑱 в игре Γ) дл󰑱

учета действий неопределенности испол󰑭󰑬у󰑧т ра󰑬ные принципы прин󰑱ти󰑱 решений
в услови󰑱х действи󰑱 неконтролируемых факторов. Именно, пуст󰑭 второй игрок 󰑱в-
л󰑱етс󰑱 рискофобом, т.е. выбира󰑱 решение, испол󰑭󰑬ует принцип Вал󰑭да [4]. Третий
игрок при выборе своей стратегии руководствуетс󰑱 принципом Сэвид󰑨а [5].

В соответствии с принципом Вал󰑭да второй игрок ориентируетс󰑱 на реали󰑬аци󰑧
самой 󰯺плохой󰯻 дл󰑱 него неопределенности. Следовател󰑭но, дл󰑱 оценки выбора своей
стратегии он испол󰑭󰑬ует функци󰑧

F2(x1, x2, x3) = f2(x1, x2, x3, y
V ) = min

y∈Y
f2(x1, x2, x3, y).

Поскол󰑭ку yV = d, получим

F2(x1, x2, x3) = f2(x1, x2, x3, d),

или, с учетом (2),

F2(x1, x2, x3) = −bx2
2 + 2b

󰀓
h2 −

1

2
(x1 + x3 + d)

󰀔
x2, (3)

где величина h2 =
a−k2
2b

.
Руководству󰑱с󰑭 принципом Сэвид󰑨а, третий игрок при выборе своей стратегии

испол󰑭󰑬ует функци󰑧 со󰑨алени󰑱

Φ3(x1, x2, x3, y) = max
x3∈X3

f3(x1, x2, x3, y)− f3(x1, x2, x3, y).

При выполнении ограничений
1

2
(c1 + c2 + d) ≤ h3 ≤ c3 (4)
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функци󰑱 со󰑨алени󰑱 трет󰑭его игрока, с учетом (2), примет вид

Φ3(x1, x2, x3, y) = b
󰀓
x3 − h3 +

1

2
(x1 + x2 + y)

󰀔2

, (5)

где величина h3 =
a−k3
2b

.
Следу󰑱 принципу Сэвид󰑨а, третий игрок ориентируетс󰑱 на реали󰑬аци󰑧 неопре-

деленности, максими󰑬иру󰑧щей его функци󰑧 со󰑨алени󰑱. Следовател󰑭но, принима󰑱
решение, он оценивает 󰑬начени󰑱 функции

F3(x1, x2, x3) = −max
y∈Y

Φ3(x1, x2, x3, y).

Учитыва󰑱 (5), получим

F3(x1, x2, x3) =

󰀻
󰀿

󰀽
−b

󰀓
x3 − h3 +

1
2
(x1 + x2)

󰀔2

, 0 ≤ x3 ≤ h3 − x1+x2

2
− d

4
,

−b
󰀓
x3 − h3 +

1
2
(x1 + x2 + d)

󰀔2

, h3 − x1+x2

2
− d

4
≤ x3 ≤ c3.

(6)

От игры Γ1 перейдем к бескоалиционной игре

Γ2 = 〈{Xi}i=2,3, {Fi(x1, x2, x3)}i=2,3〉.

В игре Γ2 мно󰑨ество стратегий i-го игрока Xi = [0, ci] (i ∈ {2, 3}), функции
выигрыша второго и трет󰑭его игроков определены в (3) и (6) соответственно.

Определение 1. Пару (xe
2(x1), x

e
3(x1)) ∈ X2 × X3 на󰑬овём VSN-решением игры Γ1,

если дл󰑱 л󰑧бых 󰑬начений x1 ∈ X1 она 󰑱вл󰑱етс󰑱 равновесной по Нэшу ситуацией в
игре Γ2, т.е. совместна система неравенств

󰀫
F2(x1, x2(x1), x

e
3(x1)) ≤ F2(x1, x

e
2(x1), x

e
3(x1)) ∀x2 ∈ X2,

F3(x1, x
e
2(x1), x3(x1)) ≤ F3(x1, x

e
2(x1), x

e
3(x1)) ∀x3 ∈ X3.

Пуст󰑭 дл󰑱 параметров игры Γ2 выполнены неравенства
1
3
c1 ≤ 4

3
h2 − 2

3
h3 − 1

2
d ≤ c2,

1
3
c1 ≤ 4

3
h3 − 2

3
h2 ≤ c3,

(7)

где посто󰑱нные hi =
a−ki
2b

(i ∈ {2, 3}). Испол󰑭󰑬у󰑱 достаточные услови󰑱 существовани󰑱
ситуации равновеси󰑱 по Нэшу, получим 󰑱вный вид V SN -решени󰑱 в игре Γ1

xe
2(x1) =

4
3
h2 − 2

3
h3 − 1

3
x1 − 1

2
d,

xe
3(x1) =

4
3
h3 − 2

3
h2 − 1

3
x1.

(8)
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Испол󰑭󰑬у󰑱 подстановку hi =
a−ki
2b

(i ∈ {2, 3}), преобра󰑬уем (4), (7) и равенства
(8). Получим

b(c1 + c2 + d) ≤ a− k3 ≤ 2dc3,
1
3
c1 ≤ a−2k2+k3

3b
− 1

2
d ≤ c2,

1
3
c1 ≤ a−2k3+k2

3b
≤ c3

(9)

и
xe
2(x1) =

a−2k2+k3
3b

− 1
3
x1 − 1

2
d,

xe
3(x1) =

a−2k3+k2
3b

− 1
3
x1.

(10)

Таким обра󰑬ом, справедливо следу󰑧щее утвер󰑨дение

Лемма 1. Пуст󰑭 в игре Γ

a > 0, b > 0, d > 0, ci > 0, ki > 0 (i ∈ {1, 2, 3}),
a− b(c1 + c2 + c3 + d) > 0

(11)

и выполнены услови󰑱 (9).
Тогда дл󰑱 л󰑧бых 󰑬начений x1 ∈ X1 в игре Γ1 существует и единственно V SN-

решение (10).

II этап. Формали󰑬аци󰑱 решени󰑱 игрока верхнего уровн󰑱
Будем считат󰑭, что игрок верхнего уровн󰑱 󰑬нает об отношении к риску игроков

ни󰑨него уровн󰑱, а так 󰑨е о том какие принципы эти игроки будут испол󰑭󰑬оват󰑭
дл󰑱 учета действий неопределенности. Помимо этого первый игрок предполагает,
что игроки ни󰑨него уровн󰑱 при выборе своих оптимал󰑭ных стратегий руководству-
󰑧тс󰑱 принципом равновеси󰑱 по Нэшу. Поэтому при выборе своей стратегии игрок
верхнего уровн󰑱 рассчитывает на то, что игроки ни󰑨него уровн󰑱 испол󰑭󰑬у󰑧т стра-
тегии и󰑬 V SN -решени󰑱 игры Γ1. Согласно Лемме 1 при выполнении в игре Γ условий
(9) и (11) ука󰑬анное решение (xe

2(x1), x
e
3(x1)) игроков ни󰑨него уровн󰑱 существует и

единственно.
Как и игрокам ни󰑨него уровн󰑱, первому игроку 󰑬аранее не и󰑬вестно 󰑬начение

неопределенности y ∈ Y .
Таким обра󰑬ом, оптимал󰑭на󰑱 стратеги󰑱 игрока верхнего уровн󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱 реше-

нием следу󰑧щей игры с природой

Γ3 = 〈X1, Y, F1(x1, y)〉.

󰑪дес󰑭 мно󰑨ество стратегий игрока совпадает с X1 = [0, c1], мно󰑨ество неопределен-
ностей, как и пре󰑨де, Y = [0, d]. Функци󰑱 выигрыша игрока

F1(x1, y) = f1(x1, x
e
2(x1), x

e
3(x1), y)
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или, с учетом (2) и (8),

F1(x1, y) = − b

3
x2
1 + 2b

󰀓
h1 −

1

3
h2 −

1

3
h3 −

1

2
y +

1

4
d
󰀔
x1, (12)

где посто󰑱нные величины

hi =
a− ki
2b

(i ∈ {1, 2, 3}). (13)

Выбира󰑱 решение в игре Γ3, игрок мо󰑨ет руководствоват󰑭с󰑱 л󰑧бым принципом
оптимал󰑭ности, примен󰑱емым в теории игр с природой. Выбор принципа оптимал󰑭-
ности определ󰑱етс󰑱, пре󰑨де всего, склонност󰑭󰑧 игрока к риску. Рассмотрим два
во󰑬мо󰑨ных подхода к формали󰑬ации решени󰑱 игрока верхнего уровн󰑱.

1 случай. Первый игрок испол󰑭󰑬ует в игре Γ3 принцип Вал󰑭да
В этом случае игрок выбирает стратеги󰑧 xV

1 ∈ X1, обеспечива󰑧щу󰑧 наибол󰑭-
шее 󰑬начение его функции выигрыша F1(x1, y) при самом неблагопри󰑱тном 󰑬начении
неопределенности.

Определение 2. Стратеги󰑧 xV
1 ∈ X1 на󰑬овём оптимал󰑭ным по Вал󰑭ду решением

игрока верхнего уровн󰑱 в игре Γ, если она 󰑱вл󰑱етс󰑱 оптимал󰑭ным по Вал󰑭ду реше-
нием игры Γ3, т.е. выполнено равенство

min
y∈Y

F1(x
V
1 , y) = max

x1∈X1

min
y∈Y

F1(x1, y).

Поскол󰑭ку в игре Γ3

min
y∈Y

F1(x
V
1 , y) = F1(x

V
1 , d),

то
F1(x

V
1 , d) = max

x1∈X1

F1(x1, d).

Нетрудно пока󰑬ат󰑭, что при выполнении условий

0 ≤ 3h1 − h2 − h3 −
3

4
d ≤ c1 (14)

оптимал󰑭ное по Вал󰑭ду решение игрока верхнего уровн󰑱 в игре Γ

xV
1 = 3h1 − h2 − h3 −

3

4
d. (15)

Испол󰑭󰑬у󰑱 (13), ограничени󰑱 (14) и оптимал󰑭ну󰑧 по Вал󰑭ду стратеги󰑧 (15) мо󰑨-
но представит󰑭 в виде

0 ≤ a− 3k1 + k2 + k3
2b

≤ c1 +
3

4
d (16)

и
xV
1 =

a− 3k1 + k2 + k3
2b

− 3

4
d, (17)

соответственно.
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Таким обра󰑬ом, справедливо утвер󰑨дение

Теорема 1. Пуст󰑭 в игре Γ выполнены услови󰑱 (9), (11), (16) и игроки ни󰑨него
уровн󰑱 при л󰑧бых 󰑬начени󰑱х x1 ∈ X1 выбира󰑧т V SN-решение (xe

2(x1), x
e
3(x1)). Тогда

в этой игре оптимал󰑭ное по Вал󰑭ду решение игрока верхнего уровн󰑱 определ󰑱етс󰑱
равенством (17).

Пуст󰑭 игрок верхнего уровн󰑱 в игре Γ испол󰑭󰑬ует оптимал󰑭ное по Вал󰑭ду реше-
ние (17). Тогда оптимал󰑭ные стратегии игроков ни󰑨него уровн󰑱 (8) име󰑧т вид

xe
2 =

a+3k1−5k2+k3
6b

− 3
4
d,

xe
3 =

a+3k1+k2−5k3
6b

+ 3
4
d.

(18)

2 случай. Первый игрок испол󰑭󰑬ует в игре Γ3 принцип Сэвид󰑨а
Согласно принципу Сэвид󰑨а, игрок при выборе своей стратегии дол󰑨ен ориен-

тироват󰑭с󰑱 на 󰑬начение функции со󰑨алени󰑱 по Сэвид󰑨у

Φ1(x1, y) = max
x1∈X1

F1(x1, y)− F1(x1, y).

Оптимал󰑭на󰑱 по Сэвид󰑨у стратеги󰑱 игрока xS
1 миними󰑬ирует функци󰑧 со󰑨але-

ни󰑱 Φ1(x1, y) при неблагопри󰑱тных дл󰑱 него 󰑬начени󰑱х неопределенности.

Определение 3. Стратеги󰑧 xS
1 ∈ X1 на󰑬овём оптимал󰑭ным по Сэвид󰑨у решени-

ем игрока верхнего уровн󰑱 игры Γ, если она 󰑱вл󰑱етс󰑱 оптимал󰑭ным по Сэвид󰑨у
решением игры Γ3, т.е. выполнено равенство

max
y∈Y

Φ1(x
S
1 , y) = min

x1∈X1

max
y∈Y

Φ1(x1, y).

При выполнении в игре Γ услови󰑱
3

4
d ≤ 3h1 − h2 − h3 ≤ c1 −

3

4
d (19)

функци󰑱 со󰑨алени󰑱 по Сэвид󰑨у игрока в игре Γ3 имеет вид

Φ1(x1, y) =
b

3

󰀓
x1 − 3h1 + h2 + h3 +

3

2
y − 3

4
d
󰀔2

. (20)

󰑪дес󰑭 посто󰑱нные hi (i ∈ {1, 2, 3}) определены в (13).
Нетрудно пока󰑬ат󰑭, что при выполнении условий (19)

max
y∈Y

Φ1(x1, y) =

󰀻
󰀿

󰀽

b
3

󰀓
x1 − 3h1 + h2 + h3 − 3

4
d
󰀔2

, 0 ≤ x1 ≤ 3h1 − h2 − h3,

b
3

󰀓
x1 − 3h1 + h2 + h3 +

3
4
d
󰀔2

, 3h1 − h2 − h3 ≤ x1 ≤ c1.

и оптимал󰑭на󰑱 по Сэвид󰑨у стратеги󰑱 игрока верхнего уровн󰑱

xS
1 = 3h1 − h2 − h3, (21)
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где hi (i ∈ {1, 2, 3}) определены в (13).
Испол󰑭󰑬у󰑱 (13), ограничени󰑱 (19) и оптимал󰑭ну󰑧 по Сэвид󰑨у стратеги󰑧 первого

игрока (21) мо󰑨но представит󰑭 в виде

3

4
d ≤ a− 3k1 + k2 + k3

2b
≤ c1 −

3

4
d (22)

и
xS
1 =

a− 3k1 + k2 + k3
2b

, (23)

соответственно.
Следовател󰑭но, справедливо утвер󰑨дение

Теорема 2. Пуст󰑭 в игре Γ выполнены услови󰑱 (9), (11), (22) и игроки ни󰑨-
него уровн󰑱 при л󰑧бых 󰑬начени󰑱х стратегии x1 ∈ X1 выбира󰑧т V SN-решение
(xe

2(x1), x
e
3(x1)). Тогда в этой игре оптимал󰑭ное по Сэвид󰑨у решение игрока верх-

него уровн󰑱 определ󰑱етс󰑱 равенством (23).

Пуст󰑭 игрок верхнего уровн󰑱 в игре Γ испол󰑭󰑬ует оптимал󰑭ное по Сэвид󰑨у ре-
шение (23). Тогда оптимал󰑭ные стратегии игроков ни󰑨него уровн󰑱 (8) име󰑧т вид

xe
2 =

a+3k1−5k2+k3
6b

− 1
2
d,

xe
3 =

a+3k1+k2−5k3
6b

.
(24)

󰑪амечание 1. Следует отметит󰑭, что выполнение условий (22) влечет 󰑬а собой вы-
полнение ограничений (16). Поэтому при выполнении в игре Γ условий теоремы 2
дл󰑱 игрока верхнего уровн󰑱 существу󰑧т оба рассмотренных оптимал󰑭ных решени󰑱.

󰑪акл󰑧чение

Описанна󰑱 в работе модел󰑭 конкуренции трех фирм формали󰑬ована как двух-
уровнева󰑱 иерархическа󰑱 игра при неопределенности. Дл󰑱 игры в такой постановке
описан алгоритм построени󰑱 предло󰑨енного оптимал󰑭ного решени󰑱 и дл󰑱 конкрет-
ного вида функций выигрыша всех участников игры найден его 󰑱вный вид. Кроме
того, получены коэффициентные критерии существовани󰑱 оптимал󰑭ного решени󰑱.

В работе исследован случай, когда один и󰑬 игроков ни󰑨него уровн󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱
рискофобом и испол󰑭󰑬ует принцип гарантированного ре󰑬ул󰑭тата, а второй при выбо-
ре своего решени󰑱 руководствуетс󰑱 принципом минимаксного со󰑨алени󰑱. Дл󰑱 игрока
верхнего уровн󰑱 – фирмы-лидера в работе рассмотрены два случа󰑱. Первый, когда
игрок испол󰑭󰑬ует принцип Вал󰑭да, а второй – принцип Сэвид󰑨а. Предло󰑨енный
подход к формали󰑬ации оптимал󰑭ных решений игроков мо󰑨ет быт󰑭 модифицирован
при испол󰑭󰑬овании игроками других принципов оптимал󰑭ности и󰑬 теории прин󰑱ти󰑱
решений при неопределенности.
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On the construction of solution of the heat equation in a multilayer
medium with imperfect contact between the layers.

Kalmanovich V. V.

Abstract. The paper considers the solution of a one-dimensional homogeneous equation of
heat conduction in a multilayer

a
(i)
2 (x)

∂

∂x

󰀣
a
(i)
1 (x)

∂T (i)

∂x

󰀤
=

∂T (i)

∂t
, i = 1, n

where the superscript in parentheses indicates the layer number, a1(x) and a2(x) depend on the
geometrical and physical parameters of the layer. The flow is directed along the axis x Matching
conditions of the third type are accepted at the contact points of the layers

T (i+1)(xi+1, t)− T (i)(xi+1, t) = −r(i+1)J (i)(xi+1, t),

J (i)(xi+1, t) = J (i+1)(xi+1, t), i = 1, n− 1,

where r(i+1) is a thermal resistance coefficients at the contact points of the layers xi+1 and J (i)

is the flow.
The initial temperature distribution is given

T (i)(x, 0) = g(x), x ∈ [xi, xi+1], i = 1, n

and the first boundary value problem is posed

T (1)(x1, t) = 0, T (n)(xn+1, t) = 0.

The solution is constructed by combining the Fourier method, the matrix method and the
method of generalized powers of Bers. Previously, this approach was used to construct solutions
of the heat equation under continuous matching conditions at the layer boundary.

The method of generalized powers makes it possible to obtain a unified analytical form for
solving the problem for various geometries of a multilayer medium: translational, axial or central
symmetry.
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The essence of the matrix method is reduced to the sequential multiplication of functional
matrices that depend on the physical and geometric parameters of the layers of the medium (the
elements of these matrices are expressed in terms of generalized powers) and matrices describing
the thermal resistance at the points of contact of the layers. Thus, it is possible to express the
relationship between the value of the amplitude function at the point x1 and the values of this
function at any other point in the medium. Thus, it is possible to find uniform eigenvalues and
the corresponding eigenfunctions for the entire medium for any finite number of layers by linking
the values of the amplitude function at the boundary points x1 and xn+1 of the medium.

In this paper, the orthogonality of the obtained eigenfunctions is proved.

Keywords: heat conduction equation, matrix method, multilayer medium, imperfect thermal
contact.

Введение

Решение многих 󰑬адач современной ин󰑨енерной практики св󰑱󰑬ано с исследовани-
ем и прогно󰑬ированием процессов тепломассопереноса в многослойных конструкци-
󰑱х. Особенно интересны 󰑬адачи с неидеал󰑭ным тепловым контактом ме󰑨ду сло󰑱ми,
во󰑬ника󰑧щим вследствие 󰑬а󰑬оров, шероховатостей поверхностей, наличием терми-
ческого сопротивлени󰑱 и др. При и󰑬учении реал󰑭ных тепловых процессов метода-
ми математического моделировани󰑱 ва󰑨но имет󰑭 аналитические или прибли󰑨енные
аналитические методы решени󰑱, которые 󰑬аметно могут упростит󰑭 анали󰑬 процессов,
прогно󰑬 поведени󰑱 отдел󰑭ных материалов конструкции, вы󰑱вит󰑭 во󰑬мо󰑨ные не󰑨е-
лател󰑭ные 󰑱влени󰑱 и др. В качестве одного и󰑬 таких аналитических методов мо󰑨ет
быт󰑭 применен подход, состо󰑱щий в сочетании матричного метода и метода обоб-
щённых степеней Берса.

Иде󰑱 матричного метода применител󰑭но к 󰑬адачам теплопроводности в состав-
ных пластинах была описана в [1]. Однако дл󰑱 решени󰑱 󰑬адач тепломассопереноса
в многослойных средах он не получил распространени󰑱, во󰑬мо󰑨но, и󰑬-󰑬а того, что
формулы аналитического решени󰑱 получалис󰑭 очен󰑭 громо󰑬дкими, системы комп󰑭󰑧-
терной алгебры в то врем󰑱 (середина XX в.) тол󰑭ко начинали 󰑬аро󰑨дат󰑭с󰑱, так что
численные методы были предпочтител󰑭ными. В насто󰑱щее врем󰑱 самые ра󰑬ные про-
граммные продукты успешно справл󰑱󰑧тс󰑱 с этой проблемой, что по󰑬волило нам при-
менит󰑭 матричный метод дл󰑱 моделировани󰑱 стационарных [2, 3] и нестационарных
процессов [4], причем слоёв мо󰑨ет быт󰑭 прои󰑬вол󰑭ное конечное число. В этих ра-
ботах испол󰑭󰑬уетс󰑱 сочетание матричного метода и аппарата обобщённых степеней
Берса [5, 6], что по󰑬волило в единой аналитической форме получит󰑭 алгоритм реше-
ни󰑱 󰑬адачи тепломассопереноса в средах с ра󰑬личной геометрией, а именно облада󰑧-
щей сдвиговой, осевой или централ󰑭ной симметрией. Отметим, что иде󰑱 матричного
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метода мо󰑨ет быт󰑭 испол󰑭󰑬ована не тол󰑭ко дл󰑱 прикладных расчётов, но и успешно
примен󰑱етс󰑱 в теоретических работах [7].

Ранее сочетание матричного метода и аппарата обобщённых степеней Берса при-
мен󰑱лос󰑭 нами дл󰑱 моделировани󰑱 процессов переноса в многослойных средах с иде-
ал󰑭ным контактом. В насто󰑱щей работе построено решение 󰑬адачи теплопроводности
при неидеал󰑭ном контакте, когда в граничных точках слоёв поток тепла непрерывен,
а функци󰑱 температуры терпит ра󰑬рыв.

1. Постановка 󰑬адачи

Рассмотрим одномерное однородное уравнение процесса теплопроводности

a2(x)
∂

∂x

󰀕
a1(x)

∂T

∂x

󰀖
=

∂T

∂t
. (1)

Поток направлен по оси x

J(x) = −a1(x)
∂T

∂x
.

Дл󰑱 дал󰑭нейшего удобства введём дифференциал󰑭ные операторы

D1 = a1(x)
∂

∂x
, D2 = a2(x)

∂

∂x
.

Коэффициенты уравнени󰑱 (1) име󰑧т вид a1(x) = psλ(x)x
s,a2(x) = c(x)ρ(x)xs−1,

где λ(i), c(i)(x), p(i)(x) - соответственно коэффициент теплопроводности, теплоемкост󰑭
и плотност󰑭 среды на i-м слое. Процессу в среде со сдвиговой симметрией (плоские
слои) по оси x соответствует пока󰑬ател󰑭 s = 1, с осевой симметрией (цилиндриче-
ские слои) 󰯹 пока󰑬ател󰑭 s = 1, с централ󰑭ной симметрией (сферические слои) 󰯹
пока󰑬ател󰑭 s = 2. Коэффициент ps дл󰑱 процессов с ра󰑬личными видами симметрии
определен формулами p0 = 1, p1 = 2π, p2 = 4π. С учётом введенных обо󰑬начений
уравнение теплопроводности мо󰑨но 󰑬аписат󰑭 в виде

D
(i)
2 D

(i)
1 T (i) =

∂T (i)

∂t
, i = 1, n (2)

J (i) = −D
(i)
1 T (i), i = 1, n,

где верхний индекс в скобках обо󰑬начает номер сло󰑱.
На границах слоев примем услови󰑱 согласовани󰑱 трет󰑭его типа

T (i+1)(xi+1, t)− T (i)(xi+1, t) = −r(i+1)J (i)(xi+1, t), (3)

J (i)(xi+1, t) = J (i+1)(xi+1, t), i = 1, n− 1, (4)

где r(i+1) 󰯹 коэффициент теплообмена в точке xi+1 контакта i-го и (i+ 1)-го слоёв.
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Пуст󰑭 󰑬адано начал󰑭ное распределение температуры

T (i)(x, 0) = g(x), x ∈ [xi, xi+1], i = 1, n. (5)

Поставим перву󰑧 краеву󰑧 󰑬адачу

T (1)(x1, t) = 0, T (n)(xn+1, t) = 0. (6)

Решение поставленной 󰑬адачи будем строит󰑭 с помощ󰑭󰑧 сочетани󰑱 метода Фур󰑭е,
матричного метода и метода обобщённых степеней Берса.

2. Обобщённые степени Берса

Пон󰑱тие обобщённой степени было введено Л. Берсом [5] в середине XX века.
Пуст󰑭 в линейном функционал󰑭ном пространстве функций f(x), определённых

и непрерывных на проме󰑨утке (a, b) и име󰑧щих на этом проме󰑨утке прои󰑬водну󰑧,
󰑬аданы операторы

D1 = a1(x)
d

dx
, D2 = a2(x)

d

dx
где a1(x) и a2(x) 󰯹 поло󰑨ител󰑭ные функции на ука󰑬анном проме󰑨утке. Существу󰑧т
правые обратные операторы I1 и I2:

I1 =

x󰁝

x1

dξ

a1(ξ)
· · · , I2 =

x󰁝

x1

dξ

a2(ξ)
· · ·

Операци󰑱 присоединени󰑱 определ󰑱етс󰑱 как 󰑬амена D1 на D2 (соответственно I1

на I2) и обратно. Это соответствует 󰑬амене функций a1(x) и a2(x) друг на друга.
Обо󰑬начим эту операци󰑧 󰑬наком "∼".

Обобщённые степени Берса с нул󰑭 точкой x1 󰯹 это последовател󰑭ност󰑭 функций,
определённа󰑱 выра󰑨ени󰑱ми:

X(0)(x, x1) = 󰁨X(0)(x, x1) = 1,

X(n) (x, x1) = n!

󰀫
(I1I2)

p · 1, при n = 2p

I1(I2I1)
p · 1, при n = 2p+ 1.

󰁨X(n) (x, x1) = n!

󰀫
(I2I1)

p · 1, при n = 2p

I2(I1I2)
p · 1, при n = 2p+ 1.

Име󰑧т место правила дифференцировани󰑱

D1X
(n)(x, x1) = n 󰁨X(n−1)(x, x1), D2

󰁨X(n)(x, x1) = nX(n−1)(x, x1)
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Л. Берс так󰑨е ввел принцип соответстви󰑱, по которому обычному степенному

р󰑱ду р󰑱ду f(x) =
∞󰁓
i=0

ci(x− x1)
i сопоставл󰑱етс󰑱 р󰑱д обобщённых степеней вида

f(x) =
∞󰁛

i=0

ciX
(i)(x, x1)

На основе принципа соответстви󰑱 Л. Берсом были введены символы cosµX(x, x1),
sinµX(x, x1), которым были сопоставлены р󰑱ды обобщенных степеней

cosλX(x, x1) =
∞󰁛

i=0

(−1)iµ2i

(2i)!
X(2i)(x, x1), (7)

sinµX(x, x1) =
∞󰁛

i=0

(−1)iµ2i+1

(2i+ 1)!
X(2i+1)(x, x1), (8)

удовлетвор󰑱󰑧щие относител󰑭но дифференциал󰑭ных операторов D1, D2 правилам,
формал󰑭но аналогичным обычным правилам дифференцировани󰑱:

D1 cosµX(x, x1) = −µ sinµ 󰁨X(x, x1), D2 cosµ 󰁨X(x, x1) = −µ sinµX(x, x1),

D1 sinµX(x, x1) = µ cosµ 󰁨X(x, x1), D2 sinµ 󰁨X(x, x1) = µ cosµX(x, x1),

D2D1 cosµX(x, x1) = −µ2 cosµX(x, x1), D2D1 sinµX(x, x1) = −µ2 sinµX(x, x1).

3. Построение решени󰑱 уравнени󰑱

Частное решение уравнений (2) ищем в виде

T (i)(x, t) = u(i)(x)e−µ2t, i = 1, n.

Тогда амплитудна󰑱 функци󰑱 u(i)(x) удовлетвор󰑱ет уравнени󰑧

D
(i)
2 D

(i)
1 u(i)(x) + µ2u(i)(x) = 0, (9)

а так󰑨е услови󰑱м трет󰑭его типа на контакте слоёв

u(i+1)(xi+1)− u(i)(xi+1) = −r(i+1)j(i)(xi+1), (10)

j(i)(xi+1) = j(i+1)(xi+1), (11)

и граничным услови󰑱м
u(1)(x1) = 0, u(n)(xn+1) = 0, (12)

где j(i)(x) = −D
(i)
1 u(i)(x) = −a

(i)
1 (x)(du(i)/dx), i = 1, n,

Поставим на ка󰑨дом слое 󰑬адачу Коши, то ест󰑭 󰑬ададим 󰑬начение функции
u(i)(xi) и потока j(i)(xi) в начал󰑭ной точке xi сло󰑱. Тогда решение 󰑬адачи Коши дл󰑱
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уравнени󰑱 (3) на слое 󰑬апишем в формали󰑬ме Берса.

u(i)(x) = u(i)(xi) cosµXi(x, xi)−
1

µ
j(i)(xi) sinµX(x, xi), (13)

j(i)(x) = u(i)(xi)µ sinµ 󰁨Xi(x, xi) + j(i)(xi) cosµ 󰁨X(x, xi). (14)

Далее введём вектор-столбцы V (x) и V (xi) и матрицу K на ка󰑨дом слое, а так󰑨е
матрицу контактного сопротивлени󰑱 на границе слоёв R

V (i)(x) =

󰀣
u(i)(x)

j(i)(x)

󰀤
, V (i)(xi) =

󰀣
u(i)(xi)

j(i)(xi)

󰀤
,

K(i)(x, xi) =

󰀣
cosµXi(x, xi) − 1

µ
sinµXi(x, xi)

µ sinµ 󰁨Xi(x, xi) cosµ 󰁨Xi(x, xi)

󰀤
, R(i+1) =

󰀣
1 −r(i+1)

0 1

󰀤
.

󰑪апишем в матричной форме решение (13)–(14) на i-м слое

V (i)(x) = K(i)(x, xi)V
(i)(xi), xi ≤ x ≤ xi+1, i = 1, n,

а так󰑨е услови󰑱 согласовани󰑱 (10)–(11) на контакте слоёв в точке xi+1

V (i+1)(xi+1) = R(i+1)V (i)(xi+1), i = 1, n− 1.

Отметим, что при посто󰑱нных коэффициентах a1 и a2 р󰑱ды обобщённых степе-
ней (7) и (8) сход󰑱тс󰑱 к и󰑬вестным функци󰑱м, чере󰑬 которые, таким обра󰑬ом, могут
быт󰑭 выра󰑨ены элементы матрицы K при посто󰑱нных фи󰑬ических параметрах на
слое. В случае плоских слоёв матрица K имеет вид

K(i)(x, xi) =

󰀣
cos µ(x−xi)

α(i) − 1
µ
β(i) sin µ(x−xi)

α(i)

µβ(i) sin µ(x−xi)

α(i) cos µ(x−xi)

α(i)

󰀤
,

в случае осесимметричной среды элементы матрицы K могут быт󰑭 выра󰑨ены чере󰑬
функции Бессел󰑱

k
(i)
11 =

πµxi

2α(i)

󰀓
J1

󰀓µxi

α(i)

󰀔
N0

󰀓 µx

α(i)

󰀔
−N1

󰀓µxi

α(i)

󰀔
J0

󰀓 µx

α(i)

󰀔󰀔
,

k
(i)
12 = − π

2α(i)β(i)

󰀓
N0

󰀓µxi

α(i)

󰀔
J0

󰀓 µx

α(i)

󰀔
− J0

󰀓µxi

α(i)

󰀔
N0

󰀓 µx

α(i)

󰀔󰀔
,

k
(i)
21 =

πµ2β(i)xix

2α(i)

󰀓
J1

󰀓µxi

α(i)

󰀔
N1

󰀓 µx

α(i)

󰀔
−N1

󰀓µxi

α(i)

󰀔
J1

󰀓 µx

α(i)

󰀔󰀔
,

k
(i)
22 =

πµx

2α(i)

󰀓
N0

󰀓µxi

α(i)

󰀔
J1

󰀓 µx

α(i)

󰀔
− J0

󰀓µxi

α(i)

󰀔
N1

󰀓 µx

α(i)

󰀔󰀔
,

а в случае централ󰑭ной симметрии среды элементы матрицы K име󰑧т вид

k
(i)
11 =

1

x

󰀕
xi cos

µ(x− xi)

α(i)
+

α(i)

µ
sin

µ(x− xi)

α(i)

󰀖
,
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k
(i)
12 = − 1

µβ(i)xix
sin

µ(x− xi)

α(i)
,

k
(i)
21 = µβ(i)

󰀣󰀣
xxi +

󰀕
α(i)

µ

󰀖2
󰀤
sin

µ(x− xi)

α(i)
− α(i)(x− xi)

µ
cos

µ(x− xi)

α(i)

󰀤
,

k
(i)
22 =

1

x1

󰀕
x cos

µ(x− xi)

α(i)
− α(i)

µ
sin

µ(x− xi)

α(i)

󰀖
,

где α(i) =

󰁴
λ(i)(c(i)ρ(i))

−1, β(i) =
󰁳

λ(i)c(i)ρ(i).

Далее начина󰑱 с первого сло󰑱 и выполн󰑱󰑱 последовател󰑭ну󰑧 подстановку, полу-
чим

V (1)(x) = K(1)(x, x1)V
(1)(x1), x1 ≤ x ≤ x2;

V (2)(x2) = R(2)V (1)(x2) = R(2)K(1)(x2, x1)V
(1)(x1);

V (2)(x) = K(2)(x, x2)V
(2)(x2) = K(2)(x, x2)R

(2)K(1)(x2, x1)V
(1)(x1), x2 ≤ x ≤ x3;

...

V (i)(x) = K(i)(x, xi)V
(i)(xi) =

= K(i)(x, xi)R
(i)K(i−1)(xi, xi−1)R

(i−1)...R(2)K(1)(x2, x1)V
(1)(x1), xi ≤ x ≤ xi+1;

...

Введём обо󰑬начение дл󰑱 последовател󰑭ного прои󰑬ведени󰑱 матриц K и R

K(i,1)(x, x1) = K(i)(x, xi)R
(i)K(i−1)(xi, xi−1)R

(i−1)...R(2)K(1)(x2, x1), xi ≤ x ≤ xi+1.

Таким обра󰑬ом, в конечной точке системы слоев приходим к системе уравнений

V (n)(xn+1) = K(n,1)(xn+1, x1)V
(1)(x1),

котора󰑱 св󰑱󰑬ывает 󰑬начени󰑱 функций u(i)(x) и j(i)(x) в граничных точках среды.
Подставл󰑱󰑱 граничные услови󰑱 (12), получим условие определени󰑱 собственных 󰑬на-
чений µk

k
(n,1)
12 = 0

Обо󰑬начим u
(i)
k (x) ба󰑬исну󰑧 функци󰑧, соответству󰑧щу󰑧 собственному 󰑬начени󰑧

µk. Пока󰑨ем, что полученные функции ортогонал󰑭ны.

Теорема 1. Собственные функции uk(x) и ul(x) 󰑬адачи (9)–(12), отвеча󰑧щие ра󰑬-
личным собственным 󰑬начени󰑱м µk и µl, ортогонал󰑭ны c весом 1/a2(x).

Дока󰑬ател󰑭ство. 󰑪апишем собственные функции uk(x) и ul(x) послойно, то ест󰑭
uk(x) = u

(i)
k (x) и ul(x) = u

(i)
l (x) при xi ≤ x ≤ xi+1. Так󰑨е на ка󰑨дом слое обо-

󰑬начим j
(i)
k (x) = −a

(i)
1 (x)(du

(i)
k /dx), j(i)l (x) = −a

(i)
1 (x)(du

(i)
l /dx), i = 1, n. Рассмотрим

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍2 (51)’ 2021



50 В. В. Калманович

то󰑨дества

d

dx

󰀓
u
(i)
l (x)j

(i)
k (x)− u

(i)
k (x)j

(i)
l (x)

󰀔
= u

(i)
l (x)

dj
(i)
k

dx
− u

(i)
k (x)

dj
(i)
l

dx
, i = 1, n. (15)

Так как u
(i)
k (x) и u

(i)
l (x) 󰯹 решени󰑱 уравнений (9), а 󰑬начит, удовлетвор󰑱󰑧т ра-

венствам
dj

(i)
k

dx
=

µ2
ku

(i)
k (x)

a
(i)
2 (x)

,
dj

(i)
l

dx
=

µ2
l u

(i)
l (x)

a
(i)
2 (x)

,

то перепишем (15) в виде

d

dx

󰀓
u
(i)
l (x)j

(i)
k (x)− u

(i)
k (x)j

(i)
l (x)

󰀔
= (µ2

k − µ2
l )
u
(i)
k (x)u

(i)
l (x)

a
(i)
2 (x)

.

Тогда

(µ2
k − µ2

l )

xn+1󰁝

x1

uk(x)ul(x)

a2(x)
dx = (µ2

k − µ2
l )

n󰁛

i=1

xi+1󰁝

xi

u
(i)
k (x)u

(i)
l (x)

a
(i)
2 (x)

dx =

=
n󰁛

i=1

xi+1󰁝

xi

d
󰀓
u
(i)
l (x)j

(i)
k (x)− u

(i)
k (x)j

(i)
l (x)

󰀔
=

n󰁛

i=1

󰀓
u
(i)
l (x)j

(i)
k (x)− u

(i)
k (x)j

(i)
l (x)

󰀔󰀏󰀏󰀏
xi+1

xi

В последней сумме после подстановки пределов интегрировани󰑱 сгруппируем слага-
емые относител󰑭но j

(i)
k (x) и j

(i)
l (x), после чего получим

(µ2
k − µ2

l )

xn+1󰁝

x1

uk(x)ul(x)

a2(x)
dx = u

(1)
l (x1)j

(1)
k (x1)− u

(1)
k (x1)j

(1)
l (x1)+

+
n−1󰁛

i=1

󰁫󰀓
u
(i)
k (xi+1)− u

(i+1)
k (xi+1)

󰀔
j
(i)
l (xi+1) +

󰀓
u
(i+1)
l (xi+1)− u

(i)
l (xi+1)

󰀔
j
(i)
k (xi+1)

󰁬
+

+ u
(n)
k (xn+1)j

(n)
l (xn+1)− u

(n)
l (xn+1)j

(n)
k (xn+1).

После подстановки в последн󰑧󰑧 формулу граничных условий (12) исче󰑬а󰑧т пер-
вые два и последние два слагаемых, а подстановка условий согласовани󰑱 в точках
контакта слоёв (10)–(11) приводит оставшиес󰑱 слагаемые к виду

(µ2
k − µ2

l )

xn+1󰁝

x1

uk(x)ul(x)

a2(x)
dx =

=
n−1󰁛

i=1

󰀓
r(i+1)j

(i)
k (xi+1)j

(i)
l (xi+1)− r(i+1)j

(i)
l (xi+1)j

(i)
k (xi+1)

󰀔
= 0.
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Так как µk ∕= µl, то
xn+1󰁝

x1

uk(x)ul(x)

a2(x)
dx = 0,

следовател󰑭но, собственные функции ортогонал󰑭ны с весом 1/a2(x). □

При µk = µl скал󰑱рное прои󰑬ведение собственных функций дает квадрат нормы

N2
k =

n󰁛

i=1

xi+1󰁝

xi

1

a
(i)
2 (x)

󰀓
u
(i)
k (x)

󰀔2

dx.

Коэффициенты в ра󰑬ло󰑨ении Фур󰑭е име󰑧т вид

ck =
1

Nk

n󰁛

i=1

xi+1󰁝

xi

g(x)
u
(i)
k (x)

a
(i)
2 (x)

dx.

Таким обра󰑬ом, получаем решение поставленной 󰑬адачи (2)–(6)

T (i)(x, t) =
∞󰁛

k=1

ck
u
(i)
k (x)

Nk

e−µ2
kt.

󰑪акл󰑧чение

В работе построено аналитическое решение первой краевой 󰑬адачи дл󰑱 одномер-
ного однородного уравнени󰑱 теплопроводности в многослойной среде с неидеал󰑭ным
тепловым контактом на границах слоёв. Метод построени󰑱 основан на совместном
применении метода Фур󰑭е, метода обобщенных степеней Берса и матричного метода,
что по󰑬волило получит󰑭 едину󰑧 аналитическу󰑧 форму решени󰑱 дл󰑱 среды, облада-
󰑧щей ра󰑬личными видами симметрии (сдвиговой, осевой или централ󰑭ной). Пока-
󰑬ана ортогонал󰑭ност󰑭 собственных функций, отвеча󰑧щих ра󰑬личным собственным
󰑬начени󰑱м.

Работа выполнена при финансовой поддер󰑨ке Российского фонда фундаментал󰑭-
ных исследований (проект 󰎍 19-03-00271).
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Controllability of the nonlinear systems with phase space change.

Maximova I. S.

Abstract.
The problems with changing phase space are a subclass of the so-called hybrid (composite)

systems. They are characterized by the fact that at different time intervals they are described by
different differential systems and certain links for the connection of the trajectories. The systems
can have the similar dimensionality and also the transfer both from the dimension with the higher
dimensionality to the lower dimensionality and vice versa. The original source of such problems
were the multistage processes of space flights.

This work researches the task of controllability of the object, described by the predetermined
system, from the initial set of one dimension to the predetermined set of another dimension
through the null point. The transfer of the object from one dimension to another dimension is
giver by certain mapping.

Thus, in the first space, the movement of an object is described by the so-called triangular
systems. Triangular systems are one of the most important classes of nonlinear systems that
allow mapping to linear systems. In the second space, the movement of the object is described
by a nonlinear system with control actions of a special kind. The control action has a special
structure due to physical applications.

For the problem in which the nonlinear triangular system in the initial space is fully
controllable and the nonlinear system in the second space is locally null-controlled the sufficient
controllability conditions are achieved. Both nonlinear systems have physical applications. Taking
into account the applicative manner of the given problem the results achieved in this work are
of both theoretical and practical significance.

Keywords: controllability, local controllability, phase space change, triangular system, full
controllability.
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Введение

󰑪адачи со сменой фа󰑬ового пространства 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 подклассом так на󰑬ываемых
гибридных (составных) систем и характери󰑬у󰑧тс󰑱 тем, что на ра󰑬ных интервалах
времени описыва󰑧тс󰑱 ра󰑬ными дифференциал󰑭ными системами и некоторыми св󰑱-
󰑬󰑱ми дл󰑱 стыковки траекторий. Первоначал󰑭ным источником таких 󰑬адач послу󰑨и-
ли многостадийные процессы космического полета (см. [1]).

󰑪адачи со сменой фа󰑬ового пространства встреча󰑧тс󰑱 в ра󰑬личных прикладных
󰑬адачах авиастроени󰑱, робототехники, экономики и др. Например, 󰑬адача 󰑬апуска
ракеты с подводного об󰑫екта - в данном случае ра󰑬мерност󰑭 пространства не и󰑬ме-
н󰑱етс󰑱, но мен󰑱етс󰑱 среда и услови󰑱 дви󰑨ени󰑱.

󰑪адачами оптимал󰑭ного управлени󰑱 составными системами в ра󰑬ное врем󰑱 󰑬ани-
малис󰑭, например, В. Г. Болт󰑱нский, Л. Т. Ащепков, В. Н. Ро󰑬ова (см. [2]–[5] соот-
ветственно).

Во многих работах, посв󰑱щенных 󰑬адачам подобного рода, и󰑬учаетс󰑱 в основном
вопрос оптими󰑬ации. Ме󰑨 тем во всех типичных теоремах существовани󰑱 оптимал󰑭-
ного управлени󰑱 предполагаетс󰑱 существование хот󰑱 бы одного допустимого управ-
лени󰑱, поро󰑨да󰑧щего траектори󰑧, удовлетвор󰑱󰑧щу󰑧 󰑬аданным краевым услови󰑱м,
например, управлени󰑱, перевод󰑱щего траектори󰑧 и󰑬 одного 󰑬аданного поло󰑨ени󰑱 в
другое. Последн󰑱󰑱 󰑬адача и составл󰑱ет сущност󰑭 проблемы упавл󰑱емости. Таким об-
ра󰑬ом, проблема управл󰑱емости 󰑱вл󰑱етс󰑱 ва󰑨ной и актуал󰑭ной при решении 󰑬адач
оптимал󰑭ного управлени󰑱.

Услови󰑱 управл󰑱емости дл󰑱 составных систем получены В. Р. Баргсег󰑱ном в ра-
боте [6], но лиш󰑭 в линейном случае.

Вопрос управл󰑱емости дл󰑱 некоторых классов нелинейных систем со сменой фа-
󰑬ового пространства и󰑬учалс󰑱 автором в работах [7] и [8]. Но постанока 󰑬адачи, рас-
смотренна󰑱 в насто󰑱щей работе, 󰑱вл󰑱етс󰑱 новой. Подобное сочетание дифферециал󰑭-
ных нелинейных систем ранее не и󰑬учалос󰑭.

Так в первом пространстве дви󰑨ение об󰑫екта описываетс󰑱 так на󰑬ываемыми тре-
угол󰑭ными системами. Треугол󰑭ные системы - один и󰑬 ва󰑨нейших классов нелиней-
ных систем, допуска󰑧щих отобра󰑨ение на линейные системы. Этот класс систем
описывает р󰑱д фи󰑬ических процессов (ориентаци󰑧 спутника на орбите, управление
роботом-манипул󰑱тором и другие). Класс треугол󰑭ных систем был введен и впервые
рассмотрен В. И. Коробовым в 1973 году (см. [9], стр. 615).

Во втором пространстве дви󰑨ение об󰑫екта описываетс󰑱 нелинейной системой с
управл󰑱󰑧щими во󰑬действи󰑱ми специал󰑭ного вида. Управл󰑱󰑧щее во󰑬действие име-
ет специал󰑭ну󰑧 структуру, обусловленну󰑧 фи󰑬ическими прило󰑨ени󰑱ми. Например,
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подобные управл󰑱󰑧щие во󰑬действи󰑱 во󰑬ника󰑧т в 󰑬адачах о посадке самолета в усло-
ви󰑱х ветрового во󰑬мущени󰑱, об и󰑬менении угла наклона плоскости круговой орбиты
спутника (см. [10]).

Принима󰑱 во внимание прикладной характер поставленной 󰑬адачи, ре󰑬ул󰑭таты,
полученные в насто󰑱щей работе, представл󰑱󰑧т как теоретический, так и практиче-
ский интерес.

1. Постановка 󰑬адачи

В фа󰑬овых пространствах X = Rn, Y = Rm переменных x = (x1, . . . , xn),
y = (y1, . . . , ym) дви󰑨ение об󰑫екта описываетс󰑱 нелинейными управл󰑱емыми систе-
мами дифференциал󰑭ных уравнений:

󰀻
󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀽

ẋ1 = g1(x1, x2),

ẋ2 = g2(x1, x2, x3),

· · ·
ẋn−1 = gn−1(x1, . . . , xn−1, xn),

ẋn = gn(x1, . . . , xn−1, xn, v),

(1)

где v ∈ R, t ∈ [0, τ ], x(t) ∈ X,

ẏ = f(y) +B(t)u, (2)

где f(y) ∈ C1(Rm), f(0) = 0, ∂f
∂y
(0) ∕= 0, u(t) ∈ U, t ∈ [τ, T ], y(t) ∈ Y, B(t) - матрица

ра󰑬мера m× r специал󰑭ного вида:

B(t) = B1φ1(t) +B2φ2(t).

Функции φ1(t) и φ2(t) име󰑧т непрерывные прои󰑬водные вплот󰑭 до (m − 1) - го
пор󰑱дка вкл󰑧чител󰑭но по крайней мере в окрестности некоторой точки t = t∗ ∈ [τ, T ],
так󰑨е φ1(t) и φ2(t) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 четными.

Моменты времени τ и T 󰑬аданы. Допустимыми управлени󰑱ми 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 всево󰑬-
мо󰑨ные функции u(·) ∈ U = {u(t) ∈ Rr| u(·) ∈ L∞[τ, T ]; u(t) ∈ Ω ⊂ Rr}, 0 ∈ intΩ.

󰑪дес󰑭 intΩ 󰯹 внутренност󰑭 мно󰑨ества Ω.

Функции f(y), gi(x1, . . . , xi), i = 1, n таковы, что решение 󰑬адачи Коши дл󰑱 систем
(1) и (2) существует и единственно.

Будем испол󰑭󰑬оват󰑭 схему дви󰑨ени󰑱 управл󰑱емого об󰑫екта с переходом системы
чере󰑬 нол󰑭. Опишем эту схему подробно.

В пространстве X 󰑬адано некоторое начал󰑭ное мно󰑨ество M0, в пространстве Y

󰑬адано конечное мно󰑨ество M1. На отре󰑬ке времени [0, τ ] об󰑫ект дви󰑨етс󰑱 по 󰑬акону
(1) и󰑬 начал󰑭ного мно󰑨ества M0, в момент времени τ он попадает в точку нол󰑭.
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Далее происходит переход в пространство Y , 󰑬аданный некоторым отобра󰑨ением
q : X → Y , и дал󰑭нейшее дви󰑨ение осуществл󰑱етс󰑱 в пространстве Y по 󰑬акону (2).
Причем q(x(τ)) /∈ M1 (если q(x(τ)) ∈ M1, то 󰑬адача решена).

󰑪адача: найти услови󰑱, при которых об󰑫ект, описываемый системами (1) и (2),
будет управл󰑱емым и󰑬 мно󰑨ества M0 пространства X в мно󰑨ество M1 пространства
Y .

Определение 1. Об󰑫ект, описываемый системами (1) и (2), на󰑬ываетс󰑱 управл󰑱е-
мым и󰑬 M0 в M1, если существу󰑧т такие допустимые управлени󰑱 v и u(·), что со-
ответству󰑧щие им решени󰑱 систем удовлетвор󰑱󰑧т граничным услови󰑱м x(0) ∈ M0,
x(τ) = 0 и y(τ) = q(x(τ)), y(T ) ∈ M1. (см. [7] стр. 742)

Дл󰑱 решени󰑱 поставленной 󰑬адачи будем испол󰑭󰑬оват󰑭 следу󰑧щий подход. Пуст󰑭
при выполнении некоторых условий, об󰑫ект, описываемый системой (1) 󰑱вл󰑱етс󰑱 пол-
ност󰑭󰑧 управл󰑱емым. Тогда найдетс󰑱 допустимое управление, перевод󰑱щее об󰑫ект
и󰑬 󰑬аданного начал󰑭ного мно󰑨ества M0 в нол󰑭 простраства X по решени󰑱м системы
(1) на отре󰑬ке времени [0, τ ]. Далее осуществим переход в пространство Y , 󰑬аданный
отобра󰑨ением q : X → Y , причем q(x(τ)) = q(0) = y(τ) = 0. Причем 0 /∈ M1. В
пространстве Y при некоторых услови󰑱х об󰑫ект, описываемый системой (2) 󰑱вл󰑱ет-
с󰑱 локал󰑭но нул󰑭-управл󰑱емым. Если конечное 󰑬аданное мно󰑨ество M1 содер󰑨итс󰑱
в окрестности локал󰑭ной управл󰑱емости или имеет с ней непустое пересечение, то
по определени󰑧 локал󰑭ной управл󰑱емости мы имеем во󰑬мо󰑨ност󰑭 попаст󰑭 и󰑬 нул󰑱
в M1.

Рассморим данный подход к исследовани󰑧 более подробно, при этом ра󰑬об󰑭ем
󰑬адачу на две под󰑬адачи:

1. управл󰑱емост󰑭 нелинейных систем в пространсте X;
2. локал󰑭на󰑱 нул󰑭-управл󰑱емост󰑭 нелинейных систем в пространсте Y .

2. Управл󰑱емост󰑭 нелинейных систем в пространсте X

В данной главе рассмотрим услови󰑱 управл󰑱емости треугол󰑭ных систем.
В пространстве X переменных x = (x1, . . . , xn) рассмотрим управл󰑱ему󰑧 систему:

󰀻
󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀽

ẋ1 = g1(x1, x2),

ẋ2 = g2(x1, x2, x3),

· · ·
ẋn−1 = gn−1(x1, . . . , xn−1, xn),

ẋn = gn(x1, . . . , xn−1, xn, v),

(3)
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где v ∈ R, t ∈ [0, τ ], x ∈ Rn = X.

Рассмотрим следу󰑧щу󰑧 󰑬адачу управл󰑱емости - выбрат󰑭 управление v таким
обра󰑬ом, чтобы попаст󰑭 и󰑬 мно󰑨ества M0 в нол󰑭 в пространстве X по решени󰑱м
системы (3). В главе 3 будет приведен пример, в котором будет дан способ выбора
управлени󰑱, реша󰑧щего поставленну󰑧 󰑬адачу.

Обо󰑬начим v чере󰑬 xn+1 и сформулируем теорему об управл󰑱емости (см. [11] стр.
258):

Теорема 1. Пуст󰑭 в системе (3) функции gi(x1, . . . , xi+1), i = 1, . . . , n, име󰑧т
непрерывные частные прои󰑬водные до (n− i+1) - го пор󰑱дка вкл󰑧чител󰑭но и пуст󰑭

| ∂gi
∂xi+1

| ≥ b > 0, i = 1, . . . , n при всех x1, . . . , xn+1, (4)

где b - посто󰑱нна󰑱, не 󰑬авис󰑱ща󰑱 от x1, . . . , xn+1. Тогда система (3) полност󰑭󰑧
упра󰑱вл󰑱ема 󰑬а врем󰑱 τ .

Определение 2. Об󰑫ект, описываемый системой (3), на󰑬ываетс󰑱 полност󰑭󰑧 управ-
л󰑱емым на отре󰑬ке [0, τ ], если дл󰑱 л󰑧бых x0, x1 ∈ Rn найдетс󰑱 допустимое управле-
ние v(t) ∈ V на [0, τ ], перевод󰑱щее систему (3) и󰑬 состо󰑱ни󰑱 x0 в момент времени 0 в
состо󰑱ние x1 в момент времени τ .

При выполнении условий данной теоремы, система (3) полност󰑭󰑧 управл󰑱ема 󰑬а
врем󰑱 τ , тогда по определени󰑧 полной управл󰑱емости, найдетс󰑱 допустимое управле-
ние, перевод󰑱щее об󰑫ект и󰑬 󰑬аданного начал󰑭ного мно󰑨ества M0 в нол󰑭 простраства
X по решени󰑱м системы (3) на отре󰑬ке времени [0, τ ], тем самым осуществл󰑱етс󰑱
искомый переход системы (3) и󰑬 мно󰑨ества M0 в нол󰑭 в пространстве X.

Далее осуществим переход в пространство Y , 󰑬аданный отобра󰑨ением q : X → Y ,
причем q(x(τ)) = q(0) = y(τ) = 0. И продол󰑨им исследование в пространстве Y .

3. Локал󰑭на󰑱 нул󰑭-управл󰑱емост󰑭 нелинейных систем в
пространсте Y

В данной главе рассмотрим услови󰑱 локал󰑭ной нул󰑭-управл󰑱емости дл󰑱 нелиней-
ной системы специал󰑭ного вида.

В пространстве Y = Rm рассмотрим управл󰑱ему󰑧 систему:

ẏ = f(y) +B(t)u, (5)

где f(y) ∈ C1(Rm), f(0) = 0, ∂f
∂y
(0) ∕= 0 , y ∈ Rm, t ∈ [τ, T ].
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B(t) - матрица ра󰑬мера m × r вида: B(t) = B1φ1(t) + B2φ2(t). Функции φ1(t) и
φ2(t) име󰑧т непрерывные прои󰑬водные вплот󰑭 до (m−1) - го пор󰑱дка вкл󰑧чител󰑭но
в окрестности некоторой точки t = t∗ ∈ [τ, T ], так󰑨е φ1(t) и φ2(t) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 четными.

Допустимыми управлени󰑱ми 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 всево󰑬мо󰑨ные функции
u(·) ∈ U = {u(t) ∈ Rr|u(·) ∈ L∞[τ, T ]; u(t) ∈ Ω ⊂ Rr}, 0 ∈ intΩ.

󰑪адача: Найти услови󰑱 локал󰑭ной нул󰑭-управл󰑱емости системы (5) на [τ, T ] и
выра󰑬ит󰑭 их чере󰑬 элементы матриц A, B1 и B2, где

A =
∂f

∂y
(0) ∕= 0.

Обо󰑬начим чере󰑬 S󰂃(0) открытый шар радиуса 󰂃 с центром в точке 0.

Определение 3. (см. [12] стр. 111) Управл󰑱емый об󰑫ект, описываемый системой (5),
на󰑬ываетс󰑱 локал󰑭но нул󰑭-управл󰑱емым на отре󰑬ке времени [τ, T ], если существует
󰂃 > 0 такое, что дл󰑱 л󰑧бой точки y0 ∈ S󰂃(0) об󰑫ект 󰑱вл󰑱етс󰑱 управл󰑱емым на отре󰑬ке
[τ, T ] и󰑬 начал󰑭ного поло󰑨ени󰑱 y0 на конечное мно󰑨ество M = 0. Это о󰑬начает,
что дл󰑱 л󰑧бой точки y0 ∈ S󰂃(0) существует допустимое управление u(t) такое, что
соответству󰑧щее этому управлени󰑧 решение y(t) системы (5) перейдет и󰑬 точки y0
в нул󰑭 на отре󰑬ке времени [τ, T ].

Теорема 2. Пуст󰑭 выполнены все предполо󰑨ени󰑱 на f(y), B(t) и u(t) и на отре󰑬ке
[τ, T ] существует точка t∗, в которой ранг матрицы L(t) равен m, где

L(t) = (B(t), AB(t)− B′(t), A2B(t)− 2AB′(t) +B′′(t), ...,

C0
m−1A

m−1B(t)− C1
m−1A

m−2B′(t) + ...+ (−1)m+1Cm−1
m−1A

0B(m−1)(t)).

Тогда система (5) локал󰑭но нул󰑭 – управл󰑱ема на отре󰑬ке [τ, T ].

Дока󰑬ател󰑭стводанной теоремы подробно приведено в [8].
Таким обра󰑬ом, при выполении условий теоремы 1 об󰑫ект, описываемый систе-

мой (5), локал󰑭но нул󰑭 – управл󰑱ем на [τ, T ]. Если мно󰑨ество M1 содер󰑨итс󰑱 в
окрестности локал󰑭ной управл󰑱емости или имеет с ней непустое пересечение, то-
гда при выполнении условий теоремы 1 и в силу локал󰑭ной управл󰑱емости системы
(5) об󰑫ект попадает и󰑬 нул󰑱 в мно󰑨ество M1. При этом мы воспол󰑭󰑬умс󰑱 свойством
автономности системы (5) и, рассматрива󰑱 дви󰑨ение об󰑫екта ”в обратном времени”
, т.е. рассматрива󰑱 систему ẏ = −f(y) − B(t)u, выберем управление таким обра󰑬ом,
что соответству󰑧ща󰑱 ему траектори󰑱 соединит точку нул󰑭 с точкой и󰑬 󰑬аданного
мно󰑨ества M1.
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Учитыва󰑱 ре󰑬ул󰑭таты глав 2 и 3, услови󰑱 управл󰑱емости дл󰑱 исходной 󰑬адачи,
мо󰑨но сформулироват󰑭 в виде следу󰑧щей теоремы:

Теорема 3. Пуст󰑭 функции gi(x1, . . . , xi+1), i = 1, . . . , n, име󰑧т непрерывные
частные прои󰑬водные до (n− i+ 1) - го пор󰑱дка вкл󰑧чител󰑭но и

| ∂gi
∂xi+1

| ≥ b > 0, i = 1, . . . , n при всех x1, . . . , xn+1,

где b - посто󰑱нна󰑱, не 󰑬авис󰑱ща󰑱 от x1, . . . , xn+1. Пуст󰑭 выполнены все пред-
поло󰑨ени󰑱 на f(y), B(t) и u(t). Так󰑨е на отре󰑬ке [τ, T ] существует точка t∗, в
которой ранг матрицы L(t) равен m, где

L(t) = (B(t), AB(t)− B′(t), A2B(t)− 2AB′(t) +B′′(t), ...,

C0
m−1A

m−1B(t)− C1
m−1A

m−2B′(t) + ...+ (−1)m+1Cm−1
m−1A

0B(m−1)(t)).

Тогда об󰑫ект, описываемый системами (1) и (2), 󰑱вл󰑱етс󰑱 управл󰑱емым и󰑬 мно󰑨е-
ства M0 пространства X в мно󰑨ество M1 пространства Y на отре󰑬ке времени
[0, T ].

4. Пример

Пуст󰑭 в пространстве X = R3 переменных x = (x1, x2, x3) дви󰑨ение об󰑫екта
описываетс󰑱 нелинейной системой дифференциал󰑭ных уравнений :

󰀻
󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰀽

ẋ1 = x3
1 + x2,

ẋ2 = −3x2
1x2 + x3,

ẋ3 = −15x7
1 − 15x4

1x2 + v,

(6)

где v ∈ R, t ∈ [0, 1].
󰑪адана начал󰑭на󰑱 точка x0 = (1,−2,−1) и конечна󰑱 точка x1 = (0, 0, 0). Так󰑨е

в пространстве X 󰑬адано отобра󰑨ение q, с помощ󰑭󰑧 которого осуществл󰑱етс󰑱 пе-
реход об󰑫екта и󰑬 пространства X в пространство Y : q(x1, x2, x3) = (y1, y2), причем
q(0, 0, 0) = (0, 0).

В пространстве Y = R2 описываетс󰑱 следу󰑧щей системой дифференциал󰑭ных
уравнений: 󰀻

󰀿

󰀽
ẏ1(t) = y21 − y2 + t sin tu1,

ẏ2(t) = y22 − y1 + cos tu2,
(7)

где t ∈ [1, 5], u(·) ∈ U = {u(t) ∈ R2|u(·) ∈ L∞[1, 5]; u(t) ∈ Ω ⊂ R2}, 0 ∈ intΩ.
В пространстве Y = R2 󰑬адано конечное мно󰑨ество M1 = (1, 1).
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󰑪адача: Исследоват󰑭, 󰑱вл󰑱етс󰑱 ли об󰑫ект, описываемый системами (6) и (7)
управл󰑱емым и󰑬 точки x0 пространства X = R3 на мно󰑨ество M1 пространства
Y = R2 на отре󰑬ке [0, 5].

Решение:
Рассмотрим сначала 󰑬адачу управл󰑱емости и󰑬 точки x0 = (1,−2,−1) в точку

x1 = (0, 0, 0) 󰑬а врем󰑱 T = 1 в пространстве X:
Система (6) 󰑱вл󰑱етс󰑱 системой треугол󰑭ного вида и с помощ󰑭󰑧 󰑬амены перемен-

ных 󰀻
󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰀽

z1 = x1,

z2 = x3
1 + x2,

z3 = 3x5
1 + x3

(8)

приводитс󰑱 к линейной системе:

󰀻
󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰀽

ż1 = z2,

ż2 = z3,

ż3 = v.

(9)

Управление v(t) выберем таким обра󰑬ом, чтобы 󰑬а врем󰑱 T = 1 попаст󰑭 и󰑬 точки
z0 = (1,−1, 1) в точку z1 = z(1) = (0, 0, 0). Т.о. управление v(t) имеет вид:

v(t) = −bT0 e
−AT

0 tW−1
0 z0,

где W−1
0 - матрица обратна󰑱 к матрице

W0 =

1󰁝

0

e−A0τb0b
T
0 e

−AT
0 τdτ.

Выбранное управление v(t), перевод󰑱щее точку x0 = (1,−2,−1) в точку
x1 = (0, 0, 0) в силу системы (6), совпадает с управлением, перевод󰑱щим точку
z0 = (1,−1, 1) в точку z1 = (0, 0, 0) в силу системы (9).

Итак, получаем:

W0 =

󰀳

󰁅󰁃

1
20

−1
8

1
6

−1
8

1
3

−1
2

1
6

−1
2

1

󰀴

󰁆󰁄 ,

W−1
0 =

󰀳

󰁅󰁃
720 360 60

360 192 36

60 36 9

󰀴

󰁆󰁄
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и управление v(t) примет вид

v(t) = −210t2 + 204t− 33.

Таким обра󰑬ом, траектории системы (9), соедин󰑱󰑧щие точки

z0 = (1,−1, 1) и z1 = (0, 0, 0),

име󰑧т вид: 󰀻
󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰀽

z1 = −7t5

2
+ 17t4

2
− 11t3

2
,

z2 = −35t4

2
+ 34t3 − 33t2

2
,

z3 = −70t3 + 102t2 − 33t.

(10)

Тогда, испол󰑭󰑬у󰑱 󰑬амену (8) и (10) получаем, что траектории системы (6) соедин󰑱󰑧-
щие точки x0 = (1,−2,−1) и x1 = (0, 0, 0), име󰑧т вид:

󰀻
󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰀽

x1 = −7t5

2
+ 17t4

2
− 11t3

2
,

x2 = −35t4

2
+ 34t3 − 33t2

2
− (−7t5

2
+ 17t4

2
− 11t3

2
)3,

x3 = −70t3 + 102t2 − 33t− 3(−7t5

2
+ 17t4

2
− 11t3

2
)5.

(11)

Т. о. управление v(t) = −210t2+204t−33 перводит об󰑫ект, описываемый системой (6)
по траектори󰑱м (11) и󰑬 точки x0 = (1,−2,−1) в точку x1 = (0, 0, 0).

Далее осуществим переход в постранство Y = R2 и исследуем локал󰑭ну󰑧 нул󰑭-
управл󰑱емост󰑭 системы (7).

Во󰑬󰑭мем в качестве точки t∗ точку t = π
2
. Тогда ранг матрицы

L(
π

2
) =

󰀣
π
2

−1 −2

0 −π
2
+ 1 2

󰀤

равен двум и по теореме 2 система (7) 󰑱вл󰑱етс󰑱 локал󰑭но нул󰑭-управл󰑱емой на от-
ре󰑬ке [1, 5].

В силу того, что конечное мно󰑨ество M1 имеет непустое пересечение с окрест-
ност󰑭󰑧 локал󰑭ной нул󰑭-управл󰑱емости и учитыва󰑱 автономност󰑭 системы (7), рас-
смотрев дви󰑨ение об󰑫екта “в обратном времени”, найдетс󰑱 допустимое управление,
что соответству󰑧ща󰑱 ему траектори󰑱, соединит точку нул󰑭 и мно󰑨ество M1.

󰑪акл󰑧чение

В работе исследована управл󰑱ема󰑱 дифференциал󰑭на󰑱 система следу󰑧щей
структуры. На двух интервалах времени 󰑬аданы две нелинейные системы, ка󰑨да󰑱
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и󰑬 которых имеет прикладное 󰑬начение, и отобра󰑨ение, 󰑬ада󰑧щее переход и󰑬 одно-
го пространства в другое. Дл󰑱 󰑬адачи и󰑬учена проблема управл󰑱емости и получе-
ны достаточные услови󰑱 управл󰑱емости 󰑬аданной системы и󰑬 начал󰑭ного мно󰑨ества
одного пространства в конечное мно󰑨ество другого пространства. Данный класс со-
ставных систем ранее не рассматривалс󰑱. Так󰑨е в работе рассмотрен пример, илл󰑧-
стриру󰑧щий данный подход к исследовани󰑧.

В силу того, что поставленна󰑱 󰑬адача имеет прикладной характер, планируетс󰑱 ее
дал󰑭нейшее ра󰑬витие, т.е. рассмотрение других классов нелинейных систем, а так󰑨е
ра󰑬личных вариантов дви󰑨ени󰑱 об󰑫екта.
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On antiperiodic boundary value problem for a semilinear differential
inclusion of a fractional order 2 < q < 3.

Petrosyan G. G.

Abstract. The investigation of control systems with nonlinear units forms a complicated
and very important part of contemporary mathematical control theory and harmonic analysis,
which has numerous applications and attracts the attention of a number of researchers around the
world. In turn, the development of the theory of differential inclusions is associated with the fact
that they provide a convenient and natural tool for describing control systems of various classes,
systems with discontinuous characteristics, which are studied in various branches of the optimal
control theory, mathematical physics, radio physics, acoustics etc. One of the best approaches
to the study of this kind of problems is provided by the methods of multivalued and nonlinear
analysis, which are distinguished as very powerful, effective and useful. However, the solving
of these problems within the frameworks of existing theories is often a very difficult problem,
since many of them find sufficiently adequate description in terms of differential equations and
inclusions with fractional derivatives. The theory of differential equations of fractional order
originates from the ideas of Leibniz and Euler, but only by the end of the XX century, interest
in this topic increased significantly. In the 70s - 80s, this direction was greatly developed by the
works of A. A. Kilbas, S. G. Samko, O. I. Marichev, I. Podlubny, K. S. Miller, B. Ross, R. Hilfer,
F. Mainardi, H. M. Srivastava. Notice that the research in this direction will open up prospects
and new opportunities for the studying of non-standard systems that specialists encounter while
describing the development of physical and chemical processes in porous, rarefied and fractal
media. It is known that a periodic boundary value problem is one of the classical boundary value
problems of differential equations and inclusions. At the same time, in recent years, along with
periodic boundary value problems, antiperiodic boundary value problems are of great interest
due to their applications in physics and interpolation problems.

1Исследование выполнено при финансовой поддер󰑨ке РФФИ в рамках научного проекта 󰎍 19-31-
60011.
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In this paper, we study an antiperiodic boundary value problem for semilinear differential
inclusions with Caputo fractional derivative of order 2 < q < 3 in Banach spaces. We assume
that the nonlinear part is a multivalued map obeying the conditions of the Caratheodory type,
boundedness on bounded sets, and the regularity condition expressed in terms of measures
of noncompactness. In the first section, we present a necessary information from fractional
analysis, Mittag – Leffler function, theory of measures of noncompactness, and multivalued
condensing maps. In the second section, we construct the Green’s function for the given
problem, then, we introduce into consideration a resolving multivalued integral operator in
the space of continuous functions. The solutions to the boundary value problem are fixed
points of the resolving multioperator. Therefore, we use a generalization of Sadovskii type
theorem to prove their existence. Then, we first prove that the resolving multioperator is upper
semicontinuous and condensing with respect to the two-component measure of noncompactness
in the space of continuous functions. In a proof of a main theorem of the paper, we show that
a resolving multioperator transforms a closed ball into itself. Thus, we obtain that the resolving
multioperator obeys all the conditions of the fixed point theorem and we prove the existence of
solutions to the antiperiodic boundary value problem.

Keywords: differential inclusion, fractional derivative, antiperiodic boundary value problem,
Green function, measure of noncompactness, fixed point, condensing multimap.

Введение

В последние дес󰑱тилети󰑱 󰑬начител󰑭ное ра󰑬витие получила теори󰑱 дробного ана-
ли󰑬а и дифференциал󰑭ных уравнений и вкл󰑧чений дробного пор󰑱дка. Интерес к
этой тематике усилилс󰑱 не случайно, так как данна󰑱 теори󰑱 имеет многочленные
прило󰑨ени󰑱 в ра󰑬личных ра󰑬делах прикладной математики, фи󰑬ики, ин󰑨енерии,
биологии, экономики и др. (см. монографии [1]–[5]). На данный момент ра󰑬работаны
ра󰑬личные подходы к ра󰑬решимости дифференциал󰑭ных уравнений и краевых 󰑬адач
дл󰑱 них, в случае дробного пор󰑱дка q ∈ (0, 1) (см. стат󰑭и [6]–[9] и име󰑧щиес󰑱 в них
ссылки). В последнее врем󰑱 активно исследу󰑧тс󰑱 дифференциал󰑭ные уравнени󰑱 и
вкл󰑧чени󰑱 дробного пор󰑱дка q > 1.

В то󰑨е врем󰑱 в последние годы на р󰑱ду с периодическими краевыми 󰑬адачами
бол󰑭шой интерес представл󰑱󰑧т антипериодические краевые 󰑬адачи благодар󰑱 при-
ло󰑨ени󰑱м в фи󰑬ике и в интерпол󰑱ционных 󰑬адачах (см., например, работы [10]–[12]
и име󰑧щиес󰑱 в них ссылки). Опишем кратко некоторые у󰑨е полученные ре󰑬ул󰑭таты
в этом направлении исследований. В работе [13] авторы с помощ󰑭󰑧 теории степени
Лере–Шаудера и метода функции Грина, дока󰑬ыва󰑧т существование решений дл󰑱
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краевой антипериодической 󰑬адачи вида
CDqx(t) = f(t, x(t)), t ∈ [0, T ],

x(0) = −x(T ), x′(0) = −x′(T ),

где символом CDq – обо󰑬начаетс󰑱 дробна󰑱 прои󰑬водна󰑱 Капуто пор󰑱дка q ∈ (1, 2)

и f : [0, T ] × R → R непрерывна󰑱 функци󰑱. В стат󰑭е [14] авторы на основе метода
функции Грина и теоремы Красносел󰑭ского–Крейна о неподви󰑨ной точке ра󰑬решили
следу󰑧щу󰑧 краеву󰑧 󰑬адачу

CDqx(t) = f(t, x(t)), t ∈ [0, T ],

x(0) = −x(T ), x′(0) = −x′(T ), x′′(0) = −x′′(T ), x′′′(0) = −x′′′(T ),

дл󰑱 случа󰑱 дробного пор󰑱дка q ∈ (3, 4) и непрерывной функции f : [0, T ]× R → R.
В работе [15] исследовалас󰑭 ра󰑬решимост󰑭 в сепарабел󰑭ном банаховом простран-

стве E краевой 󰑬адачи дл󰑱 полулинейного дифференциал󰑭ного уравнени󰑱 дробного
пор󰑱дка следу󰑧щего вида

CDqx(t) = λx(t) + f(t, x(t)), t ∈ [0, T ],

с граничным антипериодическим условием

x(0) = −x(T ), x′(0) = −x′(T ),

где дробна󰑱 прои󰑬водна󰑱 Капуто пор󰑱дка q ∈ (1, 2), число λ > 0, f : [0, T ]×E → E –
нелинейное отобра󰑨ение.

В насто󰑱щей стат󰑭е мы исследуем ра󰑬решимост󰑭 в сепарабел󰑭ном банаховом про-
странстве E антипериодической краевой 󰑬адачи дл󰑱 полулинейного дифференциал󰑭-
ного вкл󰑧чени󰑱 дробного пор󰑱дка следу󰑧щего вида

CDqx(t) ∈ λx(t) + F (t, x(t)), t ∈ [0, T ], (1)

x(0) = −x(T ), x′(0) = −x′(T ), x′′(0) = −x′′(T ) (2)

где CDq – дробна󰑱 прои󰑬водна󰑱 Капуто пор󰑱дка q ∈ (2, 3), число λ > 0,

F : [0, T ]× E ⊸ E – нелинейное много󰑬начное отобра󰑨ение.

1. Предварител󰑭ные сведени󰑱

1.1. Дробный анали󰑬. Вначале приведем необходимые ба󰑬овые сведени󰑱 и󰑬 дроб-
ного анали󰑬а (см. монографии [3, 4]).
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Определение 1. Дробным интегралом пор󰑱дка q > 0 функции g : [0, T ] → R на󰑬ы-
ваетс󰑱 функци󰑱 Iqg следу󰑧щего вида:

Iqg(t) =
1

Γ(q)

t󰁝

0

(t− s)q−1g(s) ds,

где Γ – это гамма-функци󰑱 Эйлера.

Отметим, что дл󰑱 гамма-функции Эйлера имеет место свойство (см., например,
[4]):

1

Γ(q)
= 0, дл󰑱 q = 0,−1,−2, .... (3)

Определение 2. Дробной прои󰑬водной Капуто пор󰑱дка q ≥ 0 функции
g ∈ Cn([0, T ]) на󰑬ываетс󰑱 функци󰑱 CDqg следу󰑧щего вида:

CDqg(t) =
1

Γ(n− q)

t󰁝

0

(t− s)n−q−1g(n)(s) ds, n = [q] + 1.

Ва󰑨ное 󰑬начение в дробном анали󰑬е имеет функци󰑱 Миттаг–Лефлера.

Определение 3. Функци󰑱 вида

Eq,β(z) =
∞󰁛

n=0

zn

Γ(qn+ β)
, q > 0, β ∈ C, z ∈ C,

на󰑬ываетс󰑱 функцией Миттаг–Леффлера.

Рассмотрим 󰑬адачу Коши дл󰑱 одномерного дифференциал󰑭ного уравнени󰑱 дроб-
ного пор󰑱дка 2 < q < 3 :

CDqx(t) = λx(t) + f(t), t ∈ [0, T ], (4)

x(0) = c1, x
′(0) = c2, x

′′(0) = c3, (5)

где λ ∈ R, f : [0, T ] → R – интегрируема󰑱 функци󰑱. Единственным решением (см. [3])
данной 󰑬адачи 󰑱вл󰑱етс󰑱 функци󰑱

x(t) = c1Eq,1(λt
q) + c2tEq,2(λt

q) + c3t
2Eq,3(λt

q) +

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s) ds. (6)

В дал󰑭нейшем нам понадоб󰑱тс󰑱 следу󰑧щие соотношени󰑱 и утвер󰑨дени󰑱 (см. [1])

Eq,β(t) =
1

Γ(β)
+ tEq,β+q(t), (7)
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󰀓 d

dt

󰀔n

(tβ−1Eq,β(λt
q)) = tβ−n−1Eq,β−n(λt

q), (8)
z󰁝

0

tβ−1Eq,β(λt
q)dt = zβEq,β+1(λz

q), (9)

Лемма 1. (см. [16]) Дл󰑱 функции f ∈ L∞([0, T ];E) и α > 1, β ∈ R, справедливо
равенство

󰀓 t󰁝

0

(t− s)α−1Eα,β(λ(t− s)α)f(s) ds
󰀔′

t
=

t󰁝

0

(t− s)α−2Eα,β−1(λ(t− s)α)f(s) ds.

1.2. Меры некомпактности и уплотн󰑱󰑧щие мул󰑭тиотобра󰑨ени󰑱. Пуст󰑭 E

банахово пространство. Введем следу󰑧щие обо󰑬начени󰑱:

• P (E ) = {A ⊆ E : A ∕= ∅} ;
• Pb(E ) = {A ∈ P (E ) : A− ограничено} ;
• Pv(E ) = {A ∈ P (E ) : A− выпукло} ;
• K(E ) = {A ∈ Pb(E ) : A− компактно} ;
• Kv(E ) = Pv(E ) ∩K(E ).

Определение 4. (См., например, [17, 18]). Пуст󰑭 (A ,≥) частично–упор󰑱доченное
мно󰑨ество. Функци󰑱 β : Pb(E ) → A на󰑬ываетс󰑱 мерой некомпактности (мнк) в
E , если дл󰑱 ка󰑨дого Ω ∈ Pb(E ) выполн󰑱етс󰑱 β(coΩ) = β(Ω), где coΩ обо󰑬начает
󰑬амыкание выпуклой оболочки Ω.

Мера некомпактности β на󰑬ываетс󰑱:

1) монотонной, если дл󰑱 л󰑧бых Ω0,Ω1 ∈ Pb(E ), вкл󰑧чение Ω0 ⊆ Ω1 влечет нера-
венство β(Ω0) ≤ β(Ω1);

2) несингул󰑱рной, если дл󰑱 л󰑧бого a ∈ E и л󰑧бого Ω ∈ Pb(E ) выполн󰑱етс󰑱 ра-
венство β({a} ∪ Ω) = β(Ω).

Если A конус в банаховом пространстве, то мера некомпактности β на󰑬ываетс󰑱:

4) правил󰑭ной, если равенство β(Ω) = 0 эквивалентно относител󰑭ной компактно-
сти мно󰑨ества Ω ∈ Pb(E );

5) вещественной, если A подмно󰑨ество действител󰑭ных чисел R с естественным
пор󰑱дком;

6) алгебраически полуаддитивной, если β(Ω0 + Ω1) ≤ β(Ω0) + β(Ω1), дл󰑱 всех
Ω0,Ω1 ∈ Pb(E ).
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Примером вещественной мнк, удовлетвор󰑱󰑧щей всем вышеперечисленным свой-
ствам, 󰑱вл󰑱етс󰑱 мнк Хаусдорфа χ(Ω):

χ(Ω) = inf{ε > 0, дл󰑱 которых Ω имеет конечну󰑧 ε-сет󰑭 в E }.

Отметим, что мнк Хаусдорфа удовлетвор󰑱ет так󰑨е свойству полуоднородности
χ(λΩ) = |λ|χ(Ω), дл󰑱 всех λ ∈ R и Ω ∈ Pb(E ). Более того, если L : E → E –
линейный ограниченный оператор, то χ(L (Ω)) ≤ 󰀂L 󰀂χ(Ω) дл󰑱 л󰑧бого Ω ∈ Pb(E ).

Норма мно󰑨ества M ∈ Pb(E ) определ󰑱етс󰑱 по формуле 󰀂M󰀂 = supx∈M 󰀂x󰀂E .

Следу󰑧щие пон󰑱ти󰑱 и утвер󰑨дени󰑱 мо󰑨но найти в монографи󰑱х [17, 18].

Определение 5. Пуст󰑭 X – метрическое пространство. Много󰑬начное отобра󰑨ение
(мул󰑭тиотобра󰑨ение) F : X → P (E ) на󰑬ываетс󰑱:

(i) полунепрерывным сверху (п.н.с.), если F−1(V ) = {x ∈ X : F (x) ⊂ V } – от-
крытое подмно󰑨ество X дл󰑱 л󰑧бого открытого мно󰑨ества V ⊂ E ,

(ii) 󰑬амкнутым, если график ΓF = {(x, y) : y ∈ F (x)} – 󰑬амкнутое подмно󰑨ество
X × E ,

(iii) компактным, если F (X) – относител󰑭но компактно в E ,

(iv) ква󰑬икомпактным, если су󰑨ение на л󰑧бое компактное подмно󰑨ество A ⊂ X

компактно.

Лемма 2. Пуст󰑭 X и Y – метрические пространства и F : X → K(Y ) – 󰑬амкну-
тое ква󰑬икомпактное мул󰑭тиотобра󰑨ение, тогда F – п.н.с.

Определение 6. Мул󰑭тиотобра󰑨ение F : X ⊆ E → K(E ) на󰑬ываетс󰑱 уплотн󰑱󰑧-
щим относител󰑭но мнк β (β - уплотн󰑱󰑧щим), если дл󰑱 л󰑧бого ограниченного мно󰑨е-
ства Ω ⊆ X не 󰑱вл󰑱󰑧щегос󰑱 относител󰑭но компактным выполнено β(F (Ω)) ∕≥ β(Ω).

Справедлива следу󰑧ща󰑱 теорема о неподви󰑨ной точке дл󰑱 уплотн󰑱󰑧щих мул󰑭-
тиотобра󰑨ений (см., например, [17]).

Теорема 1. Пуст󰑭 M – выпуклое 󰑬амкнутое подмно󰑨ество E и F : M → Kv(M )

– 󰑬амкнутое β - уплотн󰑱󰑧щее мул󰑭тиотобра󰑨ение, где β – несингул󰑱р-
на󰑱 мера некомпактности в E . Тогда мно󰑨ество неподви󰑨ных точек F :
FixF := {x : x ∈ F (x)} – непустое мно󰑨ество.

1.3. И󰑬меримые мул󰑭тифункции. Напомним некоторые пон󰑱ти󰑱 (см., например,
[17, 18]). Пуст󰑭 E – банахово пространство.

Определение 7. Мул󰑭тифункци󰑱 G : [0, T ] → K(E), дл󰑱 p ≥ 1, на󰑬ываетс󰑱:
•Lp -интегрируемой, если она допускает Lp - интегрируемое сечение по Бохнеру,

т.е. существует функци󰑱 g ∈ Lp ([0, T ];E) така󰑱, что g(t) ∈ G(t) дл󰑱 п. в. t ∈ [0, T ];
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•Lp -интеграл󰑭но ограниченной, если существует функци󰑱 ξ ∈ Lp([0, T ]) така󰑱,
что:

󰀂G(t)󰀂 := sup {󰀂g󰀂E : g(t) ∈ G(t)} ≤ ξ(t)

дл󰑱 п. в. t ∈ [0, T ].

Мно󰑨ество всех Lp - интегрируемых сечений мул󰑭тифункции G : [0, T ] → K(E)

обо󰑬начаетс󰑱 S p
G.

Определение 8. Последовател󰑭ност󰑭 функций {ξn} ⊂ Lp([0, T ];E), p ≥ 1, на󰑬ыва-
етс󰑱 Lp-полукомпактной, если она Lp-интеграл󰑭но ограничена, то ест󰑭

󰀂ξn(t)󰀂E ≤ v(t) дл󰑱 всехn = 1, 2, ..., и п.в. t ∈ [0, T ],

где v ∈ Lp
+([0, T ]) и мно󰑨ество {ξn(t)} относител󰑭но компактно в E дл󰑱 п.в. t ∈ [0, T ].

Определение 9. Мул󰑭тифункци󰑱 G на󰑬ываетс󰑱 и󰑬меримой, если G−1(V ) и󰑬меримо
(относител󰑭но меры Лебега на отре󰑬ке [0, T ]) дл󰑱 л󰑧бого открытого подмно󰑨ества
V ⊂ E. Мул󰑭тифункци󰑱 G на󰑬ываетс󰑱 сил󰑭но и󰑬меримой, если существует последо-
вател󰑭ност󰑭 ступенчатых мул󰑭тифункций Gn : [0, T ] → K(E) така󰑱, что:

lim
n→∞

H (Gn(t), G(t)) = 0,

дл󰑱 п.в. t ∈ [0, T ], где H – хаусдорфова метрика в K(E).

Отметим, что в случае сепарабел󰑭ного пространства E, пон󰑱ти󰑱 и󰑬меримой и
сил󰑭но и󰑬меримой мул󰑭тифункции совпада󰑧т. Если G сил󰑭но и󰑬мерима и Lp - инте-
грал󰑭но ограничена, то она Lp - интегрируема. Дл󰑱 Lp-интегрируемой мул󰑭тифунк-
ции G определен много󰑬начный интеграл

t󰁝

0

G(s)ds :=

󰀻
󰀿

󰀽

t󰁝

0

g(s)ds : g ∈ S p
G

󰀼
󰁀

󰀾 ,

дл󰑱 л󰑧бого t ∈ [0, T ].

Лемма 3. (см. [17], Теорема 4.2.3.) Пуст󰑭 E – сепарабел󰑭ное банахово простран-
ство. Пуст󰑭 G : [0, T ] → P (E) Lp - интегрируема󰑱 и Lp - интеграл󰑭но ограничен-
на󰑱 мул󰑭тифункци󰑱 така󰑱, что

χ(G(t)) ≤ q(t),

дл󰑱 п. в. t ∈ [0, T ], где q ∈ Lp
+([0, T ]). Тогда

χ(

t󰁝

0

G(s)ds) ≤
t󰁝

0

q(s)ds,
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дл󰑱 всех t ∈ [0, T ]. В частности, если мул󰑭тифункци󰑱 G : [0, T ] → K(E) и󰑬мерима
и Lp - интеграл󰑭но ограничена, то функци󰑱 χ(G(·)) интегрируема, причем:

χ(

t󰁝

0

G(s)ds) ≤
t󰁝

0

χ(G(s))ds, t ∈ [0, T ].

Лемма 4. (см. [17], Теорема 4.2.1.) Пуст󰑭 последовател󰑭ност󰑭 функций
{ξn} ⊂ L1([0, T ];E), дл󰑱 всех n = 1, 2, ... и п. в. t ∈ [0, T ], 󰑱вл󰑱етс󰑱 L1- интеграл󰑭но
ограниченной. Предполо󰑨им, что

χ({ξn(t)}) ≤ α(t),

дл󰑱 п.в. t ∈ [0, T ], где α ∈ L1
+([0, T ]). Тогда дл󰑱 л󰑧бого δ > 0 существует компактное

мно󰑨ество Kδ ⊂ E и мно󰑨ество mδ ⊂ [0, T ], с лебеговой мерой mδ < δ, а так󰑨е
мно󰑨ество функций Gδ ⊂ L1([0, T ];E) со 󰑬начени󰑱ми в Kδ, такие, что дл󰑱 ка󰑨дого
n ≥ 1 существует функци󰑱 bn ∈ Gδ, дл󰑱 которой

󰀂ξn(t)− bn(t)󰀂E ≤ 2α(t) + δ, t ∈ [0, T ]\mδ.

Более того, последовател󰑭ност󰑭 {bn} мо󰑨ет быт󰑭 выбрана так, что bn ≡ 0 на mδ

и эта последовател󰑭ност󰑭 слабо компактна.

2. Полученные ре󰑬ул󰑭таты

Рассмотрим в сепарабел󰑭ном банаховом пространстве E краеву󰑧 󰑬адачу (4)–(5):
CDqx(t) = λx(t) + f(t), t ∈ [0, T ], 2 < q < 3,

x(0) = c1, x
′(0) = c2, x

′′(0) = c3

где f : [0, T ] → E.

Определение 10. Решением краевой 󰑬адачи (4)–(5) на󰑬ываетс󰑱 функци󰑱
x ∈ C([0, T ];E), удовлетвор󰑱󰑧ща󰑱 равенству

x(t) = c1Eq,1(λt
q) + c2tEq,2(λt

q) + c3t
2Eq,3(λt

q) +

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s) ds.

Лемма 5. Пуст󰑭 f ∈ C([0, T ];E) и

v := (1 + Eq,1(λT
q))3 + E2

q,0(λT
q)Eq,3(λT

q) + Eq,−1(λT
q)E2

q,2(λT
q)−

Eq,−1(λT
q)Eq,3(λT

q)(1 + Eq,1(λT
q))− 2Eq,0(λT

q)Eq,2(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q)) ∕= 0. (10)
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Тогда краева󰑱 󰑬адача (4), (2) имеет единственное решение x(t) =
󰁕 T

0
G(t, s)f(s)ds,

где функци󰑱 Грина G(t, s) имеет следу󰑧щий вид

G(t, s) =

󰀻
󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀽

v−1
󰁫
v1(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q) + v2T (T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)+

v3T
2(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)

󰁬
Eq,1(λt

q)+

v−1
󰁫
v4T

−1(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q) + v5(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)+

v2T (T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)
󰁬
tEq,2(λt

q)+

v−1
󰁫
v6T

−2(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q) + v4T
−1(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)+

v1(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)
󰁬
t2Eq,3(λt

q)+

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q), 0 ≤ s ≤ t < T,

v−1
󰁫
v1(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q) + v2T (T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)+

v3T
2(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)

󰁬
Eq,1(λt

q)+

v−1
󰁫
v4T

−1(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q) + v5(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)+

v2T (T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)
󰁬
tEq,2(λt

q)+

v−1
󰁫
v6T

−2(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q) + v4T
−1(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)+

v1(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)
󰁬
t2Eq,3(λt

q), 0 ≤ t < s < T,

где

v1 = Eq,0(λT
q)Eq,2(λT

q)− (1 + Eq,1(λT
q))2,

v2 = Eq,2(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q))− Eq,0(λT
q)Eq,3(λT

q),

v3 = Eq,3(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q))− E2
q,2(λT

q),

v4 = Eq,0(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q))− Eq,−1(λT
q)Eq,2(λT

q),

v5 = Eq,−1(λT
q)Eq,3(λT

q)− (1 + Eq,1(λT
q))2,

v6 = Eq,−1(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q))− E2
q,0(λT

q).

Дока󰑬ател󰑭ство. Решение краевой 󰑬адачи (4), (5) в банаховом пространстве E, как
было отмечено выше, имеет следу󰑧щий вид

x(t) = c1Eq,1(λt
q) + c2tEq,2(λt

q) + c3t
2Eq,3(λt

q) +

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s) ds.
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Испол󰑭󰑬у󰑱 формулу (8), а так󰑨е лемму 1, мы мо󰑨ем найти его прои󰑬водные

x′(t) = c1t
−1Eq,0(λt

q) + c2Eq,1(λt
q) + c3tEq,2(λt

q) +

t󰁝

0

(t− s)q−2Eq,q−1(λ(t− s)q)f(s) ds.

x′′(t) = c1t
−2Eq,−1(λt

q)+c2t
−1Eq,0(λt

q)+c3Eq,1(λt
q)+

t󰁝

0

(t−s)q−3Eq,q−2(λ(t−s)q)f(s) ds.

Благодар󰑱 свойству (3) справедливы равенства
1

Γ(0)
=

1

Γ(−1)
= 0,

поэтому дл󰑱 функций Eq,0(λt
q) и Eq,−1(λt

q) мы имеем

Eq,0(λt
q) =

∞󰁛

n=0

(λtq)n

Γ(qn)
=

1

Γ(0)
+

∞󰁛

n=1

(λtq)n

Γ(qn)
=

∞󰁛

n=1

(λtq)n

Γ(qn)
,

Eq,−1(λt
q) =

∞󰁛

n=0

(λtq)n

Γ(qn− 1)
=

1

Γ(−1)
+

∞󰁛

n=1

(λtq)n

Γ(qn− 1)
=

∞󰁛

n=1

(λtq)n

Γ(qn− 1)
,

следовател󰑭но

t−1Eq,0(λt
q) =

∞󰁛

n=1

λntqn−1

Γ(qn)
, t−2Eq,−1(λt

q) =
∞󰁛

n=1

λntqn−2

Γ(qn− 1)
.

Испол󰑭󰑬у󰑱 последние равенства, имеем

x(0) = c1, x′(0) = c2, x′′(0) = c3.

В силу краевых условий (2), мы получаем систему уравнений
󰀻
󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀽

−c1 = c1Eq,1(λT
q) + c2TEq,2(λT

q) + c3T
2Eq,3(λT

q)+

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s) ds,

−c2 = c1T
−1Eq,0(λT

q) + c2Eq,1(λT
q) + c3TEq,2(λT

q)+

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s) ds,

−c3 = c1T
−2Eq,−1(λT

q) + c2T
−1Eq,0(λT

q) + c3Eq,1(λT
q)+

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s) ds.
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Решение последней системы ест󰑭 тройка

c1 =v−1
󰁫
v1

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s)ds+ v2T

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s)ds+

v3T
2

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s)ds
󰁬
,

c2 =v−1
󰁫
v4T

−1

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s)ds+ v5

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s)ds+

v2T

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s)ds
󰁬
,

c3 =v−1
󰁫
v6T

−2

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s)ds+

v4T
−1

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s)ds+ v1

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s)ds
󰁬
.

Подставл󰑱󰑱 найденные коэффициенты в формулу дл󰑱 решени󰑱, мы получаем

x(t) =v−1
󰁫
v1

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s)ds+ v2T

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s)ds+

v3T
2

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s)ds
󰁬
Eq,1(λt

q)+

v−1
󰁫
v4T

−1

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s)ds+

v5

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s)ds+

v2T

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s)ds
󰁬
tEq,2(λt

q)+
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v−1
󰁫
v6T

−2

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)f(s)ds+

v4T
−1

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)f(s)ds+

v1

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)f(s)ds
󰁬
t2Eq,3(λt

q)+

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s) ds =

T󰁝

0

G(t, s)f(s)ds.

□

Дл󰑱 того, чтобы установит󰑭 аналогичный ре󰑬ул󰑭тат дл󰑱 функции
f ∈ L∞([0, T ];E), нам потребу󰑧тс󰑱 следу󰑧щие утвер󰑨дени󰑱.

Лемма 6. Дл󰑱 вс󰑱кой функции f ∈ L∞([0, T ];E) существует последовател󰑭ност󰑭
{fn} ⊂ C([0, T ];E) така󰑱, что fn(t) → f(t) во всех точках Лебега функции f и󰑬
[0, T ], причем 󰀂fn󰀂C([0,T ];E) ≤ 󰀂f󰀂L∞([0,T ];E) .

Примером такой последовател󰑭ности мо󰑨ет послу󰑨ит󰑭 следу󰑧ща󰑱, построенна󰑱
на основе проектора Стеклова

fn(t) =

󰀫
1
2n

󰁕 t+ 1
n

t− 1
n

f̂(s)ds, t ∈ [0, T ];

0, t /∈ [0, T ],

f̂(t) =

󰀫
f(t), t ∈ [0, T ];

0, t /∈ [0, T ].

Лемма 7. (см. [19]) Дл󰑱 вс󰑱кой функции f ∈ L∞([0, T ];E) мно󰑨ество ее точек
Лебега ест󰑭 мно󰑨ество полной меры дл󰑱 [0, T ].

Таким обра󰑬ом, дл󰑱 функции f ∈ L∞([0, T ];E) существует последовател󰑭ност󰑭
{fn} ⊂ C([0, T ];E) така󰑱, что fn(t) → f(t) дл󰑱 п.в. t ∈ [0, T ]. Поэтому мы мо󰑨ем
построит󰑭 функци󰑧 Грина дл󰑱 краевой 󰑬адачи (4), (2), име󰑧щу󰑧 тот 󰑨е вид, что и
в последней лемме, но у󰑨е при условии, что f ∈ L∞([0, T ];E).

Будем полагат󰑭, что мул󰑭тиотобра󰑨ение F : [0, T ]×E → Kv(E) и󰑬 󰑬адачи (1)–(2)
удовлетвор󰑱ет следу󰑧щим услови󰑱м:

(F1) дл󰑱 всех x ∈ E мул󰑭тифункци󰑱 F (·, x) : [0, T ] → Kv(E) допускает и󰑬меримое
сечение;
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(F2) дл󰑱 п.в. t ∈ [0, T ] много󰑬начное отобра󰑨ение F (t, ·) : E → Kv(E) – полуне-
прерывно сверху;

(F3) дл󰑱 ка󰑨дого r > 0 существует функци󰑱 ωr ∈ L∞
+ ([0, T ]) така󰑱, что дл󰑱

л󰑧бого x ∈ E с 󰀂x󰀂E < r, мы имеем

󰀂F (t, x)󰀂E ≤ ωr(t);

(F4) существует функци󰑱 µ ∈ L∞
+ ([0, T ]) така󰑱, что дл󰑱 л󰑧бого ограниченного

мно󰑨ества Ω ⊂ E, мы имеем

χ(F (t,Ω)) ≤ µ(t)χ(Ω),

дл󰑱 п.в. t ∈ [0, T ], где χ – мнк Хаусдорфа в E.

Дл󰑱 x ∈ C([0, T ];E) введем в рассмотрение мул󰑭тифункци󰑧:

ΦF : [0, T ] → Kv(E), ΦF (t) = F (t, x(t)).

И󰑬 условий (F1) − (F3) следует (см., [17], теорема 1.3.5), что мул󰑭тифункци󰑱 ΦF

󰑱вл󰑱етс󰑱 Lp–интегрируемой дл󰑱 л󰑧бого p ≥ 1.

Дл󰑱 решени󰑱 нашей 󰑬адачи мы будем испол󰑭󰑬оват󰑭 суперпо󰑬иционный мул󰑭тио-
ператор P∞

F : C([0, T ];E) ⊸ L∞([0, T ];E), определенный как:

P∞
F (x) = S ∞

ΦF
.

Рассмотрим мул󰑭тиоператор Γ, 󰑬аданный следу󰑧щим обра󰑬ом:

Γx(t) =

T󰁝

0

G(t, s)f(s)ds.

где f ∈ P∞
F (x).

И󰑬 условий (F1) − (F4) следует, что дл󰑱 функции x ∈ C([0, T ];E), функци󰑱
f ∈ L∞([0, T ];E). При этом, и󰑬 определени󰑱 функции Грина следует, что дл󰑱 л󰑧бого
t ∈ [0, T ] и 2 < q < 3 : G(·, s) ∈ Lp([0, T ]), p ≥ 1, и функци󰑱 Грина тер󰑱ет непрерыв-
ност󰑭 тол󰑭ко в точке s = T, поэтому Γ : C([0, T ];E) ⊸ C([0, T ];E). Очевидно, если
функци󰑱 x ∈ C([0, T ];E) 󰑱вл󰑱етс󰑱 решением 󰑬адачи (1)–(2), то она 󰑱вл󰑱етс󰑱 непо-
дви󰑨ной точкой мул󰑭тиоператора Γ. Поэтому, мы в дал󰑭нейшем будем дока󰑬ыват󰑭
существование неподви󰑨ных точек мул󰑭тиоператора Γ.
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Дл󰑱 дока󰑬ател󰑭ства существовани󰑱 неподви󰑨ных точек мул󰑭тиоператора Γ вве-
дем в рассмотрение оператор S : L∞([0, T ];E) → C([0, T ];E) вида

S(f)(t) =

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s) ds.

Име󰑧т место следу󰑧щие утвер󰑨дени󰑱 (см. [7], [16]).

Лемма 8. Дл󰑱 ка󰑨дого компактного мно󰑨ества K ⊂ E и ограниченной последо-
вател󰑭ности {ηn} ⊂ L∞([0, T ];E) такой, что {ηn(t)} ⊂ K дл󰑱 п.в. t ∈ [0, T ], слаба󰑱
сходимост󰑭 ηn ⇀ η0 в L1([0, T ];E) влечет сходимост󰑭 S(ηn) → S(η0) в C([0, T ];E).

Лемма 9. Пуст󰑭 Ω ⊂ C([0, T ];E) – непустое ограниченное мно󰑨ество, тогда

M =

󰀻
󰀿

󰀽S(f)(t) =

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s)ds : f ∈ P∞
F (x), x ∈ Ω

󰀼
󰁀

󰀾

󰑱вл󰑱етс󰑱 равностепенно непрерывным мно󰑨еством.

Дл󰑱 дока󰑬ател󰑭ства, того что мул󰑭тиоператор Γ уплотн󰑱󰑧щий, рассмотрим конус
R2

+ = {ζ = (ζ1, ζ2) : ζ1 ≥ 0, ζ2 ≥ 0} с естественным частичным пор󰑱дком, и введем в
пространстве C([0, T ];E) векторну󰑧 меру некомпактности ν : Pb(C([0, T ];E)) → R2

+,

определенну󰑧 как ν(Ω) = (ϕ(Ω),modC(Ω)) , где ϕ(Ω) ест󰑭 модул󰑭 послойной неком-
пактности

ϕ(Ω) = sup
t∈[0,T ]

χ({y(t) : y ∈ Ω}),

а втора󰑱 компонента сут󰑭 модул󰑭 равностепенной непрерывности

modC(Ω) = lim
δ→0

sup
y∈Ω

max
|t1−t2|≤δ

󰀂y(t1)− y(t2)󰀂.

Обо󰑬начим чере󰑬 v′1, v
′
2, v

′
3, v

′
4, v

′
5, v

′
6 сопр󰑱󰑨енные дл󰑱 v1, v2, v3, v4, v5, v6, то ест󰑭

v′1 = Eq,0(λT
q)Eq,2(λT

q) + (1 + Eq,1(λT
q))2,

v′2 = Eq,2(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q)) + Eq,0(λT
q)Eq,3(λT

q),

v′3 = Eq,3(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q)) + E2
q,2(λT

q),

v′4 = Eq,0(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q)) + Eq,−1(λT
q)Eq,2(λT

q),

v′5 = Eq,−1(λT
q)Eq,3(λT

q) + (1 + Eq,1(λT
q))2,

v′6 = Eq,−1(λT
q)(1 + Eq,1(λT

q)) + E2
q,0(λT

q).
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Теорема 2. При выполнении условий (F1)−(F4), (10), а так 󰑨е следу󰑧щего услови󰑱

L
󰀂µ󰀂∞
λ

< 1, (11)

где

L = |v|−1
󰁫
v′1
󰀃
(Eq,1(λT

q)− 1)Eq,1(λT
q) + Eq,−1(λT

q)Eq,3(λT
q)
󰀄
+

v′2
󰀃
Eq,0(λT

q)Eq,1(λT
q) + Eq,−1(λT

q)Eq,2(λT
q)
󰀄
+ v′3Eq,−1(λT

q)Eq,1(λT
q)+

v′4
󰀃
(Eq,1(λT

q)− 1)Eq,2(λT
q) + Eq,0(λT

q)Eq,3(λT
q)
󰀄
+ v′5Eq,0(λT

q)Eq,2(λT
q)+

v′6(Eq,1(λT
q)− 1)Eq,3(λT

q)
󰁬
+ Eq,1(λT

q)− 1, (12)

µ(·) – функци󰑱 и󰑬 услови󰑱 (F4), мул󰑭тиоператор Γ 󰑱вл󰑱етс󰑱 ν-уплотн󰑱󰑧щим.

Дока󰑬ател󰑭ство. Пуст󰑭 Ω ⊂ C([0, T ];E) не пустое ограниченное мно󰑨ество такое,
что

ν(Γ(Ω)) ≥ ν(Ω). (13)

Дока󰑨ем, что Ω относител󰑭но компактное мно󰑨ество.
И󰑬 неравенства (13) следует, что

ϕ(Γ(Ω)) ≥ ϕ(Ω). (14)

Испол󰑭󰑬у󰑱 условие (F4), а так󰑨е свойства монотонности, алгебраической полуад-
дитивности и полуоднородности мнк Хаусдорфа, дл󰑱 t ∈ [0, T ] мы имеем следу󰑧щие
оценки

χ (Γ(Ω)(t)) ≤

|v|−1
󰁫
v′1

T󰁝

0

(T−s)q−1Eq,q(λ(T−s)q)χ(Ω(s))ds+v′2T

T󰁝

0

(T−s)q−2Eq,q−1(λ(T−s)q)χ(Ω(s))ds+

v′3T
2

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)χ(Ω(s))ds
󰁬
󰀂µ󰀂∞ Eq,1(λt

q)+

|v|−1
󰁫
v′4T

−1

T󰁝

0

(T−s)q−1Eq,q(λ(T−s)q)χ(Ω(s))ds+v′5

T󰁝

0

(T−s)q−2Eq,q−1(λ(T−s)q)χ(Ω(s))ds+

v′2T

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)χ(Ω(s))ds
󰁬
󰀂µ󰀂∞ tEq,2(λt

q)+
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|v|−1
󰁫
v′6T

−2

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)χ(Ω(s))ds+

v′4T
−1

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)χ(Ω(s))ds+

v′1

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)χ(Ω(s))ds
󰁬
󰀂µ󰀂∞ t2Eq,3(λt

q)+

󰀂µ󰀂∞

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)χ(Ω(s)) ds ≤

|v|−1
󰁫
v′1

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds+ v′2T

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)ds+

v′3T
2

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)ds
󰁬
󰀂µ󰀂∞ Eq,1(λt

q)ϕ(Ω)+

|v|−1
󰁫
v′4T

−1

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds+ v′5

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)ds+

v′2T

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)ds
󰁬
󰀂µ󰀂∞ tEq,2(λt

q)ϕ(Ω)+

|v|−1
󰁫
v′6T

−2

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds+

v′4T
−1

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)ds+

v′1

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)ds
󰁬
󰀂µ󰀂∞ t2Eq,3(λt

q)ϕ(Ω)+

󰀂µ󰀂∞ ϕ(Ω)

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q) ds.
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Дл󰑱 дал󰑭нейшей оценки χ (Γ(Ω)(t)) вычислим интегралы в последнем выра󰑨ении
с помощ󰑭 формулы (9):

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds = −
T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)d(T − s) =

T󰁝

0

yq−1Eq,q(λy
q)dy = T qEq,q+1(λT

q).

Аналогичным обра󰑬ом, мы имеем
T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q) ds = T q−1Eq,q(λT
q),

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q) ds = T q−2Eq,q−1(λT
q),

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)ds = tqEq,q+1(λt
q).

Тепер󰑭, 󰑬аметим, что если мы во󰑬󰑭мем β = 1 в формуле (7), мы получим

Eq,1(λT
q) =

1

Γ(1)
+ λT qEq,q+1(λT

q) = 1 + λT qEq,q+1(λT
q),

Eq,1(λt
q) =

1

Γ(1)
+ λtqEq,q+1(λt

q) = 1 + λtqEq,q+1(λt
q).

Испол󰑭󰑬у󰑱 свойство (3) и счита󰑱 β = 0 или β = −1 в формуле (7), мы имеем

Eq,0(λT
q) =

1

Γ(0)
+ λT qEq,q(λT

q) = λT qEq,q(λT
q).

Eq,−1(λT
q) =

1

Γ(−1)
+ λT qEq,q−1(λT

q) = λT qEq,q−1(λT
q).

Таким обра󰑬ом, мы получаем следу󰑧щие равенства
T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds = T q 1

λT q
(Eq(λT

q)− 1) =
1

λ
(Eq,1(λT

q)− 1) ,

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q) ds =
1

λT
Eq,0(λT

q),

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍2 (51)’ 2021



82 Г. Г. Петрос󰑱н

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q) ds =
1

λT 2
Eq,−1(λT

q),

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)ds =
1

λ
(Eq,1(λt

q)− 1) .

Мы тепер󰑭 мо󰑨ем продол󰑨ит󰑭 оценку χ (Γ(Ω)(t)) следу󰑧щим обра󰑬ом

χ (Γ(Ω)(t)) ≤

|v|−1
󰁫
v′1 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′2TT
−1Eq,0(λT

q) + v′3T
2T−2Eq,−1(λT

q)
󰁬󰀂µ󰀂∞

λ
Eq,1(λt

q)ϕ(Ω)+

|v|−1
󰁫
v′4T

−1 (Eq,1(λT
q)− 1)+v′5T

−1Eq,0(λT
q)+v′2TT

−2Eq,−1(λT
q)
󰁬󰀂µ󰀂∞

λ
tEq,2(λt

q)ϕ(Ω)+

|v|−1
󰁫
v′6T

−2 (Eq,1(λT
q)− 1)+v′4T

−1T−1Eq,0(λT
q)+v′1T

−2Eq,−1(λT
q)
󰁬󰀂µ󰀂∞

λ
t2Eq,3(λt

q)ϕ(Ω)+

(Eq,1(λt
q)− 1)

󰀂µ󰀂∞
λ

ϕ(Ω) ≤

|v|−1
󰁫
v′1 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′2Eq,0(λT
q) + v′3Eq,−1(λT

q)
󰁬󰀂µ󰀂∞

λ
Eq,1(λT

q)ϕ(Ω)+

|v|−1
󰁫
v′4 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′5Eq,0(λT
q) + v′2Eq,−1(λT

q)
󰁬󰀂µ󰀂∞

λ
T−1TEq,2(λT

q)ϕ(Ω)+

|v|−1
󰁫
v′6 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′4Eq,0(λT
q) + v′1Eq,−1(λT

q)
󰁬󰀂µ󰀂∞

λ
T−2T 2Eq,3(λT

q)ϕ(Ω)+

(Eq,1(λT
q)− 1)

󰀂µ󰀂∞
λ

ϕ(Ω) =
󰀓
|v|−1

󰁫
v′1
󰀃
(Eq,1(λT

q)− 1)Eq,1(λT
q) + Eq,−1(λT

q)Eq,3(λT
q)
󰀄
+

v′2
󰀃
Eq,0(λT

q)Eq,1(λT
q) + Eq,−1(λT

q)Eq,2(λT
q)
󰀄
+ v′3Eq,−1(λT

q)Eq,1(λT
q)+

v′4
󰀃
(Eq,1(λT

q)− 1)Eq,2(λT
q) + Eq,0(λT

q)Eq,3(λT
q)
󰀄
+ v′5Eq,0(λT

q)Eq,2(λT
q)+

v′6(Eq,1(λT
q)− 1)Eq,3(λT

q)
󰁬
+ Eq,1(λT

q)− 1
󰀔󰀂µ󰀂∞

λ
ϕ(Ω) = L

󰀂µ󰀂∞
λ

ϕ(Ω).

И󰑬 последней оценки мы получаем, что

sup
t∈[0,T ]

χ (Γ(Ω)(t)) ≤ L
󰀂µ󰀂∞
λ

ϕ(Ω),

или, что то󰑨е самое

ϕ (Γ(Ω)) ≤ L
󰀂µ󰀂∞
λ

ϕ(Ω).

Учитыва󰑱 услови󰑱 (11) и (15) вместе с последним неравенством, мы получаем

ϕ(Ω) = 0.
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И󰑬 неравенства (13) следует, что

modC(Γ(Ω)) ≥ modC(Ω). (15)

И󰑬 леммы 9 и󰑬вестно, что мно󰑨ество функций

M =

󰀻
󰀿

󰀽S(f)(t) =

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q)f(s)ds : f ∈ P∞
F (x), x ∈ Ω

󰀼
󰁀

󰀾

󰑱вл󰑱етс󰑱 равностепенно непрерывным, поэтому

modC(Γ(Ω)) = 0,

следовател󰑭но и modC (Ω) = 0, поэтому ν(Ω) = (0, 0), что дока󰑬ывает относител󰑭ну󰑧
компактност󰑭 мно󰑨ества Ω. □

Теорема 3. Мул󰑭тиоператор Γ 󰑱вл󰑱етс󰑱 п.н.с.

Дока󰑬ател󰑭ство. И󰑬 аналитического 󰑬адани󰑱 мул󰑭тиоператора Γ и свойств много-
󰑬начных отобра󰑨ений (см., например, [17]), следует, что утвер󰑨дение достаточно
дока󰑬ат󰑭 дл󰑱 мул󰑭тиоператора S ◦ P∞

F .

Пока󰑨ем, что мул󰑭тиотобра󰑨ение S ◦P∞
F 󰑱вл󰑱етс󰑱 ква󰑬икомпактным. Во󰑬󰑭мем

непустое компактное мно󰑨ество A ⊂ C([0, T ];E) и рассмотрим последовател󰑭ност󰑭
{yn} ⊂ S ◦P∞

F (A), yn = S(fn), где fn ∈ P∞
F (xn) дл󰑱 прои󰑬вол󰑭ной последовател󰑭но-

сти {xn} ⊂ A. Предполо󰑨им, бе󰑬 ограничени󰑱 общности, что xn → x0 ∈ A. И󰑬 усло-
ви󰑱 (F4) следует, что последовател󰑭ност󰑭 {fn(t)} ⊂ E относител󰑭но компактна дл󰑱
п.в. t ∈ [0, T ], поэтому последовател󰑭ност󰑭 {fn}∞n=1 󰑱вл󰑱етс󰑱 L1-полукомпактной. По
критери󰑧 слабой относител󰑭ной компактности Дистел󰑱 (см. [20]), мы мо󰑨ем предпо-
ло󰑨ит󰑭 дл󰑱 прои󰑬вол󰑭ной подпоследовател󰑭ности {fnk

}, что fnk

L1

⇀ f0. В силу свойств
слабой 󰑬амкнутости суперпо󰑬иционного мул󰑭тиоператора (см. [17], лемма 5.1.1), мы
получаем тогда, что f0 ∈ P∞

F (x0). Тепер󰑭, примен󰑱󰑱 лемму 8, мы дл󰑱 соответству󰑧-
щей подпоследовател󰑭ности получаем, что ynk

→ y0 = S(f0) ∈ S ◦ P∞
F (x0).

Аналогично рассу󰑨да󰑱 мы придем к утвер󰑨дени󰑧 о том, что мул󰑭тиоператор
S ◦ P∞

F 󰑱вл󰑱етс󰑱 󰑬амкнутым. Сославшис󰑭 на утвер󰑨дение леммы 2 мы получаем
󰑨елаемый ре󰑬ул󰑭тат. □

Тепер󰑭 мы мо󰑨ем дока󰑬ат󰑭 главное утвер󰑨дение работы.

Теорема 4. При выполнении условий (F1), (F2), (F4), (10), поло󰑨им дополнител󰑭-
но, что вместо услови󰑱 (F3) выполн󰑱етс󰑱

(F3′) существует функци󰑱 α ∈ L∞
+ ([0, T ]) така󰑱, что

󰀂F (t, x)󰀂E ≤ α(t)(1 + 󰀂x󰀂E).
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Если
L
k

λ
< 1,

где k = max {󰀂α󰀂∞, 󰀂µ󰀂∞} , функци󰑱 µ и󰑬 услови󰑱 (F4), L – константа определенна󰑱
по формуле (12), тогда 󰑬адача (1)–(2) имеет решение.

Дока󰑬ател󰑭ство. Во󰑬󰑭мем прои󰑬вол󰑭ну󰑧 функци󰑧 x ∈ C = C([0, T ];E), тогда дл󰑱
f ∈ P∞

F (x) и t ∈ [0, T ] мы имеем следу󰑧щу󰑧 оценку:

󰀂Γx(t)󰀂E ≤

|v|−1
󰁫
v′1

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds+ v′2T

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)ds+

v′3T
2

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)ds
󰁬
󰀂α󰀂∞ (1 + 󰀂x󰀂C )Eq,1(λt

q)+

|v|−1
󰁫
v′4T

−1

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds+ v′5

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)ds+

v′2T

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)ds
󰁬
󰀂α󰀂∞ (1 + 󰀂x󰀂C )tEq,2(λt

q)+

|v|−1
󰁫
v′6T

−2

T󰁝

0

(T − s)q−1Eq,q(λ(T − s)q)ds+

v′4T
−1

T󰁝

0

(T − s)q−2Eq,q−1(λ(T − s)q)ds+

v′1

T󰁝

0

(T − s)q−3Eq,q−2(λ(T − s)q)ds
󰁬
󰀂α󰀂∞ (1 + 󰀂x󰀂C )t

2Eq,3(λt
q)+

󰀂α󰀂∞ (1 + 󰀂x󰀂C )

t󰁝

0

(t− s)q−1Eq,q(λ(t− s)q) ds ≤

|v|−1
󰁫
v′1 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′2Eq,0(λT
q) + v′3Eq,−1(λT

q)
󰁬󰀂α󰀂∞

λ
(1 + 󰀂x󰀂C )Eq,1(λT

q)+

|v|−1
󰁫
v′4 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′5Eq,0(λT
q) + v′2Eq,−1(λT

q)
󰁬󰀂α󰀂∞

λ
(1 + 󰀂x󰀂C )Eq,2(λT

q)+

|v|−1
󰁫
v′6 (Eq,1(λT

q)− 1) + v′4Eq,0(λT
q) + v′1Eq,−1(λT

q)
󰁬󰀂α󰀂∞

λ
(1 + 󰀂x󰀂C )Eq,3(λT

q)+
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(Eq,1(λT
q)− 1)

󰀂α󰀂∞
λ

(1 + 󰀂x󰀂C ) =
󰀓
|v|−1

󰁫
v′1
󰀃
(Eq,1(λT

q)− 1)Eq,1(λT
q) + Eq,−1(λT

q)Eq,3(λT
q)
󰀄
+

v′2
󰀃
Eq,0(λT

q)Eq,1(λT
q) + Eq,−1(λT

q)Eq,2(λT
q)
󰀄
+ v′3Eq,−1(λT

q)Eq,1(λT
q)+

v′4
󰀃
(Eq,1(λT

q)− 1)Eq,2(λT
q) + Eq,0(λT

q)Eq,3(λT
q)
󰀄
+ v′5Eq,0(λT

q)Eq,2(λT
q)+

v′6(Eq,1(λT
q)− 1)Eq,3(λT

q)
󰁬
+ Eq,1(λT

q)− 1
󰀔󰀂α󰀂∞

λ
(1 + 󰀂x󰀂C ) ≤ L

k

λ
(1 + 󰀂x󰀂C ).

Тепер󰑭, если мы во󰑬󰑭мем

R ≥ Lkλ−1

1− Lkλ−1
,

тогда неравенство 󰀂x󰀂C ≤ R, влечет 󰑬а собой следу󰑧щее 󰀂Γx󰀂C ≤ R. Следовател󰑭но,
мул󰑭тиоператор Γ преобра󰑬ует 󰑬амкнутый шар BR(0) ⊂ C в себ󰑱. Таким обра󰑬ом,
мул󰑭тиоператор Γ удовлетвор󰑱ет всем услови󰑱м теоремы 1, поэтому Γ имеет непо-
дви󰑨ные точки, а 󰑬адача (1)–(2) имеет решение. □

󰑪акл󰑧чение

В стат󰑭е была исследована ра󰑬решимост󰑭 в сепарабел󰑭ном банаховом про-
странстве антипериодической краевой 󰑬адачи дл󰑱 полулинейных дифференциал󰑭-
ных вкл󰑧чений дробного пор󰑱дка q ∈ (2, 3). Исходна󰑱 краева󰑱 󰑬адача была сведена
к 󰑬адаче о существовании неподви󰑨ных точек соответству󰑧щего ра󰑬реша󰑧щего ин-
теграл󰑭ного мул󰑭тиоператора. Испол󰑭󰑬у󰑱 теори󰑧 топологической степени дл󰑱 уплот-
н󰑱󰑧щих отобра󰑨ений и обобщенну󰑧 теорему типа Б.Н. Садовского о неподви󰑨ной
точке, были получены услови󰑱 при которых дл󰑱 ра󰑬реша󰑧щего мул󰑭тиоператора
существу󰑧т неподви󰑨ные точки.
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On the stability of stationary states in diffusion models.

Polovinkina M. V., Polovinkin I.P.

Abstract. We consider the initial-boundary value problem for the system of partial
differential equations:

∂us
∂t

= ϑs∆us + Fs(u), s = 1, . . . ,m, x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω ⊂ Rn,

󰀕
µsus + ηs

∂us
∂−→ν

󰀖󰀏󰀏󰀏󰀏
x∈∂Ω

= Bs(x), µ2
s + η2s > 0, µs ≥ 0, ηs ≥ 0,

us(x, 0) = u0s(x), s = 1, . . . ,m,

where Ω is a bounded domain with a piecewise smooth boundary ∂Ω, −→ν is a unit external normal
vector to the boundary ∂Ω of the domain Ω, u = (u1(x, t), . . . , um(x, t)), ϑs ≥ 0, diamΩ = d,
Bs(x) ∈ C(∂Ω), u0s(x) ∈ C(Ω), s = 1, . . . ,m, Ω = Ω ∪ ∂Ω, ∆ is the Laplace operator defined by
the formula

∆v =

n󰁛

j=1

∂2v

∂x2j
.

It is assumed that the functions Fs are differentiable at a stationary point.
Let w = (w1(x), . . . , wm(x)) be a stationary solution of the considered problem, that is, the

solution of the boundary problem

ϑs∆ws + Fs(w) = 0, s = 1, . . . ,m, x ∈ Ω,
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󰀕
µsws + ηs

∂ws

∂−→ν

󰀖󰀏󰀏󰀏󰀏
x∈∂Ω

= Bs(x), s = 1, . . . ,m.

We showed that a sufficient condition for the stability of a stationary solution is the negative
definiteness of the quadratic form

m󰁛

s=1

m󰁛

k=1

Ask zkzs ,

where
Ask =

1

2

󰀕
∂Fs

∂xk
+

∂Fk

∂xs

󰀖
− δksϑs/d

2.

We note from a general point of view that adding diffusion terms to ordinary differential
equations, for example, to logistic ones, can in some cases improve sufficient conditions for the
stability of a stationary solution. We give examples of models in which the addition of diffusion
terms to ordinary differential equations changes the stability conditions of a stationary solution.

Keywords: diffusion model, initial boundary value problem, stationary solution (state), stability,
sufficient stability condition.

Введение

В насто󰑱щей работе 󰑬атрагиваетс󰑱 проблема устойчивости стационарных реше-
ний дифференциал󰑭ных уравнений и систем дифференциал󰑭ных уравнений в част-
ных прои󰑬водных, которые чаще всего во󰑬ника󰑧т в математической биологии. Такие
системы во󰑬ника󰑧т при описании количественного роста и распространени󰑱 (диф-
фу󰑬ии) некоторых субстанций. К подобным субстанци󰑱м мо󰑨но отнести, в частно-
сти, биологические попул󰑱ции. Перва󰑱 модел󰑭 роста попул󰑱ции, 󰑬аписанна󰑱 в виде
дифференциал󰑭ного уравнени󰑱, была предло󰑨ена Т. Р. Мал󰑭тусом (Thomas Robert
Malthus, 1766–1834) вскоре после открыти󰑱 дифференциал󰑭ного и интеграл󰑭ного ис-
числени󰑱 (1798). В этой модели рассматриваетс󰑱 однородна󰑱 попул󰑱ци󰑱 в услови󰑱х
неограниченных ресурсов питани󰑱 и пространства обитани󰑱. При этом считаетс󰑱,
что скорост󰑭 роста попул󰑱ции пропорционал󰑭на ее численности. Динамика числен-
ности (биомассы) такой попул󰑱ции описываетс󰑱 обыкновенным дифференциал󰑭ным
уравнением (см., напр., [1]) du/dt = Au, где A 󰯹 вро󰑨денна󰑱 (собственна󰑱, специфи-
ческа󰑱) скорост󰑭 естественного увеличени󰑱 попул󰑱ции. Решением этого уравнени󰑱
󰑱вл󰑱етс󰑱 функци󰑱

u(t) = u (t0) exp(At), (1)

то ест󰑭 со временем численност󰑭 попул󰑱ции растет неограниченно по пока󰑬ател󰑭ному
󰑬акону (в геометрической прогрессии при дискретных и󰑬мерени󰑱х). В соответствии с
этим 󰑬аконом и󰑬олированна󰑱 попул󰑱ци󰑱 ра󰑬вивалас󰑭 бы в услови󰑱х неограниченных
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ресурсов. В природе подобные услови󰑱 практически не встреча󰑧тс󰑱. Немногочис-
ленные примеры ра󰑬мно󰑨ени󰑱 видов, 󰑬аве󰑬енных в места, где имеетс󰑱 много пищи
и отсутству󰑧т конкуриру󰑧щие попул󰑱ции и хищники и󰑬вестны всем (кролики в Ав-
стралии). Уравнение Мал󰑭туса достаточно точно описывает динамику искусственно
со󰑬данной и поддер󰑨иваемой в услови󰑱х и󰑬бытка пищи и места попул󰑱ции простей-
ших органи󰑬мов, например, пенициллиновых грибков, выращиваемых в кул󰑭тивато-
ре, до истощени󰑱 кул󰑭турал󰑭ной среды.

Уравнение (1) адекватно описывает процесс роста попул󰑱ции лиш󰑭 дл󰑱 огра-
ниченного периода времени, поскол󰑭ку наступает врем󰑱, когда растуща󰑱 попул󰑱ци󰑱
исчерпает име󰑧щиес󰑱 ресурсы. Численност󰑭 попул󰑱ции мо󰑨ет стабили󰑬ироват󰑭с󰑱 на
некотором устойчивом уровне; она мо󰑨ет испытыват󰑭 регул󰑱рные или нерегул󰑱рные
флуктуации или мо󰑨ет сокращат󰑭с󰑱. Поведение попул󰑱ции, численност󰑭 которой
стабили󰑬ируетс󰑱 на некотором устойчивом уровне, часто описыва󰑧т с помощ󰑭󰑧 ло-
гистического уравнени󰑱, предло󰑨енного П. Ф. Ферх󰑧л󰑭стом (Pierre François Verhulst,
1804–1849) в 1838 г.:

du

dt
= ru

󰀓
1− u

K

󰀔
,

Решение этого уравнени󰑱 имеет вид

u(t) =
u (t0)K exp(rt)

K − u (t0) + exp(At)
.

Непосредственное исследование этой функции пока󰑬ывает, что при малых 󰑬начени󰑱х
u уравнение Ферх󰑧л󰑭ста с достаточной точност󰑭󰑧 мо󰑨ет быт󰑭 󰑬аменено уравнением
Мал󰑭туса, а рост носит в󰑬рывной экспоненциал󰑭ный характер, с во󰑬растанием 󰑨е
󰑬начени󰑱 t величина u(t) прибли󰑨аетс󰑱 к посто󰑱нному 󰑬начени󰑧 K, на󰑬ываемому
емкост󰑭󰑧 экологической ниши попул󰑱ции. Функции, удовлетвор󰑱󰑧щие таким свой-
ствам, дифференциал󰑭ные уравнени󰑱, да󰑧щие в качестве решений такие функции, а
так󰑨е модели, в которые вход󰑱т такие уравнени󰑱, часто на󰑬ыва󰑧т логистически-
ми.

Хорошо и󰑬вестно, что частное стационарное решение u(t) ≡ 0 уравнени󰑱 Ферх-
󰑧л󰑭ста 󰑱вл󰑱етс󰑱 неустойчивым. Это легко проверит󰑭 с помощ󰑭󰑧 первого линейного
прибли󰑨ени󰑱.

Г. Хотеллинг (Harold Hotelling, 1895–1973) в 1921 г. предло󰑨ил дл󰑱 описани󰑱
попул󰑱ций 󰑨ивотных и л󰑧дей учитыват󰑭 кроме логистического 󰑬акона еще и мигра-
ционные 󰑬акономерности (см., напр., [2]). Дл󰑱 этого он предло󰑨ил уравнение вида

∂p

∂t
= A(ξ − p)p+B∆p, (2)
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где ∆ = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 󰯹 оператор Лапласа, A, B, ξ сут󰑭 󰑬аданные поло󰑨ител󰑭-
ные посто󰑱нные. Это уравнение описывает рост и распространение попул󰑱ции. При
этом вход󰑱щие в уравнение величины име󰑧т следу󰑧щий смысл: A 󰯹 темп роста
попул󰑱ции, B 󰯹 темп распространени󰑱, ξ 󰯹 порог насыщени󰑱 численности (или ко-
эффициент насыщенной плотности), p 󰯹 ра󰑬мер (в другом варианте 󰯹 плотност󰑭)
попул󰑱ции, t 󰯹 врем󰑱, x, y 󰯹 координаты на плоскости. Это 󰑨е уравнение испол󰑭󰑬у-
етс󰑱 и дл󰑱 моделировани󰑱 ра󰑬вити󰑱 󰑬локачественной опухоли [3]. Первое слагаемое в
правой части уравнени󰑱 Хотеллинга на󰑬ыва󰑧т логистическим (составл󰑱󰑧ща󰑱 роста).
Второе 󰑨е слагаемое прин󰑱то на󰑬ыват󰑭 диффу󰑬ионным членом. Оно отра󰑨ает
вли󰑱ние миграционных (диффу󰑬ионных) процессов на и󰑬менение численности попу-
л󰑱ции. Уравнени󰑱 и модели, отра󰑨а󰑧щие и󰑬менени󰑱 ра󰑬мера биомассы под вли󰑱ни-
ем логистических и диффу󰑬ионных составл󰑱󰑧щих, стали на󰑬ыват󰑭 диффу󰑬ионно-
логистическими, а иногда просто диффу󰑬ионными, подра󰑬умева󰑱, видимо, что ло-
гистическа󰑱 составл󰑱󰑧щи󰑱 присутствует в модели по умолчани󰑧. Такие модели мо-
гут вкл󰑧чат󰑭 в себ󰑱 не одно уравнение, но и системы уравнений в частных прои󰑬-
водных.

В насто󰑱щей работе мы рассматриваем некоторое семейство математических мо-
делей с уравнени󰑱ми в частных прои󰑬водных (модели с распределенными параметра-
ми), которые получа󰑧тс󰑱 и󰑬 моделей с обыкновенными дифференциал󰑭ными уравне-
ни󰑱ми (модели с сосредоточенными параметрами) с помощ󰑭󰑧 добавлени󰑱 так на󰑬ы-
ваемых диффу󰑬ионных членов. Тенденци󰑧 подобных усло󰑨нений математических
моделей мо󰑨но отследит󰑭 в некоторых работах, св󰑱󰑬анных с моделированием роста
и распространени󰑱 попул󰑱ций, роста и распространени󰑱 инфекций, роста опухолей.
В св󰑱󰑬и с этим см. пре󰑨де всего монографи󰑧 [1]. В работе [4] приведена диффу󰑬ион-
на󰑱 модел󰑭 󰑬локачественной опухоли. Математическа󰑱 модел󰑭 роста глиомы основа-
на на классическом определении рака как неконтролируемой пролиферации клеток
с потенциалом инва󰑬ии и метаста󰑬ировани󰑱, упрощенном дл󰑱 глиом, которые прак-
тически не метаста󰑬иру󰑧т. Эта модел󰑭 приведена в [3].

Нас интересует вопрос об устойчивости стационарных решений диффу󰑬ионных
моделей. Этот вопрос обсу󰑨даетс󰑱 в монографии [1]. В этой книге отмечаетс󰑱, что
добавление диффу󰑬ионных членов мо󰑨ет и󰑬менит󰑭 характер устойчивости стацио-
нарного решени󰑱 как в худшу󰑧, так и в лучшу󰑧 сторону. Дл󰑱 моделей определенного
типа мы пытаемс󰑱 конкрети󰑬ироват󰑭 достаточные услови󰑱 устойчивости стационар-
ного решени󰑱. Ука󰑨ем сначала на простой пример. В монографии Т. Пу [2] с помо-
щ󰑭󰑧 функции Л󰑱пунова (Александр Михайлович Л󰑱пунов, 1857–1918) специал󰑭ного
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вида было найдено достаточное условие устойчивости регул󰑱рного стационарного ре-
шени󰑱 w начал󰑭но-краевой 󰑬адачи с краевым условием 1-го, 2-го или трет󰑭его рода
дл󰑱 уравнени󰑱 Хотеллинга (2) в ограниченной области: w > ξ/2. Это условие по󰑬󰑨е
было улучшено (ослаблено), а именно, было пока󰑬ано, что условие

w > ξ/2− B/
󰀃
2Ad2

󰀄

󰑱вл󰑱етс󰑱 достаточным дл󰑱 устойчивости стационарного решени󰑱 w(x, y) начал󰑭но-
краевой 󰑬адачи с краевым условием 1-го, 2-го или трет󰑭его рода дл󰑱 уравнени󰑱 Хо-
теллинга (2) в ограниченной области с диаметром d (см. [5], [6]). Это условие при
B > 0 выполн󰑱етс󰑱 при небол󰑭шом диаметре области Ω. Следует обратит󰑭 внимание
на следу󰑧щее обсто󰑱тел󰑭ство. Тривиал󰑭ное решение 󰑱вл󰑱етс󰑱 стационарным реше-
нием уравнени󰑱 Хоттелинга как при B = 0 (в этом случае оно совпадает с уравнением
Ферх󰑧л󰑭ста), так и при B > 0. Однако в случае B = 0, как у󰑨е было отмечено, три-
виал󰑭ное решение неустойчиво, а в случае B > 0 тривиал󰑭ное решение устойчиво.
Ни󰑨е мы распростран󰑱ем ре󰑬ул󰑭таты работ [5], [6] на один класс систем уравнений
в частных прои󰑬водных.

1. Исследуема󰑱 начал󰑭но-краева󰑱 󰑬адача

Рассматриваетс󰑱 начал󰑭но-краева󰑱 󰑬адача дл󰑱 системы уравнений в частных
прои󰑬водных (см. так󰑨е [7]):

∂us

∂t
= ϑs∆us + Fs(u), x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω ⊂ Rn, t > 0, (3)

󰀕
µsus + ηs

∂us

∂ν

󰀖󰀏󰀏󰀏󰀏
x∈∂Ω

= Bs(x), µ
2
s+η2s > 0, µs ≥ 0, ηs ≥ 0, µs = const, ηs = const, (4)

us(x, 0) = u0
s(x), s = 1, . . . ,m, (5)

где Ω 󰯹 ограниченна󰑱 област󰑭 с кусочно-гладкой границей ∂Ω, ν = −→ν 󰯹 единичный
вектор нормали к границе ∂Ω области Ω (далее стрелку сверху у вектора нормали
будем опускат󰑭), u = (u1(x, t), . . . , um(x, t)), ϑs ≥ 0, s = 1, . . . ,m, ∆ 󰯹 оператор
Лапласа, определенный формулой

∆v =
n󰁛

j=1

∂2v/∂x2
j .

Конечно, мы дол󰑨ны потребоват󰑭 выполнени󰑱 условий согласовани󰑱 начал󰑭ных и
граничных данных. Однако в рамках насто󰑱щей работы мы уходим от этого вопроса.
Будем считат󰑭, что выполнены все услови󰑱 существовани󰑱 классического (регул󰑱рно-
го) решени󰑱 рассматриваемой 󰑬адачи, а кроме того все исходные функции наделены
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ну󰑨ными свойствами, по󰑬вол󰑱󰑧щими нам прои󰑬водит󰑭 все операции, которые мы
прои󰑬водим ни󰑨е.

При
ϑs = 0, s = 1, . . . ,m, (6)

(в модели с сосредоточенными параметрами бе󰑬 диффу󰑬ионных членов) перемен-
ные x1, . . . , xn вход󰑱т в уравнени󰑱 (3) как параметры, прои󰑬водные по которым не
содер󰑨атс󰑱 в этих уравнени󰑱х. Если 󰑨е

m󰁛

s=1

ϑ2
s > 0, (7)

то мы имеем дело с системой с распределенными параметрами.

2. Стационарное решение и его устойчивост󰑭

Пуст󰑭 w = w(x) = (w1(x1, . . . , xn), . . . , wm(x1, . . . , xn)) 󰯹 стационарное решение
начал󰑭но-краевой 󰑬адачи (3)–(5), то ест󰑭 решение краевой 󰑬адачи

ϑs∆ws + Fs(w) = 0, x ∈ Ω, (8)
󰀕
µsws + ηs

∂ws

∂ν

󰀖󰀏󰀏󰀏󰀏
x∈∂Ω

= Bs(x), s = 1, . . . ,m. (9)

Предполо󰑨им, что функции Fs(u), s = 1, . . . ,m, дифференцируемы в точке w. Тогда
дл󰑱 достаточно малых отклонений zs = zs(x1, . . . , xn, t) = us−ws, s = 1, . . . ,m, име󰑧т
место представлени󰑱

Fs(u) = Fs(w + z) = Fs(w) +
m󰁛

k=1

bsk zk +
m󰁛

k=1

󰂃sk(z) zk, (10)

где

bsk =
∂Fs(w)

∂zk
, lim

z→0
󰂃sk(z) = 0, s, k = 1, . . . ,m.

Подставл󰑱󰑱 в уравнение (3) представление us = ws + zs, с учетом (10) мы получим:

∂zs
∂t

= ϑs∆ws + Fs(w) + ϑs∆zs +
m󰁛

k=1

bskzk +
m󰁛

k=1

󰂃sk(z) zk, s = 1, . . . ,m. (11)

Учитыва󰑱, что w 󰯹 стационарное решение, в силу (8) мы и󰑬 (11) получим:

∂zs
∂t

= ϑs∆zs +
m󰁛

k=1

bskzk +
m󰁛

k=1

󰂃sk(z) zk, s = 1, . . . ,m. (12)
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Умно󰑨им (дл󰑱 ка󰑨дого фиксированного s) уравнение (3) в системе на zs, полу-
ченное равенство проинтегрируем по области Ω. Получим с учетом (10):

1

2

∂

∂t

󰁝

Ω

z2s dx = ϑs

󰁝

Ω

zs ∆zs dx+

󰁝

Ω

m󰁛

k=1

bsk zs zk dx+

󰁝

Ω

m󰁛

k=1

󰂃sk(z) zs zk dx, s = 1, . . . ,m.

(13)
Последнее слагаемое в правой части равенства (13) при малых отклонени󰑱х z не
вли󰑱ет на 󰑬нак всей суммы и мо󰑨ет быт󰑭 отброшено. К первому слагаемому в правой
части применим формулу Грина (см. [8]). В ре󰑬ул󰑭тате получим:

1

2

∂

∂t

󰁝

Ω

z2s dx = −ϑs

󰁝

Ω

|∇zs|2 dx+ ϑs

󰁝

∂Ω

zs
∂zs
∂ν

dΓ+

󰁝

Ω

m󰁛

k=1

bsk zs zk dx, s = 1, . . . ,m,

(14)
где dΓ 󰑱вл󰑱етс󰑱 элементом границы ∂Ω, так что второе слагаемое в правой части
равенства (14) представл󰑱ет собой поверхностный (при n ≥ 3) или криволинейный
(при n = 2) интеграл первого рода по границе области Ω, а в случае n = 1 этот
интеграл следует помен󰑱т󰑭 на сумму 󰑬начений на концах интервала Ω. В интеграле
по границе при µs = 0 или при ηs = 0 подынтеграл󰑭на󰑱 функци󰑱 равна нул󰑧 в силу
краевого услови󰑱 (4). И󰑬 этого 󰑨е краевого услови󰑱 при µsηs > 0 получим:

∂zs
∂ν

󰀏󰀏󰀏󰀏
∂Ω

= − µs

ηs
zs

󰀏󰀏󰀏󰀏
∂Ω

.

Поэтому равенство (14) мо󰑨ет быт󰑭 переписано в виде

1

2

∂

∂t

󰁝

Ω

z2s dx = −ϑs

󰁝

Ω

|∇zs|2 dx− σϑs

󰁝

∂Ω

µs

ηs
z2s dΓ+

󰁝

Ω

m󰁛

k=1

bsk zs zk dx, s = 1, . . . ,m,

(15)
где σ = 1 в случае µsηs > 0 или σ = 0 в случае µsηs = 0. Сло󰑨им m равенств (15),
после чего получим

1

2

∂

∂t

󰁝

Ω

|z|2 dx =
m󰁛

s=1

󰀳

󰁃−ϑs

󰁝

Ω

|∇zs|2 dx− σϑs

󰁝

∂Ω

µs

ηs
z2s dΓ

󰀴

󰁄+

󰁝

Ω

m󰁛

s=1

m󰁛

k=1

Θsk zs zk dx,

(16)
где

Θsk = (bsk + bks)/2.

󰑪нак левой части равенства (16) рассматриваетс󰑱 как индикатор устойчивости три-
виал󰑭ного решени󰑱. Поэтому ва󰑨но найти соотношение слагаемых в правой части,
привод󰑱щее к тому, чтобы это выра󰑨ение было отрицател󰑭ным. В скобках в правой
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части как первое слагаемое, так и второе слагаемое не бол󰑭ше нул󰑱. Далее ну󰑨но
учест󰑭 󰑬нак последнего слагаемого в правой части. Очевидно, что отрицател󰑭на󰑱
определенност󰑭 квадратичной формы

m󰁛

s=1

m󰁛

k=1

Θsk zkzs dx

обеспечит отрицател󰑭ност󰑭 левой части равенства (16), а 󰑬начит, устойчивост󰑭 ста-
ционарного решени󰑱.

В случае модели с сосредоточенными параметрами (система обыкновенных диф-
ференциал󰑭ных уравнений), то ест󰑭 при выполнении (6), отрицател󰑭на󰑱 определен-
ност󰑭 квадратичной формы (2) 󰑱вл󰑱етс󰑱 и необходимым условием устойчивости три-
виал󰑭ного решени󰑱.

Перейдем к рассмотрени󰑧 диффу󰑬ионной модели с распределенными параметра-
ми. В этом случае мо󰑨но ослабит󰑭 достаточное условие устойчивости стационарного
решени󰑱. Дл󰑱 этого воспол󰑭󰑬уемс󰑱 неравенством Стеклова-Пуанкаре-Фридрихса (см.
[9] с. 62, [10] с. 150, [11], [12] )

󰁝

Ω

|▽ zs|2dx ≥ 1

d2

󰁝

Ω

z2sdx,

где d = diamΩ 󰯹 диаметр области Ω. Отс󰑧да

1

2

∂

∂t

󰁝

Ω

| z |2 dx 󰃑 −
m󰁛

s=1

ϑs

d2

󰁝

Ω

z2s dx−
m󰁛

s=1

ϑs

󰁝

∂Ω

µs

ηs
z2sdΓ+

󰁝

Ω

m󰁛

s=1

m󰁛

k=1

Θsk zkzs dx (17)

Тепер󰑭 мо󰑨но утвер󰑨дат󰑭, что достаточным условием устойчивости стационарного
решени󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱 отрицател󰑭на󰑱 определенност󰑭 квадратичной формы

m󰁛

s=1

m󰁛

k=1

Ask zkzs , (18)

где
Ask = Θsk − δksϑs/d

2. (19)

3. Примеры

3.1. Уравнение Хоттелинга. Выше у󰑨е приведен один пример 󰯹 модел󰑭 Ферх-
󰑧л󰑭ста, облада󰑧ща󰑱 неустойчивым тривиал󰑭ным решением, которое становитс󰑱
устойчивым, если путем добавлени󰑱 диффу󰑬ионного члена перейти к модели Хо-
теллинга в области с небол󰑭шим диаметром.
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3.2. Модел󰑭 Вол󰑭терры. Рассмотрим еще один классический пример: модел󰑭
"хищник-󰑨ертва" В. Вол󰑭терры (Vito Volterra, 1860–1940). Бе󰑬 учета миграций (диф-
фу󰑬ии) система уравнений в простейшем варианте этой модели имеет следу󰑧щий вид
(см., напр., [1]):

∂u1

∂t
= αu1 − βu1u2,

∂u2

∂t
= κβu1u2 −mu2. (20)

Начал󰑭ные услови󰑱 󰑬ада󰑧тс󰑱 в виде

us(x, 0) = u0
s, s = 1, 2. (21)

Добавив диффу󰑬ионные слагаемые, мы получим следу󰑧щу󰑧 систему уравнений в
частных прои󰑬водных:

∂u1

∂t
= αu1 − βu1u2 + ϑ1∆u1,

∂u2

∂t
= κβu1u2 −mu2 + ϑ2∆u2. (22)

Будем рассматриват󰑭 систему уравнений (22) в ограниченной области Ω с диаметром
d, c кусочно гладкой границей и потребуем от решени󰑱 выполнени󰑱 краевых условий

󰀕
µsus + ηs

∂us

∂ν

󰀖󰀏󰀏󰀏󰀏
x∈∂Ω

= Bs(x), µ2
s + η2s > 0, µsηs ≥ 0, µs = const, ηs = const, (23)

и начал󰑭ных условий
us(x, 0) = u0

s(x), s = 1, 2. (24)

Пуст󰑭 w = (w1, w2) 󰯹 стационарное решение 󰑬адачи (22)–(24). Коэффициенты (19)
квадратичной формы (18) дл󰑱 системы (22) име󰑧т вид:

A11 = α− βw2 − ϑ1/d
2, A22 = κβw1 −m− ϑ2/d

2, A12 = A21 = β(κw2 − w1)/2. (25)

Эта квадратична󰑱 форма тогда и тол󰑭ко тогда будет отрицател󰑭но определенной, а
󰑬начит, в этом случае будет асимптотически устойчивым стационарное решение w,
когда будут выполнены неравенства

A11 = α− βw2 − ϑ1/d
2 < 0, (26)

A11A22 − A2
12 = (α− βw2 − ϑ1/d

2)(κβw1 −m− ϑ2/d
2)− β2(κw2 − w1)

2/4 > 0. (27)

Очевидно, что если стационарное решение посто󰑱нно, эти неравенства 󰑬аведомо вы-
полнены в област󰑱х с малыми диаметрами. Поэтому стационарные решени󰑱 бе󰑬диф-
фу󰑬ионной модели w1 = w2 = 0 и w1 = m/(κβ), w2 = α/β, остава󰑱с󰑭 стационарными
решени󰑱ми и в диффу󰑬ионной модели в области с малым диаметром (ра󰑬умеетс󰑱, при
соответству󰑧щем наборе начал󰑭ных и краевых условий), мен󰑱󰑧т характер устойчи-
вости, а именно станов󰑱тс󰑱 асимптотически устойчивыми. С другой стороны, как
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пока󰑬ано в [1], при бол󰑭шом 󰑬начении диаметра области мо󰑨ет имет󰑭 место так на-
󰑬ываема󰑱 диффу󰑬ионна󰑱 неустойчивост󰑭.

3.3. Диффу󰑬ионные модели онкологических процессов. Приводимое ни󰑨е
описание интересу󰑧щей нас модели иммунного ответа почерпнуто нами и󰑬 работы
[4]. Там 󰑨е мо󰑨но по󰑬накомит󰑭с󰑱 с вес󰑭ма представител󰑭ным об󰑬ором литературы по
теме математического моделировани󰑱 в онкологии. Пуст󰑭 u1 – линейна󰑱 плотност󰑭
дел󰑱щихс󰑱 клеток, q = q(x, t) – линейна󰑱 плотност󰑭 лимфоцитов. Тогда математиче-
ска󰑱 модел󰑭, описыва󰑧ща󰑱 в󰑬аимодействие дел󰑱щихс󰑱 клеток и лимфоцитов, в пред-
поло󰑨ении об отсутствии их в󰑬аимодействи󰑱 с нормал󰑭ными и погибшими клетками,
имеет вид

∂u1

∂t
= D1

∂2u1

∂x2
+ µ1u1 − γ12u1q,

∂q

∂t
= D4

∂2q

∂x2
− v

∂q

∂x
− γ21u1q. (28)

Мы перейдем от модели и󰑬 [4] с точечным во󰑬никновением дел󰑱щихс󰑱 клеток к мо-
дели, в которой предполагаетс󰑱 некоторое их гладкое распределение в начал󰑭ный
момент времени. Тогда мы будем имет󰑭 начал󰑭ные услови󰑱 вида

u1(x, 0) = u0
1(x) ∈ C∞([0, l]), q(x, 0) = q0. (29)

При выборе граничных условий предполагаетс󰑱, что

∂u1

∂x

󰀏󰀏󰀏󰀏
x=0

= 0, q

󰀏󰀏󰀏󰀏
x=0

= q0, (30)

∂u1

∂x

󰀏󰀏󰀏󰀏
x=l

= 0, q

󰀏󰀏󰀏󰀏
x=l

= q0. (31)

Уточненное достаточное условие асимптотической устойчивости стационарного ре-
шени󰑱 состоит в выполнении двух неравенств [13]:

µ1 − γ12w2 − 2D1/l
2 < 0, (32)

4
󰀃
µ1 − γ12w2 − 2D1/l

2
󰀄󰀕

− exp(−σx)γ21w1 −
σ2D4

exp(σl)− 1− lσ

󰀖
−

− (γ12w1 + exp(σl)γ21w2)
2 > 0. (33)

Если формал󰑭но перейти к точечной модели от модели (28), отбрасыва󰑱 диффу󰑬и-
онные и конвективные члены с частными прои󰑬водными по пространственной пере-
менной, мы получим систему обыкновенных дифференциал󰑭ных уравнений

du1

dt
= µ1u1 − γ12u1q,
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dq

dt
= −γ21u1q. (34)

Очевидно, что векторна󰑱 функци󰑱 с координатами u1 = 0, q = 0 󰑱вл󰑱етс󰑱 неустойчи-
вым стационарным решением системы (34). Однако дл󰑱 системы (28) эта 󰑨е вектор-
на󰑱 функци󰑱 мо󰑨ет ока󰑬ат󰑭с󰑱 и устойчивым стационарным решением при выполне-
нии услови󰑱

µ1 − 2D1/l
2 < 0. (35)

Условие (33) дл󰑱 нулевого решени󰑱 ока󰑬ываетс󰑱 и󰑬лишним, так как оно становитс󰑱
следствием услови󰑱 (35).

Дл󰑱 дока󰑬ател󰑭ства достаточности условий (32)–(35) и󰑬-󰑬а наличи󰑱 во втором
уравнении конвективного члена −v∂q/∂x в работе [13] авторам пришлос󰑭 испол󰑭-
󰑬оват󰑭 весовой вариант неравенства Стеклова-Пуанкаре-Фридрихса. Другой весовой
вариант испол󰑭󰑬ован в работе [14], где пока󰑬ано, что условие

M
(γ + 1)2

4h2
− A(s− 2p0) > 0 (36)

󰑱вл󰑱етс󰑱 достаточным дл󰑱 асимптотической устойчивости стационарного решени󰑱
p0 начал󰑭но-краевой 󰑬адачи

∂p

∂t
= Ap(s− p) +MBγp, (37)

∂p(0, t)

∂r
= 0, p(h, t) = β, t ≥ 0. (38)

󰑪дес󰑭 Bγ 󰯹 олператор Бессел󰑱, определенный формулой

Bγp =
∂2p

∂r2
+

γ

r

∂p

∂r
= r−γ ∂

∂r

󰀕
rγ

∂p

∂r

󰀖
. (39)

Вес󰑭ма обширные сведени󰑱, вкл󰑧ча󰑱 внушител󰑭ные об󰑬оры литературы, о краевых
󰑬адачах, фунционал󰑭ных пространствах, св󰑱󰑬анных с сингул󰑱рными дифференци-
ал󰑭ными уравнени󰑱ми с оператором Бессел󰑱, см. [15], [16], [17], [18].

󰑪акл󰑧чение

В работе получено достаточное условие асимптотической устойчивости стаци-
онарного решени󰑱 в системе уравнений с частными прои󰑬водными, полученными
и󰑬 автономных систем обыкновенных дифференциал󰑭ных уравнений путем добав-
лени󰑱 диффу󰑬ионных членов. Отмечаетс󰑱, что характер устойчивости посто󰑱нных
стационарных решений мен󰑱етс󰑱 при 󰑬амене моделей с сосредоточенными парамет-
рами модел󰑱ми с распределенными параметрами (в област󰑱х с малыми диаметрами
в лучшу󰑧 сторону).
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ЛИТ, 2019. 󰯹 224 c.
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Solonukha O. V. On periodic solutions of linear parabolic problems with
nonlocal boundary conditions / O. V. Solonukha // Таврический вестник ин-
форматики и математики. 󰯹 2021. 󰯹 󰎍2 (51). 󰯹 C. 7 – 11.

УДК: 517.9

Рассмотрено линейное параболическое уравнение с нелокал󰑭ными краевыми услови-
󰑱ми типа Бицад󰑬е–Самарского. Дока󰑬ана теорема существовани󰑱 и единственности
периодического решени󰑱.

Кл󰑧чевые слова: нелокал󰑭на󰑱 󰑬адача, параболическое уравнение, монотонный оператор.

Войтицкий В. И. О св󰑱󰑬и асимптотических формул дл󰑱 счита󰑧щей функ-
ции и дл󰑱 характеристических чисел компактного поло󰑨ител󰑭ного опера-
тора / В. И. Войтицкий // Таврический вестник информатики и матема-
тики. 󰯹 2021. 󰯹 󰎍2 (51). 󰯹 C. 12 – 23.

УДК: 517.98, 517.15

В работе и󰑬учаетс󰑱 проблема перехода от асимптотики характеристических чисел
компактного поло󰑨ител󰑭ного оператора к асимптотике соответству󰑧щей счита󰑧щей
функции. Рассмотрен случай, когда учитываетс󰑱 лиш󰑭 главный член асимптотики,
а так󰑨е асимптотика с оценкой остаточного члена. В качестве прило󰑨ени󰑱 рассмот-
рена 󰑬адача об асимптотике диагонал󰑭ной операторной матрицы.

Кл󰑧чевые слова: компактный оператор, бесконечно бол󰑭ша󰑱 последовател󰑭ност󰑭, под-
последовател󰑭ност󰑭, степенна󰑱 асимптотика, символы Ландау.

󰑮елтухин В. С., Шемахин А. 󰑰., Терент󰑭ев Т. Н., Самсонова
Е. С. Самосогласованна󰑱 по внутренним и внешним параметрам мо-
дел󰑭 высокочастотного индукционного ра󰑬р󰑱да пони󰑨енного давлени󰑱 /
В. С. 󰑮елтухин, А. 󰑰. Шемахин, Т. Н. Терент󰑭ев, Е. С. Самсонова //
Таврический вестник информатики и математики. 󰯹 2021. 󰯹 󰎍2 (51). 󰯹
C. 24 – 31.

УДК: 537.52:519.624
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Модел󰑭 ВЧИ ра󰑬р󰑱да пони󰑨енного давлени󰑱 рассматриваетс󰑱 как нелинейна󰑱 󰑬а-
дача на собственные 󰑬начени󰑱 с параметром дл󰑱 системы, вкл󰑧ча󰑧щей уравнени󰑱
баланса электронов и уравнени󰑱 Максвелла со смешанными граничными услови󰑱ми.
Свободным параметром 󰑬адачи 󰑱вл󰑱етс󰑱 󰑬начение концентрации электронов в центре
пла󰑬менного сгустка ne0. Получено условие существовани󰑱 нетривиал󰑭ного решени󰑱
рассматриваемой системы в виде нелинейного соотношени󰑱, св󰑱󰑬ыва󰑧щего 󰑬начение
напр󰑱󰑨енности электрического пол󰑱 на границе ра󰑬р󰑱да с наимен󰑭шим собственным
󰑬начением вспомогател󰑭ной линейной 󰑬адачи Штурма-Лиувилл󰑱. Такой подход по󰑬-
вол󰑱ет найти не тол󰑭ко самосогласованное распределение концентрации электронов,
напр󰑱󰑨енности электрического и магнитного полей в ра󰑬р󰑱де, но так󰑨е и согласо-
ват󰑭 󰑬начение ne0 (внутренний параметр) с током индуктора Iind (внешний параметр).
Привод󰑱тс󰑱 ре󰑬ул󰑭таты расчета 󰑬ависимостей ne0, напр󰑱󰑨енностей электрического
и магнитного полей от Iind дл󰑱 ВЧИ-ра󰑬р󰑱да в ра󰑬р󰑱дной камере диаметром 2,4 см
при давлении 60 Па и частоте генератора 13,56 МГц.

Кл󰑧чевые слова: ВЧИ ра󰑬р󰑱д, пони󰑨енное давление, численное моделирование, самосо-
гласованна󰑱 модел󰑭, 󰑬адача на собственные 󰑬начени󰑱, уравнение баланса электронов, урав-
нени󰑱 Максвелла, концентраци󰑱 электронов, напр󰑱󰑨енност󰑭 электрического пол󰑱, напр󰑱-
󰑨енност󰑭 магнитного пол󰑱, ток индуктора.

󰑮итенева 󰑰. Н., Смирнова Л. В., Бел󰑭ских 󰑰. А. Двухуровнева󰑱
иерархическа󰑱 модел󰑭 конкуренции трёх фирм при неопределенности /
󰑰. Н. 󰑮итенева, Л. В. Смирнова, 󰑰. А. Бел󰑭ских // Таврический
вестник информатики и математики. 󰯹 2021. 󰯹 󰎍2 (51). 󰯹 C. 32 – 42.

УДК: 519.83

В работе рассматриваетс󰑱 проблема конкуренции трех фирм-прои󰑬водителей на рын-
ке однородной бесконечно делимой продукции. 󰑪адача формали󰑬ована как двухуров-
нева󰑱 иерархическа󰑱 игра при неопределенности. Дл󰑱 ука󰑬анной игры описан ал-
горитм построени󰑱 предло󰑨енного оптимал󰑭ного решени󰑱 и дл󰑱 конкретного вида
функций выигрыша всех участников игры найден его 󰑱вный вид. Кроме того, полу-
чены коэффициентные критерии существовани󰑱 оптимал󰑭ного решени󰑱.

Кл󰑧чевые слова: иерархическа󰑱 игра, неопределенност󰑭, равновесие по Нэшу, принцип
Вал󰑭да, принцип Сэвид󰑨а.
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Калманович В. В. О построении решени󰑱 󰑬адачи теплопроводности в мно-
гослойной среде с неидеал󰑭ным тепловым контактом ме󰑨ду сло󰑱ми /
В. В. Калманович // Таврический вестник информатики и математики. 󰯹
2021. 󰯹 󰎍2 (51). 󰯹 C. 43 – 52.

УДК: 517.958

В работе рассмотрено одномерное однородное уравнение теплопроводности в мно-
гослойной среде с неидеал󰑭ным тепловым контактом на границах слоёв. Построено
решение данной 󰑬адачи путём сочетани󰑱 метода Фур󰑭е, матричного метода и аппа-
рата обобщённых степеней Берса. Пока󰑬ано, что собственные функции уравнени󰑱
теплопроводности ортогонал󰑭ны. Дан единый алгоритм решени󰑱 дл󰑱 случаев мно-
гослойной среды, облада󰑧щей сдвиговой, осевой или централ󰑭ной симметрией.

Кл󰑧чевые слова: уравнение теплопроводности, матричный метод, многослойна󰑱 среда,
неидеал󰑭ный тепловой контакт.

Максимова И. C. Управл󰑱емост󰑭 нелинейных систем со сменой фа󰑬ового
пространства / И. С. Максимова // Таврический вестник информатики и
математики. 󰯹 2021. 󰯹 󰎍2 (51). 󰯹 C. 53 – 64.

УДК: 517.977

В насто󰑱щей работе исследуетс󰑱 дифференциал󰑭на󰑱 управл󰑱ема󰑱 система следу󰑧-
щей структуры: на двух последовател󰑭ных отре󰑬ках времени дви󰑨ение об󰑫екта опи-
сываетс󰑱 двум󰑱 ра󰑬личными системами дифференциал󰑭ных уравнений. Рассматри-
ваетс󰑱 вопрос перевода об󰑫екта и󰑬 󰑬аданного мно󰑨ества одного пространства в 󰑬а-
данное мно󰑨ество другого пространства. При этом пространства могут быт󰑭 одной
ра󰑬мерности, а так󰑨е во󰑬мо󰑨ен переход как и󰑬 пространства бол󰑭шей ра󰑬мерности
в пространство мен󰑭шей ра󰑬мерности, так и наоборот.

Кл󰑧чевые слова: смена фа󰑬ового пространства, управл󰑱емост󰑭, локал󰑭на󰑱 управл󰑱е-
мост󰑭, полна󰑱 управл󰑱емост󰑭, треугол󰑭ные системы.
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Петрос󰑱н Г. Г. Об антипериодической краевой 󰑬адаче дл󰑱 полулинейного
дифференциал󰑭ного вкл󰑧чени󰑱 дробного пор󰑱дка 2 < q < 3 / Г. Г. Пет-
рос󰑱н // Таврический вестник информатики и математики. 󰯹 2021. 󰯹
󰎍2 (51). 󰯹 C. 65 – 87.

УДК: 517.927.4

В насто󰑱щей стат󰑭е, на основе терии топологической степени дл󰑱 уплотн󰑱󰑧щих
много󰑬начных отобра󰑨ений, исследуетс󰑱 существование решений дл󰑱 полулинейных
дифференциал󰑭ных вкл󰑧чений дробного пор󰑱дка 2 < q < 3 в банаховых простран-
ствах, подчин󰑱󰑧щихс󰑱 антипериодическому краевому услови󰑧. Дл󰑱 краевой 󰑬адачи
конструируетс󰑱 соответству󰑧ща󰑱 функци󰑱 Грина, с помощ󰑭󰑧 которой вводитс󰑱 ра󰑬-
реша󰑧щий много󰑬начный оператор в пространстве непрерывных функций. 󰑪атем,
мы дока󰑬ываем существование неподви󰑨ных точек ра󰑬реша󰑧щего мул󰑭тиоперато-
ра, которые да󰑧т существование решени󰑱 исходной 󰑬адачи.

Кл󰑧чевые слова: диффференциал󰑭ное вкл󰑧чение, дробна󰑱 прои󰑬водна󰑱, антипериодиче-
ска󰑱 краева󰑱 󰑬адача, функци󰑱 Грина, мера некомпактности, неподви󰑨на󰑱 точка, уплот-
н󰑱󰑧щий мул󰑭тиоператор.

Половинкина М. В., Половинкин И. П. Об устойчивости стационар-
ных состо󰑱ний в диффу󰑬ионных модел󰑱х / М. В. Половинкина,
И. П. Половинкин // Таврический вестник информатики и матема-
тики. 󰯹 2021. 󰯹 󰎍2 (51). 󰯹 C. 88 – 101.

УДК: 519.765, 51-7, 517.9

Рассматриваетс󰑱 проблема устойчивости стационарных решений традиционных
начал󰑭но-краевых 󰑬адач дл󰑱 систем уравнений, описыва󰑧щих рост и распростра-
нение субстанции. Отмечаетс󰑱 поло󰑨ител󰑭ное вли󰑱ние миграционных (диффу󰑬ион-
ных) процессов на устойчивост󰑭 в малых област󰑱х.

Кл󰑧чевые слова: диффу󰑬ионна󰑱 модел󰑭, начал󰑭но-краева󰑱 󰑬адача, стационарное решение
(состо󰑱ние), устойчивост󰑭, достаточные услови󰑱 устойчивости.
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