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Uncertainty and discrete maximin.

Zhukovskiy V. I., Smirnova L. V.

Abstract. The article consists of two parts. The first part is devoted to general questions
that are related to uncertainty: causes and sources of uncertainties appearance, classification
of uncertainties in economic systems and approach to their assessment. In the second part the
concept of maximin, based on the principle of guaranteed result (Wald’s principle) is considered.
In this case, maximin is interpreted from viewpoint of two-level hierarchical game. On the basis of
the maximin concept, a guaranteed solution in outcomes for K-stage positional single-criterion
linear quadratic problem under uncertainty is formalized. An explicit form of the guaranteed
solution for this problem is found.

Keywords: Nash equilibrium, Berge equilibrium, uncertainty, maximin, difference (multi-stage)
system.

Introduction

The genealogical tree of game theory has roots going deep into centuries1, powerful
trunks and a thick crown in which numerous modern works on game theory are
intertwined. A flowering and fruitful trunk  noncooperative games  was cultivated
in 1949 by twenty-one-year-old American mathematician John Nash. In his 27 pages-
long doctoral dissertation defended at Princeton University, Nash managed to separate
out a new face of competition and defined a strategy profile, which was later called
Nash equilibrium. After 45 years, J. Nash together with R. Selten and J. Harsanyi were
awarded the Nobel Prize in Economic Sciences for their pioneering analysis of equilibria
1“The need for making decisions under conflict is as old as humanity itself.” A quote from [1, p. 10].
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in the theory of non-cooperative games. However, the concept of Nash equilibrium has
a number of negative properties (internal instability, non-uniqueness, no equivalence, no
interchangeability, improvability) [2, Section 2.2.3] and, especially striking, selfishness that
permeates it. Really, following the concept of Nash equilibrium, each conflicting party
seeks to improve only his result, paying no attention to the interests of others. In [3], we
make an attempt to plant a new sprout, dictated by the altruism of the Golden Rule of
ethics-the aspiration to help others, sometimes forgetting about oneself. The life-giving
rain for this blossom to flourish is triggered by the following factors.

First, an integration of dynamic programming with the Lyapunov function method
was proposed by Academician N.N. Krasovskii. As a result, Lyapunov’s brilliant idea
to perform the stability analysis of the trajectories of a differential equation using
only the definiteness of Lyapunov functions was transformed into the ability to find
equilibrium strategies (in particular, Berge equilibrium) by the extreme properties of
Bellman–Krasovskii functions.

Second, optimal solutions of guaranteeing control problems are unstable with respect
to small disturbances and informational errors. In view of this fact, for regularization of
optimal solutions, Academician Krasovskii and his followers introduced and developed the
ideology of control procedures in which a real object is considered jointly with a similar
reference system–guide. The motion of a guide, conceivable or modeled on a computer,
acts as an ideal undisturbed process. Actually, this leads to a stabilization problem in a
new game-theoretic statement. In the late 1970s, the control concept of differential and
evolutionary systems based on a joint consideration of a real controlled object and an
auxiliary model system (guide) was further refined. A convenient tool on that way was a
uniform description of the dynamics of a model system suggested by Krasovskii. Guiding
control will be adopted to identify a class of differential positional games for which there
exists a Berge equilibrium in a corresponding differential positional game with separated
dynamics.

Third, due to the conceptual specifics of Berge equilibrium, the Germeier convolution
of the players’ payoff functions can be successfully applied not only in the static, but also
in the dynamic case of the Golden Rule of ethics.

And fourth, in mathematical models the presence of uncertain factors (uncertainties)
without any probabilistic characteristics, just known ranges (e.g., price jumps in a sales
market, disruption and (or) variations in the nomenclature of supplies, man-made changes,
etc.), and also multistage control (control at discrete time instants) were successfully taken
into account. (As a matter of fact, many problems of economic planning, engineering
and production control, military science, ecology, medicine are described by difference

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2021, 1



Uncertainty and discrete maximin 9

equations: in practice, information on the state of a process is acquired and the process
itself is controlled at discrete time instants).

1. Uncertainty and its types

1.1. Causes of uncertainty. In the study of any system, including economic ones, the
uncertainties affecting it have to be taken into account.

First, this is due to the peculiarities of the evolution of weakly structured systems-the
systems described by both qualitative and quantitative characteristics with dominating
qualitative, little-known or uncertain parameters.

Second, economic systems are controlled under insufficient knowledge of the state of an
external environment, often with large investments of resources. Moreover, a special class
of problems is to study economic systems that will operate at their limiting capability, in
order to obtain maximum economic or any other benefits.

Third, the need to consider uncertainty becomes vital if separate, often conflicting
subsystems are included into a system under study. In this case, an ambiguous solution
cannot be found, and some kind of compromise has to be reached accordingly.

Fourth, both in the theory and practice of control, the starting point is some
predetermined goals. In other words, for predicting the evolution of complex economic
systems, we have to assign plans that are in essence are rather proactive than corrective.

Fifth, deterministic methods are often used in formal modeling of a particular
economic system. With such an approach, certainty is introduced into those situations
where it does not actually exist. The inaccuracy of setting parameters during calculations
is neglected, or under certain assumptions, inaccurate parameters are replaced by expert
appraisals or average values. The resulting violations of equalities, balance relations, etc.
make it necessary to vary some parameters for precisely satisfying the given conditions
and obtaining an acceptable output. Such situations may occur due to insufficient
knowledge of objects and also because of a person or group of persons participating
in the control process. The peculiarity of such systems is that a significant part of the
information required for their mathematical description exists in the form of beliefs or
recommendations of experts.

1.2. Notion of uncertainty and classification of uncertainty in economic
systems. The incomplete and/or inaccurate information on the conditions of
implementing a chosen strategy is its inherent uncertainty. Uncertainty is caused by
embarras du choix. For an economic system, the concept of uncertainty characterizes
a situation in which there is no reliable information about the possible conditions
of the internal and external environment, completely or partially. For example, V.V.

Таврический вестник информатики и математики, 1 (50)’ 2021
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Cherkasov [4] considered uncertainty to be an incomplete or inaccurate representation
of the values of various parameters in the future, caused by various reasons and, above
all, incomplete or inaccurate information on the conditions of implementing decision,
including costs and results.

Information about the external factors of an economic system is never absolutely
sufficient, at least because it comes from the past and the present whereas a desired
behavior of the system is oriented towards the future. The smaller the completeness and
accuracy of information is and the longer the period for which the behavior of the system
is planned, the greater the uncertainty will be.

F. Knight [5] understood a situation of uncertainty as a lack of awareness and the
need to act based on opinion rather than knowledge.

Cherkasov interpreted uncertainty as the continuous variability of conditions, a fast
and flexible reconfiguration of production, the actions of competitors, market changes,
etc. He called uncertainty a most typical cause of risk in management.

There exist various approaches to classify the types of uncertainty. In the roughest
classification, two classes are distinguished, namely, good uncertainty (some statistical
or probabilistic characteristics for unknown factors are available) and bad uncertainty
(such characteristics cannot be obtained in principle). Note that both types of uncertainty
arising in real problems are taken into account using appropriate methods; for example,
see [1].

In [6], the following classification of uncertainties was suggested:

– by degree of uncertainty: probabilistic, linguistic, interval, and complete
uncertainty;

– by the nature of uncertainty: is parametric, structural, situational, and strategic
uncertainty;

– by the use of information acquired during control: eliminable and ineliminable
uncertainty.

V. S. Diev [7] presented more detailed classifications of uncertainties in modern
economic systems.

1.3. Sources of uncertainty in economic systems. Considering the sources of
uncertainty, we will distinguish three interconnected factors that cause uncertainty in
economic systems [8].

1. The complexity factor: as a rule, an economic system is a large system that cannot
be assigned a complete formal description, as well as a system with a variable

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2021, 1
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structure, a nontrivial hierarchy and internal contradictions that is often controlled
using fuzzy criteria.

2. The human factor: human participation is an essential element that determines the
behavior of an economic system at different levels and also affects various aspects
of its operation. Moreover, the human factor manifests itself in the fact that many
concepts, characteristics and parameters of economic behavior are formulated in
natural language without an exact formal equivalent, which creates considerable
(sometimes insurmountable) difficulties in modeling.

3. The external environment factor: for any economic system, the influence of other
(external) systems has to be taken into account, which are often in conflict with
the former.

In view of the above factors causing uncertainty in economic systems, we will divide
the sources of uncertainty into three groups as follows.

1. Insufficient information about an economic system itself and about the processes
running within it. Consequently, full-edged conclusions or assumptions on the
evolution of an economic system and the final results cannot be made. In turn,
such a situation may be due to

– few data and other reasons that can be partially eliminated by organizing a
system of timely and complete information support (for example, in technical
systems, state monitoring is performed using information-measuring systems
with inevitable errors, and the number of monitored parameters is limited,
which do not prevent the appearance of some uncontrolled technical conditions,
possibly causing disasters; in economic systems, the set of possible outcomes is
well known, but the probability of a particular outcome can be unknown);

– imperfect tools used to study an economic system, modeling errors,
computational complexity, etc.

2. Accidental or deliberate counteraction of other economic agents. Such counteraction
may have the form of violated contractual obligations by suppliers, uncertain
demand for products, difficulties in marketing, or the behavior of local and regional
authorities, both official and criminal. In addition, there are uncertainties caused
by the competitive environment predetermining to a large extent the fate of a
particular enterprise (e.g., industrial espionage, the penetration of competitors into
trade secrets, and other effects on the internal affairs of a given enterprise).

3. The effect of random external factors that cannot be predicted due to their
unexpectedness. Also, the impossibility of predicting further evolution of processes

Таврический вестник информатики и математики, 1 (50)’ 2021



12 V. I. Zhukovskiy, L. V. Smirnova

due to the objectively inaccurate and ambiguous knowledge of the environment at
the modern stage of science development. In particular,

– the uncertainties caused by insufficient knowledge of nature (e.g., the exact
composition of supply of fish for a given fishing area in a given season is
unknown);

– the uncertainties of the natural phenomena themselves (meteorological
conditions affecting the average catch of fish, the mobility of supply of fish,
etc.).

Thus, uncertainty is associated either with an insufficient amount of necessary
information, or with the objective impossibility to acquire it and suggest reliable scenarios
for the evolution of economic processes. In any case, the degree of uncertainty is
determined by information, its amount, quality and timeliness.

2. Maximin in static case

This subsection is devoted to the single-criterion choice problem under uncertainty,
which is described by an ordered triplet Γ1 = 〈X, Y, f(x, y)〉.

Here the choice of a strategy (alternative) x from a set X ⊆ Rn is in charge of
a decision-maker (DM). In economic systems, the role of DMs belongs to the general
managers of industrial enterprises and business companies, the heads of states, sellers
(suppliers) and buyers (customers); in mechanical control systems, to the captains of
ships or aircrafts and the chiefs of control centers. In other words, a DM has right or
authority to make decisions, give instructions and control their implementation. Each
DM chooses from a given set of admissible actions, which will be called strategies. More
specifically, a strategy is comprehended as a rule that associates with each state of the
player’s awareness a certain action (behavior) from a set of admissible actions (behaviors)
given this awareness. Consider the case in which the DM’s admissible strategies are the
elements x of a well-defined set X. For a seller, a strategy is the price of one good;
for the general manager of an industrial enterprise, strategies are production output,
the amount of raw materials and equipment purchased, investments, innovations and
implementation of new technologies, wages reallocation, penalties, bonuses, and other
incentive and punishment mechanisms; for the captain of a ship, a strategy is own course
(rudder angle, the direction and magnitude of reactive force).

In the single-criterion choice problem under uncertainty Γ1, the DM’s goal is to choose
an appropriate strategy x ∈ X for maximizing the values of a scalar criterion f(x, y)

(outcomes). The DM has to consider a possible realization of any uncertainty y ∈ Y ⊆ Rm

within given limits. The value of f(x, y) may indicate profit or production output. If the

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2021, 1
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criterion f1(x, y) is associated with total losses or production cost (to be minimized), then
the problem Γ1 should be solved with f(x, y) = −f1(x, y), since

max
x∈X

f(x, y) = −min
x∈X

f1(x, y).

Now, we proceed to uncertainty. The following situation seems common for almost
everybody: it is necessary to reach a place of employment from home. First of all, a person
in such conditions (further called passenger) has to decide which means of transportation
to use (subway, bus, tramcar, suburban electric train, etc.). Choosing any means of
transportation (strategy), passenger inevitably encounters incomplete and/or inaccurate
information: delays or breakdowns of vehicles, sudden changes of schedule, strikes of
drivers, weather fluctuations, crashes on routes, and other uncertainties. As was noted
by O. Holmes, The longing for certainty. . . is in every human mind. But certainty
is generally illusion.2 At best passenger knows the variation ranges of these factors,
without any probabilistic appraisals. Nevertheless, he/she has to make decision anyway!
As a matter of fact, the incomplete and/or inaccurate information about the conditions
under which his strategy is implemented makes its inherent uncertainty. In the problem
Γ1 denote by y a numerical value of uncertainty and by Y the set of all such values. We
assume that the set Y is a priori given and non-empty.

Hereinafter, in accordance with the subject matter of this article, the n-dimensional
vector x will be called the DM’s strategy in the problem Γ1 and f(x, y) will be called his
payoff function; the value of f(x, y) for a specific pair (x, y) ∈ X × Y will be called an
outcome for the strategy x ∈ X and uncertainty y ∈ Y .

Interestingly, Γ1 can be interpreted as a one-player game with nature.
First, we will introduce the concept of a guaranteed solution in outcomes of the

problem Γ1 and also its hierarchical interpretation using a two-level hierarchical game in
the case where the interval uncertainty y ∈ Y in Γ1 is replaced by the strategic uncertainty
y(x) : X → Y , y(·) ∈ Y X .

2.1. Formalization of guaranteed solution in outcomes. The first attempt to solve
the problem Γ1 was undertaken by Wald in 1939; see [9]. It was based on the maximin
principle, also known as the principle of guaranteed result. Let us formulate this principle
in the following way.

2Oliver Wendell Holmes, Jr., byname The Great Dissenter, (1841–1935), was a justice of the United States
Supreme Court, U.S. legal historian and philosopher who advocated judicial restraint.
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14 V. I. Zhukovskiy, L. V. Smirnova

Definition 1. The guaranteed solution in payoffs (outcomes) of the problem Γ1 is a pair
(xg, f g) ∈ X ×R determined by the chain of equalities

f g = max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) = min
y∈Y

f(xg, y). (1)

The strategy xg is called guaranteeing, and the value f g the guaranteed outcome.

The whole essence of this solution can be explained as follows: choosing and using
a strategy xg, the DM guarantees an outcome f g under any uncertainty y ∈ Y , since
f g = min

y∈Y
f(xg, y) implies

f(xg, y) ≥ f g ∀y ∈ Y.

The maximin (1) includes two successive operations, namely, first, the inner minimum,
which is intended to find an m-dimensional vector function y(·) : X → Y such that, for
each x ∈ X,

f(x, y(x)) = min
y∈Y

f(x, y),

and hence for each x ∈ X it follows that

f(x, y) ≥ f(x, y(x)) ∀y ∈ Y ; (2)

second, the outer maximum, which is intended to construct a strategy xg such that

max
x∈X

f(x, y(x)) = f(xg, y(xg)) = f g,

and hence

f g = f(xg, y(xg)) ≥ f(x, y(x)) ∀x ∈ X. (3)

In fact, formula (3) means that among all minima of f(x, y(x)) in (2) for different
x ∈ X, we choose the value f g maximizing f(x, y(x)) in x, which is implemented on the
strategy xg.

Remark 1. Recall that we consider a special class of uncertainties of the form Y X ,
which consists of the functions y(x) with the domain X and the codomain Y . (The
latter set is yielded by the inner minimum (2)). The actions of uncertainty are treated
as the behavior of another (dummy) player, which has no payoff function and directs
every effort to do as much harm to the DM as possible. (This is a strategic uncertainty
in the terminology of Yu. B. Germeier.) The dummy player can use any conceivable
information. In particular, he/she possibly knows the DM’s strategy. [12, p. 353]. In this
case, the so-called informational discrimination of the DM takes place [12, p. 353].
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The inner minimum in (2) leads to a parametric problem: for each x ∈ X, find an
m-dimensional vector function y(·) ∈ Y X such that

min
y∈Y

f(x, y) = f(x, y(x)). (4)

In this case, the following result should be taken into account.

Proposition 1. ([10, pp. 17–18]; [11, p. 54]) Let a scalar function f(x, y) be continuous
on X × Y and also let the sets X and Y be compact. Then

a) the function

min
y∈Y

f(x, y) = f(x, y(x)) (5)

is continuous on X, and the multivalued mapping

Y (x) = {y∗ ∈ Y |f(x, y∗) = min
y∈Y

f(x, y)} ∀x ∈ X,

i.e., Y (x) : X → Y ; has a Borel measurable selector y(x).
b) Moreover, if f(x, y) is strictly convex in y ∈ Y for each x ∈ X (i.e., for any

y(1), y(2) ∈ Y , y(1) ∕= y(2), and for each x ∈ X, the inequality

f(x,λy(1) + (1− λ)y(2)) < λf(x, y(1)) + (1− λ)f(x, y(2))

holds for any constants λ ∈ (0; 1)) and the set Y is convex, then the vector function
y(x) (5) is continuous on X.

Corollary 1. If a scalar function f(x, y) is continuous on X × Y and the sets X and Y

are compact, then the function

max
x∈X

f(x, y) (6)

is continuous on Y (because min
x∈X

[−f(x, y)] = −max
x∈X

f(x, y)).

The following concepts are well known in game theory and will be used in further
presentation: a) the strategy xg defined by (1) is called the maximin strategy, and f g is
called the maximin; by analogy, the uncertainty y0 from

f 0 = min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y) = max
x∈X

f(x, y0)

is called the minimax uncertainty, and the value f 0 is called the minimax in the problem
Γ1; b) a pair (xg, y0) ∈ X × Y is a saddle point in the problem Γ1 if

max
x∈X

f(x, y0) = f(xg, y0) = min
y∈Y

f(xg, y), (7)
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or equivalently,

min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y) = f(xg, y0) = max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y),

where xg is the maximin strategy and y0 is the minimax uncertainty in the problem Γ1.

Proposition 2. Assume that in the problem Γ1 the sets X and Y are compact and the
function f(x, y) is continuous on X × Y . Then this problem has a guaranteed solution in
outcomes (payoffs).

Proof. By Proposition 1 the function min
y∈Y

f(x, y) is continuous in x ∈ X on the compact

set X. According to the Weierstrass extreme-value theorem, a continuous function on a
compact set X achieves maximum. □

2.2. Interpretation of maximin within two-level hierarchical game. Consider the
following two-player game with a fixed sequence of moves. Assume player 1 (DM) is given
priority in actions over player 2. Such a statement with the first move of player 1 describes
well, e.g., an interaction of conflicting parties in two-level hierarchical systems. We will
also accept the hypothesis that, whenever the outcome depends on the choice of player 2
only, he/she always minimizes the payoff function f(x, y). Player 1 is informed about this
behavior.

Then player 1 takes advantage of the first move, reporting his strategy x ∈ X to
player 2. Making the second move in this game, player 2 responds with a counter strategy
y(x) : X → Y that minimizes the function f(x, y(x)) for each x ∈ X. If for each x this
minimum is achieved at a unique point y(x), then the best (guaranteed) result of player
1 makes up

f g = max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) = max
x∈X

f(x, y(x)) = f(xg, y(xg)) = min
y∈Y

f(xg, y).

The sequence of moves of the DM and player 2 is illustrated in figure:
As a result, the DM prefers the maximin strategy xg, which yields the guaranteed

payoff

f g ≤ f(xg, y) ∀y ∈ Y.

Note that, for all x ∈ X, this payoff exceeds all other guaranteed payoffs:

min
y∈Y

f(x, y) ≤ f g ∀x ∈ X.
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3. Multistage maximin

For the difference statement of the linear-quadratic problem from section 2,
the guaranteed solution in outcomes (maximin) is constructed using an appropriate
modification of dynamic programming.

As the mathematical model, let us consider the ordered quadruple

〈Σ,A,Zu,J (U,Zu, x0)〉, (8)

which will be called the K-stage positional single-criterion linearquadratic problem under
uncertainty. We make several assumptions regarding (8) as follows.

– The controlled system Σ evolves over time in accordance with the vector linear
difference equation

x(k + 1) = Ax(k) + u+ z = f(k, x(k), u, z), x(0) = x0, (9)

with the following notations: k = 0, 1, . . . , K–1 as time instants, i.e., partition
points of an entire time interval [0, K] on which the controlled discrete process Σ

is evolving, x(k) ∈ Rn as the value of the state vector x at a time instant t = k;
u ∈ Rn as a DM’s control action; z ∈ Rn as an uncertain factor, (k, x(k)) as a pair
determining the position of (8) at a time instant k; (0, x0) as an initial position; A
as a constant matrix of dimensions n× n.

– A DM’s positional strategy U(k) at a time instant k is identified with a vector
function u(k, x) = P (k)x, where P (k) ∈ Rn×n is a constant matrix of dimensions
n × n. (This fact will be indicated by U(k) ÷ u(k, x) = P (k)x.) Hence, at a
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time instant k an appropriate strategy is assigned by choosing a specific matrix
P (k) ∈ Rn×n of dimensions n× n.

Thus, an ordered collection

U = (U(0), U(1), . . . , U(K − 1))÷

÷(u(0, x), u(1, x), . . . , u(K − 1, x)) = (P (0)x, P (1)x, . . . , P (K − 1)x)

is a DM’s strategy in the problem (8), the set of all such strategies U will be denoted
by A.

– The set of strategic positional uncertainties Zu(k) at a time instant k will be denoted
by Zu(k). It consists of

Zu(k)÷ z(k, x, u) = Q(k)x+R(k)u,

where Q(k), R(k) ∈ Rn×n are constant matrices of specified dimensions. The special
class of uncertainties that depend on the position (k, x) and also on the control
action u has been selected due to the reasons discussed in Remark 1. As a result,
the uncertainty in the problem (8) is described by the ordered collection

Zu = (Zu(0), Zu(1), . . . , Zu(K − 1))÷

÷(z(0, x, u), z(1, x, u), . . . , z(K − 1, x, u)) =

= (Q(0)x+R(0)u,Q(1)x+R(1)u, . . . , Q(K − 1)x+R(K − 1)u);

the set of such uncertainties is denoted by Zu.

The controlled process in the problem (8) has the following dynamics over time.
Assume that the DM has chosen and adopted a specific strategy U ∈ A:

U ÷ (u(0, x), u(1, x), . . . , u(K − 1, x)) = (P (0)x, P (1)x, . . . , P (K − 1)x).

Also, let some uncertainty Zu ∈ Zu have been realized in Σ regardless of this choice:

Zu = (Zu(0), . . . , Zu(K − 1))÷ (z(0, x, u), . . . , z(K − 1, x, u)) =

= (Q(0)x+R(0)u, . . . , Q(K − 1)x+R(K − 1)u).

Substituting the above strategy U and uncertainty Zu into (9), we obtain

x(1) = Ax0 + u(0, x0) + z(0, x0, u(0, x0)) =

= [A+ P (0) +Q(0) +R(0)P (0)]x0 =

= f(0, x0, u(0, x0), z(0, x0, u(0, x0))),

x(2) = [A+ P (1) +Q(1) +R(1)P (1)]x(1) =
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= f(1, x(1), u(1, x(1)), z(1, x(1), u(1, x(1)))),

...

x(K) = [A+ P (K − 1) +Q(K − 1) +R(K − 1)P (K − 1)]x(K − 1) =

= f(K − 1, x(K − 1), u(K − 1, x(K − 1)),

z(K − 1, x(K − 1), u(K − 1, x(K − 1)))).

This gives three sequences,

{x(k)}Kk=0,

{u[k] = P (k)x(k)}Kk=0,

{z[k] = Q(k)x(k) +R(k)P (k)x(k)}Kk=0,

which form the criterion (also called the payoff or utility function of the DM)

J (U,Zu, x0) = x′(K)Cx(K)+

+
K−1

k=0

(u′[k]D(k)u[k] + z′[k]L(k)z[k]) = (10)

= Φ(x(K)) +
K−1

k=0

F (k, x(k, u[k], z[k])).

A value of the function (10) is called an outcome or DM’s payoff. In formula (10), all
matrices C, D(k), L(k), P (k), Q(k) and R(k) of dimensions n× n are constant, and the
matrices C, D(k) and L(k) are symmetric. Recall that the prime indicates transposition,
for a symmetric matrix M ∈ Rn×n, the expression M > 0 (< 0) shows that the
quadratic form u′Mu is positive (negative, respectively) definite; En is an identity matrix
of dimensions n× n; 0n is a zero n-dimensional vector; finally, Idem{u → ug} means the
bracketed expression with u replaced by ug. In addition, detB denotes the determinant of
a square matrix B.

At conceptual level, choosing his strategy U ∈ A, the DM seeks to maximize
the outcome J (U,Zu, x0) in the problem (8) under any realization of the uncertainty
Zu ∈ Zu. Definition 1 naturally leads to the following concept.

A pair (U g,J g[x0]) ∈ A × R will be called the guaranteed solution in outcomes of
the problem (8) if there exists an uncertainty Zg

u ∈ Zu such that

J g[x0] = max
U∈A

min
Zu∈Zu

J (U,Zu, x0) =

= min
Zu∈Zu

J (U g, Zu, x0) = J (U g, Zg
u, x0). (11)
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In this case, U g will be called the guaranteeing strategy, and J g[x0] the guaranteed
outcome.

Remark 2. The concept of guaranteed solution in outcomes suggests the DM to use the
strategy U g ∈ A in the problem (8) on two grounds as follows. First, the equality

min
Zu∈Zu

J (U g, Zu, x0) = J g[x0]

implies that J (U g, Zu, x0) ≥ J g[x0] under any uncertainty realization of the uncertainty
Zu ∈ Zu. In other words, with this strategy the outcome will be not smaller than the
guaranteed outcome J g[x0] (the lower bound on J (U g, Zu, x0) over all Zu ∈ Zu).

Second, for each strategy U ∈ A the DM will obtain the guaranteed outcome
min

Zu∈Zu

J (U,Zu, x0), which is not greater than J g[x0].

Now, we introduce sufficient conditions for the existence of the multistage
maximin (11) that are based on dynamic programming. At each time instant
k = K,K–1, K–2, . . . , 1, 0, we will use the Bellman function

V (k)(x) = x′Θ(k)x,

with a symmetric matrix Θ(k) ∈ Rn×n as well as scalar functions

W (k, x, u, z, V (k+1)(Ax+ u+ z)) =

= W (k, x, u, z, (x′A′ + u′ + z′)Θ(k + 1)(Ax+ u+ z)) =

= W [k, x, u, z,Θ(k + 1)] = u′D(k)u+ z′L(k)z+ (12)

+(x′A′ + u′ + z′)Θ(k + 1)(Ax+ u+ z)

(k = K − 1, K − 2, . . . , 1, 0).

Proposition 3. Let {V (k)(x) = x′Θ(k)x}K–1
k=0 , {u(k, x,Θ(k+1)) = P (k,Θ(k+1))x}}K–1

k=0

and {z(k, x, u,Θ(k + 1)) = Q(k,Θ(k + 1))x + R(k,Θ(k + 1))u}K–1
k=0 be three sequences,

the first composed of scalar functions and the last two of n-dimensional vector functions,
that satisfy the following assumptions:

V (K)(x) = x′Cx ∀x ∈ Rn, (13)

for all x, u ∈ Rn, Θ(k + 1) ∈ Rn×n, and k = K − 1, . . . , 1, 0,

min
z

W [k, x, u, z,Θ(k + 1)] =

= W [k, x, u, z(k, x, u,Θ(k + 1)),Θ(k + 1)]; (14)
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for each x ∈ Rn, Θ(k + 1) ∈ Rn×n and k = K − 1, . . . , 1, 0,

max
u

W [k, x, u, z(k, x, u,Θ(k + 1)),Θ(k + 1)] =

= W [k, x, u(k, x,Θ(k + 1)), (15)

z(k, x, u(k, x,Θ(k + 1)),Θ(k + 1)),Θ(k + 1)];

for any x ∈ Rn and k = K − 1, K − 2, . . . , 1, 0,

V (k)(x) = x′Θ(k)x = W [k, x, u(k, x,Θ(k + 1)),

z(k, x, u(k, x,Θ(k + 1)),Θ(k + 1)),Θ(k + 1)]. (16)

Then for any initial state vector x0 ∈ Rn, the guaranteed solution in outcomes
(U g,J g[x0]) of the problem (8) has the following form:
the guaranteed strategy is given by

U g ÷ (ug[0, x], ug[1, x], . . . , ug[K − 1, x]),

where

ug[k, x] = u(k, x,Θ(k + 1)) (k = 0, 1, . . . , K − 1),

and the guaranteed outcome is given by

J g[x0] = V (0)(x0) = x′
0Θ(0)x0.

(The notations are the same as in (12). Formula (16) is used to successively find the
matrices Θ(k) (k = K − 1, . . . , 1, 0).)

Proof. This result can be established by a standard procedure, for example, see [13,
pp. 366–367]. □

Remark 3. For each time instant (k = 0, 1, . . . , K–1), consider the auxiliary problem

Γ(k) = 〈A,Z ,W [k, x, u, z,Θ(k + 1)]〉,

where A is the set of strategies U = (U(0), U(1), . . . , U(K − 1)) ÷ (u(0, x), u(1, x), . . .

. . . , u(K − 1, x)) of the form u(k, x) = P (k)x; Z denotes the set of uncertainties
z(k, x, u,Θ(k + 1)) = Q(k)x + R(k)u; the criterion W [k, x, u, z,Θ(k + 1)] is given by
(12). Then merging the requirements (14) and (15) actually means the equalities

max
u∈A

min
z∈Z

W [k, x, u, z,Θ(k + 1)] =

= min
z∈Z

W [k, x, u(k, x,Θ(k + 1)), z,Θ(k + 1)] = W [k, x, u(k, x,Θ(k + 1)), (17)

z(k, x, u(k, x,Θ(k + 1)),Θ(k + 1)),Θ(k + 1)] = W g[k, x,Θ(k + 1)].
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In other words, at each time instant k = K − 1, K − 2, . . . , 1, 0 the DM implements the
maximin (17) in the auxiliary problem Γ(k). Consequently, according to Proposition 3,
implementing the local maximin at each time instant k = K − 1, K − 2, . . . , 1, 0, the DM
actually arrives at the global maximin (11) in the problem (8).

Taking advantage of Proposition 3, we will find an explicit form of the guaranteed
solution in outcomes of the problem (8). Before doing it, let us present three auxiliary
results. Recall that if a quadratic form z′Gz is positive (negative) definite and
G = G′ ∈ Rn×n, then all n roots λi of the characteristic equation det[G–λEn] = 0

are real and λi > 0 (λi < 0, respectively).

Lemma 1. Consider symmetric matrices L(k−1) > 0 and Θ(k) < 0 of dimensions n×n.
The inequality

L(k − 1) +Θ(k) > 0

holds if λ(k−1) > µ(k), where λ(k−1) and −µ(k) are the least roots of the characteristic
equations det[L(k − 1)− λEn] = 0 and det[Θ(k)− µEn] = 0, respectively.

Proof. Let λ(k − 1) and −µ(k) be the least roots of the corresponding characteristic
equations. In this case,

z′L(k − 1)z ≥ λ(k − 1)z′z, z′Θ(k)z ≥ −µ(k)z′z ∀z ∈ Rn,

and hence

z′[L(k − 1) +Θ(k)]z ≥ [λ(k − 1)− µ(k)]z′z > 0 ∀z ∈ Rn \ {0n}.

□

Lemma 2. Consider symmetric constant matrices D(k), C, L(k − 1), and Θ(k) of
dimensions n× n such that

D(k) < 0, C < 0, L(k − 1) > 0, L(k − 1) +Θ(k) > 0. (18)

Then the matrices

M(Θ(k)) = Θ(k){Θ−1(k)− [L(k − 1) +Θ(k)]−1}Θ(k),

Θ(k − 1) = A′M(Θ(k))××{M−1(Θ(k))− [D(k) +M(Θ(k))]−1}M(Θ(k))A

are also symmetric, M(Θ(k)) < 0, and Θ(k − 1) < 0 if

detA ∕= 0. (19)
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Proof. The symmetry of the matrices M(Θ(k)) and Θ(k − 1) follows from the properties
(AB)′ = B′A′, [A−1]′ = [A′]−1, A′′ = A and the two easily checked equalities
M(Θ(k)) = M ′(Θ(k)) and Θ(k − 1) = Θ′(k − 1).

The negative definiteness of M(Θ(k)) and Θ(k − 1) is established by the chain of
implications

Θ(k) < 0 ⇒ detΘ(k) ∕= 0 ⇒ ∃Θ−1(k) ∧Θ−1(k) < 0,

[L(k − 1) +Θ(k)] > 0 ⇒ [L(k − 1) +Θ(k)]−1 > 0 ⇒ −[L(k − 1) +Θ(k)]−1 < 0,

Θ−1(k) < 0 ∧ −[L(k − 1) +Θ(k)]−1 < 0 ⇒

⇒ Θ−1(k)− [L(k − 1) +Θ(k)]−1 < 0 = {detΘ(k) ∕= 0} ⇒

⇒ M(Θ(k)) = Θ(k){Θ−1(k)− [L(k − 1) +Θ(k)]−1}Θ(k) < 0;

D(k) < 0 ∧M(Θ(k)) < 0 ⇒ [D(k) +M(Θ(k))]−M(Θ(k)) = D(k) < 0 =

= { [14, p. 89]} ⇒ M−1(Θ(k))− [D(k) +M(Θ(k))]−1 < 0;

detA ∕= 0 ∧M(Θ(k)) < 0 ⇒ det[AM(Θ(k))] ∕= 0,

det[AM(Θ(k))] ∕= 0 ∧M−1(Θ(k))− [D(k) +M(Θ(k))]−1 < 0 ⇒ Θ(k − 1) =

= A′M(Θ(k)){M−1(Θ(k))− [D(k) +M(Θ(k))]−1}M(Θ(k))A < 0.

□

Corollary 2. Under conditions (18) and (19) (see Lemma 2), we have the implication

[Θ(k) < 0] ⇒ [Θ(k − 1) < 0]. (20)

In fact, the validity of (20) has be demonstrated by Lemma 2.

Remark 4. The concept of guaranteed solution in outcomes itself directly leads to the
following design method of the guaranteed solution of the problem (8) using Proposition
3, see the stages described below. The Bellman functions V (k)(x) have to be constructed
as quadratic forms V (k)(x) = x′Θ(k)x, with symmetric matrices Θ(k) ∈ Rn×n.

Stage 1 (k = K). From (9), due to

V (K)(x) = x′Θ(K)x = x′Cx ∀x ∈ Rn,

find the matrix Θ(K) = C.
Stage 2 (k = K–1). The function W [K − 1, x, u, z,Θ(K)] (12) takes the form

W [K − 1, x, u, z,Θ(K)] = u′D(K − 1)u+ z′L(K − 1)z+

+(x′A′ + u′ + z′)Θ(K)(Ax+ u+ z). (21)
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Checking the condition L(K−1)+C = L(K−1)+Θ(K) > 0, construct z(K−1, x, u,Θ(K))

in accordance with

min
z

W [K − 1, x, u, z,Θ(K)] =

= W [K − 1, x, u, z(K − 1, x, u,Θ(K)),Θ(K)] ∀x, u ∈ Rn. (22)

Next, calculate the vector function u(K − 1, x,Θ(k)) in accordance with

max
u

W [K − 1, x, u, z(K − 1, x, u,Θ(K)),Θ(K)] =

= W [K − 1, x, u(K − 1, x,Θ(K)),

z(K − 1, x, u(K − 1, x,Θ(K)),Θ(K)),Θ(K)] == W [K − 1, x] ∀x ∈ Rn,

and find the constant matrix Θ(K − 1) of dimensions n× n from the identity

x′Θ(K − 1)x = W [K − 1, x] ∀x ∈ Rn. (23)

Thus, Stage 2 yields the n-dimensional vector function

ug[K − 1, x] = u(K − 1, x,Θ(K) = C) = P (K − 1,Θ(K))x

and also the symmetric matrix Θ(K − 1) ∈ Rn×n.
Then, repeating all operations of Stage 2 for k = K–2, obtain the vector function

ug[K − 2, x] = u(K − 2, x,Θ(K − 1)) = P (K − 2,Θ(K − 1))x and the matrix
Θ(K − 2) ∈ Rn×n of dimensions n× n. And so on, for k = K − 3, . . . , 1.

Finally, repeat the operations of Stage 2 for k = 0, replacing Θ(K) by Θ(1). For k = 0,

W [0, x, u, z,Θ(1)] = u′D(0)u+ z′L(0)z+

+(x′A′ + u′ + z′)Θ(1)(Ax+ u+ z).

Check the requirement L(0) + Θ(1) > 0 and construct the vector function
z(0, x, u,Θ(1)) in accordance with

min
z

W [0, x, u, z,Θ(1)] =

= W [0, x, u, z(0, x, u,Θ(1)),Θ(1)] ∀x, u ∈ Rn.

Next, find the n-dimensional vector function u(0, x,Θ(1)) in accordance with

max
u

W [0, x, u, z(0, x, u,Θ(1)),Θ(1)] =

= W [0, x, u(0, x,Θ(1)),

z(0, x, u(0, x,Θ(1)),Θ(1)),Θ(1)] = W [0, x] ∀x ∈ Rn,
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and also the matrix Θ(0) of dimensions n× n from the identity

x′Θ(0)x = W [0, x] ∀x ∈ Rn.

As a result, the vector function ug[0, x] = u(0, x,Θ(1)) = P (0,Θ(1))x and the constant
matrix Θ(0) of dimensions n× n are obtained.

Thus, for any initial state vector x(0) = x0 ∕= 0n in (9), the guaranteed solution in
outcomes (U g,J g[x0]) of the problem (8) has the explicit form

U g ÷ (ug[0, x], ug[1, x], . . . , ug[K − 1, x]),

ug[k, x] = u(k, x,Θ(k + 1)) = P (k,Θ(k + 1))x (k = 0, 1, . . . , K − 1), (24)

J g[x0] = x′
0Θ(0)x0.

In view of the stages described in Remark 4, we may formulate the following result.

Proposition 4. Consider the problem (8) with

C < 0, detA ∕= 0, D(k) < 0, L(k) > 0 (k = 0, 1, . . . , K − 1) (25)

and let the sequence of matrices {Θ(k)}Kk=0 constructed by the recursive formulas

Θ(K) = C,

M(Θ(K)) = C[C−1 − (L(K − 1) + C)−1]C,

Θ(K − 1) = A′M(Θ(K)){M−1(Θ(K))–

−[D(K − 1) +M(Θ(K))]−1}M(Θ(K))A,

M(Θ(K − 1)) = Θ(K − 1)[Θ−1(K − 1)−

−(L(K − 2) +Θ(K − 1))−1]Θ(K − 1),

Θ(K − 2) = A′M(Θ(K − 1)){M−1(Θ(K − 1))–

−[D(K − 2) +M(Θ(K − 1))]−1}M(Θ(K − 1))A,

...

Θ(k) = A′M(Θ(k + 1)){M−1(Θ(k + 1))–

−[D(k) +M(Θ(k + 1))]−1}M(Θ(k + 1))A,

M(Θ(k)) = Θ(k)[Θ−1(k)− (L(k − 1) +Θ(k))−1]Θ(k),

Θ(k − 1) = A′M(Θ(k)){M−1(Θ(k))− [D(K − 1) +M(Θ(k))]−1}M(Θ(k))A,

...

Θ(1) = A′M(Θ(2)){M−1(Θ(2))− [D(1) +M(Θ(2))]−1}M(Θ(2))A,
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M(Θ(1)) = Θ(1)[Θ−1(1)− (L(0) +Θ(1))−1]Θ(1),

Θ(0) = A′M(Θ(1)){M−1(Θ(1))− [D(0) +M(Θ(1))]−1}M(Θ(1))A (26)

be such that

L(k − 1) +Θ(k) > 0 (k = K,K − 1, . . . , 1). (27)

Then for any initial state vector x0 ∈ Rn in equation (9), the guaranteed solution in
outcomes (U g,J g[x0]) of the problem (8) has the form

U g ÷ (−[D(0) +M(Θ(1))]−1M(Θ(1))Ax, . . .

. . . ,−[D(K − 1) +M(Θ(K))]−1M(Θ(K))Ax), (28)

J g[x0]) = x′
0Θ(0)x0.

Proof. In accordance with Stage 1, the matrix Θ(K) is Θ(K) = C < 0 and the Bellman
function at the time instant k = K is given by

V (K)(x) = x′Θ(K)x = x′Cx.

Following the recommendations of Stage 2, we construct the scalar function (12) for
k = K–1

W [K − 1, x, u, z,Θ(K)] = u′D(K − 1)u+ z′L(K − 1)z+

+(x′A′ + u′ + z′)Θ(K)(Ax+ u+ z), (29)

and find z(K − 1, x, u,Θ(K)) from (14), i.e.,

min
z

W [K − 1, x, u, z,Θ(K)] = Idem[z → z(K − 1, x, u,Θ(K))].

Due to the above explicit form of W [K − 1, x, u, z,Θ(K)], the vector function
z(K − 1, x, u,Θ(K)) simultaneously minimizes the function

ϕ1(K − 1, x, u, z) = z′L(K − 1)z+

+z′Θ(K)z + 2z′Θ(K)(Ax+ u) ∀x, u ∈ Rn.

Here, the sufficient conditions can be written as

gradzϕ1(K − 1, x, u, z)|z(K−1,x,u,Θ(K)) =

=
∂ϕ1(K − 1, x, u, z)

∂z
|z(K−1,x,u,Θ(K)) =

= 2[L(K − 1) +Θ(K)]z(K − 1, x, u,Θ(K)) + 2Θ(K)(Ax+ u) = 0n ∀x, u ∈ Rn,

(30)

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2021, 1



Uncertainty and discrete maximin 27

and the Hessian has the form
∂2ϕ1(K − 1, x, u, z)

∂z2
= 2[L(K − 1) +Θ(K)] > 0.

The last inequality is immediate from (27) with k = K. On the other hand, condition
(30) implies, first,

z(K − 1, x, u,Θ(K)) = −[L(K − 1) +Θ(K)]−1Θ(K)(Ax+ u), (31)

and second,

z′(K − 1, x, u,Θ(K))[L(K − 1) +Θ(K)]z(K − 1, x, u,Θ(K))+

+2z′(K − 1, x, u,Θ(K))Θ(K)(Ax+ u) =

= −z′(K − 1, x, u,Θ(K))[L(K − 1) +Θ(K)]z(K − 1, x, u,Θ(K)).

Using this relation, equality (31) and the first row of formula (2) with k = K, we
obtain the following chain of equalities from (29) with z = z(K − 1, x, u,Θ(K)):

W [K − 1, x, u, z(K − 1, x, u,Θ(K)),Θ(K)] =

= u′D(K − 1)u+ (x′A′ + u′)Θ(K)(Ax+ u)–

−z′(K − 1, x, u,Θ(K))[L(K − 1) +Θ(K)]z(K − 1, x, u,Θ(K)) =

= u′D(K − 1)u+ (x′A′ + u′)Θ(K)Θ−1(K)Θ(K)(Ax+ u)–

−(x′A′ + u′)Θ(K)[L(K − 1) +Θ(K)]−1Θ(K)(Ax+ u) =

= u′D(K − 1)u+ (x′A′ + u′)Θ(K){Θ−1(K)–

−[L(K − 1) +Θ(K)]−1}Θ(K)(Ax+ u) =

= u′D(K − 1)u+ (x′A′ + u′)M(Θ(K))(Ax+ u) =

= u′[D(K − 1) +M(Θ(K))]u+

+2u′M(Θ(K))(Ax+ u) + x′A′M(Θ(K))Ax.

Now, we get back to (4), taking into account the formula

W [K − 1, x, u, z(K − 1, x, u,Θ(K)),Θ(K)] =

= u′D(K − 1)u+ (x′A′ + u′)M(Θ(K))(Ax+ u) =

= u′[D(K − 1) +M(Θ(K))]u+

+2u′M(Θ(K))(Ax+ u) + x′A′M(Θ(K))Ax.

If the maximum in (4) is achieved at u = u(K − 1, x,Θ(K)), then

max
u

ϕ2(K − 1, x, u) =
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= max
u

{u′[D(K − 1) +M(Θ(K))]u+ 2u′M(Θ(K))Ax} ∀x ∈ Rn (32)

is also implemented at the same u = u(K − 1, x,Θ(K)). The sufficient conditions of this
maximum can be written as

∂ϕ2(K − 1, x, u)

∂u
|u(K−1,x,Θ(K)) =

= 2[D(K − 1) +M(Θ(K))]u(K − 1, x,Θ(K))+

+2M(Θ(K))Ax = 0n ∀x ∈ Rn, (33)

∂2ϕ1(K − 1, x, u)

∂u2
= 2[D(K − 1) +M(Θ(K))] < 0.

The second requirement is satisfied due to D(K − 1) < 0 (see (24) with k = K–1)
and M(Θ(K)) < 0. In addition, the matrix M(Θ(K)) has symmetry by Lemma 2 with
k = K.

From (33) it follows that, first,

u(K − 1, x,Θ(K)) = −[D(K − 1) +M(Θ(K))]−1M(Θ(K))Ax; (34)

second,

u′(K − 1, x,Θ(K))[D(K − 1) +M(Θ(K))]u(K − 1, x,Θ(K))+

+2u′(K − 1, x,Θ(K))M(Θ(K))Ax = −u′(K − 1, x,Θ(K))[D(K − 1)+

+M(Θ(K))]u(K − 1, x,Θ(K)) ∀x ∈ Rn.

In view of this identity, (34), and the second row of formula (2), we obtain

W [K − 1, x] = W [K − 1, x, u(K − 1, x,Θ(K)),

z(K − 1, x, u(K − 1, x,Θ(K)),Θ(K)),Θ(K)] =

= −u′(K − 1, x,Θ(K))[D(K − 1)+

+M(Θ(K))]u(K − 1, x,Θ(K))+

+x′A′M(Θ(K))M−1(Θ(K))M(Θ(K))Ax = (35)

= x′A′M(Θ(K)){M−1(Θ(K))–

−[D(K − 1) +M(Θ(K))]−1}M(Θ(K))Ax =

= x′Θ(K − 1)x = V (K−1)(x).

Moreover, by Corollary 2,

[Θ(K)(= C) < 0] ⇒ [Θ(K − 1) < 0],

and by Lemma 2 the matrix Θ(K − 1) is symmetric.
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The same considerations can be applied to the case k = K–2 by simply replacing the
matrix Θ(K) with Θ(K− 1) and the number K–1 with K–2 in all formulas starting from
(29). Following this approach, we establish the analogs of (34) and (35),

u(K − 2, x,Θ(K − 1)) = −[D(K − 2) +M(Θ(K − 1))]−1M(Θ(K − 1))Ax,

and

V (K−2)(x) = x′Θ(K − 2)x,

respectively, where the nonnegative definite matrices M(Θ(K − 1)) and Θ(K − 2) are
given by (19) with k = K–1.

Similar operations should be performed for k = K − 3, . . . , 1, 0. By mathematical
induction on k, for each k = 0, 1, . . . , K–1 we get

u(k, x,Θ(k + 1)) = −[D(k) +M(Θ(k + 1))]−1M(Θ(k + 1))Ax, (36)

V (k)(x) = x′Θ(k)x.

Finally, the end of Remark 4 in combination with the first and second rows of formula
(36) with k = 0, 1, . . . , K − 1 and k = 0, respectively, allows us to prove (25). □

Remark 5. For obtaining the guaranteed solution in outcomes of the linear-quadratic
discrete single-criterion problem (8)–(11) using Proposition 4, we have to first, check the
constraints (25), second, for k = K,K − 1, . . ., construct the two sequences

{Θ(K),Θ(K − 1), . . . ,Θ(1),Θ(0)},

and

{M(Θ(K)),M(Θ(K − 1)), . . . ,M(Θ(1)),M(Θ(0))}

by the recursive relations (26); third, check whether the requirements (27) are satisfied;
if so, analytically design the guaranteed solution in outcomes (U g,J g[x0]) by formulas
(28).

Conclusion

The article consists of two parts. The first part is devoted to general questions that
are related to uncertainty: causes and sources of uncertainties appearance, classification
of uncertainties in economic systems and approach to their assessment. In the second part
the concept of maximin, based on the principle of guaranteed result (Wald’s principle) is
considered. In this case, maximin is interpreted from viewpoint of two-level hierarchical
game. On the basis of the maximin concept, a guaranteed solution in outcomes for K-
stage positional single-criterion linear quadratic problem under uncertainty is formalized.
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An explicit form of the guaranteed solution for this problem is found.The article opens
the theoretical direction of the research of dynamic multi-stage positional games under
uncertainty.
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Connection between the inverse Schur transformation for
generalized Nevanlinna functions with the rational matrix functions
of special type.

Andreishcheva E. N.

Abstract. In this paper we consider classical Schur transformation and inverse Schur
transformation for generalized Nevanlinna functions. The function N(z) is called a generalized
Nevanlinna functions with κ nagative squares, if it is meromorphic in C+ and the kernel

LN (z, w) =
N(z)−N(w)∗

z − w∗



=

(1 −N(z))Jℓ


1

−N(w)∗



z − w∗





has κ negative squares in hol+(N)  the domain of holomorphy of N(z) in C+. We denote this
class of functions by Nκ. We often extend the domain of definition of N(z) to the open lower
half plane C− by setting N(z∗) = N(z)∗ with z ∈ hol+(N) and by holomorphy to those points
of the real axis where this is possible.

We study rational 2× 2- matrix functions Θ(z) which have a pole only in the point z∗1 , that
is their entries are polynomials in 1/(z − z∗1), and which are Jℓ-unitary, that is, satisfy on the
real line:

Θ(z)JℓΘ(z)∗ = Jℓ, z ∈ R, Jℓ :=


0 1

−1 0


.

There the extension of the classical Schur transformation to generalized Schur functions as
defined and studied for example, in the papers [3], [4], [5] and [6], played an important role.

In this paper we use the inverse Schur transformation which plays a main role. As fractional
linear transformation, this inverse Schur transformation is according to (4) determined by a
2× 2-matrix function Θ(z). The connection between the Schur transformation and factorization
of 2 × 2-matrix functions is based on the fact that for generalized Nevanlinna functions the
matrix functions Θ(z), corresponding to the inverse Schur transformation, are the elementary



Св обратного преобраовани Шура обобщенного класса Неванлинны... 33

Jℓ-unitary factors. The minimal factorization of a given rational Jℓ-unitary 2×2-matrix functoin
Θ(z) can be obtained by a repeated application of the Schur transformation which we call the
Schur algorithm.

The reproducing kernel Pontryagin space associated with the kernel LN (z, w) with
z, w ∈ hol(N) will be denoted by L (N) and the reproducing kernel Pontryagin space associated
with the same kernel but now with z, w ∈ hol+(N) will be denoted by L+(N). The spaces
coincide if there is a real interval where N is holomorphic:the elements of the one are the analytic
continuations of the elements of the other.

In this paper with a given function N(z) ∈ N the reproducing kernel Pontryagin space for
the kernel LN (z, w) from (1) is introduced and studied.

Theorems 1 and 2 are obtained from more general results from [10], [4] and [15].

Keywords: indefinite metrics, Nevanlinna function, Pontryagin space, Schur transformation,
reproducing kernel, factorization of rational matrix function.

Введение

Функци N(z) наываетс обобщенной функцией Неванлинны с κ отрицател-
ными квадратами, если она мероморфна в C+ и дро

LN(z, w) =
N(z)−N(w)∗

z − w∗



=

(1 −N(z))Jℓ


1

−N(w)∗



z − w∗



 (1)

имеет κ неотрицателных квадратов в hol+(N)  области голоморфима N(z) в C+.
Обоначим этот класс функций Nκ. Часто област определени N(z) расширетс
на открыту нин полуплоскост C−, полага N(z∗) = N(z)∗ дл z ∈ hol+(N)

по голоморфности в тех точках вещественной оси, где это вомоно. Област голо-
морфности расширенной функции будет обоначатс hol(N). дро LN(z, w), рас-
сматриваемое в hol(N), по-пренему имеет κ отрицателных квадратов (см. [13]).
При κ = 0 класс N0 состоит и всех функций Неванлинны. Это функции N(z), ко-
торые влтс голоморфными в C \ R так, что C \ R ⊂ hol(N) и соблдаетс
условие N(z∗)∗ = N(z) и ImN(z)/Im z ≥ 0 в этом мноестве. Мы расширем класс
N0, добавл к нему функци, тодественно равну ∞. Расширенный класс таке
обоначаетс N0, и мы полагаем N = ∪κ≥0Nκ. Как Nz1

κ мы обоначим класс функций
и Nκ, которые голоморфны в z1. Наконец, обоначим Nz1 = ∪κ≥0N

z1
κ . По-пренему

константа ∞ рассматриваетс как элемент Nz1 . Функци f(z), определенну на под-
мноестве и C, симметричном относително вещественной оси, мы будем наыват
вещественной, если f(z∗) = f(z)∗. Таким обраом, функции Неванлинны влтс
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вещественными, и полином по z влетс вещественным тогда и толко тогда, когда
его коэффициенты вещественны.

Напомним, что функци s(z) наываетс функцией Шура, если она определена
и голоморфна в открытом единичном диске D и удовлетворет услови |s(z)| ≤ 1

дл z ∈ D. Если s(z) по модул не равна единичной константе, то ее преобраование
Шура ŝ(z) определетс посредством

ŝ(z) =
1

z

s(z)− s(0)

1− s(z)s(0)∗
(2)

и таке влетс функцией Шура. Функци s(z) наываетс обобщенной функцией
Шура с κ отрицателными квадратами, если она мероморфна в D, и дро

Ks(z, w) =
1− s(z)s(w)∗

1− zw∗ , z, w ∈ hol(s),

имеет κ отрицателных квадратов. Расширение преобраовани Шура (2) дл обоб-
щенных функций Шура описано в [1], [10] и [14].
2× 2-матрична функци

Θ(z) =


a(z) b(z)

c(z) d(z)


(3)

определет дробное линейное преобраование TΘ(z) на мноестве комплексных функ-
ций N(z) соотношением

TΘ(z)(N(z)) =
a(z)N(z) + b(z)

c(z)N(z) + d(z)
. (4)

Оно обладает свойствами TΘ1(z)Θ2(z)(N(z)) = TΘ1(z)(TΘ2(z)(N(z))) так, что если опре-
делена Θ(z)−1, то

T −1
Θ(z)(N(z)) = TΘ(z)−1(N(z)).

Св меду преобраованием Шура и ралоением 2 × 2-матричных функций ос-
нована на том факте, что, по аналогии с преобраованием Шура (2) дл обобщенных
функций Неванлинны, матричные функции Θ(z), соответствущие обратному преоб-
раовани Шура, влтс элементарными Jℓ-унитарными мноителми. Следова-
телно, минималное ралоение данной рационалной Jℓ-унитарной 2×2-матричной
функции Θ(z) моет быт получено путем многократного применени преобраова-
ни Шура, что мы наываем алгоритмом Шура.

Дл данной функции N(z) ∈ Nz1 мы введем два дробных линейных преобра-
овани NS(z), N(z), сванные простым соотношением NS(z) = − N(z)−1. NS(z)
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формално подобно классическому преобраовани Шура (2), однако N(z) дл на-
ших целей окаываетс более подходщим. Поэтому в данной стате мы наываем
N(z) преобраованием Шура дл обобщенных функций Неванлинны.

Пуст z1 ∈ C+  фиксирована. Рассмотрим функци N(z) ∈ Nz1 , котора не
равна вещественной константе или ∞, и обоначим ее коэффициенты Тейлора в точке
z1, как νj, j = 0, 1, 2, ...:

N(z) =
∞

j=0

νj(z − z1)
j. (5)

С N(z) сваны два дробных линейных преобраовани [10]:

NS(z) =
N(z)− α(z)

|ν0|2 − β(z)N(z)
, (6)

N(z) =
β(z)N(z)− |ν0|2
N(z)− α(z)

; (7)

очевидно, что N(z) = −1/ NS(z). Функции α(z) и β(z), исполуемые в (6) и (7),
авист от услови Im ν0 ∕= 0 или Im ν0 = 0.
Случай Im ν0 ∕= 0:

В этом случае функции α(z) и β(z) линейны и определтс следущим обраом:

α(z) =
ν0(z − z∗1)− ν∗

0(z − z1)

z1 − z∗1
= ν0 +

ν0 − ν∗
0

z1 − z∗1
(z − z1), (8)

α(z) =
ν∗
0(z − z∗1)− ν0(z − z1)

z1 − z∗1
= ν∗

0 −
ν0 − ν∗

0

z1 − z∗1
(z − z1). (9)

Случай Im ν0 = 0:
В этом случае сначала определим вещественный полином p(z). Так как N(z) тоде-
ственно не равна вещественной константе, существует наименшее k ≥ 1, при кото-
ром νk ∕= 0. Определим формално комплексные числа aj по

(N(z)− ν0)
∞

j=0

aj(z − z1)
j = (z − z1)

k(z − z∗1)
k, (10)

в частности,

ajνk + aj−1νk+1 + · · ·+ a0νk+j =


k

j


(z − z∗1)

k−j, j = 0, 1, ..., k. (11)

В качестве p(z) определим полином
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p(z) =
k−1

j=0

aj(z − z1)
j +

2k−1

j=k

bj(z − z1)
j (12)

степени ≤ 2k − 1, где коэффициенты a0, a1,...,ak−1 вычислтс по (10), а коэффи-
циенты bj, j = k, k + 1, ..., 2k − 1, определтс и услови p(z∗) = p(z)∗. Благодар
этому свойству p(z), коэффициенты bj и, следователно, p(z) определены одноначно.
Покаем это. И (12) и требовани p(z) = p(z∗)∗ получаем

2k−1

j=k

bj(z − z1)
j =

k−1

j=0

a∗j(z − z∗1)
j −

k−1

j=0

aj(z − z1)
j +

2k−1

j=k

b∗j(z − z∗1)
j.

Бер i-ые проиводные от обеих частей, i = 0, 1, ..., k − 1, и вычисл их в z∗1 ,
получаем систему k уравнений с k неивестными bk, bk+1,...,b2k−1:

2k−1

j=k

bj
j!

(j − i)!
(z∗1 − z1)

j−i = i!a∗i −
k−1

j=i

aj
j!

(j − i)!
(z∗1 − z1)

j−i, i = 0, 1, ..., k − 1.

Так как матрица коэффициентов этой системы влетс обратимой, эти неивест-
ные определтс одноначно. Наконец, определим функции α(z) и β(z) следущим
обраом:

α(z) = ν0 +
(z − z1)

k(z − z∗1)
k

p(z)
, β(z) = ν0 −

(z − z1)
k(z − z∗1)

k

p(z)
. (13)

В стате вводитс и иучаетс пространство Понтргина с воспроиводщим дром
LN(z, w) и (1) дл аданной функции N(z) ∈ N.

1. Обратное преобраование Шура

Далее описываетс не преобраование Шура, а обратное преобраование, кото-
рое играет начиму рол. Как и дробное линейное преобраование, это обратное
преобраование Шура определено, согласно (4), дл 2× 2-матричной функции Θ(z),
котору мы сейчас рассмотрим. Дл аданной функции N(z) ∈ N, не влщейс
линейной и не имещей вид N(z) = α(z), функци N(z) апишем в виде:

N(z) = TΨ(z)( N(z)).

Второе преобраование  удаление вомоного полса N(z) в z1:

N(z) = TΨ(z)(
N(z));
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дес, понтно, Ψ(z)  единична матрица I2 рамером 2 × 2, если функци N(z)

голоморфна в z1. Тепер обратное преобраование Шура моет быт аписано, как

N(z) = TΨ(z)( N(z)) = TΨ(z)(TΨ(z)(
N(z))) = TΘ(z)( N(z)) (14)

дл

Θ(z) = Ψ(z)Ψ(z).

Така матрична функци Θ(z) наываетс матрица коэффициентов, сванна с
обратным преобраованием Шура дл N(z).
Обратное преобраование Шура моет быт аписано в виде:

N(z) =
α(z)( N(z) + h(z) + h(z∗)∗)− |ν0|2

N(z) + h(z) + h(z∗)∗ − β(z)
,

где функции α(z) и β(z) авист от того, соблдаетс ли ImN(z1) ∕= 0 или
ImN(z1) = 0 (см. (8), (9) и (13)). Тепер нетрудно видет, что матрицы Ψ(z) и Ψ(z)

могут быт выбраны следущим обраом; дес и далее мы полагаем

bℓ(z) =
z − z1
z − z∗1

.

Случай Im ν0 ∕= 0:

Ψ(z) =


I2 + (bℓ(z)− 1)

uu∗Jℓ
u∗Jℓu


, u =


ν∗
0

1


; (15)

видно, что u∗Jℓu = ν0 − ν∗
0 ∕= 0

Случай Im ν0 = 0:

Ψ(z) =


bℓ(z)

kI2 −
p(z)

(z − z∗1)
2k
uu∗Jℓ


, u =


ν0
1


; (16)

видно, что в этом случае u∗Jℓu = ν0 − ν∗
0 = 0.

Наконец, в обоих случах дл матрицы Ψ(z) имеем: Ψ(z) = I2, если N(z) голоморфна
в z1, иначе

Ψ(z) =


1 h(z) + h(z∗)∗

0 1


bℓ(z)

q, (17)

где q  пордок полса N(z) в точке z1 и h(z)  главна част рда Лорана дл N(z)

в z1. Обратите внимание, что элементы Ψ(z) имет полс толко в z∗1 , и скалрный
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мноител bℓ(z)
q в определении Ψ(z) гарантирует, что все элементы этой матрицы

обладат таким е свойством. Матрична функци в (16) влетс аналогом мат-
ричной функции, впервые предлоенной Шамфи [9] в случае окруности.

Следуща теорема содерит некотору информаци о преобраованих с мат-
ричной функцией вида (16).

Теорема 1. Пуст Θ(z) имеет вид

Θ(z) = bℓ(z)
kI2 −

p(z)

(z − z∗1)
2k
uu∗Jℓ, 0 ∕= u =


a

b


, a, b ∈ C, ab∗ = a∗b,

где k  целое, k ≥ 1, p(z)  вещественный полином степени не болше 2k − 1 и
p(z1) ∕= 0. Пуст N1(z) ∈ N, N1(z) ∕≡ ∞ и пуст N2(z) = TΘ(z)(N1(z))

1. Если N2(z) имеет полс в z1, N1(z) голоморфна в z1 и bN1(z1) ∕= a, то b = 0,
следователно, a ∕= 0 и

N1(z) = N2(z) +
|a|2p(z)

(z − z1)k(z − z∗1)
k
, (18)

при этом
−|a|2p(z)

(z − z1)k(z − z∗1)
k

влетс суммой главных частей N2(z) в точках

z1 и z∗1.
2. Если N2(z) голоморфна в z1 и имеет ралоение в рд Тейлора

N2(z) =
∞

j=0

νj(z − z1)
j, νj ∈ C,

и N1(z) либо имеет полс в z1 и не имеет вид (18), либо голоморфна в z1 и
bN1(z1) ∕= a, то b ∕= 0, ν0 = a/b, ν1 = ... = νk−1 = 0, νk ∕= 0 и |b|2p(z) получа-
етс и N2(z) по (10) при амене N(z) на N2(z); тогда одноначно определен
вещественный полином степени не более 2k− 1 такой, что |b|2p(j)(z1) = j!aj,
j = 0, 1, ..., k − 1.

В пункте 1) теоремы функции N1(z) и N2(z) сваны с функцими N(z) и N(z)

соответственно в определении преобраовани Шура: предполоение, что послед-
н последн функци имеет полс в z1 подраумевает, что Θ(z) имеет вид Ψ(z).
В пункте 2) обе функции сваны с N(z) и N(z) соответственно: в определении пре-
обраовани Шура, если N(z) голоморфна в z1, то [10]

N(z1) = ν0 −
(z1 − z∗1)

k

bk − ak
∕= ν0,
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что соответствует предполоени bN1(z1) ∕= a; если N(z) имеет полс в z1, то моно
покаат, что N(z) ∕= N(z), что соответствует предполоени о том, что (18) не
выполнетс.

Докаателство. Равенство N2(z) = TΘ(z)(N1(z)) полност выглдит, как

N2(z) =
[(z − z1)

k(z − z∗1)
k − ab∗p(z)]N1(z)− |a|2p(z)

|b|2p(z)N1(z) + [(z − z1)k(z − z∗1)
k − a∗bp(z)]

.

1) Если b ∕= 0, то a/b ∈ R, и наменател равен

|b|2p(z)(N1(z)− a/b) + (z − z1)
k(z − z∗1)

k.

Так как p(z1) ∕= 0 и N1(z1) ∕= a/b, то наменател не имеет нул при z = z1, что
противоречит предполоени о том, что N2(z) имеет полс в этой точке. Следова-
телно, b = 0, и формула (18) дл N2(z) отсда легко получаетс.
2) Если b = 0, то формула (18) справедлива, что противоречит предполоени о
том, что N2(z) голоморфна в z1, если N1(z) голоморфна в z1, и предполоени, что
(18) не справедлива, если N1(z) имеет полс в z1. Следователно, b ∕= 0, a/b ∈ R и

|b|2p(z)(N2(z)− a/b) = (z − z1)
k(z − z∗1)

k


1− N2(z)− a/b

N1(z)− a/b


.

Так как N1(z) − a/b имеет полс в z1 или, если голоморфна в z1, не имеет нул
в этой точке, то права част равна O


(z − z1)

k


при z → z1, и, следователно,
коэффициенты рда Тейлора ν0, ..., νk дл N2(z) имет свойства, описанные в пункте
2) теоремы. На основании вышеописанного равенства следует, что

|b|2p(z)(N2(z)− a/b) = (z − z1)
k(z − z∗1)

k +O

(z − z1)

2k

, z → z1,

и мы получаем, что |b|2p(j)(z1) = j!aj, j = 0, 1, ..., k − 1 дл aj и (10). □

2. Пространства L (N)

Напомним определение дра LN(z, w) и соотношени (1)

LN(z, w) =
N(z)−N(w)∗

z − w∗



=

(1 −N(z))Jℓ


1

−N(w)∗



z − w∗





Пространство Понтргина с воспроиводщим дром, сванное с дром LN(z, w)

дл z, w ∈ hol(N) будет обоначатс L (N). Пространство Понтргина с воспрои-
водщим дром, сванное с таким е дром дл z, w ∈ hol+(N) будет обоначатс
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L+(N). Эти пространства "равны" , если существует вещественный интервал,
где N голоморфно: элементы первого влтс аналитическими продоленими
элементов второго. Сначала приведем несколко примеров.

Пример 1. Пуст N(z) ∈ N имеет вид α(z) и (8) так, что N(z) = a + bz

дл a, b ∈ R и b ∕= 0. Тогда имеем

LN(z, w) =
N(z)−N(w)∗

z − w∗ = b =
ν0 − ν∗

0

z1 − z∗1
, ν0 = N(z1).

Тогда дл лбого w ∈ C

b = LN(w,w) = 〈LN(z, w), LN(z, w)〉L (N) = b2 〈1, 1〉L (N) .

Это начит, что L (N) равно C, в котором определенно внутреннее проиведение

〈α, β〉L (N) =
β∗α

b
, α, β ∈ C,

которое влетс полоително определенным при Im ν0 > 0 и отрицателно опре-
деленным при Im ν0 < 0.
Если, с другой стороны, N(z) ∈ N имеет вид

N(z) = a+
b

λ0 − z
дл a, b,λ ∈ R и b ∕= 0, то подобные вычислени дат

b = |λ0 − z1|2
ν0 − ν∗

0

z1 − z∗1
, ν0 = N(z1),

и L (N) влетс линейным пространством функций α/(λ0− z), α ∈ C с внутренним
проиведением


α

λ0 − z
,

β

λ0 − z



L (N)

=
β∗α

b
, α, β ∈ C,

которое опт влетс полоително определенным при Im ν0 > 0 и отрицателно
определенным при Im ν0 < 0. Таким обраом, в данном случае тое dimL (N) = 1.
Моно покаат, что пространство L (N) имеет рамерност, равну 1, тогда и
толко тогда, когда N(z) имеет один и рассмотренных в примере видов.

Пример 2. Пуст N(z) представлено в виде α(z) и (13):
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N(z) = ν0 +
(z − z1)

k(z − z∗1)
k

p(z)
,

где ν0 вещественно, k  целое, k ≥ 1, и p(z)  вещественный полином степени мак-
симум 2k − 1 такой, что p(z1) ∕= 0. Пуст

M(z) = −1/(N(z)− ν0) = − p(z)

(z − z1)k(z − z∗1)
k
= h(z) + h(z∗)∗,

где h(z) главна част рда Лорана дл M(z) в точке z1:

h(z) =
k

j=1

hj

(z − z1)j

дл hj ∈ C и hk ∕= 0. И

LN(z, w) = (N(z)− ν0)LM(z, w)(N(w)− ν0)
∗

мы видим, что M(z) влетс обобщенной функцией Неванлинны с тем е числом
отрицателных квадратов, что и у N(z), и оператор умноени на (N(z)− ν0) вл-
етс унитарным отобраением и L (M) на L (N). Следователно, этого достаточно
дл описани пространства L (M) (см., например, [8, теорема 1.5.7]). Мы выснили,
что это пространство натнуто на 2k линейно неависимых функций

fj(z) =
1

(z − z1)j
, fk+j(z) =

1

(z − z∗1)
j
, j = 1, 2, ..., k,

и что матрица Грамма (Gram) G этих функций:

G = (gm,n)
2k
m,n=1, gm,n = 〈fn(z), fm(z)〉L (M)

определетс посредством

G =


0 H∗

H 0


, H =





h1 h2 · · · hk

h2 · · · · · · 0
...

...
...

...
hk 0 · · · 0





−1

.

Поэтому пространство L (M) и, следователно, L (N) влтс пространствами
Понтргина рамерности 2k с отрицателным индексом, равным k.

Дл последущих примеров и далее обоначим как H2 пространство Харди (Hardy)
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в C+ так, что гилбертово пространство скалрных функций, аналитических в C+,
имеет воспроиводщее дро

(z, w) → 1

−2πi(z − w∗)
,

и как H2
2 пространство 2-векторных функций с элементами и H2 с внутренним про-

иведением

〈f ,g〉H2
2
= 〈f1, g1〉H2

+ 〈f2, g2〉H2
, f =


f1
f2


, g =


g1
g2


.

Пространство H2
2, имещее индефинитное внутреннее проиведение

〈f ,g〉H2,Jℓ
= 〈−iJℓf ,g〉H2

2
,

будет обоначатс как H2,Jℓ . Это пространство Крейна с воспроиводщим дром

(z, w) → Jℓ
2π(z − w∗)

.

Наконец, пространство Харди H−
2 в C− влетс гилбертовым пространством функ-

ций, аналитических в C−, с воспроиводщим дром

(z, w) → 1

2πi(z − w∗)
.

Пример 3. Пространство L (N), соответствущее функции N(z) = ±i, z ∈ C±,
моет быт описано следущим обраом: f ∈ L (N) тогда и толко тогда, когда
существут функции f+ ∈ H2 и f− ∈ H−

2 такие, что

f |C+ = f+ и f |C− = f−.

Кроме того,

||f ||2L (N) =
1

4π
(||f+||2H2

+ ||f−||2H−
2
). (19)

В частности, L+(i) = H2 как линейные пространства.
Чтобы убедитс в этом, обоначим а H гилбертово пространство функций f в
C \R, дл которых справедливо f+ := f |C+ ∈ H2 и f− := f |C− ∈ H−

2 , имещее норму

||f ||2H =
1

4π
(||f+||2H2

+ ||f−||2H−
2
).

Функци LN(z, w) влетс элементом H и
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(LN)±(z, w) =





±2i/(z − w∗), w ∈ C±,

0, w ∈ C∓.

Непосредственные вычислени отделно дл w ∈ C+ и дл w ∈ C− дат

〈f, LN(z, w)〉H = f(w), w ∈ C \ R.
Следователно, LN(z, w) влетс воспроиводщим дром дл H и, поэтому,
H = L (N).

Пример 4. Напомним, что N(z) ∈ N0 имеет интегралное представление

N(z) = a+ bz +



R


1

t− z
− t

t2 + 1


dσ(t), z ∈ hol(N). (20)

где a, b ∈ R, b ≥ 0 и σ(t)  неубываща функци с


R

dσ(t)

t2 + 1
< ∞.

Имеем:

L (N) =

F (z) = bϕ+



R

f(t)dσ(t)

t− z
, z ∈ C \ R

 f ∈ L2(dσ),ϕ ∈ C

.

Докаателство этого равенства см. [16] и [11]. Хорошо ивестно, что линейна обо-
лочка функций

t → 1

t− w
, t ∈ R,

дл w ∈ C\R плотна в L2(dσ). Если как H2(dσ) обоначим амыкание этих функций
в L2(dσ) при ограничении w полуплоскост C+, то

L+(N) =

F (z) = bϕ+



R

f(t)dσ(t)

t− z
, z ∈ C+

 f ∈ H2(dσ),ϕ ∈ C

.

В обоих случах норма функции F (z) определетс выраением
||F ||2 = b|ϕ|2 + ||f ||2L2(dσ)

.

2. Пуст N(z)  обобщенна функци Неванлинны. И общей теории (см.,

Таврический вестник информатики и математики, 1 (50)’ 2021



44 Е. Н. Андреищева

например, [1, теорема 2.3.5]) ивестно, что функции

z → ∂j

∂w∗jLN(z, w)


w=w0

=

1 −N(z)





∂j

∂w∗j

Jℓ


1

−N(w)∗



z − w∗


w=w0



 , j = 0, 1, 2, ...,

где w0 ∈ hol(N), принадлеат L (N). Обоначим линейну оболочку функций в
болших скобках как M (w0). Отметим, что M (w0) влетс инвариантным по отно-
шени к оператору раделенной раности R0

R0f(z) =
f(z)− f(0)

z
.

Теорема 2. Дл N(z) ∈ Nz1 выполнетс следущие равенства:

L (N) = span


1 −N


M (z1),

1 −N


M (z∗1)


, (21)

L+(N) = span

f

C+

f ∈

1 −N


M (z1)


. (22)

Кроме того, отобраение f(z) →
√
2π


1 −N(z)


f(z)влетс иометрией и ли-

нейного многообраи M (z1), имещее внутреннее проиведение H2,Jℓ, на плотное
линейное многообраие и L+(N).

Докаателство. Если f(z) ∈ L (N) влетс ортогоналной пространству в правой
части (21), тогда дл всех j ∈ N

f (j)(z1) =


f(z),

∂j

∂w∗jLN(z, w)

w=z1



L (N)

= 0,

f (j)(z∗1) =


f(z),

∂j

∂w∗jLN(z, w)

w=z∗1



L (N)

= 0,

и, следователно, f ≡ 0. Это докаывает (21). Равенство (22) моет быт докаано
аналогично.

Обоначим чере fj(z) функции

fj(z) =
∂j

∂w∗j


N(w)∗

1



z − w∗


w=z1

, j = 0, 1, .... (23)
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Тогда
√

2π

1 −N


fk,

√
2π


1 −N


fj



L+(N)

= 2π


∂k

∂w∗kLN(·, w)

w=z1

,
∂j

∂v∗j
LN(·, v)


v=z1



L+(N)

= 2π
∂k+j

∂vjw∗kLN(v, w)

v=w=z1

= 4π2 ∂k+j

∂vjw∗k

Jℓ


1

−N(w)∗



2π(·− w∗)
,

Jℓ


1

−N(v)∗



2π(·− v∗)



H2,Jℓ


v=w=z1

= 〈fj, fk〉H2,Jℓ
.

Последнее равенство получаетс и ниеследущей леммы 1 дл
A(z) =


1 −N(z)


и

K1(z, w) = K2(z, w) =
Jℓ

2π(z − w∗)
.

□

Лемма 1. Пуст H (K1) и H (K2)  пространства Крейна с воспроиводщими
матричными драми Kj(z, w) рамером nj × nj, j = 1, 2, влщиес аналитиче-
скими в некоторой общей области Ω ⊂ C. Предполоим, что A(z)  аналити-
ческа матрична функци на Ω рамером n2 × n1 така, что отобраение MA:
f(z) → A(z)f(z) влетс ограниченным оператором и H (K1) в H (K2). Тогда

M∗
A


∂j

∂w∗jK2(z, w)


=

∂j

∂w∗j (K1(z, w)A(w)
∗), j = 0, 1, ....

Докаателство моет быт получено путем вычислени внутреннего проиведе-
ни функций в обеих частх равенства дл функции f(z) ∈ H (K1). Дл j = 0  это
хорошо ивестный реултат со мноителми, получаемый бе услови аналитично-
сти (см., например, [1, сс. 28–29] дл докаателства).

аклчение

В работе исследутс свойства индефинитных функций Неванлинны N(z). В
этом контексте кадой такой функции ставитс в соответствие пространство Понт-
ргина с воспроиводщим дром LN(z,ω), породённым рационалной матричной
функцией Θ(z). Подробно иучаетс понтие обратного преобраовани Шура дл
обобщенных функций класса Неванлинны. Св меду преобраованием Шура и
ралоением 2×2-матричных функций основана на том факте, что дл обобщенных
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функций Неванлинны матричные функции Θ(z), соответствущие обратному пре-
обраовани Шура, влтс элементарными Jℓ-унитарными мноителми. Мини-
малное ралоение данной рационалной Jℓ-унитарной 2 × 2-матричной функции
Θ(z) моет быт получено путем многократного применени преобраовани Шура,
что мы наываем алгоритмом Шура. Основной реултат стати получен путём мно-
гократного применени преобраовани Шура и обратного преобраовани Шура к
матричным рационалным функцим, сванными с функцими Неванлинны.
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19. SCHUR I. (1986) Über die Potenzreihen, die im Innern des Einheitkreises änkt
sind. Operator Theory: Advances and Applications. Birkhäuser Verlag, Basel (Vol.
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Application of the generalized degree method for constructing
solutions of the Moisil-Teodorescu system of differential equations.

Afanasenkova Yu. V., Gladyshev Yu. A., Loshkareva E. A.

Abstract.
The paper presents a generalized degree method for constructing a sequence of basic solutions

to a system of first-order linear differential equations known as the Moisila-Teodorescu systems.
To perform this task, the quaternion form of the Moisil-Teodorescu equation is converted to

a matrix form. The system is reduced to a form that allows the use of the method of generalized
degrees by means of a certain operation called joining. After that, the differentiation operations
and the right inverse integration operation are introduced, which are analogs of the differentiation
and integration over the complex variable of the solution of the Cauchy-Riemann system. These
operations do not deduce from the set of solutions of the Moisila-Teodorescu system with given
properties in a certain region of four-dimensional space. The possibility of repeated repetition
of these operations provides an algorithm for constructing a sequence of basic solutions of the
Moisila-Teodorescu system.

Further, the construction of these solutions is given by the method of generalized
degrees (OS). Previously, based on the operators D1, D2, the so-called binary OS operations
are constructed with certain formally analogous to the usual numerical powers Xm

1 Xn
2C

differentiation properties. On their algebraic basis, using the correspondence principle, symmetric
OS of the type Z

m
ZnCare constructed. The special case m = 0 gives an infinite sequence of

solutions to the Moisil-Theodorek system.
The proposed apparatus is largely analogous to the algorithm for constructing complex

powers of zn in the theory of functions of complex variables.
Particular examples are given. To facilitate practical calculations, a number of degrees, both

binary and symmetric, are given in the applications.
The Moisil-Teodorescu system is closely related to the Maxwell system of electromagnetic

field equations and to the Dirac system of quantum electrodynamics for particles with mass
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m = 0 and coincides with them with a certain identification of the quantities included in it. The
proposed work is a direct generalization of the ideas of the American mathematician of European
origin L. Bers.

Keywords: generalized Bers degrees, Moisil-Teodorescu system, Cauchy problem, matrix method,
boundary conditions.

Введение

Хот некоторые сообраени о свойствах математических обектов, полученных
путем многократного интегрировани определенных классов функций, были выска-
аны и ранее [1], в определенном достаточно общем плане дл случа одного действи-
телного переменного эти конструкции были исследованы Л. Берсом в работах [1, 7].
Им был введен термин обобщенные степени (generalized power), исполуемый в дан-
ной работе.

Методы равивалис Берсом и рдом других исследователей [2]. Следует отме-
тит работы школы Маркушевича и Лукомской [8]. ОС исполовалис в основном
как способ обобщени теории функций комплексного переменного и нашли свое и-
вестное авершение в теории псевдоаналитических функций [4].

Идеи Берса равивалис в работах рда авторов [4–6, 12]. Были попытки ввести
идеи Берса дл построени решений трехмерного аналога системы Коши-Римана.

В работе [3] он был обобщен дл случа несколких неависимых переменных.
В данном сообщении покаано его применение дл построени решений ивестной
системы Мойсила-Теодореску [3].

Интерес к равити методов обобщенных степеней был выван тем, что они ука-
ыват конкретные конструктивные алгоритмы вычислени реултатов, например
в гаодинамике [5]. Более подробный список литературы моно найти в моногра-
фии [6].

В работе исполован алгебраический аппарат функций многих комплексных пе-
ременных.

Решени уравнений Мойсила-Теодореску могут рассматриватс в двух аспектах:
как система уравнений электромагнитного пол [9] или как система Дирака [10, 11]
квантовой электродинамики с нулевой массой.

В работе проведен переход от аписи системы Мойсила-Теодореску в кватерни-
онной форме к матричной форме. Чтобы удовлетворит требованим допустимости
применени ОС, введена так наываема присоединенна система и получена пара
коммутирущих операторов D1, D2, которые далее влтс основной порода-
щей парой всего метода. Преде всего укаано на необходимост наличи непустого

Таврический вестник информатики и математики, 1 (50)’ 2021



50 . В. Афанасенкова, . А. Гладышев, Е. А. Лошкарева

пересечени дер этих операторов, т.е. существование обобщенных констант. Укаа-
ны правые обратные операторы I1, I2, а таке проекционные операторы P1, P2. После
выполнени всех требований, необходимых дл построени бинарных ОС, моно а-
писат

X
(p)
1 X

(q)
2 C = p!q!Ip1I

q
2C,

где C обобщенна константа.

1. Матрична форма аписи системы Мойсила-Теодореску

Система линейных дифференциалных уравнений в частных проиводных пер-
вого пордка, ивестна как система Мойсила-Теодореску [3], моет быт аписана
как

DF = (
∂

x1

e0 +
3

i=0

∂

∂xi+1

ei)F = 0, (1.1)

где F - кватернионна функци вида

F =


i=0

eifi+1.

В данных выраених ei единицы системы кватернионов [4], а fi непрерывно
дифференцируемые функции четырех действителных переменных xi, i = 1, 4.

Система (1.1) рассматриваетс как прмое обобщение системы Коши-Римана ви-
да

1

2
(
∂

x1

+ i
∂

x2

)(fi + if2) = 0

теории функции комплексного переменного z = x1 + ix2. В данном сообщении будем
рассматриват систему (1.1) в несколко другом матричном виде, когда формалное
сходство с системой Коши-Римана выступает более вно.

апишем переменные xi, i = 1, 4 в комплексной форме

z1 = x1 + ix2, z1 = x1 − ix2, z2 = x3 + ix4, z2 = x3 − ix4. (1.2)

Соответствущие операторы дифференцировани по переменным z1, z1, z2, z2

следует вт как

∂

∂z1
=

1

2
(
∂

∂x1

− i
∂

∂x2

),
∂

∂(z1)
=

1

2
(
∂

∂x1

+ i
∂

∂x2

),

∂

∂z2
=

1

2
(
∂

∂x3

− i
∂

∂x4

),
∂

∂(z2)
=

1

2
(
∂

∂x3

+ i
∂

∂x4

). (1.3)
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Поставим цел - аписат систему (1.1) в матричной форме с исполованием
комплексных операторов (1.3). Дл этого преде всего перейдем к двум единицам
e1, e2, обоначив их e0 = 1, e1 = i, e2 = j. Перепишем (1.1) в виде

DF = ((
∂

∂x1

− i
∂

∂x2

)− (
∂

∂x3

+ i
∂

∂x4

)j)(F1 − jF2) =

= (2
∂

∂z1
− 2

∂

∂z2
j)(F1 − jF2) = (2

∂F1

∂z1
− 2

∂F2

∂z2
)− j(2

∂F2

∂z2
+ 2

∂F2

∂z1
),

где полоено F1 = f1 + if2, F2 = f3 − if4.

Продола принтые в [5] обоначени, апишем систему (1.1) с помощ опе-
раторов (1.3) в виде 





2
∂F1

∂z1
− 2

∂F2

∂z2
= 0,

2
∂F1

∂z2
+ 2

∂F2

∂z1
= 0.

(1.4)

Чтобы согласоват с ранее принтой формой аписи, именим нак координаты
x4 и получим






2
∂v3
∂z1

− 2
∂v4
∂z2

= 0,

2
∂v3
∂z2

+ 2
∂v4
∂z1

= 0,
(1.5)

где v3 = F1(−x4), v4 = F2(−x4).

начени индексов и обоначени принты дл удобства далнейшей аписи и
совпадени с [6]

Дл так наываемой присоединенной системы апишем





2
∂v1
∂z1

− 2
∂v2
∂z2

= 0,

2
∂v1
∂z2

+ 2
∂v2
∂z1

= 0.
(1.6)

Эта система моет быт получена и (1.5) простой аменой переменой z1 на ком-
плексно сопренну z1 . Все функции v1, v2, v3, v4 влтс в случае наличи вто-
рых непрерывных проиводных в некоторой области O четырехмерного пространства
гармоническими функцими

∆(4) F1 = ∆(4) F2 = 0,

где

∆(4) = 4(
∂2vi

∂z1∂z1
+

∂2vi
∂z2∂z2

), i = 1, 4.
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Обратим внимание на поленое свойство системы (1.6). Если f - функци гармо-
ническа, то ест

∂f

∂z1∂z1
+

∂f

∂z2∂z2
= 0,

то F1 =


v1
v2


= 2

∂f

∂z1
, F2 =


v1
v2


= −2

∂f

∂z2
ест решение систем Мойсила-Теодореску

2
∂f

∂z1
= −2

∂f

∂z2
.

Дл аписи в матричной форме системы (1.5) введем операторы

d1 =




2

∂

∂z1
0

0 2
∂

∂z1



 , d1 =




2

∂

∂z1
0

0 2
∂

∂z1



 , d2 =




0 2

∂

∂z2

−2
∂

∂z2
0



 . (1.7)

Тогда в матричной форме системы (1.6) и (1.7)

(d1V1 − d2)V2 = 0, (d1 − d2)V1 = 0,

где V2 =


v3
v4


, V1 =


v1
v2


.

2. Приведение основной системы к виду, допускащему
построение ОС

Несмотр на то, что лбой оператор первого цикла
∂

∂z1
,
∂

∂z1
коммутирует с л-

бым оператором второго цикла
∂

∂z2
,
∂

∂z2
, что необходимо дл построени обобщенных

степеней [7], операторы d1, и d2 не коммутирут. Поэтому построение обобщенных
степеней (ОС) невомоно [7].

Если предполоит, что z1 действителное переменное z1 = z1, то матрица d1,
будучи диагоналной, коммутирует с d2 и построение ОС вомоно, что сделано в
[7].

Однако, как это покаано в [6], моно провести операци присоединени и вы-
брат матрицы D1, D2 следущим обраом

D1 =





0 0 2 ∂
∂z1

0

0 0 0 2 ∂
∂z̄1

2 ∂
∂z̄1

0 0 0

0 2 ∂
∂z1

0 0




, (2.1)
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D2 =





0 0 0 2 ∂
∂z2

0 0 −2 ∂
∂z̄2

0

0 2 ∂
∂z2

0 0

−2 ∂
∂z̄2

0 0




, (2.2)

Легко непосредственно убедитс, что построенные операторы D1, D2 коммути-
рут

D1D2 = D2D1. (2.3)

Необходимо помнит, что они действут в четырехмерном векторном комплекс-
ном пространстве удвоенной рамерности, которое имеет компоненты

V =





v1
v2
v3
v4




. (2.4)

Основну систему уравнений, с которой будем имет дело далее, моно аписат

(D1 −D2)V = 0. (2.5)

В равернутом виде это дает две системы, которые совпадат с (1.5, 1.6), если
принт

(D1 −D2)V = 2





∂v3
∂z1

− ∂v4
∂z2

∂v3
∂z2

+
∂v4
∂z1

∂v1
∂z1

− ∂v2
∂z2

∂v1
∂z2

− ∂v2
∂z1





= 0 (2.6)

И (2.6) непосредственно видно, что оно вклчает как основну систему (1.5),
так и присоединенну (1.6).
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Дл операторов D1, D2 существут правые обратные I1, I2, которые определены
одноначно. Моно предлоит наиболее простой случай, принв

I1 =





0 0
1

2

z̄1
z̄10

dz̄1 0

0 0 0
1

2

z1
z10

dz1

1

2

z1
z10

dz1 0 0 0

0
1

2

z̄1
z̄10

dz̄1 0 0





, D1I1 = 0, (2.7)

I2 =





0 0 0 −1

2

z̄2
z̄20

dz̄2

0 0
1

2

z2
z20

dz2 0

0 −1

2

z̄2
z̄20

dz̄2 0 0

1

2

z2
z20

dz2 0 0 0





, D2I2 = 0. (2.8)

В силу выбранной матричной структуры и неависимости всех четырех перемен-
ных интегралные операторы I1, I2 коммутирут

I1I2 = I2I1.

В качестве правых обратных выбраны простейшие операторы, а именно инте-
грирование по неависимым комплексным переменным с фиксированным ниним
пределом.

Введение определенных правых обратных операторов дает вомоност, опира-
с на определение P = I − ID, аписат проекционные операторы P1, P2, P

P1 =





... |z̄10 0 0 0

0 ... |z10 0 0

0 0 ... |z10 0

0 0 0 ... |z̄10




, (2.9)

P2 =





... |z̄20 0 0 0

0 ... |z20 0 0

0 0 ... |z̄20 0

0 0 0 ... |z20




, (2.10)
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P = P1P2 =





... |z̄10, z̄20 0 0 0

0 ... |z10, z20 0 0

0 0 ... |z10, z̄20 0

0 0 0 ... |z̄10z20




. (2.11)

Свойства этих операторов с помощ операторов D1, D2, I1, I2 моно аписат
как

P1I1 = P2I2 = 0, D1P1 = D2P2 = 0.

3. Операции дифференцировани и интегрировани решени
системы Мойсила-Теодореску

Система допускает операци дифференцировани, а именно, если V решение
(2.5), то V (−1), равное

V (−1) =
1

2
(D1 +D2)V, (3.1)

при наличии необходимых свойств ест таке решени (2.5) в некоторой укаанной
области. Это следует и соотношений

1

2
(D1 −D2)(D1 +D2)V =

1

4
(D1 +D2)(D1 −D2)V.

Если исходное решение V обладает необходимыми свойствами дифференцируе-
мости, то операци (3.1) моет быт проведена многократно. Если учест, что V

удовлетворет системе (2.5), то (3.1) моно аписат короче

V (−1) = D1V = D2V.

Обоначение операции символом (-1) аимствовано у Берса [1] и в рде случаев
удобно.

Введение проекционных операторов поволет ввести праву обратну по отно-
шени к (3.1) операци интегрировани

V (1) = IV = I1V + I2P1V. (3.2)

Полученный вектор V (1), снабенный индексом вверху в скобках, долен оче-
видно преде всего принадлеат мноеству решений системы (2.5)

DV (1) = 0, (3.3)

а оператор I долен быт правым обратным дл D

DI = 1. (3.4)
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Проведем докаателство двух требований (3.3) и (3.4) одновременно. Имеем

(D1 +D2)V
(1) =

(D1 −D2)V
(1) =


1

2
(D1 ±D2) (I1V + I2P1V ) =

1

2
(V +D1I2P1V ±D2I1V ± P1V ) =

=
1

2
(V ± I1D1V ± P1V ) =

1

2


V + (1− P1)V − P1V

P1V − P1V


=


V

0


.

При докаателстве исполованы (2.1, 2.2, 2.7, 2.8, 2.9). При проведении опера-
ции интегрировани требовани к исходному решени V начително менее есткие.
Поэтому ее повторное применение начително проще. Оно обладает свойством со-
дават бесконечные последователности баисных решений.

В равернутом виде согласно (2.7, 2.8, 2.9)имеет вид

IV = (I1 + I2P1)V =





z̄1
z̄10

dz̄1υ3 −
z̄2

z̄20

dz̄2υ4 (z̄10) ,

z1
z10

dz1υ4 +
z2

z20

dz2υ3 (z10) ,

z1
z10

dz1υ1 −
z̄2

z̄20

dz̄2υ2 (z10) ,

z̄1
z̄10

dz̄1υ2 +
z2

z20

dz2υ1 (z̄10)





. (3.5)

Если рассматриват комплексные переменные формално, как обычные пере-
менные, то эти правила ничем не отличатс от находени неависщих от пути
криволинейных интегралов от двух переменных.

Дл операции интегрировани моно предполоит и другу форму

IV = I2V + I1P2V. (3.6)

Если учест системы (1.5, 1.6) в (3.5), то эти реултаты легко проверит. По-
вторное интегрирование некоторого решени системы Мойсила-Теодореску повол-
ет построит бесконечну последователност баисных решений. Операции диф-
ференцировани D и интегрировани I ест прмые аналоги дифференцировани и
интегрировани по комплексному переменному ТФКП. В частном случае двух пе-
ременных формулы (4.2) и (4.3) переходт естественным обраом в криволинейные
интегралы на плоскости. Введем понти обобщенной константы как решени систе-
мы (2.5) вида

c1 = c1(z1, z2), c2 = c2(z1, z2), c3 = c3(z1, z2), c4 = c4(z1, z2)

или в более общем виде
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D1C = D2C = 0, PC = C. (3.7)

Обобщенной степен наовем выраение

Z(n)C = n!InC, n = 0, 1...

Эта бесконечна последователност линейно неависимых решений системы
Мойсила-Теодореску. Справедлива формула дифференцировани

DZ(n)C = nZ(n−1)C,

а таке PZ(n)C = 0, n ∕= 0.

Это поволет предлоит дл определени коэффициетво многочлена
Vn =

n
i=0 Z

(i)Ci формулу типа Тейлора

Ci =
1

i!
PD(i)Vn. (3.8)

При определенных услових сходимости по аданной норме она моет быт ис-
полована дл находени коэффициентов типа (3.8).

4. Построение бинарных обобщенных степеней дл системы
Мойсила-Теодореску

Если операци многократного дифференцировани решени системы Мойсила-
Теодореску согласно (3.1) выраена достаточно просто

V (−n) = Dn
1V = Dn

2V,

то операци интегрировани дает слоный реултат. Наша цел дат достаточ-
но хороший способ аналитического выраени V (n), удобный при вычислении. Как
будет видно и далнейшего, удаетс не толко решит эту адачу, но и получит
аппарат дл представлени широкого класса многочленов и функций, не обател-
но влщихс решеними системы Мойсила-Теодореску. дес в ивестном смысле
повторетс иде ОС, предлоенна Берсом в [1].

Очевидно, преде всего следует вт степенные функции в качестве ОК

c1 = c1mnz
m
1 zn2 , c2 = c2mnz

m
1 z

n
2 , c3 = c3mnz

m
1 zn2 , c4 = c4mnz

m
1 zn2 . (4.1)

Таким обраом, все услови необходимые и достаточные дл построени ОС вы-
полнены. Бинарные ОС определим как вектор X

(p)
1 X

(q)
2 C с компонентами

X
(p)
1 X

(q)
2 C = p!q!I(p)1

I(q)2 C = p!q!I
(q)
2 I

(p)
1 C, (4.2)
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при целых p, q.
Степени на основе ОС по (4.1, 4.2) моно аписат

X
(p)
1 X

(q)
2 C =

(−1)jp!q!l!k!

2p+q

zi1z
i
1z

j
2z

j
2M

(pq)

i!(i+ l)!j!(j + k)!
при

M (2i,2j) =





zl1z
k
2C1lk

zl1z
k
2C2lk

zl1z
k
2C3lk

zl1z
k
2C4lk




,

M (2i,2j+1) =





− 1

j + k + 1
zl1z

k+1
2 C4lk

1

j + k + 1
zl1z

k+1
2 C3lk

− 1

j + k + 1
zl1z

k+1
2 C2lk

1

j + k + 1
zl1z

k+1
2 C1lk





,

M (2i+1,2j) =
1

i+ l + 1





zl+1
1 zk2C3lk

zl+1
1 zk2C4lk

zl+1
1 zk2C1lk

zl+1
1 zk2C2lk




,

M (2i+1,2j+1) =
1

(i+ l + 1)(j + k + 1)





−zl+1
1 zk+1

2 C2lk

zl+1
1 zk+1

2 C1lk

−zl+1
1 zk+1

2 C4lk

zl+1
1 zk+1

2 C3lk




.

Например, имеем

X
(i)
1 C =

1

2l+i





zl+1
1 zk2C3lk

zl+1
1 zk2C4lk

zl+1
1 zk2C1lk

zl+1
1 zk2C2lk




,

X
(i)
2 C =

1

2k+i





−zl1z
k+1
2 C4lk

zl1z
k+1
2 C3lk

−zl1z
k+1
2 C2lk

zl1z
k+1
2 C1lk




.
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дес принто, что l, k ≥ 0 и целые. Представлет интерес случай l, k < 0, когда
степени содерат особенности, например, в начале координат, а таке дробные l, k.

Векторы, влщиес ОК, обраут линейное векторное пространство Lc так,
что в силу линейности операторов I1, I2

X
(p)
1 X

(q)
2 (C1 + c11) = X

(p)
1 , X

(q)
2 C1 +X

(p)
1 , X

(q)
2 C11.

Основное свойство ОС относително дифференцировани дано выраеними

D1X
(p)
1 X

(q)
2 C = pX

(p−1)
1 X

(q)
2 C,D2X

(p)
1 X

(q)
2 C = pX

(p)
1 X

(q−1)
2 C.

Справедлива формула проектировани

PX
(p)
1 X2(q)C = 0, p, q = 0,

если толко p, q не равны нул одновременно, когда справедливо (3.7).
Приведенные свойства ОС поволт утвердат, что коэффициенты много-

члена

Vm,n =
m

p=0

n

q=0

X
(p)
1 X

(q)
2 Cpq

моно найти по формуле

Cij = P
1

i!j!
Di

1D
j
2Vmn, (4.3)

котора обобщает формулу Тейлора.
Следователно первым этапом ралоени лбого вектора с многочленами будет

переход к ралоени по бинарным ОС X
(q)
1 X

(q)
2 C.

Простейшим примером будет ралоение вектора V с компонентами

v1 = x1, v2 = x2, v3 = x3, v4 = x4.

Преде всего перейдем к комплексным переменным

v1 =
1

2
(z1 + z1), v2 =

1

2i
(z1 − z1), v3 =

1

2
(z2 + z2), v4 =

1

2i
(z2 − z2).

Второй этап состоит в применение операторов D1, D2. В данном случае (4.3) по
(3.1, 3.2) имеем

D1V =





0

0

1

−i




, D2V =





−i

−i

0

0




.

Третий шаг состоит в применении операции проектировани, что дает
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C00 = PV =





1

2
z1

−1

2
z1

1

2
z2

−1

2
z2





, C10 =





0

0

1

−i




, C01 =





−i

−1

0

0




. (4.4)

Последний четвертой операцией будет подстановка (4.3) в выраение (4.4) в стро-
гом соответствии с укаанным в них пордке.

5. Симметриованные бинарные ОС

Принцип соответстви, впервые исполованный Л. Берсом [1], поволет неко-
торые алгебраические и дифференциалные сви, установленные дл обычных чис-
ловых степеней, перенести на ОС. Первоначално принцип был сформулирован дл
случа одного переменного и дл многочленов или рдов числового переменного. Он
ставит в соответствие обычным многочленам и рдам рды ОС с теми е числовыми
коэффициентами. Обобщенные константы оставалис в общем случае комплексными
числами.

В работе [7] принцип соответстви принл более общее начение, как иоморфим
меду структурами и обычных степеней и ОС. Не став цел сформулироват его
в наиболее общем виде, приведем его в форме, достаточной дл наших целей. Уста-
новим соответствие

X
(p)
1 Xq

2C → x
(p)
1 xq

2C, D1 →
∂

∂x1

, D2 →
∂

∂x2

. (5.1)

Справедливы очевидные тодества дл числовых переменных величин x1, x2

1

2
(
∂

∂x1

+
∂

∂x2

)(x1 − x2)
m(x1 + x2)

nc = n(x1 − x2)
m(x1 + x2)

nc = vmn, (5.2)

1

2
(
∂

∂x1

− ∂

∂x2

)(x1 − x2)
m(x1 + x2)

nc = n(x1 − x2)
m−1(x1 + x2)

nc = vmn. (5.3)

Если ввести числовые переменные s = x1 + x2, s = x1 − x2, то моно аписат
тодества

∂

∂s
smsnc = nsmsn−1c, (5.4)

∂

∂s
smsnc = nsm−1snc. (5.5)

Выраение smscn однородный многочлен переменных x1, x2 пордка m+ n
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smsnc = (x1 − x2)
m(x1 + x2)

nc =
m+n

i=0

α
(m,n)
i xm+n−i

1 xi
2C.

Коэффициенты α
(m,n)
i этого многочлена моно найти по простым соотношени-

м [7].
При увеличении n до n+ 1 имеем правило

a
(m+1,n+1)
i = a

(m,n)
i + a

(m,n)
i−1 , i = 0,m+ n (5.6)

при услових a−1 = 0, a(m,n)
m+n = 0. Дл покаател степени m имеем

a
(m+1,n)
i = a

(m,n)
i−1 − a

(m,n)
i

при условии (5.6).
Права част соотношений (3.4) не вклчает операци умноени степеней, по-

этому моно по принципу соответстви аписат это выраение в ОС

1

2
(D1 +D2)Vm,n = nVm,n−1,

1

2
(D1 −D2)Vm,n = mVm−1,n,

где чере болшое Vm,n обоначен многочлен

Vm,n =


X
(m+n−i)
1 X

(i)
2 α

(m,n)
i Cmn.

Если ввести операторы

Ds =
1

2
(D1 +D2), Ds =

1

2
(D1 −D2),

то удобно чисто формалное обоначение Z
m
ZnC = Vm,n, так как

DsZ
m
ZnC = nZ

m
Zn−1C,

DsZ
m
ZC = nZ

m−1
ZnC.

Построенные ОС имет болшу област прилоений. Это преде всего сред-
ство находени частного решени (1.1) если права част представлена в виде ра-
лоени по ОС. Они могут быт исполованы при решении уравнений типа

DsDsV − k2V = 0

в виде рда

V =
∞

n=0

1

m!n!
Z̄mZmCmnk

m
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Среди вомоных прилоений ОС кроме построени решений четырехмерного
уравнени Лапласа следует отметит неоднородные уравнени

DV = W,DDV = W.

Если права част представлена в виде многочлена по Z,Z или дае в виде р-
да, то получит частное решение моно путем чисто формалного интегрировани.
Эти конструкции поволт построит ОС дл уравнени с высокой рамерност.
Остановимс на этом более подробно.

Другое вомоное применение ОС состоит в вомоности исполовани их дл
построени ОС при болшем числе переменных. Рассмотрим системы

∂f1
∂x5

− 2Dsf2 = 0,

2Dsf1 +
∂

∂x5

f2 = 0





,

которые приводт к уравненим дл случа пти переменных

∂2fi
∂x2

1

+
∂2fi
∂x2

2

+
∂2fi
∂x2

3

+
∂2fi
∂x2

4

+
∂2fi
∂x2

5

= 0

Вомоны другие прилоени ОС, например дл построени решений парабо-
лических систем.

аклчение

В стате следует выделит следущие полоени:
1. Система Мойсила-Теодореску аписана в форме, допускащие прилоени

построени ОС.
2. Укааны операции дифференцировани и обратна операци интегрировани,

не выводщие и мноества решений системы Мойсила-Теодореску.
3. На основе аданных операторов D1, D2 построены бинарные ОС.
4. Введены симметриированные ОС, которые дат бесконечну последовател-

ност баисных решений системы Мойсила-Теодореску.
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Construction of a motion model of a linear dynamic system with
multi-point conditions.

Raetsky K. A.

Abstract.
A model of motion of a dynamic system with the condition that the trajectory passes through

arbitrarily specified points at arbitrarily specified times is constructed. The simulated motion
occurs at the expense of the input vector-function, calculated for the first time by the method of
indefinite coefficients. The proposed method consists in the formation of the vector function of
the trajectory of the system and the input vector function in the form of linear combinations of
scalar fractional rational functions with undefined vector coefficients. To change the shape of the
trajectory to the specified linear combinations, an exponential function with a variable exponent
is introduced as a factor.

To determine the vector coefficients, the formed linear combinations are substituted directly
into the equations describing the dynamic system and into the specified multipoint conditions.
As a result, a linear algebraic system is formed.

The resulting algebraic system has coefficients at the desired parameters only matrices
included in the Kalman condition of complete controllability of the system, and similar matrices
with higher degrees.

It is proved that the Kalman condition is sufficient for the solvability of the resulting algebraic
system. To form an algebraic system, the properties of finite-dimensional mappings are used:
decomposition of spaces into subspaces, projectors into subspaces, semi-inverse operators. For
the decidability of the system, the Taylor formula is applied to the main determinant.

For the practical use of the proposed method, it is sufficient to solve the obtained algebraic
system and use the obtained linear formulas. The conditions for complete controllability of the
linear dynamic system are satisfied. To prove this fact, we use the properties of finite-dimensional
mappings. They are used in the decomposition of spaces into subspaces, in the construction of
projectors into subspaces, in the construction of semi-inverse matrices. The process of using these
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properties is demonstrated when solving a linear equation with matrix coefficients of different
dimensions with two vector unknowns.

A condition for the solvability of the linear equation under consideration is obtained, and
this condition is equivalent to the Kalman condition. In order to theoretically substantiate the
solvability of a linear algebraic system, to determine the sought vector coefficients, the solvability
of an equivalent system of linear equations is proved. In this case, algebraic systems arise with the
main determinant of the following form: the first few lines are lines of the Wronsky determinant
for exponential-fractional-rational functions participating in the construction of the trajectory of
motion at the initial moment of time; the next few lines are the lines of the Wronsky determinant
for these functions at the second given moment in time, and so on. The number of rows is also
related to the Kalman condition - it is the number of matrices in the full rank controllability
matrix. Such a determinant for the exponential-fractional-rational functions under consideration
is nonzero.

The complexity of proving the existence of the trajectory and the input vector function in a
given form for the system under consideration is compensated by the simplicity of the practical
solution of the problem.

Due to the non-uniqueness of the solution to the problem posed, the trajectory of motion
can be unstable. It is revealed which components of the desired coefficients are arbitrary and
they should be fixed to obtain motion with additional properties.

Keywords: dynamical system, multipoint motion model, undetermined coefficients method,
process implementation.

Введение

Рассматриваетс система

ẋ(t) = Ax(t) +Bv(t), (1)

где x(t) ∈ Rn, v(t) ∈ Rm, A и B − матрицы соответствущих рамеров, t ∈ [t0, tk],
∄B−1. Вектор-функци x(t) наыват состонием, траекторией системы, v(t)− вход-
на вектор-функци, вход.

Такими системами моделирутс динамические процессы в биологии (именение
численности популции верков и др. [1]), в медицине (распространение инфекци-
онных аболеваний [2], [3] и др.), в экономике (динамическа модел меотраслевого
баланса [1], [4] и др.), в электротехнике ([3] и др.); механические двиени, описы-
ваемые основными аконами динамики [3], [5] и мн. др.

Ивестно [6], что полным условием вомоности перевода состони системы (1)
и проиволного началного состони

x(t0) = x0 (2)
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в проиволное конечное состоние

x(tk) = xk (3)

а проиволный промеуток времени t ∈ [t0, tk], то ест существование входной
вектор-функции v(t) такой, что состоние x(t) системы с реалиованной этой вектор-
функцией и реалиованным началным состонием (2) примет в момент tk именно
начение xk, влетс условие

rank(BAB ... An−1B) = n. (4)

Это условие исполовал акад. Крылов Н.Н. [7] при рассчетах кораблестроителных
систем, акад. Понтргин Л. Д. [8]. Пое, после доклада Р.Калмана на конгрессе
IFAC в 1959 г. это условие было навано условием Калмана [9].

Начина c 1960 г. повилос огромное количество научно-исследователских ра-
бот и практических решений адачи (1)-(3) находени входа v(t) дл существовани
или дл находени соответствущего состони x(t). Как правило, практическое
решение поставленной адачи осуществлетс лиш приблиенными методами. Нам
ивестны лиш два метода построени v(t) и x(t) дл адачи (1)-(3) в аналитическом
виде:

1) построение [5] по формулам

W =

t1

0

e−sABB∗esA
∗
ds, z = W−1


e−t1Ax1 − x0


,

v(t) = B∗etA
∗
z, x(t) = etAx0 + etA

t

0

e−sABv(s)ds;

2) метод каскадной декомпоиции [10] – [13].
Недостатками первого метода влетс наличие в формулах матричных экспо-

нент, то ест матричных рдов; уост класса решений (это рды по степенм t);
метод применим лиш дл решени двухточечной адачи (аданы началное поло-
ение системы и конечное).

Метод каскадной декомпоиции применим дл решени многоточечных адач;
v(t) и x(t) стротс в виде линейных комбинаций линейно-неависимых функций
раличного вида. Дл практического применени метода раработан в [13] доста-
точно простой алгоритм решени, однако, требуетс болша работа с аданными
условими на кадом этапе декомпоиции системы.

Построение соответствущих v(t) и x(t) в аналитическом виде остаетс актуал-
ной адачей.
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В настощей работе рассматриваетс следуща модел двиени: траектори
системы (1) выйд и аданной точки (2) долна пройти в проиволно аданные
моменты времени ti, i = 0, 1, , ... , k, t0 < t1 < ... < tk, чере точки (ti, xi) с лбыми
аданными наченими xi ∈ Rn. То ест на x(t) накладыватс услови

x(ti) = xi, i = 0, 1, ..., k. (5)

К примеру, линеариованные модели двиени летателных аппаратов: самолетов,
вертолетов, спутников, в том числе обектов, двиущихс под действием реактив-
ных сил [3], [5], имет вид (1). Дл таких систем вано при двиении окаатс в
нуное врем ti в нуном месте xi.

Модел двиени динамической системы (1), (5) рассматривалас в работах [10]
- [13], где дл построени соответствущего двиени раработан метод каскадной
декомпоиции. Докаано, что условие (4) ест полное условие существовани входа
v(t), при реалиации которого траектори системы (1) обладает свойствами (5).

Установлено, что при выполнении услови (4) существут x(t) и v(t) в виде ли-
нейных комбинаций некоторых линейно неависимых скалрных функций с вектор-
ными коэффициентами. Дл вычислени соответствущих векторных коэффици-
ентов в этих работах предлагаетс проивести несколко однотипных декомоиций
системы (1), и на кадом этапе декомпоиций необходимо проделат преобраовани
условий (5).

Реултаты этих приводт к мысли о вомоност моделировани многоточеч-
ного двиени дл стационарных систем более простым методом неопределённых
коэффициентов, предлагаемым далее.

В настощей работе предлагаетс вычисление x(t) и v(t) в виде

x(t) =
r−1

j=0

αjϕj(t), (6)

v(t) =
r−1

j=0

βjϕj(t), (7)

ϕj(t) = eat
1

(t+ c)j
, с неопределёнными векторными коэффициентами

αj ∈ Rn, βj ∈ Rm. Число r ависит от количества контролных точек k − 1

и от числа p такого, что

rank(BAB ... ApB) = n, p ≤ n− 1. (8)
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Иде поиска v(t) и x(t) в виде линейных комбинаций линейно неависимых функ-
ций не нова. В монографии [14] со ссылкой на другие первоисточники дл частных
динамических систем стротс v(t) в виде обратной сви, если x(t) − линейна ком-
бинаци функций ϕi(t), где ϕi(t) = ti или ϕi(t) = eλi t. В монографии [5] при решении
краевой адачи дл нестационарной системы (1) с одномерным v(t) в случае ивест-
ных линейно неависимых импулсных переходных функций обекта hi(t, τ), i = 0, n,
строитс v(t) в виде линейной комбинации этих функций.

В работе [15] докаано лиш существование v(t) в полиномиалном виде в адаче
построени дл системы (1) траектории x(t) со свойствами (5).

В некоторых случах более предпочтителными, чем полиномиалные функции,
влтс убыващие функции от t. При сбое в работе системы (не сработал вы-
клчател в момент tk, не осуществилос переклчение технологических реимов,
...)входна вектор-функци и, соответственно, состоние системы стремтс в этом
случае к нул при t −→ ∞, в отличие от полиномиалных вектор-функций, стрем-
щихс при t −→ ∞ к ∞. Поэтому в данной работе исполутс экспоненциално-
дробно-рационалные (ЭДР) функции с некоторым покаателем степени a у экспо-
ненты и слагаемым c в наменателе, которые моно адават, исход и особенностей
конкретной адачи.

Част авторов строт управление дл некоторой частной адачи в виде доста-
точно слоных дробно-рационалных функций приблиенными методами. Предла-
гаемый в работе метод состоит в подстановке выраений (6) и (7) непосредственно в
уравнение (1) и аданные услови (5), и определении коэффициентов αj и βj и по-
лученных соотношений. Система, полученна в реултате этих подстановок, моет
быт недоопределенной, "лишние" компоненты моно полоит равными нул или
исполоват дл получени v(t) и x(t) с дополнителными свойствами. С этой це-
л количество слагаемых в (6) и (7) моно и увеличит. При этом дл вычислени
векторных коэффициентов актуално получение линейных алгебраических систем,
коэффициентами в которых влтс лиш матрицы AiB, i = 0, 1, ..., , в отличие
от работ других авторов, например [15], где дл докаателства существовани со-
ответствущего v(t) исполутс и другие матричные коэффициенты.

Преимущество предлагаемого метода по сравнени с каскадным методом, ра-
работанным в [10]– [13], в том, что дес не требуетс выведени многоточечных
условий дл вектор-функций последнего шага декомпоиции, а таке в том, что
в получаемых формулах и системах дл находени коэффициентов отсутствут
проиводные от функций, что приводит к минималной погрешности вычислений.
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1. ЭДР модел многоточечного двиени

Дл динамической системы (1) с условими (5) ставитс адача построени тра-
ектории двиени в виде

x(t) = eat
r−1

j=0

αj

(t+ c)j
, (9)

дл чего входна вектор-функци ищетс в виде

v(t) = eat
r

j=0

βj

(t+ c)j
. (10)

Дл находени векторных коэффициентов αj ∈ Rn, βj ∈ Rm, выраени (9) и (10)
подставлтс непосредственно в уравнение (1). Сократив полученное выраение

на eat и сравнив коэффициенты при одинаковых степенх
1

t+ c
, приходим к системе






0 = Aα1 +Bβ1,

−jαj = Aαj+1 +Bβj+1, j = 1, 2, ..., r − 2,

−(r − 1)αr−1 = Bβr.

(11)

Отсда коэффициенты αj выраатс чере коэффициенты βj+1:

αr−1 = − 1

r − 1
Bβr,

αr−2 =
1

(r − 2)(r − 1)
(A− aI)Bβr −

1

r − 2
Bβr−1,

...................................

αj =
r−1

i=j

(−1)i−j+1 (j − 1)!

i!
(A− aI)i−jBβi+1, j = 1, 2, ..., r − 1. (12)

Подставив определенное и (12) выраение дл α1 в первое равенство системы
(11), получаем одно и уравнений дл находени коэффициентов βj:

r−1

j=0

(−1)j
1

(r − j − 1)!
(A− aI)r−j−1Bβr−j = 0. (13)
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Далее выраени (12) и (9) подставлтс в услови (5) и вместе с соотношеними
(13) формируетс система дл находени коэффициентов βj, j = 1, 2, ..., r:






r−1

j=0

(−1)j
1

(r − j − 1)!
(A− aI)r−j−1Bβr−j = 0,

r−2

j=0

1

(ti + c)r−j−2

j

m=0

(−1)j+1 (r −m− j − 2)!

(r −m− 1)!
(A− aI)j−mBβr−m =

= (ti + c)e−atixi,

(14)

i = 0, 1, 2, ..., k. В сво очеред вектор функци x(t) с помощ выраений (9) и (12)
приобретает вид

x(t) = eat
r−1

j=1

1

(t+ c)j

r−1

i=j

(−1)i−j+1 (j − 1)!

i!
(A− aI)i−jBβi+1. (15)

Итак, дл построени многоточечного двиени динамической системы (1) пред-
лагаетс поиск вектор-функции v(t) в виде (10) с коэффициентами βj, опреде-
лемыми линейной алгебраической системой (14) с матричными коэффициентами
(A − aI)sB, s = 0, 1, 2, ..., r − 1. При этом траектори двиени x(t) системы (1)
имеет вид (15).

Ввиду громодкости системы (14) ее рарешимост исследуетс чере рареши-
мост системы (11) с условими (5), (9), посколку система (14) получена и (11),
(5), (9) эквивалентными преобраованими.

2. Решение линейного уравнени с двум неивестными

Решаетс уравнение
Ay +Bz = w, ∀w ∈ Rn, (16)

относително y ∈ Rn, z ∈ Rm, если ∄A−1, ∄B−1. Отобраение B : Rm → Rn (отобра-
ени и соответствущие им матрицы обоначаем одинаково) проиводит следу-
щее расщепление пространств в прмые суммы:

Rm = CoimB+̇KerB, Rn = ImB+̇CokerB, (17)

где Im B − обра B; Coker B − дефектное подпространство, Coim B − прмое
дополнение к подпространству Ker B в Rm. Проекторы на Ker B и Coker B, отве-
чащие ралоеним (17), обоначатс чере P и Q, соответственно. Суение B
отобраени B на Coim B имеет обратный B−1. Вводитс полуобратный оператор
B− = B−(I − Q). дес и далее чере I обоначаем единичный оператор в лбом
пространстве.
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Лемма 1. Равенство (16) эквивалентно системе


QAy = Qw,

z = B−(−Ay + w) + h, ∀h ∈ KerB, (h = Pz).
(18)

Докаателство. Достаточно аписат (16) в виде

B((I − P )z + Pz) = (I −Q)(−Ay + w) +Q(−Ay + w).

Посколку B не действует в Coker B, то Q(−Ay + w) = 0. Далее:
B((I − P )z + Pz) = B(I − P )z и B(I − P ) обратим. Величина Pz остаетс про-
иволной. □

амечание 1. P , Q и B− могут имет раные формы, но соотношени (18), полу-
ченные при раных формах P , Q и B−, будут эквивалентными. Первое соотношение
в (18) ест условие корректности равенства (16).

Исполу равенство I = Q2 + (I −Q)2 , апишем первое равенство в (18) в виде

QAQ(Qy) +QA(I −Q)

(I −Q)y


= Qw. (19)

Обоначим
Qy = y1, (I −Q)y = z1, QAQ = A1, QA(I −Q) = B1. (20)

Тепер (19) − это
A1y1 +B1z1 = Qw.

Равенство (16) эквивалентно тепер системе





z = B−(−Ay + w) + h, ∀h ∈ KerB,
y = y1 + z1,

A1y1 +B1z1 = Qw

(21)

в обоначених (20). Последнее соотношение в этой системе по виду аналогично со-
отношени (16), толко состоит и меншего количества скалрных уравнений а
счет отщеплени от (16) первого равенства в (21), поэтому процесс расщеплени
последнего соотношени в (21) моно продолит, дл чего ввести обоначени

Qi−1yi−1 = yi, (I −Qi−1)yi−1 = zi, Qi−1Ai−1Qi−1 = Ai,

Qi−1Ai−1(I −Qi−1) = Bi, Q = Q0, P = P0, A = A0, B = B0,

y = y0, z = z0, i = 1, 2, ...,

(22)

где Qi−1 и Pi−1 − проекторы на подпространства Coker B и Ker B, отвечащие
ралоеним

ImBi−2 = CoimBi−1+̇KerBi−1, CokerBi−2 = ImBi−1+̇CokerBi−1,
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B−
i = B−1

i (I − Qi), Bi − суение Bi на Coim Bi. В реултате получен следущий
реултат.

Лемма 2. Равенство (16) эквивалентно системе

zi−1 = B−
i−1(−Ai−1yi−1 + wi−1) + hi−1, ∀hi−1 ∈ KerBi−1, (23)

yi−1 = yi + zi, (24)

Aiyi +Bizi =
i

s=1

Qi−sw, i = 1, 2, .... (25)

Процесс расщеплени аканчиваетс, если существует p ∈ N такое, что Bp с-
рективно, или ∃q ∈ N такое, что Bq = (0).

В работах [10] - [13] докаано, что если Bq = (0), то rank(BAB ... An−1B) < n и не
существует v(t) при котором траектори x(t) системы (1), выйд и точки x0 придет
в точку x1, ∀x0,x1 ∈ Rn, а если Bq − срекци, то такое v(t) существует и

rank(BAB ... ApB) = n. (26)

Посколку расщепление аканчиваетс а счет конечномерности (16), то дл ре-
шени поставленной в этом пункте адачи необходимо существование p ∈ N, при
котором Bp − срекци, то ест CokerBp = {0}, Qp = (0).

Покаем в далнейшем, что срективности Bp и достаточно дл решени ис-
ходной адачи в виде (9), (10).

Лемма 3. Если rank(BAB ... ApB) = n, то решение (y, z) ∈ Rn ×Rm уравнени (16)
существует ∀w ∈ Rn.

Докаателство. Pавенство (16) эквивалентно системе (22) с i = 1, 2, ..., p. И равен-
ства (25) с i = p находитс zp = B−

p (Qp−1Qp−2...Q1Q0w−Apyp)+hp, при ∀yp ∈ CoimBp

и ∀hp ∈ KerBp. С помощ (24) с i = p определетс yp−1. атем и (23) с i = p нахо-
дитс zp−1. Далее с помощ (24) с i = p− 1 строитс yp−2; потом и (23) с i = p− 1

находитс zp−2; далее и (24) с i = p − 2 строитс yp−3 и так далее, пока и (24) с
i = 1 найдетс y0 и и (23) с i = 1 найдетс z0. □

3. О существовании решени многоточечной адачи в ЭДР виде

Требуетс вывит услови существовани векторов αj ∈ Rn, βj ∈ Rm, сванных
соотношеними (11) и условими

r−1

j=1

αj

(ti + c)j
= e−atixi, (27)
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следущими и (5) и (9).

Умноим кадое j-ое равенство в (11) на
1

(ti + c)j
, последнее на

1

(ti + c)r−1
и

слоим полученные соотношени. С помощ (27) получаем

−
r−1

j=1

jαj

(ti + c)j+1
= e−atiAxi +B

r

j=1

βj

(ti + c)j
, (28)

и условие корректности этого равенства:

−
r−1

j=1

jQαj

(ti + c)j+1
= e−atiQAxi. (29)

4.1. Случай p = 1. И уравнени (27), умноенного слева на Q, и (29) составим
систему 





r−1

j=1

Qαj

(ti + c)j
= e−atiQxi, i = 0, 1, ..., k,

−
r−1

j=1

jQαj

(ti + c)j+1
= e−atiQAxi, j = 1, 2, ..., r − 1.

(30)

Система состоит и 2(k + 1) уравнений, и нее находтс 2(k + 1) векторов Qαj,
j = 1, 2, ..., r − 1, следователно, r = 2(k + 1) + 1, если толко определител ∆1 этой
системы отличен от нул.

Определител ∆1 таков: дл кадых компонент Qαjs, s = 1, 2, ..., dim CokerB,

векторов Qαj кадые две строки его − это строки вронскиана дл функций
1

(t+ c)j
,

j = 1, 2, ..., 2(k + 1), в точках t = ti. Нетрудно докаат, что ∆1 ∕= 0.
Далее и системы (11) находтс (I − Q)αj и βj следущим обраом. Кадое

равенство в (11) ест соотношение вида (16), эквивалентное системе (21). Дл первого
уравнени в (11) система (21) приобретает вид

β1 = −B−Aα1 + ϕ1, ∀ϕ1 ∈ KerB,

α1 = Qα1 + (I −Q)α1,

A1(Qα1) +B1(I −Q)α1 = 0.

дес B1 − срекци (случай p = 1), следователно,

(1−Q)α1 = −B−
1 A1(Qα1) + ψ1, ∀ψ1 ∈ KerB1, ,

а Qα1 найдено при решении системы (30).
Тепер ивестны и α1 и β1.
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Аналогичным обраом и осталных уравнений системы (11) последователно
определтс αj, j = 1, 2, ..., 2(k + 1), и βj, j = 1, 2, ..., 2(k + 1) + 1.

Таким обраом, в случае p = 1 система (11), (5), (9), и следователно система
(14) рарешима.

4.2. Случай p = 2. Кадое уравнение в системе (11) эквивалентно системе

βj+1 = B−(−jαj − Aαj+1) + ϕj+1, ∀ϕj+1 ∈ KerB, (31)

αj+1 = Qαj+1 + (I −Q)αj+1, (32)

−jQαj = A1Qαj+1 +B1(I −Q)αj+1, j = 0, 1, ..., r − 1, (33)

если полоит α0 = 0 и αr = 0.
Равенство (33) в сво очеред эквивалентно системе

(I −Q)αj+1 = B−
1 (−jQαj − A1Qαj+1) + ψj+1, ∀ψj+1 ∈ KerB1, (34)

Qαj+1 = Q1Qαj+1 + (I −Q1)Qαj+1, (35)

−jQ1Qαj = A2Q1Qαj+1 +B2(I −Q1)Qαj+1. (36)

Посколку p = 2, то B2 − срекци, и и (36) имеем

(I −Q1)Qαj+1 = B−
2 (−jQ1Qαj − A2Q1Qαj+1) + χj+1, ∀χj+1 ∈ KerB2. (37)

Дл находени Q1Qαj формирутс уравнени: это уравнени (30), умноенные
слева на Q1:

r−1

j=1

Q1Qαj

(ti + c)j
= e−atiQ1Qxi, (38)

−
r−1

j=1

jQ1Qαj

(ti + c)j+1
= e−atiQ1QAxi, (39)

и уравнение, получаемое а счет выполнени второго равенства в системе (30). Дл

получени этого уравнени следует кадое равенство (33) умноит на
−j

(ti + c)j+1

и слоит:
r−1

j=1

j(j + 1)

(ti + c)j+2
Qαj = −e−atiA1QAxi − B1

r−1

j=1

j(I −Q)αj

(ti + c)j+1
.

Отсда
r−1

j=1

j(j + 1)

(ti + c)j+2
Q1Qαj = −e−atiQ1A1QAxi. (40)
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Главный определител линейной системы (38)-(40) дл кадой компоненты
Q1Qαjs, s = 1, 2, ..., dim CokerB1 элемента Q1Qαj имеет следущий вид: кадые его

три строки − это строки вронскиана дл функций
1

(t+ c)j
при t = ti.

Определител ненулевой, система состоит и 3(k + 1) уравнений следовател-
но, она определет 3(k + 1) элементов Q1Qαj. Таким обраом, при p = 2 имееем:
r = 3(k + 1) + 1.

атем, и (37) находитс (I − Q1)Qαj+1, и (35) находитс Qαj+1; и (34) −
(I −Q)αj+1; далее αj+1 и αj и (32); и (31) находитс βj+1, j = 0, 1, ..., r − 1.

Таким обраом, при p = 2 система (11), (5), (9), а начит и система (14) раре-
шимы.

4.3. Случай проиволного p. Дл определени величин Πp−1
m=0Qp−1−mαj, обо-

начаемых чере γj, составлетс система





r−1

j=1

γj
(ti + c)j

= e−ati
p−1

m=0

Qp−1−mxi,

−
r−1

j=1

jγj
(ti + c)j+1

= e−ati
p−1

m=0

Qp−1−mAxi,

..................................

(−1)p
r−1

j=1

(p− 1)!γj
(j − 1)!(ti + c)j+p

= e−ati
p−1

m=0

Qp−1−mAp−1−mxi,

(41)

i = 0, 1, 2, ..., k. Коэффициенты при кадом γj в этой системе ест проиводные от
1

ti + c
до p-го пордка, и в главном определителе ∆p системы (41) дл кадой ком-

поненты γjs, s = 1, 2, ..., dim CokerBp−1, кадые p строк − это строки определител
Вронского при t = ti, i = 0, 1, 2, ..., k.

Всего (p+ 1)(k+ 1) уравнений дл определени r− 1 величин γj, следователно,

r = (p+ 1)(k + 1) + 1. (42)

С помощ найденных и системы (41) начений γj определтс и (11)
(I − Qp−1)

p−1
m=1 Qp−1−mαj, атем

p−1
m=1 Qp−1−mαj, и так далее, ... , потом Qαj,

(I −Q)αj, αj и βj.
Итак, система (14) имеет решение βj, j = 1, 2, ..., (p+ 1)(k + 1) + 1.
Как следует и (31), решение неединственное, βj содерат проиволные слага-

емые и KerB. Кроме того βj выраатс чере αj, αj+1, которые, в сво очеред,
содерат проиволные слагаемые и KerBq, q = 1, 2, ..., p.

Таким обраом, получен следущий реултат.
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Теорема 1. Если существует v(t), така, что траектори x(t) системы (1), выйд
и проиволно аданной началной точки x(0) = x0, непременно придет в момент
t1 в лбу аданну точку x(t1) = x1, то существует v(t) в виде (10) и x(t) в виде
(15) с векторными коэффициентами, определемыми и системы (14), причем тра-
ектори x(t), выйд и проиволно аданной точки x(0) = x0 пройдет непременно
чере все аданные контролные точки x(ti) = xi, i = 1, 2, ..., k.

аклчение

В данной работе дл моделировани двиени (состони) x(t) ∈ Rn с контрол-
ными точками линейной динамической системы под водействием входной вектор-
функции v(t) ∈ Rm впервые приводтс формулы дл вычислени и v(t) и x(t) в
экспоненциално-дробно-рационалном виде.

Дробно-рационалные функции обладат ваными в практических системах
свойствами: они с течением времени атухат. Дл именени скорости атухани в
наменатели дробно-рационалных функций введен слагаемым некоторый параметр.
Дробно-рационалные вектор-функции содерат сомноителем скалрну экспо-
ненциалну функци с дополнителным параметром в покаателе дл получени
раных форм траекторий системы.

Дл находени векторных коэффициентов, входщих в формулы дл v(t) и x(t),
составлена линена алгебраическа система, коэффициентами при искомых векторах
в которой влтс лиш матрицы, участвущие в описании динамической системы.

аметим, динамическа система описываетс с помощ проиводной от функ-
ции состони системы, но при построении x(t) и v(t) предлагаемым методом не
участвут ни какие-либо проиводные, ни решени дифференциалного уравнени,
ни матричные экспоненты, что приводит при вычислених к минималным погреш-
ностм.

начителну трудност представлет докаателство существовани решени
алгебраической системы, и докаателство приведено в данной работе не дл этой
системы, а дл эквивалентной ей. В основу докаателства полоена лемма о суще-
ствовании решени линейной системы с необратимыми матричными коэффициента-
ми с двум векторными неивестными.

Дл получени решени этого уравнени совершаетс многошаговое ралоение
системы на системы в подпространствах. В одном подпространстве част неивест-
ных вырааетс чере другу част неивестных. В другом подпространстве дл
этой другой части неивестных формируетс система, схоа по виду с исходной
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системой, но содераща меншее количество скалрных уравнений. Эта нова си-
стема таке расщеплетс на системы в новых подпространствах, и т. д.

а счет конечномерности исходной системы процесс расщеплени конечен, и на
последнем шаге вывлтс полные услови на коэффициенты системы, при выпол-
нении которых и эта линейна система, и поставленна адача имет решени.
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Abstract. Mathematical models of diffusion and cathodoluminescence of nonequilibrium
minority charge carriers generated by a wide electron beam in homogeneous and multilayer
semiconductor materials are considered. The use of wide electron beams makes it possible to
reduce these problems to one–dimensional ones and to describe these mathematical models
by ordinary differential equations. For the collective movement model, the corresponding
mathematical model is:

D
d2∆p (z)

dz2
− ∆p (z)

τ
= −ρ (z)

with boundary conditions

D
d∆p (z)

dz

 z = 0
= υs∆p (0) , ∆p (∞) = 0.

Here the function ρ (z) is the dependence on the coordinate z of the density of minority charge
carriers generated by an electron beam in a semiconductor target prior to their diffusion, ∆p (z) is
the sought distribution of minority charge carriers after their diffusion, the remaining parameters
for homogeneous materials are constants.

For the model of independent sources, the corresponding mathematical model is:

D
d2∆p (z, z0)

dz2
− ∆p (z, z0)

τ
= −ρ (z) δ (z − z0)
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with boundary conditions

D
d∆p (z, z0)

dz


z=0

= υs∆p (0, z0) , ∆p (∞, z0) = 0.

Here the function ∆p (z, z0) describes the distribution over the depth of the minority charge
carriers generated by a plane infinitely thin source located at a depth z0, z0 ∈ [0,∞) . The
distribution of nonequilibrium charge carriers ∆p(z) in this case is found as

∆p(z) =

∞

0

∆p (z, z0) dz0.

For both models, the intensity of cathodoluminescence I taking into account absorption at
a fixed radiation wavelength λ was calculated as

I ∼
∞

ls

∆p (z) exp [−α(λ)z] dz.

The study of the considered models is carried out, including the proof of the uniqueness of
solutions and the continuous dependence of solutions on the data of the problem. Estimates are
obtained for solving the problems under consideration, which make it possible to use them in
electron probe technologies.

In the case of one–dimensional diffusion into the n–layer final semiconductor structure
(z ∈ [0, l]) the depth distribution of the minority charge carrier is found as a solution to the
differential equations

D(i) (z)
d2∆p(i) (z)

dz2
− ∆p(i) (z)

τ (i) (z)
= −ρ(i) (z) , i = 1, n

with boundary conditions

D(1) d∆p(1) (z)

dz


z=0

= ν(1)s ∆p(1) (0) , D(n) d∆p(n) (z)

dz


z=l

= −ν(n)s ∆p(n) (l) .

The superscript in parentheses indicates the layer number.
The possibilities of using this approach for multilayer structures with an arbitrary number

of layers are discussed.

Keywords: mathematical model, stationary differential heat and mass transfer equation, ordinary
differential equations, Cauchy problem, cathodoluminescence.
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Введение

начителное число раличных процессов описываетс обыкновенными диффе-
ренциалными уравненими. В качестве примера моно привести процессы, воника-
щие при нормалном падении широких пучков аренных частиц или электромаг-
нитного илучени на плоску поверхност твёрдого тела. К числу таких отност-
с процессы тепломассопереноса, обусловленного ваимодействием широких источ-
ников вобудени с плоской поверхност конденсированного вещества, а таке
процессы, непосредственно сванные с процессами тепломассопереноса, например,
катодолминесценци (КЛ), воникаща при илучателной рекомбинации гене-
рированных электронным пучком и продиффундировавших в полупроводниковой
мишени неравновесных неосновных носителей арда (НН) [1–4].

Регистраци и иучение КЛ илучени влетс весма ваным методом иссле-
довани состава и свойств однородных и многослойных полупроводниковых струк-
тур опто–, микро–, наноэлектроники и СВЧ–техники  см., например, [3, 4]. Этот
метод поволет получат информаци об обекте исследовани, преде всего о фо-
топриёмных и светоилучащих материалах и структурах, котору весма слоно
либо вообще невомоно получит иным способом. Однако иучение и анали ка-
чественных свойств процессов тепломассопереноса в микро– и электронноондовых
технологих [5–7], в т.ч. проблемы корректности, ранее практически не проводи-
лис. В качестве немногих примеров таких исследований моно привести работы,
в которых иучалис проблемы решени стационарных и нестационарных диффе-
ренциалных уравнений диффуии НН и сванные с ними проблемы корректно-
сти математических моделей, описыващих ваимодействие остро сфокусированных
электронных пучков (электронных ондов) с однородными полупроводниковыми ми-
шенми [8–13]. В то е врем дл одномерного двиени НН така адача ранее
не иучалас и дае не ставилас. Ввиду этого в настощей работе рассматриватс
некоторые вомоности решени стационарных обыкновенных дифференциалных
уравнений, описыващих процессы ваимодействи широких электронных пучков с
однородными полупроводниковыми обектами и установление корректности матема-
тических моделей КЛ, построенных на основе решени рассматриваемых дифферен-
циалных уравнений. Иучение таких адач актуално как дл однородных толстых
(с математической точки рени полубесконечных) полупроводников [5, 14, 15], так
и дл материалов и структур конечной толщины[14, 16, 17]  широко исполуемых
на практике дл содани раличных структур опто–, микро–, наноэлектроники и
СВЧ–техники.
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1. Моделирование потер энергии электронами пучка в твёрдом
теле

При моделировании процессов тепломассопереноса, обусловленных ваимодей-
ствием электронных пучков с твёрдым телом, одним и определщих факторов
при проведении расчётов влетс описание правой части дифференциалных урав-
нений, адащих количественну характеристику водействи электронов пучка на
облучаему поверхност мишени. Такой характеристикой влетс мощност, рас-
сеиваема первичным пучком электронов в мишени. При проведении практических
расчётов дл всех проводщих материалов (не толко полупроводниковых) и прак-
тически дл всех энергий пучка киловолтных электронов (до энергий около 50 кэВ)
приемлемые реултаты могут быт получены с исполованием следущей полуэм-
пирической модели, описыващей плотност потер энергии широким пучком элек-
тронов [18–20]:

ρ∗ (z) =
1, 085 (1− η) P0

√
π zms


1− η + η zss

zms



exp


−

z − zms

zms

2

+

η

1− η
exp


−

z − zss
zss

2


.

(1)
дес P0  мощност электронного пучка, рассенна в мишени, zms  глубина
максималных потер энергии первичными электронами, испытавшими малоугловое
рассение и поглощёнными в мишени; zss  глубина максималных потер энергии
электронами, испытавшими рассение на болшие углы и покинувшими мишен (об-
ратно рассенные электроны), zss = Z−1/3zms; η  коэффициент обратного рассени
электронов онда, η = 0, 024eZA1,67, где e  основание натуралных логарифмов; Z
и A  пордковый номер вещества мишени в периодической таблице элементов и её
атомный вес, соответственно.

2. Математические модели диффуии и катодолминесценции

Модел коллективной диффуии. В этом случае дифференциалное уравнение
диффуии неравновесных НН, генерируемых широким электронным пучком в по-
лубесконечной однородной полупроводниковой мишени, имеет вид

D
d2∆p (z)

dz2
− ∆p (z)

τ
= −ρ (z) (2)

с граничными условими

D
d∆p(z)

dz


z=0

= υs∆p(0), ∆p (∞) = 0. (3)
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дес ρ (z)  концентраци НН, генерированных электронным пучком в полупро-
воднике в единицу времени на глубине z (до их диффуии), функци ∆p (z) описыва-
ет искомое распределение НН по глубине после их диффуии, а постонные D, τ и
vs  коэффициент диффуии, врем ини и скорост поверхностной рекомбинации
НН соответственно. начение ρ (z) получаетс делением плотности потер энергии
электронами пучка в единицу времени ρ∗ (z) [18–20] на энерги обраовани НН.

Некоторые вомоности этой модели, основанной на решении дифференциал-
ного уравнени (2)–(3) рассмотрены в классических работах [21–23] и некоторых
последущих работах.

Модел неависимых источников. Дл математического моделировани про-
странственного распределени НН, генерированных в полупроводниковом матери-
але электронным ондом, моно исполоват так наываему модел неависимых
источников, согласно которой на диффуи неравновесных НН и лбого микро-
обема полупроводника не окаыват влини другие электроны или дырки и дру-
гих микрообластей материала. Такой подход в принципе моет поволит описат
локалные неоднородности, имещиес в однородных материалах, а таке неодно-
родные, в том числе и многослойные, материалы. Математически это вырааетс в
том, что сначала решаетс уравнение диффуии дл кадого и точечных источни-
ков НН, после чего посредством интегрировани по обему, анимаемому источни-
ками НН, находитс распределение НН в полупроводнике в реултате их диффу-
ии. Иде такого подхода аимствована и классической работы [24] и исполовалас
нами, в том числе в адачах математического моделировани распределений НН в
однородных полупроводниковых материалах [25]. Соответствущее дифференциал-
ное уравнение дл однородного полупроводника или сло многослойной планарной
полупроводниковой структуры имеет вид:

D
d2∆p (z, z0)

dz2
− ∆p (z, z0)

τ
= −ρ (z) δ (z − z0) (4)

с граничными условими

D
d∆p (z, z0)

dz


z=0

= υs∆p (0, z0) , ∆p (∞, z0) = 0. (5)

Дл однородного полупроводника интегрирование ∆p (z, z0) по z0 (z0 ∈ [0, ∞))

даёт искомое распределение НН по глубине ∆p (z) :

∆p (z) =

∞

0

∆p (z, z0) dz0 =

z

0

∆p2 (z, z0) dz0 +

∞

z

∆p1 (z, z0) dz0. (6)
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Модел неависимых источников исполовалас нами и дл неоднородных пла-
нарных структур: ранее была решена адача находени распределений НН в пла-
нарных полубесконечных двух ([26], [27]) и трёхслойных ([28], [29]) полупроводнико-
вых структурах дл случа постонства D и τ внутри кадого сло. Однако рас-
пространит этот метод на планарные структуры с болшим числом слоёв нам не
удалос ввиду воникших трудностей технического характера.

Модел диффуии дл проиволного числа слоёв. В случае одномерной
диффуии в конечный полупроводник вдол оси ОZ, перпендикулрной поверхности
n–слойной полупроводниковой структуры (z ∈ [0, l]) , распределение НН по глубине
находитс как решение дифференциалного уравнени [30–32]

D(i) (z)
d2∆p(i) (z)

dz2
− ∆p(i) (z)

τ (i) (z)
= −ρ(i) (z) , i = 1, n (7)

с граничными условими

D(1) d∆p(1) (z)

dz


z=0

= ν(1)
s ∆p(1) (0) , D(n) d∆p(n) (z)

dz


z=l

= −ν(n)
s ∆p(n) (l) . (8)

Верхний индекс в скобках укаывает номер сло. Дл многослойной структуры обо-
начим: z1 = 0, zn+1 = l  координаты внешних границ полупроводника, z2, z3, ...,

zn  координаты границ радела слоёв; D(i), L(i), τ (i)  электрофиические парамет-
ры: коэффициент диффуии, диффуионна длина и врем ини НН в i–м слое
соответственно, при этом L(i) =

√
D(i)τ (i). На границах полупроводника (при z = 0 и

при z = l) приведённые скорости поверхностной рекомбинации S(1) = L(1)ν
(1)
s


D(1),

S(n) = L(n)ν
(n)
s


D(n), где ν

(1)
s и ν

(n)
s  скорости поверхностной рекомбинации НН

в первом и в n–ом слох соответственно. Функци ∆p(i) (z) описывает распределе-
ние по глубине в i–м слое неравновесных НН, генерированных внешним энерге-
тическим водействием, после их диффуии в полупроводнике. Функци ρ(i) (z) 
ависимост от координаты плотности НН, генерированных электронным пучком
в полупроводниковой мишени до их диффуии. Дл широкого электронного пучка
ρ(i) (z) моет быт найдена и выраени дл плотности потер энергии электрон-
ным пучком ρ∗(i) (z) , выделемой в мишени в единицу времени до начала процесса
диффуии [18–20]. Отметим таке, что исполование матричного метода дл реше-
ни рассматриваемой адачи поволет получит её решение в аналитическом виде 
см., например [30–32].

Модел катодолминесценции. КЛ илучение, воникащее при ваимодей-
ствии электронного пучка с поверхност полупроводниковой мишени, моет быт
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исполовано дл определени её параметров [2–4]. Дл прмоонных полупроводни-
ков некоторые параметры могут быт получены и имерений ависимости интенсив-
ности I монохроматической КЛ от энергии электронов пучка E0. Функционалну
ависимост, свыващу I и E0, апишем в виде I = I (E0, Θ) . дес Θ = (θk) 
вектор параметров, k = 1, p, p  число параметров. Дл широкого электронного
пучка, никого уровн вобудени и случа линейной илучателной рекомбина-
ции НН, часто реалиущихс на практике, исполуем выраение [4]:

I(E0,Θ) ∼

1 + 0, 155


1− exp


−zc
L

 ∞

ls

∆p(z) exp [−α(λ)z] dz. (9)

дес ls  толщина приповерхностной области, обедненной основными носителми
арда, α(λ)  коэффициент поглощени КЛ илучени и zc  координата центра
тести ρ∗ (z)  распределени потер энергии электронами в мишени.

3. О существовании и единственности решени
рассматриваемых адач

Модел коллективной диффуии. Дл решени адачи (2), (3) будем испол-
оват стандартные методы математического аналиа. Исполу метод вариации
проиволной постонной, получим решение уравнени (2) в виде:

∆p (z) = A1 exp
√

σz

+B1 exp


−
√
σz


− 1

D
√
σ

z

0

ρ (ξ) sh
√

σ (z − ξ)

dξ, (10)

где A1 и B1  проиволные постонные, определемые и граничных условий (3).
Продифференцировав (10), получим

∆p′ (z) = A1

√
σ exp

√
σz


− B1

√
σ exp


−
√
σz


− 1

D

z

0

ρ (ξ) ch
√

σ (z − ξ)

dξ. (11)

Подставив (10) и (11) в граничные услови (3), получим систему алгебраических
уравнени дл находени A1 и B1:

И первого граничного услови (на поверхности полупроводника) получим

D

A1

√
σ − B1

√
σ

= vs1 (A1 − B1) . (12)
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Преде чем исполоват второе граничное условие (на бесконечности
∆p(∞) = 0  см. (3)) кратко приведём оценку дра интеграла

I(z) =

z

0

ρ (ξ) sh
√

σ (z − ξ)

dξ. (13)

Отметим, что

sh
√

σ (z − ξ)

=

exp
√
σ (z − ξ)− exp [−

√
σ (z − ξ)]

2

и

I(0) =

0

0

ρ (ξ) sh
√

σ (−ξ)

dξ = 0.

Функци ρ (ξ) описываетс функцими типа Гаусса  см. (1). В силу асимптотики
интеграла ошибок

2√
π

z

0

exp (−ξ2) dξ ∼ 1− 1√
π

exp (−z2)

z

откуда, в конечном итоге, при болших z следует сходимост I(z) к нул. начит
и второго граничного услови (∆p(∞) = 0  см. (3)) и формулы (10) следует, что
A1 = 0.

Тогда
∆p(z) = B1 exp (−σz)− I(z). (14)

Отсда ∆p(0) = B1.

Чтобы исполоват первое граничное условие (3) (на поверхности полупровод-
ника), продифференцируем интеграл I(z) :

I
′
(z) = − 1

D
√
σ






z

0

ρ(ξ)
√
σ ch

√
σ(z − ξ)


dξ + ρ(z) sh 0




 =

= − 1

D

z

0

ρ(ξ) ch
√

σ(z − ξ)

dξ.

Тогда дл левой части этого граничного услови получим

D
d∆p(z)

dz


z=0

= −B1σ exp (0)− 1

D

0

0

ρ(ξ) ch(0) dξ = −B1σ

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2021, 1



О корректности математических моделей диффуии и катодолминесценции 89

и в целом это граничное условие примет вид:

D(−B1σ) = vsB1.

И полученного соотношени дл рассматриваемых полупроводниковых матери-
алов следует, что B1 = 0 и дл (14) с учётом (13) получим решение рассматриваемой
адачи в виде:

∆p(z) = −I(z).

Отметим, что вомона и ина апис решени рассматриваемой адачи 
см. [21, 22]. Однако исполование решени в виде (10) поволет провести иссле-
дование корректности адачи и получит оценки решени существенно проще.

Теорема 1. Решение адачи (2), (3) ∀z ∈ [0, ∞) единственно.

Докаателство. Предполоим противное. Пуст n1 и n2  два раличных решени
адачи (2), (3). Рассмотрим функци u = n2−n1, котора удовлетворет следущему
дифференциалному уравнени

D
d2u

dz2
− u

τ
= 0 (15)

и граничным условим (3). Применив к полученной адаче формулы (10) и (11) с
ρ (z) = 0, получим u = 0, откуда следует n2 = n1. Полученное противоречие и
докаывает единственност решени адачи (2), (3). Теорема 1 докаана. □

Модел неависимых источников. адача (4), (5) ∀z ∈ [0, ∞) имеет решение,
которое определетс следущей формулой:

∆p (z, z0) =






ρ(z0)τ
2L

exp

− z0

L

 
exp


z
L


− S−1

S+1
exp


− z

L


∀ z ∈ [0, z0] ,

ρ(z0)τ
2L

exp

− z

L

 
exp


z0
L


− S−1

S+1
exp


− z0

L


∀ z ∈ [z0, ∞) .

(16)

дес L =
√
Dτ  диффуионна длина НН, а S = υsL/D  приведённа скорост

поверхностной рекомбинации НН.
Решение адачи (4), (5) в виде (16) приведено в [4, 25].

Теорема 2. Решение адачи (4), (5) ∀z ∈ [0, ∞) единственно.

Докаателство. Докаателство этой теоремы аналогично докаателству теоре-
мы 1 с ρ(z0) = 0 в правой части дифференциалного уравнени. Теорема 2 докаа-
на. □

Модел диффуии дл проиволного числа слоёв. Существование и един-
ственност решени адачи диффуии дл проиволного числа слоёв (7), (8) следует

Таврический вестник информатики и математики, 1 (50)’ 2021



90 Д. В. Туртин, М. А. Степович, В. В. Калманович, А. А. Картанов

и рассмотренных выше адач о диффуии НН. Отметим таке, что решение а-
дачи в матричном виде [31, 32] даёт её аналитическое решение, причём численные и
аналитическое решени дат практически совпадащие реултаты [33].

Модел катодолминесценции. Существование и единственност решени а-
дачи КЛ (9) следует и рассмотренных выше адач о диффуии НН. Некоторые
особенности практической реалиации этой модели дл полупроводниковых струк-
тур, исполуемых в микро– и оптоэлектронике, приведены в [34].

4. Теоремы об оценках решений рассматриваемых адач

Следущие теоремы устанавливат непрерывну ависимост решений рассмат-
риваемых адач от правых частей дифференциалных уравнений и дат количе-
ственные оценки решений рассматриваемых адач.

Модел коллективной диффуии.

Теорема 3. Пуст u1  решение уравнени

D
d2∆p (z)

dz2
− ∆p (z)

τ
= −ρ1 (z)

с граничными условими (3), а u2  решение уравнени

D
d2∆p (z)

dz2
− ∆p (z)

τ
= −ρ2 (z)

с граничными условими (3) и ∀z ∈ [0, ∞)

|ρ2(z)− ρ1(z)| ≤ ε. (17)

Тогда ∀z ∈ [0, ∞) справедлива оценка

|u2(z)− u1(z)| ≤ εc, c =
1

Dσ


ch


l
√
σ

− 1


. (18)

Докаателство. Применив поочередно формулу (10) к адачам дл функций u1 и
u2, получим

u2 (z) = A1 exp
√

σz

+B1 exp


−
√
σz


− 1

D
√
σ

z

0

ρ2 (ξ) sh
√

σ (z − ξ)

dξ,

u1 (z) = A1 exp
√

σz

+B1 exp


−
√
σz


− 1

D
√
σ

z

0

ρ1 (ξ) sh
√

σ (z − ξ)

dξ.
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Вычита второе равенство и первого и учитыва оценку (17), имеем

|u2 (z)− u1 (z)| ≤ ε
1

D
√
σ

z

0

sh
√

σ (z − ξ)

dξ,

откуда следует оценка (18). Теорема 3 и в целом корректност математической мо-
дели коллективной диффуии докааны. □

Модел неависимых источников.

Теорема 4. Пуст ∆p1(z, z0)  решение уравнени

D
d2∆p1 (z, z0)

dz2
− ∆p1 (z, z0)

τ
= −ρ1 (z) δ (z − z0)

с граничными условими (5), ∆p2(z, z0)  решение уравнени

D
d2∆p2 (z, z0)

dz2
− ∆p2 (z, z0)

τ
= −ρ2 (z) δ (z − z0)

с граничными условими (5) и ∀z ∈ [0, ∞)

|ρ2(z)− ρ1(z)| ≤ ε. (19)

Тогда ∀z ∈ [0, ∞) справедлива оценка

|∆p2(z, z0)−∆p1(z, z0)| ≤
ετ

L
.

Докаателство. На отреке z ∈ [0, z0] решение адачи (4), (5) определетс фор-
мулой (16). Тогда дл функций ∆p1(z, z0) и ∆p2(z, z0) имеем

∆p1 (z, z0) =
ρ1 (z0) τ

2L
exp


−z0
L


exp

 z

L


− S − 1

S + 1
exp


− z

L


,

∆p2 (z, z0) =
ρ2 (z0) τ

2L
exp


−z0
L


exp

 z

L


− S − 1

S + 1
exp


− z

L


,

откуда

|∆p2(z, z0)−∆p1(z, z0)| ≤
|ρ2 (z0)− ρ1 (z0)| τ

2L
exp


−z0
L


exp

 z

L


− S − 1

S + 1
exp


− z

L


.

Применив оценку (19) и учитыва условие z ∈ [0, z0] , получим

|∆p2(z, z0)−∆p1(z, z0)| ≤
ετ

L
exp


−z0 − z

L


. (20)
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На полуинтервале z ∈ [z0, ∞) решение адачи (4), (5) таке определетс фор-
мулой (16). Тогда дл функций ∆p1(z, z0) и ∆p2(z, z0) имеем

∆p1 (z, z0) =
ρ1 (z0) τ

2L
exp


− z

L

 
exp

z0
L


− S − 1

S + 1
exp


−z0
L


,

∆p2 (z, z0) =
ρ2 (z0) τ

2L
exp


− z

L

 
exp

z0
L


− S − 1

S + 1
exp


−z0
L


,

откуда

|∆p2(z, z0)−∆p1(z, z0)| ≤
|ρ2 (z0)− ρ1 (z0)| τ

2L
exp


− z

L


exp

z0
L


− S − 1

S + 1
exp


−z0
L


.

Применив оценку (19) и учитыва условие z ∈ [z0, ∞) , получим

|∆p2(z, z0)−∆p1(z, z0)| ≤
ετ

L
exp


−z − z0

L


. (21)

Обедин оценки (20) и (21), получим, что при всех z ≥ 0

|∆p2(z, z0)−∆p1(z, z0)| ≤
ετ

L
exp


− |z − z0|

L


,

откуда вытекает
|∆p2(z, z0)−∆p1(z, z0)| ≤

ετ

L
.

Теорема 4 докаана. □

Теорема 5. Пуст выполнены услови теоремы 4. Тогда ∀z ∈ [0, ∞) справедлива
оценка

|∆p2(z)−∆p1(z)| ≤ ετ.

Докаателство. Оценим выраение

|∆p2(z)−∆p1(z)| =
∞

0

|∆p2 (z, z0)−∆p1 (z, z0)| dz0.

Применив оценку (20), получим

|∆p2(z)−∆p1(z)| ≤
ετ

L

∞

0

exp


− |z − z0|

L


dz0. (22)

Посколку
∞

0

exp


− |z − z0|

L


dz0. =

z0

0

exp


z − z0
L


dz0 +

∞

z0

exp


z0 − z

L


dz0 = L exp


− z

L


,
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то и (22) получим
|∆p2(z)−∆p1(z)| ≤ ετ. (23)

Теорема 5 и в целом корректност математической модели неависимых источ-
ников докааны. □

Модел катодолминесценции.

Теорема 6. Пуст ∀z ∈ [0, ∞) выполнены услови теоремы (5). Тогда

|I2(E0,Θ)− I1(E0,Θ)| ≤ ετ

1 + 0, 155


1− exp


−zc
L


≤ 1, 155ετ. (24)

Докаателство. Применив формулу (9) дл интенсивностей КЛ I1 и I2, получим

I1(E0,Θ) =

1 + 0, 155


1− exp


−zc
L

 ∞

ls

∆p1(z) exp [−α(λ)z] dz,

I2(E0,Θ) =

1 + 0, 155


1− exp


−zc
L

 ∞

ls

∆p2(z) exp [−α(λ)z] dz.

Вычита и второго равенства первое, имеем

|I2(E0,Θ)− I1(E0,Θ)| =

=

1 + 0, 155


1− exp


−zc
L

 ∞

ls

|∆p2(z)−∆p1(z)| exp [−α(λ)z] dz.

Применив к последнему равенству оценку (23) и учт, что
∞

ls

exp [−α(λ)z]dz <

∞

0

exp [−α(λ)z]dz ≤ 1,

получим (6).
Теорема 6 и в целом корректност математической модели КЛ докааны. □

аклчение

Рассмотрены математические модели стационарной диффуии и катодолминес-
ценции неравновесных неосновных носителей арда, генерируемых широким элек-
тронным пучком в однородных и многослойных полупроводниковых материалах. Ис-
полование широких электронных пучков поволет свести эти адачи к одномер-
ным и описат эти математические модели обыкновенными дифференциалными
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уравненими. Рассмотрены следущие модели диффуии неравновесных неоснов-
ных носителей арда в однородных полупроводниках: модел коллективного двие-
ни и модел неависимых источников дл полуограниченных мишеней  и модел,
описываща диффуионный процесс в многослойной полупроводниковой структу-
ре конечной толщины, имещей проиволное конечное число слоёв, а таке модел
катодолминесценции, воникащей при илучателной рекомбинации генерирован-
ных электронным пучком неравновесных носителей арда. Проведены докаател-
ства единственности решений и непрерывной ависимости решений от данных адач.
Получены оценки решений рассматриваемых адач, поволщие исполоват их в
электронно–ондовых технологих.

Работа выполнена при частичной финансовой поддерке Российского фонда
фундаменталных исследований (проект No 19–03–00271), а таке РФФИ и пра-
вителства Калуской области (проект No 18–41–400001).
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On bifurcations that change the type of heteroclinic curves of a
Morse-Smale 3-diffeomorphism.

Shmukler V. I., Pochinka O. V.

Abstract.
In this paper, we consider the class G of orientation-preserving Morse-Smale diffeomorphisms

defined on a closed 3-manifold whose non-wandering set consists of exactly four points of
pairwise distinct Morse indices. It is known that the two-dimensional saddle separatrices of any
such diffeomorphism always intersect and their intersection necessarily contains non-compact
heteroclinic curves, but may also contain compact ones. The main result of this work is the
construction of a path in the space of diffeomorphisms connecting the diffeomorphism f inG

with the diffeomorphism f ′ ∈ G, which does not have compact heteroclinic curves. This result
is an important step in solving the open problem of describing the topology of 3-manifolds
admitting gradient-like diffeomorphisms with wildly embedded saddle separatrices.

Consider the class G of orientation-preserving Morse-Smale diffeomorphisms f defined on the
closed manifold M3, the non-wandering set of which consists of exactly four points ω,σ1,σ2,α

with positive types of orientation and with Morse indices (dimensions of unstable manifolds)
0, 1, 2, 3, respectively. Despite the simple structure of the non-wandering set, the class under
consideration contains diffeomorphisms with wildly embedded saddle separatrices [2] (see Fig.
1). It was proved in [3] that for any diffeomorphism f ∈ G the set Hf = W s

σ1
∩W u

σ2
is not empty

and contains at least one non-compact heteroclinic curve. According to [? ], in the case of a
manual embedding of the closures of one-dimensional separatrices of the diffeomorphism f ∈ G,
the bearing manifold M3 admits a Heegaard decomposition of genus 1 and, therefore, is a lens
space (see, for example, [7]). In the case of a wild embedding, the description of the topology of
the supporting manifold is an open problem formulated in [3].

In the present paper, an important step has been taken in solving this problem; namely, the
following fact is proved.
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Theorem. Let the manifold M3 admit a diffeomorphism f ∈ G. Then the same manifold
admits a diffeomorphism f ′ ∈ G, a wandering set that does not contain compact heteroclinic
curves.

Keywords: Morse-Smale diffeomorphism, heteroclinic curve, unstable manifold, stable manifold,
orientation-preserving diffeomorphism manifold, topological flow, regular dynamics, hyperbolic
set, chain recurrent set.

1. Введение и формулировка реултатов

В работе рассмотрен класс G сохранщих ориентаци диффеоморфимов
Морса-Смейла, аданных на амкнутом 3-многообраии, неблудащее мноество
которых состоит в точности и четырех точек попарно раличных индексов Морса.
Ивестно, что двумерные седловые сепаратрисы лбого такого диффеоморфима
всегда пересекатс и их пересечение необходимо содерит некомпактные гетеро-
клинические кривые, но моет содерат и компактные. Основным реултатом ра-
боты влетс построение пути в пространстве диффеоморфимов, соединщего
диффеоморфим f ∈ G с диффеоморфимом f ′ ∈ G, не имещим компактных гете-
роклинических кривых. Полученный реултат влетс ваным шагом в решении
открытой проблемы описани топологии 3-многообраий, допускащих градиентно-
подобные диффеоморфимы с дико влоенными седловыми сепаратрисами.

Рассмотрим класс G сохранщих ориентаци диффеоморфимов Морса-
Смейла f , аданных на амкнутом многообраии M3, неблудащее мноество
которых состоит в точности и четырех точек ω, σ1, σ2,α с полоителными типа-
ми ориентации и с индексами Морса (рамерностми неустойчивых многообраий)
0, 1, 2, 3, соответственно.

Рис. 1. Динамика диффеоморфима f ∈ G
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Не смотр на простое устройство неблудащего мноества, в рассматриваемом
классе существут диффеоморфимы с дико влоенными седловыми сепаратриса-
ми [2] (см. Рис. 1). В работе [3] докаано, что дл лбого диффеоморфима f ∈ G

мноество Hf = W s
σ1

∩ W u
σ2

не пусто и содерит как минимум одну некомпактну
гетероклиническу криву. Согласно работе [? ], в случае ручного влоени амы-
каний одномерных сепаратрис диффеоморфима f ∈ G, несущее многообраие M3

допускает ралоение Хегора рода 1 и, следователно, влетс линовым простран-
ством (см., например, [7]). В случае дикого влоени описание топологии несущего
многообраи влетс открытой проблемой, сформулированной в [3].

В настощей работе сделан ваный шаг в решении этой проблемы, именно, до-
каан следущий факт.

Теорема 1. Пуст многообраие M3 допускает диффеоморфим f ∈ G. Тогда это
е многообраие допускает диффеоморфим f ′ ∈ G, блудащее мноество, ко-
торого не содерит компактных гетероклинических кривых.

Благодарности. Исследование поддерано грантом РНФ, договор 21-11-00010.

2. Необходимые определени и факты

2.1. Сведени и топологии. Дл лбого подмноества X топологического про-
странства Y будем обоначат чере iX : X → Y отобраение вклчени. Дл
лбого непрерывного отобраени φ : X → Y и топологического пространства
X в топологическое пространство Y будем обоначат чере φ∗ : π1(X) → π1(Y ) –
индуцированный им гомоморфим.

Cr-влоением многообраи X в многообраие Y наываетс Cr-отобраение
(r ≥ 0) f : X → Y , гомеоморфно отобраащее пространство X на подпространство
f(X). C0-влоение наыват таке топологическим влоением.

Топологическое влоение λ : X −→ Y m-многообраи X в n-многообраие
Y (n ≤ m) наываетс локално плоским в точке λ(x), x ∈ X, если точка
λ(x) принадлеит области определени такой карты (U,ψ) многообраи Y , что
ψ(U ∩ λ(X)) = Rm, где Rm ⊂ Rn – мноество точек, у которых последние n−m ко-
ординат равны 0 или ψ(U ∩λ(X)) = Rm

+ , где Rm
+ ⊂ Rm – мноество точек, у которых

последн координата неотрицателна. Влоение λ наываетс ручным, а многооб-
раие X – ручно влоенным, если λ влетс локално плоским в кадой точке
x ∈ X. В противном случае влоение λ наываетс диким, а многообраие X – дико
влоенным. Лба точка λ(x), котора не влетс локално плоской, наываетс
точкой дикости.
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Пуст Dn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn :
n

i=1

x2
i ≤ 1}  стандартаный n-диск (шар),

D0 = {0}, Sn−1 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn :
n

i=1

x2
i = 1}  стандартана (n − 1)-сфера,

S−1 = ∅.
Топологически влоенна в n-многообраие X (n − 1)-сфера Sn−1 наываетс

цилиндрической или цилиндрически влоенной в X, если существует топологическое
влоение h : Sn−1 × [−1, 1] → X такое, что h(Sn−1 × {0}) = Sn−1.

3-многообраие X наываетс неприводимым, если лба 2-сфера, цилиндриче-
ски влоенна в X, ограничивает в нем 3-шар.

По аналогии с трехмерным случаем мы наываем n-многообраие неприводимым,
если лба цилиндрически влоенна в него (n−1)-сфера ограничивает в нем n-шар.

3-многообраие X наываетс простым, если оно либо неприводимо, либо гомео-
морфно S2 × S1.

Топологически влоенна в 3-многообраие X поверхност F наываетс соб-
ственно влоенной, если ∂X ∩ F = ∂F . Собственно влоенна в X поверхност F

наываетс симаемой в X в одном и следущих двух случаев:
1) существует нестгиваема проста амкнута крива c ⊂ intF и влоеннный

2-диск D ⊂ intX такой, что D ∩ F = ∂D = c;
2) существует 3-шар B ⊂ intX такой, что F = ∂B.
Поверхност F наываетс несимаемой в X, если она не влетс симаемой

в X.

Предлоение 1 ([1], Theorem 4). Пуст T – двумерный тор, гладко влоенный
в многообраие S2 × S1 так, что iT∗(π1(T )) ∕= 0. Тогда T ограничивает в S2 × S1

аполненный тор.

Предлоение 2 ([8], Exercise 6). Если 3-многообраие X неприводимо, тогда дву-
мерный тор T ⊂ X, не леащий в 3-шаре, влетс симаемым тогда и толко тогда,
когда он ограничивает аполненный тор в X.

Предлоение 3 ([6], Гл. 4, рад. 5, следствие 1). Лбое n-мерное многообраие не
моет быт рабито подмноеством рамерности ≤ n− 2.

Предлоение 4 (Лемма о фрагментации, [4], Lemma de fragmentation). Пуст
U = {Uj} – открытое покрытие многообраи X и ϕ : X → X – гладко иотопный
тодественному отобраени диффеоморфим. Тогда существут гладко иотоп-
ные тодественному отобраени диффеоморфимы ϕi : X → X, i = 1, ..., q < ∞
такие, что:
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i) дл кадого i = 1, q сущесвует элемент покрыти Uj(i) ∈ U такой, что
supp{ϕi,t} ⊂ Uj(i) дл гладкой дуги ϕi,t, соединщей тодественное отобра-
ение и ϕi;

ii) ϕ = ϕ1 ◦ ... ◦ ϕq

2.2. Диффеоморфимы Морса-Смейла. Диффеоморфим f : Mn → Mn, адан-
ный на гладком амкнутом свном ориентируемом n-мерном многообраии (n ≥ 1)
Mn, наываетс диффеоморфимом Морса-Смейла, если

1. его неблудащее мноество Ωf состоит и конечного числа гиперболических
орбит;

2. многообраи W s
p , W u

q пересекатс трансверсално дл лбых неблуда-
щих точек p, q.

Обоначим чере MS(Mn) мноество сохранщих ориентаци диффеоморфи-
мов Морса-Смейла, аданных на ориентируемом n-многообраии Mn.

Компактное f -инвариантное мноество A ⊂ Mn наываетс аттрактором
диффеоморфима f , если оно имеет компактну окрестност UA таку, что
f(UA) ⊂ int(UA) и A =


k≥0

fk(UA). Окрестност UA при этом наываетс ахватыва-

щей или иолирущей. Репеллер определетс как аттрактор дл f−1.
Дл лбой гиперболической периодической точки p диффеоморфима

f ∈ MS(Mn) будем обоначат чере

• mp – период точки p;
• νp – тип ориентации точки p, то ест νp = +1(−1), если отобраение fmp |W u

p

сохранет(менет) ориентаци;
• qp – индекс Морса (p – сток, если qp = 0, p – источник, если qp = n, p – седло,

если 0 < qp < n);
• Op – орбита точки p;
• ℓup – компонента свности мноества W u

p \ p (сепаратриса).

Предлоение 5. [4, Теорема 2.1.1.] Пуст f ∈ MS(Mn). Тогда

1. Mn =


p∈Ωf

W u
p

2. W u
p влетс гладким подмногообраием многообраи Mn, диффеоморфиным

Rqp , дл лбой периодической точки p ∈ Ωf .
3. cl(ℓup) \ (ℓup ∪ p) =


r∈Ωf :ℓup∩W s

r ∕=∅
W u

r дл лбой неустойчивой (устойчивой) сепара-

трисы ℓup(ℓ
s
p) периодической точки p ∈ Ωf .
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Если σ1, σ2 раличные седловые периодические точки диффеоморфима
f ∈ MS(Mn), дл которых W s

σ1
∩ W u

σ2
∕= ∅, то пересечение W s

σ1
∩ W u

σ2
наывает-

с гетероклиническим пересечением. При этом компоненты линейной свности ге-
тероклинического пересечени наыватс гетероклиническими точками, если их
рамерност равна 0, гетероклиническими кривыми, если их рамерност равна 1 и
гетероклиническими многообраими, если их рамерност болше 1.

Диффеоморфим f ∈ MS(Mn) наываетс градиентно-подобным, если и усло-
ви W u

σ1
∩W u

σ2
∕= ∅ дл раличных точек σ1, σ2 ∈ Ωf следует, что dimW u

σ1
< dimW u

σ2
,

что эквивалентно отсутстви гетероклинических точек у диффеоморфима f .

Предлоение 6. ([4, Предлоение 2.1.3.]) Если сепаратриса ℓuσ седловой точки σ

диффеоморфима f ∈ MS(Mn) не участвует в гетероклиническом пересечении, то
существует единственна стокова точка ω така, что

cl(ℓuσ) = σ ∪ ℓuσ ∪ ω.

Полоим Ŵ u
Op

= (W u
Op

\Op)/f и обоначим чере pŴ u
Op

: W u
Op

\Op → Ŵ u
Op

естествен-
ну прекци.

Предлоение 7. [4, Теорема 2.1.3.] Проекци pŴu
Op

влетс накрытием, которое

индуцирует структуру гладкого qp-многообраи на пространстве орбит Ŵ u
Op

. При
этом:

• дл q = 1, ν = −1 пространство Ŵ u
Op

гомеоморфно окруности;
• дл q = 1, ν = +1 пространство Ŵ u

Op
гомеоморфно паре окруностей;

• дл q = 2, ν = −1 пространство Ŵ u
Op

гомеоморфно бутылке Клейна;
• дл q = 2, ν = +1 отобраение Ŵ u

Op
гомеоморфно двумерному тору;

• дл q ≥ 3, ν = −1 пространство Ŵ u
q,−1 гомеоморфно обобщенной бутылке Клей-

на;
• дл q ≥ 3, ν = +1 пространство Ŵ u

Op
гомеоморфно Sq−1 × S1.

3. Сценарий именени инвариантных седловых многообраий

Пуст f ∈ MS(Mn). Обоначим чере Ω0
f , Ω

1
f , Ω

2
f мноество стоков, седел и ис-

точников диффеоморфима f . Рабем мноество Ω1
f на два непересекащихс под-

мноества ΣA и ΣR таких, что мноества

A = Ω0
f ∪W u

ΣA
, R = Ω2

f ∪W s
ΣR
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амкнуты и инвариантны. По построени мноества A, R содерат все периодиче-
ские точки диффеоморфима f . Наиболшу рамерност неустойчивого (устойчи-
вого) многообраи периодических точек и A (R) будем наыват рамерност A

(R).

Предлоение 8 ([5], Теорема 1). Пуст f ∈ MS(Mn). Тогда мноество A (соот-
ветственно R) влетс аттрактором (репеллером) диффеоморфима f . Более того,
если рамерност аттрактора A (репеллера R) ≤ n− 2, то репеллер R (аттрактор A)
влетс свным.

Следу [5], будем наыват A и R глобалными аттрактором и репеллером диф-
феоморфима Морса-Смейла f ∈ MS(Mn). Полоим V = Mn \ (A ∪ R). Обоначим
чере

V̂ = V/f

мноество орбит действи группы F = {fk, k ∈ Z} на многообраии V , которое
совпадает с мноеством орбит диффеоморфима f на V . Пуст

p : V → V̂

естественна проекци, ставща в соответствие точке x ∈ V ее орбиту в силу диф-
феоморфима f и наделща мноество V̂ фактортопологией.

Предлоение 9 ([5], Теорема 2). Пространство V̂ влетс амкнутым гладким
ориентируемым n-многообраием. Более того, если рамерност аттрактора A и ре-
пеллера R ≤ n− 2, то V свно и V̂ либо неприводимо, либо гомеоморфно Sn−1 × S1.

Пуст UA – ахватываща окрестност аттрактора A. Полоим FA = UA\f(UA),
тогда cl(FA) – фундаментална област ограничени диффеоморфима f на V .
Полоим V̂A = cl(FA)/f , тогда V̂A – гладкое амкнутое n-многообраие, получен-
ное и cl(FA) отодествлением границ в силу диффеоморфима f . Обоначим чере
pA : cl(FA) → V̂A естественну проекци.

Рассмотрим семейство Ef ∈ Diff(Mn) диффеоморфимов Морса-Смейла, таких
что дл лбого диффеоморфима f ′ ∈ Ef Ωf ′ = Ωf и диффеоморфим f ′ совпадает
с диффеоморфимом f на UA и в некоторой окрестности репеллера R.

Дл лбого диффеоморфима f ′ ∈ Ef полоим l̂sf ′ = pA(W
s
ΣA

∩ FA) и
l̂uf ′ = pA(W

u
ΣR

∩ FA).

Лемма 1. Пуст ĥ : V̂A → V̂A иотопный тодественному диффеоморфим. Тогда
существует дуга ζt ⊂ Ef така, что ζ0 = f, ζ1 = f ′ и l̂uf ′ = ĥ(l̂uf ), l̂sf ′ = l̂sf .
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Докаателство. Выберем открытое покрытие D = {D̂j} многообраи V̂A n-
мерными дисками. Согласно предлоени 4 существут гладко иотопные тоде-
ственному диффеоморфимы ŵ1, . . . , ŵq : V̂A → V̂A со следущими свойствами:

i) дл кадого i ∈ {1, . . . , q} существует гладка иотопи {ŵi,t}, тодественна
вне D̂j(i) и соединща тодественное отобраение и ŵi;

ii) ĥ = ŵ1 . . . ŵq.
Продолим отобраение pA до непрерывного отобраени pA : V → V̂A, поло-

ив pA(v) = pA(f
k(v)), fk(v) ∈ FA. Тогда мноество p−1

A (D̂j(i)), i = 1, . . . , q влетс
обединением счетного мноества попарно не пересекащихс n-мерных дисков. Вы-
берем q дисков D1, . . . , Dq по одному в кадом и мноеств p−1

A (D̂j(1)), . . . , p
−1
A (D̂j(q))

так, что Di ⊂ int(f−mi+1(UA) \ f−mi(UA)), где 0 = m1 < m2 < · · · < mq < mq+1 (см.
Рис. 1). Пуст wi,t : V → V диффеоморфим, который совпадает с (pA|Di

)−1ŵi,tpA на
Di и совпадает с тодественным отобраением вне Di. Полоим

ζt = w1,t . . . wq,tf.

По построени ζt ⊂ Ef и ζ0 = f . Полоим f ′ = ζ1. Пуст σA – седлова точка

S
$

9
9

$

5

% %� �

I I C
)$
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OVI

OXI
OXI C OVI OXIOXI C

Рис. 2. Иллстраци к докаателству леммы 1

и мноества ΣA и W s
σA
(ζt) ее устойчивое многообраие в силу диффеоморфима ζt.

Полоим U s
σA
(ζt) = W s

σA
(ζt) ∩ (UA \ A) и F s

σA
(ζt) = W s

σA
(ζt) ∩ FA. Тогда

W s
σA
(ζt) ∩ V = U s

σA
(ζt) ∪



k∈N

ζ−k
t (F s

σA
(ζt)).

Так как диффеоморфимы f и f ′ совпадат в окрестности UA, то F s
σA
(f ′) = F s

σA
(f)

и, следователно, l̂sf ′ = l̂sf .
По построени диффеоморфимы ζt совпадат с f в некоторой окрестности

репеллера R. Тогда существует l ∈ N и окрестност UR репеллера R така, что
FR = int(UR) \ f−1(int(UR)) = f−l(FA). Посколку A – Пуст σR – седлова точка и
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мноества ΣR и W u
σR
(ζt) ее неустойчивое многообраие в силу диффеоморфима ζt.

Полоим Uu
σR
(ζt) = W u

σR
(ζt) ∩ (UR \R) и F u

σR
(ζt) = W u

σR
(ζt) ∩ FR. Тогда

W u
σR
(ζt) ∩ V = Uu

σR
(ζt) ∪



k∈N

ζkt (F
u
σA
(ζt)).

Так как диффеоморфимы f и f ′ совпадат в окрестности UR, то F u
σR
(f ′) = F u

σR
(f).

Посколку A – аттрактор диффеоморфима f ′, то существует l′ ∈ N та-
кое, что f ′l′(FR) ⊂ UA. Тогда pA(f

′l′(v)) = ĥ(pA(v)) дл v ∈ FR, откуда
pA(W

u
σR
(f ′) ∩ FA) = ĥ(pA(W

u
σR
(f) ∩ FA)) и, следователно, l̂uf ′ = ĥ(l̂uf ). □

4. Динамика диффеоморфимов класса G

В настощем раделе мы устанавливаем некоторые динамические свойства диф-
феоморфима f ∈ G.

И определени класса следует, что неблудащее мноество Ωf диффеомор-
фима f состоит в точности и четырех точек ω, σ1, σ2,α с индексами Морса 0, 1, 2, 3,
соответственно. В силу отсутстви гетероклинических точек у диффеоморфима f ,
одномерные седловые многообраи содерат в своих амыканих единственну у-
лову точку (см., предлоение 6). Именно,

cl(W u
σ1
) = W u

σ1
∪ ω, cl(W s

σ2
) = α ∪W s

σ2
.

При этом мноества Af = cl(W u
σ1
), Rf = cl(W s

σ2
) влтс попарно не пересека-

щимис топологически влоенными окруностми (см. предлоение 7), вомоно,
дикими в уловых точках (см. Рис. 3). Посколку пересечение Hf = W s

σ1
∩ W u

σ2
не

пусто, то, в силу предлоени 5,

cl(W s
σ1
) = W s

σ1
∪Rf , cl(W

u
σ2
) = W u

σ2
∪ Af .

В силу предлоени 8 мноества Af и Rf влтс глобалными атрактором и
репеллером, соответственно. Полоим

Vf = M3 \ (Af ∪Rf ).

В силу предлоени 9 пространство орбит V̂f = Vf/f влетс гладким амкнутым
ориентируемым 3-многообраием, а естественна проекци p

f
: Vf → V̂f влетс

накрытием и индуцирует эпиморфим

η
f
: π1(V̂f ) → Z,
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Рис. 3. Фаовый портрет диффеоморфима f ∈ G

ставщий в соответствие элементу [ĉ] ∈ π1(V̂f ) число µ ∈ Z такое, что лбое поднтие
элемента ĉ соединет точку x ∈ Vf с точкой fµ(x). Полоим

T s
f = p

f
(W s

σ1
), T u

f = p
f
(W u

σ2
), Cf = p

f
(Hf ).

Основным реултатом радела влетс следуща лемма.

Лемма 2. Дл лбого диффеоморфима f ∈ G справедливо следущее:

1. мноества T s
f , T

u
f влтс гладко влоенными 2-торами в V̂f такими,

что η
f
(iT s

f ∗) = η
f
(iTu

f ∗) = Z;
2. многообраие V̂f влетс неприводимым и торы T s

f , T
u
f влтс несима-

емыми в нем;
3. мноество Cf состоит и конечного числа гладко влоенных амкнутых

кривых, при этом, η
f
([c]) = 0, если крива c ⊂ Cf влетс проекцией ком-

пактной гетероклинической кривой и η
f
([c]) ∕= 0 в противном случае; при

этом, лба крива c ⊂ Cf така, что η
f
([c]) = 0, ограничивает единствен-

ный 2-диск dsc ⊂ T s
f и единственный 2-диск duc ⊂ T u

f .

Докаателство. Докаем последователно все утвердени леммы.
1. В силу предлоени 7, мноество T s

f влетс гладко влоенным в V̂f тором
(см. Рис. 4). Посколку седлова точка σ1 неподвина, то W s

σ1
содерит криву,

соединщу точку x с точкой f(x) и, следователно, η
f
(iT s

f ∗) = Z. Дл T u
f докаа-

телство аналогичное.
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Рис. 4. Факторпространства V̂f и V̂ω

2. В силу предлоени 8 многообраие V̂f влетс простым. В силу пункта 1, тор
T s
f влетс гомотопически нетривиалным в V̂f и, следователно, не леит в 3-шаре.

Покаем от противного, что тор T s
f не ограничивает аполненный тор в V̂f . Отсда,

в силу предлоени 1, будет следоват, что многообраие V̂f не гомеоморфно S2×S1

и, следователно, влетс неприводимым, а, в силу предлоени 2, тор T s
f влетс

несимаемым в V̂f .
Если предполоит, что V̂f

∼= S2 × S1, то тор T s
f ограничивает там аполненный

тор в силу предлоени 1, и, следователно, V̂f\T s
f состоит и двух компонент свно-

сти. Рассмотрим пространство орбит V̂ω = (W s
ω \ω)/f . Согласно предлоени 7, оно

диффеоморфно S2×S1. Обоначим чере pω естественну проекци pω : W s
ω\ω → V̂ω.

Полоим Âf = pω(Af ). В силу предлоени 7, Âf – пара окруностей, гладко вло-
енных в V̂ω. Посколку одномерное подмногообраие не делит многообраие ра-
мерности три (см., предлоение 3), то мноество V̂ω \ Ŵ u

σ1
влетс свным (см.

Рис. 4). С другой стороны, в силу предлоени 5,

M3 = W s
ω ∪W s

σ1
∪W s

σ2
∪W s

α
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Тогда Vf \ W s
σ1

= W s
ω \ Af и, следователно, многообраи V̂f \ T s

f и V̂ω \ Âf гомео-
морфны. Получили противоречие с тем, что свное многообраие гомеоморфно не
свному.

3. Непосредственно и определени эпиморфима η
f

следует, что η
f
([c]) = 0 в слу-

чае, когда c ⊂ Cf – проекци компактной гетероклинической кривой. Если c ⊂ Cf –
проекци некомпактной гетероклинической кривой, то η

f
([c]) = m, где m ∕= 0. Пока-

ем, что если η
f
([c]) = 0, то существут единственный диск dsc такой, что dsc ⊂ T s

f и
c = ∂dsc. Дл тора T u

f докаателство аналогичное.
И описани рассматриваемого класса G следует, что лбой диффеоморфим

f ∈ G имеет хот бы одну некомпактну гетероклиническу криву. Пуст γ –
проекци этой кривой в мноестве Cf . Тогда η

f
([γ]) ∕= 0 и, следователно, γ –

существенна крива на торе T s
f , то ест мноество T s

f \γ гомеоморфно двумерному
колцу (см., например, [9]). Таким обраом, лба крива c ⊂ (T s

f \ γ) либо леит
в одном гомотопическом классе с кривой γ, либо ограничивает диск в этом колце.
Посколку η

f
([c]) = 0, то крива c ограничивает диск dsc ⊂ T s

f (см. Рис. 4). □

5. Сценарий исченовени компактных гетероклинических
кривых

В настощем раделе мы докаем теорему 1. Именно, пуст f ∈ G и мное-
ство Hf содерит компактные гетероклинические кривые. Докаем, что диффео-
морфим f соединетс устойчивой дугой ϕt : M

3 → M3, t ∈ [0, 1] с диффеоморфи-
мом f ′ таким, что Hf ′ состоит толко и некомпактных гетероклинических кривых.

Посколку пересечение инвариантных седловых многообраий W u
σ2

∩W s
σ1

содер-
ит компактные гетероклинические кривые, то, в силу леммы 2, мноество Cf со-
дерит простые амкнутые кривые c такие, что η

f
([c]) = 0. Обоначим чере Bf

мноество всех таких кривых. Их обединение Bf влетс проекцией всех неком-
пактных гетероклинических кривых в пространство V̂f . В силу леммы 2, лба кри-
ва c ∈ Bf ограничивает диск dsc ⊂ T s

f . Следователно, среди кривых мноества Bf

существует крайн крива c, то ест така, что int dsc ∩ Bf = ∅.
Така крайн крива c ограничивает таке диск duc ⊂ T u

f . Посколку dsc∩duc = c,
то мноество dsc ∪ duc влетс цилиндрически влоенной в многообраие V̂f двумер-
ной сферой. В силу леммы 2, многообраие V̂f неприводимо и, следователно, эта
сфера ограничивает в нем единственный трехмерный шар bc. Обоначим чере T u

f,c

двумерный тор, полученный сглаиванием тора (T u
f \duc )∪dsc. Повтор этот процесс

дл кадой крайней кривой, мы получим тор T u
f,Bf

, пересечение которого с тором
T s
f не содерит кривых c таких, что η

f
([c]) = 0.
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Рассмотрим семейство Ef диффеоморфимов и класса G таких, что дл лбого
диффеоморфима f ′ ∈ Ef Ωf ′ = Ωf и диффеоморфим f ′ совпадает с диффеомор-
фимом f в некоторых окрестностх аттрактора Af репеллера Rf . По построени
существует иотопный тодественному диффеоморфим ĥ : V̂f → V̂f такой, что
ĥ(T u

f ) = T u
f,Bf

. Тогда в силу леммы 1 существует дуга ζt ⊂ Ef така, что ζ0 = f, ζ1 = f ′

и T u
f ′ = T u

f,Bf
, T s

f ′ = T s
f .

Благодарности: Реултаты получены при финансовой поддерке гранта РНФ
21-11-00010.
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РЕФЕРАТЫ ИНФОРМАТИКА И МАТЕМАТИКА

Zhukovskiy V. I., Smirnova L. V. Uncertainty and discrete maximin /
V. I. Zhukovskiy, L. V. Smirnova // Таврический вестник информатики и
математики.  2021.  1 (50).  C. 7 – 31.

УДК: 519.833.2

Работа состоит и двух частей. Перва част посвщена общим вопросам, сванным
с неопределенност таких как: причины и источники повлени неопределенностей,
их классификаци в экономических системах и подходы к их оценке. Во второй ча-
сти рассматриваетс понтие максимина, основанное на принципе гарантированно-
го реултата (принципе Валда). При этом максимин интерпретируетс с поиции
двухуровневой иерархической игры. На основе максимина формалиуетс гаранти-
рованное по исходам решение дл многошаговой поиционной линейно-квадратичной
адачи при неопределенности и найден его вный вид.

Клчевые слова: равновесие по Нэшу, равновесие по Беру, неопределенност, макси-
мин, раностные (многошаговые) системы.

Андреищева Е. Н. Св обратного преобраовани Шура обобщённого
класса Неванлинны с рационалными матричными функцими специал-
ного вида / Е. Н. Андреищева // Таврический вестник информатики и
математики.  2021.  1 (50).  C. 32 – 47.

УДК: 517.58

В стате рассматриваетс понтие обратного преобраовани Шура дл обобщенных
функций класса Неванлинны. Св меду преобраованием Шура и ралоением
2 × 2-матричных функций основана на том факте, что дл обобщенных функций
Неванлинны матричные функции Θ(z), соответствущие обратному преобраова-
ни Шура, влтс элементарными Jℓ-унитарными мноителми. Минималное
ралоение данной рационалной Jℓ-унитарной 2 × 2-матричной функции Θ(z) мо-
ет быт получено путем многократного применени преобраовани Шура, что мы
наываем алгоритмом Шура.

Клчевые слова: индефинитна метрика, пространство Понтргина, функци Неван-
линны, преобраование Шура, воспроиводщее дро, факториаци рационалных матрич-
ных функций.
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Афанасенкова . В., Гладышев . А., Лошкарева Е. А. Применение ме-
тода обобщенных степеней дл построени решений системы диф-
ференциалных уравнений Мойсила-Теодореску / . В. Афанасенкова,
. А. Гладышев, Е. А. Лошкарева // Таврический вестник информатики
и математики.  2021.  1 (50).  C. 48 – 64.

УДК: 517.958, 517.927.2, 517.955

В стате приведен метод обобщенных степеней (ОС) дл построени последовател-
ности баисных решений системы линейных дифференциалных уравнений первого
пордка, ивестной как системы Мойсила-Теодореску. Дл выполнени этой адачи
кватернионна форма аписи уравнени Мойсила-Теодореску переведена в матрич-
ну форму. Система с помощ определенной операции, наванной присоединением,
приводитс к виду, допускащему исполование метода ОС. После этого введены
операции дифференцировани и права обратна операци интегрировани, кото-
рые влтс аналогами дифференцировани и интегрировани по комплексному
переменному решени системы Коши-Римана. Эти операции не выводт реулта-
ты и мноества решений системы Мойсила-Теодореску с аданными свойствами в
определенной области четырехмерного пространства. Вомоност многократного
повторени этих операций дает алгоритм дл построени последователности баис-
ных решений системы Мойсила-Теодореску. Данна система тесно свана с систе-
мой уравнений электромагнитного пол Максвелла и с системой Дирака квантовой
электродинамики дл частиц с массой m = 0 и совпадает с ними при определен-
ном отодествлении входщих в нее величин. Предлоенна работа  это прмое
обобщение идей американского математика европейского происходени Л. Берса.

Клчевые слова: обобщенные степени Берса,система Мойсила-Теодореску, адача Коши,
матричный метод, граничные услови.

Раецкий К. А. Построение модели двиени линейной динамической си-
стемы с многоточечными условими / К. А. Раецкий // Таврический вест-
ник информатики и математики.  2021.  1 (50).  C. 65 – 80.

УДК: 517.9

Дл динамической системы моделируетс двиение с условием проходени траек-
тории чере проиволно аданные контролные точки. Двиение осуществлетс
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а счет рассчитываемой входной вектор-функции. Дл построени входной вектор-
функции и соответствущей траектории впервые применетс метод неопределен-
ных коэффициентов. Предлагаемый метод состоит в формировании искомых вектор-
функций в виде линейных комбинаций некоторых скалрных функций с векторны-
ми коэффициентами и подстановке их непосредственно в уравнени, описыващие
динамическу систему, и в аданные многоточечные услови. Формируетс линей-
на алгебраическа система и формулы дл определени векторных коэффициентов.
Исследуетс рарешимост полученной системы. Решение неединственное, оно содер-
ит проиволные параметры, поволщие имент форму траектории двиени.

Клчевые слова: динамическа система, многоточечное двиение, метод неопределен-
ных коэффициентов.

Туртин Д. В., Степович М. А., Калманович В. В., Картанов А. А. О кор-
ректности математических моделей диффуии и катодолминесценции /
Д. В. Туртин, М. А. Степович, В. В. Калманович, А. А. Картанов // Та-
врический вестник информатики и математики.  2021.  1 (50). 
C. 81 – 100.

УДК: 517.927.21, 517.911.5, 51-73

Рассмотрены математические модели стационарной диффуии и катодолминесцен-
ции неравновесных неосновных носителей арда, генерируемых широким электрон-
ным пучком в однородных и многослойных полупроводниковых материалах. Испол-
ование широких электронных пучков поволет свести эти адачи к одномерным и
описат эти математические модели обыкновенными дифференциалными уравне-
ними. Рассмотрены следущие модели диффуии неравновесных неосновных но-
сителей арда в однородных полупроводниках: модел коллективного двиени и
модел неависимых источников дл полуограниченных мишеней  и модел, опи-
сываща диффуионный процесс в многослойной полупроводниковой структуре
конечной толщины, имещей проиволное конечное число слоёв, а таке модел
катодолминесценции, воникащей при илучателной рекомбинации генерирован-
ных электронным пучком неравновесных носителей арда. Проведено исследование
рассмотренных моделей, вклча докаателство единственности решений и непре-
рывной ависимости решений от данных адачи дл полуограниченных материалов.
Получены оценки решени рассматриваемых адач, поволщие исполоват их в
электронно–ондовых технологих.
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Клчевые слова: математическа модел, стационарное дифференциалное уравнение
тепломассопереноса, обыкновенные дифференциалные уравнени, адача Коши, катодол-
минесценци.

Шмуклер В. И., Починка О. В. Бифуркации, менщие тип гетерокли-
нических кривых 3-диффеоморфима Морса-Смейла / В. И. Шмуклер
О. В. Починка // Таврический вестник информатики и математики. 
2021.  1 (50).  C. 101 – 114.

УДК: 517.9

В настощей работе рассмотрен класс G сохранщих ориентаци диффеоморфи-
мов Морса-Смейла, аданных на амкнутом 3-многообраии, неблудащее мное-
ство которого состоит ровно и четырех точек попарно раличных индексов Морса.
Ивестно, что двумерные седловые сепаратрисы лбого такого диффеоморфима
всегда пересекатс, и их пересечение обателно содерит некомпактные гетеро-
клинические кривые, но таке моет содерат компактные. Основным реултатом
работы влетс построение пути в пространстве диффеоморфимов, соединщего
диффеоморфим f ∈ G с диффеоморфимом f ′ ∈ G, который не имеет компакт-
ных гетероклинических кривых. Этот реултат влетс ваным шагом в решении
открытой проблемы описани топологии 3-многообраий, допускащих градиентно-
подобные диффеоморфимы с дико влоенными седловыми сепаратрисами.

Клчевые слова: диффеоморфим Морса-Смейла, гетероклинические кривые, инвари-
антные многообраи, дуга в пространстве диффеоморфимов.
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