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Ergodic theorems for flows in the ideals of compact operators.

Azizov, A. N., Chilin, V. I.

Abstract. Let H be an infinite-dimensional complex Hilbert space, let (B(H ), 󰀂 · 󰀂∞)

be the C󰂏-algebra of all bounded linear operators acting in H , and let CE be the symmetric
ideal of compact operators in H generated by the fully symmetric sequence space E ⊂ c0. If
Tt : B(H ) → B(H ), t ≥ 0, is a semigroup of positive Dunford-Schwartz operators, which is
strongly continuous on C1, then the following versions of individual and mean ergodic theorems
are true: For each x ∈ CE the net At(x) =

1
t

󰁕 t
0 Ts(x)ds converges to some 󰁥x ∈ CE with respect

to the norm 󰀂 · 󰀂∞, as t → ∞; moreover, if E is separable and E ∕= l1 (as a set), then
lim
t→∞

󰀂At(x)− 󰁥x󰀂CE
= 0.

Keywords: Symmetric sequence space, Banach ideal of compact operators, Dunford-Schwartz
operator, individual ergodic theorem, mean ergodic theorem.

Introduction

Let (B(H ), 󰀂 · 󰀂∞) be the C󰂏–algebra of all bounded linear operators in a complex
infinite-dimensional Hilbert space H . The study of noncommutative individual ergodic
theorems in the space of measurable operators affiliated with a semifinite von Neumann
algebra M ⊂ B(H ) equipped with a faithful normal semifinite trace τ was initiated
by F. Yeadon. In [16], as a corollary of a noncommutative maximal ergodic inequality in
L1 = L1(M , τ), it was established that for any positive L1−M – contraction T : L1 → L1

and every x ∈ L1 there exists 󰁥x ∈ L1 such that the averages An(T )(x) =
1

n+1

n󰁓
k=0

T k(x)

converge to 󰁥x bilaterally almost uniformly, that is, given ε > 0, there exists a projection
e ∈ M such that τ(1− e) < ε and 󰀂e(An(T )(x)− 󰁥x)e󰀂∞ → 0 as n → ∞, where 1 is the
unit of M .

The study of individual ergodic theorems beyond L1(M , τ) started much later with
another fundamental paper by M. Junge and Q. Xu [11], where, among other results,
individual ergodic theorem was extended to the case with a positive Dunford-Schwartz
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operator acting in the space Lp(M , τ), 1 < p < ∞. In [1] ([2]) an individual ergodic
theorem was proved for a positive Dunford-Schwartz operator in a noncommutative
Lorentz (respectively, Orlicz) space.

Advancing Lance’s extension of the pointwise ergodic theorem for actions of the group
of integers on von Neumann algebras, Conze and Dang-Ngoc [4] and Watanabe [15] studied
continuous extensions of Lance’s results. In particular, the noncommutative individual
ergodic theorems were established for actions of the semigroups Rd

+ and R+ respectively.
The corresponding ergodic theorem for actions of R+ and with respect to bilaterally almost
uniform convergence was initially considered by Junge and Xu [11]. In particular, they
derived that these averages converge bilaterally almost uniformly in any noncommutative
Lp-space for 1 ≤ p < ∞ and almost uniformly if 2 ≤ p < ∞.

Let H be a complex infinite-dimensional Hilbert space, and let c0 be the Banach
space of converging to zero sequences of complex numbers. Every symmetric sequence
space (E, 󰀂 · 󰀂E) ⊂ c0 generates a symmetric ideal of compact operators (CE, 󰀂 · 󰀂CE

),
acting in H , by the following rule (see, for example, [12, Chapter 3, Section 3.5]):

CE = {x ∈ K (H ) : {sn(x)} ∈ E}, 󰀂x󰀂CE
= 󰀂{sn(x)}󰀂E,

where K (H ) is the two-sided ideal of compact linear operators in B(H ) and
{sn(x)}m(x)

n=1 is the set of eigenvalues of the compact operator |x| in the decreasing order.
Let {Tt}t≥0 be a strongly continuous on Cl1 semigroup of Dunford-Schwartz operators

(definition of Dunford-Schwartz operator see below, Section 1) and let

At(x) =
1

t

t󰁝

0

Ts(x)ds, x ∈ Cl1 , t > 0,

be the corresponding ergodic averages. We show that the operators At extend to the
Dunford-Schwarz operators, in particular, At(CE) ⊂ CE for any fully symmetric sequence
space E ⊂ c0. Therefore, we can talk about the convergence of the averages At(x) as
t → ∞.

We prove that for each x ∈ CE the net At(x) converges to some 󰁥x ∈ CE with
respect to the uniform norm 󰀂 · 󰀂∞ as t → ∞ (noncommutative version of the individual
ergodic theorem). Besides, we show that in the case when (E, 󰀂 · 󰀂E) is separable space
and CE ∕= Cl1 as sets, the averages At(x) converge to 󰁥x with respect to the norm
󰀂 · 󰀂CE

as t → ∞ (noncommutative version of the mean ergodic theorem). In conclusion,
we give versions of the individual and mean ergodic theorems for the Orlicz and Lorentz
ideals of compact operators.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2020, 4
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1. Preliminaries

Let l∞ (respectively, c0) be the Banach lattice of bounded (respectively, converging
to zero) sequences {ξn}∞n=1 of complex numbers equipped with the uniform norm
󰀂{ξn}󰀂∞ = sup

n∈N
|ξn|, where N is the set of natural numbers.

If ξ = {ξn}∞n=1 ∈ l∞, then the non-increasing rearrangement ξ∗ = {ξ∗n}∞n=1 of ξ is
defined by

ξ∗n = inf

󰀝
sup
n/∈F

|ξn| : F ⊂ N, |F | < n

󰀞
.

The Hardy-Littlewood-Polya partial order in the space l∞ is defined as follows:

ξ = {ξn} ≺≺ η = {ηn} ⇐⇒
m󰁛

n=1

ξ∗n ≤
m󰁛

n=1

η∗n for all m ∈ N.

A non-zero linear subspace E ⊂ l∞ with a Banach norm 󰀂 ·󰀂E is called a symmetric (fully
symmetric) sequence space if

η ∈ E, ξ ∈ l∞, ξ∗ ≤ η∗ (respectivelly, ξ∗ ≺≺ η∗) =⇒ ξ ∈ E and 󰀂ξ󰀂E ≤ 󰀂η󰀂E.

Let (H , (·, ·)) be an infinite-dimensional separable Hilbert space over the field C of
complex numbers, and let (B(H ), 󰀂 · 󰀂∞) be the C∗-algebra of bounded linear operators
in H . Denote by K (H ) the two-sided ideal of compact linear operators in B(H ).

Let Bh(H ) = {x ∈ B(H ) : x = x∗}, B+(H ) = {x ∈ Bh(H ) : x ≥ 0},
and let τ : B+(H ) → [0,∞] be the canonical trace on B(H ), that is,

τ(x) =
∞󰁓
i=1

(xϕi,ϕi), x ∈ B(H ), where {ϕi}∞i=1 is an orthonormal basis in H .

Let P(H ) be the lattice of projections in H . If 1 is the identity of B(H ) and
e ∈ P(H ), we will write e⊥ = 1− e.

Let x ∈ B(H ), and let {eλ}λ≥0 be the spectral family of projections for the absolute
value |x| = (x∗x)1/2 of x, that is, eλ = {|x| ≤ λ}. If t > 0, then the t-th generalized
singular number of x, or the non-increasing rearrangement of x, is defined as (see [9])

µt(x) = inf{λ > 0 : τ(e⊥λ ) ≤ t}.

A non-zero linear subspace X ⊂ B(H ) with a Banach norm 󰀂 · 󰀂X is called
noncommutative symmetric (fully symmetric) space if the conditions

x ∈ X, y ∈ B(H ), µt(y) ≤ µt(x) ∀ t > 0

(respectively,
s󰁝

0

µt(y)dt ≤
s󰁝

0

µt(x)dt ∀ s > 0 (writing y ≺≺ x))

imply that y ∈ X and 󰀂y󰀂X ≤ 󰀂x󰀂X .

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (49)’ 2020
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The spaces (B(H ), 󰀂 · 󰀂∞) and (K (H ), 󰀂 · 󰀂∞), as well as the classical Banach
two-sided ideals

Cp = {x ∈ K (H ) : 󰀂x󰀂p = τ(|x|p)1/p < ∞}, 1 ≤ p < ∞,

are examples of noncommutative fully symmetric spaces.

If x ∈ K (H ), then |x| =
m(x)󰁓
n=1

sn(x)pn (if m(x) = ∞, the series converges with

respect to the uniform norm 󰀂 · 󰀂∞), where {sn(x)}m(x)
n=1 is the set of eigenvalues of

the compact operator |x| in the decreasing order, and pn is the projection onto the
eigenspace corresponding to sn(x). Consequently, the non-increasing rearrangement µt(x)

of x ∈ K (H ) can be identified with the sequence {sn(x)}∞n=1, sn(x) ↓ 0 (if m(x) < ∞,
we set sn(x) = 0 for all n > m(x)).

Fix an orthonormal basis {ϕn}∞n=1 in H . Let pn be the one-dimensional projection
on the subspace C · ϕn ⊂ H . If (X, 󰀂 · 󰀂X) ⊂ K (H ) is a symmetric space then the set

E(X) =

󰀫
ξ = {ξn}∞n=1 ∈ c0 : xξ =

∞󰁛

n=1

ξnpn ∈ X

󰀬

(the series converges uniformly) is a symmetric sequence space with respect to the
norm 󰀂ξ󰀂E(X) = 󰀂xξ󰀂X . Consequently, each symmetric space (X, 󰀂 · 󰀂X) ⊂ K (H )

generates a symmetric sequence space (E(X), 󰀂 · 󰀂E(X)) ⊂ c0. The converse is also
true: every symmetric sequence space (E, 󰀂 · 󰀂E) ⊂ c0 generates a symmetric space
(CE, 󰀂 · 󰀂CE

) ⊂ K (H ) by the following rule (see, for example, [14, Chapter 3, Section
3.5]):

CE = {x ∈ K (H ) : {sn(x)} ∈ E}, 󰀂x󰀂CE
= 󰀂{sn(x)}󰀂E.

The pair (CE, 󰀂 · 󰀂CE
) is called a Banach ideal of compact operators (cf. [10, Chapter

III]). It is known that (Cp, 󰀂 · 󰀂p) = (Clp , 󰀂 · 󰀂Clp
) for all 1 ≤ p < ∞ and

(K (H ), 󰀂 · 󰀂∞) = (Cc0 , 󰀂 · 󰀂Cc0
).

Hardy-Littlewood-Polya partial order in the Banach ideal K (H ) is defined by

x ≺≺ y, x, y ∈ K (H ) ⇐⇒ {sn(x)} ≺≺ {sn(y)}.

Using Lemma 2.5 (ii) [9] and Theorem 4.4 (iii) [9] we get

x ≺≺ y, z ≺≺ y, x, y, z ∈ K (H ) =⇒ x+ z ≺≺ 2y. (1)

We say that a Banach ideal (CE, 󰀂 · 󰀂CE
) is fully symmetric, if conditions y ∈ CE,

x ∈ K (H ), x ≺≺ y entail that x ∈ CE and 󰀂x󰀂CE
≤ 󰀂y󰀂CE

. It is clear that (CE, 󰀂·󰀂CE
)

is a fully symmetric ideal if and only if (E, 󰀂 · 󰀂E) is a fully symmetric sequence space.
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Note that, along with any Schatten ideals Cp, 1 ≤ p < ∞, of compact operators, the
family of such fully symmetric ideals CE contains many noncommutative counterparts
of classical symmetric sequence spaces, examples of which are given in the last section of
this note.

A linear contraction T : B(H ) → B(H ) is called a Dunford-Schwartz operator
(writing T ∈ DS), if T (C1) ⊂ C1 and 󰀂T (x)󰀂1 ≤ 󰀂x󰀂1 for all x ∈ C1. We will
write T ∈ DS+ if T is a positive Dunford-Schwartz operator, that is, T ∈ DS and
T (B+(H )) ⊂ B+(H ).

Any fully symmetric ideal CE is an exact interpolation space in the Banach pair
(C1,B(H )) (see [5, Theorem 2.4]). It then follows that T (CE) ⊂ CE and 󰀂T󰀂CE→CE

≤ 1

for all T ∈ DS. In particular, T (K (H )) ⊂ K (H ) and the restriction of T on K (H )

is a linear contraction (also denoted by T ). In addition, T (x) ≺≺ x for all T ∈ DS and
x ∈ K (H ) (see [6, Theorem 4.7]).

We will utilize the next fundamental fact, which can be found, for example, in [13,
Corollary 2.9].

Theorem 1. Let A and B be C∗- algebras, and let 1 be the unit of A . If T : A → B is
a positive linear map, then 󰀂T󰀂 = 󰀂T (1)󰀂.

The following theorem establishes an extension of any positive linear contraction
T : C1 → C1 with the property 󰀂T (x)󰀂∞ ≤ 󰀂x󰀂∞ for all x ∈ C1 up to the Dunford-
Schwarz operator 󰁨T : B(H ) → B(H ).

Theorem 2. Let T : C1 → C1 be a positive linear contraction such that
󰀂T (x)󰀂∞ ≤ 󰀂x󰀂∞ for all x ∈ C1. Then there exists a unique operator 󰁨T ∈ DS such
that 󰁨T (x) = T (x) for all x ∈ C1, and 󰁨T is σ(B(H ),C1) - continuous.

Proof. Since (C1)
∗ = B(H ), the adjoint operator T ∗ acts in B(H ) and is σ(B(H ),C1) -

continuous. Moreover, since

τ(T ∗(x)y) = τ(xT (y)) ∀ x ∈ B(H ), y ∈ C1,

it follows that the linear operator T ∗ is positive.
Choose pn ∈ P(H ), n = 1, 2, . . . , satisfying

pn ≤ pn+1, τ(pn) < ∞ for all n and sup
n≥1

pn = 1.

Since 󰀂T (pn)󰀂∞ ≤ 󰀂pn󰀂∞ ≤ 1 and T (pn) ≥ 0 it follows that T (pn) ≤ 1 for each
n ∈ N. Consequently, for any x ∈ C1 ∩ B+(H ) we have that

󰀂T ∗(x)󰀂1 = τ(T ∗(x)) = lim
n→∞

τ(T ∗(x)pn) = lim
n→∞

τ(xT (pn)) ≤ τ(x) = 󰀂x󰀂1.
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Therefore, T ∗ is 󰀂 · 󰀂1 - continuous on C1 ∩ B+(H ), hence on C1.
Next, replacing in the above argument T by T ∗, we obtain that the operator

(T ∗)∗ : C1 → C1 is positive 󰀂 · 󰀂1 - continuous linear operator. Since

τ(x(T ∗)∗(y)) = τ(T ∗(x)y) = τ(xT (y)) ∀ x, y ∈ C1,

it follows that T (x) = (T ∗)∗(x) for all x ∈ C1. Consequently, (T ∗)∗ coincides with T on
C1.

Furthermore, as T = (T ∗)∗ is σ(B(H ),C1) - continuous and C1 is σ(B(H ),C1) -
dense in B(H ), T uniquely extends to a linear σ(B(H ),C1) - continuous operator 󰁨T on
B(H ) for which 󰁨T (x) = T (x) for all x ∈ C1.

Let us now show that 󰀂󰁨T󰀂B(H )→B(H ) ≤ 1. Indeed, given x ∈ C1 ∩ B+(H ), we have

τ(x󰁨T (1)) = τ(󰁨T ∗(x)1) ≤ τ(x),

and we conclude that 󰁨T (1) ≤ 1, hence 󰀂󰁨T (1)󰀂∞ ≤ 1. Therefore, in view of Theorem 1
with A = B = B(H ), we have

󰀂󰁨T󰀂B(H )→B(H ) = 󰀂󰁨T (1)󰀂∞ ≤ 1.

This completes the proof of the Theorem 2, since the operator 󰁨T : B(H ) → B(H )

defined by above is Dunford-Schwartz operator. □

2. Individual and Mean Ergodic theorems for flows in Banach
ideals of compact operators

Let R be the set of real numbers and let R+ = {t ∈ R, t ≥ 0}. In what
follows, {Tt}t∈R+ ⊂ DS+ is a semigroup such that T0(x) = x for all x ∈ B(H ). A
semigroup {Tt}t∈R+ is said to be strongly continuous on fully symmetric ideal C1, if
lim
t→s

󰀂Tt(x)− Ts(x)󰀂C1 = 0 for each x ∈ C1.
If {Tt}∈R+ ⊂ DS+ is a strongly continuous semigroup on C1 then for any x ∈ C1

and y ∈ B(H ) the function ϕx,y(t) = τ(Tt(x)y) is continuous on R+. Therefore, for the
Lebesgue measure µ on R+ we have that the map Ux : R+ → C1 defined as Ux(t) = Tt(x)

is weakly µ-measurable, that is, the complex function τ(Ux(t)y) is a measurable function
on (R+, µ) for all y ∈ B(H ) (recall that (C1)

∗ = B(H ) and every f ∈ (C1)
∗ has

the following form f(x) = τ(xy) for some y ∈ B(H )). Since, in addition, Ux(R+) is a
separable subset in C1, Pettis theorem [18, Chapter V, § 4] entails that the real function
󰀂Ux(t)󰀂1 = 󰀂Tt(x)󰀂1 is µ-measurable on R+. Using the inequality 󰀂Tt(x)󰀂1 ≤ 󰀂x󰀂1,
we obtain that 󰀂Ts(x)󰀂1 is an integrable function on [0, t] for any t > 0. By [18,
Chapter V, § 5, Theorem 1], the function Ts(x) is Bochner µ-integrable on [0, t] for
every t > 0. Consequently, for any x ∈ C1 and t > 0 there exists the Bochner integral
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At(x) =
1
t

󰁕 t

0
Ts(x)ds ∈ C1. It is clear that 󰀂At(x)󰀂1 ≤ 󰀂x󰀂1 and 󰀂At(x)󰀂∞ ≤ 󰀂x󰀂∞ for

all x ∈ C1. Consequently, by Theorem 2, there exists a unique operator 󰁩At ∈ DS+ such
that 󰁩At(x) = At(x) for all x ∈ C1, and 󰁩At is σ(B(H ),C1) - continuous. Below, the
operator 󰁩At is denoted by At.

Theorem 3. Let (CE, 󰀂·󰀂CE
) be a fully symmetric Banach ideal, and let {Tt}t∈R+ ⊂ DS+

be a strongly continuous semigroup on C1. Then given x ∈ CE, the averages At(x)

converge to some 󰁥x ∈ CE with respect to the uniform norm 󰀂 · 󰀂∞ as t → ∞.

Proof. Using Theorem 6.4 (i) [11], we get that for each x ∈ C2 there exists 󰁥x ∈ C2 such
that the averages At(x) converge to 󰁥x ∈ CE almost uniformly, that is, given ε > 0, there
exists a projection e ∈ P(H ) such that τ(1 − e) < ε and 󰀂(At(x) − 󰁥x)e󰀂∞ → 0 as
t → ∞, where τ is the canonical trace on B(H ). In particular, for ε = 1

2
we obtain that

1− e = 0, thus 󰀂At(x)− 󰁥x󰀂∞ → 0 as t → ∞. Consequently,

󰀂At(x)− As(x)󰀂∞ → 0 as t, s → ∞ ∀ x ∈ C2. (2)

Since C2 contains the linear subspace of all finite-dimensional operators, it follows that
C2 is everywhere dense in K (H ). Therefore, for each x ∈ CE and ε > 0, there exists
xε ∈ C2 such that 󰀂At(x) − At(xε)󰀂∞ ≤ 󰀂x − xε󰀂∞ < ε for all t > 0 . Using (2) and
following inequalities

󰀂At(x)− As(x)󰀂∞ ≤ 󰀂At(x)− At(xε)󰀂∞ + 󰀂At(xε)− As(xε)󰀂∞ + 󰀂As(xε)− As(x)󰀂∞ =

= 󰀂At(x− xε)󰀂∞ + 󰀂At(xε)− As(xε)󰀂∞ + 󰀂As(xε − x)󰀂∞ ≤ 2ε+ 󰀂At(xε)− As(xε)󰀂∞
we obtain that

󰀂At(x)− As(x)󰀂∞ → 0 as t, s → ∞.

Since (K (H ), 󰀂 · 󰀂∞) is the Banach space it follows that there exists 󰁥x ∈ K (H ) such
that 󰀂At(x)− 󰁥x󰀂∞ → 0 as t → ∞.

By [10, Chapter II, §2, Corollary 2.3] we have that |sn(At(x))−sn(󰁥x)| ≤ 󰀂At(x)−󰁥x󰀂∞
for all n ∈ N. Consequently, sn(At(x)) → sn(󰁥x) as t → ∞ for all n ∈ N. Since At ∈ DS+

it follows that At(x) ≺≺ x (see [6, Theorem 4.7]), that is
m󰁛

n=1

sn(At(x)) ≤
m󰁛

n=1

sn(x) for all m ∈ N and t > 0.

Thus
m󰁛

n=1

sn(󰁥x) ≤
m󰁛

n=1

sn(x) for all m ∈ N,

that is 󰁥x ≺≺ x ∈ CE. Finally, using that (CE, 󰀂 · 󰀂CE
) is a fully symmetric Banach ideal

we obtain that 󰁥x ∈ CE. □
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14 A. N. Azizov, V. I. Chilin

Remark 1. An analogue of Theorem 3 for the averages An(T ) =
1
n

n−1󰁓
k=0

T k was obtained in

[3], where it was proved that for any T ∈ DS and fully symmetric Banach ideal (CE, 󰀂·󰀂CE
)

for each x ∈ CE the averages An(T )(x) converge to some 󰁥x ∈ CE (as n → ∞) with
respect to the uniform norm 󰀂 · 󰀂∞.

Using the reflexivity of Cp-spaces, 1 < p < ∞, and the well-known mean ergodic
theorem for linear contractions of reflexive spaces (see, for example, [8, Chapter VII, §5,
Corollary 4]), we have the following version of the mean ergodic theorem for the Dunford-
Schwarz operators:

If T ∈ DS and 1 < p < ∞, then the averages An(T ) =
1
n

n−1󰁓
k=0

T k converge strongly in

Cp, that is, given x ∈ Cp, there exists 󰁥x ∈ Cp such that 󰀂An(T )(x)− 󰁥x󰀂p → 0 as n → ∞.
If p = 1, this is not true in general. As a consequence, mean ergodic theorem may not
hold in some fully symmetric Banach ideals (CE, 󰀂 · 󰀂CE

).
It is known that every separable symmetric sequence space (E, 󰀂 · 󰀂E) is a fully

symmetric sequence space. In this case a symmetric Banach ideal (CE, 󰀂 · 󰀂CE
) is a

fully symmetric ideal. Using Yeadon’s paper [17], we have the following version of the
mean ergodic theorem for the Dunford-Schwarz operators.

Theorem 4. Let (E, 󰀂 · 󰀂E) be a separable symmetric sequence space, let T ∈ DS+,
and let 󰀂en󰀂CE

τ(en)
→ 0 for any increasing sequence of projections {en}∞n=1 ⊂ C1,

0 < τ(en) < ∞, with τ(en) → ∞. Then for any x ∈ CE there exists 󰁥x ∈ CE such
that 󰀂An(T )(x)− 󰁥x󰀂CE

→ 0 as n → ∞.

It is clear that Theorem 4 cannot be used for the ideal (C1, 󰀂 · 󰀂1).
The following theorem essentially extends the class of fully symmetric ideals for which

a version of the non-commutative mean ergodic theorem for flows {Tt}t∈R+ ⊂ DS+ is
true.

Theorem 5. Let (E, 󰀂 · 󰀂E) be a separable symmetric sequence space and E ∕= l1 as sets.
Then for any strongly continuous semigroup {Tt}t∈R+ ⊂ DS+ on C1 the averages At

converge strongly in CE.

To prove the Theorem 5, we need the following property of separable symmetric
sequence spaces [7, Proposition 2.2].

Proposition 1. Let (E, 󰀂 · 󰀂E) be a separable symmetric sequence space and E ∕= l1

as sets. If yn ∈ CE, yn ≺≺ x ∈ CE for every n ∈ N and 󰀂yn󰀂∞ → 0 as n → ∞, then
󰀂yn󰀂CE

→ 0 as n → ∞.
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Proof of Theorem 5. By Theorem 3, for every x ∈ CE there exists 󰁥x ∈ CE such that
󰀂At(x) − 󰁥x󰀂∞ → 0 as t → ∞. Moreover, (−󰁥x) ≺≺ 󰁥x ≺≺ x and At(x) ≺≺ x for every
t > 0 (see proof of Theorem 3). Using (1) we obtain that At(x) + (−󰁥x) ≺≺ 2x ∈ CE.
Consequently, by Proposition 1, for every sequence 0 < tn → ∞ we have that
󰀂Atn(x) − 󰁥x󰀂CE

→ 0 as n → ∞. It means that 󰀂At(x) − 󰁥x󰀂CE
→ 0 as t → ∞.

□

3. Applications to Orlicz and Lorentz Banach ideals

In this section we give applications of Theorems 3 and 5 to Orlicz and Lorentz ideals
of compact operators.

1. Let Φ be an Orlicz function, that is, Φ : [0,∞) → [0,∞) is left-continuous, convex,
increasing and such that Φ(0) = 0 and Φ(u) > 0 for some u ∕= 0. Let

lΦ(N) =

󰀫
ξ = {ξn}∞n=1 ∈ l∞ :

∞󰁛

n=1

Φ

󰀕
|ξn|
a

󰀖
< ∞ for some a > 0

󰀬

be the corresponding Orlicz sequence space, and let 󰀂ξ󰀂Φ = inf

󰀝
a > 0 :

∞󰁓
n=1

Φ
󰀓

|ξn|
a

󰀔
≤ 1

󰀞

be the Luxemburg norm in lΦ(N). It is well-known that (lΦ(N), 󰀂 ·󰀂Φ) is a fully symmetric
sequence space.

If Φ(u) > 0 for all u ∕= 0, then
∞󰁓
n=1

Φ
󰀃
1
a

󰀄
= ∞ for each a > 0. Hence

1 = {1, 1, ...} /∈ lΦ(N) and lΦ(N) ⊂ c0. If Φ(u) = 0 for all 0 ≤ u < u0, then 1 ∈ lΦ
and lΦ(N) = l∞.

It is said that an Orlicz function Φ satisfies (∆2)-condition at 0 if there exist
u0 ∈ (0,∞) and k > 0 such that Φ(2u) < k · Φ(u) for all 0 < u < u0 . It is well
known that an Orlicz function Φ satisfies (∆2)-condition at 0 if and only if (lΦ(N), 󰀂 · 󰀂Φ)
is a separable space.

We also note that lΦ(N) = l1 as sets if and only if lim sup
u→0

Φ(u)
u

> 0 [14, Chapter 16,

§16.2].
Set CΦ = ClΦ(N) and 󰀂x󰀂Φ = 󰀂x󰀂ClΦ(N) , x ∈ CΦ. Theorems 3 and 5 are yield the

following.

Theorem 6. Let Φ be an Orlicz function, let {Tt}t∈R+ ⊂ DS+ be a strongly continuous
semigroup on C1. Then

(i). If Φ(u) > 0 for all u > 0 and x ∈ CΦ, then the averages At(x) converge to some
󰁥x ∈ CΦ with respect to the uniform norm as t → ∞;

(ii). If lim
u→0

Φ(u)
u

= 0 and the Orlicz function Φ satisfy (∆2)-condition at 0, then
󰀂At(x)− 󰁥x󰀂Φ → 0 as t → ∞.
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2. Let ψ be a concave function on [0,∞) with ψ(0) = 0 and ψ(t) > 0 for all t > 0,
and let

Λψ(N) =

󰀫
ξ = {ξn}∞n=1 ∈ l∞ : 󰀂ξ󰀂Λψ

=
∞󰁛

n=1

ξ∗n(t)(ψ(n)− ψ(n− 1)) < ∞
󰀬

be the corresponding Lorentz sequence space. It is well-known that (Λψ(N), 󰀂 · 󰀂Λψ
) is a

fully symmetric sequence space (see, for example, [14, Part III, Ch.9, § 9.1]); moreover,
if ψ(∞) = ∞, then 1 /∈ Λψ(N) and Λψ(N) ⊂ c0. If ψ(∞) < ∞, then 1 ∈ Λψ(N) and
Λψ(N) = l∞. In addition, the space (Λψ(N), 󰀂 ·󰀂Λψ

) is separable if and only if ψ(+0) = 0

and ψ(∞) = ∞ [14, Ch.9, §9.3, Theorem 9.3.1]. It is clear that lim
t→∞

ψ(t)
t

> 0 if and only
if the norms 󰀂 · 󰀂Λψ

and 󰀂 · 󰀂1 are equivalent on Λψ(N), i.e. the equality Λψ(N) = l1 (as
sets) is true.

Set CΛψ
= CΛψ(N) and 󰀂x󰀂Λψ

= 󰀂x󰀂CΛψ(N) , x ∈ CΛψ
. Theorems 3 and 5 are imply the

following.

Theorem 7. Let ψ be a concave function on [0,∞) with ψ(0) = 0, ψ(t) > 0 for all t > 0,
and let {Tt}t∈R+ ⊂ DS+ be a strongly continuous semigroup on C1. Then

(i). If ψ(∞) = ∞, then the averages At(x) converge to some 󰁥x ∈ CΛψ
with respect

to the uniform norm;
(ii). If ψ(+0) = 0, ψ(∞) = ∞ and lim

t→∞
ψ(t)
t

= 0, then 󰀂At(x)− 󰁥x󰀂Λψ
→ 0 as t → ∞.
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Hierarchical model of competition under uncertainty.
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Abstract.
Oligopoly is a basic concept in the theory of competition. This structure is the central object

of research in the economics of markets. There are many mathematical models of the market
that are formalized in the form of an oligopoly in economic theory.

The Cournot oligopoly is an elementary mathematical model of competition. The principle
of equilibrium formalizes the non-cooperative nature of the conflict. Each player chooses the
equilibrium strategy of behavior that provides the greatest profit, provided that the other
competitors adhere to their equilibrium strategies.

The Stackelberg model describes a two-level hierarchical model of firm competition. The top-
level player (center, leader) chooses his strategy, assuming reasonable (optimal) decision-making
by the lower-level players. Lower-level players (agents, followers) recognize the leadership of the
center. They consider the center’s strategies known. These players choose their strategies, wanting
to maximize their payoff functions. This hierarchical structure is from a game point of view a
case of a hierarchical game Γ1.

The indefinite uncontrolled factors (uncertainties) are the values for which only the range of
possible values is known in this paper. Recently, studies of game models under uncertainty have
been actively conducted. In particular, non-coalitional games under uncertainty are investigated.

The concepts of risk and regret are formalized in various ways in the theory of problems
with uncertainty. At the same time, the decision-maker takes into account both the expected
losses and the possibility of favorable actions of factors beyond his control. This article examines
the two-level hierarchical structure of decision-making in the problem of firm competition. A
linear-quadratic model with two levels of hierarchy is considered. This model uses the concepts
of Cournot and Stackelberg under uncertainty. Uncontrolled factors (uncertainties) are identified
with the actions of the importing company.
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The Wald and Savage principles are used to formalize the solution. According to Wald’s
maximin criterion, game with nature is seen as a conflict with a player who wants to harm the
decision-maker as much as possible.

Savage’s minimax regret criterion, when choosing the optimal strategy, focuses not on
winning, but on regret. As an optimal strategy, the strategy is chosen in which the amount
of regret in the worst conditions is minimal.

A new approach to decision-making in the game with nature is formalized. It allows you to
combine the positive features of both principles and weaken their negative properties. The concept
of U -optimal solution of the problem in terms of risks and regrets is considered. The problems
of formalization of some types of optimal solutions for a specific linear-quadratic problem with
two levels of hierarchy are solved.

Keywords: two-level hierarchical structure, Cournot oligopoly, the Stackelberg model, problem
with uncertainty, the optimality principle

Введение

Олигополи󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱 распространенной рыночной структурой. В экономике от-
раслевых рынков данна󰑱 структура выступает централ󰑭ным об󰑫ектом анали󰑬а.

Основными чертами олигополистического рынка 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱: немногочисленност󰑭
фирм, а так󰑨е в󰑬аимо󰑬ависимост󰑭. Олигополии во󰑬ника󰑧т в отрасл󰑱х, прои󰑬вод󰑱-
щих как стандарти󰑬ированные однородные (например, нефт󰑭), так и дифференци-
рованные (автомобили) продукты.

Существу󰑧т ра󰑬личные модели, предло󰑨енные экономистами при анали󰑬е рын-
ка, относ󰑱щегос󰑱 к олигополистическому типу рыночной структуры. Мо󰑨но выде-
лит󰑭 модели Курно, Бертрана, Штакел󰑭берга и др.

Олигополи󰑱 Курно 󰯹 простейша󰑱 математическа󰑱 модел󰑭 конкуренции. Основ-
ные предполо󰑨ени󰑱:

– фирмы прои󰑬вод󰑱т одну и ту 󰑨е продукци󰑧;
– ка󰑨да󰑱 фирма предполагает выпуск продукции конкурента посто󰑱нным;
– все фирмы 󰑬на󰑧т, что цена на продукци󰑧 󰑬ависит от общего прои󰑬водства и

󰑬на󰑧т функци󰑧 рыночной цены;
– фирмы принима󰑧т решени󰑱 одновременно, не󰑬ависимо друг от друга;
– основным принципом оптимал󰑭ности 󰑱вл󰑱етс󰑱 равновесие (по Курно–Нэшу).

Принцип равновеси󰑱 формали󰑬ует некооперативное (бескоалиционное) поведение
участников конфликта: ка󰑨да󰑱 фирма принимает решени󰑱, которые да󰑧т наибол󰑭-
шие во󰑬мо󰑨ные прибыли при данных действи󰑱х своих конкурентов. Это о󰑬начает,
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что ни одной и󰑬 фирм невыгодно и󰑬мен󰑱т󰑭 равновесну󰑧 стратеги󰑧 (об󰑫ем выпуска)
при условии, что остал󰑭ные фирмы не мен󰑱󰑧т своих равновесных стратегий.

Модел󰑭 Штакел󰑭берга формали󰑬ует иерархическу󰑧 модел󰑭 конкуренции фирм
по принципу 󰯺лидер-последовател󰑭󰯻. Последовател󰑭, 󰑬на󰑱 лидерство конкурента,
рассматрива󰑱 об󰑫ем выпуска лидера как 󰑬аданный, следовател󰑭но, принимает реше-
ние об оптимал󰑭ном об󰑫еме своего выпуска, 󰑨ела󰑱 максими󰑬ироват󰑭 сво󰑧 прибыл󰑭.

Лидер (игрок верхнего уровн󰑱), в сво󰑧 очеред󰑭, понимает, что ока󰑬ывает вли󰑱ние
на прин󰑱тие решений конкурента (игрока ни󰑨него уровн󰑱), и поэтому учитывает
стратеги󰑧 последовател󰑱 при решении 󰑬адачи на максимум своей функции прибыли.

Модел󰑭 Штакел󰑭берга с игровой точки 󰑬рени󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱 случаем иерархической
игры Γ1. Игрок верхнего уровн󰑱 (центр), выбира󰑱 сво󰑧 стратеги󰑧, предполагает
рационал󰑭ное поведение игрока ни󰑨него уровн󰑱. Именно, ни󰑨ний уровен󰑭, 󰑬на󰑱
стратеги󰑧 центра, выбирает сво󰑧 стратеги󰑧, дл󰑱 которой достигаетс󰑱 наибол󰑭шее
󰑬начение его функции выигрыша. При этом центр предполагает благо󰑨елател󰑭ное
отношение к нему игрока ни󰑨него уровн󰑱.

В работе формали󰑬уетс󰑱 игрова󰑱 модел󰑭 конкуренции фирм, котора󰑱 испол󰑭󰑬ует
идеи Курно и Штакел󰑭берга в услови󰑱х действи󰑱 неконтролируемых (неопределен-
ных) факторов.

Неконтролируемые факторы (неопределенности) ото󰑨дествл󰑱󰑧тс󰑱 с действи󰑱ми
компании-импортера. При этом предполагаетс󰑱 выполнение следу󰑧щих условий:

1. фирмы прои󰑬вод󰑱т однородный товар;
2. и󰑬вестна 󰑬ависимост󰑭 цены на товар от количества поставл󰑱емой на рынок

продукции;
3. о действи󰑱х компании импортера имеетс󰑱 неполна󰑱 информаци󰑱;
4. решени󰑱 о поставл󰑱емой продукции принимаетс󰑱 участниками игры не󰑬ависи-

мо друг от друга.

В работах [1]–[4] формали󰑬ованы ра󰑬личные виды моделей в услови󰑱х неопре-
деленности. Дл󰑱 прин󰑱ти󰑱 решени󰑱 в услови󰑱х неопределенности испол󰑭󰑬уетс󰑱 р󰑱д
критериев. Согласно максиминному критери󰑧 Вал󰑭да игра с природой рассматрива-
етс󰑱 как конфликт с ра󰑬умным и агрессивным противником, дела󰑧щим все дл󰑱 того,
чтобы помешат󰑭 лицу, принима󰑧щему решение, достигнут󰑭 успеха. Таким обра󰑬ом,
осторо󰑨на󰑱 (максиминна󰑱) стратеги󰑱 лица, принима󰑧щего решение (ЛПР) 󰑱вл󰑱ет-
с󰑱 оптимал󰑭ной согласно этому критери󰑧. Этот критерий олицетвор󰑱ет 󰯺по󰑬ици󰑧
пессими󰑬ма󰯻. Он ориентируетс󰑱 на саму󰑧 неблагопри󰑱тну󰑧 дл󰑱 ЛПР реали󰑬аци󰑧
неопределенности. Такой подход естественен дл󰑱 того, кто боитс󰑱 проиграт󰑭.
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Критерий минимаксного со󰑨алени󰑱 Сэвид󰑨а [5] при выборе оптимал󰑭ной стра-
тегии ориентируетс󰑱 не на выигрыш, а на со󰑨алени󰑱. В качестве оптимал󰑭ной стра-
тегии выбираетс󰑱 та стратеги󰑱, при которой величина со󰑨алени󰑱 в наихудших усло-
ви󰑱х минимал󰑭на. Така󰑱 стратеги󰑱 поведени󰑱 часто соответствует принципам а󰑬арт-
ного игрока.

Очевидно, ра󰑬умный игрок дол󰑨ен учитыват󰑭 как во󰑬ника󰑧щие риски при при-
н󰑱тии решени󰑱, так и во󰑬мо󰑨ност󰑭 получени󰑱 бол󰑭шего выигрыша. Во󰑬никает иде󰑱
формали󰑬ации нового подхода к прин󰑱ти󰑧 решений в игре с природой, который мог
бы соединит󰑭 по󰑬итивные особенности обоих принципов и ослабит󰑭 их негативные
свойства. В данной работе формали󰑬уетс󰑱 пон󰑱тие U -оптимал󰑭ного по рискам и со-
󰑨алени󰑱м решени󰑱 󰑬адачи и ука󰑬ан алгоритм построени󰑱 оптимал󰑭ного решени󰑱.

1. Постановка 󰑬адачи

Пуст󰑭 име󰑧тс󰑱 нескол󰑭ко предпри󰑱тий (фирм), прои󰑬вод󰑱щих и реали󰑬у󰑧щих
на одном рынке однородну󰑧 бесконечно делиму󰑧 продукци󰑧. Предполагаем, что
предпри󰑱ти󰑱 облада󰑧т ра󰑬ными прои󰑬водственными во󰑬мо󰑨ност󰑱ми и ока󰑬ыва󰑧т
неодинаковое вли󰑱ние на рассматриваемый рынок. Именно, одна фирма 󰑱вл󰑱етс󰑱 ве-
дущим прои󰑬водителем ука󰑬анной продукции. Будем на󰑬ыват󰑭 её фирмой-лидером.
Оставшиес󰑱 n фирм, принима󰑱 решение об об󰑫еме прои󰑬водства, учитыва󰑧т коли-
чество продукции, поставл󰑱емое фирмой-лидером. Помимо рассматриваемых фирм
на рынок поставл󰑱ет аналогичну󰑧 продукци󰑧 фирма-импортер. Об󰑫ем импортной
продукции 󰑬аранее не и󰑬вестен, имеетс󰑱 информаци󰑱 тол󰑭ко о его максимал󰑭ной во󰑬-
мо󰑨ной величине d, d > 0.

Обо󰑬начим x0 – об󰑫ем продукции, прои󰑬веденный фирмой-лидером, xi -– коли-
чество продукции, прои󰑬веденной i-ой фирмой (i ∈ {1, 2, . . . , n}), y – об󰑫ем импорта.

Предполо󰑨им,что фирмы поставл󰑱󰑧т на рынок вс󰑧 прои󰑬веденну󰑧 продукци󰑧.
При этом прои󰑬водственные мощности предпри󰑱тий ограничены. Именно, фирма-
лидер мо󰑨ет прои󰑬вести продукци󰑧 в об󰑫еме не более чем c0, ка󰑨да󰑱 i- фирма 󰯹 в
об󰑫ёме не более ci. Посто󰑱нные величины ci > 0 (i ∈ {0, 1, 2, . . . , n}).

Цена единицы продукции линейно 󰑬ависит от суммарного об󰑫ема продукции на
рынке

p(x0, x1, . . . , xn, y) = a− b
󰀓 n󰁛

i=0

xi + y
󰀔
, (1)

где поло󰑨ител󰑭на󰑱 величина a – цена товара при нулевом предло󰑨ении, b – пока󰑬а-
тел󰑭 падени󰑱 цены при увеличении предло󰑨ени󰑱, b > 0.
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Рассмотрим случай, когда цена 󰑱вл󰑱етс󰑱 поло󰑨ител󰑭ной величиной, т. е. считаем
выполненным неравенство

a− b
󰀓 n󰁛

i=0

ci + d
󰀔
> 0.

Прин󰑱тие решени󰑱 об об󰑫еме поставл󰑱емой продукции осуществл󰑱етс󰑱 участни-
ками игры не одновременно. Рассмотрим случай, когда первыми принима󰑧т реше-
ние фирма-лидер и импортер. При этом они действу󰑧т одновременно и не󰑬ависимо
друг от друга. Оставшиес󰑱 фирмы получа󰑧т информаци󰑧 о количестве продукции,
поставл󰑱емой фирмой-лидером, и об󰑫еме импортной продукции, и с учетом этих све-
дений осуществл󰑱󰑧т выбор своих стратегий.

Прибыл󰑭 i-ой фирмы (i ∈ {0, 1, . . . , n}) 󰑬адана равенством

fi(x0, x1, . . . , xn, y) = p(x0, x1, . . . , xn, y)xi − kxi,

или, с учетом (1),

fi(x0, x1, . . . , xn, y) =

󰀕
a− b

󰀓 n󰁛

i=0

xi + y
󰀔󰀖

xi − kxi. (2)

В (2) поло󰑨ител󰑭на󰑱 посто󰑱нна󰑱 величина k определ󰑱ет и󰑬дер󰑨ки на выпуск еди-
ницы продукции фирмы. Предполагаем, что величина k одинакова дл󰑱 всех фирм.

Ка󰑨да󰑱 фирма стремитс󰑱 получит󰑭 наибол󰑭шу󰑧 во󰑬мо󰑨ну󰑧 прибыл󰑭, при этом
коопераци󰑱 фирм нево󰑬мо󰑨на.

Формали󰑬уем математическу󰑧 модел󰑭 󰑬адачи оптими󰑬ации прои󰑬водства в усло-
ви󰑱х действи󰑱 неконтролируемых факторов в виде двухуровневой иерархической
игры лиц при неопределенности

Γ = 〈{Xi}i=0,1,...,n, Y, {fi(x0, x1, . . . , xn, y)}i=0,1,...,n〉.

В игре Γ игроки ото󰑨дествл󰑱󰑧тс󰑱 с соответству󰑧щими фирмами, причем фирма-
лидер 󰑱вл󰑱етс󰑱 нулевым игроком – игроком верхнего уровн󰑱. Игроков с пор󰑱дковыми
номерами 1, 2, . . . , n будем считат󰑭 игроками ни󰑨него уровн󰑱. Мно󰑨ества страте-
гий игроков Xi = [0, ci] (i ∈ {0, 1, 2, . . . , n}). Действи󰑱 неопределенности ото󰑨деств-
л󰑱󰑧тс󰑱 с поставками фирмы-импортера. Совокупност󰑭 󰑬начений неопределенности
Y = [0, d]. Функци󰑱 выигрыша i-го игрока (i ∈ {0, 1, . . . , n}) определена в (2).

Игра происходит следу󰑧щим обра󰑬ом (рис. 1). Первый ход совершает игрок с
номером 0. Он выбирает стратеги󰑧 x0 ∈ X0. Одновременно и не󰑬ависимо от дей-
ствий игрока верхнего уровн󰑱 реали󰑬уетс󰑱 неопределенност󰑭 y ∈ Y . Второй ход де-
ла󰑧т игроки ни󰑨него уровн󰑱. 󰑪на󰑱 x0 и y, эти игроки одновременно и не󰑬ависимо
друг от друга выбира󰑧т свои стратегии x1(x0, y), x2(x0, y), . . . , xn(x0, y). В ре󰑬ул󰑭тате
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складываетс󰑱 ситуаци󰑱 игры (x, y) = (x0, x1(x0, y), . . . , xn(x0, y), y). Игроки получа󰑧т
выигрыши – 󰑬начени󰑱 своих функций выигрыша в сло󰑨ившейс󰑱 ситуации.

Рис. 1. Схема прин󰑱ти󰑱 решений в игре Γ

В игре Γ ка󰑨дый i-игрок выбором своей стратегии xi ∈ Xi стремитс󰑱 добит󰑭-
с󰑱 наибол󰑭шего во󰑬мо󰑨ного 󰑬начени󰑱 своей функции выигрыша fi(x0, x1, . . . , xn, y)

(i ∈ {0, 1, 2, . . . , n}). Игроки действу󰑧т не󰑬ависимо друг от друга. При этом игрок
верхнего уровн󰑱 дол󰑨ен учитыват󰑭 во󰑬мо󰑨ност󰑭 реали󰑬ации л󰑧бой неопределен-
ности y, о которой 󰑬аранее и󰑬вестно тол󰑭ко мно󰑨ество во󰑬мо󰑨ных 󰑬начений Y , а
реали󰑬оват󰑭с󰑱 мо󰑨ет л󰑧бое 󰑬начение этого мно󰑨ества.

2. Формали󰑬аци󰑱 решени󰑱

Реали󰑬уем один и󰑬 во󰑬мо󰑨ных подходов к формали󰑬ации оптимал󰑭ного решени󰑱
в игре Γ. Именно пуст󰑭 игроки второго уровн󰑱 выбира󰑧т равновесные по Нэшу стра-
тегии xe

i , т. е. при л󰑧бых 󰑬начени󰑱х x0 ∈ X0 и y ∈ Y выполнена система неравенств

fi(x0, x
e󰀂xi, y) ≤ fi(x0, x

e, y), i ∈ {1, 2, . . . , n},

где набор

xe󰀂xi = (xe
1(x0, y), . . . , x

e
i−1(x0, y), x

e
i (x0, y), x

e
i+1(x0, y), . . . , x

e
n(x0, y)).

Рассмотрим случай, когда мно󰑨ества стратегий игроков ни󰑨него уровн󰑱 совпа-
да󰑧т (прои󰑬водственные мощности всех фирм, кроме фирмы-лидера, одинаковы),

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (49)’ 2020



24 А. Е. Бардин, 󰑰. Н. 󰑮итенева

т. е. справедливы равенства

c1 = c2 = . . . = cn = c.

Испол󰑭󰑬у󰑱 достаточные услови󰑱 существовани󰑱 равновесной по Нэшу ситуации, по-
лучим дл󰑱 л󰑧бых 󰑬начений i ∈ {1, 2, . . . , n}

xe
i =

2h− x0 − y

n+ 1
, (3)

где посто󰑱нна󰑱 величина

h =
a− k

2b
. (4)

󰑪аметим, что при л󰑧бых 󰑬начени󰑱х стратегии игрока верхнего уровн󰑱 x0 ∈ X0 и
неопределенности y ∈ Y дол󰑨ны быт󰑭 выполнены неравенства

0 <
2h− x0 − y

n+ 1
≤ c. (5)

C учетом мно󰑨еств во󰑬мо󰑨ных 󰑬начений стратегии игрока верхнего уровн󰑱 X0

и неопределенности Y ограничени󰑱 (5) примут вид

с0 + d

2
< h <

c(n+ 1)

2
. (6)

Учитыва󰑱 (3), 󰑬апишем функци󰑧 выигрыша игрока верхнего уровн󰑱 следу󰑧щим
обра󰑬ом

f0(x0, x
e(x0, y), y) = − b

n+ 1

󰁫
x2
0 + (y − 2h)x0

󰁬
. (7)

Примем предполо󰑨ение о том, что дл󰑱 л󰑧бого 󰑬начени󰑱 неопределенности y ∈ Y

выполнены неравенства
0 < h− y

2
< c0,

т. е. име󰑧т место ограничени󰑱
d

2
< h < c0. (8)

И󰑬 (6) и (8) следует

с0 + d

2
< h < min

󰀝
c(n+ 1)

2
, c0

󰀞
.

Лемма 1. Пуст󰑭 в игре Γ выполнены услови󰑱

a > 0, b > 0, k > 0, c0 > 0, ci = c > 0 (i ∈ {1, 2, . . . , n}), d > 0,

a− b(c0 + nc+ d) > 0,

с0+d
2

< h < min

󰀝
c(n+1)

2
, c0

󰀞
,

(9)

где величина h определена в (4).
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Тогда дл󰑱 л󰑧бых 󰑬начений пар (x0, y) ∈ X0 × Y существует и единственно рав-
новесие по Нэшу xe(x0, y) = (xe

1(x0, y), . . . , x
e
n(x0, y)), где

xe
i (x0, y) =

2h− x0 − y

n+ 1
, i ∈ {1, 2, . . . , n}.

󰑪амечание 1. Система ограничений (9) непротиворечива. Она выполн󰑱етс󰑱, напри-
мер, при следу󰑧щих 󰑬начени󰑱х параметров игры Γ:

a = 10, b = 0, 4, c0 = 8, c = 2, n = 7, d = 1, k = 4.

Перейдем к построени󰑧 оптимал󰑭ного решени󰑱 дл󰑱 игрока верхнего уровн󰑱 в
игре Γ. Данный игрок предполагает, что игроки ни󰑨него уровн󰑱 испол󰑭󰑬у󰑧т прин-
цип равновеси󰑱 по Нэшу. Согласно Лемме 1 при выполнении в игре Γ условий (9)
равновесие по Нэшу xe(x0, y) дл󰑱 игроков ни󰑨него уровн󰑱 существует и единственно.

В исследуемой модели игрок верхнего уровн󰑱 󰑬аранее не имеет информации о
величине неопределенности. Поэтому при выборе своей стратегии x0 ∈ X0 он дол󰑨ен
учитыват󰑭 во󰑬мо󰑨ност󰑭 реали󰑬ации л󰑧бого 󰑬начени󰑱 y ∈ Y . Рассмотрим во󰑬мо󰑨ные
подходы к формали󰑬ации решени󰑱 игрока верхнего уровн󰑱 в 󰑬ависимости от его
склонности к риску.

Случай 1. Игрок верхнего уровн󰑱 испол󰑭󰑬ует принцип Вал󰑭да
Принцип Вал󰑭да предполагает ориентаци󰑧 игрока на во󰑬мо󰑨ност󰑭 реали󰑬ации

самой плохой дл󰑱 него неопределенности. Следу󰑱 этому принципу, игрок в качестве
решени󰑱 выбирает стратеги󰑧 xV

0 ∈ X, обеспечива󰑧щу󰑧 наибол󰑭шее 󰑬начение его
функции выигрыша при наихудшем 󰑬начении неопределенности y ∈ Y .

Определение 1. Стратеги󰑧 xV
0 ∈ X на󰑬овём оптимал󰑭ным по Вал󰑭ду решением

игрока верхнего уровн󰑱 игры Γ, если выполнено равенство

min
y∈Y

f0(x
V
0 , x

e(xV
0 , y), y) = max

x0∈X0

min
y∈Y

f0(x0, x
e(x0, y), y).

Поскол󰑭ку в игре Γ

min
y∈Y

f0(x0, x
e(x0, y), y) = f0(x0, x

e(x0, d), d),

то
f0(x

V
0 , x

e(xV
0 , d), d) = max

x0∈X0

f0(x0, x
e(x0, d), d).

Нетрудно пока󰑬ат󰑭, что при выполнении условий (9)

xV
0 = h− d

2
, (10)

где величина h определена в (4).
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Таким обра󰑬ом, справедливо утвер󰑨дение

Теорема 1. Пуст󰑭 в игре Γ выполнены услови󰑱 (9) и игроки ни󰑨него уровн󰑱 при
л󰑧бых 󰑬начени󰑱х пары (x0, y) ∈ X0 × Y выбира󰑧т равновесное по Нэшу решение
xe(x0, y). Тогда в этой игре оптимал󰑭ное по Вал󰑭ду решение игрока верхнего уровн󰑱
определ󰑱етс󰑱 равенством (10).

Пуст󰑭 игрок верхнего уровн󰑱 в игре Γ испол󰑭󰑬ует оптимал󰑭ное по Вал󰑭ду реше-
ние (10). Тогда оптимал󰑭ные стратегии игроков ни󰑨него уровн󰑱 (3) име󰑧т вид

xe
i =

1

n+ 1

󰀓
h+

d

2
− y

󰀔
, i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Случай 2. Игрок верхнего уровн󰑱 испол󰑭󰑬ует принцип Сэвид󰑨а
Согласно принципу Сэвид󰑨а, игрок при выборе своей стратегии дол󰑨ен ориен-

тироват󰑭с󰑱 на 󰑬начение функции со󰑨алени󰑱 по Сэвид󰑨у

Φ(x0, x
e(x0, y), y) = max

x0∈X0

f0(x0, x
e(x0, y), y)− f0(x0, x

e(x0, y), y).

Оптимал󰑭на󰑱 по Сэвид󰑨у стратеги󰑱 игрока xS
0 миними󰑬ирует функци󰑧 со󰑨але-

ни󰑱 Φ(x0, x
e(x0, y), y) при неблагопри󰑱тных дл󰑱 него 󰑬начени󰑱х неопределенности.

Определение 2. Стратеги󰑧 xS
0 ∈ X на󰑬овём оптимал󰑭ным по Сэвид󰑨у решением

игрока верхнего уровн󰑱 игры Γ, если выполнено равенство

max
y∈Y

Φ(xS
0 , x

e(xS
0 , y), y) = min

x0∈X0

max
y∈Y

Φ(x0, x
e(x0, y), y).

В игре Γ функци󰑱 со󰑨алени󰑱 по Сэвид󰑨у дл󰑱 игрока верхнего уровн󰑱 имеет вид

Φ(x0, x
e(x0, y), y) =

b

n+ 1

󰀓
x0 − h+

y

2

󰀔2

. (11)

Нетрудно пока󰑬ат󰑭, что при выполнении условий (10)

max
y∈Y

Φ(x0, x
e(x0, y), y) =

󰀻
󰀿

󰀽

b
n+1

(x0 − h)2, 0 ≤ x0 ≤ h− d
4
,

b
n+1

󰀓
x0 − h+ d

2

󰀔2

, h− d
4
≤ x0 ≤ c0.

(12)

и оптимал󰑭на󰑱 по Сэвид󰑨у стратеги󰑱 игрока верхнего уровн󰑱

xS
0 = h− d

4
, (13)

где величина h определена в (4).
Следовател󰑭но, справедливо утвер󰑨дение

Теорема 2. Пуст󰑭 в игре Γ выполнены услови󰑱 (9) и игроки ни󰑨него уровн󰑱 при
л󰑧бых 󰑬начени󰑱х пары (x0, y) ∈ X0 × Y выбира󰑧т равновесное по Нэшу решение
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xe(x0, y). Тогда в этой игре оптимал󰑭ное по Сэвид󰑨у решение игрока верхнего уров-
н󰑱 определ󰑱етс󰑱 равенством (13).

Пуст󰑭 игрок верхнего уровн󰑱 в игре Γ испол󰑭󰑬ует оптимал󰑭ное по Сэвид󰑨у ре-
шение (13). Тогда оптимал󰑭ные стратегии игроков ни󰑨него уровн󰑱 (3) име󰑧т вид

xe
i =

1

n+ 1

󰀓
h+

d

4
− y

󰀔
, i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Случай 3. Игрок верхнего уровн󰑱 испол󰑭󰑬ует смешанный подход
Ка󰑨ду󰑧 стратеги󰑧 x0 ∈ X0 игрок верхнего уровн󰑱 оценивает, испол󰑭󰑬у󰑱 два

критери󰑱:
– риск по Вал󰑭ду

RV (x0) = max
x0∈X0

min
y∈Y

f0(x0, x
e(x0, y), y)−min

y∈Y
f0(x0, x

e(x0, y), y),

– со󰑨аление по Сэвид󰑨у

RS(x0) = max
y∈Y

Φ(x0, x
e(x0, y), y)− min

x0∈X0

max
y∈Y

Φ(x0, x
e(x0, y), y),

где функции f0(x0, x
e(x0, y), y) и Φ(x0, x

e(x0, y), y) определены в (7) и (11), соответ-
ственно.

С учетом (7) риск по Вал󰑭ду дл󰑱 игрока верхнего уровн󰑱 примет вид

RV (x0) =
b

n+ 1

󰁫
x0 − h+

d

2

󰁬2
. (14)

Испол󰑭󰑬у󰑱 (11) и (12), со󰑨аление по Сэвид󰑨у дл󰑱 игрока верхнего уровн󰑱 пре-
обра󰑬уем к виду

RS(x0) =

󰀻
󰀿

󰀽

b
n+1

󰁫
(x0 − h)2 − d2

16

󰁬
, 0 ≤ x0 ≤ h− d

4
,

b
n+1

󰁫󰀓
x0 − h+ d

2

󰀔2

− d2

16

󰁬
, h− d

4
≤ x0 ≤ c0.

(15)

Следует отметит󰑭, что име󰑧т место равенства

RV (xV
0 ) = 0, RS(xS

0 ) = 0.

󰑪дес󰑭 стратегии xV
0 и xS

0 определены в (10) и (13) соответственно.
Оптимал󰑭ной стратегией x∗

0 дл󰑱 игрока верхнего уровн󰑱 будет решение двухкри-
териал󰑭ной 󰑬адачи

〈X0, {RV (x0), R
S(x0)}〉, (16)

где мно󰑨ество X0 = [0, c0], критерии определены в (14) и (15).
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Испол󰑭󰑬у󰑱 метод 󰯺идеал󰑭ной точки󰯻, получаем единственное минимал󰑭ное по
Парето решение 󰑬адачи (16), которое 󰑱вл󰑱етс󰑱 решением оптимал󰑭ной 󰑬адачи

󰀻
󰀿

󰀽
G(x0) =

󰀓
RV (x0)

󰀔2

+
󰀓
RS(x0)

󰀔2

→ min,

x0 ∈ [xV
0 , x

S
0 ].

(17)

Определение 3. Стратеги󰑧 xU
0 ∈ X0 на󰑬овём U-оптимал󰑭ным решением игрока

верхнего уровн󰑱 игры Γ, если она 󰑱вл󰑱етс󰑱 решение 󰑬адачи (17).

Справедливост󰑭 следу󰑧щего утвер󰑨дени󰑱 следует и󰑬 непрерывности функций
RV (x0) и RV (x0) на отре󰑬ке [0, c0].

Теорема 3. Пуст󰑭 в игре Γ выполнены услови󰑱 (9) игроки ни󰑨него уровн󰑱 при
л󰑧бых 󰑬начени󰑱х пары (x0, y) ∈ X0 × Y выбира󰑧т равновесное по Нэшу решение
xe(x0, y). Тогда в игре Γ существует U-оптимал󰑭ное решение игрока верхнего уров-
н󰑱.

󰑪акл󰑧чение

В данной стат󰑭е исследована иерархическа󰑱 структура прин󰑱ти󰑱 решений в 󰑬ада-
че конкуренции фирм. Рассмотрена линейно-квадратична󰑱 модел󰑭 с двум󰑱 уровн󰑱-
ми иерархии, в которой испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 концепции Курно и Штакел󰑭берга в услови󰑱х
неопределенности. Неконтролируемые факторы (неопределенности) ото󰑨дествл󰑱󰑧т-
с󰑱 с действи󰑱ми компании-импортера.

В рассматриваемой математической модели учитыва󰑧тс󰑱 как о󰑨идаемые поте-
ри при прин󰑱тии рискованных решений, так и во󰑬мо󰑨ност󰑭 благопри󰑱тных дл󰑱 лиц,
принима󰑧щих решени󰑱 (игроков) действий внешних факторов. Именно, наличие рис-
ка в процессе прин󰑱ти󰑱 решений не всегда 󰑱вл󰑱етс󰑱 негативной особенност󰑭󰑧 ре-
ал󰑭ной проблемы. Конкретные 󰑬адачи, св󰑱󰑬анные с экономическими, социал󰑭ными,
политическими и военными конфликтами, свидетел󰑭ству󰑧т о во󰑬ника󰑧щей часто
необходимости прин󰑱ти󰑱 рискованного выбора.

Дл󰑱 конкретной линейно-квадратичной 󰑬адачи с двум󰑱 уровн󰑱ми иерархии реше-
ны проблемы формали󰑬ации некоторых видов оптимал󰑭ных решений. Рассмотрен-
на󰑱 модел󰑭 допускает ра󰑬личные обобщени󰑱, например, усло󰑨нение иерархической
структуры.
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Solvability of pseudobulous conditional optimization problems of the
type of many salesmen.

Germanchuk M. S.

Abstract. Formalizing routing problems of many traveling salesman (mTSP) in complex
networks leads to NP-complete pseudo-Boolean conditional optimization problems. The
subclasses of polynomially solvable problems are distinguished, for which the elements of the
distance matrix satisfy the triangle inequality and other special representations of the original
data.

The polynomially solvable assignment problem can be used to determine the required number
of salesmen and to construct their routes. Uses a subclass of tasks in the form of pseudo-
Boolean optimization with disjunctive normal shape (DNS ) constraints to which the task is
reduced mTSP. Problems in this form are polynomially solvable and allow to combine knowledge
about network structure, requirements to pass routes by agents (search procedures) and efficient
algorithms of logical inference on constraints in the form of DNS. This approach is the theoretical
justification for the development of multi-agent system management leading to a solution mTSP.

Within the framework of intellectual planning, using resources and capabilities, and taking
into account the constraints for each agent on the selected clusters of the network, the
construction of a common solution for the whole complex network is achieved.

Keywords: Pseudo-Boolean optimization with DNS constraints, polynomially solvable problems
of many salesmen, algorithms of solution

Введение

󰑪адача одного или многих коммиво󰑱󰑨еров на сет󰑱х бол󰑭шой ра󰑬мерности и сло󰑨-
ной структуры в прило󰑨ени󰑱х во󰑬ника󰑧т в ре󰑬ул󰑭тате формали󰑬ации, в ходе кото-
рой пренебрега󰑧т спецификой, особенност󰑱ми и некоторыми ограничени󰑱ми. Мо󰑨ет
ока󰑬ат󰑭с󰑱, что более точный или и󰑬бирател󰑭ный учет всех 󰑬наний о 󰑬адаче и сети,



Ра󰑬решимост󰑭 󰑬адач псевдобулевой условной оптими󰑬ации типа многих ... 31

по󰑬волит выделит󰑭 индивидуал󰑭ный эк󰑬емпл󰑱р 󰑬адачи, ра󰑬решимой 󰑬а полиноми-
ал󰑭ное врем󰑱 или класс таких 󰑬адач. Существует пут󰑭 формали󰑬ации 󰑬адачи и ор-
гани󰑬ации структуры исходных данных, при котором полученный эк󰑬емпл󰑱р будет
полиномиал󰑭но ра󰑬решимым.

Дл󰑱 󰑬адачи, в которой необходимо определит󰑭 количество агентов-коммиво󰑱󰑨е-
ров полност󰑭󰑧 обслу󰑨ива󰑧щих сет󰑭 и необ󰑱󰑬ател󰑭но ка󰑨дый агент посещает 󰑬адан-
ное количество вершин, достаточно воспол󰑭󰑬оват󰑭с󰑱 полиномиал󰑭но ра󰑬решимым
алгоритмом решени󰑱 󰑬адачи о на󰑬начении. Полученные m контуров потребу󰑧т m

коммиво󰑱󰑨еров. Дал󰑭нейшие преобра󰑬овани󰑱 найденных контуров улучша󰑧т реше-
ние общей 󰑬адачи и удовлетвор󰑱󰑧т необходимым требовани󰑱м. Если коммиво󰑱󰑨еры
у󰑨е распределены по кластерам сети, то на отдел󰑭ном кластере могут во󰑬никат󰑭
полиномиал󰑭но ра󰑬решимые эк󰑬емпл󰑱ры TSP, в которых исходные данные матрицы
весов (рассто󰑱ний) C представлены в специал󰑭ном виде.

Прикладна󰑱 теори󰑱 󰑬адач маршрути󰑬ации на сло󰑨ных сет󰑱х (типа многих
агентов-коммиво󰑱󰑨еров) ба󰑬ируетс󰑱 на точных решени󰑱х выделенных классов 󰑬адач
с полиномиал󰑭ными алгоритмами решени󰑱, испол󰑭󰑬овании прибли󰑨енных алгорит-
мов решени󰑱 (например, с гарантированной функционал󰑭ност󰑭󰑧) и декомпо󰑬иции
(кластери󰑬ации) исходной 󰑬адачи, т. е. сведени󰑱 к 󰑬адачам мен󰑭шей ра󰑬мерности и
уточн󰑱󰑧щих преобра󰑬овани󰑱х дл󰑱 во󰑬врата к исходной 󰑬адаче. Ва󰑨ным в этом про-
цессе 󰑱вл󰑱етс󰑱 учет всей име󰑧щейс󰑱 информации, 󰑬наний, фактов и прецедентов,
как дл󰑱 построени󰑱 иерархии моделей (и󰑬влечение моделей), так и дл󰑱 ра󰑬работки
практических алгоритмов решени󰑱 [1, 4, 8, 9, 12–15, 24, 25].

Ра󰑬нообра󰑬ие алгоритмов решени󰑱 󰑬адач типа многих коммиво󰑱󰑨еров (mTSP )
св󰑱󰑬ано с наличием априорных 󰑬наний о решении или структуре сети, прецедентным
характером 󰑬наний и требовани󰑱ми к точности решени󰑱. Рационал󰑭но испол󰑭󰑬ова-
ние, как точных, так и прибли󰑨енных алгоритмов и их компо󰑬иций.

Многоагентные системы (МАС ) с роевым интеллектом испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 дл󰑱 реше-
ни󰑱 сло󰑨ных 󰑬адач дискретной оптими󰑬ации (в том числе и mTSP ), которые нел󰑭󰑬󰑱
эффективно решат󰑭 классическими алгоритмами. Агентна󰑱 модел󰑭 дл󰑱 сло󰑨ной се-
ти 󰑬адачи типа многих коммиво󰑱󰑨еров mTSP становитс󰑱 интеллектуали󰑬ированной
системой, определ󰑱󰑧щей эвристические алгоритмы поиска оптимал󰑭ного решени󰑱
реактивными агентами (следу󰑧щих 󰑬ало󰑨енным в них правилам).

Синте󰑬 МАС искусственного интеллекта (ИИ ) по частичной, прецедентной,
априорной информации ба󰑬ируетс󰑱 на ре󰑬ул󰑭татах набл󰑧дени󰑱 над поведением МАС
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на основе накопленной информации в виде 󰯺. . . вектора состо󰑱ни󰑱, 󰑬начени󰑱 каче-
ства функционировани󰑱 системы, бинарного индикатора допустимости этого состо-
󰑱ни󰑱󰯻 [24]. В данной стат󰑭е дл󰑱 МАС маршрути󰑬ации типа mTSP испол󰑭󰑬уетс󰑱 мо-
дел󰑭 скал󰑱рной псевдобулевой условной оптими󰑬ации с ограничени󰑱ми в виде ди󰑬󰑫-
󰑧нктивной нормал󰑭ной формы (ДНФ). Такие модели естественным обра󰑬ом учиты-
ва󰑧т линейные ограничени󰑱 по прохо󰑨дени󰑧 вершин сети, декларативные требова-
ни󰑱, требовани󰑱 предшествовани󰑱, об󰑱󰑬ател󰑭ного прохо󰑨дени󰑱 выделенного мно󰑨е-
ства дуг и другу󰑧 прецедентну󰑧 информаци󰑧.

В ра󰑬деле 2 󰑬адачи mTSP свод󰑱тс󰑱 к псевдобулевым оптими󰑬ационным модел󰑱м
с сепарабел󰑭ными целевыми функци󰑱ми и ДНФ ограничени󰑱ми, име󰑧щими ограни-
ченну󰑧 посто󰑱нной длину, которые 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 полиномиал󰑭но ра󰑬решимыми. Пред-
ставл󰑱󰑧т интерес классы 󰑬адач, которые приведены или легко привод󰑱тс󰑱 к форме с
ДНФ ограничени󰑱ми, так как в общем случае такие приведени󰑱 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 экспонен-
циал󰑭ными. Синте󰑬 модели с ДНФ ограничени󰑱ми и󰑬 данных мо󰑨но осуществл󰑱т󰑭
прибли󰑨енно и сло󰑨ност󰑭 такой аппроксимации ока󰑬ываетс󰑱 полиномиал󰑭ной. Мо󰑨-
но воспол󰑭󰑬оват󰑭с󰑱 ре󰑬ул󰑭татами работы [24], где пока󰑬ано, что число кон󰑫󰑧нкций
в и󰑬влеченной ДНФ не превышает числа примеров в исходной прецедентной инфор-
мации. При этом ука󰑬ываетс󰑱, что дл󰑱 построени󰑱 ДНФ ограничений целесообра󰑬но
испол󰑭󰑬оват󰑭 реша󰑧щие дерев󰑭󰑱. В случае монотонности и линейности частично 󰑬а-
данной целевой функции в работах В. И. Донского [8, 24] и М. Г. Ко󰑬ловой [12, 13]
предло󰑨ены алгоритмы решени󰑱 󰑬адач псевдобулевой скал󰑱рной оптими󰑬ации при
наличии неполной, прецедентной начал󰑭ной информации. Методологи󰑱 такого под-
хода далее будет применена дл󰑱 решени󰑱 многоагентных 󰑬адач типа многих комми-
во󰑱󰑨еров.

В стат󰑭е привод󰑱тс󰑱 ре󰑬ул󰑭таты, которые анонсировалис󰑭 в декабре 2020 года
на Ме󰑨дународной конференции 󰯺Интеллектуали󰑬аци󰑱 обработки информации󰯻 [4].
Исторические аспекты по 󰑬адачам коммиво󰑱󰑨ера, их обобщени󰑱м, точным и прибли-
󰑨енным алгоритмам решени󰑱 мо󰑨но найти в работах [16–18].

1. Подклассы полиномиал󰑭но ра󰑬решимых 󰑬адач коммиво󰑱󰑨ера

Рассмотрим случай mTSP , когда ка󰑨дый коммиво󰑱󰑨ер решает сво󰑧 󰑬адачу ком-
бинаторной оптими󰑬ации на выделенном кластере. Будем предполагат󰑭, что исход-
ные данные 󰑬адачи коммиво󰑱󰑨ера представлены (или могут быт󰑭 представлены)
специал󰑭ным обра󰑬ом так, что данный эк󰑬емпл󰑱р полиномиал󰑭но ра󰑬решим.

Метод, в котором исходные данные представлены определенным обра󰑬ом в рабо-
те [7], на󰑬ываетс󰑱 методом моделировани󰑱 исходных данных. Метод, который основан
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на распо󰑬навании структуры входных данных и 󰑬аданном упор󰑱дочении комбинатор-
ных комбинаций [21], на󰑬ыва󰑧т методом структурно-алфавитного поиска оптимал󰑭-
ного решени󰑱 󰑬адач комбинаторной оптими󰑬ации.

Пуст󰑭 C 󰯹 весова󰑱 матрица рассто󰑱ний с элементами cij, i, j = 1, n и󰑬 класса Rn

симметричных n × n матриц над полем вещественных чисел R. Постановка TSP,

как комбинаторной 󰑬адачи оптими󰑬ации, состоит в нахо󰑨дении перестановки π на
мно󰑨естве индексов {1, 2, . . . , n}, котора󰑱 миними󰑬ирует функци󰑧 рассто󰑱ни󰑱

f =
n󰁛

i=1

ciπ(i). (1)

Т. е. коммиво󰑱󰑨ер дол󰑨ен об󰑫ехат󰑭 все города (вершины) в прои󰑬вол󰑭-
ной последовател󰑭ности и вернутс󰑱 в исходный город кратчайшим путем
γ = (1, π(1), π(2), . . . , π(n) = 1).

Определение 1. Чере󰑬 PS будем обо󰑬начат󰑭 подкласс NP -полных 󰑬адач комми-
во󰑱󰑨ера, которые полиномиал󰑭но ра󰑬решимы при дополнител󰑭ных ограничени󰑱х
(услови󰑱х) S.

Приведем некоторые примеры TSP и󰑬 подкласса PS. Дл󰑱 TSP на плоскости
полиномиал󰑭но ра󰑬решимой 󰑱вл󰑱етс󰑱 󰑬адача, элементы матрицы C которой удовле-
твор󰑱󰑧т неравенству треугол󰑭ника. Другие подклассы определ󰑱󰑧тс󰑱 чере󰑬 четыре
ра󰑬личных элементам матрицы C. Пуст󰑭 1 󰃑 i < j < k < l 󰃑 n, C ∈ Rn прои󰑬вол󰑭на󰑱
матрица рассто󰑱ний.

Симметрична󰑱 матрица C ∈ Rn на󰑬ываетс󰑱 матрицей Кал󰑭мансона (K ) [32],
если выполн󰑱етс󰑱 услови󰑱

θ1 = cij + ckl 󰃑 cik + cjl ≡ θ2, θ3 ≡ cij = cjk 󰃑 cik + cjl ≡ θ2. (2)

или θ2 = max{θ1, θ2, θ3.} Если C ⊂ K , то оптимал󰑭ным маршрутом TSP будет
γ = (1, 2, . . . , n− 1, n).

Матрицы Супника (S ) [34] удовлетвор󰑱󰑧т услови󰑱м

θ1 󰃑 θ2, θ3 󰃍 θ2 (3)

или θ1 = min{θ1, θ2, θ3.} Дл󰑱 матриц Супника (S ) оптимал󰑭ным маршрутом будет
γ = (1, 3, 5, 7, . . . , 8, 6, 4, 2). Более мощным 󰑱вл󰑱етс󰑱 класс матриц Демиденко [5, 6]
K ∪ S ∈ D .

Пирамидал󰑭ным на󰑬ываетс󰑱 такой маршрут TSP γ = (1, i1, i2, . . . , ik−1, n,

ik+1, ik+2, . . . , in−2), в котором i1 < i2 < . . . < ik+1, и ik+1 > ik+2 > . . . > in−2.
В. М. Демиденко дока󰑬ал, что дл󰑱 матрицы C ⊂ D существу󰑧т оптимал󰑭ный
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маршрут, который 󰑱вл󰑱етс󰑱 пирамидал󰑭ным. Число пирамидал󰑭ных маршрутов не
мен󰑭ше 2n−2. Лучший и󰑬 них мо󰑨но найти полиномиал󰑭ным алгоритмом пор󰑱дка
O(n2) [20].

Прои󰑬вол󰑭на󰑱 матрица C ∈ Rn на󰑬ываетс󰑱 матрицей Мон󰑨а, если θ1 ≡ cij+ckl 󰃑
󰃑 cil + ckj дл󰑱 всех 1 󰃑 i < k 󰃑 n, 1 󰃑 j < l 󰃑 n. Матрица C не об󰑱󰑬ател󰑭но
симметрическа󰑱. 󰑪адача коммиво󰑱󰑨ера с переупор󰑱доченной матрицей рассто󰑱ний
Мон󰑨а на󰑬ываетс󰑱 󰑬адачей Мон󰑨а [28].

Во󰑬никает 󰑬адача распо󰑬навани󰑱, котора󰑱 состоит в том, чтобы найти переста-
новку δ элементов матрицы C таку󰑧, чтобы нова󰑱 матрица с элементами cδ(i)δ(j) при-
надле󰑨ала бы к ра󰑬решимым TSP (Демиденко, Кал󰑭мансона, Супника, . . .). В [7]
утвер󰑨даетс󰑱, что до сих пор не дока󰑬ано существование такой перестановки дл󰑱
конкретной матрицы рассто󰑱ний C.

󰑪аметим, что подкласс ра󰑬решимых 󰑬адач с матрицей Мон󰑨а найден в ре󰑬ул󰑭тате
ра󰑬ной перестановки дл󰑱 строк и столбцов: cδ(i)τ(j), δ 󰯹 перестановка дл󰑱 строк, а τ 󰯹
дл󰑱 столбцов.

Дал󰑭нейшее описание полиномиал󰑭но ра󰑬решимых TSP св󰑱󰑬ано с функцией на-
турал󰑭ного аргумента ϕ(t) [7, 20, 21], с помощ󰑭󰑧 которой представл󰑱󰑧тс󰑱 элемен-
ты матрицы C. Дл󰑱 симметрической матрицы C достаточно испол󰑭󰑬оват󰑭 наддио-
ганал󰑭ные элементы, которые представл󰑱󰑧тс󰑱 построчно в виде одномерного мас-
сива c11, c13, . . . , c1n, c23, c24, . . . , c2n, c34, . . . , cn−1, n. Такой последовател󰑭ности ставит-
с󰑱 в соответствии функци󰑱 натурал󰑭ного аргумента ϕ(t) = {ϕ(1),ϕ(2), . . . ,ϕ(m)},

m =
1

2
n(n−1). Дл󰑱 j > i имеет место соответствие ϕ(t) = cij, t = n(i−1)− i(i+ 1)

2
+j.

Справедливы утвер󰑨дени󰑱 [7]:
1. Если ϕ(t)󰯹 линейна󰑱 функци󰑱 с отрицател󰑭ным угловым коэффициентом, то

соответству󰑧ща󰑱 TSP принадле󰑨ит к классу ра󰑬решимых 󰑬адач.
2. Если ϕ(t)󰯹 выпукла󰑱 и нево󰑬раста󰑧ща󰑱 функци󰑱, то соответству󰑧ща󰑱 TSP

принадле󰑨ит подклассу ра󰑬решимых 󰑬адач.
Матрица рассто󰑱ний, представленна󰑱 линейной функцией ϕ(t), 󰑱вл󰑱етс󰑱 одно-

временно матрицей Кал󰑭мансона и Супника. Впервые линейну󰑧 функци󰑧 в каче-
стве рассто󰑱ний предло󰑨ила Н. К. Тимофеева [21]. В [20] в󰑬󰑱та функци󰑱 рассто󰑱-
ний, удовлетвор󰑱󰑧ща󰑱 услови󰑱м: |j − i| < |l − k| ⇒ cij < ckl, cij = cji. В этом случае
оптимал󰑭ный маршрут 󰑱вл󰑱етс󰑱 пирамидал󰑭ным циклом.

В [21] дл󰑱 подклассов ра󰑬решимых 󰑬адач TSP дока󰑬ано, что методом структурно-

алфавитного поиска построением не более чем
n2

2
перестановок находитс󰑱 упор󰑱-

доченна󰑱 последовател󰑭ност󰑭 локал󰑭ных экстремумов f = (f(δ1), f(δ2), . . . , f(δk∗))

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2020, 4



Ра󰑬решимост󰑭 󰑬адач псевдобулевой условной оптими󰑬ации типа многих ... 35

таких, что f(δi∗) = globextr
δk

f(δk), где k∗, i∗ ∈
󰀕
1, . . . ,

n2

2
,

󰀖
f ∈ {1, . . . , n!}, δk 󰯹 пере-

становка, котора󰑱 в TSP 󰑱вл󰑱етс󰑱 аргументом целевой функции.
На основании этого утвер󰑨дени󰑱 приводитс󰑱 полиномиал󰑭ный алгоритм [21, 34-

35] (󰯺вычислител󰑭на󰑱 схема󰯻) решени󰑱 TSP , если входные данные 󰑬аданы функци-
󰑱ми натурал󰑭ного аргумента, которые и󰑬мен󰑱󰑧тс󰑱 как монотонные, унимодал󰑭ные
(вогнутые или выпуклые), периодические или наимен󰑭шие элементы матрицы C оди-
наковые и обра󰑬у󰑧т гамил󰑭тонов цикл. Соответству󰑧щие правила отсечени󰑱 неэф-
фективных вариантов основыва󰑧тс󰑱 на 󰑬акономерности и󰑬менени󰑱 󰑬начений целевой
функции f от упор󰑱дочивани󰑱 комбинаторных комбинаций и от структуры входных
данных.

Выбор алгоритма структурно-алфавитного поиска, нар󰑱ду с алгоритмами мето-
да ветвей и границ, динамического программировани󰑱, последовател󰑭ного анали󰑬а
вариантов дл󰑱 прикладных 󰑬адач многих коммиво󰑱󰑨еров обусловлен его быстродей-
ствием и сравнимой точност󰑭󰑧.

Эффективност󰑭 применени󰑱 алгоритма св󰑱󰑬ываетс󰑱 с выбором кластера (фраг-
мента сети), на котором реша󰑧т 󰑬адачу один и󰑬 агентов-коммиво󰑱󰑨еров, так󰑨е с
предварител󰑭ным исследованием структуры входных данных TSP на этом кластере.
Прецедентные 󰑬нани󰑱 по󰑬вол󰑱󰑧т накапливат󰑭 ба󰑬у шаблонов, т. е. выдел󰑱т󰑭 случаи
структур данных, на которых целевые функции и󰑬мен󰑱󰑧тс󰑱 и к таким TSP приме-
нимы одинаковые схемы решени󰑱. Поиск шаблонов мо󰑨но осуществит󰑭 с помощ󰑭󰑧
технологий машинного обучени󰑱 (например, искусственных нейронных сетей). На
входе: комбинации элементов матрицы C. На выходе: оценки принадле󰑨ности C к
одному и󰑬 классов комбинаторных функций ϕ(t). Такой подход мо󰑨ет привести к
более широкому классу полиномиал󰑭но ра󰑬решимых TSP . Дл󰑱 mTSP на ка󰑨дом
кластере мо󰑨ет быт󰑭 свой алгоритм решени󰑱.

Дл󰑱 выделенных классов TSP существу󰑧т прибли󰑨енные полиномиал󰑭ные ал-
горитмы. Представл󰑱󰑧т интерес св󰑱󰑬анные классы 󰑬адач, допуска󰑧щие полиноми-
ал󰑭но ра󰑬решимые алгоритмы. Это класс 󰑬адач TSP , к которым применимы ите-
рационные алгоритмы локал󰑭ного улучшени󰑱; алгоритмы реоптими󰑬ации: 󰑬адачи,
дл󰑱 которых эффективно примен󰑱т󰑭 конструктивные алгоритмы, метаэвристики и
на ка󰑨дом направлении во󰑬ника󰑧т свои трудности как в во󰑬мо󰑨ности применени󰑱,
так и в эффективности реали󰑬ации. Кроме того, необходимо имет󰑭 критерии при-
надле󰑨ности TSP к тому или иному классу.
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2. Модели псевдобулевой условной оптими󰑬ации с
ди󰑬󰑫󰑧нктивными ограничени󰑱ми дл󰑱 󰑬адачи многих

коммиво󰑱󰑨еров

󰑪адача mTSP с общими интересами соответствует одна целева󰑱 функци󰑱, вы-
ра󰑨а󰑧ща󰑱 минимум общего рассто󰑱ни󰑱, как и в 󰑬адаче дл󰑱 одного коммиво󰑱󰑨ера.
Ограничени󰑱 линейные. 󰑪адача приводитс󰑱 к 󰑬адаче псевдобулевой оптими󰑬ации с
ди󰑬󰑫󰑧нктивными ограничени󰑱ми.

2.1. Псевдобулевые модели 󰑬адач многих коммиво󰑱󰑨еров. Рассмотрим 󰑬ада-
чу коммиво󰑱󰑨ера, формали󰑬ованну󰑧 в виде модели линейной псевдобулевой услов-
ной оптими󰑬ации с неотрицател󰑭ными коэффициентами (cij 󰃍 0) целевой функции

n󰁛

i=1

n󰁛

j=1

cijxij → min, (4)

n󰁛

i=1

xij = 1,
n󰁛

j=1

xij = 1, i, j = 1, n, (5)

ui − uj + nxij 󰃑 n− 1, i, j = 2, n, i ∕= j. (6)

󰑪дес󰑭 ui 󰯹 прои󰑬вол󰑭ные действител󰑭ные числа (нумераци󰑱 вершин маршрута ком-
миво󰑱󰑨ера). Ограничени󰑱 (6) преп󰑱тству󰑧т обра󰑬овани󰑧 подциклов.

Рассмотрим одну и󰑬 постановок 󰑬адачи mTSP.

Пуст󰑭 дан граф G(V, U), где V 󰯹 мно󰑨ество вершин V = 0, 1, . . . , n, и U 󰯹 мно󰑨е-
ство дуг (ребер) и C = (cij)󰯹 матрица весов (рассто󰑱ний), св󰑱󰑬анна󰑱 с ка󰑨дой дугой
(i, j) ∈ U . Пуст󰑭 m коммиво󰑱󰑨еров располо󰑨ены в вершине-депо i = 0. Многоагент-
ный подход к решени󰑧 󰑬адачи коммиво󰑱󰑨ера при располо󰑨ении всех агентов в одной
вершине-депо вкл󰑧чает в себ󰑱 нахо󰑨дение всех маршрутов дл󰑱 m коммиво󰑱󰑨еров,
таких, что они начина󰑧тс󰑱 и 󰑬аканчива󰑧тс󰑱 в одной вершине. Все остал󰑭ные вер-
шины распределены по конкретным маршрутам. Количество вершин, посещаемых
агентом, находитс󰑱 в пределах предопределенного интервала, и обща󰑱 стоимост󰑭 по-
сещени󰑱 всех вершин миними󰑬ируетс󰑱.

Пуст󰑭

xij =

󰀻
󰀿

󰀽
1, если агент проходит по дуге (i, j),

0, в противном случае;

ui 󰯹 количество вершин, посещенных от источника до вершины i (т. е. номер посе-
щени󰑱 i-й вершины); L󰯹 максимал󰑭ное количество вершин, которые коммиво󰑱󰑨ер
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мо󰑨ет посетит󰑭; K 󰯹 минимал󰑭ное количество вершин, которые коммиво󰑱󰑨ер дол-
󰑨ен посетит󰑭, то ест󰑭 K 󰃑 ui 󰃑 L.

Формали󰑬аци󰑱 многоагентной 󰑬адачи коммиво󰑱󰑨ера в этом случае имеет вид:

min
󰁛

(i,j)∈U

cijxij, (7)

󰁛

j=2

x1j = m, (8)

󰁛

j=2

xj1 = m, (9)

󰁛

i=1

xij = 1, j = 2, . . . , n, (10)

󰁛

j=1

xij = 1, i = 2, . . . , n, (11)

ui + (L− 2)x1i − xi1 󰃑 L− 1, i = 2, . . . , n, (12)

ui + x1i + (2−K)xi1 󰃍 2, i = 2, . . . , n, (13)

x1i + xi1 󰃑 1, i = 2, . . . , n, (14)

ui − uj + Lxij + (L− 2)xji 󰃑 L− 1, 2 󰃑 i ∕= j 󰃑 n, (15)

xij ∈ {0, 1}, ∀(i, j) ∈ U. (16)

Целева󰑱 функци󰑱 (7) миними󰑬ирует общее пройденное рассто󰑱ние в маршруте.
Услови󰑱 (8) и (9) гарантиру󰑧т, что m коммиво󰑱󰑨еров начина󰑧т и 󰑬аканчива󰑧т свой
пут󰑭 в одной вершине. Уравнени󰑱 (10) и (11) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 ограничени󰑱ми посещени󰑱
вершин. Услови󰑱 (12) и (13) накладыва󰑧т ограничение на количество вершин, ко-
торые коммиво󰑱󰑨ер посетит (при ui = 1, если i󰯹 перва󰑱 вершина в маршруте).
Ограничение (14) не по󰑬вол󰑱ет коммиво󰑱󰑨еру посещат󰑭 тол󰑭ко одну вершину. Нера-
венство (15) гарантирует, что uj = ui + 1, тогда и тол󰑭ко тогда, когда xij = 1. Таким
обра󰑬ом, ограничени󰑱 󰑬апреща󰑧т формирование каких-либо подмаршрутов ме󰑨ду
вершинами в V \{1} [33].

Многоагентный подход к решени󰑧 󰑬адачи коммиво󰑱󰑨ера при располо󰑨ении всех
агентов в ра󰑬ных вершинах 󰑱вл󰑱етс󰑱 обобщением рассматриваемой ранее 󰑬адачи, при
котором у ка󰑨дого агента ра󰑬ные вершины-депо.

Пуст󰑭 дан граф G(V, U), где V 󰯹 мно󰑨ество вершин V = 0, 1, . . . , n, и U 󰯹 мно󰑨е-
ство дуг U = {(i, j) : i, j ∈ V, i ∕= j}, n󰯹 количество вершин. Мно󰑨ество всех вершин
графа ест󰑭 об󰑫единение V = D∪ 󰁨V , где D 󰯹 это мно󰑨ество стартовых по󰑬иций аген-
тов 󰯹 депо. В у󰑬ле i располо󰑨ен коммиво󰑱󰑨ер mi. И общее количество агентов 󰯹m.
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Пуст󰑭 󰁨V = {d + 1, d + 2, . . . , n} будет мно󰑨еством клиентов, где |D| = d. C 󰯹 мат-
рица стоимостей переходов и󰑬 одной вершины в другу󰑧 графа G, котора󰑱 обладает
свойствами: cij = cji и cij + cjk 󰃍 cik дл󰑱 ка󰑨дого i, j, k = 1, 2, . . . , n.

Пуст󰑭 xij, L, K определены, как и ран󰑭ше. Тогда получим следу󰑧щу󰑧 формали-
󰑬аци󰑧 многоагентной 󰑬адачи коммиво󰑱󰑨ера:

min
󰁛

(i,j)∈U

cijxij, (17)

󰁛

j∈󰁨V

xij = mi, i ∈ D, (18)

󰁛

i∈󰁨V

xij = mj, j ∈ D, (19)

󰁛

i∈V

xij = 1, j ∈ 󰁨V , (20)

󰁛

j∈V

xij = 1, i ∈ 󰁨V , (21)

ui + (L− 2)
󰁛

k∈D

xki −
󰁛

k∈D

xik 󰃑 L− 1, i ∈ 󰁨V , (22)

ui +
󰁛

k∈D

xki + (2−K)
󰁛

k∈D

xik 󰃍 2, i ∈ 󰁨V , (23)

xki + xik 󰃑 1, k ∈ D, i ∈ 󰁨V , (24)

ui − uj + Lxij + (L− 2)xji 󰃑 L− 1, i ∕= j; i, j ∈ 󰁨V , (25)

xij ∈ {0, 1}, i, j ∈ V. (26)

Целева󰑱 функци󰑱 (17) миними󰑬ирует общее пройденное рассто󰑱ние маршруте.
В данной формулировке дл󰑱 ка󰑨дого i ∈ D уравнени󰑱 (18) и (19) гарантиру󰑧т,
что mi коммиво󰑱󰑨ер начинает пут󰑭 в вершине i. Уравнени󰑱 (20) и (21) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱
ограничени󰑱ми посещени󰑱 вершин. Услови󰑱 (22) и (23) накладыва󰑧т ограничени󰑱 на
количество вершин, которые коммиво󰑱󰑨ер посетит, при ui = 1, если i󰯹 это перва󰑱
вершина в маршруте. Ограничение (24) не по󰑬вол󰑱ет коммиво󰑱󰑨еру посещат󰑭 тол󰑭ко
одну вершину. Ограничение (25) ра󰑬бивает все подмаршруты ме󰑨ду агентами [33].

В постановке 󰑬адачи mTSP (7)–(16) и (17)–(26) агенты-коммиво󰑱󰑨еры не кон-
куриру󰑧т друг с другом, а обеспечива󰑧т минимал󰑭ный по стоимости (рассто󰑱-
ни󰑧) маршрут. При помощи анной модели во󰑬мо󰑨но добавл󰑱т󰑭 ограничени󰑱 в виде
ДНФ [2]. Добавление ограничений и учет априорных 󰑬наний в виде ДНФ, по󰑬вол󰑱ет
уточнит󰑭 псевдобулеву󰑧 постановку 󰑬адач (7)–(16) и (17)–(26).
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2.2. 󰑪адачи псевдобулевой условной оптими󰑬ации. В предыдущем ра󰑬деле
приведены модели 󰑬адач TSP и mTSP в виде 󰑬адач псевдобулевой условной оп-
тими󰑬ации с линейной целевой функцией и линейными ограничени󰑱ми относител󰑭но
переменных xij ∈ {0, 1}.

Приведем необходимые сведени󰑱, которые испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 дл󰑱 представлени󰑱 󰑬а-
дач TSP и mTSP с ДНФ ограничени󰑱ми. Далее обо󰑬начим чере󰑬 󰁨x = (x1, . . . , xn),

xi ∈ {0, 1}, i = 1, n, вектор который 󰑬ависит от одного индекса. С таким 󰑨е успехом
мо󰑨но испол󰑭󰑬оват󰑭 󰁨x = (x11, x12, . . . , xnn), xij ∈ {0, 1} с двухиндексным обо󰑬начени-
ем булевых переменных, которые присутству󰑧т в mTSP .

Оптими󰑬ационные 󰑬адачи с булевыми переменными име󰑧т широкие прило󰑨е-
ни󰑱 [1, 8, 23]. В св󰑱󰑬и с 󰑬адачами маршрути󰑬ации на графах особый интерес пред-
ставл󰑱󰑧т 󰑬адачи псевдобулевой оптими󰑬ации. Достаточно подробно такие 󰑬адачи ис-
следовалис󰑭 в работах [27, 31], где ра󰑬работаны методы решени󰑱 в случае аналити-
чески 󰑬аданных моделей псевдобулевой оптими󰑬ации. В работе [22] псевдобулевые
функции рассматрива󰑧тс󰑱, как отобра󰑨ени󰑱 и󰑬 семейства подмно󰑨еств конечного
исходного мно󰑨ества действител󰑭ных чисел. Оптими󰑬аци󰑱 на графах в классе псев-
добулевых функций представлена в работах [26, 29]. Ба󰑬овые ре󰑬ул󰑭таты содер󰑨атс󰑱
в [10, 11].

Введем обо󰑬начени󰑱:
Bn={0, 1}n 󰯹 единичный n-мерный куб, P2(n) = {F : Bn → {0, 1}}󰯹 класс функ-

ций алгебры логики (ФАЛ ), 󰑬авис󰑱щих от n переменных, x̃=(x1, x2, . . . , xn)∈Bn.
Функци󰑱 вида f : Bn → R, где R󰯹 мно󰑨ество действител󰑭ных чисел, на󰑬ываетс󰑱

псевдобулевой [1, 8, 22]. Дл󰑱 обо󰑬начени󰑱 класса таких функций будем испол󰑭󰑬оват󰑭
обо󰑬начение PS2(n), а дл󰑱 обо󰑬начени󰑱 класса линейных псевдобулевых функций 󰯹
LPS2(n).

󰑪адача вида
extrf(x̃), x̃ ∈ Ω ⊆ Bn, f ∈ PS2(n) (27)

на󰑬ываетс󰑱 󰑬адачей псевдобулевой оптими󰑬ации.
Введем характеристическу󰑧 функци󰑧 мно󰑨ества ограничений Ω:

FΩ(x̃) =

󰀫
1, x̃ ∈ Ω;

0, x̃ ∈ Bn\Ω.

󰑪адачу (27) мо󰑨но представит󰑭 в эквивалентной форме:

extr f(x̃), FΩ(x̃) = 1, f ∈ PS2(n), FΩ ∈ P2(n), x̃ ∈ Bn, (28)

где P2(n)󰯹 класс функций алгебры логики от n переменных.
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Пуст󰑭 Kj 󰯹 элементарна󰑱 кон󰑫󰑧нкци󰑱, DFΩ
=

m󰁚
j=1

Kj 󰯹 л󰑧ба󰑱 ди󰑬󰑫󰑧нктивна󰑱

нормал󰑭на󰑱 форма функции FΩ(x̃); тогда 󰑬адача, эквивалентна󰑱 󰑬адачам (27) и (28),
имеет вид:

extr f(x̃), DFΩ
(x̃) = 1, x̃ ∈ Bn. (29)

󰑪адача (29) на󰑬ываетс󰑱 󰑬адачей псевдобулевой оптими󰑬ации с ди󰑬󰑫󰑧нктивным
ограничением, и форму ее представлени󰑱 на󰑬ыва󰑧т канонической.

Определение 2. Переменна󰑱 xi на󰑬ываетс󰑱 существенной дл󰑱 f ∈ PS2(n),
если найдетс󰑱 такой набор 󰑬начений переменных α1, . . . ,αi−1,αi+1, . . . ,αn, что
f(α1, . . . ,αi−1, 0,αi+1, . . . ,αn) ∕= f(α1, . . . ,αi−1, 1,αi+1, . . . ,αn). В противном случае пе-
ременна󰑱 на󰑬ываетс󰑱 фиктивной.

Определение 3. Псевдобулевые функции f1 и f2 на󰑬ыва󰑧тс󰑱 равными, если функ-
ци󰑱 f2 мо󰑨ет быт󰑭 получена и󰑬 f1 путем введени󰑱 или удалени󰑱 фиктивных пере-
менных.

Каноническа󰑱 форма псевдобулевой функции f аналогична совершенной ди󰑬󰑫-
󰑧нктивной нормал󰑭ной форме в P2(n) и имеет вид:

f(x1, . . . , xn) =
󰁛

σ̃∈Bn

aσ̃x
σ1
1 · . . . · xσi

i · . . . · xσn
n (30)

где σ̃ = (σ1, . . . , σn), σi ∈ {0, 1}, i = 1, n, aσ̃ ∈ R, xσ =

󰀫
x, σ = 1,

x, σ = 0.

Ка󰑨да󰑱 псевдобулева󰑱 функци󰑱 мо󰑨ет быт󰑭 представлена в полиномиал󰑭ной
форме над полем действител󰑭ных чисел

f(x1, . . . , xn) =

kf󰁛

j=1

cjxj1 · . . . ·xjrj
+ c0, cj ∈ R, j = 1, . . . , kf . (31)

󰑪адача псевдобулевой оптими󰑬ации в форме слабых неравенств имеет вид:

extr f(x1, . . . , xn), gj(x1, . . . , xn) 󰃑 0, j = 1, 2, . . . ,m,

(x1, . . . , xn) ∈ Bn, f, gj ∈ PS2(n).
(32)

Определение 4. Две формы представлени󰑱 оптими󰑬ационной 󰑬адачи на󰑬ыва󰑧тс󰑱
эквивалентными, если мно󰑨ества их решений совпада󰑧т.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2020, 4



Ра󰑬решимост󰑭 󰑬адач псевдобулевой условной оптими󰑬ации типа многих ... 41

Теорема 1 ([9]). Дл󰑱 л󰑧бой 󰑬адачи псевдобулевой оптими󰑬ации в форме (27) суще-
ствует эквивалентна󰑱 форма представлени󰑱

extr f(x̃), h(x̃) 󰃑 0, x̃ ∈ Bn (33)

с единственным ограничением в виде нестрогого неравенства, где f, h ∈ PS2(n)

ест󰑭 некоторые полиномы.

Полиномиал󰑭ное представление дл󰑱 функции f ∈ PS2(n) существует всегда.

Теорема 2 ([9]). Л󰑧ба󰑱 󰑬адача оптими󰑬ации псевдобулевой функции с ограничени󰑱-
ми, определ󰑱󰑧щими непустое мно󰑨ество допустимых решений Ω 󰑬адачи (27), мо-
󰑨ет быт󰑭 представлена в эквивалентной форме с ди󰑬󰑫󰑧нктивным условием (29).

Дока󰑬ател󰑭ство теоремы следует и󰑬 существовани󰑱 эквивалентной формы 󰑬адачи
с характеристическими функци󰑱ми на наборе допустимых 󰑬начений FΩ(x̃) и полноты
представлени󰑱 функций алгебры логики в виде ди󰑬󰑫󰑧нктивных нормал󰑭ных форм.

Определение 5. Представление 󰑬адач класса Z в форме F на󰑬ываетс󰑱 полным в
Z, если л󰑧ба󰑱 󰑬адача этого класса мо󰑨ет быт󰑭 представлена в форме F .

Следствие 1. Представление 󰑬адач условной оптими󰑬ации псевдобулевой функции
в форме с ди󰑬󰑫󰑧нктивным условием 󰑱вл󰑱етс󰑱 полным.

Област󰑭 допустимых решений 󰑬адачи (29) и эквивалентной ей 󰑬адачи (27) мо󰑨ет

быт󰑭 представлена в виде: Ω =
m󰁖
j=1

NKj
, где NKj

󰯹 интервал ранга rj, соответству-

󰑧щий элементарной кон󰑫󰑧нкции Kj = x
σj1
j1

& . . .&x
σjrj

jrj
, что приводит к еще одной

эквивалентной форме 󰑬адачи (27):

extr
1󰃑j󰃑m

extr
x̃∈NKj

f(x̃). (34)

Действител󰑭но, учитыва󰑱, что област󰑭 допустимых решений ест󰑭 об󰑫единение
интервалов NKj

, j = 1,m, легко убедит󰑭с󰑱, что экстремал󰑭ное решение 󰑬адачи мо󰑨но
определит󰑭 путем его выбора и󰑬 предварител󰑭но найденных допустимых решений,
󰑱вл󰑱󰑧щихс󰑱 экстремал󰑭ными в интервалах NKj

.
Рассмотрим основной алгоритм решени󰑱 󰑬адачи псевдобулевой оптими󰑬ации.

Пуст󰑭 дана 󰑬адача псевдобулевой оптими󰑬ации с линейной целевой функцией

max
n󰁛

i=1

cixi,

m󰁢

j=1

Kj(x̃) = 1, x̃ ∈ Bn, (35)
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где Kj(x̃) = x
σj1
j1

& . . .&x
σjrj

jrj
, j = 1,m. Приведем к эквивалентной форме:

max
n󰁛

i=1

cixi, x̃ ∈
m󰁞

j=1

NKj
, (36)

где NKj
󰯹 интервал в Bn, соответству󰑧щий кон󰑫󰑧нкции Kj; интервал NKj

определ󰑱-
етс󰑱 набором 󰑬начений {j1, . . . , jrj} (направление) и мно󰑨еством {σj1 , . . . , σjrj

} (код
интервала).

Решение (36) сводитс󰑱 к решени󰑧 󰑬адачи

max
1≤j≤m

max
x̃∈NKj

n󰁛

i=1

cixi, (37)

которое, в сво󰑧 очеред󰑭, требует решени󰑱 m 󰑬адач вида:

max
x̃

n󰁛

i=1

cixi, x̃ : (xj1 = σj1)& . . .&(xjrj
= σjrj

). (38)

󰑪адача (38) решаетс󰑱 следу󰑧щим обра󰑬ом: допустимыми 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 тол󰑭ко те
булевы наборы x̃, у которых 󰑬афиксированы координаты xj1=σj1 ,. . . , xjrj

=σjrj
, а

остал󰑭ные могут имет󰑭 л󰑧бые 󰑬начени󰑱 и󰑬 мно󰑨ества {0, 1}. Свободные переменные
(вне мно󰑨ества номеров {j1, . . . , jrj}) мо󰑨но на󰑬начат󰑭 единичными или нулевыми
в 󰑬ависимости от 󰑬начени󰑱 ci, i ∈ {1, 2, . . . , n}\{j1, . . . , jrj}󰯹 коэффициентов целевой
функции. Экстремал󰑭ные решени󰑱 x̃∗ 󰑬адачи (38) будут определ󰑱т󰑭с󰑱 формулой [30]:

x∗
i =

󰀫
σi, i ∈ {j1, . . . , jrj},
ϕ(ci), i /∈ {j1, . . . , jrj},

(39)

где

ϕ(ci) =

󰀻
󰁁󰀿

󰁁󰀽

1, ci > 0,

0, ci < 0,

α, ci = 0,

α󰯹 л󰑧бое 󰑬начение и󰑬 {0, 1}. В случае, когда все ci ∕= 0, 󰑬адача (38) имеет единствен-
ное решение, а исходна󰑱 󰑬адача (37) 󰯹 не более m решений.

На ка󰑨дом интервале NKj
при вычислении x∗

i , согласно (39), просматриваетс󰑱 n

󰑬начений, а интервалов всего m, поэтому сло󰑨ност󰑭 решени󰑱 O(mn).

Теорема 3 ([9]). Если 󰑬адача условной оптими󰑬ации линейной псевдобулевой функ-
ции с ограничени󰑱ми-неравенствами приводитс󰑱 к эквивалентной форме с ди󰑬󰑫-
󰑧нктивным ограничением 󰑬а число шагов, ограниченное полиномом от ра󰑬мерности
󰑬адачи, то она ра󰑬решима 󰑬а полиномиал󰑭ное врем󰑱.
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Так как л󰑧бу󰑧 󰑬адачу псевдобулевой оптими󰑬ации мо󰑨но представит󰑭 в экви-
валентной форме с ДНФ ограничением, то это справедливо и дл󰑱 󰑬адач с линейной
целевой функцией. Следовател󰑭но, решение mTSP мо󰑨но осуществл󰑱т󰑭 по схеме,
представленной на рис. 1.

Рис. 1. Схема решени󰑱 󰑬адачи

3. Псевдобулева󰑱 модел󰑭 с ди󰑬󰑫󰑧нктивными ограничени󰑱ми
󰑬адачи многих коммиво󰑱󰑨еров

Дл󰑱 того, чтобы упростит󰑭 выкладки и применит󰑭 ре󰑬ул󰑭таты ра󰑬дела 2, бу-
дем испол󰑭󰑬оват󰑭 обо󰑬начение двухиндексных величин чере󰑬 одноиндексные: x̃=(x1,
x2,. . . , xN)=(x11, x12,. . . , xnn) ∈ BN , c=(c1, c2,. . . , cN)=(c11, c12,. . . , cnn), где N=n2.
Ограничени󰑱м мо󰑨но поставит󰑭 в соответствие функции Fj(x̃) ∈P2(N), j = 1,M ,
где M 󰯹 число ограничений. Мо󰑨но в x̃ испол󰑭󰑬оват󰑭 и другу󰑧 нумераци󰑧 элемен-
тов: xij, i, j = 1, n. Удел󰑭на󰑱 перестановка π элементов матрицы C мо󰑨ет привести
к одной и󰑬 полиномиал󰑭но ра󰑬решимых 󰑬адач ра󰑬дела 1.

Определение 6. Вершина α̃ куба Bn на󰑬ываетс󰑱 верхним нулем монотонной функ-
ции f(x̃), если f(α̃) = 0, и дл󰑱 вс󰑱кой вершины β̃ и󰑬 α̃ ≺ β̃ следует, что f(β̃) = 1 [19].

Лемма 1. Если
󰀫

n󰁛

j=1

xij = 1,
n󰁛

i=1

xij = 1, i, j = 1, n, ui − uj + nxij 󰃑 n− 1, i ∕= j

󰀬
⇔ {Fj(x̃) = 0}

то Fj 󰯹 монотонные ФАЛ и 󰑬адачу (4)–(6) мо󰑨но 󰑬аписат󰑭 в виде

(c, x̃) → min, F0(x̃) =
M󰁢

j=1

Fj(x̃) = 0, (40)

где c = (c11, c12, . . . , cnn), (c, x̃)󰯹 скал󰑱рное прои󰑬ведение, F0(x̃)󰯹 монотонна󰑱 ФАЛ.
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Дока󰑬ател󰑭ство. Пока󰑨ем монотонност󰑭 функций Fj(x̃). Пуст󰑭 α̃, β̃ ∈ BN такие,
что α̃ 󰃙 β̃, т. е. αij 󰃑 βij, ∀i, j = 1, n. Тогда

S(α̃) =

󰀫
n󰁛

j=1

αij − 1,
n󰁛

i=1

αij − 1, i, j = 1, n, ui − uj + nαij − (n− 1), i, j = 2, n

󰀬
󰃑

󰃑
󰀫

n󰁛

j=1

βij − 1,
n󰁛

i=1

βij − 1, i, j = 1, n, ui − uj + nβij − (n− 1), i, j = 2, n

󰀬
= S(β̃).

Неравенства выполн󰑱󰑧тс󰑱 покомпонентно, в силу αij 󰃑 βij, ∀i, j = 1, n.
По услови󰑧 леммы (S(α̃) 󰃑 0) ⇔ (Fj(α̃) = 0), (S(β̃) 󰃑 0) ⇔ (Fj(β̃) = 0). Учи-

тыва󰑱, что S(α̃) 󰃙 S(β̃), имеем (Fj(α̃) = 1) ⇒ (Fj(β̃) = 1), поэтому Fj(α̃) 󰃑 Fj(β̃).
Следовател󰑭но, Fj(x̃)󰯹 монотонна󰑱 ФАЛ.

Функци󰑱 F0(x̃) =
󰁚M

j=1 Fj(x̃) 󰑱вл󰑱етс󰑱 монотонной. Это следует и󰑬 того, что класс
монотонных ФАЛ 󰑱вл󰑱етс󰑱 󰑬амкнутым и содер󰑨ит ди󰑬󰑫󰑧нкци󰑧. Функци󰑱 F0(x̃)

равна нул󰑧 тогда и тол󰑭ко тогда, когда выполн󰑱󰑧тс󰑱 все ограничени󰑱 (4)–(6), так
как ди󰑬󰑫󰑧нкци󰑱

󰁚M
j=1 Fj(x̃) равна нул󰑧 тол󰑭ко при Fj(x̃) = 0 дл󰑱 всех j = 1,M . □

Ре󰑬ул󰑭таты полученные дл󰑱 одного коммиво󰑱󰑨ера оста󰑧тс󰑱 справедливыми и
дл󰑱 mTSP. В выра󰑨ении дл󰑱 S(α̃) будут ограничени󰑱 (8)–(15) или (18)–(25) в случае
нескол󰑭ких депо.

Теорема 4. 󰑪адачи mTSP представимы в виде 󰑬адач псевдобулевой условной оп-
тими󰑬ации с ДНФ ограничени󰑱ми.

И󰑬 теоремы 4 следует, что если област󰑭 допустимых решений
Ω =

󰀋
x̃ ∈ BN : F0(x̃) = 0

󰀌
∕= ∅, то решением 󰑬адачи 󰑱вл󰑱етс󰑱 верхний нол󰑭 функций

F0(x̃). 󰑪адача (40) сводитс󰑱 к 󰑬адаче расшифровки монотонной ФАЛ или к поиску
ее верхних нулей [9].

Псевдобулева󰑱 󰑬адача линейного программировани󰑱 (40)

min
x∈Ω

(c, x̃), Ω =
󰀋
x̃ ∈ BN : F0(x̃) = 0

󰀌
(41)

с ДНФ ограничени󰑱ми по󰑬вол󰑱ет учитыват󰑭 󰑬нани󰑱 о решении 󰑬адачи коммиво󰑱-
󰑨ера, которые представимы в ДНФ форме. Например, если необходимо вкл󰑧чит󰑭
прохо󰑨дение дуг xkl и xpm, тогда к ограничени󰑱м добавл󰑱етс󰑱 условие (xkl − 1)∨
∨(xpm − 1) = 0. Если, наоборот, не вкл󰑧чат󰑭, то xkl ∨ xpm = 0 [3].

Полученный формали󰑬м по󰑬вол󰑱ет учитыват󰑭 󰑬нани󰑱 о модели и решени󰑱х, а
так󰑨е испол󰑭󰑬оват󰑭 их в теоретических обосновани󰑱х и конкретных алгоритмах ре-
шени󰑱.
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󰑪адача ка󰑨дого коммиво󰑱󰑨ера на выделенном кластере 󰑱вл󰑱етс󰑱 󰑬адачей ска-
л󰑱рной псевдобулевой условной оптими󰑬ации, т. е. мо󰑨ет быт󰑭 представлена в кано-
нической форме с ди󰑬󰑫󰑧нктивными ограничени󰑱ми (35):

min

󰀫
fk(x̃) = (ck, x̃) =

nk󰁛

i=1

nk󰁛

j=1

ckijxij,

mk󰁢

j=1

x
σj1
j1

& . . .&x
σjrj

jrj
= 1, k = 1,m

󰀬
. (42)

Каноническа󰑱 модел󰑭 󰑱вл󰑱етс󰑱 исчерпыва󰑧щей в своем классе в силу полноты.
Лева󰑱 част󰑭 ограничени󰑱 (42) 󰑱вл󰑱етс󰑱 ДНФ характеристической функции мно󰑨е-
ства Ωk-ограничений искомой 󰑬адачи на k-ом кластере, в которой мо󰑨ет быт󰑭 учтена
дополнител󰑭на󰑱 информаци󰑱 о структуре кластера и искомого решени󰑱 (󰑬апреты,
предписани󰑱 и др.).

В случае общих интересов модел󰑭 будет однокритериал󰑭ной:

min f0(x̃) = min
m󰁛

k=1

fk(x̃),
M󰁢

j=1

x
σj1
j1

& . . .&x
σjrj

jrj
= 1. (43)

Процессом выбора решени󰑱 будем на󰑬ыват󰑭 поиск такого набора 󰑬начений
α ∈ XN , X ∈ {0, 1} при󰑬наковых предикатов, чтобы (одновременно или по отдел󰑭-
ности):

󰯹 обращалс󰑱 в единицу один или нескол󰑭ко целевых предикатов;
󰯹 достигала экстремал󰑭ного 󰑬начени󰑱 нескол󰑭ко (или одна в однокритериал󰑭ной

постановке) псевдобулевых функций fk, k = 1,m.

Единственное ограничение канонической модели (43) в виде ДНФ характеристи-
ческого мно󰑨ества ограничений 󰑬адает И/ИЛИ граф, которому соответствует логи-
ческа󰑱 система продукций. Существование логической системы продукций (ЛСП )

x
σj1
j1

& . . .&x
σjrj

jrj
→ gj,

gj → g0, j = 1,M

по󰑬вол󰑱ет выводит󰑭 целевой факт g0 =󰯺x̃󰯹 допустимое решение󰯻. Граф И/ИЛИ
ограничени󰑱 канонической модели 󰑬адачи mTSP 󰑱вл󰑱етс󰑱 трех󰑱русным. Л󰑧бой
граф ЛСП, не име󰑧щий циклов, мо󰑨ет быт󰑭 сведен к трех󰑱русному и представ-
лен в виде ДНФ. Откуда следует, что соответству󰑧ща󰑱 ба󰑬а 󰑬наний (Б󰑪) системы
построени󰑱 допустимого решени󰑱 mTSP дол󰑨на удовлетвор󰑱т󰑭 следу󰑧щим требо-
вани󰑱м:

1) решени󰑱 mTSP дол󰑨ны удовлетвор󰑱т󰑭 ограничени󰑱м 󰑬адачи, следовател󰑭но,
ЛСП дол󰑨на обеспечиват󰑭 во󰑬мо󰑨ност󰑭 вывода целевых предикатов, соответству-
󰑧щих этим ограничени󰑱м;
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2) группа ограничений, которые дол󰑨ны выполн󰑱т󰑭с󰑱 одновременно, 󰑬ада󰑧тс󰑱
вершиной типа 󰯺И󰯻, св󰑱󰑬ыва󰑧щей эти ограничени󰑱 вместе.

󰑪аметим, что ДНФ ограничение мо󰑨ет быт󰑭 получено с помощ󰑭󰑧 обучени󰑱 по
прецедентной (эмпирической) информации [12, 24]. Дл󰑱 синте󰑬а ДНФ по 󰑬аданным
ЛСП мо󰑨но испол󰑭󰑬оват󰑭 D- и DS-алгоритмы [8], реали󰑬у󰑧щие, соответственно,
стратегии 󰯺сверху вни󰑬󰯻 и 󰯺сни󰑬у вверх󰯻. То ест󰑭 реали󰑬уетс󰑱 синте󰑬 областей допу-
стимости решений в 󰑬наниеориентированных продукционных системах моделей псев-
добулевой условной оптими󰑬ации, соответству󰑧щих mTSP (в этих 󰑨е работах мо󰑨но
найти оценки сло󰑨ности алгоритмов).

Вопрос полноты 󰑬наний об ограничени󰑱х в Б󰑪 󰑬адачи коммиво󰑱󰑨ера 󰑱вл󰑱етс󰑱
ва󰑨ным и рассматриваетс󰑱 самосто󰑱тел󰑭но в теории 󰑬наниеориентированных систем.

4. Выбор решени󰑱 󰑬адачи многих коммиво󰑱󰑨еров в услови󰑱х
неопределенности

При бол󰑭шой ра󰑬мерности 󰑬адачи (сло󰑨ност󰑭 сети) условной псевдобулевой оп-
тими󰑬ации с ДНФ ограничени󰑱ми пр󰑱мо примен󰑱т󰑭 полиномиал󰑭ные алгоритмы,
предна󰑬наченные дл󰑱 такого класса 󰑬адач мо󰑨ет быт󰑭 нерационал󰑭но. Требуетс󰑱
упрощение 󰑬адачи (применение прибли󰑨енных, эвристических методов) с помощ󰑭󰑧
отсечени󰑱 и󰑬лишних вариантов перебора на основе име󰑧щихс󰑱 󰑬наний. Пре󰑨де все-
го сни󰑨ение сло󰑨ности (ра󰑬мерности) достигаетс󰑱 с помощ󰑭󰑧 кластери󰑬ации сети.
При этом количество агентов и депо, их располо󰑨ение, количество кластеров мо󰑨ет
быт󰑭 󰑬адано, искомо или быт󰑭 прои󰑬вол󰑭ным.

Следу󰑱 идеологии сведени󰑱 исходной 󰑬адачи к нескол󰑭ким 󰑬адачам мен󰑭шей ра󰑬-
мерности, рассмотрим следу󰑧щий подход к решени󰑧 󰑬адачи маршрути󰑬ации дл󰑱
многих агентов. Пуст󰑭 m = 2 (два агента).

Алгоритм решени󰑱 󰑬адачи дл󰑱 двух коммиво󰑱󰑨еров (AmTSP )

Вход: сет󰑭 S = (G,C), G = (U, V ), n = |V |, U 󰯹 мно󰑨ество дуг,
C 󰯹 матрица рассто󰑱ний (весов); информаци󰑱 о структуре сети.

Выход: маршруты коммиво󰑱󰑨еров, длина общего маршрута.

1: Провести кластери󰑬аци󰑧 сети: S = S1∪S2, G = G1∪G2, V = V1∪V2 (V1∩V2 = ∅)
2: На сет󰑱х S1, S2 сформироват󰑭 󰑬адачи коммиво󰑱󰑨еров,

выписат󰑭 все основные и дополнител󰑭ные ограничени󰑱.
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3: Трансформироват󰑭 󰑬адачи коммиво󰑱󰑨еров к 󰑬адачам псевдобулевой
оптими󰑬ации с ДНФ ограничени󰑱ми.

4: Найти решени󰑱 󰑬адач с ДНФ ограничени󰑱ми.
5: Провести локал󰑭ные преобра󰑬овани󰑱, обменива󰑱с󰑭 вершинами мно󰑨еств V1, V2.

Добавление вершины приводит к и󰑬менени󰑧 ДНФ ограничений (добавление
интервалов кон󰑫󰑧нкций). Алгоритм остаетс󰑱 полиномиал󰑭ным.

6: Выбрат󰑭 лучший вариант (или провести 󰑬аданное число итераций).
7: Получит󰑭 решение исходной 󰑬адачи.

Ка󰑨дый шаг алгоритма AmTSP конкрети󰑬ируетс󰑱 в 󰑬ависимости от структуры
(сло󰑨ности) исходной сети и всей име󰑧щейс󰑱 информации (󰑬наний).

Уточним шаги 4, 5 алгоритма AmTSP с точки 󰑬рени󰑱 преодолени󰑱 неопреде-
ленности (дл󰑱 m = 2, аналогична󰑱 ситуаци󰑱 дл󰑱 m > 2). 󰑪адачи псевдобулевой
оптими󰑬ации дл󰑱 ка󰑨дого кластера име󰑧т вид:

min f1(x̃) = min(c1, x̃), F1(x̃) = 0,

min f2(x̃) = min(c2, x̃), F2(x̃) = 0,

ck = (ck11, c
k
12, . . . , c

k
nn) ≡ (ck1, c

k
2, . . . , c

k
j , . . . , c

k
N),

x̃ ∈ BN , N = n2, Fk(x̃) ∈ P2(N), k = 1, 2.

(44)

В том случае, когда кластеры определены единственным обра󰑬ом, а целевые
функции и ограничени󰑱 󰑬аданы точно, решение полученных 󰑬адач на кластерах сво-
дитс󰑱 к расшифровке монотонной функции алгебры логики (или к поиску ее верхних
нулей). В более общем случае модели mTSP получены как неполное представление
исходной 󰑬адачи mTSP , когда в ре󰑬ул󰑭тате кластери󰑬ации (или при другом сведе-
нии к 󰑬адаче мен󰑭шей ра󰑬мерности) при исследовании линейной модели не удалос󰑭
получит󰑭 полну󰑧 информаци󰑧 об ее ограничени󰑱х. Но, по дока󰑬анному выше, Fj(x̃)

󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 монотонными функци󰑱ми алгебры логики.
Будем предполагат󰑭, что существу󰑧т мно󰑨ества

MFk
k0 =

󰀋
x̃ ∈ BN : Fk(x̃) = 0

󰀌
; MFk

k1 =
󰀋
x̃ ∈ BN : Fk(x̃) = 1

󰀌
;

M fk
k0 =

󰀋
x̃ ∈ BN : fk(x̃) = 0

󰀌
; M fk

k1 =
󰀋
x̃ ∈ BN : fk(x̃) = 1

󰀌
, k = 1, 2.

(45)

С по󰑬иции первого коммиво󰑱󰑨ера (k = 1) Fk(x̃)󰯹 функци󰑱, определ󰑱󰑧ща󰑱 допу-
стимые решени󰑱, 󰑬адана частично с помощ󰑭󰑧 ука󰑬ани󰑱 мно󰑨еств наборов M fk

k0 ,M
fk
k1

(прецедентов или фактов), т. е. 󰑬аданы некоторые частичные функции алгебры ло-
гики fk, k = 1, 2.

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (49)’ 2020



48 М. С. Германчук

Пуст󰑭 Φk 󰯹 мно󰑨ество монотонных функций алгебры логики и󰑬 P2(n), принима-
󰑧щих 󰑬начение 󰯺0󰯻 на мно󰑨естве M fk

0k и 󰑬начение 󰯺1󰯻 на мно󰑨естве M fk
1k , а Zk(Φk)󰯹

мно󰑨ество всех верхних нулей всех функций и󰑬 Φk.
Непротиворечивым решением 󰑬адач (44) на󰑬ываетс󰑱 такой набор z̃∗k ∈ Zk(Φk), что

N󰁛

j=1

ckj z
∗
j = min

z∈Zk(Φk)

N󰁛

j=1

ckj zj.

Не тер󰑱󰑱 общности, мо󰑨но считат󰑭, что булевы переменные упор󰑱дочены так,
что ck1 > . . . > ckN . Это легко выполнит󰑭 дл󰑱 л󰑧бой исходной 󰑬адачи.

Теорема 5. Функци󰑱 fk ∈ P2(N), не 󰑱вл󰑱󰑧ща󰑱с󰑱 константой, монотонна тогда
и тол󰑭ко тогда, когда дл󰑱 л󰑧бых пар вершин x̃, ỹ ∈ BN таких, что fk(x̃) = 1,
fk(ỹ) = 0, найдетс󰑱 переменна󰑱 с номером i ∈ {1, 2, . . . , N} така󰑱, что xi = 1, yi = 0.

Дока󰑬ател󰑭ство. Необходимост󰑭. Дока󰑨ем необходимост󰑭 методом от противного.
Пуст󰑭 fk ∈ P2(N) не константа, монотонна и не существует переменной с номером
i ∈ {1, 2, . . . , N} такой, что xi = 1, yi = 0, т. е. xi 󰃑 yi, i = 1, N . Тогда x̃ 󰃙 ỹ, но
fk(x̃) > fk(ỹ), что противоречит услови󰑧 монотонности функции fk.

Достаточност󰑭. Рассмотрим три мно󰑨ества пар наборов x̃, ỹ ∈ BN :

Wk1 = {(x̃, ỹ) : fk(x̃) = 1, fk(ỹ) = 0};

Wk2 = {(x̃, ỹ) : fk(x̃) = 0, fk(ỹ) = 1};
Wk3 = {(x̃, ỹ) : fk(x̃) = fk(ỹ)}.

Пуст󰑭 x̃ ∈ Wk1. Тогда fk(x̃) > fk(ỹ) и по услови󰑧 теоремы ∃i : xi > yi. Следова-
тел󰑭но, либо x̃ ≻ ỹ, либо наборы x̃ и ỹ 󰯹 несравнимы. Дл󰑱 всех сравнимых наборов
и󰑬 Wk1 имеем: x̃ ≻ ỹ и fk(x̃) > fk(ỹ).

Аналогично провер󰑱етс󰑱 выполнение услови󰑱 монотонности функции fk на мно-
󰑨ества Wk2.

Пуст󰑭 x̃ ∈ Wk3, тогда fk(x̃) = fk(ỹ), в том числе всегда, когда x̃ 󰃙 ỹ. Учитыва󰑱,
что об󰑫единение Wk1 ∪Wk2 ∪Wk3 содер󰑨ит л󰑧бу󰑧 пару вершин куба BN , получаем,
что fk 󰯹 монотонна󰑱 функци󰑱: если x̃ 󰃙 ỹ, то fk(x̃) 󰃑 fk(ỹ). □

На основании теоремы 5 мо󰑨но сделат󰑭 следу󰑧щий вывод. Если во мно󰑨ествах
M fk

k0 и M fk
k1 частичной функции алгебры логики fk найдутс󰑱 такие наборы α̃ ∈ M fk

k0

и β̃ ∈ M fk
k1 , что не существует переменной с номером i ∈ {1, . . . , N}, дл󰑱 которой

αi < βi, то fk не мо󰑨ет быт󰑭 доопределена монотонной функцией.
Пуст󰑭 частична󰑱 функци󰑱 fk доопределена монотонной функцией ϕk. Необхо-

димо, чтобы M fk
k1 ⊆ Mϕk

k1 , M fk
k0 ⊆ Mϕk

k0 , следовател󰑭но, л󰑧бой набор и󰑬 M fk
k1 дол󰑨ен
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покрыват󰑭с󰑱 некоторым интервалом Nk
j ⊆ Mϕk

k1 , но Nk
j не дол󰑨ен содер󰑨ат󰑭 точек и󰑬

M fk
k0 , ка󰑨дый набор и󰑬 M fk

k0 дол󰑨ен покрыват󰑭с󰑱 некоторым интервалом Nk
L ⊆ Mϕk

k0 ,
но Nk

L не дол󰑨ен содер󰑨ат󰑭 точек и󰑬 M fk
k1 . Класс монотонных функций ϕk, доопре-

дел󰑱󰑧щих fk, обо󰑬начим Φk ⊂ Mk. Функции класса Φk определ󰑱󰑧т мно󰑨ество:

Φk = {gk ∈ P2(N) : gk(x̃) = ϕk(x̃),ϕk ∈ Φk} .

Л󰑧ба󰑱 функци󰑱 мо󰑨ет быт󰑭 представлена сокращенной ДНФ так, что мо󰑨ет
быт󰑭 ука󰑬ан набор максимал󰑭ных вне M fk

k1 интервалов, покрыва󰑧щих все точки и󰑬
мно󰑨ества M fk

k0 .
Рассмотрим л󰑧бой максимал󰑭ный интервал Nk

L ⊆ M g1
k1 прои󰑬вол󰑭ной функции

gk ∈ Φk и соответству󰑧щу󰑧 ему элементарну󰑧 кон󰑫󰑧нкци󰑧 L = xi1& . . .&xir . Вхо󰑨-
дение переменных в просту󰑧 импликанту тол󰑭ко с инверси󰑱ми дока󰑬ываетс󰑱 с уче-
том монотонности функции gk(x̃).

Л󰑧бой набор α̃ ∈ Nk
L 󰑱вл󰑱етс󰑱 допустимым решением и в этом наборе

αi1 = 0, . . . , αir = 0. Среди всех наборов α̃ ∈ Nk
L наибол󰑭шее 󰑬начение целевой

функции будет достигат󰑭с󰑱 на наборе, в котором αj = 1 дл󰑱 всех j и󰑬 мно󰑨ества
{1, 2, . . . , N} \ {i1, i2, . . . , ir}. На󰑬овем такой набор экстремал󰑭ным.

Если тепер󰑭 дл󰑱 ка󰑨дой простой импликанты всех функций и󰑬 мно󰑨ества Φk

выбрат󰑭 экстремал󰑭ный набор, то в полученном мно󰑨естве будут содер󰑨ат󰑭с󰑱 все
непротиворечивые решени󰑱 󰑬адачи.

Ра󰑬личные доопределени󰑱 функции fk функци󰑱ми ϕk ∈ Φk отлича󰑧тс󰑱 󰑬начени-
󰑱ми ϕk(x̃) на мно󰑨естве BN\

󰁱
M fk

k0 ∪M fk
k1

󰁲
, поэтому простые импликанты ра󰑬лич-

ных функций gk и󰑬 Φk могут отличат󰑭с󰑱 рангом. Экстремал󰑭на󰑱 постановка 󰑬адачи
требует и󰑬 всех простых импликант всех функций gk ∈ Φk выделит󰑭 кратчайшие.
Дл󰑱 построени󰑱 таких простых импликант с инверси󰑱ми, необходимыми дл󰑱 л󰑧бых
доопределений, мо󰑨но испол󰑭󰑬оват󰑭 следу󰑧щий

Алгоритм построени󰑱 простых импликант

1: Дл󰑱 ка󰑨дого набора α̃ ∈ M fk
k0 выписат󰑭 кон󰑫󰑧нктивну󰑧 нормал󰑭ну󰑧 форму

(КНФ) Kk(α̃), ка󰑨да󰑱 ди󰑬󰑫󰑧нкци󰑱 которой состоит и󰑬 переменных xi (с инверси󰑱-
ми) таких, что αi < βi дл󰑱 одного и󰑬 наборов β̃ ∈ M fk

k1 ; КНФ Kk(α̃) будет содер󰑨ат󰑭
mk

1 =
󰀏󰀏󰀏M fk

k1

󰀏󰀏󰀏 ди󰑬󰑫󰑧нкций 󰯹 число наборов в мно󰑨естве M fk
k1 .

2: В полученных КНФ Kk(α̃1), . . . , Kk(α̃mk
0
), где mk

0 = |M fk
k0 | (число наборов в M fk

k0 )
раскрыт󰑭 скобки и выполнит󰑭 операции поглощени󰑱, получа󰑱 ДНФ D1, . . . , Dmk

0
.

3: 󰑪аписат󰑭 ДНФ D1 ∨ . . .∨Dm0 и выполнит󰑭 все во󰑬мо󰑨ные операции поглощени󰑱.
Будет получена ДНФ D(Φk).
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Мно󰑨ества M fk
k0 и M fk

k1 , 󰑱вл󰑱󰑧щиес󰑱 част󰑭󰑧 исходной информации в 󰑬адаче (44)
и содер󰑨ащие (mk

0 + mk
1) двоичных наборов, мо󰑨но рассматриват󰑭 как стандарт-

ну󰑧 обуча󰑧щу󰑧 информаци󰑧 󰑬адачи Zk распо󰑬навани󰑱: в обуча󰑧щей таблице
T k
mk

0m
k
1
= M fk

k0 ∪ M fk
k1 , наборы x̃ ∈ M fk

k0 относ󰑱тс󰑱 к классу Kk
1 допустимых решений

󰑬адачи (44), а x̃ ∈ M fk
k1 󰯹 к классу Kk

2 недопустимых решений.
Обо󰑬начим чере󰑬 Ak

z = Ak
z(Tmk

0m
k
1
, x̃) алгоритм распо󰑬навани󰑱 класса прои󰑬вол󰑭-

ного набора x̃ ∈ BN\Tmk
0m

k
1
; пуст󰑭 Ak∗

Z 󰯹 корректный алгоритм:

Ak∗
z (Tmk

0m
k
1
, x̃) =

󰀫
1, x̃ ∈ Kk

2 = Bn\Ωk,

0, x̃ ∈ Kk
1 = Ωk, k = 1, 2.

Очевидно, что если информаци󰑱 в Tmk
0m

k
1

достоверна, и алгоритм Ak∗
z относит

экстремал󰑭ный набор x̃∗, 󰑱вл󰑱󰑧щийс󰑱 непротиворечивым решением 󰑬адачи (44), к
классу Kk

1 = Ωk, то x̃∗ 󰑱вл󰑱етс󰑱 решением 󰑬адачи

min
n󰁛

i=1

cki xi/x̃ ∈ Ωk.

Пуст󰑭 алгоритм Ak
z 󰯹 экстремал󰑭ный в некотором классе алгоритмов распо󰑬на-

вани󰑱 или построен с применением корректиру󰑧щих (алгебраических) методов, т. е.
󰑱вл󰑱етс󰑱 в некотором смысле наилучшим дл󰑱 решени󰑱 󰑬адачи Zk(Tmk

0m
k
1
, x̃).

Подход к решени󰑧 mTSP, как 󰑬адачи линейного псевдобулевого программирова-
ни󰑱 с частично 󰑬аданными ограничени󰑱ми с применением алгоритмов распо󰑬навани󰑱
обра󰑬ов, состоит в следу󰑧щем:

1) при помощи алгоритма находитс󰑱 мно󰑨ество экстремал󰑭ных наборов
ℵk = {x̃∗} дл󰑱 󰑬адачи (44-45);

2) алгоритм Ak
z определ󰑱ет принадле󰑨ност󰑭 экстремал󰑭ных наборов и󰑬 ℵk к клас-

су K1; ℵk
A ⊆ ℵk; ℵk

A =
󰁱
x̃∗ ∈ ℵk : A(Tmk

0m
k
1
, x̃∗) = 0

󰁲
;

3) если ℵk
A ∕= 0, то вход󰑱щий в него экстремал󰑭ный набор, которому соответствует

наибол󰑭шее 󰑬начение целевой функции, об󰑫󰑱вл󰑱етс󰑱 решением 󰑬адачи;
4) если ℵk

A = 0, то к мно󰑨еству M fk
k1 добавл󰑱󰑧тс󰑱 наборы ℵk, т. е. M fk

k1 := M fk
k1 ∪ℵk,

и повтор󰑱етс󰑱 п. 1), внутри которого обеспечиваетс󰑱 проверка монотонности, обес-
печива󰑧ща󰑱 линейност󰑭 модели.

󰑪амечание 1. Добавление к мно󰑨еству M fk
k1 мно󰑨ества экстремал󰑭ных наборов ℵk

равносил󰑭но переопределени󰑧 дл󰑱 некоторых функций алгебры логики верхних ну-
лей единицами.

Линейност󰑭 󰑬адачи mTSP по󰑬волила эффективно 󰯺су󰑬ит󰑭󰯻 област󰑭 поиска ре-
шени󰑱, что обеспечиваетс󰑱 ука󰑬анным алгоритмом (см. [14] по су󰑨а󰑧щим 󰑬апросам).
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󰑪акл󰑧чение

Представлена методика решени󰑱 󰑬адач маршрути󰑬ации многих агентов-
коммиво󰑱󰑨еров на сет󰑱х бол󰑭шой ра󰑬мерности и сло󰑨ной структуры. Предлагает-
с󰑱 испол󰑭󰑬оват󰑭 дл󰑱 под󰑬адач мен󰑭шей ра󰑬мерности методику сведени󰑱 к полино-
миал󰑭но ра󰑬решимым 󰑬адачам и примен󰑱т󰑭 полиномиал󰑭ные алгоритмы с учетом
специфики класса таких 󰑬адач. Приведена формали󰑬аци󰑱 󰑬адач mTSP к 󰑬адачам
псевдобулевой условной оптими󰑬ации и получено представление в виде 󰑬адачи псев-
добулевой оптими󰑬ации с ДНФ ограничени󰑱ми. В такой постановке решение 󰑬адач
mTSP на сло󰑨ных сетевых структурах мо󰑨но отнести к 󰑬адачам интеллектуал󰑭-
ного планировани󰑱, в которых сочета󰑧тс󰑱 стратегии поиска и логического вывода
на 󰑬нани󰑱х. Выбранный подход по󰑬волил моделироват󰑭 неопределенност󰑭 󰑬адачи.
Действител󰑭но, действи󰑱 по кластери󰑬ации сети с учетом ее структуры не 󰑱вл󰑱етс󰑱
окончател󰑭ным дл󰑱 ка󰑨дого агента, так как присутствует неопределенност󰑭 в опре-
делении границ кластера. Процедура нахо󰑨дени󰑱 маршрутов итерационна󰑱, дл󰑱 оп-
тимал󰑭ности mTSP необходимо уточн󰑱т󰑭 вершины сети, принадле󰑨ащие конкрет-
ному агенту. Представленные теоретические ре󰑬ул󰑭таты и алгоритмы могут быт󰑭
испол󰑭󰑬ованы дл󰑱 прикладных 󰑬адач mTSP и в ра󰑬работках по интеллектуал󰑭ному
управлени󰑧 в многоагентных системах совместного построени󰑱 маршрутов многими
агентами-коммиво󰑱󰑨ерами.
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Linear Quadratic Game of N Persons as the Analog of Antagonistic
Game.

Zhukovskiy V. I., Samsonov S. P., Zhukovskaya L. V., Mukhina Yu. S.,
Romanova V. E.

Abstract. Publications on mathematical game theory with many (not less than 2) players
one can conditionally distribute in four directions: noncooperative, hierarchical, cooperative
and coalition games. The two last in its turn are divided in the games with side and nonside
payments and respectively in the games with transferable and nontransferable payoffs. If the
first ones are being actively investigated (St. Petersburg State Faculty of Applied Mathematics
and Control Processes, St. Petersburg Economics and Mathematics Institute, Institute of
Applied Mathematical Research of Karelian Research Centre RAS), then the games with
nontransferable payoffs are not covered. Here we suggest to base on conception of objections and
counterobjections. The initial investigations were published in two monographies of E. I. Vilkas,
the Lithuanian mathematician (the pupil of N. N. Vorobjev, the professor of St. Petersburg
University). For the differential games this conception was first applied by E. M. Waisbord
in 1974, then it was continued by the first author of the present article combined with
E. M. Waisbord in the book 󰯺Introduction in the theory of differential games of n-persons and
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its application󰯻 M.: Sovetskoye Radio, 1980, and in monography of Zhukovskiy 󰯺Equilibrium
of objections and counterobjections󰯻, M.: KRASAND, 2010. However before formulating tasks
of coalition games, to which this article is devoted, we return to noncoalition variant of many
persons game. Namely we consider noncooperation game in normal form, defined by ordered
triple:

GN = 〈N, {Xi}i∈N, {fi(x)}i∈N〉.
Here N = {1, 2, . . . , N ≥ 2}󰯹 set of ordinal numbers of players, each of them (see later) chooses
its strategy xi ∈ Xi ⊆ Rni (where by the symbol Rk, k ≥ 1, as usual, is denoted k-dimensional
real Euclidean space, its elements are ordered sets of k-dimensional numbers, as well Euclidean

norm 󰀂 · 󰀂 is used); as a result situation x = (x1, x2, . . . , xN ) ∈ X =
󰁔
i∈N

Xi ⊆ R
󰁓
i∈N

ni

form in the

game. Payoff functions fi(x) are defined on set X of situations x for each players:

f1(x) =

N󰁛

j=1

x
′
jD1jxj + 2d

′
11x1,

f2(x) =

N󰁛

j=1

x
′
jD2jxj + 2d

′
22x2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fN (x) =

N󰁛

j=1

x
′
jDNjxj + 2d

′
NNxN .

In the opinion of luminaries of game theory to equilibrium as acceptable solution of
differential game has to be inherent the property of stability: the deviation from it of individual
player cannot increase the payoff of deviated player. The solution suggested in 1949 (at that
time by the 21 years old postgraduate student of Prinston University John Forbs Nash (jun.)
and later named Nash equilibrium 󰯹 NE) meets entirely this requirement. The NE gained
certainly 󰯺the reigning position󰯻 in economics, sociology, military sciences. In 1994 J. F. Nash was
awarded Nobel Prize in economics (in a common effort with John Harsanyi and R. Selten) 󰯺for
fundamental analysis of equilibria in noncooperative game theory󰯻. Actually Nash developed the
foundation of scientific method that played the great role in the development of world economy. If
we open any scientific journal in economics, operation research, system analysis or game theory
we certainly find publications concerned NE. However 󰯺And in the sun there are the spots󰯻,
situations sets of Nash equilibrium must be internally and externally unstable. Thus, in the
simplest noncoalition game of 2 persons in the normal form

〈{1, 2}, {Xi = [−1, 1]}i=1,2, {fi(x1, x2) = 2x1x2 − x2i }i=1,2〉

set os Nash equilibrium situations will be

Xe = {xe = (xe1, xe2) = (α,α) | ∀α = const ∈ [−1, 1]}, fi(x
e) = α2 (i ∈ 1, 2).
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For elements of this set (the segment of bisectrix of the first and the third quarter of
coordinate angle), firstly, for x(1) = (0, 0) ∈ X(e) and x(2) = (1, 1) ∈ Xe we have
fi(x

(1)) = 0 < fi(x
(2)) = 1 (i = 1, 2) and therefore the set Xe is internally unstable, secondly,

fi(x
(1)) = 0 < fi(

1
4 ,

1
3) (i = 1, 2) and therefore the set Xe is externally unstable. The external

just as the internal instability of set of Nash equilibrium is negative for its practical use. In
the first case there exists situation which dominates NE (for all players), in the second case
this situation is Nash equilibrium. Pareto maximality of Nash equilibrium situation would
allow to avoid consequences of external and internal instability. However such coincidence is
an exotic phenomenon. Thus to avoid trouble connected with external and internal instability
then we add the requirement of Pareto maximality to the notion of equilibrium of objections
and counterobjections offered below. However we first of all reduce generally accepted solution
concepts 󰯹 NE and BE for the game GN . It is proved in the article that in mathematical model
both NE and BE are absent but there exist equilibria of objections and conterobjections as well
as sanctions and countersanctions and simultaneously Pareto maximality.

Keywords: noncooperative games, Nash and Berge equilibrium, sanctions and countersanctions,
games and countergames, Pareto maximum.

Введение

Публикации по математической теории игр со многими (не менее двух) игро-
ками мо󰑨но условно распределит󰑭 по четырем направлени󰑱м: бескоалиционные,
иерархические, кооперативные и коалиционные игры. Новому подходу в первом и󰑬
них посв󰑱щена насто󰑱ща󰑱 стат󰑭󰑱. Последние два направлени󰑱, в сво󰑧 очеред󰑭, ра󰑬-
дел󰑱󰑧тс󰑱 на игры с побочными и бе󰑬 побочных плате󰑨ей (соответственно на иг-
ры с трансферабел󰑭ными и нетрансферабел󰑭ными выигрышами). Если первые и󰑬
них активно исследу󰑧тс󰑱 в Санкт-Петербургской научной школе по математиче-
ской теории игр (Санкт-Петербургский госуниверситет факул󰑭тет прикладной мате-
матики и процессов управлени󰑱, Санкт-Петербургский экономико-математический
институт РАН, институт прикладных математических исследований Карел󰑭ского
научного центра РАН), то игры с нетрансферабел󰑭ными выигрышами не охваче-
ны. Мы предлагаем в перечисленных трех направлени󰑱х ба󰑬ироват󰑭с󰑱 на концеп-
ции угро󰑬 и контругро󰑬. Начало ее поло󰑨ено в публикаци󰑱х литовского математи-
ка Э. Й. Вилкаса в его двух монографи󰑱х [1,2] вос󰑭мидес󰑱тых годов прошлого века
(ученика петербургского профессора Н. Н. Вороб󰑭ева). Дл󰑱 дифференциал󰑭ных игр
впервые, повидимому, применил Э. М. Вайсборд в 1974 г., 󰑬атем подхватил первый
автор насто󰑱щей стат󰑭и в [4] совместной с Э. М. Вайсбордом книге 󰯺Введение в тео-
ри󰑧 дифференциал󰑭ных игр нескол󰑭ких лиц и её прило󰑨ение󰯻, М.: Советское радио,
1980 г. и 󰑬атем продол󰑨ено В. И. 󰑮уковским [5] в монографии 󰯺Равновесие угро󰑬 и
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контругро󰑬󰯻, М.: КРАСАНД 2010. Однако, пре󰑨де чем формулироват󰑭 󰑬адачи беско-
алиционных игр, которым посв󰑱щена данна󰑱 стат󰑭󰑱, вернемс󰑱 к бескоалиционному
варианту игры многих лиц. Именно, рассмотрим бескоалиционну󰑧 игру в нормал󰑭-
ной форме, определенну󰑧 упор󰑱доченной тройкой

GN = 〈N, {Xi}i∈N, {fi(x)}i∈N〉. (1)

󰑪дес󰑭 N = {1, 2, . . . , N ≥ 2}󰯹 мно󰑨ество пор󰑱дковых номеров игроков, ка󰑨дый и󰑬
которых выбирает сво󰑧 стратеги󰑧 xi ∈ Xi ⊆ Rni (где символом Rk, k ≥ 1, как
обычно, обо󰑬начаетс󰑱 k -мерное действител󰑭ное евклидово пространство, элементами
которого 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 наборы и󰑬 k действител󰑭ных чисел, испол󰑭󰑬уетс󰑱 так󰑨е евкли-
дова норма 󰀂 · 󰀂 и скал󰑱рное прои󰑬ведение); в ре󰑬ул󰑭тате в игре GN обра󰑬уетс󰑱

ситуаци󰑱 x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ X =
󰁔
i∈N

Xi ⊆ R
󰁓
i∈N

ni

. На мно󰑨естве X ситуаций x

определена функци󰑱 выигрыша fi(x) ка󰑨дого i-го игрока:

fi(x) =
N󰁛

j=1

x
′

jDijxj + 2d
′

iixi (i ∈ N), (2)

󰑬начени󰑱 которых на󰑬ыва󰑧тс󰑱 выигрышем i-го игрока (который i-й игрок стремитс󰑱
увеличит󰑭). Не ограничива󰑱 общности, далее предполагаем, что nj × nj 󰯹 матрицы
Dij посто󰑱нны и симметричны, штрих сверху о󰑬начает операци󰑧 транспонировани󰑱,
например: x′

j 󰯹 nj-вектор-строка, dii 󰯹 посто󰑱нный ni-вектор.
В экономических модел󰑱х квадратична󰑱 форма и󰑬 (2) иногда описывает инвести-

ции, внесённые j-ым игроком в i-е прои󰑬водство. Тогда i-й игрок стремитс󰑱 увели-
чит󰑭 (2), при Dii > 0 (квадратична󰑱 форма x

′
iDiixi определенно поло󰑨ител󰑭на), все

󰑨е ограничива󰑱 ее беспредел󰑭ный рост (с помощ󰑭󰑧 линейного слагаемого 󰯹 скал󰑱р-
ного прои󰑬ведени󰑱 2d

′
iixi и󰑬 (2)), при этом ориентиру󰑱с󰑭 на противодействие остал󰑭-

ных игроков, конечно, дл󰑱 Dij < 0 (j ∕= i). Как ра󰑬 это обсто󰑱тел󰑭ство и об󰑫󰑱сн󰑱ет
на󰑬вание насто󰑱щей стат󰑭и. Далее построение равновеси󰑱 санкций и контрсанкций
осуществлено как ра󰑬 при Dii > 0, Dij < 0 (i, j ∈ N; j ∕= i).

По мнени󰑧 корифеев математической теории игр равновеси󰑧, как приемлемо-
му решени󰑧 игры, и дол󰑨но быт󰑭 присуще свойство устойчивости: отклонение от
него отдел󰑭ного игрока не дол󰑨но увеличит󰑭 выигрыш отклонившегос󰑱. Решение,
предло󰑨енной [6,7] в 1949 г. (тогда двадцатиоднолетним аспирантом Принстонского
университета Д󰑨оном Форбсом Нэшем (мл) и на󰑬ванное впоследствии равновеси-
ем по Нэшу (РН)) полност󰑭󰑧 отвечает этому требовани󰑧; РН уверенно 󰑬авоевало
󰯺царству󰑧щее поло󰑨ение󰯻 в экономике, социологии, военных науках. Д󰑨ону Нэшу
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в 1994 г., ровно чере󰑬 45 лет, была прису󰑨дена Нобелевска󰑱 преми󰑱 по экономи-
ке (совместно с Д󰑨оном Харшан󰑭и и Рейхардом 󰑪ел󰑭теном) 󰯺󰑬а фундаментал󰑭ный
анали󰑬 равновеси󰑱 в теории некооперативных игр󰯻. Фактически Нэш со󰑬дал осно-
вы научного метода, сыгравшего огромну󰑧 и неоцениму󰑧 рол󰑭 в ра󰑬витии мировой
экономики. Открыва󰑱 тепер󰑭 почти л󰑧бой научный 󰑨урнал по экономике, исследо-
вани󰑧 операций, системному анали󰑬у или теории игр, мы наверн󰑱ка столкнемс󰑱 с
публикаци󰑱ми, каса󰑧щимис󰑱 равновеси󰑱 по Нэшу. Однако 󰯺And in the sun there are
the spots󰯻: мно󰑨ество ситуаций равновеси󰑱 по Нэшу мо󰑨ет быт󰑭 внутренне и внешне
неустойчивым. Так в простейшей бескоалиционной игре двух лиц в нормал󰑭ной фор-
ме

〈{1, 2}, {Xi = [−1, 1]}i=1,2, {fi(x1, x2) = 2x1x2 − x2
i }i=1,2〉

мно󰑨ество равновесных ситуаций по Нэшу будет

Xe = {xe = (xe
1, xe

2) = (α,α) | ∀α = const ∈ [−1, 1]}, fi(x
e) = α2 (i ∈ 1, 2).

Дл󰑱 элементов этого мно󰑨ества (отре󰑬ка биссектрисы 1-ой и 3-ей четверти
координатного угла), во-первых, дл󰑱 x(1) = (0, 0) ∈ Xe и x(2) = (1, 1) ∈ Xe имеем
fi(x

(1)) = 0 < fi(x
(2)) = 1 (i = 1, 2), и поэтому мно󰑨ество Xe внутренне неустой-

чиво, во-вторых, fi(x(1)) = 0 < fi(
1
4
, 1
3
) (i = 1, 2) и поэтому мно󰑨ество Xe внешне

неустойчиво. Внешн󰑱󰑱, так и внутренн󰑱󰑱 неустойчивост󰑭 мно󰑨ества равновесий по
Нэшу 󰯹 негатив при его практическом испол󰑭󰑬овании. В первом случае существует
ситуаци󰑱, котора󰑱 доминирует РН (по всем игрокам), а во втором така󰑱 ситуаци󰑱
да󰑨е не 󰑱вл󰑱етс󰑱 равновесной по Нэшу. И󰑬бе󰑨ат󰑭 последстви󰑱 внешней и внутрен-
ней неустойчивости по󰑬волила бы максимал󰑭ност󰑭 по Парето ситуации равновеси󰑱
по Нэшу. Однако, такое совпадение 󰑱вление скорее эк󰑬отическое (нам и󰑬вестны
лиш󰑭 три случа󰑱 [8; 9, с. 92-93; 10], где имеетс󰑱 такое совпадение). Итак, чтобы
и󰑬бе󰑨ат󰑭 непри󰑱тностей, св󰑱󰑬анных с внешней и внутренней неустойчивост󰑭󰑧,
далее добавл󰑱ем требование максимал󰑭ности по Парето к определени󰑧 равновеси󰑱
санкций и контрсанкций, формали󰑬ованному ни󰑨е. Однако, пре󰑨де всего, приведем
общеприн󰑱тые в бескоалиционных играх пон󰑱ти󰑱 решений 󰯹 равновесие по Нэшу
(РН) и равновесие по Бер󰑨у (РБ) дл󰑱 игры GN .

Определение 1. [6, 7]. Пару (xe, f e = f1(x
e), . . . , fN(x

e)) = X × RN на󰑬ыва󰑧т
равновесием по Нэшу (РН) в игре GN , если

max
xi∈Xi

fi(x
e󰀂xi) = fi(x

e) (i ∈ N).
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Определение 2. [11, p. 27]. Пару (xB, fB = f1(x
B), . . . , fN(x

B)) ∈ X×RN на󰑬ыва󰑧т
равновесием по Бер󰑨у (РБ) в GN , если

max
xi∈X−i

fi(x󰀂xB
i ) = fi(x

B) (i ∈ N).

Далее

−i = {1, 2, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , N} ,

x−i = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xN) ∈ X−i =
󰁜

k∈N
k ∕=i

Xk.

Если определение 1 отвечает 󰯺эгоистическим стремлени󰑱м ка󰑨дого игрока󰯻
󰯺обогатит󰑭с󰑱󰯻 тол󰑭ко самому, то определение 2 соответствует 󰑪олотому правилу
нравственности: поступай с другими так, как бы хотел, чтобы поступали с тобой.
Этот чисто ал󰑭труистический подход получил широкое распространение в христи-
анстве, исламе, иудаи󰑬ме, магометанстве и будди󰑬ме.

Перейдем к равновеси󰑧 санкций и контрсанкций. Впервые в русско󰑱󰑬ычной ли-
тературе похо󰑨ее по󰑱вилос󰑭 в учебнике [17] (см. так󰑨е [18]). Дело в том, что, как
у󰑨е упоминалос󰑭 выше, исследование по󰑬итивных и негативных свойств господству-
󰑧щих в экономике концепции равновеси󰑱 по Нэшу (как решени󰑱 бескоалиционной
игры) посв󰑱щен непрекраща󰑧щийс󰑱 поток публикаций. В основном они св󰑱󰑬аны с
описанной выше неединственност󰑭󰑧 и, как следствие, отсутствием эквивалентности,
в󰑬аимо󰑬амен󰑱емости, внешней неустойчивости, а так󰑨е неустойчивост󰑭󰑧 к одновре-
менному отклонени󰑧 от таких решений двух и более игроков. Игра 󰯺дилемма 󰑬а-
кл󰑧ченных󰯻 вы󰑱вила так󰑨е свойство 󰯺улучшаемости󰯻 󰯹 внешней неустойчивости.
Подробному анали󰑬у таких 󰯺отрицател󰑭ных󰯻 свойств дл󰑱 дифференциал󰑭ных игр
посв󰑱щена книга В. И. 󰑮уковского и Т. Н. Тын󰑱нского [12]. Вывод, к которому при-
вод󰑱т авторы книги: либо испол󰑭󰑬оват󰑭 те ситуации равновеси󰑱 по Нэшу, которые од-
новременно свободны от некоторых и󰑬 ука󰑬анных недостатков, либо следует вводит󰑭
новые пон󰑱ти󰑱 решени󰑱 бескоалиционной игры, которые, облада󰑱 достоинствами си-
туации равновеси󰑱 по Нэшу, по󰑬вол󰑱ли бы и󰑬бавит󰑭с󰑱 от отдел󰑭ных ее недостатков.
Одной и󰑬 таких во󰑬мо󰑨ностей и 󰑱вл󰑱етс󰑱 концепци󰑱 санкций и контрсанкций, ко-
торой и посв󰑱щена насто󰑱ща󰑱 стат󰑭󰑱. Испол󰑭󰑬уемые в ней пон󰑱ти󰑱 основыва󰑧тс󰑱
на и󰑬вестной в классической теории игр концепции угро󰑬 и контругро󰑬. Теоретиче-
ским основанием этой концепции стали работы Э. Й. Вилкаса [1, 2], упоминалас󰑭 в
[13, 14]. Термин 󰯺активное равновесие󰯻 предло󰑨ил Э. Р. Смол󰑭󰑱ков [15] в 1983 г.,
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пон󰑱тие равновеси󰑱 угро󰑬 и контругро󰑬 в дифференциал󰑭ных играх было испол󰑭-
󰑬овано, повидимому, впервые в 1974 г. Э. М. Вайсбордом в [3], а 󰑬атем подхвачено
первым автором насто󰑱щей стат󰑭и и упом󰑱нутой выше книге 1980 г., но примен󰑱-
лас󰑭 и примен󰑱етс󰑱 эта концепци󰑱 в дифференциал󰑭ных играх, по нашему мнени󰑧,
недостаточно активно.

В 󰑬акл󰑧чение нескол󰑭ко слов об испол󰑭󰑬уемой терминологии. 󰯺Угро󰑬а 󰯹 обеща-
ние привнести какое-либо 󰑬ло, непри󰑱тности󰯻 [16, с. 317]. Угро󰑬ы 󰯹 необ󰑱󰑬ател󰑭но
реал󰑭ные действи󰑱, они могут 󰑬акл󰑧чатс󰑱 в сообщении о такого рода действи󰑱х (󰑬а-
пугивание!). Иногда дл󰑱 см󰑱гчени󰑱 󰯺агрессивного характера󰯻 слова 󰯺угро󰑬а󰯻 испол󰑭-
󰑬у󰑧т в некоторых публикаци󰑱х (как синоним) 󰯺во󰑬ра󰑨ени󰑱󰯻, 󰯺санкци󰑱󰯻. Сообщение
о действии игрока 󰯺обнул󰑱󰑧щего󰯻 угро󰑬у на󰑬ыва󰑧т 󰯺контругро󰑬ой󰯻 (контрво󰑬ра󰑨е-
нием, контрсанкцией). Концепци󰑱 угро󰑬 и контругро󰑬, как у󰑨е упоминалос󰑭, по󰑱вл󰑱-
етс󰑱 у󰑨е в начал󰑭ных публикаци󰑱х по матричной теории игр [14], но ограничива󰑧тс󰑱
они, как правило, либо статическим вариантом игры, либо дифференциал󰑭ными иг-
рами, но тол󰑭ко двух лиц [19, 20, 21, 22, 23, 24]. Игры с N > 2 участников почти не
󰑬атрагивалис󰑭, что и 󰑱вилос󰑭 (не в последн󰑧󰑧 очеред󰑭!) толчком к написани󰑧 этой
работы.

Перейдем к некоторым новым пон󰑱ти󰑱м, нечасто встреча󰑧щимс󰑱 в математиче-
ской теории игр.

󰯺Санкци󰑱 (от лат. sanctionis): мера, примен󰑱ема󰑱 государством к правонару-
шител󰑱м и мера, принимаема󰑱 против стороны, нарушившей соглашение, дого-
вор󰯻 [16, с. 1148]. Экономические санкции вкл󰑧ча󰑧т экономические и торговые санк-
ции по отношени󰑧 к другому участнику с цел󰑭󰑧 принудит󰑭 последнего к и󰑬менени󰑧
политического курса. Санкции обычно представл󰑱󰑧т собой ограничение или полное
прекращение торговых и финансовых операций.

Угро󰑬а 󰯹 󰑬апугивание, обещание причинит󰑭 кому-либо вред, 󰑬ло, непри󰑱тности
(Википеди󰑱). 󰯺Коалици󰑱 (от лат. coalitus) 󰯹 об󰑫единение, соглашение, со󰑧󰑬 (госу-
дарств, индивидуумов, партий) дл󰑱 дости󰑨ени󰑱 общих целей󰯻 [16, с. 435]. Члены ко-
алиции могут на 󰯺коалиционных совещани󰑱х󰯻 координироват󰑭 свои действи󰑱, стра-
тегии, но не могут, в силу нетрансферабел󰑭ности выигрышей, перераспредел󰑱т󰑭 вы-
игрыши ме󰑨ду собой. Сами коалиции (с географической точки 󰑬рени󰑱!) могут быт󰑭
местными, регионал󰑭ными, могут со󰑬дават󰑭с󰑱 дл󰑱 решени󰑱 одной или нескол󰑭ких
масштабных долгосрочных проблем. Примерами слу󰑨ат коалиции 󰑬а спасение ле-
сов, о󰑬ера Байкал, национал󰑭ные координационные советы НКО. Коалиции обычно
облада󰑧т наибол󰑭шей силой, если они органично выраста󰑧т и󰑬 общих интересов
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(например, Национал󰑭на󰑱 коалици󰑱 российских органи󰑬аций инвалидов 󰯺󰑪а обра󰑬о-
вание дл󰑱 всех󰯻 или коалици󰑱 󰯺Регионы󰯻). Опыт пока󰑬ывает, что нав󰑱󰑬анные и󰑬вне
коалиции редко вы󰑨ива󰑧т. Примером могут слу󰑨ит󰑭 коалици󰑱 по противодействи󰑧
коррупции, со󰑬дававшихс󰑱 в рамках проекта 󰯺Партнерство в противодействии кор-
рупции󰯻 в Самарской, Томской, Иркутской област󰑱х. Формиру󰑧т коалиции по ра󰑬-
ным причинам. Некоторые и󰑬 причин 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 по сути общими, а некоторые кон-
кретно св󰑱󰑬аны с 󰑬ащитой общественных интересов.

Общие причины предоставл󰑱󰑧т во󰑬мо󰑨ност󰑭:

– делитс󰑱 информацией и ресурсами;
– предоставл󰑱т󰑭 обучение и техническое содействие;
– реагироват󰑭 на местный кри󰑬ис;
– координироват󰑭 планы и их реали󰑬аци󰑧;
– и󰑬бегат󰑭 дублировани󰑱 или 󰑬аполн󰑱т󰑭 пробелы в предоставл󰑱емых услугах.

Причины, св󰑱󰑬анные с 󰑬ащитой общественных интересов, по󰑬вол󰑱󰑧т:

– привлекат󰑭 внимание общества к определенным вопросам и просвещат󰑭 целе-
вые группы;

– усиливат󰑭 политическое вли󰑱ние;
– обеспечиват󰑭 последовател󰑭ност󰑭 коммуникаций и расшир󰑱т󰑭 освещение прес-

сой гра󰑨данских, и󰑬бирател󰑭ных, 󰑧ридических и просветител󰑭ских инициатив
в местном сообществе;

– поддер󰑨иват󰑭 определенные политические решени󰑱 и кандидатуры;
– достигат󰑭 политической победы, которые иначе были бы нево󰑬мо󰑨ны.

1. Вспомагател󰑭ные сведени󰑱

Напомним, что дл󰑱 симметричной посто󰑱нной n × n-матрицы D > 0 (<) о󰑬на-
чает, что квадратична󰑱 форма x

′
Dx определена поло󰑨ител󰑭но (отрицател󰑭но): при

∀xi ∈ Rni квадратична󰑱 форма x
′
iDxi принимает тол󰑭ко поло󰑨ител󰑭ные 󰑬начени󰑱 и

обращаетс󰑱 в нол󰑭 тогда и тол󰑭ко тогда, когда все xi = 0ni
(нулевому ni-вектору), по-

этому справедлива эквиваленци󰑱 D > 0 ⇔ −D < 0 (−D о󰑬начает, что все элементы
матрицы D умно󰑨а󰑧тс󰑱 на −1).

Рассмотрим некоторые свойства корней характеристического уравнени󰑱

∆(λ) = det[D − λEn] = 0

и их оценки и󰑬 [25, 26, 27]. В следу󰑧щих свойствах 1-5, не оговарива󰑱 особо, считаем
n× n-матрицу D вещественной и симметричной (т.е D = D

′), En 󰯹 единична󰑱 n× n-
матрица.
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Далее испол󰑭󰑬уем n× n-матрицу D = (dij)

Свойство 1. Если вещественна󰑱, симметрична󰑱 n× n-матрица D > 0, то
a) все корни уравнени󰑱 ∆(λ) = 0 поло󰑨ител󰑭ны;
b) дл󰑱 Λ-наибол󰑭шего и λ-наимен󰑭шего и󰑬 них (Λ ≥ λ > 0) имеет место цепочка
неравенств

0 < λx
′
x ≤ x

′
Dx ≤ Λx

′
x ∀x ∈ Rn и x ∕= 0n (3)

(0n󰯹 нулевой n-вектор).

Свойство 2. При D < 0 все корни ∆(λ) = 0 отрицател󰑭ны и дл󰑱 наибол󰑭шего −λ и
наимен󰑭шего −Λ и󰑬 них (−Λ ≤ −λ < 0) выполн󰑱етс󰑱 цепочка неравенств

−Λx
′
x ≤ x

′
Dx ≤ −λx

′
x ∀x ∈ Rn, x ∕= 0n. (4)

Свойство 2 сра󰑬у следует и󰑬 свойства 1, ибо дл󰑱 поло󰑨ител󰑭но определенной
D > 0 ⇔ −D < 0, где −D о󰑬начает умно󰑨ение всех элементов n× n-матрицы D на
−1. И󰑬 (3) и (4) сра󰑬у получаем, что наибол󰑭ший корен󰑭 Λ > 0 уравнени󰑱 ∆(λ) = 0

(при D > 0) сра󰑬у дает наимен󰑭ший −Λ, а наимен󰑭ший λ становитс󰑱 наибол󰑭шим
−λ дл󰑱 уравнени󰑱 ∆(λ) = det[D − λEn] = 0 и обратно.

Свойство 3. (теорема А. Гирша и И. Бендиксона [28]). Если D = D
′
> 0, то дл󰑱

наибол󰑭шего корн󰑱 ∆(λ) = 0 будет

Λ ≤ nM, (5)

гду M максимум модулей элементов симметричной вещественной n× n-матрицы D.

Свойство 4. (теорема Г. Фробениуса [29]). Если дл󰑱 посто󰑱нной симметричной n×n-
матрицы D = (dij) и D > 0, то наибол󰑭ший корен󰑭 Λ уравнени󰑱 Λ(λ) = 0 удовлетво-
р󰑱ет услови󰑧

Λ ≤ R, (6)

где R = max
i=1,...,n

Ri, Ri =
n󰁓

j=1

|dij|.

Свойство 5. (теорема В. Паркера [30]). В услови󰑱х свойства 4

Λ ≤ 1

2
S, (7)

где S ест󰑭 сумма элементов i-ой строки и j-го столбца D, а S 󰑱вл󰑱етс󰑱 наибол󰑭шей
и󰑬 этих сумм.

󰑪амечание 1. В книге [27] приведены и р󰑱д других оценок величины характеристи-
ческих корней уравнени󰑱 ∆(λ) = det[D − λEn] = 0.
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Перейдем к двум ма󰑨орантным утвер󰑨дени󰑱м, игра󰑧щим главенству󰑧щу󰑧 рол󰑭
далее при построении 󰑱вного вида равновеси󰑱 санкций и контрсанкций игры GN . Они
будут св󰑱󰑬аны с 󰑬накоопределенност󰑭󰑧 квадратных форм в функци󰑱х выигрыша (2).
Демонстраци󰑧 этих свойств дл󰑱 нагл󰑱дности проведем дл󰑱 функции выигрыша f1(x)

первого игрока.

f1(x) = x
′

1D11x1 + 2d
′

11x1 + x
′

2D12x2 + . . .+ x
′

ND1NxN . (8)

Напомним обо󰑬начение −1 = 2, 3, . . . , N = N \ {1}. Так как все nj × nj-матрицы
симметричны и вещественны, то (8) мо󰑨но представит󰑭 в виде

f1(x) = f1(x1, x−1) = x
′

1D11x1 + 2d
′

11x1 + ϕ1(x−1), (9)

причём ϕ1(x−1) =
N󰁓
j=2

x
′
jD1jxj.

Утвер󰑨дение 1. Каковы бы ни были стратегии x1 ∈ Rn1 первого и стратегии

остал󰑭ных x∗
−1 = (x∗

2, . . . , x
∗
N) ∈ X−1 =

N󰁔
j=2

Xj ⊆ R
N󰁓

j=2
nj

, если D11 > 0, то существу-

ет посто󰑱нна󰑱 α∗
11(x1, x

∗
−1) > 0 така󰑱, что при ∀α > α∗

11(x1, x
∗
−1) дл󰑱 стратегии

xT
1 = αen1 будет

f1(x
T
1 , x

∗
−1) > f1(x1, x

∗
2, . . . , x

∗
N), (10)

󰑬дес󰑭 en1󰯹 n1-вектор-столбец, все компоненты которого равны единице.

Дока󰑬ател󰑭ство. Поло󰑨ив в (8) и (9) вектора xT
1 = αen1 , x∗

−1 = (x∗
2, . . . , x

∗
N) и, в

св󰑱󰑬и с тем, что все n1-компоненты вектора en1 равны единице, получаем

ϕ(x−1) =
N󰁛

j=2

x
′

jD1jxj,

f1(x
T
1 , x

∗
−1) = α2e

′

n1D11en1 + 2α(d
′

11en1) + ϕ(x∗
−1).

Далее, во-первых, согласно (3),

λ11x
′

1x1 ≤ x
′

1D11x1 ∀x1 ∈ Rn1 ,

где λ11 > 0󰯹 наимен󰑭ший и󰑬 корней уравнени󰑱 det[D11−λEn] = 0; во-вторых, дл󰑱 по-

сто󰑱нного n1-вектора-строки d
′
11 = (d

(1)
11 , . . . , d

(n1)
11 ) будет d

′
11en1 =

n1󰁓
j=1

d
(j)
11 и e

′
n1
en1 = n1,

поэтому, с учетом вида f1(x) и󰑬 (3) будет

f1(x
T
1 , x

∗
−1)− f1(x1, x

∗
−1) ≥ α2λ11n1 + 2α

n1󰁛

j=1

d
(j)
11 − x1

′
D11x1 − 2d

′

11x1 =

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (49)’ 2020



66 В. И. 󰑮уковский, С. П. Самсонов, Л. В. 󰑮уковска󰑱, 󰑰. С. Мухина, В. Э. Романова

= λ11n1[α
2 + 2α

1

λ11n1

n1󰁛

j=1

d
(j)
11 − x1

′
D11x1

λ11n1

− 2d
′
11x1

λ11n1

] = (11)

= λ11n1(α− α1)(α− α2),

󰑪дес󰑭 у󰑨е α1 и α2 󰯹 вещественные корни уравнени󰑱

α2 + 2αb+ c = 0, b =
1

λ11n1

ni󰁛

j=1

d
(j)
11 , c = −x1

′
D11x1

λ11n1

− 2d
′
11x1

λ11n1

.

Поэтому при наличии 2-х вещественных корней α1 и α2 выбираем в качестве
α∗
1(x1, x

∗
−1) наибол󰑭ший и󰑬 α1 и α2, если корни комплексные, то 󰑬а α∗(x1, x

∗
1) мо󰑨-

но брат󰑭 л󰑧бое α > 0.
Окончател󰑭но, согласно (11), приходим к справедливости утвер󰑨дени󰑱 1 при

∀α > α∗(x1, x
∗
i ) =

󰀻
󰀿

󰀽
max {α1,α2} , при b2 − 4ac ≥ 0,

∀α > 0, при b2 − 4ac < 0.

□

Аналогично дл󰑱 случа󰑱 D12 < 0 получаем

Утвер󰑨дение 2. Какими бы ни были стратеги󰑱 x2 ∈ Rn2 второго и стратегии

остал󰑭ных x∗
−2 = (x∗

1, x
∗
3, . . . , x

∗
N) ∈ X−2 =

󰁔
j∈N
j ∕=2

Xj ∈ Rn1 × R
N󰁓

j=3
nj

, если D12 < 0,

то существует посто󰑱нна󰑱 α∗
12(x2, x

∗
−2) > 0 така󰑱, что при ∀α > α∗

12(x2, x
∗
−2) дл󰑱

стратегии xC
2 = αen2 будет

f2(x
∗
1, x

C
2 , x

∗
3, . . . , x

∗
N) < f2(x

∗
1, x2, x

∗
3, . . . , x

∗
N), (12)

где, аналогично en1, en2 󰯹 n2-вектор-столбец, все компоненты которого равны еди-
нице.

󰑪аметим, наконец, что, во-первых, именно санкции и соответству󰑧щие контр-
санкции будут реали󰑬ованны в GN с помощ󰑭󰑧 строгих неравенств аналогичных (11)
и (12), во-вторых с помощ󰑭󰑧 утвер󰑨дений 1 и 2 далее будет дока󰑬ано, что в игре GN

и󰑬 (1) и (2) отсутствует равновесие по Нэшу (при D11 > 0), а условие D12 < 0 приво-
дит к тому, что дл󰑱 f1(x) не выполнено условие индивидуал󰑭ной рационал󰑭ности, а
именно, не существует f g

1 , дл󰑱 которого при ∀x ∈ X будет

f1(x) ≥ max
x1∈X1

min
x−1∈X−1

f1(x1, x−1) = min
x−1∈X−1

f1(x
g
1, x−1) = f g

1 .
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2. Максимал󰑭ност󰑭 по Парето в игре GN

Поставим игре GN в соответствие N -критериал󰑭ну󰑧 󰑬адачу

Gυ =
󰀍
X, {fi(x)}i∈N

󰀎
,

в которой мно󰑨ество X ал󰑭тернатив x = (x1, . . . , xN) совпадает с мно󰑨еством X си-
туации x игры GN , а N критериев fi(x) (i ∈ N) определены в (2). На содер󰑨ател󰑭-
ном уровне цел󰑭 ЛПР (лица, принима󰑧щего решение) в 󰑬адаче Gυ 󰯹 выбор такой
ал󰑭тернативы xP ∈ X, при которой все N критериев принимали бы одновременно
во󰑬мо󰑨но бол󰑭шие 󰑬начени󰑱. Общеприн󰑱тым 󰑬дес󰑭 󰑱вл󰑱етс󰑱 пон󰑱тие максимума по
Парето, предло󰑨енного в 1909 г. итал󰑭󰑱нским экономистом, социологом и, кстати,
богатым наследником Вил󰑭фредо Парето.

Определение 3. Ал󰑭тернатива xP = (xP
1 , . . . , x

P
N) ∈ X на󰑬ываетс󰑱 максимал󰑭ной

по Парето в 󰑬адаче Gυ, если дл󰑱 ∀x ∈ X несовместна система и󰑬 N неравенств

fi(x) ≥ fi(x
P ) (i ∈ N),

и󰑬 которых хот󰑱 бы одно строгое; при этом вектор
fP = (fP

1 , . . . , f
P
N ) = (f1(x

P ), . . . , fN(x
P )) на󰑬ываетс󰑱 максимумом по Парето в

󰑬адаче Gυ.
Отметим 󰑬дес󰑭 два обсто󰑱тел󰑭ства, сра󰑬у следу󰑧щих и󰑬 определени󰑱 3.

Свойство 6. Справедлива импликаци󰑱: если при 󰁨x ∈ X будет fi(x̃) > fi(x
P ), то

∃j ∈ N (j ∕= i) : fj(x̃) < fj(x
P ).

Свойство 7. Еcли при каких-либо поло󰑨ител󰑭ных посто󰑱нных α2,α3, . . . ,αN имеет
место

max
x∈X

{f1(x) + α2f2(x) + . . .+ αNfN(x)} = Idem
󰀋
x → xP

󰀌
, (13)

то ал󰑭тернатива xP максимал󰑭на по Парето в 󰑬адаче Gυ. Напомним, что
Idem

󰀋
x → xP

󰀌
о󰑬начает, что в выра󰑨ении в фигурных скобках x 󰑬аменено на xP .

Перейдем к другому пон󰑱ти󰑧 решени󰑱 бескоалиционной игры GN 󰯹 равновеси󰑧
угро󰑬 и контругро󰑬, где, напомним, испол󰑭󰑬уем N -вектор f = (f1, . . . , fN) ∈ RN .

Оно (пон󰑱тие) выгл󰑱дит более громо󰑬дко, чем определение равновесного решени󰑱
по Нэшу и по Бер󰑨у и󰑬 определений 1 и 2.

Именно, пуст󰑭 xP ∈ X максимал󰑭на󰑱 по Парето ситуаци󰑱 в 󰑬адаче Gυ. Будем
считат󰑭, что у первого игрока имеетс󰑱 угро󰑬а на ситуаци󰑧 xP , если у него существует
така󰑱 стратеги󰑱 xT

1 ∈ X1, что

f1(x
T
1 , x

P
2 , . . . , x

P
N) > f1(x

P
1 , x

P
2 , . . . , x

P
N). (14)
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Наличие угро󰑬 не о󰑬начает ее об󰑱󰑬ател󰑭ное применение, а лиш󰑭 󰯺animus
denuntiandi󰯻1. Применение санкций выгодно первому игроку, ибо при этом, согласно
(14), его выигрыш увеличиваетс󰑱 по сравнени󰑧 с выигрышем в ситуации xP . В ответ
на угро󰑬у первого игрока xT

1 , у второго имеетс󰑱 󰯺неполна󰑱󰯻 контругро󰑬а, если у него
существует стратеги󰑱 xC

2 ∈ X2, при которой

f1(x
T
1 , x

C
2 , x

P
3 , . . . , x

P
N) < f1(x

P
1 , x

P
2 , . . . , x

P
N). (15)

И у второго имеетс󰑱 󰯺полна󰑱󰯻 контругро󰑬а (или просто контругро󰑬а), если суще-
ствует у него така󰑱 стратеги󰑱 xC

2 ∈ X2, что одновременно с неравенством (15) вы-
полн󰑱етс󰑱

f2(x
T
1 , x

C
2 , x

P
3 , . . . , x

P
N) > f2(x

P
1 , x

P
2 , . . . , x

P
N). (16)

Аналогично определ󰑱ем контругро󰑬у всех остал󰑭ных игроков от 3-го до N -го в
ответ на угро󰑬у первого.

При наличии ука󰑬анной неполной контругро󰑬ы второй игрок 󰑬а счет выбора сво-
ей стратегии xC

2 приводит, согласно (15), выигрыш первого (угро󰑨а󰑧щего) игрока
к 󰑬начени󰑧, не превосход󰑱щему его первоначал󰑭ный выигрыш в ситуации xP (но
мо󰑨ет и умен󰑭шитс󰑱!). Все происходит как по деви󰑬у Наполеона I 󰯺Order, contre-
order, disorder󰯻2. Таким обра󰑬ом, наличие 󰯺неполной󰯻 контругро󰑬ы 󰯺сводит к нул󰑧󰯻
применение угро󰑬ы первым игроком. В дополнение к этому, 󰯺полна󰑱󰯻 контругро-
󰑬а побу󰑨дает второго к применени󰑧 xC

2 , ибо в полученной в ре󰑬ул󰑭тате угро󰑬 и
контругро󰑬 ситуации (xT

1 , x
C
2 , x

P
3 , . . . , x

P
N) выигрыш второго увеличитс󰑱 по сравнени󰑧

с выигрышем в ситуации (xP
1 , x

P
2 , . . . , x

P
N), сло󰑨ившейс󰑱 при реали󰑬ации максимал󰑭-

ной по Парето ситуации.
В ре󰑬ул󰑭тате становитс󰑱 󰑱сным следу󰑧щий факт: если в ответ на л󰑧бу󰑧 угро󰑬у

какого-либо игрока хот󰑱 бы у одного и󰑬 оставшихс󰑱 имеетс󰑱 контругро󰑬а, то угро󰑬у
примен󰑱т󰑭 не имеет смысла!

Определение 4. Пару (xP , fP = fP (xP )) ∈ X × RN на󰑬овем равновесием угро󰑬 и
контругро󰑬 в игре GN , если
a) ситуаци󰑱 xP ∈ X максимал󰑭на по Парето в N -критериал󰑭ной 󰑬адаче Gυ,
b) в игре GN в ответ на л󰑧бу󰑧 угро󰑬у л󰑧бого игрока, по крайней мере, у одного и󰑬
оставшихс󰑱 имеетс󰑱 контругро󰑬а.

󰑪дес󰑭, снова напомним, что N -вектор f = (f1, . . . , fN), и поэтому опреде-
ление 4 рекомендует всем N игрокам следоват󰑭 своим стратеги󰑱м и󰑬 ситуации

1Намерение пригро󰑬ит󰑭 (лат.)
2Распор󰑱󰑨ение – контрраспор󰑱󰑨ение – беспор󰑱док (фр.)
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xP = (xP
1 , . . . , x

P
N), ибо, во-первых, максимал󰑭на󰑱 по Парето ситуаци󰑱 xP внешне

и внутренне устойчива.
Выполнение условий индивидуал󰑭ной рационал󰑭ности (УИР) дл󰑱

концепции угро󰑬 и контругро󰑬 проведем на примере игры 2-х лиц
Г2 =

󰁇
{1, 2} , {Xi}i=1,2 , {fi(x1, x2)}i=1,2

󰁈
.

Пуст󰑭 дл󰑱 первого игрока существу󰑧т максимин f g
1 и максиминна󰑱 стра-

теги󰑱 xg
1, т.е. f g

1 = max
x1

min
x2

f1(x1, x2) = min
x2

f1(x
g
1, x2). Во󰑬мо󰑨ны два случа󰑱:

f1(x
P ) ≥ f g

1 и f1(x
P ) < f g

1 . В первом случае УИР выполнено, во втором
f1(x

P ) < f g
1 = min

x2

f1(x
g
1, x2) ≤ f1(x

g
1, x

P
2 ) и поэтому, если xg

1 󰑱вл󰑱етс󰑱 угро󰑬ой, тогда,

согласно определени󰑧 4, существует неполна󰑱 контругро󰑬а второго игрока xC
2 ∈ X2

така󰑱, что
f1(x

g
1, x

C
2 ) < f1(x

P ) ⇒ f1(x
P ) > min

x2

f1(x
g
1, x2) = f g

1

(противоречие с f1(x
P ) < f g

1 ).
Наконец, седлова󰑱 точка (x0

1, x
0
2) ∈ X1×X2 󰑱вл󰑱етс󰑱 равновесием угро󰑬 и контру-

гро󰑬 в игре Г2 = 〈{1, 2} , {X1, X2} , {f1(x) = −f2(x) = f(x)}〉. 󰑪аметим, что седлова󰑱
точка (x0

1, x
0
2) ∈ X1 ×X2 игры Г2 определ󰑱етс󰑱 цепочкой соотношений

max
x1

f(x1, x
0
2) = f(x0

1, x
0
2) = min

x2

f(x1, x
0
2) ⇔

⇔ f(x1, x
0
2) ≤ f(x0

1, x
0
2) ≤ f(x1, x

0
2) ∀xi ∈ Xi (i = 1, 2).

Отс󰑧да получаем 2 следстви󰑱: во-первых, л󰑧ба󰑱 ситуаци󰑱 (x1, x2) ∈ X 󰑱вл󰑱етс󰑱
максимал󰑭ной по Парето в игре Г2 (ибо f1(x) = −f2(x) = f(x)), во-вторых, отсут-
ству󰑧т угро󰑬ы на (x0

1, x
0
2) у ка󰑨дого и󰑬 двух игроков.

Отметим так󰑨е, что максимал󰑭ност󰑭 по Парето ситуации xP в N -критериал󰑭ной
󰑬адаче Gυ 󰯺обеспечивает󰯻 ка󰑨дому i-му игроку i ∈ N наибол󰑭ший (в 󰯺векторном
смысле󰯻) выигрыш fi(x

P ) (i ∈ N).

3. Сведени󰑱 и󰑬 математического программировани󰑱

Дл󰑱 скал󰑱рной функции

F (x,α) = f1(x) + α2f2(x) + . . .+ αNfN(x) (17)

векторных аргументов x = (x1, . . . , xN) ∈ R
󰁓
i∈N

ni

, α = (α2, . . . ,αN) ∈ RN−1 вводитс󰑱
[25, с. 109] предел

∂F (x,α)

∂x
= lim

t→0

F (x+ ty)− F (x)

t
= (y, z); (18)
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если предел (18) существует и равен скал󰑱рному прои󰑬ведени󰑧 y
′
z, то вектор z на󰑬ы-

ва󰑧т градиентом F (x,α). Сводка 󰑱вных видов градиентов в [25, с. 109]: в частности,

gradxx
′
d = d, gradxx

′
Dx = (D +D

′
)x, gradxd = 0n,

кроме того гессиан
∂2x

′
Dx

∂x2
= D +D

′
,

где испол󰑭󰑬ованы посто󰑱нные n-вектор d, n × n-матрицы D; причем, если D = D
′ ,

то gradxx
′
Dx = 2Dx.

Наконец, с учетом 󰑱вного вида fi(x) и󰑬 (2), получаем (с учетом (17))

F (x,α) = x
′

1D1(α)x1 + 2d
′

11x1 + x
′

2D2(α)x2 + 2α2d
′

22x2 + . . .

. . .+ x
′

NDN(α)xN + 2αNd
′

NNxN . (19)

Тогда
∂F (x,α)

∂xi

󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏
x=xP

= 2Di(α)xi + 2dii (i ∈ N), (20)

∂2F (x,α)

∂x2
i

󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏
x=xP

= 2Di(α) (i ∈ N). (21)

Достаточным условием существовани󰑱 максимал󰑭ной по Парето ситуации xP 󰑬а-
дачи Gυ, в силу свойства 7, сводитс󰑱 к выполнени󰑧 2-х групп требований

a) градиенты
∂F (x,α)

∂xi

󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏
x=xP

= 0n (i ∈ N), (22)

b) гессианы
∂2F (x,α)

∂x2
i

󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏
x=xP

< 0 (i ∈ N). (23)

Перейдем к нахо󰑨дени󰑧 󰑱вного вида максимума по Парето (xP , fP ) ∈ X × RN

(определение 4). 󰑪дес󰑭 пре󰑨де всего отметим, что фигуриру󰑧щие в (19)-(21) матри-
цы

Di(α) = D1i + α2D2i + . . .+ αNDNi (i ∈ N). (24)

Об󰑫единение (20) с (22) и (21) с (24) приводит к справедливости следу󰑧щего
утвер󰑨дени󰑱.

Лемма 1. Если существу󰑧т N − 1 поло󰑨ител󰑭ных чисел α2, . . . ,αN таких, что
квадратичные формы x

′
iDi(α)xi (i ∈ N) определенно отрицател󰑭ны, то максимум
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по Парето (xP , fP ) ∈ X × RN будет

xP = (xP
1 , . . . , x

P
N), xP

i = −D−1
i (α)dii (i ∈ N),

fP = (fP
1 , . . . , f

P
N ) = f(xP ),

fP
1 = −d

′

11D
−1
1 (α)D11D

−1
1 (α)d11 + d

′

22D
−1
2 (α)D12D

−1
2 (α)d22 + . . . (25)

. . .+ d
′

NND
−1
N (α)D1ND

−1
2 (α)dNN ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fP
N = d

′

11D
−1
1 (α)DN1D

−1
1 (α)d11 + . . .− d

′

NND
−1
N (α)DNND

−1
N (α)dNN .

Дока󰑬ател󰑭ство. Действител󰑭но, и󰑬 (20) и (22) получаем

2Di(α)x
P
i + 2dii = 0ni

⇒ (Di(α) < 0 ⇒ ∃D−1
i (α)) ⇒ xP

i = −D−1
i (α)dii,

т.е. xP = (xP
1 , . . . , x

P
N). Наконец, подставл󰑱󰑱 xP

i = −D−1
i (α)dii и xP = (xP

1 , . . . , x
P
N) в

(2), получаем 󰑱вный вид fP = (f1(x
P ), . . . , fN(x

P )) и󰑬 (25). □

󰑪авершает нахо󰑨дение максимума по Парето в GN рекуррентный алго-
ритм построени󰑱 вектора α∗ = (α∗

2, . . . ,α
∗
N) с поло󰑨ител󰑭ными компонентами

α∗
j (j = 2, . . . , N), 󰯺обеспечившего󰯻 выполнение соотношени󰑱 Di(α

∗) < 0 (i ∈ N).
Это имеет место, если компоненты α∗ ∈ RN 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 поло󰑨ител󰑭ным решением
системы

󰀻
󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀽

D1(α
∗) = D11 + α∗

2D12 + . . .+ α∗
NDN1 < 0,

D2(α
∗) = D12 + α∗

2D22 + . . .+ α∗
NDN2 < 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

DN(α
∗) = D1N + α∗

2D2N + . . .+ α∗
NDNN < 0.

(26)

С учетом (3) и (4), где при Dii > 0, Dij < 0 i, j ∈ N, j ∕= i и числа
Λij > 0, (i, j ∈ N), будет

x
′

iDiixi ≤ Λiix
′

ixi (i ∈ N),

x
′

jDijxj ≤ −Λijx
′

jxj (j ∈ N). (27)

󰑪дес󰑭 Λii > 0 наибол󰑭ший корен󰑭 характеристического уравнени󰑱
det[Dii − λEni

] = 0, а −Λij < 0 наимен󰑭ший корен󰑭 det[Dij − λEnj
] = 0. При-

нима󰑱 во внимание Dij < 0 ⇔ (−1)Dij > 0, согласно (27), услови󰑱 (26) выполн󰑱󰑧тс󰑱,
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если 󰀻
󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀽

Λ11 − α∗
2Λ21 − α∗

3Λ31 − . . .− α∗
NΛN1 < 0,

−Λ12 + α∗
2Λ22 − α∗

3Λ32 − . . .− α∗
NΛN2 < 0,

−Λ13 − α∗
2Λ23 + α∗

3Λ33 − . . .− α∗
NΛN3 < 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−Λ1N−1 − α∗
2Λ2N−1 − . . .+ α∗

N−1ΛN−1N−1 − α∗
NΛNN−1 < 0,

−Λ1N − α∗
2Λ2N − . . .− α∗

N−1ΛN−1N + α∗
NΛNN < 0.

(28)

Далее будем предполагат󰑭, что Dii > 0, Dij < 0 (i, j) ∈ N, j ∕= i и среди игроков
в игре GN существу󰑧т, по крайней мере, два: i-ый и j-ый и󰑬 N, таких, что j ∕= i и

ΛiiΛjj < ΛijΛji (i, j ∈ N, j ∕= i), (29)

где Λii > 0󰯹 наибол󰑭ший и󰑬 корней характеристического уравнени󰑱
det[Dii − λEni

] = 0 и −Λij < 0󰯹 наимен󰑭ший и󰑬 корней det[Dij − λEnj
] = 0.

Перестановкой пор󰑱дковых номеров в N мо󰑨но добит󰑭с󰑱, чтобы соотношение (29)
выполн󰑱лос󰑭 дл󰑱 i = 1 и j = 2. 󰑪дес󰑭 следует имет󰑭 в виду, что пор󰑱дковый номер
игрока выполн󰑱ет в математической модели рол󰑭 имени (фамилии) участника
конфликта. Более того, часто 󰑬адаетс󰑱 ЛПР (лицом, принима󰑧щим решение)
прои󰑬вол󰑭но.

Итак далее, фактически не умен󰑭ша󰑱 общности, будем полагат󰑭, дополнител󰑭но
к Dii > 0, Dij < 0 (i, j ∈ N и j ∕= i), выполнение

Λ11Λ22 < Λ12Λ21, (30)

где, напомним, Λ11 > 0󰯹 наибол󰑭ший корен󰑭 det[Dii − λEni
] = 0, и −Λ12 < 0󰯹 наи-

мен󰑭ший корен󰑭 det[Dij − λEnj
] = 0. Итак, перейдем к рекуррентному способу на-

хо󰑨дени󰑱 поло󰑨ител󰑭ных α∗
2, . . . ,α

∗
N , 󰑱вл󰑱󰑧щимис󰑱 решением N строгих неравенств

(28) при Dii > 0, Dij < 0 (i, j ∈ N и j ∕= i) и (30).

Утвер󰑨дение 3. Предполо󰑨им, что дл󰑱 игры GN (см. (1) и (2))

1) посто󰑱нные, вещественные, симметричные матрицы

Dii > 0, Dij < 0 (i, j ∈ N j ∕= i); (31)

2) имеет место строгие неравенства

ΛiiΛjj < ΛijΛji. (32)
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Тогда система уравнений (28) имеет поло󰑨ител󰑭ные решени󰑱 α∗
2, . . . ,α

∗
N , опреде-

л󰑱емые рекуррентными соотношени󰑱ми

∀α∗
2 ∈

󰀕
Λ11

Λ21

,
Λ21

Λ22

󰀖
,

∀α∗
3 ∈

󰀕
0,

Λ13 + α∗
2Λ23

Λ33

󰀖
,

∀α∗
4 ∈

󰀕
0,

Λ14 + α∗
2Λ24 + α∗

3Λ34

Λ44

󰀖
, (33)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∀α∗
N−1 ∈

󰀕
0,

Λ1N−1 + α∗
2Λ2N−1 + α∗

3Λ3N−1 + . . .+ α∗
N−1ΛN−2N−1

ΛN−1N−1

󰀖
,

∀α∗
N ∈

󰀕
0,

Λ1N + α∗
2Λ2N + α∗

3Λ3N + . . .+ α∗
NΛN−1N

ΛNN

󰀖
.

Дока󰑬ател󰑭ство. Рассмотрим первые два неравенства и󰑬 (30). Так как
α3 > 0, . . . ,αN > 0 и Λ31 > 0, . . . ,ΛN1 > 0, то оба эти неравенства име󰑧т
место, если α2 = α∗

2 удовлетвор󰑱ет эквиваленции
󰀻
󰀿

󰀽
Λ11 − α∗

2Λ21 < 0,

−Λ12 + α∗
2Λ22 < 0;

⇔ Λ11

Λ21

< α∗
2 <

Λ12

Λ22

.

Согласно (32) будет Λ11

Λ21
< Λ12

Λ22
и тогда (конечно, при αj > 0, Λj2 > 0 (j = 3, . . . , N))

первым двум неравенствам и󰑬 (28) удовлетвор󰑱ет л󰑧бое

α2 = α∗
2 ∈

󰀕
Λ11

Λ21

,
Λ21

Λ22

󰀖
.

Переходим к рекуррентному трет󰑭ему неравенству и󰑬 (28). При
αj > 0, Λj3 > 0 (j = 4, . . . , N) этому трет󰑭ему неравенству удовлетвор󰑱ет
л󰑧бое

α3 = α∗
3 ∈

󰀕
0,

Λ13 + α∗
2Λ23

Λ33

󰀖

. . . Методом математической индукции аналогично мо󰑨но пока󰑬ат󰑭, что при
αj > 0, Λji > 0 (j = i+ 1, . . . , N) i-е неравенство и󰑬 (28) реали󰑬уетс󰑱 дл󰑱 л󰑧бых

αi = α∗
i ∈

󰀕
0,

Λ1i + α∗
2Λ2i + α∗

3Λ3i + . . .+ α∗
iΛi−1i

Λii

󰀖
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и, следовател󰑭но, последнее неравенство выполн󰑱етс󰑱 при л󰑧бых

αN = α∗
N ∈

󰀕
0,

Λ1N + α∗
2Λ2N + α∗

3Λ3N + . . .+ α∗
NΛN−1N

ΛNN

󰀖
.

Итак, получили N строгих неравенств
󰀻
󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰁁󰀽

Λ11 − α∗
2Λ21 < 0,

−Λ12 + α∗
2Λ22 < 0,

−Λ13 − α∗
2Λ23 + α∗

3Λ33 < 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−Λ1N − α∗
2Λ2N − . . .− α∗

N−1ΛN−1N + α∗
NΛNN < 0.

Добавление отрицател󰑭ных слагаемых, располо󰑨енных выше главной диагонали
в (28), 󰯺не испортит󰯻 󰑬наки неравенств в последних строгих N неравенствах. Однако
этот шаг сра󰑬у приводит к выполнени󰑧 (28). □

4. Отсутствие равновеси󰑱 по Нэшу и существование равновеси󰑱
угро󰑬 и контругро󰑬

Об󰑫единение леммы 1 и утвер󰑨дени󰑱 3 приводит к справедливости следу󰑧щей
теоремы.

Теорема 1. Предполо󰑨им, что дл󰑱 игры GN (см. (1) и (2)) выполн󰑱етс󰑱 (31) и
(32). Тогда максимал󰑭ное по Парето решение (xP , fP ) ∈ X × RN имеет вид

xP = (xP
1 , . . . , x

P
N), xP

i = −D−1
i (α∗)dii (i ∈ N)

fP = (fP
1 , . . . , f

P
N ), причем

fP
1 = −d

′

11D
−1
1 (α∗)D11D

−1
1 (α∗)d11 + d

′

22D
−1
2 (α∗)D12D

−1
2 (α∗)d22 + . . . (34)

. . .+ d
′

NND
−1
N (α∗)D1ND

−1
N (α∗)dNN

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fP
N = d

′

N1D
−1
1 (α∗)DN1D

−1
1 (α∗)dN1 + . . .− d

′

NND
−1
N (α∗)DNND

−1
N (α∗)dNN .

Дл󰑱 игры GN (см. (1) и (2)) рассмотрим оптими󰑬ационну󰑧 󰑬адачу: найти
max
x1∈X1

f1(x1, x2, . . . , xN) при ограниченных X1 ⊂ Rn1 и фиксированных стратеги󰑱х

x2 ∈ Rn2 второго, . . . , N -го xN ∈ RnN игроков.
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Пока󰑨ем, что эта 󰑬адача не имеет решени󰑱 (при выполнении D11 > 0). В самом
деле, каку󰑧 бы стратеги󰑧 󰁨x1 ∈ Rn1 первый игрок не выбрал, в силу D11 > 0 и
утвер󰑨дени󰑱 1, существует стратеги󰑱 xT

1 = αen1 така󰑱, что дл󰑱 ∀α > α∗ = const > 0

будет
f1(x

T
1 , x2, . . . , xN) > f1(x1, x2, . . . , xN).

Этот факт одновременно о󰑬начает (согласно определени󰑧 1), что в игре GN при
Dii > 0 (i ∈ N) не выполн󰑱етс󰑱 ни одного и󰑬 N равенств и󰑬 определени󰑱 1. Данное
обсто󰑱тел󰑭ство мы бы на󰑬вали сил󰑭ным отсутствием равновеси󰑱 по Нэшу. Таким
обра󰑬ом, получим

Утвер󰑨дение 4. Если в игре GN (см. (1) и (2)) матрица D11 > 0, то в GN не
существует равновеси󰑱 по Нэшу.

Однако 󰯺экономический смысл󰯻 математической модели требует все 󰑨е прин󰑱-
ти󰑱 какого-либо равновесного устойчивого решени󰑱, т.е. необходимо рекомендоват󰑭
игрокам испол󰑭󰑬оват󰑭 свои стратегии и󰑬 некоторой устойчивой ситуации и в ре󰑬ул󰑭-
тате получит󰑭 определенные выигрыши (доходы). Как следует и󰑬 утвер󰑨дени󰑱 4,
󰯺общепри󰑬нанна󰑱󰯻 ситуаци󰑱 равновеси󰑱 по Нэшу 󰑬дес󰑭 не существует (и поэтому
не подходит). Поэтому и предлагаем испол󰑭󰑬оват󰑭 Паретовское равновесие угро󰑬 и
контругро󰑬 (определение 4).

Во-первых, оно максимал󰑭но по Парето (тем самым 󰯺снимает󰯻 внешн󰑧󰑧 и внут-
ренн󰑧󰑧 неустойчивост󰑭, присущу󰑧, как правило, равновеси󰑧 по Нэшу).

Во-вторых, оно устойчиво к отклонени󰑱м отдел󰑭ного игрока (󰑬а счет контругро󰑬).
В-трет󰑭их, существует (при выполнении (31) и (32)), да󰑨е когда не существует

равновеси󰑱 по Нэшу.
В-четвертых, обладает трем󰑱 неоспоримыми достоинствами равновеси󰑱 по Нэшу:

устойчивост󰑭󰑧 к отклонени󰑧 от xP отдел󰑭ного игрока, выполнено условие индиви-
дуал󰑭ной рационал󰑭ности и совпадает с седловой точкой 󰯹 общепри󰑬нанного реше-
ни󰑱 антагонистического варианта игры GN (поэтому применение равновеси󰑱 угро󰑬
и контругро󰑬 имеет как ра󰑬 те 󰑨е 󰯺неоспоримые достоинства󰯻, что и равновесие по
Нэшу).

В-п󰑱тых, дл󰑱 дифференциал󰑭ных линейно-квадратичных игр трех лиц у󰑨е ра-
нее дока󰑬ано существование равновеси󰑱 угро󰑬 и контругро󰑬 и найден его 󰑱вный вид
в [32].

Приведем аналогичный ре󰑬ул󰑭тат, каса󰑧щегос󰑱 статического варианта игры
N > 2 лиц. 󰑪аметим, что испол󰑭󰑬ование концепции угро󰑬 и контругро󰑬 в качаст-
ве решени󰑱 бескоалиционной игры N ≥ 2 лиц, повидимому, впервые.
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Теорема 2. Пуст󰑭 дл󰑱 игры N лиц GN и󰑬 (1) и (2)
1) вещественные посто󰑱нные симметричные матрицы Dii > 0, Dij (i, j ∈ N, j ∕= i),
2) выполн󰑱󰑧тс󰑱 неравенства

Λ11Λ22 < Λ12Λ21,

где Λii > 0 и Λij > 0 (i, j = 1, 2, j ∕= i) наибол󰑭шие, а −Λij 󰯹 наимен󰑭шие корни
характеристических уравнений det[Dii − ΛEni

] = 0 и det[Dij − ΛEnj
] = 0 соответ-

ственно.
Тогда в игре GN пара (xP , fP ) ∈ X × RN 󰑱вл󰑱етс󰑱 равновесием угро󰑬 и контру-

гро󰑬, где
xP = (xP

1 , . . . , x
P
N) ∈ X, fP = (fP

1 , . . . , f
P
N ),

󰑬дес󰑭 стратегии xP
i = −D−1

i dii (i ∈ N), посто󰑱нные (α∗
2, . . . ,α

∗
N) = α∗ определ󰑱󰑧тс󰑱

последовател󰑭ными рекуррентными соотношени󰑱ми (33), а числа fP
i 󰑬аданы в (34).

Дока󰑬ател󰑭ство. 󰑪дес󰑭 пре󰑨де всего отметим, что и󰑬 условий 1) и 2) теоремы 2
сра󰑬у следует существование максимума по Парето (xP , fP ) ∈ X × RN в игре GN

(согласно лемме 1 и утвер󰑨дени󰑧 3). 󰑪аметим, что нам 󰯺годитс󰑱󰯻 не все мно󰑨ество
максимумов по Парето

󰀋
(xP , fP )

󰀌
, а тол󰑭ко его подмно󰑨ество, элементы которого

облада󰑧т дополнител󰑭ным свойством: на ка󰑨ду󰑧 угро󰑬у в GN имеетс󰑱 контругро󰑬а.
Пока󰑨ем, что такое подмно󰑨ество в GN не пусто.

󰑪дес󰑭, в перву󰑧 очеред󰑭, 󰑬аметим, что справедлива импликаци󰑱: Dii > 0 ⇒
у игрока i существует угро󰑬а xT

i ∈ Rni на xP , т.е. ∃xT
i ∈ Rni , при котором

fi(x
T
i , x

P
−i) > fi(x

P ). Такое неравенство следует и󰑬 Dii > 0 и утвер󰑨дени󰑱 1 (где
x1 → xP

1 , x∗
i = xP

i ). Тепер󰑭 у󰑨е, по свойству 6, дл󰑱 xT существует j ∈ N, j ∕= i, при
котором

fj(x
T
i , x

P
−i) < fj(x

P ). (35)

В 󰯺обиде на таку󰑧 несправедливост󰑭󰯻, j-ый игрок, во-первых, мо󰑨ет испол󰑭󰑬о-
ват󰑭 (благодар󰑱 Dij < 0 и утвер󰑨дени󰑧 2) сво󰑧 стратеги󰑧 xC

j = αenj
таку󰑧, что при

∀α > α(1)(xT
i , x

P
−i) > 0 имеет место

fi(x
T
i , x

C
j , x

P
N\{i,j}) < fi(x

P ), (36)

во-вторых, примен󰑱т󰑭 стратеги󰑧 xC
j = αenj

дл󰑱 ∀α > α(2)(xT
i , x

P
−1) > 0 справед-

ливо
fj(x

T
i , x

C
j , x

P
N\{i,j}) > fj(x

P ) (37)

(оп󰑱т󰑭 таки благодар󰑱 Djj > 0 и утвер󰑨дени󰑧 1); 󰑬аметим, что в (36) и (37)
мно󰑨ество N\ {i, j} = {1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , N} (например, при i<j).
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Таким обра󰑬ом, в ответ на угро󰑬у xT
i у i-го игрока, у игрока j имеетс󰑱 контругро󰑬а

xC
j = αenj

, где ∀α = const > 0 и α > max
󰀋
α(1)(xT

i , x
P
−1),α

(2)(xT
i , x

P
−1)

󰀌
.

Таким обра󰑬ом, игрок j имеет во󰑬мо󰑨ност󰑭 реали󰑬оват󰑭 контругро󰑬у (согласно
(36) и (37)). Тогда (по определени󰑧 4) пара

󰀋
xP , fP

󰀌
, при выполнении условий тео-

ремы 2, 󰑱вл󰑱етс󰑱 равновесием угро󰑬 и контругро󰑬. □

󰑪амечание 2. В этом параграфе насто󰑱щей стат󰑭и найдена бескоалиционна󰑱 игра
N > 2 лиц GN в нормал󰑭ной форме, в которой не существует равновеси󰑱 по Нэшу
и одновременно существует равновесие угро󰑬 и контругро󰑬. Этот факт 󰑬аставл󰑱ет
исследователей обратит󰑭 внимание на 󰑬аро󰑨да󰑧щеес󰑱 новое направление матема-
тической теории бескоалиционных игр, св󰑱󰑬анных с новыми пон󰑱ти󰑱ми равновеси󰑱.
Одному и󰑬 них, равновеси󰑧 санкций и контрсанкций, и посв󰑱щен этот и следу󰑧щий
ра󰑬дел насто󰑱щей стат󰑭и.

5. Равновесие санкций и контрсанкций

Как и в предыдущем ра󰑬деле стат󰑭и, рассматриваем бескоалиционну󰑧 игру
N ≥ 2 лиц в нормал󰑭ной форме

GN = 〈N = {1, . . . , N}, {Xi}i∈N, {fi(x)}i∈N〉.

Напомним, что N = {1, . . . , N}󰯹 мно󰑨ество пор󰑱дковых номеров игроков, стра-
теги󰑱 i-го игрока xi ∈ Xi ⊆ Rni , ка󰑨дый i-ый игрок выбирает и испол󰑭󰑬ует сво󰑧

стратеги󰑧 x и в ре󰑬ул󰑭тате обра󰑬уетс󰑱 ситуаци󰑱 x = (x1, . . . , xN) ∈ X = R
󰁓
i∈N

ni

.
На мно󰑨естве ситуаций X определена функци󰑱 выигрыша i-го игрока с помощ󰑭󰑧
линейно-квадратичной формы

fi(x) =
󰁛

j∈N

x
′

jDijxj + 2d
′

iixi (i ∈ N), (38)

где посто󰑱нные, вещественные, симметричные матрицы Dij и посто󰑱нный ni-вектор-
столбец dii 󰑬аданы априори, напомним, что штрих сверху о󰑬начает операци󰑧 транс-
понировани󰑱 (x′

i 󰯹 ni-вектор-строка).
Ра󰑬личие ме󰑨ду концепцией угро󰑬 и контругро󰑬 и предполагаемой 󰑬дес󰑭 концеп-

цией санкций и контрсанкций 󰑬акл󰑧чаетс󰑱 как ра󰑬 в ра󰑬личии пон󰑱тий 󰯺угро󰑬а󰯻
и 󰯺санкци󰑱󰯻 (приведенных в начале этой стат󰑭и). Если 󰯺угро󰑬а󰯻 (в бол󰑭шинстве
случаев) подра󰑬умевает 󰑬апугивание, обещание причинит󰑭 вред, непри󰑱тност󰑭, то
󰯺санкци󰑱󰯻 св󰑱󰑬ана с практической реали󰑬ацией угро󰑬ы и встает вопрос: как дей-
ствоват󰑭 (каку󰑧 стратеги󰑧 выбрат󰑭 игроку) при реали󰑬ации угро󰑬ы, как учитыват󰑭
эту угро󰑬у, при условии ее осуществлени󰑱? Это обсто󰑱тел󰑭ство потребовало и󰑬мене-
ни󰑱 пон󰑱ти󰑱 󰯺угро󰑬ы󰯻 и 󰯺контругро󰑬ы󰯻 на 󰯺санкци󰑧󰯻 и 󰯺контрсанкци󰑧󰯻, но сама
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концепци󰑱 󰯹 как во󰑬мо󰑨ный подход к прин󰑱ти󰑧 равновесного решени󰑱 бескоалици-
онной игры ба󰑬ируетс󰑱 󰑬дес󰑭 снова на определении 4 равновеси󰑱 угро󰑬 и контругро󰑬
и теореме 2 (о существовании равновеси󰑱 угро󰑬 и контругро󰑬).

Перейдем к формал󰑭ным пон󰑱ти󰑱м. Будем говорит󰑭, что в игре GN имеетс󰑱 санк-
ци󰑱 на игрока i ∈ N, если у контркоалиции −i = {1, 2, . . . , i− 1, i+1, . . . , N} имеетс󰑱
стратеги󰑱 xS

−i ∈ R−i, а в ответ на xS
−i стратеги󰑱 i-го игрока xC

i ∈ Rni така󰑱, что
функци󰑱 выигрыша i-го игрока реали󰑬ует выигрыш fC

i = fi(x
C
i , x

S
−i). Така󰑱 ситуаци󰑱

(xC
i , x

S
−i) мо󰑨ет, например, обра󰑬оват󰑭с󰑱, если в ответ на применение контркоалицией

−i ее стратегии xS
−i игрок i выну󰑨ден отреагироват󰑭 стратегией xC

i . Отметим, что в
этом случае мо󰑨ет прои󰑬ойти одна и󰑬 двух во󰑬мо󰑨ностей (если, конечно, существует
в игре GN максимум по Парето (xP , fP ) ∈ X × RN):

fC
i ≤ fP

i = fi(x
P ) и fC

i > fP
i . (39)

Основные и󰑬менени󰑱 с определением угро󰑬 и контругро󰑬 св󰑱󰑬ано с пон󰑱ти-
ем контрсанкци󰑱 (по сравнени󰑧 с 󰯺контругро󰑬ой󰯻). Именно, в ответ на санкци󰑧
xS = (xP

i , x
S
−i), у игрока i имеетс󰑱 контрсанкци󰑱, если у него существует стратеги󰑱

xC
i ∈ Rni , при которой выполн󰑱󰑧тс󰑱 два строгих неравенства

fj(x
C
i , x

S
j , x

S
N\{i,j}) < fj = fj(x

P ), (40)

fi(x
C
i , x

S
−i) > max{fi = fi(x

P ), niMi}. (41)

󰑪дес󰑭 у󰑨е Mi ест󰑭 максимум абсол󰑧тных величин элементов матрицы
Dii = (d

(j,i)
lk ), т.е. Mi = max

l,k=1,...,ni

|d(j,i)lk | (посто󰑱нна󰑱 Mi фигурирует в теореме Гирша и

Бендиксона и󰑬 [28], см. свойство 3).

Определение 5. Пару (xP , fP ) ∈ X × RN на󰑬овем равновесием санкций и контр-
санкций игры GN , если, во-первых, пара (xP , fP = f(xP )) максимал󰑭на по Парето в
N -критериал󰑭ной 󰑬адаче

Gυ = 〈X, f(x) = (f1(x), . . . , fN(x))〉 ,

во-вторых, в ответ на л󰑧бу󰑧 санкци󰑧 xS = (xP
i , x

S
−i) ∈ X у игрока i имеетс󰑱 контр-

санкци󰑱 xC
i ∈ Xi, котора󰑱 реали󰑬ует (40) и (41).

Неравенство (40) говорит о том, что в GN имеетс󰑱 j ∈ −i, который умен󰑭шает
выигрыш i-го игрока по сравнени󰑧 с его паретовским fP

i , тем самым добавл󰑱ет сво󰑧
󰯺лепту󰯻 в санкци󰑧. Согласно утвер󰑨дени󰑧 2 и Dij < 0, тогда существует посто󰑱нна󰑱
α(1) = α(1)(xP

i , x
S
−i) > 0 така󰑱, что дл󰑱 стратегии i-го игрока xC

i = αeni
при ∀α > α(1)

выполнено (40), eni
󰯹 ni-вектор-столбец с единичными координатами. Наконец, и󰑬

утвер󰑨дени󰑱 1 и Dii > 0 мо󰑨но аналогично 󰑬акл󰑧чит󰑭, что имеетс󰑱 посто󰑱нна󰑱
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α(2) = α(2)(xP
i , x

S
−i) > 0 така󰑱, что дл󰑱 α > α(2) и стратегии i-го игрока xC

i = αeni

имеет место (41). Тогда оба неравенства (40) и (41) одновременно выполнимы дл󰑱
стратегии i-го игрока xC

i = αeni
при ∀α > max{α(1),α(2)}.

Остановимс󰑱 на 󰯺экономическом смысле󰯻 (40) и (41). Первое и󰑬 них, как у󰑨е
упоминалос󰑭, говорит, что в санкции на i-го игрока могут учавствоват󰑭 все остал󰑭-
ные, второе, т.е. выполнение (41), о󰑬начает, что i-му игроку 󰯺выгодно󰯻 участвоват󰑭 в
контрсанкции, ибо тогда он мо󰑨ет достич󰑭 (по теореме Гирша и Бендиксона) самого
бол󰑭шого (дл󰑱 себ󰑱) выигрыша.

󰑪акл󰑧чение

В насто󰑱щей стат󰑭е рассматриваетс󰑱 (в (1) и (2)) бескоалиционна󰑱 игра N лиц
(N > 2) в нормал󰑭ной форме. Така󰑱 математическа󰑱 модел󰑭 мо󰑨ет во󰑬никнут󰑭, на-
пример, при распределении одной инвестиции в нескол󰑭ко, об󰑫единенных тем или
иным обра󰑬ом предпри󰑱тий. Пока󰑬ано, что в такой игре (1) и (2) не существует как
равновеси󰑱 по Нэшу, так и по Бер󰑨у, но существу󰑧т равновесие угро󰑬 и контругро󰑬, а
так󰑨е, введенное в стат󰑭е, равновесие санкций и контрсанкций. Оба этих равновеси󰑱
максимал󰑭ны по Парето, облада󰑧т достоинствами общепри󰑬нанного равновеси󰑱 по
Нэшу (устойчивост󰑭󰑧 к отклонени󰑧 отдел󰑭ных игроков и совпадает с седловой точ-
кой в антагонистическом случае). Но, в отличие от равновеси󰑱 по Нэшу, мно󰑨ество
их внешне и внутренне устойчиво. Мы надеемс󰑱, что эта стат󰑭󰑱 привлечет внимание
и побудит далее исследоват󰑭 равновеси󰑱 как угро󰑬 и контругро󰑬, так и санкций и
контрсанкций.
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Model problem on normal oscillations of partially dissipative
hydrosystem.

Kopachevsky N. D., Bryksina U. B., Tsvetkov D. O.

Abstract. Let us consider the plain (two-dimensional) problem for two fluids situated in
the rectangular container of a width l. We suppose that the lower viscous fluid takes the region
Ω1 := { (x1;x2) : 0 < x1 < l, −h1 < x2 < 0 } and the upper ideal fluid takes the region
Ω2 := { (x1;x2) : 0 < x1 < l, 0 < x2 < h2 }. The boundary Γ1 has the equation x2 = 0, and the
free surface Γ2 of the ideal fluid has the equation x2 = h2.

Suppose that the homogeneous gravitational field with the acceleration 󰂓g = −g󰂓e2 acts on
the fluid system opposite to the direction of the axis Ox2 and capillary forces. Further, two cases
will be considered: 1) fluids are considered to be heavy and capillary forces are not taken into
account; 2) fluids are considered to be capillary, that is, being in a state close to weightlessness.
In the second case the coefficients of surface tension σi > 0 on the fluid boundaries Γi are know
physical constants, and the wetting angles (contact angles) between surfaces Γi and the rigid
wall S of the vessel are right angles.

In this paper, we consider a model spectral problem that preserves all the features of the
original problem of normal oscillations of the hydrodynamic system described above.

A qualitative and asymptotic investigation of the spectrum of the problem is carried out the
base of a study of the transcendent characteristic equation for the complex fading decrement of
normal oscillations.

Keywords: model problem, viscous fluid, ideal fluid, characteristic equation, spectrum of
hydrodynamic problem.

Введение

Весной 2020 года ушел и󰑬 󰑨и󰑬ни Копачевский Николай Дмитриевич, и󰑬вестный
математик, доктор фи󰑬ико-математических наук, профессор. Он был бессменным ру-
ководителем е󰑨енедел󰑭ного научного семинара кафедры математического анали󰑬а
Крымского федерал󰑭ного университета имени В. И. Вернадского. Одним и󰑬 его мно-
гочисленных направлений научной де󰑱тел󰑭ности было и󰑬учение 󰑬адач о колебани󰑱х
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частично диссипативных гидросистем, то ест󰑭 систем, в составе которых име󰑧тс󰑱
как в󰑱󰑬кие, так и идеал󰑭ные 󰑨идкости. Наличие в󰑱󰑬ких и идеал󰑭ных 󰑨идкостей в
системе выводит ее и󰑬 класса консервативных, а так󰑨е диссипативных систем. Как
правило, соответству󰑧щие спектрал󰑭ные 󰑬адачи ока󰑬ыва󰑧тс󰑱 достаточно сло󰑨ны-
ми дл󰑱 и󰑬учени󰑱, поэтому дл󰑱 определени󰑱 спектра исходной 󰑬адачи целесообра󰑬но
предварител󰑭но рассматриват󰑭 модел󰑭ные 󰑬адачи, допуска󰑧щие ра󰑬деление пере-
менных.

В данной работе и󰑬учаетс󰑱 модел󰑭на󰑱 󰑬адача, предло󰑨енна󰑱 Н.Д. Копачевским,
в которой во󰑬мо󰑨но вы󰑱снит󰑭 структуру спектра реал󰑭ной гидродинамической 󰑬а-
дачи о нормал󰑭ных колебани󰑱х двух слоев 󰑨идкостей, располо󰑨енных в прои󰑬вол󰑭-
ном сосуде, и󰑬 которых ни󰑨ний слой состоит и󰑬 в󰑱󰑬кой, а верхний 󰯹 и󰑬 идеал󰑭ной
󰑨идкости. При этом 󰑨идкости счита󰑧тс󰑱 либо 󰯺т󰑱󰑨елыми󰯻 и капилл󰑱рные силы
не учитыва󰑧тс󰑱, либо 󰯺капилл󰑱рными󰯻, то ест󰑭 наход󰑱тс󰑱 в услови󰑱х, бли󰑬ких к
невесомости (см. [1]).

Отметим, что полученные в работе выводы дл󰑱 случа󰑱 󰯺т󰑱󰑨елых󰯻 󰑨идкостей
согласу󰑧тс󰑱 с ранее полученными в работе [2] ре󰑬ул󰑭татами, где рассматривалас󰑭
система т󰑱󰑨елых 󰑨идкостей, а именно система 󰯺в󰑱󰑬ка󰑱 󰑨идкост󰑭 + система иде-
ал󰑭ных 󰑨идкостей󰯻 дл󰑱 прои󰑬вол󰑭ного сосуда. В работе [2] испол󰑭󰑬у󰑱 спектрал󰑭ну󰑧
теори󰑧 самосопр󰑱󰑨енных операторов, удалос󰑭, в частности, установит󰑭 р󰑱д ва󰑨ных
утвер󰑨дений о локали󰑬ации и асимптотике трех ветвей собственных 󰑬начений.

1. Постановка 󰑬адачи

1.1. Фи󰑬ическа󰑱 постановка 󰑬адачи. Пуст󰑭 система и󰑬 двух несмешива󰑧щихс󰑱
󰑨идкостей находитс󰑱 в пр󰑱моугол󰑭ном канале шириной l (см. рис 1). При этом в󰑱󰑬-
ка󰑱 󰑨идкост󰑭 имеет плотност󰑭 ρ1 > 0, коэффициент динамической в󰑱󰑬кости µ > 0 и
в состо󰑱нии поко󰑱 располо󰑨ена в области

Ω1 := { (x1; x2) : 0 < x1 < l, −h1 < x2 < 0 }.

Идеал󰑭на󰑱 󰑨идкост󰑭 плотности ρ2 < ρ1 находитс󰑱 выше в󰑱󰑬кой и 󰑬анимает (в состо-
󰑱нии поко󰑱) област󰑭

Ω2 := { (x1; x2) : 0 < x1 < l, 0 < x2 < h2 }.

Тогда граница Γ1 ра󰑬дела 󰑨идкостей имеет уравнение x2 = 0, а свободна󰑱 поверх-
ност󰑭 Γ2 идеал󰑭ной 󰑨идкости – уравнение x2 = h2.

Предполагаем, что на систему 󰑨идкостей действует против направлени󰑱 оси Ox2

однородное гравитационное поле с ускорением 󰂓g, а так󰑨е капилл󰑱рные силы. Будем
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рассматриват󰑭 два случа󰑱: 1) 󰑨идкости счита󰑧тс󰑱 󰯺т󰑱󰑨елыми󰯻 и капилл󰑱рные си-
лы не учитыва󰑧тс󰑱; 2) 󰑨идкости счита󰑧тс󰑱 󰯺капилл󰑱рными󰯻, то ест󰑭 наход󰑱тс󰑱 в
услови󰑱х, бли󰑬ких к невесомости (см. [1]). Во втором случае коэффициенты поверх-
ностного нат󰑱󰑨ени󰑱 σi на границах ра󰑬дела 󰑨идкостей Γi 󰯹 󰑬аданные фи󰑬ические
поло󰑨ител󰑭ные посто󰑱нные, а углы смачивани󰑱 (краевые углы) ме󰑨ду поверхност󰑱-
ми Γi и твердой стенкой S сосуда 󰯹 пр󰑱мые.

✲
x1

✻x2

O✻

❄

h1

✻

❄

h2

Ω1

Ω2

Γ1

Γ2

l

✻

󰂓n1

✻

󰂓n2

Рис. 1

1.2. Математическа󰑱 постановка 󰑬адачи. Обо󰑬начим чере󰑬 󰂓ni (i = 1, 2) единич-
ный вектор, нормал󰑭ный к ∂Ωi и направленный вне Ωi (i = 1, 2). Чере󰑬 Si 󰯹 част󰑭
стенки сосуда, отвеча󰑧щей области Ωi (i = 1, 2). Рассмотрим малые дви󰑨ени󰑱 и󰑬у-
чаемой гидросистемы, бли󰑬кие к состо󰑱ни󰑧 поко󰑱. Пуст󰑭 󰂓ui = 󰂓ui(t, x), (x ∈ Ωi) 󰯹
поле скорости в 󰑨идкости, а ζi = ζ(t, 󰁥x) (󰁥x ∈ Γi) представл󰑱ет собой отклонение сво-
бодно дви󰑨ущейс󰑱 поверхности Γi(t) от Γi по нормали 󰂓ni; pi = pi(t, x) 󰯹 отклонение
пол󰑱 давлени󰑱 от равновесного (i = 1, 2).

Линейна󰑱 постановка начал󰑭но-краевой 󰑬адачи о колебани󰑱х рассматриваемой
системы выгл󰑱дит следу󰑧щим обра󰑬ом (см. подробнее, например, [3]):

ρ1
∂󰂓u1

∂t
= −∇p1 + µ∆󰂓u1, div 󰂓u1 = 0 ( в Ω1 ), 󰂓u1 = 󰂓0 ( на S1 ), (1)

ρ2
∂󰂓u2

∂t
= −∇p2, div 󰂓u2 = 0 ( в Ω2 ), 󰂓u2 · 󰂓n2 =: u2,n2 = 0 ( на S2 ), (2)
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∂ζ1
∂t

= 󰂓u1 · 󰂓n1 = 󰂓u2 · 󰂓n1 ( на Γ1 ),
∂ζ2
∂t

= u2,n2 ( на Γ2 ), (3)

p2 =

󰀕
ρ2g − σ2

∂2

∂x2
1

󰀖
ζ2 ( на Γ2 ), µ

󰀕
∂(u1)1
∂x2

+
∂(u1)2
∂x1

󰀖
= 0 ( на Γ1 ), (4)

p1 − 2µ
∂(u1)2
∂x2

= p2 +

󰀕
∆ρ1g − σ1

∂2

∂x2
1

󰀖
ζ1, ∆ρ1 := ρ1 − ρ2 > 0, ( на Γ1 ). (5)

В случае, когда 󰑨идкости т󰑱󰑨елые σi = 0 (i = 1, 2), где σi 󰯹 коэффициенты
поверхностного нат󰑱󰑨ени󰑱.

Рассмотрим решени󰑱 󰑬адачи (1)–(5) 󰑬авис󰑱щие от t по 󰑬акону exp(−λt), где λ 󰯹
комплексна󰑱 частота колебаний:

󰂓ui(t, x) = 󰂓ui(x) · exp(−λt), pi(t, x) = pi(x) · exp(−λt),

ζi(t, 󰁥x) = ζi(󰁥x) · exp(−λt), λ ∈ C.

Подставл󰑱󰑱 полученные представлени󰑱 в уравнени󰑱 и граничные услови󰑱 (1)–(5),
приходим к следу󰑧щей 󰑬адаче на собственные 󰑬начени󰑱 относител󰑭но искомых ам-
плитудных функций 󰂓ui(x), pi(x), ζi(󰁥x) (i = 1, 2):

−λρ1󰂓u1 = −∇p1 + µ∆󰂓u1, div 󰂓u1 = 0 ( в Ω1 ), 󰂓u1 = 󰂓0 ( на S1 ),

−λρ2󰂓u2 = −∇p2, div 󰂓u2 = 0 ( в Ω2 ), u2,n2 = 0 ( на S2 ),

−λζ1 = u1,n1 = u2,n1 ( на Γ1 ), −λζ2 = u2,n2 ( на Γ2 ), (6)

p2 =

󰀕
ρ2g − σ2

∂2

∂x2
1

󰀖
ζ2 ( на Γ2 ), µ

󰀕
∂(u1)1
∂x2

+
∂(u1)2
∂x1

󰀖
= 0 ( на Γ1 ),

p1 − 2µ
∂(u1)2
∂x2

= p2 +

󰀕
∆ρ1g − σ1

∂2

∂x2
1

󰀖
ζ1.

Дл󰑱 и󰑬учени󰑱 характера спектра 󰑬адачи (6) рассмотрим скал󰑱рну󰑧 модел󰑭ну󰑧 󰑬а-
дачу, отра󰑨а󰑧щу󰑧 (как будет пока󰑬ано ни󰑨е) все особенности векторной 󰑬адачи. А
именно, и󰑬учим спектрал󰑭ну󰑧 󰑬адачу вида:

−µ∆u = λρ1u ( в Ω1 ), ∆Φ = 0 ( в Ω2 ), u =
∂Φ

∂x2

( на Γ1 ), (7)

λ

󰀕
µ
∂u

∂x2

+ λρ2Φ

󰀖
=

󰀕
∆ρ1g − σ1

∂2

∂x2
1

󰀖
u ( на Γ1 ), (8)

󰀕
ρ2g − σ2

∂2

∂x2
1

󰀖
∂Φ

∂x2

+ λ2ρ2Φ = 0 ( на Γ2 ), (9)

u(0, x2) = u(l, x2) = u(x1,−h1) = 0, Φ(0, x2) = Φ(l, x2) = 0. (10)
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Эта 󰑬адача получаетс󰑱 и󰑬 󰑬адачи (6), если дл󰑱 в󰑱󰑬кой 󰑨идкости поле 󰂓u1(x) 󰑬аме-
нит󰑭 на скал󰑱рну󰑧 функци󰑧 u(x), давление p1(x) поло󰑨ит󰑭 равным нул󰑧, убрат󰑭
условие соленоидал󰑭ности, убрат󰑭 услови󰑱 дл󰑱 касател󰑭ных напр󰑱󰑨ений, величи-
ну 2∂(u1)2/∂x2 󰑬аменит󰑭 на ∂u/∂x2 и искл󰑧чит󰑭 ζ1(󰁥x) путем 󰑬амены ζ1 = −λ−1u

(наΓ1). Дви󰑨ение 󰑨идкости в области Ω2 будем характери󰑬оват󰑭 потенциалом ско-
рости Φ = Φ(x1, x2): 󰂓u2 = ∇Φ (∆Φ = 0 в Ω2), тогда p2 = λρ2Φ. Услови󰑱 (10) 󰯹
аналоги условий на твердой стенке сосуда, которые по󰑬вол󰑱󰑧т ра󰑬делит󰑭 перемен-
ные в данной 󰑬адаче.

Таким обра󰑬ом, решени󰑱ми поставленной 󰑬адачи (7)–(10) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 собственные
функции u(x1, x2) и Φ(x1, x2), а так󰑨е спектрал󰑭ный параметр λ, который входит на
тол󰑭ко в уравнение (7), но и в краевые услови󰑱 (8), (9).

Лемма 1. Все собственные 󰑬начени󰑱 λ 󰑬адачи (7)–(10) располо󰑨ены в правой по-
луплоскости: Reλ > 0.

Дока󰑬ател󰑭ство. I шаг. И󰑬 первого уравнени󰑱 (7) и граничных условий на Γ1 с
помощ󰑭󰑧 формулы Грина дл󰑱 оператора Лапласа получаем:

󰁝

Ω1

λρ1uu dΩ1 =

󰁝

Ω1

(−µ∆u)u dΩ1 = µ

󰁝

Ω1

|∇u|2dΩ1 − µ

󰁝

Γ1

∂u

∂x2

u dΓ1 = µ

󰁝

Ω1

|∇u|2dΩ1+

+

󰁝

Γ1

󰀕
λρ2Φ− 1

λ
B1u

󰀖
u dΓ1 = µ

󰁝

Ω1

|∇u|2dΩ1 + λρ2

󰁝

Γ1

Φ
∂Φ

∂x2

dΓ1 −
1

λ

󰁝

Γ1

B1uu dΓ1,

где B1u := (λρ2Φ− λ−1 B1u) u. Перепишем последнее равенство в виде

λρ1 · 󰀂u󰀂2Ω1
= µ · 󰀂u󰀂21,Ω1

+ λρ2

󰁝

Γ1

Φ
∂Φ

∂x2

dΓ1 −
1

λ
· 󰀂u󰀂2B1

. (11)

II шаг. Аналогично, и󰑬 второго уравнени󰑱 (7) и граничных условий на (7) и (9),
получаем

0 = −
󰁝

Ω2

∆ΦΦ dΩ2 =

󰁝

Ω2

|∇Φ|2dΩ1 −
󰁝

∂Ω2

∂Φ

∂n
Φ dS =

󰁝

Ω2

|∇Φ|2dΩ1 −
󰁝

Γ2

∂Φ

∂x2

Φ dΓ2+

+

󰁝

Γ1

∂Φ

∂x2

Φ dΓ1 = 󰀂Φ󰀂21,Ω2
−

󰁝

Γ2

∂Φ

∂x2

󰀕
− 1

λ2ρ2
B2

∂Φ

∂x2

󰀖
dΓ2 +

󰁝

Γ1

∂Φ

∂x2

Φ dΓ1 =

= 󰀂Φ󰀂21,Ω2
+

1

λ2ρ2
·
󰀐󰀐󰀐󰀐
∂Φ

∂x2

󰀐󰀐󰀐󰀐
2

B2

+

󰁝

Γ1

∂Φ

∂x2

Φ dΓ1, B2
∂Φ

∂x2

:=

󰀕
ρ2g − σ2

∂2

∂x2
1

󰀖
∂Φ

∂x2

.

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (49)’ 2020



88 Н. Д. Копачевский , У. Б. Брыксина, Д. О. Цветков

III шаг. Подставл󰑱ем
󰁕
Γ1
(∂Φ/∂x2)Φ dΓ1 и󰑬 последнего равенства в (11):

λρ1 · 󰀂u󰀂2Ω1
= µ · 󰀂u󰀂21,Ω1

+ λρ2 ·
󰀣
−󰀂Φ󰀂21,Ω2

− 1

λ2ρ2
·
󰀐󰀐󰀐󰀐
∂Φ

∂x2

󰀐󰀐󰀐󰀐
2

B2

󰀤
− 1

λ
· 󰀂u󰀂2B1

или
λ · 󰀂v󰀂2Ω + λ−1 · 󰀂v󰀂2B = µ · 󰀂u󰀂21,Ω1

,

где 󰀂v󰀂2Ω := ρ1 ·󰀂u󰀂2Ω1
+ρ2 ·󰀂Φ󰀂21,Ω2

, 󰀂v󰀂2B := 󰀂∂Φ/∂x2󰀂2B2
+󰀂u󰀂2B1

. Отс󰑧да следует, что

λ · 󰀂v󰀂2Ω − µ · 󰀂u󰀂21,Ω1
+

λ

|λ|2 · 󰀂v󰀂2B = 0.

Выдел󰑱ем действител󰑭ну󰑧 част󰑭 и󰑬 последнего уравнени󰑱, в ре󰑬ул󰑭тате имеем

Reλ =
µ · 󰀂u󰀂21,Ω1

󰀂v󰀂2Ω + |λ|−2 · 󰀂v󰀂2B
≥ 0.

IV шаг. Дока󰑨ем, что Reλ > 0. В самом деле, если при λ ∕= 0 будет Reλ = 0, то
µ · 󰀂u󰀂21,Ω1

= 0, 󰑬начит u = 0. Тогда имеем в 󰑬адаче (7)–(10):

∆Φ = 0 ( в Ω2 ), Φ(0, x2) = Φ(l, x2) = 0,
∂Φ

∂x2

= 0 ( при x2 = 0 ),

λρ2Φ = 0 ( при x2 = 0 ), B2
∂Φ

∂x2

+ λ2ρ2Φ = 0 ( при x2 = h2 ).

Данна󰑱 󰑬адача переопределена, она имеет лиш󰑭 тривиал󰑭ные решени󰑱 Φ = 0, таким
обра󰑬ом, такое λ не мо󰑨ет решением 󰑬адачи (7)–(10). □

1.3. Переход к бе󰑬ра󰑬мерным переменным. Будем считат󰑭, что h = h1 = h2.
Выберем в качестве характерного ра󰑬мера 󰑬адачи величину l0 = l/π (как и пре󰑨де l 󰯹
ширина сосуда). Тогда бе󰑬ра󰑬мерна󰑱 ширина сосуда будет π. Дл󰑱 простоты выбираем
h = l0, тогда бе󰑬ра󰑬мерна󰑱 высота 󰑨идкости будет равна 1.

Перейдем к бе󰑬ра󰑬мерным переменным в уравнени󰑱х и граничных услови󰑱х (7)–
(10), выбрав в качестве характерной плотности величину ρ1, а дл󰑱 остал󰑭ных величин
󰯹 соответству󰑧щие ра󰑬мерные комбинации и󰑬 ука󰑬анных выше характерных. Таким
обра󰑬ом, 󰑬адача (7)–(10) в бе󰑬ра󰑬мерных переменных примет вид:

−∆u = λu ( 0 < x1 < π, −1 < x2 < 0 ), ∆Φ = 0 ( 0 < x1 < π, 0 < x2 < 1 ), (12)

u(0, x2) = u(π, x2) = u(x1,−1) = 0, Φ(0, x2) = Φ(π, x2) = 0, (13)

u =
∂Φ

∂x2

( при x2 = 0 ), (14)

λ

󰀕
µ
∂u

∂x2

+ λρ2Φ

󰀖
=

󰀕
∆ρ1g − σ1

∂2

∂x2
1

󰀖
u ( при x2 = 0 ), (15)
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󰀕
ρ2g − σ2

∂2

∂x2
1

󰀖
∂Φ

∂x2

+ λ2ρ2Φ = 0 ( при x2 = 1 ). (16)

󰑪дес󰑭 λ = λбе󰑬р = λра󰑬мρ1l
2
0/µ, g = gбе󰑬р = gра󰑬мρ

2
1l

3
0/µ

2, σi = σi,бе󰑬р = σi,ра󰑬мρ1l0/µ
2,

ρ2 = ρ2,бе󰑬р = ρ2,ра󰑬м/ρ1,ра󰑬м. Формал󰑭но уравнени󰑱 и граничные услови󰑱 󰑬адачи (12)–
(16) получа󰑧тс󰑱 и󰑬 (7)–(10), если поло󰑨ит󰑭 µ = 1, ρ1 = 1.

2. Характеристическое уравнение

2.1. Переход к системе линейных алгебраических уравнений. Будем ра󰑬ыс-
киват󰑭 решени󰑱 󰑬адачи (12)–(16) в виде р󰑱дов по ортогонал󰑭ной на отре󰑬ке [0, π] си-
стеме функций {sin nx}∞n=1. Другими словами, ищем частные решени󰑱 u = u(x1, x2)

и Φ = Φ(x1, x2) в виде

un(x1, x2) = un(x2) · sin nx1, Φn(x1, x2) = Φn(x2) · sin nx1, n ∈ N. (17)

Тогда уравнение ∆Φ = 0 (см. второе уравнение (12)) дает

Φn(x2) = c1n · sh nx2 + c2n · ch nx2, (18)

с прои󰑬вол󰑭ными посто󰑱нными c1n и c2n.
Дл󰑱 функции un(x2) и󰑬 (17) имеем u

′′
n(x2)+ (λ−n2) ·un(x2) = 0, с учетом гранич-

ного услови󰑱 (13) (при x2 = −1) получаем

un(x2) = c3n · sin
󰀓√

λ− n2 (x2 + 1)
󰀔
. (19)

Кинематическое условие (14) дает соотношение

c3n · sin (
√
λ− n2) = n · c1n, n ∈ N. (20)

Подставл󰑱󰑱 (17) с учетом (18), (19) в динамические услови󰑱 (15), (16) приходим к
уравнени󰑱м

n ·
󰀃
ρ2g + σ2n

2
󰀄
· (c1n · ch n+ c2n · sh n) + ρ2λ

2 · (c1n · sh n+ c2n · ch n) = 0, (21)

λ ·
󰀓√

λ− n2 · c3n · cos (
√
λ− n2) + λρ2 · c2n

󰀔
=

󰀃
g∆ρ1 + σ1n

2
󰀄
· c3n · sin (

√
λ− n2).

2.2. Вывод характеристического уравнени󰑱. Система уравнений (20), (21) ест󰑭
система линейных алгебраических однородных уравнений относител󰑭но неи󰑬вест-
ных cin, i = 1, 2, 3. Дл󰑱 нетривиал󰑭ных решений этой системы, да󰑧щие собственные
функции 󰑬адачи (12)–(16), необходимо, чтобы соответству󰑧щий ей определител󰑭 рав-
н󰑱лс󰑱 нул󰑧. Это соотношение приводит к характеристическому уравнени󰑧 󰑬адачи:
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n ·
󰀃
n(ρ2g + σ2n

2) · sh n+ λ2ρ2 · ch n
󰀄
·

·
󰀓
λ ·

√
λ− n2 · cos

√
λ− n2 − (g∆ρ1 + σ1n

2) · sin
√
λ− n2

󰀔
−

− sin
√
λ− n2 · λ2ρ2 ·

󰀃
n(ρ2g + σ2n

2) · ch n+ λ2ρ2 · sh n
󰀄
= 0. (22)

󰑪амечание 1. Уравнение (22) имеет очевидное решение λ = n2, дл󰑱 которого
c1n = c2n = 0, c3n ∕= 0. Однако дл󰑱 таких решений получаем в силу (18) и (19)
тривиал󰑭ное решение исходной 󰑬адачи. В св󰑱󰑬и с этим, далее считаем, что λ ∕= n2.

󰑪амечание 2. Отметим, что дл󰑱 решений исходной 󰑬адачи cos
√
λ− n2 ∕= 0. Дей-

ствител󰑭но, если cos
√
λ− n2 = 0, то и󰑬 (22) получаем

Qn(λ) := ρ22 · th n · λ4 + ρ2 · (An · cth n+Bn) · λ2 + An · Bn = 0, (23)

An := n ·
󰀃
ρ2g + σ2n

2
󰀄
· th n, Bn := n ·

󰀃
g∆ρ1 + σ1n

2
󰀄
,

которое имеет чисто мнимые решени󰑱 λ, а это противоречит лемме 1.

Ра󰑬делим обе части уравнени󰑱 (22) на
√
λ− n2 · cos

√
λ− n2, получим после пре-

обра󰑬ований следу󰑧щее характеристическое уравнение

tg
√
λ− n2

√
λ− n2

=
n · λ · (ρ2λ2 + An)

Qn(λ)
, n ∈ N, (24)

где Qn(λ) определено в (23).
Таким обра󰑬ом, исследование спектра 󰑬адачи (12)–(16) сведено к нахо󰑨дени󰑧

решений трансцендентного уравнени󰑱 (24).

3. Исследование характеристического уравнени󰑱

3.1. Графическое исследование. 󰑪апишем уравнение (24) в виде

Fn(λ) = Pn(λ), n ∈ N, Pn(λ) :=
n · λ · (ρ2λ2 + An)

Qn(λ)
, (25)

Fn(λ) :=
tg

√
λ− n2

√
λ− n2

=
th

√
n2 − λ√

n2 − λ
=

∞󰁛

k=1

2

((k − 1/2)π)2 + n2 − λ
. (26)

В представлении (26) дл󰑱 Fn(λ) испол󰑭󰑬овано ра󰑬ло󰑨ение функции th z на про-
стейшие дроби.

Отметим р󰑱д свойств функций Fn(λ) и Pn(λ) (см. рис. 2 и 3).
1. График функции Fn(λ) имеет вертикал󰑭ные асимптоты в точках

λ0
n,k := ((k − 1/2)π)2 + n2, k, n ∈ N. (27)
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✻

✲
λ

Fn(λ)

Pn(λ)

λ0
n,1 λ0

n,2 λ0
n,3

󰁥λn,1
󰁥λn,2

Рис. 2

✻

✲
λ

Fn(λ)

Pn(λ)

λ0
n,1 λ0

n,2 λ0
n,3

󰁥λn,1
󰁥λn,2λ

(1)
n λ

(2)
n

Рис. 3

2. Fn(λ
0
n,k ± 0) = ∓∞, Fn(−∞) = 0, Fn(0) = n−1 · th n.

3. Функци󰑱 Fn(λ) монотонно во󰑬растает в л󰑧бой точке на вещественной оси, не
󰑱вл󰑱󰑧щейс󰑱 точкой ра󰑬рыва, поскол󰑭ку

F
′

n(λ) =
∞󰁛

k=1

2
󰀃
((k − 1/2)π)2 + n2 − λ

󰀄2 > 0.
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4. Функци󰑱 Pn(λ) нечетна󰑱, поло󰑨ител󰑭на󰑱 при λ ∈ (0; +∞) и Pn(+∞) = 0,
кроме того она не имеет точек ра󰑬рыва на вещественной оси.

Как следствие имеет место следу󰑧ща󰑱 лемма.

Лемма 2. Уравнение (25) имеет при л󰑧бом n ∈ N последовател󰑭ностей корней
{λn,k}∞k=1, λn,k → +∞ при k → ∞, ка󰑨дый корен󰑭 λn,k располо󰑨ен на проме󰑨утке
(󰁥λn,k;λ

0
n,k+1), где λ0

n,k+1 определены в (27), а 󰁥λn,k := π2k2 +n2 󰯹 нули функции Fn(λ),
т.е. те 󰑬начени󰑱 в которых sin

√
λ− n2 = 0. При k → ∞ справедлива асимптоти-

ческа󰑱 формула λn,k = 󰁥λn,k + o(1).

󰑪амечание 3. Как следует и󰑬 двух вариантов графического решени󰑱 уравне-
ни󰑱 (25), на проме󰑨утке (0;λ0

n,1) могут находитс󰑱 еще два вещественных корн󰑱 λ
(1)
n и

λ
(2)
n , если графики функций Fn(λ) и Pn(λ) пересека󰑧тс󰑱, и отсутству󰑧т в противном

случае.

3.2. Качественное исследование.

Лемма 3. При л󰑧бом n ∈ N уравнение (25) имеет не менее одной и не более двух
пар невещественных комплексно сопр󰑱󰑨енных корней.

Дока󰑬ател󰑭ство. Согласно уравнени󰑧 (25) и обо󰑬начени󰑱м (23) и (26), имеем

Fn(λ) =
∞󰁛

k=1

2

((k − 1/2)π)2 + n2 − λ
= Pn(λ) =

n · λ · (ρ2λ2 + An)

Qn(λ)
=

=
n · λ · (ρ2λ2 + An)

ρ22 · th n · λ4 + ρ2 · (An · cth n+Bn) · λ2 + An · Bn

.

Введем функци󰑧

F (N)
n (λ) :=

N󰁛

k=1

2

((k − 1/2)π)2 + n2 − λ
,

Рассмотрим аппроксимиру󰑧щее уравнение

F (N)
n (λ) = Pn(λ) (28)

в пр󰑱моугол󰑭нике
󰁔

n = [0; an]× [0; bn] с достаточно бол󰑭шими an и bn. При N → ∞
имеем F

(N)
n (λ) 󰃃 Fn(λ), λ ∈

󰁔
n ⊂ C. По основной теореме алгебры аппроксими-

ру󰑧щее уравнение (28) имеет ровно N + 3 корн󰑱, при этом вещественных корней,
как пока󰑬ывает рис. 2 и 3 мо󰑨ет быт󰑭 N − 1 (график функции F

(N)
n (λ) имеет N

асимптот). 󰑪амечание 3 добавл󰑱ет к ним еще две пары вещественных или комплекс-
ных корн󰑱. Далее устремл󰑱󰑱 N → ∞ в уравнении (28) и испол󰑭󰑬у󰑱 теорему Руше,
получаем утвер󰑨дение леммы. □
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Лемма 4. При достаточно бол󰑭ших n уравнение (25) имеет ровно одну пару неве-
щественных комплексно сопр󰑱󰑨енных корней.

Дока󰑬ател󰑭ство. В силу леммы 3 достаточно установит󰑭, что на (0;λ0
n,1),

λ0
n,1 = (π/2)2 + n2, при бол󰑭ших n графики функций Fn(λ) и Pn(λ) пересека󰑧тс󰑱.

Пока󰑨ем, что при бол󰑭ших n

Fn(n
3/2) < Pn(n

3/2), (29)

а так как Fn(0) = n−1 th n и Pn(0) = 0, то устанавливаемый факт имеет место.
Действител󰑭но,

Fn(n
3/2) =

th
√
n2 − n3/2

√
n2 − n3/2

=
th

󰀓
n ·

√
1− n−1/2

󰀔

n ·
√
1− n−1/2

= O

󰀕
1

n

󰀖
;

Pn(n
3/2) =

n · n3/2 · (ρ2n3 + An)

ρ22 · th n · n6 + ρ2 · (An · cth n+Bn) · n3 + An · Bn

,

где если σi > 0 (i = 1, 2), то в силу (23) An = O(n3), Bn = O(n3), если σi = 0

(i = 1, 2) имеем An = O(n), Bn = O(n). Отс󰑧да получаем, что в обоих случа󰑱х
Pn(n

3/2) ∽ C ·n−1/2 (C > 0, n → ∞), т.е. неравенство (29) имеет место при достаточно
бол󰑭ших n. □

3.3. Асимптотическое исследование.

Лемма 5. Дл󰑱 корней λ
(1)
n и λ

(2)
n располо󰑨енных на (0,λ0

n,1) имеет место асимп-
тотические формулы:

λ(1)
n = σ1 · n+ σ2

1 ·
󰀕
ρ2 +

1

2

󰀖
+

1

n
·
󰀣
g∆ρ1 + 2 · σ3

1 ·
󰀕
ρ2 +

1

2

󰀖2
󰀤

+O(n−2),

λ(2)
n =

󰁳
1 + 4ρ22 − 1

2ρ22
n2 (1 + o(1)) , n → ∞. (30)

Дока󰑬ател󰑭ство. I шаг. Так как корен󰑭 λ
(1)
n ле󰑨ит левее точки n3/2, то естественно

его искат󰑭 в виде

λ(1)
n = c1 · n+ c0 + c−1 · n−1 +O(n−2) (n → ∞).

󰑪аметим тепер󰑭, что при n → ∞ th n ∼ 1 и cth n ∽ 1, а потому, с учетом ра󰑬ло󰑨ени󰑱
дл󰑱 λ

(1)
n , права󰑱 част󰑭 (25) эквивалентна функции

n · λ(1)
n

ρ2 · (λ(1)
n )2 +Bn

.
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Далее, аналогично получаем, что th

󰁴
n2 − λ

(1)
n ∽ 1 (n → ∞). Отс󰑧да следует,

что искомый корен󰑭 с точност󰑭󰑧 до отброшенных экспоненциал󰑭ных членов мо󰑨но
найти и󰑬 уравнени󰑱

n · λ(1)
n ·

󰁴
n2 − λ

(1)
n = ρ2 · (λ(1)

n )2 +Bn, Bn = n ·
󰀃
g∆ρ1 + σ1n

2
󰀄
.

Применение метода неопределенных коэффициентов дает

c1 = σ1, c0 = σ2
1 ·

󰀕
ρ2 +

1

2

󰀖
, c−1 = g∆ρ+ 2 · σ3

1 ·
󰀕
ρ2 +

1

2

󰀖2

.

II шаг. Второй корен󰑭 λ
(2)
n естественно искат󰑭 в виде λ(2)

n = εn2 (1+o(1)), n → ∞,
ε > 0. Сравнение главных членов в левой и правой части уравнени󰑱 (25) пока󰑬ывает,
что ε следует выбират󰑭 равным

ε =

󰁳
1 + 4ρ22 − 1

2ρ22
< 1,

отс󰑧да следует формула (30). □

Рассмотрим тепер󰑭 свойства невещественных корней уравнени󰑱 (25).

Лемма 6. Невещественный корен󰑭 λ+
n уравнени󰑱 (25) (существование и единствен-

ност󰑭 которого при бол󰑭ших дока󰑬ано в лемм 4) локали󰑬уетс󰑱 в области
󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏λ− i ·

󰁶
An

ρ2

󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏 < Rn, Rn = O

󰀕
An(1− th n)

n2−ε

󰀖
, ∀ ε > 0. (31)

Дока󰑬ател󰑭ство. Представим уравнение (25) в виде

nλ (ρ2λ
2 + An) =

th
√
n2 − λ√

n2 − λ
·Qn(λ) =

th
√
n2 − λ√

n2 − λ
·

·
󰀃
λ4 ρ22 (th n− 1) + λ2 ρ2 An (cth n− 1) + (ρ2λ

2 + An) · (ρ2λ2 +Bn)
󰀄
. (32)

Пуст󰑭 λ = i
󰁳

An/ρ2 + z, |z| = Rn, тогда лева󰑱 част󰑭 (32) оцениваетс󰑱 следу󰑧щим
обра󰑬ом:

|nλ (ρ2λ
2 + An)| = n ·

󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏i

󰁶
An

ρ2
+ z

󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏 · ρ2 ·

󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏λ− i

󰁶
An

ρ2

󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏 ·

󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏λ+ i

󰁶
An

ρ2

󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏 ≥

≥ K1 · n ·

󰁶
An

ρ2
· ρ2 · |z| ·

󰁶
An

ρ2
= K1 · An ·Rn · n, K1 = const. (33)
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Далее, оценим сверху на этой 󰑨е окру󰑨ности |z| = Rn слагаемые в правой части
(32):

󰀏󰀏󰀏󰀏
th

√
n2 − λ√

n2 − λ

󰀏󰀏󰀏󰀏 ≤ K2 · n−1,
󰀏󰀏λ4 ρ22 (th n− 1)

󰀏󰀏 ≤ K3 · A2
n · (1− th n), (34)

󰀏󰀏λ2 ρ2 An (cth n− 1)
󰀏󰀏 ≤ K4 · A2

n · (1− th n), (35)

󰀏󰀏(ρ2λ2 + An) · (ρ2λ2 +Bn)
󰀏󰀏 = ρ22 ·

󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏

󰀣
λ− i

󰁶
An

ρ2

󰀤
·
󰀣
λ+ i

󰁶
An

ρ2

󰀤󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏 ·

·
󰀏󰀏󰀏󰀏λ

2 +
Bn

ρ2

󰀏󰀏󰀏󰀏 ≤ K5 ·Rn · A3/2
n . (36)

И󰑬 (34)–(36) следует, что ка󰑨дое слагаемое в правой части (32) ест󰑭 величины по-
р󰑱дков соответственно Ann

−1(1 − th n), Ann
−1(1 − th n), A

3/2
n n−1Rn. Отс󰑧да и и󰑬

(33) следует, что при n → ∞ трет󰑭е слагаемое справа в (32) ест󰑭 бесконечно мала󰑱
по сравнени󰑧 с левой част󰑭󰑧 (32) на л󰑧бой окру󰑨ности |z| =

󰀏󰀏󰀏λ− i
󰁳

An/ρ2

󰀏󰀏󰀏 = Rn.
Если тепер󰑭 выбрат󰑭 Rn и󰑬 требовани󰑱

A2
n · n−1 · (1− th n)

n · An ·Rn

→ 0 (n → ∞),

в󰑬󰑱т󰑭, например, величину Rn в виде второго равенства (31), то по теореме Руше
получаем, что внутри круга (31) уравнение (32) имеет стол󰑭ко 󰑨е нулей, скол󰑭ко и
укороченное уравнение nλ(ρ2λ

2 + An) = 0, то ест󰑭 один корен󰑭. □

Получим тепер󰑭 первый член асимптотического ра󰑬ло󰑨ени󰑱 дл󰑱 корн󰑱 λ+
n и󰑬

верхней полуплоскости.

Лемма 7. Имеет место асимптотическа󰑱 формула

λ+
n = i

󰁶
An

ρ2
+ γn [1 + o(1)] (n → ∞), (37)

γn = 2Ann
−2e−2n ·G(n), G(n) :=

󰀻
󰀿

󰀽
σ1n

3, σi > 0, i = 1, 2;

ρ2gn, σi = 0, i = 1, 2.

Дока󰑬ател󰑭ство. Пуст󰑭 λ = i
󰁳

An/ρ2 + zn, тогда в силу (31) имеем

|zn| < C ·
󰀃
An(1− th n) · n−(2−ε)

󰀄
, ε > 0, C = const. (38)
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Подставим представление дл󰑱 λ в леву󰑧 и праву󰑧 части (32), предварител󰑭но пере-
нес󰑱 трет󰑭е слагаемое справа налево, получим

n ·
󰀣
i

󰁶
An

ρ2
+ zn

󰀤
·
󰀓
2
󰁳

ρ2An zn i+ ρ2 z
2
n

󰀔
−

− n−1[1 + o(1)] ·
󰀓
2
󰁳

ρ2An i+ ρ2 z
2
n

󰀔
· zn ·

󰀓
Bn − An + 2

󰁳
ρ2An zn i+ ρ2 z

2
n

󰀔
=

= n−1[1 + o(1)] ·
󰀃
−A2

n[1 + o(1)] (1− th n)− An[1 + o(1)]An (1− th n)
󰀄
=

= −2n−1A2
n(1− th n) [1 + o(1)].

И󰑬 представлени󰑱 An (см. подробнее (23)) и (38) следует, что в левой части получен-
ного равенства при n → ∞ второе слагаемое имеет более высокий пор󰑱док малости,
поэтому, выдел󰑱󰑱 главные члены, приходим

zn =
−2n−1A2

n(1− th n)

n
󰁴

An

ρ2
i · 2

√
ρ2An i

[1 + o(1)] = 2A2
nn

−2e−2n [1 + o(1)],

при этом учтено, что 1− th n ∼ 2e−2n при n → ∞. □

4. 󰑪акл󰑧чение

4.1. Структура модел󰑭ной 󰑬адачи.
1. 󰑪адача (12)–(16) имеет дискретный спектр, располо󰑨енный в правой полу-

плоскости.
2. Все собственные 󰑬начени󰑱 мо󰑨но ра󰑬бит󰑭 на нескол󰑭ко счетных мно󰑨еств

(ветвей), отвеча󰑧щим ра󰑬личным с фи󰑬ической точке 󰑬рени󰑱 видам нормал󰑭ных ко-
лебаний.

3. Ветви {λnk}∞n,k=1, λnk > 0, отвеча󰑧т апериодически 󰑬атуха󰑧щие ре󰑨имы,
дл󰑱 которых декременты 󰑬атухани󰑱 могут быт󰑭 как угодно велики (λnk → ∞ при
n, k → ∞) и слабо 󰑬авис󰑱т от ρ2, то ест󰑭 от наличи󰑱 либо отсутстви󰑱 сло󰑱 идеал󰑭ной
󰑨идкости.

4. Име󰑧тс󰑱 так󰑨е две ветви собственных 󰑬начений {λ(1)
n }∞n=1 и {λ(2)

n }∞n=1, которым,
по-видимому, отвеча󰑧т пограничные волны на границе ра󰑬дела двух сред. При этом
ветви {λ(2)

n }∞n=1 отвеча󰑧т апериодические решени󰑱, декремент 󰑬атухани󰑱 которых
существенно 󰑬ависит от наличи󰑱 верхнего сло󰑱 с плотност󰑭󰑧 ρ2 (см. подробнее (30)).

5. Ветви {λ(1)
n }∞n=1 отвеча󰑧т решени󰑱, апериодически 󰑬атуха󰑧щие со временем,

причем дл󰑱 этих решений декремент 󰑬атухани󰑱 существенно 󰑬ависит от того, прини-
ма󰑧тс󰑱 во внимание либо нет капилл󰑱рные силы. В первом случае (σi > 0, i = 1, 2)
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lim
n→∞

λ
(1)
n = +∞ (см. (30)), то ест󰑭 таким решени󰑱м отвеча󰑧т как угодно быстро 󰑬а-

туха󰑧щие колебани󰑱. Во втором случае имеем lim
n→∞

λ
(1)
n = 0 при σi = 0, i = 1, 2, то

ест󰑭 соответственные решени󰑱 могут 󰑬атухат󰑭 как угодно медленно.
6. Двум ветв󰑱м {λ±

n }∞n=1 невещественных собственных 󰑬начений отвеча󰑧т ко-
лебател󰑭ные ре󰑨имы с частой

󰁳
An/ρ2 и декрементом 󰑬атухани󰑱 γn > 0 (см. (37)).

По-видимому, этим собственным 󰑬начени󰑱м отвеча󰑧т поверхностные колебани󰑱 верх-
него сло󰑱 системы. Так как lim

n→∞
Reλ±

n = lim
n→∞

γn = 0, то вли󰑱ние ни󰑨него сло󰑱 на
декремент 󰑬атухани󰑱 этих решений с бол󰑭шими номерами пренебре󰑨имо мало.

4.2. Гипоте󰑬ы о структуре спектра гидродинамической 󰑬адачи. И󰑬 рассмот-
рени󰑱 модел󰑭ной скал󰑱рной 󰑬адачи естественно вытека󰑧т следу󰑧щие гипоте󰑬ы о
структуре спектра реал󰑭ной гидродинамической 󰑬адачи о нормал󰑭ных колебани󰑱х
двух слоев 󰑨идкостей, располо󰑨енных в прои󰑬вол󰑭ном сосуде, и󰑬 которых ни󰑨ний
слой состоит и󰑬 в󰑱󰑬кой, а верхний 󰯹 и󰑬 идеал󰑭ной 󰑨идкости.

1. Спектр гидродинамической 󰑬адачи дискретен (с во󰑬мо󰑨ными предел󰑭ными
точками 0 и ∞) и располо󰑨ен в правой полуплоскости. Если 󰑨идкости капилл󰑱р-
ные, то существует лиш󰑭 одна предел󰑭на󰑱 точка на бесконечности. Если 󰑨идкости
т󰑱󰑨елые, то ест󰑭 капилл󰑱рные силы не учитыва󰑧тс󰑱, то по󰑱вл󰑱етс󰑱 еще одна точ-
ка 󰯹 нул󰑭.

2. Дл󰑱 капилл󰑱рных 󰑨идкостей имеетс󰑱 три ветви собственных 󰑬начений, отве-
ча󰑧щих соответственно диссипативным волнам в ни󰑨ней 󰑨идкости, пограничным
волнам на границе ра󰑬дела 󰑨идкостей и поверхностным волнам на свободной по-
верхности верхней 󰑨идкости. Перва󰑱 и втора󰑱 ветви располо󰑨ены на поло󰑨ител󰑭ной
полуоси, а трет󰑭󰑱 локали󰑬ована в окру󰑨ности мнимой оси.

3. Дл󰑱 т󰑱󰑨елых 󰑨идкостей ветв󰑭, отвеча󰑧ща󰑱 пограничным волнам на границе
ра󰑬дела сред, имеет своей предел󰑭ной точкой нул󰑭.
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Active damping of vibrations of large-size structures.

Kumakshev S. A.

Abstract. Large-sized systems that carry a payload, usually concentrated at its end, are
subject to undesirable vibrations. The task of damping such vibrations is very relevant. The
article examines a similar mechanical system equipped with a special unit designed for active
vibration damping. As a carrying mechanical system, a long beam is assumed, at the end of
which the payload is placed. Structures of this type are used, for example, in the composition of
spacecraft. In such devices, as a rule, the payload, in the form of equipment for remote sensing
of the Earth or telescopes for observing the stars, is carried out on a long rod. The mass of the
equipment exceeds the mass of the rod and such a design oscillate due to vibrations associated
with the activity of the spacecraft itself or due to the operation of the engines for orbit correction.
This leads to blurring of the images obtained from the equipment. To improve the image quality,
it is necessary to extinguish these unwanted oscillations of the equipment. It is proposed to do this
with a special device for active vibration damping. It consists of a guide placed perpendicular
to the load-bearing beam at its end. Along this guide, under the action of an electric motor,
a damper of a certain mass moves. By moving the damper, it is possible to achieve damping of
vibrations of the beam with the equipment. To do this, you need to control the movement of
this vibration damper. The control is based on linear feedback. Four parameters are taken into
account: the speed of the equipment and the damper, and the position of the equipment and the
dampener. Depending on these parameters, the linear feedback coefficients are formed in the law
of motion control of the damper. With some reasonable assumptions, the equations of motion of
such a mechanical system, including the control force, are written out. This control force is to
be determined depending on the requirements for the transition process. One can suggest such a
requirement as maximizing the stability of the entire system during the transition process. Then,
analyzing the roots of the characteristic polynomial, we can establish a relationship between the
feedback coefficients, and then express the three coefficients through the fourth. The choice of
this fourth coefficient can be made for geometric reasons. Namely, assuming the symmetry of the
guide and, accordingly, the equality of the displacements of the dampener relative to the beam.
It turns out that with this control mode, the displacement of the dampener will be significant.
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In order to reduce the geometric dimensions of the vibration damping unit, a different control law
can be proposed. This law will provide a zero solution to the equations of motion (the equilibrium
position) so that it is asymptotically stable. Of course, the transition process is assumed to be
stable, and the displacements of the damper are symmetric. It is found that in this mode, the
displacement of the dampener is less, and the transition time is longer than in the previously
proposed control mode. To achieve such a transition process, in which the displacement of the
dampener and the time will be less than in the first and second control modes, respectively,
a combined control law can be proposed. It will consist in the fact that during the transition
process, the feedback coefficients will switch from the set for the first control mode to the set for
the second mode. It is possible to propose a control law that contains only one switching moment.
The proposed combined control can be characterized as a piecewise linear control with a step-
by-step switching of the feedback coefficients. This study can be used to determine the limiting
possibilities of damping unwanted vibrations of large-sized beam-type structures by moving the
internal mass (dampener).

Keywords: active damping of oscillations, linear feedback control

1. Введение

Крупногабаритные нагру󰑨енные конструкции, несущие поле󰑬ну󰑧 нагру󰑬ку, ши-
роко примен󰑱󰑧тс󰑱 на практике. В качестве примера мо󰑨но привести ра󰑬мещение
оптических приборов на длинной штанге дл󰑱 набл󰑧дени󰑱 󰑬а поверхност󰑭󰑧 󰑪емли с
борта космического аппарата или станции. И󰑬-󰑬а вибраций, идущих от работа󰑧щего
оборудовани󰑱, ра󰑬мещенного на таком аппарате, или в ре󰑬ул󰑭тате работы двигателей
при и󰑬менении орбиты, така󰑱 конструкци󰑱 подвер󰑨ена не󰑨елател󰑭ным колебани-
󰑱м, ра󰑬мыва󰑧щим и󰑬обра󰑨ени󰑱, полученные оптическими приборами. Это одна и󰑬
ва󰑨ных проблем, решаема󰑱 при проектировании космических аппаратов с такими
приборами. Дл󰑱 гашени󰑱 таких колебаний предлагаетс󰑱 испол󰑭󰑬оват󰑭 управл󰑱емое
перемещение внутренней массы. Устройство дл󰑱 гашени󰑱 колебаний состоит в управ-
л󰑱емом перемещении внутренней массы (гасител󰑱) по направл󰑱󰑧щей, перпендику-
л󰑱рной несущей штанге. Управление происходит посредством силы в󰑬аимодействи󰑱
гасител󰑱 с гру󰑬ом по определенному 󰑬акону. Предло󰑨ен линейный 󰑬акон управлени󰑱
по обратной св󰑱󰑬и по отклонени󰑧 и скорости как гасител󰑱 относител󰑭но конца бал-
ки, так и гру󰑬а относител󰑭но станции. В рамках исследовани󰑱 предло󰑨ены нескол󰑭ко
способов управлени󰑱: максими󰑬иру󰑧щий степен󰑭 устойчивости такой колебател󰑭ной
системы, 󰯺м󰑱гкое󰯻 гашение колебаний и комбинированное управление с перекл󰑧че-
нием коэффициентов обратной св󰑱󰑬и. Эти ра󰑬ные подходы к формировани󰑧 коэф-
фициентов обратной св󰑱󰑬и облада󰑧т ра󰑬ными преимуществами и недостатками. При
максими󰑬ации степени устойчивости врем󰑱 переходного процесса относител󰑭но мало,
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но довол󰑭но бол󰑭шое отклонение гасител󰑱. При 󰯺м󰑱гком󰯻 гашении амплитуда откло-
нени󰑱 гасител󰑱 относител󰑭но мала, но увеличиваетс󰑱 врем󰑱 переходного процесса.
Комбинированное управление, состо󰑱щее в перекл󰑧чении коэффиицентов обратной
св󰑱󰑬и, предло󰑨ено как компромисс и приводит к небол󰑭шой амплитуде отклонени󰑱
гасител󰑱 при небол󰑭шом времени переходного процесса. Ре󰑬ул󰑭таты исследовани󰑱
могут быт󰑭 испол󰑭󰑬ованы при вы󰑱снении предел󰑭ных характеристик процесса ак-
тивного гашени󰑱 колебаний крупногабаритных несущих конструкций.

2. Механическа󰑱 модел󰑭

Предполагаетс󰑱, что все тела системы соверша󰑧т плоско-параллел󰑭ные дви󰑨е-
ни󰑱. Мы будем рассматриват󰑭 поперечные колебани󰑱 штанги и их гашение при по-
мощи предло󰑨енного устройства. Исследование проведено в рамках упрощенной ма-
тематической модели, не учитыва󰑧ща󰑱 эффекты второго пор󰑱дка: вли󰑱ние дви󰑨е-
ни󰑱 штанги и платформы на дви󰑨ение космического аппарата. Штанга подвер󰑨енна
слабому и󰑬гибу в плоскости дви󰑨ени󰑱 и моделируетс󰑱 нераст󰑱󰑨имым тонким упру-
гим стер󰑨нем. На основе такой упрощенной модели предлага󰑧тс󰑱 ра󰑬личные 󰑬аконы
управлением электроприводом гасител󰑱, что обеспечивает гашение колебаний штан-
ги.

Будем рассматриват󰑭 плоское дви󰑨ение механической системы [1, 2], и󰑬обра󰑨ен-
ной на рис. 1. Эта система состоит и󰑬 абсол󰑧тно твердого тела 1, точечной массы 2
M , соединенной с телом 1 упругим стер󰑨нем 3 (балкой длинной l). Точечна󰑱 масса
4 m мо󰑨ет перемещат󰑭с󰑱 вдол󰑭 направл󰑱󰑧щей 5 (η 󰯹 смещение). Направл󰑱󰑧ща󰑱
перпендикул󰑱рна оси стер󰑨н󰑱 и 󰑨естко 󰑬акрепленна на его конце. Смещение конца
стер󰑨н󰑱 u(l, t) = ξ.

Тело 1 моделирует космический аппарат, точечна󰑱 масса 2 󰯹 платформу с и󰑬ме-
рител󰑭ной аппаратурой, стер󰑨ен󰑭 3 󰯹 соединител󰑭ну󰑧 штангу, а точечна󰑱 масса 4
󰯹 тело гасител󰑱. Предполагаетс󰑱, что тело гасител󰑱 приводитс󰑱 в дви󰑨ение посред-
ством электромотора.

Така󰑱 система представл󰑱ет модел󰑭 колебател󰑭ной системы с гасителем, управ-
л󰑱󰑱 которым, мо󰑨но погасит󰑭 не󰑨елател󰑭ные колебани󰑱 системы. Масса M модели-
рует поле󰑬ну󰑧 нагру󰑬ку, ч󰑭и колебани󰑱 дол󰑨ны быт󰑭 подавлены. Тело m моделиру-
ет тело гасител󰑱, св󰑱󰑬анного с телом M посредством направл󰑱󰑧щей, вдол󰑭 которой
действует управл󰑱󰑧ща󰑱 сила F .

Ранее, вопросы вли󰑱ни󰑱 дви󰑨ени󰑱 внутренней массы на дви󰑨ение всей системы
рассматривалис󰑭 дл󰑱 других систем [3]. Вопросы гашени󰑱 колебаний рассматрива-
лис󰑭, преимущественно, дл󰑱 манипул󰑱торов [4].
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Рис. 1. Механическа󰑱 модел󰑭.

3. Уравнени󰑱 дви󰑨ени󰑱

Рассматрим плоское дви󰑨ение механической системы, и󰑬обра󰑨енной на рис. 1 и
выпишем уравнени󰑱 дви󰑨ени󰑱.

Предполо󰑨им, что балка с поле󰑬ной нагру󰑬кой не испытывает раст󰑱󰑨ени󰑱 и при
колебани󰑱х испытывает тол󰑭ко деформаци󰑧 и󰑬гиба. Так󰑨е предполо󰑨им, что эти
деформации малы. Тогда мы мо󰑨ем испол󰑭󰑬оват󰑭 линейну󰑧 теори󰑧 слабого и󰑬гиба
тонких пр󰑱молинейных стер󰑨ней при выводе уравнений [5].

Сделаем дополнител󰑭ные предполо󰑨ени󰑱 относител󰑭но масс в этой системе. Бу-
дем предполагат󰑭, что обща󰑱 масса поле󰑬ной нагру󰑬ки и тела гасител󰑱 󰑬начител󰑭но
бол󰑭ше массы балки (ква󰑬истатическое прибли󰑨ение [6]).

Так󰑨е предполо󰑨им, что рассто󰑱ние ме󰑨ду нагру󰑬кой и телом гасител󰑱 того 󰑨е
пор󰑱дка, что и смещение нагру󰑬ки при деформации балки.

Процесс гашени󰑱 колебаний начнетс󰑱 в тот момент, когда процесс переориентиа-
ции космического аппарата будет 󰑬авершен [7]. Это о󰑬начает, что линейные и угловые
скорости и ускорени󰑱 космического аппарата равны нул󰑧. Так󰑨е на систему не дей-
ству󰑧т внешние силы и моменты.

При сделанных предполо󰑨ени󰑱х дви󰑨ение рассматриваемой механической си-
стемы мо󰑨но описат󰑭 так:

(M +m)ξ̈ +mη̈ + kξ = 0, m(ξ̈ + η̈) = F (1)

где ξ = u(l, t) 󰯹 смещение массы M на конце балки по отношени󰑧 к поло󰑨ени󰑧
равновеси󰑱, k 󰯹 коэффициент 󰑨есткости, а η 󰯹 смещение массы m по отношени󰑧 к
массе M .
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4. Управл󰑱󰑧ща󰑱 сила

Выберем управл󰑱󰑧щу󰑧 силу F таким обра󰑬ом, чтобы гашение колебаний проис-
ходило с определенными характеристиками переходного процесса. 󰑪ададим их по󰑬󰑨е,
а пока будем искат󰑭 управление в виде линейной обратной св󰑱󰑬и

F = aξ + bξ̇ − cη̇ − dη (2)

где a, b, c и d неи󰑬вестные коэффициенты, которые будут определены таким обра󰑬ом,
чтобы обеспечит󰑭 стабили󰑬аци󰑧 нулевого поло󰑨ени󰑱 равновеси󰑱 всей системы. Их
фи󰑬ический смысл таков: a определ󰑱ет 󰑬ависимост󰑭 от смещени󰑱 поле󰑬ной нагру󰑬ки,
b 󰯹 󰑬ависимост󰑭 от скорости поле󰑬ной нагру󰑬ки, c и d определ󰑱󰑧т 󰑬ависимост󰑭 от
смещени󰑱 и скорости гасител󰑱 соответственно. 󰑪нак минус перед коэффициентами c

и d поставлен исход󰑱 и󰑬 фи󰑬ики процесса: когда поле󰑬на󰑱 нагру󰑬ка смещаетс󰑱 в од-
ну сторону, дл󰑱 гашени󰑱 колебаний гасител󰑭 дол󰑨ен идти в другу󰑧 сторону. 󰑪дес󰑭
сделано допущение: M = 1 и k = 1. Оно не о󰑬начает ограничение общности и соот-
ветствует выбору массы M как единичной массы и выбору отношени󰑱

󰁳
M/k как

единицы и󰑬мерени󰑱 времени. Тепер󰑭 приступим в определени󰑧 неи󰑬вестных коэф-
фициентов обратной св󰑱󰑬и.

5. Максими󰑬аци󰑱 степени устойчивости

Выпишем характеристический полином рассматриваемой системы (1)

Π(λ) = λ4 + [(1 +m)c+mb]λ3 +

+[(1 +m)d+ma+ 1]λ2 + cd+ d. (3)

Величина S, определ󰑱ема󰑱 следу󰑧щим обра󰑬ом

S = − max
j=1,2,3,4

Reλj (4)

где λj, j = 1, 2, 3, 4 󰯹 корни характеристического полинома, на󰑬ываетс󰑱 степен󰑭󰑧
устойчивости и характери󰑬ует быстроту 󰑬атухани󰑱 свободных колебаний системы.

Чтобы достич󰑭 асимптотической устойчивой системы, величина S дол󰑨на быт󰑭
поло󰑨ител󰑭на, так как Reλj < 0, j = 1, 2, 3, 4. Мо󰑨но пока󰑬ат󰑭, что S ≤ d1/4 испол󰑭-
󰑬у󰑱 теорему Виета d = λ1λ2λ3λ4. Когда все корни одинаковы достигаетс󰑱 равенство.
В этом случае корни полинома определ󰑱󰑧тс󰑱 выра󰑨ением λj = −d1/4 [8].

Получаем св󰑱󰑬󰑭 ме󰑨ду коэффициентами a, b, c, d, определ󰑱󰑧щими обратну󰑧
св󰑱󰑬󰑭

(1 +m)c+mb = 4d1/4,
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Рис. 2. Проекции фа󰑬овых траекторий с ра󰑬личными параметрами
управлени󰑱.

(1 +m)d+ma+ 1 = 6d1/2, c = 4d3/4. (5)

Тепер󰑭 мо󰑨но выра󰑬ит󰑭 чере󰑬 какой-либо один параметр, например d, остал󰑭ные
параметры a, b, c

a = (6d1/2 − d(1 +m)− 1)/m,

b = (4d1/4 − 4(1 +m)d3/4)/m, c = 4d3/4. (6)

Таким обра󰑬ом, 󰑬адача выбора 󰑬акона управлени󰑱 сведена к выбору одного пара-
метра d. Выберем его таким обра󰑬ом, чтобы переходный процесс обладал ну󰑨ными
качествами. В перву󰑧 очеред󰑭, нас интересует врем󰑱 󰑬атухани󰑱 колебаний τ ≈ d−1/4

и максимал󰑭на󰑱 амплитуда колебаний массы гасител󰑱.
󰑪ададим некоторые начал󰑭ные услови󰑱

ξ(0) = 1, ξ̇(0) = 0, η(0) = 0, η̇(0) = 0 (7)

и построим соответству󰑧щие траектории системы дл󰑱 некотрых 󰑬начений коэффи-
циента d. Полученные фа󰑬овые траекторий системы (1) с управлением вида (2) спро-
ецируем на плоскост󰑭 ξη (рис. 2).

При 󰑬адании начал󰑭ных условий (7) параметр ξ (смещение поле󰑬ной нагру󰑬ки),
был прин󰑱т равным единице. Это мо󰑨ет быт󰑭 интерпретировано как нормирование
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на этот параметр. При этом величина η приобретает смысл отношени󰑱 смещени󰑱
тела гасител󰑱 к амплитуде колебани󰑱 балки.

Дл󰑱 всех кривых на рис. 2 m = 0.1. Видно, что траектории име󰑧т два экстремума
по переменной η. При конструировании контроллера выгодно выбрат󰑭 параметр d

таким обра󰑬ом, чтобы величина смещени󰑱 тела гасител󰑱 была одинаковой у этих
экстремал󰑭ных 󰑬начений. Дл󰑱 данного 󰑬начени󰑱 m это примерно достигаетс󰑱 дл󰑱
d ≈ 0.6. При мен󰑭ших 󰑬начени󰑱х m смещение η увеличиваетс󰑱.

6. 󰯺М󰑱гкое󰯻 гашение колебаний

Существенное смещение тела гасител󰑱 при выбранном ранее способе управлени󰑱
об󰑫󰑱сн󰑱етс󰑱 слишком сил󰑭ной обратной св󰑱󰑬󰑭󰑧 дл󰑱 скорости и смещени󰑱 поле󰑬ной
нагру󰑬ки. При выборе малых 󰑬начений массы гасител󰑱 m коэффициенты a и b в (6)
име󰑧т пор󰑱док 1/m. Полага󰑱 a = b = 1/

√
m мы мо󰑨ем ослабит󰑭 эту св󰑱󰑬󰑭. При этом

на󰑬начим параметры c и d таким обра󰑬ом, чтобы обеспечит󰑭 нулевое решение си-
стемы (1) с управлением (2) асимптотически стабил󰑭ным. Такое управление на󰑬овем
󰯺м󰑱гкое󰯻 гашение колебаний.

Мо󰑨но пока󰑬ат󰑭, что дл󰑱 малых m, асимптотическа󰑱 стабил󰑭ност󰑭 при таком
подходе достигаетс󰑱 дл󰑱 d < 1. В этом случае выра󰑨ение дл󰑱 определени󰑱 степени
устойчивости имеет вид

S =
1

2

1− d

c2 + (1− d)2
√
m+O(m). (8)

Дл󰑱 предыдущего способа управлени󰑱 врем󰑱 переходного процесса имело пор󰑱-
док τ ∼ d−1/4 дл󰑱 л󰑧бого m. Тепер󰑭, предполага󰑱 коэффициенты c и d одного пор󰑱дка
малости, врем󰑱 переходного процесса мо󰑨но оценит󰑭 как 1/

√
m. Таким обра󰑬ом, при

м󰑱гком гашении, врем󰑱 переходного процесса увеличиваетс󰑱, но по󰑱вл󰑱етс󰑱 во󰑬мо󰑨-
ност󰑭 умен󰑭шит󰑭 максимал󰑭ное отклонение тела гасител󰑱.

На рис. 3 и󰑬обра󰑨ены фа󰑬овые траектории при m = 0.1, a = b ≈ 3.16, c = 1.5 и
d = 0.75. В этом случае maxt |η| ≈ 2.8.

Дл󰑱 предыдущего способа управлени󰑱 mind maxt |η| ≈ 4.6 (при d = 0.6).
Сравним характерные времена переходных процессов в обоих случа󰑱х: при

максими󰑬ации степени устойчивости τ1 = d1/4 и дл󰑱 м󰑱гкого гашени󰑱 колебаний
τ2 = 2[c2+(1−d)2]/[

√
m(1−d)]. При выбранных ранее параметрах получим τ2/τ1 ≈ 51

дл󰑱 m = 0.1 и τ2/τ1 ≈ 163 дл󰑱 m = 0.01. Таким обра󰑬ом умен󰑭шение отклонени󰑱 тела
гасител󰑱 при м󰑱гком гашении сопрово󰑨даетс󰑱 существенным увеличением времени
переходного процесса.
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Рис. 3. Проекции фа󰑬овых траекторий при м󰑱гком гашении.

Оптими󰑬иру󰑱 сра󰑬у два требовани󰑱 󰯹 отклонение тела гасител󰑱 и врем󰑱 гашени󰑱
колебаний 󰯹 мо󰑨но применит󰑭 комбинированное управление.

7. Комбинированное управление

Чтобы добит󰑭с󰑱 умен󰑭шени󰑱 как времени переходного процесса, так и макси-
мал󰑭ного отклонени󰑱 тела гасител󰑱 одновременно, мо󰑨но предло󰑨ит󰑭 комбинаци󰑧
и󰑬 предло󰑨енных ре󰑨имов управлени󰑱. Новое, комбинированное управление, будет
имет󰑭 по-пре󰑨нему форму (2), но коэффициенты a, b, c и d не будут посто󰑱нными
в течении всего процесса гашени󰑱 колебаний. Они будут по-пре󰑨нему выбират󰑭с󰑱 в
соответствии с одним и󰑬 ранее предло󰑨енных ре󰑨имов управлени󰑱, но в некоторый
момент времени будет происходит󰑭 перекл󰑧чение этих параметров со 󰑬начений, от-
веча󰑧щих одному ре󰑨иму, на другой. Таким обра󰑬ом, комбинированное управление
будет состо󰑱т󰑭 и󰑬 кусков ранее предло󰑨енных управлений.

В отличии от [1, 2], предлагаемый комбинированный ре󰑨им имеет одно перекл󰑧-
чение с одного управлени󰑱 на другое. Предлагаетс󰑱 начат󰑭 с ре󰑨има м󰑱гкого гаше-
ни󰑱 и 󰑬атем перекл󰑧чит󰑭с󰑱 на ре󰑨им максими󰑬ации степени устойчивости. Врем󰑱
перекл󰑧чени󰑱 не вычисл󰑱етс󰑱, а подбираетс󰑱 таким обра󰑬ом, чтобы максимал󰑭ное

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2020, 4



Активное гашение колебаний крупногабаритных конструкций 107

отклонение тела гасител󰑱 после перекл󰑧чени󰑱 не увеличилос󰑭. Такой подход обеспе-
чивает гашение колебаний 󰑬а приемлемое врем󰑱 при умеренных отклонени󰑱х массы
гасител󰑱.

-1 0 1
-3

-2

0

2

3

[

K

Рис. 4. Проекции фа󰑬овых траекторий при комбинированном управлении.

И󰑬лом на фа󰑬овой траектории о󰑬начает точку перекл󰑧чени󰑱 с одного набора
коэффициентов a, b, c и d на другой.

В этом случае, как пока󰑬ано на рис. 4, максимал󰑭ное отклонение тела гасител󰑱 |η|
после перекл󰑧чени󰑱 примерно равно максимал󰑭ному отклонени󰑧 до перекл󰑧чени󰑱.

Предло󰑨енное комбинированное управление мо󰑨но охарактери󰑬оват󰑭 как
кусочно-линейное управление со скачкообра󰑬ным перекл󰑧чением коэффициентов об-
ратной св󰑱󰑬и. В качестве недостатка такого комбинированного управлени󰑱 мо󰑨но
отметит󰑭, что дл󰑱 выбора точек перекл󰑧чени󰑱 необходимо оперативно получит󰑭 точ-
ные 󰑬начени󰑱 фа󰑬овых переменных системы.

󰑪акл󰑧чение

Данное исследование мо󰑨ет быт󰑭 испол󰑭󰑬овано дл󰑱 дл󰑱 оценки во󰑬мо󰑨ности га-
шени󰑱 колебаний упругих крупногабаритных конструкций балочного типа при помо-
щи перемещени󰑱 внутренней массы. Предло󰑨енные линейные и кусочно-линейный
󰑬аконы управлени󰑱 таким гасителем по обратной св󰑱󰑬и по󰑬вол󰑱󰑧т привести систему
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в состо󰑱ние поко󰑱. Эти 󰑬аконы управлени󰑱 облада󰑧т ра󰑬ными достоинствами и недо-
статками. Управление, максими󰑬иру󰑧щее степен󰑭 устойчивости системы, по󰑬вол󰑱ет
достич󰑭 наимен󰑭шего времени переходного процесса, но 󰑬а счет бол󰑭шой амплиту-
ды гасител󰑱. Ре󰑨им м󰑱гкого гашени󰑱 колебаний приводит к наимен󰑭шей амплитуде
тела гасител󰑱, что умен󰑭шает габариты системы гашени󰑱 колебаний, но 󰑬а счет уве-
личени󰑱 времени переходного процесса. Комбинированное (кусочно-линейное) управ-
ление приводит к сравнител󰑭но небол󰑭шим времени процесса и амплитуде гасител󰑱,
но требует оперативно получат󰑭 точные 󰑬начени󰑱 фа󰑬овых переменных системы дл󰑱
выбора точки перекл󰑧чени󰑱.

Работа выполнена по теме государственного 󰑬адани󰑱 AAAA-A20-120011690138-6.
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Perturbed initial boundary value conjugation problems.

Yakubova A. R.

Abstract. The non-self-adjoint boundary value, spectral and initial boundary value
problems generated by the sesquilinear form were considered in the author’s previous works.
Such problems were studied in the case of one domain. The existence of weak solutions of the
boundary value problems were obtained. Based on these boundary value problems, non-self-
adjoint spectral problems were investigated. The theorems on the discreteness of the spectrum
were proved. Also the theorems on localization and the asymptotic behavior of the eigenvalues
were obtained. The properties of completeness and basicity of the system of eigenfunctions and
associated (root) functions were studied. For the initial boundary value problems which generate
the considered spectral problems, the theorems about existence of strong solutions were proved.

Based on the already considered problems the mixed spectral conjugation problems in the
case of two domains were considered. In this paper we study the perturbed initial boundary
value problems generated by the sesquilinear form. In this case, the principle of superposition is
used. The principle makes it possible to represent the solution of the original problem as a sum
of solutions to auxiliary problems. These auxiliary problems contain inhomogeneity in only one
place, that is, either in the equation or in one of the boundary conditions. The operator methods
of mathematical physics in areas with Lipschitz boundaries during research are used. The original
initial-boundary value problem is reduced to the Cauchy problems for a first-order integro-
differential and differential-operator equations. The theorems on the existence and uniqueness of
a strong solutions to the Cauchy problems in the case of two domains were proved.

Keywords: initial boundary problem, strong solution, Green’s formula, sesquilinear form,
transmission problem, Hilbert space
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Введение

В предыдущих работах автора (см., например, [1, 2]) рассматривалис󰑭 несамосо-
пр󰑱󰑨енные краевые, спектрал󰑭ные и начал󰑭но-краевые 󰑬адачи, поро󰑨денные обоб-
щенной формулой Грина дл󰑱 оператора Лапласа в случае одной области. Дока󰑬а-
но существование слабых решений краевых 󰑬адач Дирихле и Неймана-Н󰑭󰑧тона. На
основе этих краевых 󰑬адач исследованы несамосопр󰑱󰑨енные спектрал󰑭ные пробле-
мы Дирихле, Неймана-Н󰑭󰑧тона, Стеклова, Стефана, а так󰑨е дл󰑱 других классов
во󰑬мущенных спектрал󰑭ных 󰑬адач, встреча󰑧щихс󰑱 в прило󰑨ени󰑱х. Таких как: 󰑬ада-
ча С. Г. Крейна (колебани󰑱 в󰑱󰑬кой 󰑨идкости в частично 󰑬аполненном контейнере),
И. Д. Чуешова (поверхностна󰑱 диссипаци󰑱 энергии), М. С. Аграновича (теори󰑱 ди-
фракции). Дл󰑱 них дока󰑬аны теоремы о дискретности спектра, его локали󰑬ации, об
асимптотическом поведении собственных 󰑬начений, о полноте и ба󰑬исности системы
собственных и присоединенных (корневых) функций. Дл󰑱 начал󰑭но-краевых 󰑬адач,
поро󰑨да󰑧щих и󰑬ученные спектрал󰑭ные 󰑬адачи, дока󰑬аны теоремы существовани󰑱
сил󰑭ных по времени решений, ука󰑬аны классы функций, в которых выполн󰑱󰑧тс󰑱
уравнени󰑱 и граничные услови󰑱 󰑬адачи.

На основе ука󰑬анных 󰑬адач исследованы во󰑬мущенные краевые, спектрал󰑭ные
и начал󰑭но-краевые 󰑬адачи сопр󰑱󰑨ени󰑱 дл󰑱 двух областей. При этом испол󰑭󰑬ован
принцип суперпо󰑬иции, по󰑬вол󰑱󰑧щий представит󰑭 решение 󰑬адачи в виде суммы ре-
шений четырех вспомогател󰑭ных краевых 󰑬адач (нево󰑬мущенных), содер󰑨ащих неод-
нородност󰑭 либо в уравнении, либо в одном и󰑬 краевых условий. Дл󰑱 краевых 󰑬адач
дока󰑬аны теоремы о существовании и единственности слабого решени󰑱.

На основе и󰑬ло󰑨енного выше подхода дл󰑱 краевых 󰑬адач исследованы спектрал󰑭-
ные 󰑬адачи сопр󰑱󰑨ени󰑱 при первом и втором услови󰑱х сопр󰑱󰑨ени󰑱. Установлено, что
исходные проблемы привод󰑱тс󰑱 к исследовани󰑧 операторного пучка, который 󰑬ави-
сит от двух комплексных параметров, один и󰑬 которых считаетс󰑱 фиксированным, а
другой 󰯹 спектрал󰑭ным. Выведены свойства решений во󰑬мущенных и нево󰑬мущен-
ных спектрал󰑭ных 󰑬адач при первом и втором услови󰑱х сопр󰑱󰑨ени󰑱.

В данной работе рассмотрены во󰑬мущенные начал󰑭но-краевые 󰑬адачи при первом
условии сопр󰑱󰑨ени󰑱. Дока󰑬аны теоремы о сил󰑭ной ра󰑬решимости ка󰑨дой и󰑬 них на
поло󰑨ител󰑭ной полуоси.

1. Во󰑬мущенна󰑱 смешанна󰑱 спектрал󰑭на󰑱 󰑬адача сопр󰑱󰑨ени󰑱

Дл󰑱 рассмотрени󰑱 во󰑬мущенных начал󰑭но-краевых 󰑬адач, приведем сначала
формулировку и вид слабого решени󰑱 соответству󰑧щей смешанной спектрал󰑭ной
󰑬адачи сопр󰑱󰑨ени󰑱, исследованной в работе [2].
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В области Ω ⊂ Rm (см. рис. 1), ра󰑬битой на две подобласти Ω1 и Ω2, с липши-
цевыми границами Γ11, Γ22 и границами стыка Γ12 = Γ21 рассмотрим спектрал󰑭ну󰑧
󰑬адачу. Имеем в област󰑱х Ω1, Ω2 (см. рис. 1) дл󰑱 искомых функций uk(x):

Рис. 1

u1 −∆u1 = λu1 =: f1 − 2ε
m󰁛

k=1

c1k
∂u1

∂xk

=: 󰁨f1 (в Ω1),

u2 −∆u2 = λu2 =: f2 − 2ε
m󰁛

k=1

c2k
∂u2

∂xk

=: 󰁨f2 (в Ω2),

(1)

на внешних границах:

∂11u1 = λγ11u1 + εσ1γ11u1 =: ψ1 + εσ1γ11u1 =: 󰁩ψ1 (на Γ11),

∂12u2 = λ−1γ22u2 + εσ2γ22u2 =: ψ2 + εσ2γ22u2 =: 󰁩ψ2 (на Γ22),
(2)

на границах стыка два услови󰑱 сопр󰑱󰑨ени󰑱:
либо

γ21u1 − γ12u2 = 0, ∂21u1 + ∂12u2 = ϕ21 + ε(σ12γ21u1 − σ12γ12u2) =

= µγ12u1 + ε(σ12γ21u1 − σ12γ12u2) =: 󰁩ψ21 (на Γ21), (3)

либо

∂21u1 + ∂12u2 = ψ21+ε(σ12γ21u1 − σ12γ12u2) = µ(γ12u1 − γ12u2)+

+ε(σ12γ21u1 − σ12γ12u2) =: 󰁩ψ21 (на Γ21). (4)
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В [2] установлено, что слабое решение спектрал󰑭ной 󰑬адачи при первом условии
сопр󰑱󰑨ени󰑱, то ест󰑭 󰑬адачи (1)–(3), удовлетвор󰑱ет уравнени󰑧

uε − εV11σ1γ11p1uε−εV22σ2γ22p2uε + 2εA−1

󰀕 m󰁛

k=1

c1k
∂u1

∂xk

;
m󰁛

k=1

c2k
∂u2

∂xk

󰀖
−

−εV21(σ12γ21u1 − σ21γ12u2) = λ(A−1 + V11V
∗
11)uε+

+λ−1(V22(V22)
∗)uε + µV21(V21)

∗uε,

(5)

где Vkk = (γkkpk)
∗.

Осуществл󰑱󰑱 в (5) 󰑬амену

uε = A−1/2vε, vε ∈ L2(Ω), D(A1/2) = H1
Γ(Ω)

и действу󰑱 на обе части полученного соотношени󰑱 оператором A1/2, получаем 󰑬адачу

L(λ, µ)vε := ((I − εS)− λ(A−1 +B11)− λ−1B22 − µK22)vε = 0, vε ∈ L2(Ω),

где A 󰯹 оператор гил󰑭бертовой пары (H1
Γ(Ω);L2(Ω)), 0 < A−1 ∈ S∞(L2(Ω)),

0 󰃑 B11 := A1/2V11(V11)
∗A−1/2 ∈ S∞(L2(Ω)),

0 󰃑 B22 := A1/2V22(V22)
∗A−1/2 ∈ S∞(L2(Ω)),

0 󰃑 K22 := A1/2V21(V21)
∗A−1/2 ∈ S∞(L2(Ω)),

дл󰑱 операторного пучка L(λ, µ) с параметрами λ и µ. Один и󰑬 параметров мо󰑨ем
считат󰑭 фиксированным, другой 󰯹 спектрал󰑭ным. 󰑪дес󰑭 оператор S ∈ S∞(L2(Ω)),

S := A1/2V11σ1γ11p1A
−1/2 + A1/2V22σ2γ22p2A

−1/2+

+ 2A−1/2

󰀕 m󰁛

k=1

c1k
∂u1

∂xk

;
m󰁛

k=1

c2k
∂u2

∂xk

󰀖
A−1/2 − A1/2V21(σ12γ21p1 − σ21γ12p2).

2. Во󰑬мущенна󰑱 начал󰑭но-краева󰑱 󰑬адача при первом условии
сопр󰑱󰑨ени󰑱 в случае спектрал󰑭ного параметра λ

Рассмотрим тепер󰑭 начал󰑭но-краеву󰑧 󰑬адачу, котора󰑱 поро󰑨дает соответству󰑧-
щу󰑧 спектрал󰑭ну󰑧 󰑬адачу (см. [2, c. 95]) со спектрал󰑭ным параметром λ и фиксиро-
ванным µ. Вместо пол󰑱 скоростей u(t, x) введем поле перемещений сплошной среды
wε(t, x), uε(t, x) = ∂wε/∂t. Тогда начал󰑭но-краева󰑱 󰑬адача, отвеча󰑧ща󰑱 спектрал󰑭-
ной (5) в случае спектрал󰑭ного параметра λ примет вид
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∂2wε,1

∂t2
+

∂

∂t

󰀕
wε,1 −∆wε,1 + 2ε

m󰁛

k=1

c1k
∂wε,1

∂xk

󰀖
= 󰁨f1 (в Ω1),

∂2wε,2

∂t2
+

∂

∂t

󰀕
wε,2 −∆wε,2 + 2ε

m󰁛

k=1

c2k
∂wε,2

∂xk

󰀖
= 󰁨f2 (в Ω2);

(6)

на внешних границах:

∂11
∂wε,1

∂t
+ γ11

∂2wε,1

∂t2
+ εσ1γ11

∂wε,1

∂t
=: ψ1 + εσ1γ11

∂wε,1

∂t
:= 󰁨ψ1 (на Γ11),

∂12
∂wε,2

∂t
+ γ22wε,2 + εσ2γ22

∂wε,2

∂t
=: ψ2 + εσ2γ22

∂wε,2

∂t
:= 󰁨ψ2 (на Γ22);

(7)

на границах стыка:
либо

γ21
∂wε,1

∂t
− γ12

∂wε,2

∂t
= 0,

∂21
∂wε,1

∂t
+ ∂12

∂wε,2

∂t
= ψ21 + ε(σ12γ21

∂wε,1

∂t
− σ21γ12

∂wε,2

∂t
) =

= µγ21
∂wε,1

∂t
+ ε(σ12γ21

∂wε,1

∂t
− σ21γ12

∂wε,2

∂t
) := 󰁨ψ21 (на Γ21);

(8)

либо

∂21
∂wε,1

∂t
+ ∂12

∂wε,2

∂t
= ψ21 + ε(σ12γ21

∂wε,1

∂t
− σ21γ12

∂wε,2

∂t
) =

= µ(γ21
∂wε,1

∂t
− γ12

∂wε,2

∂t
) + ε(σ12γ21

∂wε,1

∂t
− σ21γ12

∂wε,2

∂t
) := 󰁨ψ21 (на Γ12),

(9)

wε,k(0) = w0
ε,k,

∂wε,k

∂t
(0) = w1

ε,k = u0
ε,k. (10)

Рассмотрим 󰑬адачу (6), (7) при первом условии сопр󰑱󰑨ени󰑱 (8). Испол󰑭󰑬у󰑱 прин-
цип суперпо󰑬иции, мо󰑨но исследоват󰑭 󰑬адачу (6)-(8), (10) и дока󰑬ат󰑭 теорему о ее
сил󰑭ной ра󰑬решимости на прои󰑬вол󰑭ном проме󰑨утке времени. Представим решение
wε(t, x) 󰑬адачи (6)-(8), (10) в виде суммы решений п󰑱ти вспомогател󰑭ных 󰑬адач, в
ка󰑨дой и󰑬 которых неоднородности вход󰑱т в уравнение либо в одно и󰑬 краевых усло-
вий лиш󰑭 в одном месте.

Имеем
dwε

dt
=A−1( 󰁨f − d2wε

dt2
) + V21( 󰁨ψ21 − µγ21p1

dwε

dt
−

−ε(σ12γ21p1
dwε

dt
− σ21γ12p2

dwε

dt
)) + V11( 󰁨ψ1 − γ11p1

d2wε

dt
− εσ1γ11p1

dwε

dt
)+

+V22( 󰁨ψ2 − γ22p2wε − εσ2γ22p2
dwε

dt
) + (I + εS)

dwε

dt
, (11)
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где wε = (wε,1;wε,2), 󰁨f = ( 󰁨f1; 󰁨f2), p1(u1; 0) := u1, p2(0; u2) := u2 󰯹 ортопроекторы,
A 󰯹 оператор гил󰑭бертовой пары (H1(Ω1)⊕H1(Ω2);L2(Ω)), A = diag (A1, A2),
A1 󰯹 оператор гил󰑭бертовой пары (H1(Ω1);L2(Ω1)),
A2 󰯹 оператор гил󰑭бертовой пары (H1(Ω2);L2(Ω2)),

H1(Ω) = H1(Ω1)⊕H1(Ω2).

Отс󰑧да во󰑬никает 󰑬адача Коши

(A−1 + V11γ11p1)
d2wε

dt2
+
󰁫
(I + εS)− µV21(γ21p1+

+ ε(σ12γ21p1 − σ21γ12p2))− εV11σ1γ11p1 + εV22σ2γ22p2

󰁬dwε

dt
+ V22γ22p2wε =

= A−1f + V21ψ21 + V11ψ1 + V22ψ2, wε(0) = w0
ε ,

∂wε

∂t
(0) = w1

ε = u0
ε. (12)

󰑪апишем (12) в виде

(A−1 + V11γ11p1)
d2wε

dt2
+
󰁫
(I + ε󰁥S)− µV21γ21p1

󰁬dwε

dt
+ V22γ22p2wε =

= A−1f + V21ψ21 + V11ψ1 + V22ψ2, wε(0) = w0
ε ,

∂wε

∂t
(0) = w1

ε = u0
ε.

В силу того, что A1/2H1(Ω) = L2(Ω), в последнем уравнении осуществим 󰑬амену

wε = A−1/2ηε.

Имеем

(A−1 +B1p1)
d2ηε
dt2

+
󰁫
(I + ε󰁨S)− µB21p1

󰁬dηε
dt

+B2p2ηε =

= A−1/2f + A1/2V21ψ21 + A1/2V11ψ1 + A1/2V22ψ2 := f1(t),

ηε(0) = A1/2w0
ε ,

∂ηε
∂t

(0) = A1/2w1
ε = A1/2u0

ε,

где B1 := V11γ11, B21 := V21γ21, B2 := V22γ22.
Оператор A−1 + B1p1 󰑱вл󰑱етс󰑱 полным, то ест󰑭 имеет тривиал󰑭ное 󰑱дро

Ker(A−1 + B1p1) = {0}, следовател󰑭но он обратим. Тогда мо󰑨но сделат󰑭 еще одну
󰑬амену

dηε
dt

= (A−1 +B1p1)
−1ϕε (13)

и получит󰑭 󰑬адачу Коши дл󰑱 интегродифференциал󰑭ного уравнени󰑱 первого пор󰑱дка
dϕε

dt
+ ((I + ε󰁨S1)− µB21p1)(A

−1 +B1p1)
−1ϕε+
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+

t󰁝

0

B2p2(A
−1 +B1p1)

−1ϕε(s)ds = −B2p2A
1/2w0

ε + A−1/2f + A1/2V21ψ21+

+ A1/2V22ψ2 + A1/2V11ψ1, ϕε(0) = (A−1 +B1p1)A
1/2w1

ε . (14)

Дл󰑱 исследовани󰑱 проблемы ра󰑬решимости 󰑬адачи (14) воспол󰑭󰑬уемс󰑱 утвер󰑨де-
нием, дока󰑬ател󰑭ство которого мо󰑨но найти в [3, с. 21-25], теоремы 1.3.2, 1.3.4.

Лемма 1. Рассмотрим в гил󰑭бертовом пространстве H 󰑬адачу Коши

du

dt
= A0u+

t󰁝

0

G(t, s)A1u(s)ds+ f(t), u(0) = u0.

Предполо󰑨им, что оператор A0 генерирует голоморфну󰑧 полугруп-
пу, D(A0) ⊃ D(A1), оператор–функции G(t, s) и ∂G(t, s)/∂t непрерывны на
△t := {(t, s) : 0 󰃑 s 󰃑 t} со 󰑬начени󰑱ми в H.

Пуст󰑭 u0 ∈ D(A0), f ∈ Cβ(R+;H), 0 < β 󰃑 1. Тогда 󰑬адача (14) имеет един-
ственное решение u ∈ C(R+;D(A0)) ∩ C1(R+;H).

В 󰑬адаче (14) оператор −((I + ε󰁥S)−µB21p1)(A
−1+B1p1)

−1 генерирует голоморф-
ну󰑧 полугруппу, при этом области определени󰑱 этого генератора и оператора, сто󰑱-
щего под 󰑬наком интеграла, совпада󰑧т. Далее, мо󰑨но считат󰑭, что в (14) G(t, s) ≡ I.
Отс󰑧да и и󰑬 леммы 1 следует утвер󰑨дение.

Лемма 2. Пуст󰑭

w0
ε , w

1
ε ∈ H1

Γ(Ω), (15)

f ∈ Cβ(R+; (H
1
Γ(Ω))

∗), ψk ∈Cβ(R+;H
−1/2(Γjk)), j, k = 1, 2, 0 < β 󰃑 1, (16)

Тогда 󰑬адача (14) имеет единственное решение ϕε(t) на R+, и дл󰑱 этого решени󰑱
все слагаемые в уравнении (14) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 непрерывными функци󰑱ми t ∈ R+ со 󰑬на-
чени󰑱ми в L2(Ω).

И󰑬 этой леммы вытекает утвер󰑨дение.

Теорема 1. Пуст󰑭 в 󰑬адаче (6)-(8), (10) выполнены услови󰑱 (15), (16),

µ /∈ σ((I + ε󰁨S1)− µB21p1). (17)

Тогда существует единственное сил󰑭ное решение 󰑬адачи

w ∈ C2(R+; (H
1
Γ(Ω))

∗) ∩ C1(R+;H
1
Γ(Ω)). (18)
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Дока󰑬ател󰑭ство. И󰑬 условий условий (15), (16) следует, что 󰑬адача (14), следова-
тел󰑭но, и исходна󰑱 󰑬адача име󰑧т решени󰑱, дл󰑱 которых все слагаемые в этих уравне-
ни󰑱х 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 элементами и󰑬 C(R+;L2(Ω)). В силу (16) имеем dηε/dt ∈ C(R+;L2(Ω)).
Далее, в 󰑬адаче (12), а потому и в (11) dwε/dt ∈ C(R+;H

1
Γ(Ω)). Отс󰑧да получаем,

что Lε(dwε/dt) ∈ C(R+; (H
1
Γ(Ω))

∗), ∂ε,k(dwε/dt) ∈ C(R+;H
−1/2(Γjk)).

С учетом (11), аналогично рассу󰑨дени󰑱м, проведенным выше, устанав-
ливаем, что дл󰑱 функции wε(t, x) выполнены уравнени󰑱 и краевые усло-
ви󰑱 󰑬адачи (6)-(8), (10); поэтому, в силу дока󰑬анных свойств дл󰑱 уравне-
ни󰑱 (6), все слагаемые в уравнении (6) 󰯹 элементы и󰑬 C(R+; (H

1
Γ(Ω))

∗), а в граничных
услови󰑱х 󰯹 элементы и󰑬 C(R+;H

−1/2(Γjk)), j, k = 1, 2.
Отс󰑧да получаем, что имеет место свойство (18), вкл󰑧чение

γ11p1wε ∈ C2(R+;H
−1/2(Γ11)), а так󰑨е выполнены начал󰑭ные услови󰑱 (15). □

3. Во󰑬мущенна󰑱 начал󰑭но-краева󰑱 󰑬адача при первом условии
сопр󰑱󰑨ени󰑱 в случае спектрал󰑭ного параметра µ

Рассмотрим тепер󰑭 начал󰑭но-краеву󰑧 󰑬адачу при фиксированном параметре λ,
µ 󰯹 спектрал󰑭ном. Имеем следу󰑧щие уравнени󰑱 и краевые услови󰑱:

󰀕
wε,1 −∆wε,1 + 2ε

m󰁛

k=1

c1k
∂wε,1

∂xk

󰀖
wε,1 = λwε,1 + 󰁨f1 (в Ω1),

󰀕
wε,2 −∆wε,2 + 2ε

m󰁛

k=1

c2k
∂wε,2

∂xk

󰀖
wε,2 = λwε,2 + 󰁨f2 (в Ω2);

(19)

на внешних границах:

∂11wε,1 = λγ11wε,1 + εσ1γ11wε,1 =: 󰁨ψ1 (на Γ11),

∂12wε,2 = λ−1γ22wε,2 + εσ2γ22wε,2 =: 󰁨ψ2 (на Γ22);
(20)

на границах стыка:

γ21wε,1 − γ12wε,2 = 0,

∂21wε,1 + ∂12wε,2 = − ∂

∂t
(γ21p1wε) + ε(σ21γ21p1wε − σ21γ12p2wε) := 󰁨ψ21 (на Γ21);

wε(0, x) = w0
ε,i(x), x ∈ Ωi, i = 1, 2. (21)

Снова, испол󰑭󰑬у󰑱 принцип суперпо󰑬иции и представл󰑱󰑱 решение wε ∈ H1
Γ(Ω) в ви-

де суммы решений п󰑱ти вспомогател󰑭ных 󰑬адач, дл󰑱 искомой функции wε = wε(t, x)

приходим к уравнени󰑧
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wε =A−1(λwε + f) + V21(ψ21 +
d

dt
(γ21p1wε)− ε(σ12γ21p1wε−

−σ21γ12p2wε)) + V11(ψ1 + λγ11p1wε + εσ1γ11p1wε)+

+V22(ψ2 + λ−1γ22p2wε + εσ2γ22p2wε) + (I + εS)wε

(22)

и соответству󰑧щей 󰑬адаче Коши

V21γ21p1
dwε

dt
+

󰀗
(I + εS)− λA−1 + ε(σ12γ21p1 − σ21γ12p2)−

−λV11γ11p1 + εσ1γ11p1 + V22(λ
−1γ22p2 + εσ2γ22p2)

󰀘
wε =

=A−1f + V21ψ21 + V11ψ1 + V22ψ2, wε(0) = w0
ε .

(23)

󰑪адачу (23) мо󰑨но переписат󰑭 в виде

V21γ21p1
dwε

dt
+

󰀗
(I + ε󰁥S)− λ(A−1 + V11γ11p1)− λ−1V22γ22p2

󰀘
wε =

= A−1f + V21ψ21 + V11ψ1 + V22ψ2, wε(0) = w0
ε .

(24)

В силу того, что A1/2H1(Ω) = L2(Ω), в (24) мо󰑨но сделат󰑭 󰑬амену

wε = A−1/2ηε, ηε ∈ L2(Ω).

Тогда получаем следу󰑧щу󰑧 󰑬адачу Коши

B21p1
dηε
dt

+

󰀗
(I + ε󰁨S)− λ(A−1 +B1p1)− λ−1B2p2

󰀘
ηε =

= A−1/2f + A1/2V21ψ21 + A1/2V11ψ1 + A1/2V22ψ2 =: f1(t),

ηε(0) = η0ε = A1/2w0
ε ,

(25)

B21 := (A1/2V21)(γ21p1A
−1/2) = (γ21p1A

−1/2)∗(γ21p1A
−1/2).

Особенност󰑭󰑧 этой 󰑬адачи 󰑱вл󰑱етс󰑱 тот факт, что B21 󰃍 0, Ker B21 бесконечномерно.
С учетом этого рассмотрим 󰑬адачу (25) в абстрактной форме. Полагаем, что иссле-
дуетс󰑱 󰑬адача Коши в прои󰑬вол󰑭ном гил󰑭бертовом пространстве H

B
dηε
dt

+ ((I + ε󰁨S)− Φ)ηε = f1(t), ηε(0) = η0ε , (26)

где B 󰑱вл󰑱етс󰑱 неотрицател󰑭ным компактным оператором,

Ker B ∕= {0}, Ker B =: H0, Φ ∈ S∞(H). (27)

Отметим, что имеет место ра󰑬ло󰑨ение H = H0 ⊕ H1, H1 = R(B) преобра󰑬уем
󰑬адачу (26) к 󰑬адаче Коши дл󰑱 дифференциал󰑭ного уравнени󰑱 в подпространстве
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H1. Дл󰑱 этого представим элемент ηε = ηε,0 + ηε,1, ηε,0 = P0ηε = P0ηε,0 ∈ H0,

ηε,1 = P1ηε = P1ηε,1 ∈ H1, где P0, P1 󰯹 ортопроекторы на H0 и H1 соответствен-
но.

Полагаем, что

Ker ((I + ε󰁨S)− Φ) = {0}, Ker ((I0 + εP0
󰁨SP0)− P0ΦP0) = {0}. (28)

Тогда в силу второго услови󰑱 оператор ((I0 + εP0
󰁨SP0) − P0ΦP0) обратим. Отс󰑧да

получаем 󰑬адачу Коши

󰁥B1
dηε
dt

+ ((I1 + εP1
󰁨SP1)− Φ1)ηε,1 = f2(t), ηε,1(0) = η0ε,1 = P1η

0
ε , (29)

󰁥B1 := P1BP1, Φ1 = P1ΦP1 + (P1ΦP0)((I0 + εP0
󰁨SP0)− P0ΦP0)

−1(P0ΦP1),

f2 := P1f + (P1ΦP0)((I0 + εP0
󰁨SP0)− P0ΦP0)

−1P0f,

ηε,0 = ((I0 + εP0
󰁨SP0)− P0ΦP0)

−1((P0ΦP1)ηε,1 + P0f),

где 󰁥B1 > 0, 󰁥B1,Φ1 ∈ S∞(H1).
Осуществим 󰑬амену в (29)

󰁥B1ηε,1 = ξε,1, (30)

тогда приходим к 󰑬адаче
dξε,1
dt

+ ((I1 + ε󰁨S1)− Φ1) 󰁥B−1
1 ξε,1 = f2(t), ξε,1(0) = 󰁥B1ηε,1(0) = B1P1η

0
ε . (31)

Лемма 3. Пуст󰑭 в 󰑬адаче (26), (27) выполнены услови󰑱 (28),

η0ε ∈ H, f1 ∈ Cβ(R+;H), 0 < β 󰃑 1. (32)

Тогда эта 󰑬адача имеет единственное решение ηε ∈ C1(R+;H).

Дока󰑬ател󰑭ство. И󰑬 условий (32) следует, что

ξε,1(0) ∈ D(( 󰁥B1)
−1), 󰁨f2 ∈ Cβ(R+;H1).

Уравнение (31) 󰑱вл󰑱етс󰑱 абстрактным параболическим, так как 󰁥B−1
1 󰯹 поло󰑨ител󰑭-

но определенный самосопр󰑱󰑨енный неограниченный оператор, а Φ1 ∈ S∞(H1). Сле-
довател󰑭но, существует единственное сил󰑭ное решение 󰑬адачи (30) на R+, то ест󰑭
ξε,1 ∈ C1(R+;H1) ∩ C(R+;D(( 󰁥B1)

−1)). Тогда 󰑬адача (29) имеет единственное сил󰑭ное
решение ηε(t), дл󰑱 которого все слагаемые в уравнении 󰯹 элементы и󰑬 C(R+;H1). Так
как (I1+ε󰁨S1)−Φ1 обратим в силу условий (28), отс󰑧да получаем, что ηε,1 ∈ C(R+;H1).

Во󰑬враща󰑱с󰑭 от (29) к исходной 󰑬адаче (26), получаем утвер󰑨дение леммы.

Теорема 2. Пуст󰑭 в 󰑬адаче (19)-(21) выполнены услови󰑱

f1 ∈ Cβ(R+; (H
1
Γ(Ω))

∗), ψk ∈ Cβ(R+;H
−1/2(Γjk)), 0 < β 󰃑 1, j, k = 1, 2,
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wε(0) = w0
ε ∈ H1

Γ(Ω), (33)

λ /∈ σ((I + ε󰁨S1)− λ(A−1 +B1p1)− λ−1B2p2) ∩ σ((I0 + εP0
󰁨S1P0)−

− λP0(A
−1 +B1p1)P0 − λ−1P0B2p2P0), P0H := Ker B2. (34)

Тогда существует единственное решение wε ∈ C(R+;H
1
Γ(Ω)) 󰑬адачи, дл󰑱 которого

ка󰑨дое слагаемое 󰑱вл󰑱етс󰑱 элементом и󰑬 C(R+; (H
1
Γ(Ω))

∗), а в граничных услови-
󰑱х 󰯹 элементами и󰑬 C(R+;H

−1/2(Γjk)), j, k = 1, 2.

Дока󰑬ател󰑭ство. Дока󰑬ател󰑭ство проводитс󰑱 аналогично дока󰑬ател󰑭ству теоре-
мы 1, с учетом утвер󰑨дени󰑱 леммы 1.

И󰑬 условий (33), (34) и󰑬 леммы 1 следует, что существует единственное решение
ηε,1(t) ∈ C(R+;H1), H1 := L2(Ω) ⊖ Ker B21 󰑬адачи. Рассу󰑨да󰑱, как при дока󰑬ател󰑭-
стве теоремы 1 и во󰑬враща󰑱с󰑭 от (29) к (22), (23), получаем утвер󰑨дени󰑱 исходной
теоремы.

Вы󰑱сним тепер󰑭, как выгл󰑱д󰑱т в 󰑱вной форме услови󰑱 (34). Очевидно, это те
собственные 󰑬начени󰑱, дл󰑱 которых два приведенных в (34) пучка Крейна име󰑧т
нетривиал󰑭ные решени󰑱. 󰑪начит, ну󰑨но рассматриват󰑭 две спектрал󰑭ные 󰑬адачи

((I + ε󰁨S1)− λ(A−1 +B1p1)− λ−1B2p2)ξε = 0,

(I0 + εP0
󰁨S1P0)− λP0(A

−1 +B1p1)P0 − λ−1P0B2p2P0)ξε,0 = 0.
(35)

Обычным обра󰑬ом мо󰑨но пока󰑬ат󰑭 (см. [4]), что первый и󰑬 этих пучков имеет дис-
кретный спектр с двум󰑱 предел󰑭ными точками λ = 0, λ = ∞, причем ветви име󰑧т
асимптотическое поведение

λ
(∞)
k = λ−1

k (A−1 +B1p1)[1 + o(1)] = λ−1
k (B1p1)[1 + o(1)], k → ∞,

λ
(0)
k = λk(B2p2)[1 + o(1)], k → ∞.

Аналогичным обра󰑬ом рассматрива󰑱 второе и󰑬 уравнений (35) в пространстве H0,
приходим к выводу, что это уравнение так󰑨е имеет дискретный спектр, состо󰑱щий
и󰑬 двух ветвей собственных 󰑬начений с предел󰑭ными точками λ = ∞, λ = 0.

󰑪акл󰑧чение

В данной работе на основе рассмотренных смешанных спектрал󰑭ных 󰑬адач
(см. [2]) исследованы поро󰑨да󰑧щие их начал󰑭но-краевые 󰑬адачи математической
фи󰑬ики. При этом испол󰑭󰑬ован принцип суперпо󰑬иции, по󰑬вол󰑱󰑧щий представит󰑭
решение 󰑬адачи в виде суммы решений вспомогател󰑭ных краевых 󰑬адач, содер󰑨ащих
неоднородност󰑭 лиш󰑭 в одном месте. При исследовании испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 операторные

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (49)’ 2020



120 А. Р. 󰑯кубова

методы математической фи󰑬ики в област󰑱х с липшицевыми границами (см. [3, 5]).
Дока󰑬аны теоремы о существовании и единственности сил󰑭ного по времени решени󰑱
исследуемых начал󰑭но-краевых 󰑬адач сопр󰑱󰑨ени󰑱 в случае, когда λ – спектрал󰑭ный
параметр, µ – фиксированный и наоборот.
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УДК: 517.98

Пуст󰑭 H 󰯹 бесконечномерное комплексное гил󰑭бертово пространство,
(B(H ), 󰀂 · 󰀂∞) 󰯹 C󰂏-алгебра всех ограниченных линейных операторов, дей-
ству󰑧щих в H , и пуст󰑭 CE симметричный идеал компактных операторов в H ,
поро󰑨денный вполне симметричном пространством последовател󰑭ностей E ⊂ c0.
Если Tt : B(H ) → B(H ), t ≥ 0, сил󰑭но непрерывна󰑱 в C1 полугруппа поло󰑨ител󰑭-
ных операторов Данфорда-Шварца, то верны следу󰑧щие варианты индивидуал󰑭ной
и статистической эргодических теорем: Дл󰑱 ка󰑨дого x ∈ CE сет󰑭 At(x) =

1
t

󰁕 t

0
Ts(x)ds

сходитс󰑱 к некоторому 󰁥x ∈ CE относител󰑭но нормы 󰀂 · 󰀂∞ при t → ∞; при этом,
если E сепарабел󰑭но и E ∕= l1 (как мно󰑨ество), то lim

t→∞
󰀂At(x)− 󰁥x󰀂CE

= 0.

Кл󰑧чевые слова: Симметричное пространство последовател󰑭ностей, банахов идеал
компактных операторов, оператор Данфорда–Шварца, индивидуал󰑭на󰑱 эргодическа󰑱 тео-
рема, статистическа󰑱 эргодическа󰑱 теорема..

Бардин А. Е., 󰑮итенева 󰑰. Н. Иерархическа󰑱 модел󰑭 конкуренции при
неопределенности / А. Е. Бардин, 󰑰. Н. 󰑮итенева // Таврический вест-
ник информатики и математики. 󰯹 2020. 󰯹 󰎍4 (49). 󰯹 C. 18 – 29.

УДК: 519.83

Исследуетс󰑱 двухуровнева󰑱 иерархическа󰑱 структура прин󰑱ти󰑱 решений в 󰑬адаче
конкуренции фирм. Рассматриваетс󰑱 линейно-квадратична󰑱 модел󰑭 с двум󰑱 уров-
н󰑱ми иерархии, в которой испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 концепции Курно и Штакел󰑭берга в услови-
󰑱х неопределенности. Неконтролируемые факторы (неопределенности) ото󰑨дествл󰑱-
󰑧тс󰑱 с действи󰑱ми компании-импортера. Дл󰑱 формали󰑬ации решени󰑱 испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱
принципы Вал󰑭да и Сэвид󰑨а.

Кл󰑧чевые слова: двухуровнева󰑱 иерархическа󰑱 структура, олигополи󰑱 Курно, модел󰑭
Штакел󰑭берга, 󰑬адача при неопределенности, принцип Вал󰑭да, принцип Сэвид󰑨а.
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Германчук М. С. Ра󰑬решимост󰑭 󰑬адач псевдобулевой условной оптими󰑬а-
ции типа многих коммиво󰑱󰑨еров / М. С. Германчук // Таврический вест-
ник информатики и математики. 󰯹 2020. 󰯹 󰎍4 (49). 󰯹 C. 30 – 55.

УДК: 519.16

Формали󰑬аци󰑱 󰑬адач маршрути󰑬ации многих коммиво󰑱󰑨еров (mTSP) в сло󰑨ных се-
т󰑱х приводит к NP-полным псевдобулевым 󰑬адачам условной оптими󰑬ации. Выделе-
ны подклассы полиномиал󰑭но ра󰑬решимых 󰑬адач, дл󰑱 которых элементы матрицы
рассто󰑱ний удовлетвор󰑱󰑧т неравенству треугол󰑭ника и другим специал󰑭ным пред-
ставлени󰑱м исходных данных.

Полиномиал󰑭но ра󰑬решима󰑱 󰑬адача на󰑬начени󰑱 мо󰑨ет быт󰑭 испол󰑭󰑬ована дл󰑱 опре-
делени󰑱 необходимого количества агентов и построени󰑱 их маршрутов. Рассматри-
ваетс󰑱 подкласс 󰑬адач псевдобулевой оптими󰑬ации с ограничени󰑱ми в виде ди󰑬󰑫󰑧нк-
тивной нормал󰑭ной формы (ДНФ), к которым сводитс󰑱 󰑬адача mTSP. 󰑪адачи в этой
форме полиномиал󰑭но ра󰑬решимы и по󰑬вол󰑱󰑧т об󰑫единит󰑭 󰑬нани󰑱 о структуре сети,
требовани󰑱 к прохо󰑨дени󰑧 маршрутов агентами (процедуры поиска) и эффективные
алгоритмы логического вывода на ограничени󰑱х в виде ДНФ. Этот подход 󰑱вл󰑱ет-
с󰑱 теоретическим обоснованием дл󰑱 ра󰑬работки многоагентной системы управлени󰑱,
ведущей к решени󰑧 mTSP.

В рамках интеллектуал󰑭ного планировани󰑱, с испол󰑭󰑬ованием ресурсов и во󰑬мо󰑨-
ностей, с учетом ограничений дл󰑱 ка󰑨дого агента на выбранных кластерах сети
достигаетс󰑱 построение общего решени󰑱 дл󰑱 всей сло󰑨ной сети.

Кл󰑧чевые слова: псевдобулева󰑱 оптими󰑬аци󰑱 с ДНФ ограничени󰑱ми, полиномиал󰑭ное
решение 󰑬адачи многих коммиво󰑱󰑨еров, алгоритмы.

󰑮уковский В. И., Самсонов С. П., Романова В. Э., 󰑮уковска󰑱 Л. В., Му-
хина 󰑰. С. Линейно-квадратична󰑱 игра n лиц как аналог антагони-
стической игры / В. И. 󰑮уковский, С. П. Самсонов, В. Э. Романова,
Л. В. 󰑮уковска󰑱, 󰑰. С. Мухина // Таврический вестник информатики
и математики. 󰯹 2020. 󰯹 󰎍4 (49). 󰯹 C. 56 – 82.

УДК: 519.833

Как правило, дл󰑱 нахо󰑨дени󰑱 решени󰑱 игры чаще всего испол󰑭󰑬уетс󰑱 пон󰑱тие равно-
весие по Нэшу, которое обладает ва󰑨ным свойством устойчивости. Именно: отклоне-
ние от решени󰑱 отдел󰑭ного игрока не дол󰑨но увеличит󰑭 выигрыш отклонившегос󰑱.
Однако равновесие по Нэшу не обладает внешней и внутренней устойчивост󰑭󰑧.
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Внешн󰑱󰑱, так и внутренн󰑱󰑱 неустойчивост󰑭 мно󰑨ества равновесий по Нэшу 󰯹 нега-
тив при его практическом испол󰑭󰑬овании. В св󰑱󰑬и с этим предлагаетс󰑱 новое опреде-
ление, а именно равновесие санкций и контрсанкций, которое основываетс󰑱 на кон-
цепции угро󰑬 и контругро󰑬. Чтобы и󰑬бе󰑨ат󰑭 внешней и внутренней неустойчивости,
к определени󰑧 было добавлено требование максимума по Парето.

В подтвер󰑨дение вышеска󰑬анного приводитс󰑱 дока󰑬ател󰑭ство отсутстви󰑱 в рассмат-
риваемой игре равновеси󰑱 по Нэшу и устанавливаетс󰑱 существование равновеси󰑱
угро󰑬 и контругро󰑬, а так󰑨е существование равновеси󰑱 санкций и контрсанкций.

При нахо󰑨дении решени󰑱 данной линейно-квадратичной игры N ≥ 2 лиц 󰑬адача
рассматриваетс󰑱 с точки 󰑬рени󰑱 двух ра󰑬ных концепций. Ра󰑬личие этих концепций
󰑬акл󰑧чаетс󰑱 как ра󰑬 в ра󰑬личии самих пон󰑱тий 󰯺угро󰑬а󰯻 и 󰯺санкци󰑱󰯻, 󰯺контругро󰑬а󰯻
и 󰯺контрсанкци󰑱󰯻. В первом случае игроку не имеет смысла примен󰑱т󰑭 угро󰑬у, т.к.
он не смо󰑨ет увеличит󰑭 сво󰑧 функци󰑧 выигрыша и󰑬-󰑬а применени󰑱 к нему во󰑬мо󰑨-
ной контругро󰑬ы другим игроком. Во втором случае демонстрируетс󰑱, как дол󰑨ен
вести себ󰑱 игрок, когда на него у󰑨е 󰯺обрушиваетс󰑱󰯻 санкци󰑱.

В ре󰑬ул󰑭тате был получен 󰑱вный вид нового решени󰑱 линейно-квадратичной игры
N ≥ 2 лиц 󰯹 равновесие санкций и контрсанкций, которое максимал󰑭но по Паре-
то (и поэтому внутренне и внешне устойчиво), обладает свойством индивидуал󰑭ной
рационал󰑭ности. При этом в игре отсутствует равновесие по Нэшу.

Кл󰑧чевые слова: некооперативные игры, равновесие по Нэшу, равновесие по Бер󰑨у,
санкции и контрсанкции, угро󰑬ы и контругро󰑬ы, максимум по Парето.

Копачевский Н. Д., Брыксина У. Б., Цветков Д. О. Модел󰑭на󰑱 󰑬адача
о нормал󰑭ных колебани󰑱х частично диссипативной гидросистемы /
Н. Д. Копачевский, У. Б. Брыксина, Д. О. Цветков // Таврический вест-
ник информатики и математики. 󰯹 2020. 󰯹 󰎍4 (49). 󰯹 C. 83 – 98.

УДК: 517.98

В данной работе рассматриваетс󰑱 модел󰑭на󰑱 спектрал󰑭на󰑱 󰑬адача, сохран󰑱󰑧ща󰑱 все
особенности реал󰑭ной 󰑬адачи о нормал󰑭ных колебани󰑱х гидродинамической системы,
состо󰑱щей и󰑬 двух нес󰑨имаемых однородных 󰑨идкостей помещенных в прои󰑬вол󰑭-
ный сосуд. При этом 󰑨идкост󰑭 бол󰑭шей плотности 󰑱вл󰑱етс󰑱 в󰑱󰑬кой, а мен󰑭шей 󰯹

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (49)’ 2020
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идеал󰑭ной. Исследование спектра 󰑬адачи проведено на основе и󰑬учени󰑱 трансцен-
дентного характеристического уравнени󰑱 относител󰑭но комплексного декремента 󰑬а-
тухани󰑱 нормал󰑭ных колебаний.

Кл󰑧чевые слова: модел󰑭на󰑱 󰑬адача, в󰑱󰑬ка󰑱 󰑨идкост󰑭, идеал󰑭на󰑱 󰑨идкост󰑭, характе-
ристическое уравнение, спектр гидродинамической 󰑬адачи.

Кумакшев С. А. Активное гашение колебаний крупногабаритных кон-
струкций / С. А. Кумакшев // Таврический вестник информатики и ма-
тематики. 󰯹 2020. 󰯹 󰎍4 (49). 󰯹 C. 99 – 108.

УДК: 534.113:62-52

Дл󰑱 крупногабаритных систем, подвер󰑨енных колебани󰑱м, таким как, например,
длинной балки с поле󰑬ной нагру󰑬кой на конце, предло󰑨ены ре󰑨имы управлени󰑱 ак-
тивным гашением колебаний. Само гашение колебаний предполагаетс󰑱 перемещени-
ем внутренней массы (гасител󰑱) по направл󰑱󰑧щей, перпендикул󰑱рной балке. Управ-
ление состоит в выборе коэффициентов линейной обратной св󰑱󰑬и, котора󰑱 следит 󰑬а
отклонением и скорост󰑭󰑧 гасител󰑱 и поле󰑬ного гру󰑬а.

Кл󰑧чевые слова: активное гашение колебаний, линейна󰑱 обратна󰑱 св󰑱󰑬󰑭.

󰑯кубова А. Р. Во󰑬мущенные начал󰑭но-краевые 󰑬адачи сопр󰑱󰑨ени󰑱 /
А. Р. 󰑯кубова // Таврический вестник информатики и математики. 󰯹
2020. 󰯹 󰎍4 (49). 󰯹 C. 109 – 120.

УДК: 517.95

В работе исследу󰑧тс󰑱 во󰑬мущенные начал󰑭но-краевые 󰑬адачи сопр󰑱󰑨ени󰑱, поро󰑨-
денные полуторалинейной формой. Принцип суперпо󰑬иции по󰑬вол󰑱ет представит󰑭
решение исходной 󰑬адачи в виде суммы решений вспомогател󰑭ных 󰑬адач, содер󰑨а-
щих неоднородност󰑭 либо в уравнении, либо в одном и󰑬 краевых условий. Исходные
начал󰑭но-краевые 󰑬адачи свод󰑱тс󰑱 к 󰑬адачам Коши дл󰑱 интегродифференциал󰑭но-
го и дифференциал󰑭ного операторного уравнени󰑱м первого пор󰑱дка в гил󰑭бертовом
пространстве. Дока󰑬аны теоремы о существовании и единственности сил󰑭ных по вре-
мени решений 󰑬адач Коши дл󰑱 двух областей.

Кл󰑧чевые слова: начал󰑭но-краева󰑱 󰑬адача, сил󰑭ное решение, формула Грина, полутора-
линейна󰑱 форма, 󰑬адача сопр󰑱󰑨ени󰑱, гил󰑭бертово пространство.
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