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Building a transport network model using satellite images.

Kozlova M. G., Germanchuk M. S.

Abstract.
A method of constructing a transport network using a satellite image and a set of paths as

input data is considered. Software has been developed for building a transport network model
based on the specified input data. Examples of the program’s operation on various sections of
transport networks are considered. The advantages and disadvantages of the developed method
are described.

Keywords: transport network, image binarization, GPX-track.

Introduction

Following the evolution of geographic information systems, building models for street
and road networks is presently in high demand. Street and road networks models allow to
find the shortest routes between two waypoints (both in time and distance), to estimate
traffic congestion for different street and road networks sections, traffic intensity and some
other characteristics.

The goal of the present work is to apply existing methods of road network model
construction for elaborating an algorithm of automatic construction of a multi-level road
network model. The input data will be a high-resolution satellite image representing
required street and road networks sections and a set of coordinates provided by Global
Positioning System trackers belonging to the vehicles located within a certain street and
road networks section.

The model is defined here as an undirected connected graph. Each vertex of the graph
is described by a pair of geographical coordinates. The vertices (edges) of the graph may
contain some additional information (e.g., the width of the road within the section, the
number of lanes, the road surface condition, etc.). To build such a graph, a satellite color
image of the street and road networks is reduced to a binary form. In the process of
binarization, only the carriageway (topological object) is built, while such road elements
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as sidewalks, curbs, fences, etc. (non-topological objects) are ignored. It is to note that
the evolution of Global Positioning System technologies made it possible to build street
and road networks models based on GPX-tracks. It is possible to build an averaged model
representing a real street and road networks quite well based on a large enough number of
geographic coordinate ordered sets. This method is implemented when simulating racing
tracks in video games or when making a description of a road in a difficult-to-see area
with large street and road networks sections hidden by other objects, such as rocks in a
mountainous area, trees in a forest or tunnels/overpasses in a city.

Based on the given premises, the authors proposed an approach combining an image
recognition method and a GPX path application method to construct SRN models. For the
input data a binary image is used with the points corresponding to the SRN highlighted
in black and a set of GPX-tracks intersecting the described area.

1. Survey of methods for street and road networks building

Following the development of techniques for obtaining accurate images and precise
positioning of objects on the earth’s surface, it became possible to recreate an accurate
map of the earth’s surface, which can nowadays be freely accessed using such service
systems as Yandex: Maps and Google: Maps. Due to a large increase in number of vehicles,
building correct models of street and road networks (SRN) has become quite an urgent
task. These models can be used to help analyzing actual traffic conditions, predicting
possible complications or advantages for specific types of SRN structural elements, as
well as to help optimizing traffic itself.

Road model building based on satellite images is quite complicated because of various
types of noise present in the image. This is primarily due to the fact that different road
parts may be not visible, hidden in a tunnel, pass under an overpass, or have several levels.
In [1], a specific method for image processing was proposed, which has many heuristic
parameters to be configured in accordance with the terrain road characteristics which can
be distinguished in satellite images.

In [2], the authors described a model of the SRN section in Naberezhnye Chelny.
They set the following tasks to achieve: to assess the adopted planning decisions when
constructing the SRN by its loading parameters, the speed of vehicles in the SRN,
availability and number of traffic accidents; identify SRN sections and elements that
require changes; calculate required carrying capacity for the SRN parts which already
exist and are under construction. This work implemented a simulation model to define
the SRN model characteristics.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2020, 2
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In [3], the case of micro-modeling of SRN nodes was provided (micro-modeling means
modeling SRN structural sections, such as road rings, intersections or straight road
sections, separately from the entire SRN system), which allows to study and optimize
specific road sections for getting them into the SRN system in an optimized form. On the
example of an intersection of a three-lane road and a four-lane road, the author proved
the importance and necessity for such an approach to the construction.

In [4], it is shown an example of constructing a SRN model for modeling emergency
situations on a road section: accident, fog, fallen tree or road repairing work. The effects
of various conditions on the SRN and traffic flow are analyzed.

In [5], the authors proposed a neural network approach to constructing a model for
identifying roads in satellite images. The model is based on a multilayer perceptron,
one of the most preferable architectures for artificial neural networks when applied to
classification and prognostication problems. The RGB color model is used to find out
whether pixels belong to a certain road or not.

In [6, 7], it is proposed an approach to constructing SRN models of vector maps based
on a polygonal figure skeleton. This approach allows finding intersection patterns on a
map, classifying intersections by configuration, providing SRNs in a form serving as a
basis for simulations in traffic geographic information systems.

Of notice is that to date there can be distinguished three methods (and their
combination) of constructing SRN models as applicable to the problems and studies
proposed by the authors of the articles mentioned above. Those methods comprise:
manual, based on using specialized software; construction based on object recognition
in the image; construction based on generalization of a set of GPX tracks. A GPX file
comprises a set of GPS data (key positions, paths, etc.) stored in an xml file. A GPX track
will be called a GPX file that stores an ordered set of geographic coordinates corresponding
to the path of a certain object on the earth surface.

It is important that due to the evolution of GPS technologies it became possible to
construct SRN models based on GPX tracks. On the base of a great number of ordered
sets of geographic coordinates, the algorithm builds an averaged model describing an
actual SRN with good precision. This method is mostly used in modeling racing tracks
in video games or when making a road description in a difficult-to-see area with large
SRN sections being hidden by other objects, such as rocks in a mountainous area, trees
in a forest or tunnels/overpasses in a city. However, building a relevant model in such a
manner requires sufficient data encompassing all the variety of possible traffic trajectories
for a corresponding SRN section. This means that a person with a receiver is to move
in all possible directions within an SRN which is a highly time-consuming process. To

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍2 (47)’ 2020
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collect tracks, such companies as Google and Yandex use geolocation sensors installed
into mobile phones and navigators. This allows to accumulate necessary amount of data
which are far less accurate than in professional systems.

Let us consider a construction method which is a combination of methods based on
road recognition in a satellite image and construction of a model by a set of tracks. This
approach allows to verify and complement models based on image recognition while using
a significantly smaller number of tracks.

2. Design of a system for building an SRN model

To build an SRN model, we designed an algorithm combining the methods based on
image recognition and using GPX tracks. The input data is a binary image containing SRN
associated waypoints highlighted in black and a set of GPX tracks belonging to a relevant
territory. The stage of a traffic network image recognition consisted of preprocessing the
input image and a procedure of its skeletonization.

To create a software application, we used Java programming language as its libraries
are convenient for data visualization with an image processing system integrated into it.
The JavaMonkeyEngine graphics engine was used for interactive visualization. The system
input data is organized into a file with a .dat extension that has the following structure:

test-bit.png //String with a relative address of a binary image file.
44.988401 34.079755 // Geographic coordinates corresponding to the image

upper left pixel
90.0 // Azimuth corresponding to the image horizontal axis.
373 335 // Width and height of the image, in meters.
//There is 0 or more relative links for GPX tracks to the end of the file
test-bit-track1.gpx
test-bit-track2.gpx
...

Following the skeletonization of the binary image (based on the Zong-Sun algorithm [8]),
a graph that corresponds to the SRN model is built. Its main idea can be represented in the
following form:

cl = 0

ct = 0

cycle i from 0 to ImageWidth− 1

cycle j from 0 to ImageWidth− 1

if point belongs to skeleton then
cl = 0

ct = 0

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2020, 2



Building a transport network model using satellite images 11

if point has coordinates (i− 1, j) ∈ V then
add to E edge {(i, j), (i− 1, j)}
cl = ct = 1;

if point has coordinates (i, j − 1) ∈ V then
add to E edge {(i, j), (i, j − 1)}
ct = 1;

if point has coordinates (i, j + 1) ∈ V then
add to E edge {(i, j), (i, j + 1)}
cl = 1;

if ct = 0 point has coordinates (i− 1, j − 1) ∈ V then
add to E edge {(i, j), (i− 1, j − 1)}

if cl = 0 point has coordinates (i− 1, j + 1) ∈ V then
add to E edge {(i, j), (i− 1, j + 1)}

However, the resulting graph looks cumbersome. To optimize it, it is necessary to select
all sequences of edges having the minimal deviations from the correlation line. Besides, it is
necessary to combine such adjacent vertices that have more than two edges adjacent to each
of them, with the vertices being at distances corresponding to the SRN width from each other.
Hence, the following sequence is executed:

1) optimization of skeleton’s edges;
2) primary optimization of connection points for segments;
3) secondary optimization of connection points for segments.
Determining a sequence of edges is done by sequentially supplementing the list with edges

incident to the extreme edges of the sequence. Optimized edges are marked. It is not possible to
optimize a sequence of edges if one of the interior points of the sequence has a degree greater
than 2.

After optimizing the edges, the connection points for the edges are also optimized. This
process is executed in two passes.

The algorithm for primary optimization of points connecting edges consists of the
following steps:

1о. As far as there are unmarked vertices with degree 3, perform 2о − 6о.
2о. Select the next vertex.
3о. Identify a pair of edges BxCx, ByCy whose lines have an angle of 180 ± N degrees (N

is predefined in advance).
4о. If there is no such pair of edges, then move the vertex to the center of the triangle formed

by lines B1C1, B2C2, B3C3. Otherwise, optimize the vertex by placing it at the intersection of
lines CxCy and AC2.

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍2 (47)’ 2020
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5о. Remove vertices B1, B2, B3 from the graph by connecting vertices C1, C2, C3 with
vertex A.

6о. Mark the optimized vertex.

The algorithm for secondary optimization of points connecting edges consists of the
following steps:

1о. As far as there are unmarked vertices with degree from 3 to 5, perform 2о − 7о.
2о. Select the next vertex.
3о. For the edges incident to a given vertex A, identify a pair of edges AB, AC so that they

had an angle of 180 ± N degrees (N is predefined in advance).
4о. If there is no such pair of edges, then the vertex does not need optimization; mark it and

go to 2о.
5о. If the degree of the vertex is 3, then optimize the vertex by placing it at the intersection

point of lines BC и АD.
6о. If the degree of the vertex is 4, then place the vertex in the middle of segment FG, where

point F is obtained by intersecting lines BC and AD, and point G is got by intersecting lines
BC and AE.

7о. Mark the optimized vertex.

As a result, an optimized SRN graph will be obtained. The resulting graph is a single-level
road network model. However, this model will be incorrect in the case of a multi-level SRN
because the algorithm cannot recognize hidden sections of the road, and the resulting model will
have gaps in it.

To extend the model to multi-level cases, the following algorithm is proposed:
1о. Delete all vertices that are less than at a certain threshold distance from the dead-end

vertex (the distance is defined as the length of the path by the edges of the graph).
2о. In the resulting graph, connect each dead-end vertex with a weighted edge having 0

weight to the remaining dead-end vertices.

The resulting graph is a model for all possible cases of the SRN behavior in a given section.
The edge weight represents the numerical value of “confidence” that the edge belongs to the
correct model.

To confirm or to deny the presence of additional weighted edges in the correct graph model,
the method of drawing GPX tracks on a model overflowed with edges was used. A GPX file is a
set of GPS data (key positions, paths, etc.) stored in an xml file.

We call a GPX file a GPX track if it contains the path of an object on the earth’s surface
stored in the form of an ordered set of geographical coordinates. In our application, such a
structure is implemented by using the class Track, which allows not only to store and use tracks
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as ordered sets of coordinates, but also to convert them to graph structures or calculate image
points corresponding to track points. The precision of converting waypoints into image point
depends on the ratio of the image-covered surface area to the image resolution.

To implement geographic coordinates, we created GeoMath class that describes the following
functions and procedures:

• conversion of geographic coordinates, recorded in different formats, from a string to a
vector;

• conversion of geolocation vectors to a pair of geographic coordinates in text format;
• calculation of a distance between two geographical points;
• calculation of the azimuth for the start and end of movement from one point to another,

and intermediate points for the shortest path between two points;
• calculation of the arrival point, when departing from a specified geographical point in a

specified direction at a specified distance;
• detection of an intersection for two paths defined by two points or by a point, direction,

and distance.

To calculate distance between two points on the earth surface, the following algorithms can
be implemented [10, 11].

Fast algorithm:
given geographic coordinates p1 and p2

df = p2.latitude− p1.latitude

dl = p2.longitude− p1.longitude

a = sin(df/2)2 + cos(p1.latitude) · cos(p2.latitude) · sin(dl/2)2

c = 2 · atan2(sqrt(a), sqrt(1− a))

return EARTH_RAD_METERS · c

Slow but more accurate algorithm:
given geographic coordinates p1 and p2

dl = p2.longitude− p1.longitude

c = acos(sin(p1.latitude) · sin(p2.latitude) + cos(p1.latitude) · cos(p2.latitude) · cos(dl))
return EARTH_RAD_METERS · c

In the software, we implemented the fast algorithm as its accuracy is sufficient for work
based on the available resolution of satellite images, which can presently be downloaded from
open sources.

To move between points, it is necessary to calculate the movement direction. Azimuth
parameters (measured in degrees) are used to define direction. To calculate it when moving
to a specified point on the surface, we used the following algorithm:

given geographic coordinates p1 and p2
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dl = p2.longitude− p1.longitude

y = sin(dl) · cos(p2.latitude)
x = cos(p1.latitude) · sin(p2.latitude)− sin(p1.latitude) · cos(p2.latitude) · cos(dl)
return atan2(y, x), converted to a range from 0 to 360
To calculate azimuths for intermediate points, we designed the following algorithm:
given geographic coordinates p1, p2 and f value in the range between [0,1],

where 0 – movement starting point, а 1 – end point
angDist = distance between points p1 and p2 divided by

EARTH_RAD_METERS

a = (sin((1?f) · angDist))/(sin(angDist))

b = (sin(f · angDist)/(sin(angDist))

x = a · cos(p1.latitude) · cos(p1.longitude) + b · cos(p2.latitude) · cos(p2.longitude)
y = a · cos(p1.latitude) · sin(p1.longitude) + b · cos(p2.latitude) · sin(p2.longitude)
z = a · sin(p1.latitude) + b · sin(p2.latitude)
latitude = atan2(z, sqrt(x2 + y2))

longitude = atan2(y, x)

conversion of latitude and longitude to values ranged between [0,360]
return latitude, longitude

The algorithm returns the path’s intermediate point between points p1, p2 and f

value within a range of [0,1], where 0 is a departure point, and 1 is an arrival point.
EARTH_RAD_METERS value specifies the earth’s approximate radius. To correctly
compare GPX track coordinates and map points, geographical coordinates corresponding to
the image’s upper left point and the azimuth for the image’s horizontal axis are taken as initial
data. This allows to interpolate points and assign geographical coordinates to each point in the
image. GeoQuad class, representing a square plot of the earth’s surface, is responsible for this.

a) b)

Fig. 1. a) model binary image representing two tracks; b) constructed SRN
model placed upon a binary image

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2020, 2



Building a transport network model using satellite images 15

To give an example, let us consider an SRN model binary image (fig. 1 a)). It shows two
tracks passing through each of the paths. It is assumed that the paths go at different levels. In
this case, two tracks are enough to build a complete and correct SRN model.

In fig. 1 b), it is shown the result of implementing the program. Green lines indicate graph’s
edges, red dots are used to highlight vertices. It can be seen on the visualized model (fig. 2)
that there is no vertex at the point of intersecting edges, as ribs belong to different levels. When
additional information in the form of GPX tracks is absent, it is not possible to accurately
determine the SRN configuration, as the road sections to the left and to the right might be the
road’s dead ends.

Fig. 2. Visualization of a model fragment

For testing, we selected a few examples. One such example is the multi-level road junction
in the city of Simferopol at the intersection of Kievskaya Street and the bypass road (fig. 3 a)).
This road junction seems appropriate for initial testing as it is mostly exposed for recognition.

a) b)

Fig. 3. a) satellite image of the junction; b) binary image of the junction

The SRN fragments blocked or covered with shadows are marked as not belonging to the
SRN. The skeleton for this SRN fragment is shown in fig. 4 a). Judging by the skeleton image, its

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍2 (47)’ 2020



16 M. G. Kozlova, M. S. Germanchuk

use will make the model incomplete. It can be easily noticed that only one GPX track is required
to confirm the SRN configuration for this section (the track is shown in fig 4 b)).

a) b)

Fig. 4. a) skeleton based on a binary image; b) SRN binary image with
green color indicating path for GPX track

Fig. 5. Image of a model built upon the SRN binary image

To note the shortcomings of the proposed approach, the algorithm is prone to
“misunderstand” road exits when analyzing more complex road junctions if they are located
at places with a high degree of obstruction (Moscow, Saint Petersburg). However, after stripping
unnecessary dead ends and increasing number of tracks, followed by stripping low weight edges,
this problem can be effectively solved.
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Conclusion

In this work, we propose a novel approach to constructing SRN models based on a
combination of methods implementing road recognition in satellite images and road construction
by GPX tracks. This approach to model building allows to compensate for errors in road
recognition and requires the minimum number of tracks, in that reducing the time needed to
construct them. The proposed algorithm is automatic and has complexity O(n3), which allows
to minimize the need for human participation in model construction. The algorithm can be
effectively implemented when modeling simple road junctions, bridges, overpasses, and any types
of SRNs without multiple overlaps of closely located elements, yet it can fail when modeling road
sections with a very large number of gaps. The work on updating relevant algorithms is underway
to make it possible to split binary images into fragments to then model them independently.
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Introduction

The theory of cooperative games has been developing in three directions as follows.
The first direction involves the introduction of equilibrium solutions for normal-form
games and their analysis. It is an extension of Nash’s theory [18, 19]. The second direction
is based on the characteristic function approach. In a characteristic function game, each
coalition (subset of players) is associated with a value it can afford. The third and most
recent direction considers the coalition formation as a dynamic process.

As the contribution of the present paper is related to the first direction of research,
we briefly discuss the second and the third directions.

In characteristic function games, the most prominent solution concept is the core
proposed in [12]. The core rests on the idea of blocking: a coalition can block an imputation
if it can improve the payoffs of its members by deviating from the current imputation. An
imputation is in the core if it cannot be blocked by any coalition. Many other concepts
were also introduced, such as the nucleolus, the kernel, and the Shapley value, to name a
few. The main drawback of the characteristic function game and its solution concepts is
that they do not incorporate the strategic interaction of players.

The obvious limitations of the characteristic form games and their solution concepts
led to the appearance of the third direction of research, which considers coalition formation
in cooperative games as a dynamic process. The pioneering works in this direction
were the publications [7], where players’ farsightedness was incorporated into game-
theoretic analysis (i.e., the players were assumed to care about long-term outcomes of the
game); [22], where 󰯺coalition strategies󰯻 were introduced to account for the coalitional
behavior of players during the game; and [14], where coalition formation was described
by a Markov process. For more details, the interested reader is referred to [23].

Now, let us discuss the first direction. Many coalition-related concepts of equilibrium
or solutions were introduced for n-player normal-form games. The main motivation for
the inception of such investigations was to overcome a well-known drawback of Nash
equilibrium (NE): NE is unstable against the deviations of coalitions. A coalition may
improve the payoff of all its members by collectively deviating from NE. R. Aumann [1]
introduced the strong equilibrium (SE) that is stable against such deviations. As it
however turned out, the set of SE is empty for most of the games. Later, Aumann [2]
suggested the α-core and β-core for relaxing the conditions of SE. A strategy profile
belongs to the core of a game if no group of players has an incentive to form a coalition
and choose a different strategy profile in which each of its members are made better-off,
i.e., the strategy profile cannot be blocked by any coalition. The α-core and β-core differ
by the definition of blocking: the α-core requires a blocking coalition to choose a specific
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strategy independently of the complementary coalition’s choice, whereas the β-core allows
a blocking coalition to vary its blocking strategy as a function of the complementary
coalition’s choice. C. Berge [3] introduced a very strong equilibrium, called the strong
Berge equilibrium (SBE), in the sense that if one of the players chooses his strategy from
an SBE, the other players have no choice but to play their strategies from the SBE.
The Berge equilibrium (BE), put forward by V. Zhukovskiy [30], is an equilibrium that
reflects altruism and mutual support among the players. A BE is a strategy profile in
which the payoff function of each player is maximized by all the other players. Recently,
research on BE has gained some momentum [33], as more empirical research showed that
(besides noncooperative behavior) cooperation, mutual support, reciprocity, and caring
about fairness may take place in interactions between individuals; see [9, 10, 13, 26].
Bernheim noticed that in an SE some deviations might not be self-enforcing [8], and
therefore cannot be treated as credible threats. This led to the introduction of coalition-
proof Nash equilibrium (CPNE). In a CPNE, only self-enforcing deviations are credible
threats. A deviation by a coalition is self-enforcing if no subcoalition has an incentive
to initiate a new deviation. Finally, some works combined different solution concepts,
e.g., the hybrid solution of [29], which assumed a coalition structure to be formed, and
the game itself to be noncooperative among coalitions but cooperative within coalitions.
As a result, Nash equilibrium was adopted for the former and the core for the latter as
solutions.

A common drawback of the coalition equilibria and solutions mentioned above is
that their set is often empty; they do not exist under standard assumptions such as the
compactness and convexity of strategy sets and the continuity and quasiconcavity of payoff
functions [8, 15, 20, 27, 31], except for the α-core and Zhao’s hybrid solution. Using the
notion of balancedness, Scarf [26] established the non-emptiness of the α-core in the case
of compact and convex strategy sets and continuous and quasiconcave payoff functions.
However, Scarf’s theorem suggests no method for determining an α-core element. Zhao’s
hybrid solution was obtained under similar hypotheses.

As most of these equilibrium concepts and solutions do not exist in the class of pure
strategies under standard assumptions of continuous games, a natural question arises:
Do these concepts and solutions exist in mixed strategies? Unfortunately, there are no
works dealing with this question and related topics in the existing literature. Moreover,
the existence of the concepts and solutions has not been considered in games under
uncertainty.
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In this paper, we introduce a rational coalitional equilibrium for a game under
nonprobabilistic uncertainty as well as establish its existence in mixed strategies. As a
matter of fact, this concept generalizes many of the concepts mentioned above.

The mathematical model of cooperation described below is a four-player normal-form
game with indeterminate parameters (interval uncertainty). The analysis has been limited
to the class of four-player games for the sake of simplicity. Regarding the indeterminate
parameters, it is assumed that the players know their range of admissible values only;
no probabilistic characteristics are available (for some reasons). The models of game
phenomena with a proper consideration of uncertainties yield more adequate results and
decisions, which is supported by the numerous publications related to this field of research.
(For example, a Google search on the topic 󰯺mathematical modeling under uncertainty󰯻
returns more than one million links to related works.) The uncertainty appears because
of incomplete information about the players’ strategy sets, the strategies being chosen
by each player, and the related payoffs: 󰯺Although our intellect always longs for clarity
and certainty, our nature often finds uncertainty fascinating.󰯻 (C. von Clausewitz1). One
more question arises: How a player can simultaneously consider the game’s strategic and
cooperation aspects, and the presence of uncertainty when choosing his strategy? In this
paper, the following approach to formalize the cooperation aspect of the game is adopted.
It is assumed that any non-empty subset of players has the possibility to form a coalition
through communication and coordination by agreeing to choose a bundle of strategies
to achieve the best possible payoff for all its members. This assumption means that the
interests of all possible coalitions are considered. Further, it is also assumed that the
game is without side payments or non-transferable utility (NTU). The concept of strong
coalitional equilibrium (SCE) is introduced for the game described. A sufficient condition
for its existence in pure strategies is provided and its existence in mixed strategies is
established under standard assumptions (compact and convex strategy sets of all players,
a compact set of uncertainties, and continuous payoff functions of all players).

1. The Game under Uncertainty

In this section we present the normal-form game under uncertainty. For the sake of
simplicity, further presentation will be confined to the class of four-player games only.
All the results and definitions below can be easily generalized to n-player games in a
straightforward way.

1Carl von Clausewitz, in full Carl Philipp Gottlieb von Clausewitz, (1780-1831), was a Prussian general
and military thinker, whose work Vom Kriege (1832; On War) has become one of the most respected
classics on military strategy.
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Consider the four-player normal-form game under uncertainty

Γ = 〈N = {1, 2, 3, 4}, {Xi}i∈N , Y, {fi(x, y)}i∈N〉,

where N = {1, 2, 3, 4} is the set of players; each player i ∈ N chooses his
strategy xi from his strategy set Xi ⊂ Rni , thereby forming a strategy profile
x = (x1, x2, x3, x4) ∈ X =

󰁔4
i=1 Xi ⊂ Rn, n =

󰁓
i∈N ni, an interval uncertainty

y ∈ Y ⊂ Rm occurs independently of the players’ actions; the payoff function of player
i ∈ N is a real-valued function fi(x, y) that depends on the pair (x, y) ∈ X ×Y . The goal
of each player i ∈ N in the game Γ is to choose a strategy xi yielding the greatest possible
payoff for him. This includes choosing strategies that maximize other players’ payoffs if
they are beneficial for player i. With this goal in view, the players should consider the
possible formation of any coalition and also the possible realization of any uncertainty
y ∈ Y . Considering the uncertainty y ∈ Y leads to a multivalued payoff function of the
form x → fi(x, Y ) =

󰁖
y∈Y fi(x, y). Such multivalued payoff functions complicate further

study of the cooperative games Γ. To consider the effect of uncertainty on their payoffs,
the players need to adopt a principle of decision-making under uncertainty [16], such as
the maximin principle [28], the principle of minimax regret [24, 25], etc. Moreover, a
reasonable solution concept for the game Γ must reflect the uncertainty’s effect on the
players. As uncertainty is considered in equilibria of cooperative games for the first time,
we assume that the players adopt a conservative (maximin or risk-averse) approach [28].
Other principles of decision-making under uncertainty in the game Γ can be studied in
future works. Thus, the payoff function of each player i ∈ N will be estimated not by its
value fi(x, y), but by its guaranteed level fi[x]. A guarantee over the values fi(xy), y ∈ Y ,
can be defined as follows:

fi[x] = min
y∈Y

fi(x, y).

Really, we have fi[x] ≤ fi(x, y), y ∈ Y , therefore, a lower bound on the payoff function
of the player i can be given by fi[x]. As it will be demonstrated below, under common
conditions the function x → fi[x] is well-defined and continuous on X. In this section and
also in Sections 2 and 3, the functions x → fi[x], i ∈ N are assumed to be well-defined
and continuous on X. This leads to the (conservative) game of guarantees

Γg = 〈N = {1, 2, 3, 4}, {Xi}i∈N , {fi[x]}i∈N〉.

In the next section we will introduce SCE of the game Γ via the game Γg.
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2. Coalitional Rationality and Strong Coalitional Equilibrium

First, let us present the main properties of SCE, introducing the con-cept itself later.
To define coalitional rationality, the following notations are convenient. For any non-empty
subset K of the set N , denote by −K the complement of K, that is, N \K. In particular,
for each i ∈ N , denote by −i the set N \{i} and for each i, j ∈ N , i ∕= j, denote by −(i, j)

the set N \ {i, j}. The notion of partition of a set will be used as well. A partition of a
set A is a family of disjoint subsets of A, the union of which equals A. In game theory, a
partition of the set of players is called a coalition structure. For a strategy profile x ∈ X,
and i ∈ N denote by x = (xi, x−i) and X−i =

󰁔
j∈N\{i} Xj.

In the game Γ, fifteen coalition structures can be formed as follows
{{1}, {2}, {3}, {4}}, {1, 2, 3, 4}, K{i} = {{i}, {−i}}, K{i},{j} = {{i}, {j}, {−(i, j)}},
K{i,j} = {{i, j}, {−(i, j)}}, for all i, j ∈ N , i ∕= j. Recall some results from the theory of
cooperative games without side payments [16]. For a strategy profile x∗ ∈ X in the game
Γg, the following properties are considered:

(a) x∗ satisfies the individual rationality condition (IRC), if for all i ∈ N ,

fi[x
∗] ≥ f 0

i = max
xi∈Xi

min
x−i∈X−i

fi[xi, x−i] = min
x−i∈X−i

fi[x
0
i , x−i].

The value f 0
i is the guaranteed payoff of player i ∈ N . If player i chooses his

maximin strategy x0
i , then his payoff satisfies fi[x

0
i , x−i] ≥ f 0

i , for all x−i ∈ X−i;
(b) x∗ satisfies the collective rationality condition (ColRC) if x∗ is a Pareto-maximal

alternative in the multicriteria choice problem ΓP =
󰀍
X, fi[x]i∈N

󰀎
, i.e., for all x ∈ X,

the system of inequalities fi[x] ≥ fi[x
∗], i ∈ N , with at least one strict inequality,

is inconsistent. Note that if
󰁓

i∈N fi[x] ≤
󰁓

i∈N fi[x
∗] for all x ∈ X, then x∗ is a

Pareto-maximal alternative in the choice problem ΓP .
(c) x∗ satisfies the coalitional rationality condition (CoalRC) if

fk[x
∗] ≥ fk[x

∗
i , x−i], for all x−i ∈ X−i;

fk[x
∗] ≥ fk[x

∗
i , x

∗
j , x−(i,j)], for all x−(i,j) ∈ X−(i,j);

fk[x
∗] ≥ fk[xi, x

∗
−i], for all xi ∈ Xi,

all the three inequalities holding for all i, j, k ∈ N , i ∕= j, where x = (xi, xj, x−(i,j))

and X−(i,j) =
󰁔

s∈N\{i,j} Xs. This condition means that when a coalition K

chooses its strategy profile from x∗, then no player can improve his payoff if the
countercoalition −K deviates from its strategy profile in x∗.

Definition 1. A strategy profile x∗ ∈ X is called strong coalitional equilibrium (SCE) for
the game Γ if it satisfies IRC, ColRC and CoalRC for the game of guarantees Γg.
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Remark 1. In accordance with IRC, it makes sense for a player to form coalitions with
other players if he gets a payoff not less than what he can guarantee by choosing his
maximin strategy. ColRC leads the players to a non-dominated strategy profile in terms
of Pareto maximality. Finally, CoalRC means that the payoff of each player is stable
against any deviations of individual players or coalitions from a strategy profile satisfying
CoalRC. In other words, no player’s payoff is increased when any coalition deviates from
an SCE. Thus, it is rational for all coalitions not to deviate from x∗, because no player in
a deviating coalition or outside it will benefit.

By Definition 1 a SCE must satisfy all the extremal constraints defining IRC, ColRC,
and CoalRC. However, all these constraints can be easily derived from the following
seventeen of them:

fi[x
∗
1, x2, x3, x4] ≤ fi[x

∗], for all xk ∈ Xk, k = 2, 3, 4 and i = 1, 2, 3, 4;

fi[x1, x
∗
2, x3, x4] ≤ fi[x

∗], for all xk ∈ Xk, k = 1, 3, 4 and i = 1, 2, 3, 4;

fi[x1, x2, x
∗
3, x4] ≤ fi[x

∗], for all xk ∈ Xk, k = 1, 2, 4 and i = 1, 2, 3, 4; (1)

fi[x1, x2, x3, x
∗
4] ≤ fi[x

∗], for all xk ∈ Xk, k = 1, 2, 3 and i = 1, 2, 3, 4;
󰁛

i∈N

fi[x] ≤
󰁛

i∈N

fi[x
∗], for all x ∈ X,

where x∗ = (x∗
1, x

∗
2, x

∗
3, x

∗
4).

From this point onwards, we will use the system of inequalities (1) to establish that a
strategy profile is an SCE of the game Γ instead of the system of inequalities involved in
the definitions of IRC, ColRC, and CoalRC (see items (a)–(c) above). From (1) it can be
observed that the SCE has two interesting features. First, once the players are in an SCE,
they do not have incentive to deviate from it individually, collectively, or in coalitions.
Second, if the players are not in an SCE, as soon as one player (or coalition) declares
that he (it) will choose his (its) strategy (profile) from an SCE, the other players have no
choice but to choose their strategies from the SCE. In other words, any player or coalition
can enforce an SCE.

Although SCE does not exist in pure strategies in most of continuous games, in finite
games it is not the case. The following example, adapted from [18], shows that an SCE
exists in a class of games.

Example 1. Consider a three-player game in which players 1, 2 and 3 choose rows,
columns and boxes, respectively and are named accordingly. Let 󰂃 ∈ [0, 1] and also let
α, β, and γ be nonnegative numbers such that α + β + γ < 9. Each of the players has
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two strategies {T,B} for player 1, {T, L} for players 2 and 3. The minimum payoffs, i.e.,
fi[x1, x2, x3] i = 1, 2, 3, where x1 = T,B and xj = T, L; j = 2, 3, are given below.

L R L R
T 2, 2, 2 0, 0, 󰂃 0, 0, 0 4, 4, 1
B α, β, γ 0, 0, 󰂃 0, 0, 0 3, 3, 1

L R

The strategy profile (T,R,R) is an SCE. Really, this strategy profile satisfies the
last inequality of system (1): the sum of the payoffs in (T,R,R) is higher than the sum
of the payoffs in any other strategy profile, including (B,L, L) due to the inequality
α + β + γ < 9 and the fact that α, β, γ are nonnegative numbers.Next, the possible
deviations corresponding to the inequalities in (1) are (T, L,R), (T,R, L), (T, L, L) when
player 1 chooses the SCE strategy T ; (B,R,R), (T,R, L) and (B,R, L) when player 2
chooses the SCE strategy R; (B,R,R), (T, L,R) and (B,L,R) when player 3 chooses the
SCE strategy R. In all the strategy profiles mentioned, the payoffs of players 1, 2, and 3
are smaller than or equal to their payoffs in (T,R,R), which are 4, 4, and 1, respectively.

2.1. Related Concepts. In this section, we recall the most prominent cooperative
solutions of NTU games in normal form and compare them with the SCE. Also, we
compare the SCE with the solution concepts defined in dynamic context with respect to
coalition deviations.

a) [1] A strategy profile x∗ ∈ X is a strong equilibrium (SNE) of the game Γg if, for
all S ⊂ N and for all y−S ∈ X−S, the system of inequalities fi[x

∗] < fi[yS, x
∗
−S] is

inconsistent for all i ∈ S.
This definition means that no coalition can improve the payoff of all its members

by deviating from an SNE when the other players adhere to the SNE.
b) [2] A strategy profile x∗ ∈ X is in the α-core of the game Γg if, for any coalition

S ⊂ N and for each yS ∈ XS, there exists z−S ∈ X−S such that the system of
inequalities fi[x

∗] < fi[yS, z−S] is inconsistent for all i ∈ S.
In other words, if a coalition deviates from a strategy profile x∗ belonging to the

α-core, then the other players have a counterstrategy profile to punish it in such a
way that not all members of the coalition are better-off.

c) [2] A strategy profile x∗ ∈ X is in the β-core of the game Γg if, for each coalition
S ⊂ N , there exists z−S ∈ Z−S such that for all yS ∈ XS the system of inequalities
fi[x

∗] < fi[yS, z−S] is inconsistent for all i ∈ S.
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In other words, for each coalition the other players can use a special strategy
profile to punish it for any deviation from a strategy profile x∗ belonging to the
β-core in such a way that not all members of the coalition are better-off.

d) [3] A strategy profile x∗ ∈ X is a strong Berge equilibrium (SBE) of the game Γg if
for all i ∈ N , the inequalities fj[x∗

i , z−i] ≤ fj[x
∗] holds for all z−i ∈ Z−i and j ∈ −i.

In other words, no coalition of the form −i can make any of its members better-
off by deviating from an SBE. When a player uses his strategy from an SBE, the
other players have no choice but to follow him, simply using their strategies from
the SBE.

e) [30] A strategy profile x∗ ∈ X is a Berge equilibrium (BE) of the game Γg if for all
i ∈ N , the inequalities fi[x

∗
i , z−i] ≤ fi[x

∗] holds for all z−i ∈ Z−i.
In other words, in a BE the players maximize the payoff functions of each other.

This equilibrium reflects mutual support and altruism among the players [33].

Using (1), we can easy to verify that SCE is also an SNE, an SBE and a BE. As is well-
known, an SNE is a CPNE; then, an SCE is also a CPNE. Next, an SCE is an element
of the α-core and the β-core. The SCE has similarities with the SBE. However, there
are two important differences between these solution concepts. First, in an SBE for each
i ∈ N the system of inequalities fj[x

∗
i , z−i] ≤ fj[x

∗] holding for all z−i ∈ Z−i and j ∈ −i

does not include the inequality corresponding to player i, fi[x∗
i , z−i] ≤ fi[x

∗]: the other
players do not care about the payoff of player i when choosing their strategies from x∗,
and his payoff is not maximized. In an SCE, the inequality fi[x

∗
i , z−i] ≤ fi[x

∗] is included,
which means that the payoff function of player i is maximized by the other players. This
shows that the SCE involves mutual support, whereas the SBE does not. Second, an SBE
is generally not Pareto-optimal. The Pareto-maximal SBE was investigated in [33]. The
SCE has also some similarities with the BE. However, there are important differences
between the two equilibria. The BE expresses mutual support and altruism and ignores
the individual interests of players; it is not a refinement of Nash equilibrium as a BE may
not satisfy IRC [33]. The SCE differs from the hybrid solution (HS) of [29]: in the latter,
it is assumed that a coalition structure is formed and there is no cooperation among the
coalitions of this structure; in the former, such assumptions are not made.

Although the coalitional equilibrium [22], the equilibrium binding agreement [23], the
equilibrium process of coalition formation [14] and the consistent set [7] were defined in a
dynamic context, they can be compared to the SCE based on when a coalition can deviate.
In the concepts mentioned, a coalition deviates to another state or strategy profile if and
only if all its members are better-off, whereas in the SCE a coalition can deviate if and
only if all players of the game are better-off (not only its members).
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Moreover, the concepts listed in this section do not consider uncertainty as an
exogenous factor, unlike the SCE.

3. Sufficient Conditions for the Existence of SCE in Pure
Strategies

In the previous section we have seen that an SCE is also an SNE and an SBE. Since
these equilibria do not exist in pure strategies in most of the continuous games (see the
Introduction), the SCE suffers from this drawback too. Nevertheless, we will formulate
sufficient conditions for its existence using the approach developed in [32]. The approach
used in this section paves the way to the next section, where the main result of this paper
will be presented. First, we introduce the convolution [11] related to the SCE

ϕ1(x, z) = max
i∈N

{fi[z1, x2, x3, x4]− fi[z]},

ϕ2(x, z) = max
i∈N

{fi[x1, z2, x3, x4]− fi[z]},

ϕ3(x, z) = max
i∈N

{fi[x1, x2, z3, x4]− fi[z]}, (2)

ϕ4(x, z) = max
i∈N

{fi[x1, x2, x3, z4]− fi[z]},

ϕ5(x, z) =
󰁛

i∈N

fi[x]−
󰁛

i∈N

fi[z],

ϕ(x, z) = max
r=1,...,5

{ϕr(x, z)},

where x = (x1, x2, x3, x4) and z = (z1, z2, z3, z4) ∈ X =
󰁔

i∈N Xi.
A saddle point (x0, z∗) ∈ X ×X of the real-valued function ϕ(x, z) in (2) is defined

by the chain of inequalities

ϕ(x, z∗) ≤ ϕ(x0, z∗) ≤ ϕ(x0, z), for all x, z ∈ X. (3)

Proposition 1. If (x0, z∗) ∈ X × X is a saddle point of the function ϕ(x, z), then the
minimax strategy z∗ is an SCE of the game Γ.

Proof. Letting z = x0 in (3), from (2) we obtain ϕ(x0, x0) = 0. Then by transitivity, from
(3) it follows that

ϕ(x0, z∗) ≤ ϕ(x0, x0) = 0 ⇒ ϕ(x, z∗) ≤ 0, for all x ∈ X,

which implies (1).
□
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Remark 2. In according with Proposition 1, the determination of an SCE reduces to the
determination of a saddle point (x0, z∗) of the Germeier convolution ϕ(x, z) from (2). We
obtain the following procedure for calculating an SCE in the game Γ.

Step 1. Construct the function ϕ(x, z) by (2).
Step 2. Find a saddle point (x0, z∗) ∈ X ×X of the function ϕ(x, z).
Step 3. Compute the four values fi[z

∗], i ∈ N .
Then the pair (z∗, f [z∗] = (f1[z

∗], f2[z
∗], f3[z

∗], f4[z
∗])) ∈ X×R4 consists of the SCE z∗

and the corresponding payoffs of the four players. When the players choose their strategies
from the SCE z∗, they gain the payoffs fi[z

∗], i ∈ N , respectively.
Thus, if the function of two variables ϕ(x, z) has a saddle point, the well-known

numerical methods can be used for computing saddle points.

4. The Existence of SCE in Mixed Strategies

Like the SNE and SBE, the SCE does not exist in pure strategies in the majority of
continuous games. Hence, we can naturally employ the strategy randomization approach,
which was used in [4–6, 18, 19, 21] to establish the existence of Nash equilibrium in mixed
strategies. Following these great scholars, we will establish the existence of an SCE in
mixed strategies. For this purpose, some preliminary results are needed, which will help
in proving the main existence theorem.

4.1. Preliminaries. First, we introduce some auxiliary notations. Denote by compRni

and cocompRni the set of compact subsets of Rni and the set of convex and compact
subsets of Rni , respectively, and also by C(X × Y ) the set of real-valued and continuous
functions with a domain of definition X × Y .

Assume that the elements of the game Γ satisfy the following condition.

Condition 1.

Xi ∈ cocompRni , Y ∈ cocompRm, fi(·) ∈ C(X × Y ), for all i ∈ N. (4)

Then, in accordance with Berge’ maximum theorem [17] , the function x → fi[x] is
well-defined and continuous on X for all i ∈ N .

Next, we construct the mixed extension of the game Γg, which includes the sets of
mixed strategies and mixed strategy profiles as well as the expected value of the players’
payoff functions.

First, we associate with each strategy set Xi ∈ cocompRni the Borel σ-algebra B(Xi),
which consists of subsets Q(i) of Xi such that the intersection and union of a countable
set of elements of B(Xi) belong to B(Xi); moreover, B(Xi) is the minimal σ-algebra
that contains all closed subsets of Xi. In game theory, a mixed strategy νi(·) of player i
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can be identified with a probability measure on the compact set of pure strategies Xi. A
probability measure is a nonnegative function νi(·) defined on the Borel σ-algebra B(Xi)

and satisfies the two conditions:

(C.1) νi

󰀕󰁖
k

Q
(i)
k

󰀖
=

󰁓
k

νi

󰀓
Q

(i)
k

󰀔
for any sequence of disjoint elements {Q(i)

k } of B(Xi)

(countable additivity);
(C.2) νi(Xi) = 1 (normality).

Note that (C.2) implies the inequality νi
󰀃
Q(i)

󰀄
≤ 1 for all Q(i) ∈ B(Xi).

Denote by {νi} the set of mixed strategies of player i ∈ N . Then a mixed strategy
profile of the game Γg can be formulated as a product-measure

ν(dx) = ν1(dx1)ν2(dx2)ν3(dx3)ν4(dx4);

the set of such measures will be denoted by {ν}. The payoff of player i corresponding

to his payoff function in the game Γg is defined by fi[ν] =

󰁝

X

fi[x]ν(dx). Then the mixed

extension of the game Γg has the form

󰁨Γg = 〈N = {1, 2, 3, 4}, {νi}i∈N , {fi[ν]}i∈N〉. (5)

Here we have committed an abuse of notations, denoting the expected value of the
function fi[x] by fi[ν]. The reader can distinguish between the two functions by the
variable involved.

Now, we suggest the following definition of equilibrium, using Definition 1 and (1).

Definition 2. A mixed strategy profile ν∗(·) ∈ {ν} is called a mixed strategy coalitional
equilibrium (MSCE) of the game Γ if it is an SCE of the mixed-extension game (5), that
is,

(i) ν∗(·) satisfies individual rationality and coalitional rationality (IRC and CoalRC),
which can be derived from the following inequalities

fi[ν
∗
1 , ν2, ν3, ν4] ≤ fi[ν

∗], for all νk(·) ∈ {νk}, k = 2, 3, 4 and i = 1, 2, 3, 4;

fi[ν1, ν
∗
2 , ν3, ν4] ≤ fi[ν

∗], for all νk(·) ∈ {νk}, k = 1, 3, 4 and i = 1, 2, 3, 4;

fi[ν1, ν2, ν
∗
3 , ν4] ≤ fi[ν

∗], for all νk(·) ∈ {νk}, k = 1, 2, 4 and i = 1, 2, 3, 4; (6)

fi[ν1, ν2, ν3, ν
∗
4 ] ≤ fi[ν

∗], for all νk(·) ∈ {νk}, k = 1, 2, 3 and i = 1, 2, 3, 4;

where ν∗ = (ν∗
1 , ν

∗
2 , ν

∗
3 , ν

∗
4).

(ii) ν∗(·) satisfies the collective rationality (CLRC), or it is Pareto maximal alternative
in the quad-criteria choice problem

󰁨Γg
v = 〈{ν}, {fi[ν]}i∈N〉,
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that is, for all ν(·) ∈ {ν} the system of inequalities

fi[ν] ≥ fi[ν
∗], i = 1, 2, 3, 4,

with at least one strict inequality, is inconsistent.

A sufficient condition for Pareto optimality (see item (ii)) is as follows.

Remark 3. A mixed strategy profile (alternative) ν∗(·) ∈ {ν} is Pareto-optimal in the
multicriteria choice problem 󰁨Γg

v = 〈{ν}, {fi[ν]}i∈N〉 if

max
ν(·)∈{ν}

󰁛

i∈N

fi[ν] =
󰁛

i∈N

fi[ν
∗].

Consider the function ϕi(x, z), i = 1, 2, 3, 4 and also the function

ϕ(x, z) = max
r=1,...,5

{ϕr(x, z)} (7)

introduced in (2).

Proposition 2. The inequality

max
r=1,...,5

󰁝

X×X

ϕr(x, z)µ(dx)ν(dz) ≤
󰁝

X×X

max
r=1,...,5

ϕr(x, z)µ(dx)ν(dz) (8)

holds for all ν(·) ∈ {ν} and µ(·) ∈ {ν}.

Proof. From (7), for all x, z ∈ X, we obtain the five inequalities

ϕr(x, z) ≤ ϕ(x, z) = max
r=1,...,5

ϕr(x, z), r = 1, . . . , 5.

Integrating both sides of these inequalities with an arbitrary product-measure µ(dx)ν(dz)

yields
󰁝

X×X

ϕr(x, z)µ(dx)ν(dz) ≤
󰁝

X×X

max
r=1,...,5

ϕr(x, z)µ(dx)ν(dz),

for all µ(·), ν(·) ∈ {ν} and r = 1, . . . , 5. Therefore,

max
r=1,...,5

󰁝

X×X

ϕr(x, z)µ(dx)ν(dz) ≤
󰁝

X×X

max
r=1,...,5

ϕr(x, z)µ(dx)ν(dz),

for all µ(·), ν(·) ∈ {ν}. Hence, (8) is satisfied.
□
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Remark 4. In fact, Proposition 2 generalizes the well-known property of maximization:
the maximum of a sum of some functions does not exceed the sum of their maxima.

Proposition 3. The function ϕ(x, z) defined in (7) is continuous on X×Z, where Z = X.

The proof of a more general result (the continuity of the maximum of a finite number
of continuous functions on a compact set) can be found in many textbooks, e.g., in [17].

4.2. Existence Theorem. In this subsection, we prove the main result of this paper,
that is, the existence of an MSCE in the game Γ.

Theorem 1. Under the Condition 1, the game Γ has an MSCE.

Proof. Consider the two-player zero-sum game

Γa = 〈{1, 2}, X, Z,ϕ(x, z)〉,

where X = Z. In the game Γa, the maximizing and minimizing players choose their
strategies from the same set X; ϕ(x, z) is the payoff function of the maximizing player
and −ϕ(x, z) is the payoff function of the minimizing player. Any saddle point (x0, z∗) of
the function ϕ(x, z) is an NE in the game Γa. Really, by the saddle point definition

ϕ(x, z∗) ≤ ϕ(x0, z∗) ≤ ϕ(x0, z), for all (x, z) ∈ X × Z,

the strategy profile (x0, z∗) is an NE of the game Γa. Now, we associate with the game Γa

its mixed strategy extension

󰁨Γa = 〈{1, 2}, {µ}, {ν},ϕ(µ, ν)〉,

where {µ} is the set of all strategies of the maximizing player; {ν} = {µ} is the set
of all strategies of the minimizing player; ϕ(µ, ν) is the payoff (expected utility) of the
maximizing player,

ϕ(µ, ν) =

󰁝

X×X

ϕ(x, z)µ(dx)ν(dz). (9)

Here, we have committed another abuse of notations, denoting the expected value
of the function ϕ(x, z) by ϕ(µ, ν). The reader can distinguish between the two by the
variables involved. In a similar fashion, any saddle point (µ0, ν∗) of the function ϕ(µ, ν)

is an NE in the game 󰁨Γa. Really, by the saddle point definition
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ϕ(µ, ν∗) ≤ ϕ(µ0, ν∗) ≤ ϕ(µ0, ν), for all (µ, ν) ∈ {ν}× {ν} (10)

the strategy profile (µ0, ν∗) is an NE in the game 󰁨Γa.
In 1952 I. Gliksberg established the existence of an NE in mixed strategies for the

N -player games with N > 1; see the original paper [12]. Using his result for the two-player
zero-sum game Γa as a special case, we obtain the following statement. Since the set of
all strategy profiles X ⊂ Rn is convex and compact and the function ϕ(x, z) is continuous
on X ×X (Proposition 3), the game Γa has a mixed-strategy NE (µ0, ν∗) satisfying (10).

In view of (7) and (9), inequalities (10) take the form
󰁝

X×X

max
r=1,...,5

ϕr(x, z)µ(dx)ν
∗(dz) ≤

≤
󰁝

X×X

max
r=1,...,5

ϕr(x, z)µ
0(dx)ν∗(dz) ≤

≤
󰁝

X×X

max
r=1,...,5

ϕr(x, z)µ
0(dx)ν(dz),

for all (µ, ν) ∈ {ν}× {ν}. Letting νi(dzi) = µ0
i (dxi), i ∈ N , in

ϕ(µ0, ν) =

󰁝

X×X

max
r=1,...,5

ϕr(x, z)µ
0(dx)ν(dz),

we obtain

ϕ(µ0, µ0) =

󰁝

X×X

max
r=1,...,5

ϕr(x, x)µ
0(dx)µ0(dx).

(In this case, ν(dz) = µ0(dx)) From (2) it follows that ϕr(x, x), r = 1, . . . , 5 for all x ∈ X.
Then the previous integral yields ϕ(µ0, µ0) = 0. A similar reasoning leads to ϕ(ν∗, ν∗) = 0.
From (10) we obtain

ϕ(µ0, ν∗) = 0. (11)

Using (11) and inequalities (10), by transitivity we write

ϕ(µ, ν∗) =

󰁝

X×X

max
r=1,...,5

ϕr(x, z)µ(dx)ν
∗(dz) ≤ 0, for all µ ∈ {ν}.

In accordance with Proposition 2,

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍2 (47)’ 2020



34 V. I. Zhukovskiy, L. V. Zhukovskaya, L. V. Smirnova

max
r=1,...,5

󰁝

X×X

ϕr(x, z)µ(dx)ν
∗(dz) ≤

󰁝

X×X

max
r=1,...,5

ϕr(x, z)µ(dx)ν
∗(dz) ≤ 0,

for all µ ∈ {ν}. Therefore,
󰁝

X×X

ϕr(x, z)µ(dx)ν
∗(dz) ≤ 0, for all µ ∈ {ν} and for all r = 1, . . . , 5. (12)

We will distinguish two cases as follows.
Case 1. (r = 1, . . . , 4) Due to (2), (12) and the fact that µ(·) is normalized (i.e.󰁕

X

µ(dx) = 1), for example, for r = 1 we write

fi[ν
∗
1 , µ2, µ3, µ4]− fi[ν

∗] =

=

󰁝

X×X

fi[z1, x2, x3, x4]µ(dx)ν
∗(dz)−

󰁝

X

fi[z]ν
∗(dz)

󰁝

X

µ(dx) =

=

󰁝

X×X

fi[z1, x2, x3, x4]µ(dx)ν
∗(dz)−

󰁝

X×X

fi[z]µ(dx)ν
∗(dz) =

=

󰁝

X×X

(fi[z1, x2, x3, x4]− fi[z])µ(dx)ν
∗(dz) ≤

≤
󰁝

X×X

max
i∈N

{fi[z1, x2, x3, x4]− fi[z]}µ(dx)ν∗(dz) =

=

󰁝

X×X

ϕ1(x, z)µ(dx)ν
∗(dz) ≤ 0,

which holds for all i ∈ N . Thus, fi[ν∗
1 , µ2, µ3, µ4]−fi[ν

∗] ≤ 0, for all i ∈ N and µk ∈ {νk(·)},
k = 2, 3, 4.

Similar considerations can be used to establish the following three inequalities for
r = 2, 3, 4:

fi[µ1, ν
∗
2 , µ3, µ4]− fi[ν

∗] ≤ 0, for all i ∈ N and µk ∈ {νk(·)}, k = 1, 3, 4,

fi[µ1, µ2, ν
∗
3 , µ4]− fi[ν

∗] ≤ 0, for all i ∈ N and µk ∈ {νk(·)}, k = 1, 2, 4,

fi[µ1, µ2, µ3, ν
∗
4 ]− fi[ν

∗] ≤ 0, for all i ∈ N and µk ∈ {νk(·)}, k = 1, 2, 3.

Therefore, the mixed strategy profile ν∗(·) satisfies the four inequalities (6) from
condition (i) of Definition 2. It remains to prove that ν∗(·) also satisfies condition (ii)
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of Definition 2, i.e., that it has the property of Pareto optimality or collective rationality.
For this purpose, we will use Remark 3.

Case 2. (r = 5) Due to (2), (12) and the fact that µ(·) and ν∗(·) are both normalized
(
󰁕

X

µ(dx) =
󰁕

X

ν∗(dx) = 1), we write

󰁛

i∈N

fi[µ]−
󰁛

i∈N

fi[ν
∗] =

󰁛

i∈N

󰁝

X

fi[x]µ(dx)−
󰁛

i∈N

󰁝

X

fi[z]ν
∗(dz) =

=

󰁝

X

󰁛

i∈N

fi[x]µ(dx)

󰁝

X

ν∗(dz)−
󰁝

X

󰁛

i∈N

fi[z]ν
∗(dz)

󰁝

X

µ(dx) =

=

󰁝

X×X

󰀥
󰁛

i∈N

fi[x]−
󰁛

i∈N

fi[z]

󰀦
µ(dx)ν∗(dz) =

=

󰁝

X×X

ϕ5(x, z)µ(dx)ν
∗(dz) ≤ 0.

Therefore,
󰁓

i∈N fi[µ]−
󰁓

i∈N fi[ν
∗] ≤ 0 for all µ ∈ {ν}. Then, in accordance with Remark

3, the mixed strategy profile ν∗(·) is Pareto-optimal alternative in the multicriteria choice
problem

󰁨Γg
v = 〈{ν}, {fi[ν]}i∈N〉.

Thus, we have established that the mixed strategy profile ν∗(·) is an SCE in the game
󰁨Γg. By Definition 2, ν∗(·) is an MSCE in the game Γ and f [ν∗] is the players’ payoff vector.

□

Conclusion

This paper has contributed to the theory of cooperative normal-form games in the
following way. First, the concept of the strong coalitional equilibrium (SCE) in normal-
form games under uncertainty has been formalized. This concept considers the interests
of all coalitions. Second, a constructive procedure for determining a pure-strategy SCE
has been provided; this procedure reduces to saddle point calculation for a function of two
variables. Third, the existence of SCE in mixed strategies has been proved under standard
assumptions of cooperative came theory (continuous payoff functions of the players,
compact and convex strategy sets of the players, and a compact set of uncertainty).

In our view, the following qualitative results of this paper are important.

1. The approach presented here can be extended to the games with any finite number
of players (more than four players).

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍2 (47)’ 2020



36 V. I. Zhukovskiy, L. V. Zhukovskaya, L. V. Smirnova

2. An SCE x∗ ∈ X is stable against any deviation of any coalition of players and is
attractive, because when a coalition chooses its strategies from x∗, all other players
will have incentive to choose their strategies from x∗ as well.

3. The SCE could be applied even if the coalition structure changes over time.
4. The SCE could be used for the formation of stable alliances.
5. Game theory has been focusing on individual rationality and collective rationality

so far. On the one hand, the individual interests of players are represented by the
prominent Nash equilibrium with its selfish character (each player acts for himself
only). On the other, the collective interests of players are represented by the concept
of Berge equilibrium with its altruism (each player helps others, neglecting his own
interests). Such an omission is not rooted in the human nature of players. The SCE
partially addresses the incomplete representation of human behavior in the two
concepts mentioned. In the game Γ, when player 1 chooses his SCE strategy, he
does not neglect his own interests as an SCE is also a Nash equilibrium; moreover,
in accordance with (1), he also helps (maximizes the payoffs of) all other players,
which is the inherent property of a Berge equilibrium. The other players act in a
similar way. Thus, the SCE fills the gap between the concepts of Nash equilibrium
and Berge equilibrium, completing the former by 󰯺caring about others󰯻 and the
latter by 󰯺caring about oneself󰯻.

Finally, we suggest two possible ways of extending this research. The first is to
investigate the SCE in finite games. The second is to consider other approaches to manage
uncertainty, such as the maximin regret principle.
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Majority algebra for the synthesis of combinational logic schemes.
Review.

Gurov S. I.

Abstract. The article contains an overview of the results on the application of majority
logic of combinational logic schemes. In this first part, the theoretical foundations of majority
algebra, its axiomatization and primitive functions, and the use of majority logic in solving
practical problems of circuit synthesis are considered.

In general, the existing automation tools for the design of electronic systems show satisfactory
results of logical synthesis. At the same time, the possibilities of further increasing their efficiency
by traditional means have practically been exhausted.

This explains the interest of developers of optimization algorithms and software in new
methods of synthesis of combinational-logic circuits. The approach with the use of majority
and inversion operations as the basic operations for representing Boolean functions seems to be
promising. Quantum-dot cellular automaton, Single Electron Tunnelin, Tunneling Phase Logic,
etc. are considered as alternatives to CMOS technology. It is important here that in these
technologies the main logical units used to implement the schemes are the majority and/or
minority logical elements.

The article contains the definition of majority algebra and its generally recognized
axiomatization Ω. The primitive functions of the majority are considered, which are realized
on one majority gate. The main applications of majority logic are described: Logic Optimization,
Boolean Satisfiability, Decoding of Repetition Codes.

A brief description of the first algorithms for synthesizing majority schemes is given:
MALS (Majority Logic Synthesizer, 2007), Kong’s Synthesis (2010), MLUT (Majority Expression
Lookup Table, 2015). A comparison of the results of these algorithms is presented.

Keywords: majority logic, boolean algebra, axiomatization, primitive functions, logic synthesis.
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1. Введение

Характеристики цифровых интеграл󰑭ных микросхем (ИМС) в 󰑬начител󰑭ной сте-
пени 󰑬ависит от во󰑬мо󰑨ностей средств их логического синте󰑬а.

В целом существу󰑧щие средства автомати󰑬ации проектировани󰑱 электронных
систем пока󰑬ыва󰑧т удовлетворител󰑭ные ре󰑬ул󰑭таты логического синте󰑬а. При этом
во󰑬мо󰑨ности дал󰑭нейшего повышени󰑱 их эффективности традиционными средства-
ми практически исчерпаны. Это об󰑫󰑱сн󰑱ет интерес ра󰑬работчиков к новым методам
синте󰑬а комбинационно-логических схем.

Естественной идеей 󰑬дес󰑭 󰑱вл󰑱етс󰑱 ра󰑬работка и испол󰑭󰑬ование нетрадицион-
ных способов представлени󰑱 булевых функций (БФ). Перспективным представл󰑱етс󰑱
подход с испол󰑭󰑬ованием операций ма󰑨орировани󰑱 (MAJ) и инвертировани󰑱 (INV) в
качестве ба󰑬овых операций представлени󰑱 БФ [6]. Функци󰑱 бол󰑭шинства Maj(x, y, z)

ест󰑭 функци󰑱 от трёх аргументов, котора󰑱 принимает 󰑬начение истина, если хот󰑱 бы
два и󰑬 её входов истины. Отметим, что эта функци󰑱 давно и󰑬учалас󰑭 в прило󰑨е-
ни󰑱х логического синте󰑬а. Д. Кнут в последнем 3-м томе своей фундаментал󰑭ной
монографии 󰯺Искусство программировани󰑱󰯻 пишет, что эта функци󰑱 бол󰑭шинства
󰯺веро󰑱тно, сама󰑱 ва󰑨на󰑱 троична󰑱 операци󰑱 во всей Вселенной󰯻.

В данной работе дан об󰑬ор основных пон󰑱тий и алгоритмов синте󰑬а ИМС, осно-
ванных на функции бол󰑭шинства.

Обычно при логическом синте󰑬е в качестве ба󰑬овых операций рассматрива󰑧тс󰑱
инвертирование, кон󰑫󰑧нкци󰑱 (AND), ди󰑬󰑫󰑧нкци󰑱 (OR) и условный оператор если-
то-иначе (If-Then-Else). Другие логические операции получа󰑧т компо󰑬ицией ба󰑬о-
вых. Простейшие традиционные структуры данных и соответству󰑧щие алгоритмы
оптими󰑬ации основаны на двухуровневом представлении булевых функций в форме
󰯺сумма прои󰑬ведений󰯻 (Sum Of Products, SOP) или 󰯺прои󰑬ведение сумм󰯻 (Product
of Sums, POS), в которых некоторые вхо󰑨дени󰑱 переменных могут брат󰑭с󰑱 с отри-
цанием.

Ещё одной структурой данных дл󰑱 представлени󰑱 и оптими󰑬ации логиче-
ских функций и схем 󰑱вл󰑱етс󰑱 двоичные реша󰑧щие диаграммы (Binary Decision
Diagram, BDD), основанные на операторах If-Then-Else, реали󰑬уемых мул󰑭типлек-
сорами (MUX). Примен󰑱󰑧т так󰑨е многоуровневые логические сети, испол󰑭󰑬у󰑧щие
в качестве ба󰑬исных операции AND, OR, INV, MUX с более мощными средствами
оптими󰑬ации и синте󰑬а [2].

Непрерывное увеличением сло󰑨ности логических схем привело к по󰑱влени󰑧 од-
нородных многоуровневых логических сетей, состо󰑱щими тол󰑭ко и󰑬 у󰑬лов AND, со-
единенных обычными и инвертиру󰑧щими цеп󰑱ми [3]. Отметим, что современным
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программным обеспечением дл󰑱 оптими󰑬ации и синте󰑬а бол󰑭ших схем при научных
исследовани󰑱х считаетс󰑱 пакет ABC, основанный на графах с вершинами AND/INV
(AIG) [4]. Они описыва󰑧т т. н. дистрибутивные схемы [5]. Схемы, синте󰑬ированные
новыми алгоритмами обычно сравнива󰑧т с ре󰑬ул󰑭татами работы пакета ABC.

Ва󰑨ным вопросом 󰑱вл󰑱етс󰑱 фи󰑬ическа󰑱 реали󰑬аци󰑱 ма󰑨оритарных элементов.
Отметим, что фи󰑬ические ограничени󰑱 КМОП-технологии (CMOS) побу󰑨да󰑧т об-
ращат󰑭с󰑱 к ал󰑭тернативным технологи󰑱м реали󰑬ации логических элементов. Как
во󰑬мо󰑨ные 󰑬амены CMOS рассматрива󰑧тс󰑱 ра󰑬личные нанотехнологии, и пре󰑨де
всего 󰯹 следу󰑧щие.

1. Клеточные автоматы квантовых точек (Quantum-dot cellular automaton, QCA),
которые представл󰑱󰑧т собой предлагаему󰑧 фи󰑬ическу󰑧 реали󰑬аци󰑧 󰯺клас-
сических󰯻 клеточных автоматов путем испол󰑭󰑬овани󰑱 квантово-механических
󰑱влений.

2. Технологии одноэлектронного туннелировани󰑱 (Single Electron Tunnelin, SET),
испол󰑭󰑬у󰑧щие во󰑬мо󰑨ност󰑭 получени󰑱 чувствител󰑭ных и󰑬менений напр󰑱󰑨е-
ни󰑱 при манипул󰑱ции с отдел󰑭ными электронами.

3. Фа󰑬ова󰑱 логика туннелировани󰑱 (Tunneling Phase Logic, TPL).
4. Спинтронные устройства, в которых дл󰑱 фи󰑬ического представлени󰑱 инфор-

мации кроме 󰑬ар󰑱да электрона испол󰑭󰑬уетс󰑱 и его спин.

Ва󰑨ным 󰑬дес󰑭 󰑱вл󰑱етс󰑱 то, что в ука󰑬анных технологи󰑱х основными логически-
ми единицами, испол󰑭󰑬уемыми дл󰑱 реали󰑬ации схем, 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 именно ма󰑨оритар-
ные и/или миноритарные логические элементы. Конкретно вопросы фи󰑬ической ре-
али󰑬ации таких элементов рассмотрены в работе [7]. Некоторое примеры приведены
в ра󰑬деле 2.7.

2. Алгебра бол󰑭шинства

2.1. Определение и основные свойства. Напомним, что булевой алгеброй на󰑬ы-
ваетс󰑱 мно󰑨ество B, содер󰑨ащее по крайней мере два элемента 󰯹 нул󰑭 o и единица ι,
с 󰑬аданными на нём бинарными операци󰑱ми об󰑫единени󰑱 ⊔, пересечени󰑱 ⊓ и унарной
операцией дополнени󰑱 ′ таких, что дл󰑱 л󰑧бых элементов x, y, z ∈ B выполн󰑱󰑧тс󰑱 па-
ры аксиом или 󰑬аконов алгебры коммутативности, дистрибутивности, нейтрал󰑭ных
свойств особых элементов, а так󰑨е два основных 󰑬аконы дополнени󰑱 [8].

Таким обра󰑬ом, булева алгебра ест󰑭 шестёрка 〈B, ⊔, ⊓, ′, o, ι 〉, в которой опе-
рации подчин󰑱󰑧тс󰑱 ука󰑬анном аксиомам. Данные аксиомы влекут справедливост󰑭
󰑬аконов инвол󰑧тивности дополнени󰑱, в󰑬аимной дополнител󰑭ности o и ι, 󰑬аконы
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Де Моргана, поглоща󰑧щих свойств универсал󰑭ных граней, ассоциативности, идем-
потентности и поглощени󰑱 [9].

Если мно󰑨ество B двухэлементно, то получаем тривиал󰑭ну󰑧 (двухэлементну󰑧)
булеву алгебру. Алгебра логики 󰯹 это тривиал󰑭на󰑱 булева алгебра, в которой сим-
волы нул󰑭 и единицы будем обо󰑬начат󰑭 обычными 0 и 1. Операци󰑧 дополнени󰑱 в
этом случае на󰑬ыва󰑧т инвертированием. Операции об󰑫единени󰑱 и пересечени󰑱 ал-
гебры логики будем обо󰑬начат󰑭 + и · (иногда опускаетс󰑱) и на󰑬ыват󰑭, как прин󰑱то
в схемотехнике, ИЛИ (OR) и И (AND) соответственно,.

Определение ([1, 6, 10]). Ма󰑨оритарной булевой алгеброй (логики) на󰑬ыва󰑧т п󰑱-
терку 〈 {0, 1}, M, ′, 0, 1 〉, где {0, 1} 󰯹 двухэлементный носител󰑭, ′ 󰯹 унарна󰑱 опера-
ци󰑱 инвертировани󰑱, а M 󰯹 тернарна󰑱 операци󰑱 ма󰑨орировани󰑱:

M(x, y, z) = x · y + y · z + z · x = (x+ y) · (y + z) · (z + x)
def
= x#y#z, (1)

причём операции ′, +, ·, константы 0 и 1 и их свойства наследу󰑧тс󰑱 и󰑬 алгебры
логики.

Таким обра󰑬ом, функци󰑱 M осуществл󰑱ет выбор 󰯺2 и󰑬 3󰯻 голосовани󰑱, реали-
󰑬уемой схемой воутера (см. Табл. 1) [11–13].

x y z M(x, y, z) x y z M(x, y, z)
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0 1 1
0 1 0 0 1 1 0 1
0 1 1 1 1 1 1 1

Таблица 1. Таблица истинности функции бол󰑭шинства M

В общем случае при нечётных n рассматрива󰑧т n-местну󰑧 функци󰑧 бол󰑭шин-
ства Mn общего вида [11, 15]:

Mn(x1, x2, . . . , xn) = 1 ⇐⇒ x1 + x2 + . . .+ xn 󰃍
󰁯n
2

󰁰
. (2)

Далее считаем M = M3. Фиксиру󰑱 в M одну и󰑬 переменных, мо󰑨но получит󰑭
функции AND и OR, например:

M(x, y, 0) = x · y, M(x, y, 1) = x+ y.

Это о󰑬начает, что пара функций M и ′ обра󰑬ует полный ба󰑬ис во мно󰑨естве P2 всех
функций алгебры логики.
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2.2. Аксиомати󰑬аци󰑱 функции бол󰑭шинства (Ω). Следу󰑧щие п󰑱т󰑭 основных
правил преобра󰑬ований функции M бол󰑭шинства на󰑬ыва󰑧т набором её аксиом и
традиционно обо󰑬нача󰑧т Ω [6, 15, 16]. Ка󰑨да󰑱 аксиома и󰑬 Ω мо󰑨ет быт󰑭 дока󰑬ана
либо полным перебором 󰑬начений аргументов, либо формул󰑭ными преобра󰑬овани󰑱ми
полиномов 󰑮егалкина, 󰑬аметив, что соотношение (1) эквивалентно

M(x, y, z) = (x · y)⊕ (y · z)⊕ (z · x), (3)

где ⊕ 󰯹 операци󰑱 суммировани󰑱 по mod 2.
Аксиома коммутативности Ω.C определ󰑱ет, что пор󰑱док переменных в M не

мен󰑱ет её 󰑬начени󰑱:

M(x, y, z) = M(x, z, y) = M(z, y, x). (Ω.C)

Аксиома ассоциативности Ω.A по󰑬вол󰑱ет проводит󰑭 обмен аргументов (x и z)
ме󰑨ду двум󰑱 функци󰑱ми бол󰑭шинства, если они наход󰑱тс󰑱 на последу󰑧щих уровн󰑱х
вло󰑨енности и име󰑧т одну общу󰑧 переменну󰑧 (w):

M(x, w,M(y, w, z)) = M(z, w,M(y, w, x)). (Ω.A)

Аксиома дистрибутивности Ω.D определ󰑱ет, что мо󰑨но распределит󰑭 набор
переменных ({x, y}) по вло󰑨енным функци󰑱м:

M(x, y,M(u, v, z)) = M(M(x, y, u),M(x, y, v),M(x, y, z)). (Ω.D)

Аксиома распространени󰑱 инверсии Ω.I, определ󰑱ет, что ма󰑨оритарна󰑱 функци󰑱
󰑱вл󰑱етс󰑱 самодвойственной [17]:

M ′(x, y, z) = M(x′, y′, z′). (Ω.I)

Аксиома ма󰑨орировани󰑱 Ω.M представл󰑱етс󰑱 двум󰑱 равенствами:

M(x, x, y) = x, и M(x, y, x′) = y. (Ω.M)

Первое выра󰑨ает основной смысл пон󰑱ти󰑱 бол󰑭шинства, а второе 󰯹 отношени󰑱
󰯺ме󰑨ду󰯻.

Алгебра (B,M,′ , 0, 1) аксиомати󰑬ированна󰑱 системой Ω 󰑱вл󰑱етс󰑱 непротиворечи-
вой и полной [16].

Аксиомати󰑬аци󰑱 функции бол󰑭шинства общего вида (2) дана в [15]. Соответству-
󰑧щие аксиомы обо󰑬нача󰑧тс󰑱 теми 󰑨е символами C, M , A, D и I, но с префиксом Ωn.
Дл󰑱 примера приведём некоторые и󰑬 аксиом дл󰑱 n-арных функций бол󰑭шинства.

Коммутативност󰑭 дл󰑱: n = 5: M5(a, b, c, d, e) = M5(b, a, c, d, e) = M5(a, b, c, e, d).
Ма󰑨оритарност󰑭 дл󰑱: n = 7: M7(a, b, c, d, e, g, g

′) = M5(a, b, c, d, e).
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Ассоциативност󰑭 дл󰑱: n = 5: M5(a, b, c, d,M5(a, b, e, g, h)) =

= M5(a, b, e, d,M5(a, b, c, g, h)).

Дистрибутивност󰑭 дл󰑱: n = 7: M7(a, b, c, d, e, g,M7(x, y, z, w, k, t, v)) =

= M7 (M7(a, b, c, d, e, g, x),M7(a, b, c, d, e, g, y),M7(a, b, c, d, e, g, z),

M7(a, b, c, d, e, g, w), k, t, v ) .

Распространение инверсии дл󰑱: n = 9: M ′
9(a, b, c, d, e, g, h, x, y) =

= M9(a
′, b′, c′, d′, e′, g′, h′, x′, y′).

Соответству󰑧щу󰑧 логику обо󰑬нача󰑧т MAJ-n, а ранее рассмотренну󰑧 󰯹 MAJ-3.
󰑪аметим, что во󰑬мо󰑨ны и другие аксиомати󰑬ации дл󰑱 функции бол󰑭шинства.

Например, мо󰑨но пока󰑬ат󰑭, что правило в Ω.D следует и󰑬 Ω.C, Ω.A и Ω.M . И󰑬бы-
точност󰑭 системы аксиом не 󰑱вл󰑱етс󰑱 недостатком на практике и тол󰑭ко облегчает
вывод тех или иных 󰑬акономерностей. 󰑪дес󰑭 Ω.D вкл󰑧чаетс󰑱 в аксиоматическу󰑧
систему.

2.3. Примитивные функции бол󰑭шинства. Примитивные функции бол󰑭шин-
ства (ма󰑨орировани󰑱, Primitive Majority Functions) получа󰑧тс󰑱 и󰑬 одной функ-
ции M при подстановке в качестве аргументов тех или иных конкретных 󰑬начений.
При схемной реали󰑬ации они могут быт󰑭 получены на одном ма󰑨оритарном вентиле.

В ма󰑨оритарной алгебре примитивные функции (или просто примитивы) ис-
пол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 как ба󰑬а дл󰑱 построени󰑱 более сло󰑨ных функций. Мно󰑨ество всех при-
митивов подра󰑬дел󰑱󰑧т в семейства C, V , G и T функций, ка󰑨дое и󰑬 которых содер-
󰑨ит функции от определённого количества переменных [18].

Семейство C состоит тол󰑭ко и󰑬 функций-констант 0 и 1 (с пустым мно󰑨ество
аргументов). Следовател󰑭но, |C| = 2.

Семейство V вкл󰑧чает в себ󰑱 все функции от одной переменной, в пр󰑱мой или
инверсной форме:

V = {x, x′, y, y′, z, z′ }, |V | = 6.

Пон󰑱тно, что в логике MAJ-n имеем |V | = 2 · n.
Мно󰑨ество G = {E,O} обра󰑬овано функци󰑱ми от двух переменных И или

ИЛИ, обра󰑬у󰑧щих подмно󰑨ества E и O соответственно. Дл󰑱 n = 3 имеем
E = {A · B, A · C, B · C } и O = {A + B, A + C, B + C }. Ка󰑨да󰑱 комбина-
ци󰑱 имеет 4 варианта инверсии, например комбинаци󰑱 A + B, имеет варианты
{A+B, A+B, A+B, A+B }. Дл󰑱 n = 3 все 24 функции и󰑬 G приведены в Табл. 2.
В общем логике MAJ-n имеем |G| = (4 · |E|) + (4 · |O|).
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x · y = M(x, y, 0) x+ y = M(x, y, 1)
x′ · y = M(x′, y, 0) x′ + y = M(x′, y, 1)
x · y′ = M(x, y′, 0) x+ y′ = M(x, y′, 1)
x′ · y′ = M ′(x, y, 1) x′ + y′ = M ′(x, y, 0)
x · z = M(x, 0, z) x+ z = M(x, 1, z)
x′ · z = M(x′, 0, z) x′ + z = M(x′, 1, z)
x · z′ = M(x, 0, z′) x+ z′ = M(x, 1, z′)
x′ · z′ = M ′(x, 1, z) x′ + z′ = M ′(x, 0, z)
y · z = M(0, y, z) y + z = M(1, y, z)
y′ · z = M(0, y′, z) y′ + z = M(1, y′, z)
y · z′ = M(0, y, z′) y + z′ = M(1, y, z′)
y′ · z′ = M ′(1, y, z) y′ + z′ = M ′(0, y, z)

Таблица 2. Функции семейства G дл󰑱 n = 3

Семейство T состоит и󰑬 всех функций, получаемых и󰑬 одной функции бол󰑭шин-
ства инвертированием всево󰑬мо󰑨ных подмно󰑨еств аргументов. Поскол󰑭ку ка󰑨да󰑱
комбинаци󰑱 имеет 8 вариантов инвертировани󰑱, что в общем случае |T | = t · 8, где
t ест󰑭 представл󰑱ет количество во󰑬мо󰑨ных комбинаций аргументов. 󰑯сно, что при
n = 3 имеетс󰑱 тол󰑭ко одна така󰑱 комбинаци󰑱. Список всех функций и󰑬 T при n = 3

приведён в Табл. 3.

x · y + y · z + z · x = M(x, y, z)
x′ · y + y · z + z · x′ = M(x′, y, z)
x · y′ + y′ · z + z · x = M(x, y′, z)
x · y + y · z′ + z′ · x = M(x, y, z′)
x′ · y′ + y′ · z + z · x′ = M ′(x, y, z′)
x · y′ + y′ · z′ + z′ · x = M ′(x′, y, z)
x′ · y + y · z′ + z′ · x′ = M ′(x, y′, z)
x′ · y′ + y′ · z′ + z′ · x′ = M ′(x, y, z)

Таблица 3. Семейство функций T при n = 3

Суммарно получим |C|+ |V |+ |G|+ |T | = 40 примитивных функций бол󰑭шинства.

2.4. Медианна󰑱 алгебра. Ма󰑨оритарна󰑱 булева алгебра тесно св󰑱󰑬ана с медиан-
ной алгеброй [19].

Определение. Медианна󰑱 алгебра ест󰑭 мно󰑨ество с определённой на нём тернарной
операцией 〈 x, y, z 〉, удовлетвор󰑱󰑧щей следу󰑧щим аксиомам:

1) 〈 x, y, y 〉 = y;
2) 〈 x, y, z 〉 = 〈 z, x, y 〉 = 〈 x, z, y 〉;
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3) 〈 〈 x, w, y 〉, w, z 〉 = 〈 x, w, 〈 y, w, z 〉 〉.

Данные аксиомы обобща󰑧т пон󰑱ти󰑱 󰯺ме󰑨ду󰯻 и функции ма󰑨орировани󰑱 󰯺2 и󰑬
3󰯻. Л󰑧ба󰑱 дистрибутивна󰑱 решётка (и, следовател󰑭но, л󰑧ба󰑱 булева алгебра) ест󰑭
медианна󰑱 алгебра с операцией (1).

Мы видим, что аксиома 2) эквивалентна аксиоме коммутативности Ω.C. Это при-
водит к эквивалентности 1) и первого равенства и󰑬 аксиомы ма󰑨орировани󰑱 Ω.M и
3) 󰯹 аксиоме ассоциативности Ω.A. В то 󰑨е врем󰑱 медианна󰑱 алгебра беднее ма󰑨о-
ритарной алгебры по выра󰑬ител󰑭ной силе: в первой алгебре отсутствует операци󰑱
дополнени󰑱.

Пока󰑬ано, что медианна󰑱 алгебра с элементами 0 и 1 и операцией 〈 x, y, z 〉 со
свойством 〈 0, x, 1 〉 = x ест󰑭 дистрибутивна󰑱 решётка.

В сво󰑧 очеред󰑭, медианна󰑱 алгебра св󰑱󰑬ана с медианными графами. Медианным
на󰑬ываетс󰑱 неориентированный граф, в котором дл󰑱 ка󰑨дой тройки вершин x, y и z

существует единственна󰑱 вершина x, y, z на󰑬ываема󰑱 медианой, и котора󰑱 находитс󰑱
на некотором (их мо󰑨ет быт󰑭 нескол󰑭ко) кратчайшем пути ме󰑨ду л󰑧бой и󰑬 пар
вершин (x, y), (x, z) и (y, z). Пример медианного графа приведён на Рис. 1.

Рис. 1. Пример медианного графа: m(a, b, c) 󰯹 медиана вершин x, y и z.

󰑯сно, что операци󰑱 〈 x, y, z 〉 определ󰑱ет медианну󰑧 алгебру на вершинах меди-
анного графа как на своих элементах.

2.5. Функци󰑱 минорировани󰑱. Вместе с функцией ма󰑨орировани󰑱, рассмотрим
функци󰑧 минорировани󰑱.

Вариант такой функции предло󰑨ен в [7]. Она обо󰑬начена m и определена как
дополнител󰑭на󰑱 до функцией бол󰑭шинства

m(x, y, z) = M ′(x, y, z) = x′ · y′ + y′ · z′ + z′ · x′. (4)

󰑯сно, что

m(x, y, 0) = x′ + y′ = (xy)′, m(x, y, 1) = x′y′ = (x+ y)′. (5)
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Такое определение удобно дл󰑱 при схемотехническом проектировании в техноло-
гии одноэлектронного туннелировани󰑱 SET дл󰑱 реали󰑬ации логических схем испол󰑭-
󰑬у󰑧тс󰑱 как ма󰑨оритарные, так и неосновные вентили [7].

Дл󰑱 нас более интересной будет функци󰑱 минорировани󰑱 µ, определ󰑱ема󰑱 как

µ(x, y, z) = x′y′z + x′yz′ + xy′z′ + xyz = x⊕ y ⊕ z. (6)

Неформал󰑭но µ мо󰑨ет быт󰑭 проинтерпретирована как функци󰑱 голосовани󰑱
󰯺против󰯻, 󰑬а выбывание:

µ(x, x, y) = y.

При этом второе равенство в (Ω.M) остаётс󰑱 справедливым:

µ(x, x′, y) = y.

Очевидно дл󰑱 µ справедлив аналог аксиомы коммутативности.
Полност󰑭󰑧 примитивные функции мен󰑭шинства мы приводит󰑭 не будем в св󰑱󰑬и

с элементарности их получени󰑱. Приведём тол󰑭ко некоторые и󰑬 них:

µ(x, y, 0) = x · y′ + x′ · y
µ(x, y, 1) = x′ · y′ + x · y
µ(x, 0, 0) = µ(x, 1, 1) = x
µ(x, 0, 1) = µ(x, 1, 0) = x′

µ(x, y, z′) = µ(x′, y′, z′) =
= (x′ + y) · (x+ y′)

µ(x, y′, z′) = µ(x, y, z)

Таблица 4. Некоторые примитивные функции мен󰑭шинства µ

Поскол󰑭ку все примитивные функции мен󰑭шинства, очевидно, могут быт󰑭 пред-
ставлены в виде

a · x ⊕ b · y ⊕ c · z ⊕ d, a, b, c, d ∈ {0, 1},
то всего их имеетс󰑱 15: искл󰑧чён случай a = b = c = d = 1.

Легко так󰑨е пока󰑬ат󰑭 справедливост󰑭 равенств, св󰑱󰑬ыва󰑧щие M и µ:

µ(x, y, z) = µ(M(x, y, z),M(x, y, z), µ(x, y, z)),

M(x, y, z) = µ(M(x, y, z), µ(x, y, z), µ(x, y, z)),

M(x′, y, z) = µ(µ(x, y, z),M(x, y, z), x)),

M(x′, y′, z) = µ(M(x, y, z), µ(x, y, z), 0)),

и аналогичных с учётом аксиомы коммутативности.
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Реали󰑬аци󰑱 функций µ вместе с M на одном обратимом элементе мо󰑨ет быт󰑭
испол󰑭󰑬ована при синте󰑬е обратимых схем с испол󰑭󰑬ованием элемента OTG [14].

2.6. Применени󰑱 ма󰑨оритарной логики. Некоторые во󰑬мо󰑨ные применени󰑱
ма󰑨оритарной логики рассмотрены в [15]. Кратко и󰑬ло󰑨им 󰑬дес󰑭 их.

2.6.1. Логическа󰑱 оптими󰑬аци󰑱. Так на󰑬ыва󰑧т процесс трансформации некоторой
структуры, представл󰑱󰑧щей логические данные (например логической схемы) с це-
л󰑭󰑧 улучшени󰑱 некоторых её характеристик: ра󰑬мера (количество у󰑬лов или элемен-
тов), глубины (максимал󰑭ное количество уровней), в󰑬аимосв󰑱󰑬ей (количество ребер
или цепей) и т. д.

Ре󰑬ул󰑭таты теоретических исследований в данной области пока󰑬ыва󰑧т, что бол󰑭-
шинство логических схем в ма󰑨оритарной логике представл󰑱󰑧тс󰑱 в гора󰑬до более
компактном виде, чем чере󰑬 операции кон󰑫󰑧нкции и ди󰑬󰑫󰑧нкции. Например бол󰑭-
шинство логических схем глубины 2 и 3, реали󰑬у󰑧щие арифметические функции
умно󰑨ени󰑱, делени󰑱, сло󰑨ени󰑱 и т. д., име󰑧т полиномиал󰑭ный ра󰑬мер, в то врем󰑱
как традиционные И/ИЛИ-аналоги 󰯹 экспоненциал󰑭ный.

Естественным набором правил дл󰑱 логической оптими󰑬ации ма󰑨оритарных схем
󰑱вл󰑱етс󰑱 аксиоматическа󰑱 система Ω.

Например, рассмотрим логическу󰑧 схему, 󰑬ада󰑧щу󰑧 булеву функци󰑧

f = M5 (M3(a, b, c),M3(a, b, d),M3(a, b, e),M3(a, b, g), h ),

где M5 по (2) ест󰑭 функци󰑱 бол󰑭шинства от 5 аргументов.
Предполо󰑨им, 󰑨елател󰑭но миними󰑬ироват󰑭 количество ма󰑨оритарных операто-

ров, оставл󰑱󰑱 пут󰑭 от h к f максимал󰑭но коротким (в один оператор). Первоначал󰑭-
на󰑱 стоимост󰑭 схемы составл󰑱ет 5 операторов. Сначала обеспечим одинаковое коли-
чество аргументов у всех ма󰑨оритарных операторов. Дл󰑱 этого, испол󰑭󰑬у󰑱 аксиому
Ωn.M , добавим фиктивну󰑧 переменну󰑧 x:

f = M5 (M5(a, b, c, x, x
′),M5(a, b, d, x, x

′),M5(a, b, e, x, x
′),M5(a, b, g, x, x

′), h ) .

Тепер󰑭 примен󰑱ем Ωn.D:

f = M5 (M5(a, b, c, x, x
′),M5(a, b, d, x, x

′),M5(a, b, e, x, x
′), g, h ) .

Наконец, посредством Ωn.M умен󰑭шаем арност󰑭 операторов до минимума:

f = M5 (M3(a, b, c),M3(a, b, d),M3(a, b, e), g, h ) .

и итогова󰑱 стоимост󰑭 схемы составл󰑱ет 4 ма󰑨оритарных оператора.
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Очевидно все эти правила легко реали󰑬у󰑧тс󰑱 программно, как и дл󰑱 работы с
бол󰑭шими системами 󰯹 аксиоматика Ωn.

2.6.2. 󰑪адача выполнимости. Данна󰑱 󰑬адача выполнимости булевых формул
(Boolean Satisfiability problem, SAT) 󰑱вл󰑱етс󰑱 первой и󰑬вестной NP-полной 󰑬адачей.
Она 󰑬акл󰑧чаетс󰑱 в следу󰑧щем: мо󰑨но ли на󰑬начит󰑭 всем переменным формулы 󰑬на-
чени󰑱 0 и 1 так, чтобы оценка её 󰑬начени󰑱 стала равной 1, и тогда формула 󰑱вл󰑱етс󰑱
выполнимой. Обычно SAT формулируетс󰑱 дл󰑱 формул в КНФ (CNF). Однако в по-
следнее врем󰑱 рассматриваетс󰑱 и ма󰑨оритарна󰑱 логика.

В некоторых случа󰑱х, например, при отсутствии общих логических констант,
проблема SAT с ма󰑨оритарной логикой становитс󰑱 тривиал󰑭ной, остава󰑱с󰑭 сло󰑨ной
дл󰑱 других случаев. Тем не менее, подход к решени󰑧 проблемы SAT с помощ󰑭󰑧 ма-
󰑨оритарной логики представл󰑱етс󰑱 перспективным. При этом дол󰑨ны примен󰑱т󰑭с󰑱
правила преобра󰑬ований ма󰑨оритарных выра󰑨ений. Дл󰑱 этой цели мо󰑨ет быт󰑭 ис-
пол󰑭󰑬ована описанна󰑱 выше аксиоматическа󰑱 система Ωn.

В качестве примера приведем решение проблемы SAT по ма󰑨оритарным прави-
лам Ωn. Рассмотрим функци󰑧

f = M5 (M3(a, b, c), M5(M5(a, b, c, 0, 0), b′, c, 0, 0), a′, b′, 0 ) ,

Дл󰑱 установлени󰑱 выполнимости f , решател󰑭 SAT на основе ма󰑨оритарных
функций пытаетс󰑱 определит󰑭, име󰑧т ли 󰑬начение 1 как минимум 3/5 аргументов в
функции M5 на верхнем уровне. В противном случае во󰑬никает ситуаци󰑱, на󰑬ывае-
ма󰑱 конфликтом. Если все во󰑬мо󰑨ные входные 󰑬начени󰑱 привод󰑱т к конфликту, то
функци󰑱 невыполнима.

Сначала рассмотрим элемент, реали󰑬у󰑧щий функци󰑧 M5(M5(a, b, c, 0, 0), b
′, c, 0,

0). Пре󰑨де чем искат󰑭 во󰑬мо󰑨ные 󰑬начени󰑱 аргументов, 󰑬аметим, что акси-
ома Ωn.A переупор󰑱дочивани󰑱 переменных представл󰑱ет эту функци󰑧 в виде
M5(M5(b

′, b, c, 0, 0), a, c, 0, 0). В этой формуле аксиома Ωn.M аннулирует b и b′ при-
вод󰑱 формулу к виду к M5(M3(c, 0, 0), a, c, 0, 0).

Далее два󰑨ды примен󰑱󰑱 правила Ωn.M , приходим к виду M5(0, a, c, 0, 0),
а 󰑬атем и к 0. После этого исходна󰑱 функци󰑱 представл󰑱етс󰑱 формулой
M5(M3(a, b, c), 0, a

′, b′, 0). Тепер󰑭 решение проблемы SAT упрощаетс󰑱: дл󰑱 и󰑬бе󰑨ани󰑱
конфликта необходимо, чтобы a′ = b′ = 1, то ест󰑭 a = b = 0. Эти 󰑬начени󰑱 привод󰑱т
к M3(a, b, c) = 0, что о󰑬начает наличие конфликта при всех 󰑬начени󰑱х остал󰑭ных
входных переменных. Таким обра󰑬ом, рассматриваема󰑱 функци󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱 невыпол-
нимой.
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2.6.3. Декодирование кодов повторени󰑱. Коды повторени󰑱 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 простейшими
кодами, исправл󰑱󰑧щими ошибки. Они испол󰑭󰑬у󰑧т многократну󰑧 передачу сообще-
ний по каналу с шумом, в предполо󰑨ении, что канал и󰑬менит мен󰑭шу󰑧 част󰑭 битов.
Тогда декодирование прин󰑱того сообщени󰑱 естественно проводит󰑭 с помощ󰑭󰑧 ма󰑨о-
ритарной логики.

Обычно дл󰑱 умен󰑭шени󰑱 веро󰑱тности ошибки в критически ва󰑨ных системах
св󰑱󰑬и, и, как следствие, сбо󰑱, испол󰑭󰑬уетс󰑱 иерархическое кодирование. Пороговое
декодировани󰑱 примен󰑱етс󰑱 на нескол󰑭ких уровн󰑱х, а эффективност󰑭 определ󰑱етс󰑱
количеством ма󰑨оритарных операторов. При этом необходимо обеспечит󰑭 минимал󰑭-
ну󰑧 веро󰑱тност󰑭 ошибки. В этом случае во󰑬мо󰑨но испол󰑭󰑬ование аксиоматической
системы Ωn.

Приведем пример оптими󰑬ации логического декодировани󰑱 на основе ма󰑨ори-
тарных функций с испол󰑭󰑬ованием Ωn. Дл󰑱 этого рассмотрим систему св󰑱󰑬и, отправ-
л󰑱󰑧щу󰑧 одно и то 󰑨е двоичное сообщение по п󰑱ти ра󰑬личным каналам C1, . . . , C5.

Пуст󰑭 уровен󰑭 шума в ка󰑨дом канале ра󰑬личен, и дл󰑱 C1, . . ., C4 повторений дан-
ных не требуетс󰑱, а дл󰑱 C5 необходимо 5 повторений. Предполо󰑨им так󰑨е, что св󰑱󰑬󰑭
по каналу C5 намного медленнее, чем по другим каналам. Окончател󰑭ное декодиро-
ванное сообщение определ󰑱етс󰑱 по бол󰑭шинству дл󰑱 ка󰑨дого сообщени󰑱 в ка󰑨дом
канале.

Если декодированное сообщение i-го канала обо󰑬начит󰑭 xi, а y 󰯹 ре󰑬ул󰑭тат деко-
дировани󰑱, то в ма󰑨оритарной логике система декодировани󰑱 выра󰑨аетс󰑱 формулой
y = M5(x1, x2, x3, x4, x5). Очевидно дл󰑱 x1, x2, x3, x4 декодирование не требуетс󰑱 и
единственным сообщением, ну󰑨да󰑧щимс󰑱 в пороговом декодировании 󰑱вл󰑱етс󰑱 x5.
Дл󰑱 него имеем x5 = M5(z1, z2, z3, z4, z5), где zi 󰯹 прин󰑱тые сообщени󰑱 по каналу C5.
В ре󰑬ул󰑭тате декодиру󰑧ща󰑱 система представл󰑱етс󰑱 в виде

y = M5 ( x1, x2, x3, x4,M5(z1, z2, z3, z4, z5) ).

При декодировани󰑱 y критическим по прои󰑬водител󰑭ности элементом 󰑱вл󰑱етс󰑱
M5(z1, z2, z3, z4, z5). При этом последним поступа󰑧щим сообщением, которое дол󰑨но
быт󰑭 обработано, 󰑱вл󰑱етс󰑱 z5. Дл󰑱 улучшени󰑱 эффективности декодировани󰑱 мо󰑨но
испол󰑭󰑬оват󰑭 аксиому Ωn.D. Однако её применение не очевидно. Пока󰑨ем, как это
мо󰑨но сделат󰑭.

Иде󰑱 󰑬дес󰑭 состоит в том, чтобы переменные zi подн󰑱т󰑭 к верхним уровн󰑱м до
максимал󰑭но во󰑬мо󰑨ных. Правило Ωn.D приведёт к преобра󰑬овани󰑧

y = M5 ( x1, x2, x3, x4,M5(z1, z2, z3, z4, z5) )
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в

y = M5 (M5(x1, x2, x3, x4, z1),M5(x1, x2, x3, x4, z2),M5(x1, x2, x3, x4, z3), z4, z5 ).

В ре󰑬ул󰑭тате бо́л󰑭ша󰑱 част󰑭 вычислений будет выполн󰑱т󰑭с󰑱 до того, как поступ󰑱т
последние сообщени󰑱 z4 и z5. Это о󰑬начает, что когда поступит самое по󰑬днее 󰑬наче-
ние z5, потребуетс󰑱 тол󰑭ко один уровен󰑭 вычислени󰑱 бол󰑭шинства, а не два, как в
исходном представлении.

2.7. Фи󰑬ическа󰑱 реали󰑬аци󰑱 ма󰑨оритарной/миноритарной логики. В ин-
новационных нанотехнологи󰑱х основными логическими единицами, испол󰑭󰑬уемыми
дл󰑱 реали󰑬ации схем, 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 элементы (гейты) ма󰑨оритарных или миноритар-
ных функций. На их основе было предло󰑨ено нескол󰑭ко методов синте󰑬а логических
схем.

󰑪а последние четыре дес󰑱тилети󰑱 КМОП-технологи󰑱 была основной в со󰑬дании
ИМС. Эта технологи󰑱 по󰑬волила со󰑬дат󰑭 схемы высокой степени интеграции, быст-
родействи󰑱 и ни󰑬кого энергопотреблени󰑱. Однако к насто󰑱щему времени фундамен-
тал󰑭ные фи󰑬ические пределы этой технологии у󰑨е достигнуты [20]. В качестве 󰑬а-
мены КМОП-технологии рассматрива󰑧тс󰑱 ука󰑬анные выше QCA, SET, TPL, спин-
тронные устройства и др. О󰑨идаетс󰑱 что они обеспечат дал󰑭нейшее умен󰑭шение
ра󰑬меров элементов и других функций интегрированных систем.

Дл󰑱 примера рассмотрим фи󰑬ическу󰑧 реали󰑬аци󰑧 ма󰑨оритарной логики в тех-
нологии SET одноэлектронного туннелировани󰑱 [7]. В этой технологии дл󰑱 реали󰑬а-
ции логических схем испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 как ма󰑨оритарные, так и миноритарные элемен-
ты. Миноритарный вентил󰑭 SET реали󰑬ует логическу󰑧 функци󰑧 (4) минорировани󰑱
с трем󰑱 входами. Поскол󰑭ку эта функци󰑱 󰑱вл󰑱етс󰑱 просто инверсией функцией бол󰑭-
шинства, она выдает выходной сигнал 0, если один или нескол󰑭ко её входов равны
1, и в противном случае 󰯹 сигнал 1.

Рис. 2. Элементы в технологии SET: (a) миноритарный, (b) ма󰑨оритарный
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На рис. 2 (а) пока󰑬ан ба󰑬овый миноритарный элемент SET. Он состоит и󰑬 трех
входных конденсаторов, одноэлектронных блоков (single-electron box, SEB) и выход-
ного конденсатора. Входы V1, V2 и V3 проход󰑱т чере󰑬 входные конденсаторы, обра󰑬у󰑱
сет󰑭 суммировани󰑱 напр󰑱󰑨ени󰑱. Эти конденсаторы вырабатыва󰑧т среднее напр󰑱-
󰑨ение на своих входах в у󰑬ле A. Основыва󰑱с󰑭 на 󰑬начении среднего напр󰑱󰑨ени󰑱,
электрон будет туннелироват󰑭 чере󰑬 SEB, что приведёт к отрицател󰑭ному потенци-
алу у󰑬ла A. В противном случае потенциал на A останетс󰑱 поло󰑨ител󰑭ным. Отри-
цател󰑭ные и поло󰑨ител󰑭ные потенциалы представл󰑱󰑧тс󰑱 логическими 󰑬начени󰑱ми
0 и 1.

При установке одного и󰑬 трех входов в 0 или 1, вентил󰑭 реали󰑬ует по (5) соответ-
ственно логический NAND с двум󰑱 входами или логический вентил󰑭 NOR с двум󰑱
входами.

Ма󰑨оритарный вентил󰑭 SET состоит и󰑬 трех входных конденсаторов, сбалан-
сированной пары SEB и трех выходных конденсаторов, как пока󰑬ано на рис. 2 (b).
Когда напр󰑱󰑨ение смещени󰑱 (Vdd) увеличиваетс󰑱, происходит туннелирование элек-
тронов, что приводит к (0,1) или (1,0) состо󰑱ни󰑱м. Если бол󰑭шинство входов равно
1, во󰑬никает состо󰑱ние (0,1), о󰑬нача󰑧щее поло󰑨ител󰑭ный потенциал в у󰑬ле B. В про-
тивном случае во󰑬никает состо󰑱ние (1,0), о󰑬нача󰑧щее отрицател󰑭ное 󰑬начение потен-
циала в у󰑬ле B.

Отметим, что по мнени󰑧 выска󰑬анному 󰑨урнале в Electronic Design (Mar 06,
2013) исследователем Р. 󰑪арром и󰑬 Texas Instruments, КМОП технологи󰑱 ещё будет
востребована какое-то врем󰑱, и в бли󰑨айшем будущем останетс󰑱 основой прои󰑬вод-
ства высокопрои󰑬водител󰑭ных логических устройств. Однако проблемы масштаби-
ровани󰑱, плотности мощности и её рассе󰑱ни󰑱 󰑬астав󰑱т перейти на ал󰑭тернативные
технологии. Наибол󰑭шие шансы вытеснит󰑭 КМОП в области со󰑬дани󰑱 логических
элементов дл󰑱 цифровых ИС схем имеет технологи󰑱 клеточных квантовых авто-
матов ККА, котора󰑱, во󰑬мо󰑨но, у󰑨е к 2025 г. станет основной при прои󰑬водстве
компонент электронных устройств.

Дл󰑱 со󰑬дани󰑱 логических вентилей клеточные квантовые автоматы упор󰑱дочи-
ва󰑧тс󰑱 путем их ра󰑬мещени󰑱 друг р󰑱дом с другом в определенной последовател󰑭но-
сти. В технологии ККА име󰑧тс󰑱 две фундаментал󰑭ные вентил󰑭ные структуры. Одна
представл󰑱ет собой инвертор, а друга󰑱 󰯹 ма󰑨оритарный вентил󰑭, представленные
на рис. 3. Все остал󰑭ные логические функции 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 прои󰑬водными от этих двух
структур.

Первоначал󰑭но логика на основе ККА будет, видимо, со󰑬дават󰑭с󰑱 с испол󰑭-
󰑬ованием традиционных методов и󰑬готовлени󰑱 кремниевых пластин, с помощ󰑭󰑧
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Рис. 3. Два основных логических элемента в технологии квантовых
клеточных автоматов: инвертор, или вентил󰑭 НЕ (вверху), и ма󰑨ори-
тарный вентил󰑭 (вни󰑬у).
(https://www.electronicdesign.com/technologies/analog/article/21796222/the-
quest-for-zero-power-logic)

электронно-лучевой литографии. Однако она малопригодна дл󰑱 массового прои󰑬-
водства. Перспективными дл󰑱 крупносерийного и󰑬готовлени󰑱 структур с ра󰑬мерами
менее 10 нм 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱, например, фотолитографи󰑱 в дал󰑭ней области ул󰑭трафиоле-
тового спектра.

3. Первые алгоритмы синте󰑬а ма󰑨оритарной логики

Простейшие методы синте󰑬а ма󰑨оритарной логики, такие как карты Карно, таб-
лица сокращений-унификации, ра󰑬ло󰑨ение Шеннона и др., подход󰑱т тол󰑭ко дл󰑱 син-
те󰑬а несло󰑨ных сетей, и они испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 тол󰑭ко дл󰑱 ручного синте󰑬а. Так󰑨е и󰑬-
вестны методы, ориентированные на синте󰑬 булевых функций от трёх переменных.
Некоторые алгоритмы, ра󰑬работанные в 2004–2008 гг. приведены в работах [21–25].

󰑪атем были предло󰑨ены и более мощные методы: на основе интерактивного син-
те󰑬а (пакет SIS), ра󰑬ло󰑨ени󰑱 булевых функций на три-выполнимые или четыре-
выполнимые сети, на ба󰑬е генетического алгоритма и ди󰑬󰑫󰑧нктивных методов [7].

Опишем некоторые методы логического синте󰑬а ма󰑨оритарной/миноритарной
логики.
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3.1. Алгоритм MALS. MALS (Majority Logic Synthesizer) 󰑱вл󰑱етс󰑱 первым (2007)
предло󰑨енным комплексным методом синте󰑬а, который способен синте󰑬ироват󰑭 мно-
гоуровневые логические сети бол󰑭шинства/мен󰑭шинства с нескол󰑭кими выхода-
ми [26]. Иде󰑱 алгоритма 󰯹 на основе у󰑨е оптими󰑬ированной схемы в традиционном
ба󰑬исе получит󰑭 схему на функци󰑱х бол󰑭шинства.

На вход алгоритма MALS подаётс󰑱 представление миними󰑬ированной многовы-
ходной комбинационно-логической схемы, а выход представл󰑱ет собой эквивалент-
ный ма󰑨оритарный граф. Обработка начинаетс󰑱 с такой декомпо󰑬иции входной схе-
мы, чтобы ка󰑨дый элемент имел бы три входа. Этот процесс выполн󰑱етс󰑱 с испол󰑭-
󰑬ованием методов предварител󰑭ной обработки и декомпо󰑬иции в пакете SIS [27].

Следу󰑧щим шагом 󰑱вл󰑱етс󰑱 проверка ка󰑨дого декомпо󰑬ированного элемента,
реали󰑬ует ли он ма󰑨оритарну󰑧 функци󰑧. Если это не так, элемент провер󰑱тс󰑱 на
наличие дублиру󰑧щих входов. При их наличии будет проведена фактори󰑬аци󰑱 функ-
ции у󰑬ла и 󰑬атем 󰯹 представление её в ба󰑬исе И/ИЛИ.

Если дублиру󰑧щих входов не имеетс󰑱, но функци󰑱 у󰑬ла мо󰑨ет быт󰑭 реали󰑬ована
менее, чем четыр󰑭м󰑱 логическими элементами И/ИЛИ, будет проведена соответству-
󰑧ща󰑱 реали󰑬аци󰑱. Когда така󰑱 реали󰑬аци󰑱 нево󰑬мо󰑨на, данный у󰑬ел схемы будет
преобра󰑬ован в эквивалентное двухуровневое ма󰑨оритарное выра󰑨ение с максимум
четыр󰑭м󰑱 основными элементами. Данна󰑱 процедура выполн󰑱етс󰑱 следу󰑧щим обра-
󰑬ом.

Сначала строитс󰑱 карта Карно логической функции у󰑬ла. 󰑪атем на этой карте
находитс󰑱 конфигураци󰑱, котору󰑧 мо󰑨но описат󰑭 функцией бол󰑭шинства; её обо󰑬на-
ча󰑧т f1. Далее ищетс󰑱 втора󰑱 така󰑱 допустима󰑱 конфигураци󰑱, да󰑧ща󰑱 функци󰑧
бол󰑭шинства f2; аналогично находитс󰑱 функци󰑱 f3. В ре󰑬ул󰑭тате исходный у󰑬ел ока-
󰑬ываетс󰑱 во󰑬мо󰑨но 󰑬аменит󰑭 на функцией этих трех функций в виде M(f1, f2, f3).

3.2. Алгоритм Конга. Другой общий метод синте󰑬а ма󰑨оритарной/миноритарной
сети (2010) был предло󰑨ен в работе К. Конга с соавторами [28].

Входом алгоритма 󰑱вл󰑱етс󰑱 прои󰑬вол󰑭на󰑱 логическа󰑱 многовыходна󰑱 функци󰑱,
а выходом 󰑱вл󰑱етс󰑱 эквивалентна󰑱 ма󰑨оритарна󰑱 сет󰑭. Алгоритм начинает с пред-
варител󰑭ной обработки входной сети и проверки её правил󰑭ности с помощ󰑭󰑧 паке-
та SIS. Если ошибок нет, дл󰑱 упрощени󰑱 и декомпо󰑬иции примен󰑱󰑧тс󰑱 нескол󰑭ко
методов предварител󰑭ной обработки.

После предварител󰑭ной обработки с помощ󰑭󰑧 SIS функции, чтобы ка󰑨дый у󰑬ел
имеет не более трех входных переменных. Дл󰑱 получени󰑱 минимал󰑭ного количества
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трёхвходовых у󰑬лов испол󰑭󰑬у󰑧т четыре ра󰑬личных метода. 󰑪атем сет󰑭 провер󰑱ет-
с󰑱 на наличие у󰑬лов, которые могут быт󰑭 представлены ра󰑬ветвлени󰑱ми цепей, со-
хран󰑱󰑱 при этом правил󰑭ное функционирование. Этот процесс мо󰑨ет ещё бол󰑭ше
сократит󰑭 количество у󰑬лов.

На следу󰑧щем шаге провер󰑱етс󰑱 ка󰑨дый у󰑬ел в декомпо󰑬ированной сети, реа-
ли󰑬ует ли он ма󰑨оритарну󰑧 функци󰑧. Если это так, функци󰑱 преобра󰑬уетс󰑱 в со-
ответству󰑧щее выра󰑨ение с испол󰑭󰑬ованием вышеописанных сорока примитивных
ма󰑨оритарных булевых функций от 3 аргументов. В противном случае все допусти-
мые группы выра󰑨ений наход󰑱тс󰑱 и󰑬 сорока ма󰑨оритарных выра󰑨ений. Ка󰑨да󰑱
группа состоит и󰑬 трех ма󰑨оритарных выра󰑨ений (f1, f2, f3), где у󰑬ел 󰑱вл󰑱етс󰑱 ма-
󰑨оритарной функцией этих выра󰑨ений, т. е. M (f1, f2, f3).

󰑪атем выбира󰑧тс󰑱 все функции бол󰑭шинства, которые состо󰑱т и󰑬 групп выра-
󰑨ений с минимал󰑭ным числом у󰑬лов. После этого выбранные функции провер󰑱󰑧тс󰑱
дл󰑱 выбора функций с минимал󰑭ным количеством аргументов. Наконец, выбран-
ные функции снова провер󰑱󰑧тс󰑱 дл󰑱 выбора функций с минимал󰑭ным количеством
инверторов. Те 󰑨е шаги повтор󰑱󰑧тс󰑱 дл󰑱 инвертированной функции у󰑬ла.

Следу󰑧щим шагом 󰑱вл󰑱етс󰑱 выбор и󰑬 найденных функций бол󰑭шинства, функ-
ций с минимал󰑭ным числом у󰑬лов, входов и инверторов. Последний шаг состоит в
проверке полученных ма󰑨оритарных выра󰑨ений и проверки на наличие дублиру-
󰑧щих у󰑬лов. Если таковые найдутс󰑱, они удал󰑱󰑧тс󰑱, а вс󰑱 сет󰑭 соответству󰑧щим
обра󰑬ом будет перестраиваетс󰑱. Этот процесс продол󰑨аетс󰑱 до тех пор, пока нахо-
д󰑱тс󰑱 дублиру󰑧щие у󰑬лы. На этом алгоритм 󰑬аканчивает работу.

3.3. Алгоритм MLUT. Одним и󰑬 методов синте󰑬а ма󰑨оритарной/миноритарной
логики 󰑱вл󰑱етс󰑱 метод, испол󰑭󰑬у󰑧щий таблицу подстановки ма󰑨оритарных выра-
󰑨ений (Majority Expression Lookup Table, MLUT, 2015) [29].

Входными данными алгоритма 󰑱вл󰑱етс󰑱 прои󰑬вол󰑭на󰑱 логическа󰑱 сет󰑭, а выход-
ными 󰯹 эквивалентна󰑱 ей сет󰑭 ма󰑨оритарной логики. Алгоритм так󰑨е начинает
с предварител󰑭ной обработки и декомпо󰑬иции входной сети с испол󰑭󰑬ованием SIS,
как и в методе Конга. Однако 󰑬дес󰑭 эти процедуры могут работат󰑭 с логическими
функци󰑱ми от четырёх аргументов.

В ре󰑬ул󰑭тате предварител󰑭ной обработке входные булевы функции упроща󰑧т-
с󰑱. При декомпо󰑬иции сети испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 четыре метода и󰑬 алгоритма Конга. Эти
методы ра󰑬лага󰑧т сет󰑭 на 2-, 3- и 4-входовые подсети.

В ходе своей работы алгоритм MLUT испол󰑭󰑬ует таблицу поиска ма󰑨оритар-
ных выра󰑨ений. Она строитс󰑱 путем генерации эквивалентных ма󰑨оритарных вы-
ра󰑨ений дл󰑱 всех во󰑬мо󰑨ных булевых функций от четырёх аргументов. Таблица
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содер󰑨ит дев󰑱носто четыре булевых функции и их эквивалентные ма󰑨оритарные
выра󰑨ени󰑱. На основе этой таблицы ка󰑨дый у󰑬ел, име󰑧щий до четырех перемен-
ных, преобра󰑬уетс󰑱 в соответству󰑧щее ма󰑨оритарное выра󰑨ение.

Далее проводитс󰑱 удаление и󰑬быточности. Этот процесс, состо󰑱щий и󰑬 нескол󰑭-
ких шагов мо󰑨ет обеспечит󰑭 дал󰑭нейшее упрощение сети. Начинаетс󰑱 он с удалением
дублируемых у󰑬лов. 󰑪атем удал󰑱󰑧тс󰑱 дублиру󰑧щие входы у󰑬лов. Наконец послед-
ний шаг устранени󰑱 и󰑬быточности состоит в миними󰑬ации числа инверторов (если в
сети име󰑧тс󰑱 два последовател󰑭ных инвертора).

Так󰑨е во󰑬мо󰑨ен случай, когда ма󰑨оритарный элемент в сети имеет два или
три инвертора на входе. Тогда он 󰑬амен󰑱етс󰑱 име󰑧щим единственный инвертор на
выходе. Такое удаление и󰑬быточности проводитс󰑱 неоднократно, пока дал󰑭нейшее
упрощение станет нево󰑬мо󰑨ным.

3.4. Сравнение и обсу󰑨дение. Три вышеи󰑬ло󰑨енных метода синте󰑬а отлича󰑧тс󰑱
друг от друга методами предварител󰑭ной обработки, декомпо󰑬иции, преобра󰑬овани󰑱
и критери󰑱ми оптими󰑬ации 󰯹 число элементов, глубина схемы, число инверторов и
во󰑬мо󰑨ное число входов элементов.

В стат󰑭е [7] обсу󰑨да󰑧тс󰑱 и сравнива󰑧тс󰑱 этапы данных алгоритмов: предобра-
ботка, декомпо󰑬ици󰑱, преобра󰑬ование булевых функций в выра󰑨ени󰑱 над ма󰑨ори-
тарными, оптими󰑬аци󰑱 по выбранным критери󰑱м.

Далее представлена следу󰑧ща󰑱 информаци󰑱.

1. Ре󰑬ул󰑭таты синте󰑬а схем вычислений вос󰑭ми стандартных булевых функций от
3-х переменных ра󰑬личными методами. Приведены число элементов, глубина
схемы, число инверторов и входных переменных. И󰑬 полученных ре󰑬ул󰑭татов
следует, что MALS дает оптимал󰑭ное решение дл󰑱 некоторых функций, в то
врем󰑱 как алгоритмы Конга и MLUT получа󰑧т оптимал󰑭ные выра󰑨ени󰑱 по
числу элементов, уровней и инверторов дл󰑱 всех булевых функций. Однако
ни один и󰑬 этих методов не приводит к минимал󰑭ному количеству входов у
элемента дл󰑱 всех функций.

2. Сравнение ре󰑬ул󰑭татов синте󰑬а 40 тестовых функций с испол󰑭󰑬ованием выше-
описанных методов синте󰑬а.

3. Анали󰑬 во󰑬мо󰑨ностей оптими󰑬ации дл󰑱 вышеописанных методов.

Cписок литературы
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Special Trigonometric series in the problem of periodic solutions.

Nikitin U. I., Sakharov A. N.

Abstract. This paper describes a method for constructing periodic solutions for special-
type nonlinear equations with periodic coefficients. The basis of this method is to represent the
desired solution in a nonstandard trigonometric series as a power series in sin t. The coefficients
of such a series are calculated in a recursive way. Such a representation is permissible not
only for continuous periodic solutions, but also for solutions with singularities. In addition, the
representation of a singular solution in the form of a non-standard trigonometric series allows
localizing its singularities. The equations in question may also have singularities. When finding
singular solutions, we use the assumption that in the case of the existence of two such solutions,
they are connected by a certain equality. Using this relationship, you can get the equation for
these periodic solutions, either as a linear equation of the second order or as an equation of the
first order. This allows, for example, to find the boundary curves for the stability zones of the Hill
equation with a parameter. The results obtained on the existence of singular periodic solutions
supplement the general theorems of [7] obtained by other methods.

Keywords: nonstandard trigonometric series, periodic solutions, singular periodic solutions

1. Введение

󰑪адача о существовании периодических решений у дифференциал󰑭ных уравне-
ний вида

ẍ+ a(t)x = b(t)xm + c(t), (1)
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где a(t), b(t), c(t) 󰯹 T -периодические функции, а m ∈ Z, актуал󰑭на дл󰑱 р󰑱да практи-
ческих прило󰑨ений (в основном, в небесной и квантовой механике, биологии). Урав-
нение (1) мо󰑨но рассматриват󰑭 как нелинейное во󰑬мущение уравнени󰑱 Хилла: ре-
гул󰑱рное, если m ≥ 0, либо сингул󰑱рное, если m < 0. Конструктивное построение
периодических решений таких уравнений, как правило, испол󰑭󰑬ует аппарат р󰑱дов
Фур󰑭е, либо представление с помощ󰑭󰑧 функции Грина. Однако, в р󰑱де случа󰑱х це-
лесообра󰑬нее искат󰑭 периодические решени󰑱 в виде р󰑱дов по степен󰑱м специал󰑭но
выбираемых функций, коэффициенты которых получа󰑧тс󰑱 рекуррентным способом
(см., например, [1]). Такие р󰑱ды прин󰑱то на󰑬ыват󰑭 специал󰑭ными р󰑱дами.

Будем считат󰑭, что период T коэффициентов в уравнении (1) равен 2π. Рассмот-
рим во󰑬о󰑨ност󰑭 построени󰑱 2π-периодических решений этого уравнени󰑱 по степен󰑱м
sin t. Как будет пока󰑬ано ни󰑨е, такое представление по󰑬вол󰑱ет находит󰑭 нар󰑱ду с
обычными и особые периодические решени󰑱. Напомним, что 2π-периодическое реше-
ние x(t) уравнени󰑱 вида (1) на󰑬ываетс󰑱 особым, если при некотором t∗ ∈ [0, 2π]

lim
t→t∗

|x(t)| = ∞.

Техника работы с особыми решени󰑱ми достаточно полно отра󰑨ена в книге [2].
В данной работе дл󰑱 уравнений вида (1) при нахо󰑨дении особых решений мы

будем испол󰑭󰑬оват󰑭 следу󰑧щий прием, предло󰑨енный Е.А. Сидоровым в [6]. Допу-
стим, что уравнение (1) имеет два периодических решени󰑱 x1(t), x2(t), св󰑱󰑬анных
соотношением

x2(t) = x1(t) tg t. (2)

Тогда, если и󰑬вестно одно и󰑬 них, другое 󰑱вл󰑱етс󰑱 периодическим решением вполне
определенного дифференциал󰑭ного уравнени󰑱 (во󰑬мо󰑨но, с сингул󰑱рными коэффи-
циентами), что существенно облегчает построение таких решений.

󰑪аметим, что если в уравнении (1) c(t) ≡ 0, но a(t) ∕≡ 0, то 󰑬адача существовани󰑱
периодических решений, удовлетвор󰑱󰑧щих соотношени󰑧 (2), сводитс󰑱 к отыскани󰑧
периодических решений уравнени󰑱 1-го пор󰑱дка, интегрируемого в квадратурах.

Работа органи󰑬ована следу󰑧щим обра󰑬ом. В ра󰑬деле 2 предло󰑨енна󰑱 методи-
ка испол󰑭󰑬уетс󰑱 дл󰑱 построени󰑱 периодических решений нелинейного уравнени󰑱 с
кубической нелинейност󰑭󰑧. Пока󰑬ываетс󰑱, что 󰑬адача сводитс󰑱 к интегрировани󰑧
линейного уравнени󰑱 Гойна с сингул󰑱рност󰑱ми [3], [4]. Эти ре󰑬ул󰑭таты дополн󰑱󰑧т
р󰑱д теорем и󰑬 сравнител󰑭но новой работы [7], полученных другими методами.

Те 󰑨е сама󰑱 󰑬адача, применител󰑭но к уравнени󰑧 с квадратичной нелинейност󰑭󰑧,
рассматрива󰑧тс󰑱 в ра󰑬деле 3.
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Ра󰑬дел 4 посв󰑱щен построени󰑧 примеров периодических решений, удовлетвор󰑱-
󰑧щих соотношени󰑧 (2), дл󰑱 дифференциал󰑭ных уравнений Дуффинга-Мат󰑭е и Ер-
макова.

В последнее врем󰑱 привлекает особое внимание ([8], [9], [10]) 󰑬адача о существова-
нии 󰑬накопосто󰑱нных периодических решений дл󰑱 уравнений 2-го пор󰑱дка с периоди-
ческими коэффициентами. Эта 󰑬адача рассматриваетс󰑱 дл󰑱 уравнени󰑱 ẍ = |x|3+f(t)

в ра󰑬деле 5.
Во всех случа󰑱х дл󰑱 представлени󰑱 периодических решений испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 ра󰑬-

ло󰑨ени󰑱 в р󰑱ды по степен󰑱м sin t.

2. Периодические решени󰑱 дл󰑱 уравнени󰑱 с кубической
нелинейност󰑭󰑧

Рассмотрим уравнение вида
ẍ = b(t)x3. (3)

Предполо󰑨им, что уравнение (3) имеет пару нетривиал󰑭ных периодических решений,
удовлетвор󰑱󰑧щих (2). Подставим это соотношение в уравнение (3). При этом дл󰑱
x1(t) получаетс󰑱 линейное уравнение

(tg t− tg3 t)ẍ+ 2
ẋ

cos2 t
+ 2

x sin t

cos3 t
= 0, (4)

коэффициенты которого име󰑧т особенности в точках nπ и ±π

4
+nπ. Действител󰑭но,

при 󰑬амене x2 = x1 tg t получаем уравнение

ẍ1 tg t+ ẋ1
2

cos2 t
+ x1

2 sin t

cos3 t
− b(t)x3

1 tg
3 t = 0.

Так как b(t)x3
1 = ẍ1, то получаем уравнение (4). Его общее решение выра󰑨аетс󰑱 чере󰑬

функции Гойна1

x(t) =
C1

√
2 cos2 t− 1√

1− 3 cos2 t+ 2 cos4 t
w[1/2,1/8,−1/2,−1/2,1/2,1/2](cos

2 t)+

+
C2

√
2 cos2 t− 1 cos t√

1− 3 cos2 t+ 2 cos4 t
w[1/2,−1/4,0,0,3/2,1/2](cos

2 t),

(5)

где w[a,q,α,β,γ,δ](z) 󰯹 решение общего уравнени󰑱 Гойна:

d2w

dz2
+

󰀕
γ

z
+

δ

z − 1
+

α + β − γ − δ + 1

z − a

󰀖
dw

dz
+

αβz − q

z(z − 1)(z − a)
w = 0. (6)

1Эти функции были впервые исследованы К. Гойном более ста лет на󰑬ад [3]. Сейчас они активно
испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 дл󰑱 представлени󰑱 решений уравнений квантовой фи󰑬ики (см., например, [4], гл. 3,
[5]).
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Теорема 1. Если дифференциал󰑭ное уравнение (3) имеет пару нетривиал󰑭ных пери-
одических решени󰑱, удовлетвор󰑱󰑧щих соотношени󰑧 (2), то они 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 особыми.
Более того, все решени󰑱, кроме тривиал󰑭ного, 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 особыми периодическими
решени󰑱ми.

Дока󰑬ател󰑭ство. Утвер󰑨дение теоремы мо󰑨но дока󰑬ат󰑭, испол󰑭󰑬у󰑱 представление
(5) и свойства функций Гойна. Мы дадим пр󰑱мое дока󰑬ател󰑭ство с помощ󰑭󰑧 аппа-
рата специал󰑭ных тригонометрических р󰑱дов.

Периодическое решение уравнени󰑱 (4) будем искат󰑭 в виде специал󰑭ного р󰑱да

φ(t) =
∞󰁛

k=0

ak sin
k t. (7)

Подставл󰑱󰑱 этот р󰑱д в уравнение (4), получим рекуррентное уравнение дл󰑱 опреде-
лени󰑱 коэффициентов ak:

a1 = 0, a2 = −a0
3
, a3 = 0,

ak+1 =
(3(k − 1)2 − 2)ak−1 − 2(k − 3)2ak−3

(k + 1)(k + 2)
, k = 3, 4, . . . .

(8)

Решени󰑱 этого уравнени󰑱 󰑬авис󰑱т от одного прои󰑬вол󰑭ного параметра: коэффициен-
та a0. Все нечетные коэффициенты равны нул󰑧. Если a0 < 0, то все четные коэффи-
циенты a2k > 0 при k ≥ 1.

Сходимост󰑭 р󰑱да обеспечиваетс󰑱 выполнением условий следу󰑧щей леммы.

Лемма 1. Если при некотором k0 ≥ 5 выполн󰑱етс󰑱 неравенство 0 < ak0−3 < ak0−1,

то дл󰑱 всех k > k0 выполн󰑱󰑧тс󰑱 неравенства

a: ak+1 > ak−1;
b: 0 < ak+1 < 3ak−1.

Следовател󰑭но, р󰑱д (7) сходитс󰑱 при | sin t| < R, где R ≤
√
3.

Дока󰑬ател󰑭ство. Неравенство a следует и󰑬 (8). 󰑪аменим ak−3 на ak−1, тогда

ak+1 > ak−1
k2 + 6k − 17

k2 + 3k + 2
= ak−1

󰀕
1 +

3k − 19

k2 + 3k + 2

󰀖
.

Аналогично выводитс󰑱 неравенство b:

ak+1 < ak−1
3k2 − 6k + 3

k2 + 3k + 2
< ak−1

󰀕
3− 15k + 3

k2 + 3k + 2

󰀖
< 3ak−1

при k > k0. Лемма дока󰑬ана.
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Р󰑱д (7) мо󰑨но 󰑬аписат󰑭 в виде

a0 +
∞󰁛

k=0

āk sin
2k t,

где āk = a2k. И󰑬 неравенства

lim
k→∞

󰀏󰀏󰀏󰀏
āk
āk+1

󰀏󰀏󰀏󰀏 <
1

3

следует, что р󰑱д по степен󰑱м sin2 t сходитс󰑱 при | sin t| < R, где R <
√
3. При

t → t∗ = arcsinR р󰑱д (7) расходитс󰑱, то ест󰑭 уравнение (3) имеет особое перио-
дическое решение.

Рис. 1. График отре󰑬ка специал󰑭ного р󰑱да (7) дл󰑱 решени󰑱 уравнени󰑱 (4).

Чтобы дока󰑬ат󰑭 теорему необходимо пока󰑬ат󰑭, что уравнение (3) имеет линейно
не󰑬ависимое решение x = Φ(t), неограниченное при t → 0. Представим Φ(t) в виде
р󰑱да

∞󰁛

k=−1

bk sin
k t,

получим рекуррентные соотношени󰑱, которые определ󰑱󰑧т коэффициенты р󰑱да с
точност󰑭󰑧 до посто󰑱нного мно󰑨ител󰑱 b−1. Рекуррентные формулы получа󰑧тс󰑱 от-
дел󰑭ными дл󰑱 четных и нечетных коэффициентов, причем дл󰑱 четных коэффици-
ентов рекурентное соотношение совпадает с (8). Поэтому р󰑱д дл󰑱 Φ(t) будет суммой
двух р󰑱дов φ(t) дл󰑱 четных коэффициентов и θ(t) дл󰑱 нечетных. Проверка условий
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леммы 2.1 дает ту 󰑨е саму󰑧 област󰑭 сходимости (кроме 󰑬начений t = kπ). Сле-
довател󰑭но, существует линейно не󰑬ависимое особое периодическое решение Φ(t) и
теорема дока󰑬ана.

󰑪амечание 1. После подстановки соотношени󰑱 (2) в уравнение

ẍ = b(t)x2m+1, m ∈ N,

получаем линейное уравнение, решени󰑱 которого при m = 1, 2 выра󰑨а󰑧тс󰑱 чере󰑬
периодические функции и функции Гойна.

3. Уравнени󰑱 с квадратичной нелинейност󰑭󰑧

Рассмотрим тепер󰑭 уравнение

ẍ = x2 + c sin t. (9)

Это уравнение не мо󰑨ет имет󰑭 ограниченных периодических решений. Действител󰑭-
но, если бы такое решение существовало, то среднее 󰑬начение на периоде левой части
равно нул󰑧, а правой не равно нул󰑧.

Подстановка соотношени󰑱 (2) в уравнение (9) дает дл󰑱 x1(t) уравнение Риккати
с сингул󰑱рными периодическими коэффициентами

ẋ+ x tg t = x2 sin
2 t− cos t sin t

2
+ c sin t

cos2 t− sin t cos t

2
. (10)

Поэтому проще искат󰑭 периодические решени󰑱2 непосредственно дл󰑱 уравнени󰑱 (9).

Теорема 2. Уравнение (9) мо󰑨ет имет󰑭 особые решени󰑱, представимые в виде
р󰑱да (7).

Дока󰑬ател󰑭ство. Подставим р󰑱д (7) в уравнение (9):
∞󰁛

k=0

(k(k − 1) sink−2 t− k2 sink t)ak =
∞󰁛

k=0

k󰁛

j=0

ajak−j sin
k t+ b sin t.

Счита󰑱 a0 и a1 прои󰑬вол󰑭ными, получаем

a2 =
a20
2
, a3 =

b+ 2a0a1 + a1
6

, a4 =
a21 + 2a0a2 + 4a2

12
.

ak+2 =
k2ak

(k + 2)(k + 1)
+

1

(k + 2)(k + 1)

k󰁛

j=0

ajak−j, k > 2. (11)

2Мо󰑨но искат󰑭 периодические решени󰑱 уравнени󰑱 (10), рассматрива󰑱 его как во󰑬мущение интери-
руемого с параметром во󰑬мущени󰑱 c.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2020, 2



Cпециал󰑭ные тригонометрические р󰑱ды в 󰑬адаче о периодических решени󰑱х 67

Пока󰑨ем, что при некотором наборе a0, a1, b р󰑱д будет имет󰑭 ненулевой ра-
диус сходимости. Пуст󰑭 коэффициенты ak (k ≤ m) удовлетвор󰑱󰑧т услови󰑱м
0 < ak < M < 1. Испол󰑭󰑬у󰑱 равенство (11), получим по индукции дл󰑱 k > m

ak+2 <
k2M + 2(k + 1)M2

(k + 2)(k + 1)
<

M(k2 + 2k + 2)

(k + 2)(k + 1)
< M < 1.

Таким обра󰑬ом, при некоторых поло󰑨ител󰑭ных a0, a1, b полученный р󰑱д сходитс󰑱 при
|t| < π

2
.

Построенное рeшение стремитс󰑱 к бесконечности при t → π

2
. Последнее следует

и󰑬 того, что при достаточно бол󰑭ших k справедливо неравенство ak > M2. Действи-
тел󰑭но, индукцией по k мо󰑨но пока󰑬ат󰑭, что

ak+2 >
1

(k + 2)(k + 1)
(M2k2 + (M −M2)k2) =

k2M2

(k + 1)(k + 2)
(1 + α),

где α = 1/M − 1 > 0. Поэтому при достаточно бол󰑭ших k

k2(1 + α)

(k + 1)(k + 2)
> 1,

то ест󰑭 cправедливо неравенство ak > M2. Отс󰑧да следует, что если t → π/2, то р󰑱д
расходитс󰑱, и уравнение не мо󰑨ет имет󰑭 ограниченных периодических решений.

Рис. 2. График отре󰑬ка специал󰑭ного р󰑱да (7) дл󰑱 периодического решени󰑱
уравнени󰑱 (9).

Более интересным 󰑱вл󰑱етс󰑱 случай уравнени󰑱

ẍ sin t = x2, (12)

у которого существу󰑧т два периодических решени󰑱: x = 0 и x = − sin t.
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Теорема 3. Уравнение (12) не мо󰑨ет имет󰑭 периодических решений, удовлетво-
р󰑱󰑧щих соотношени󰑧 (2).

Дока󰑬ател󰑭ство. Действител󰑭но, подстановка соотношени󰑱 (2) в уравнение (12) да-
ет уравнение Бернулли

ẋ = −x tg t+
cos t(tg t− 1)

2
x2,

все решени󰑱 которого

x(t) =
4 cos t

cos t sin t+ cos2 t+ t+ C
непериодичны.

Кроме того, это уравнение не имеет других периодических решений, кроме ука-
󰑬анных выше. Это следует и󰑬 того, что никакой тригонометрический р󰑱д (да󰑨е фор-
мал󰑭ный) не удовлетвор󰑱ет уравнени󰑧 (12).

Еще один пример уравнени󰑱 c квадратичной нелинейност󰑭󰑧, име󰑧щего семейство
особых решений:

ẍ+ a(t)x = x2. (13)

Соответствущее уравнение дл󰑱 x1(t)

ẋ+ x tg t = x2(tg2 t− tg t) cos2 t

имеет семейство периодических решений

x(t, C) =
3 cos t

C − cos3 t− sin3 t

(неособых при |C| > 1.) Отс󰑧да получаем коэффициент a(t) = x(t, C)− ẍ(t, C)

x(t, C)
.

4. Периодические решени󰑱 уравнени󰑱 Дуффинга-Мат󰑭е

Име󰑧тс󰑱 ра󰑬нообра󰑬ные ре󰑬ул󰑭таты о существовании периодических решений
дл󰑱 уравнений вида

ẍ+ a(t)x = c(t)xm, (14)

в том числе и сингул󰑱рных [7], [8] и др. В некоторых работах устанавливаетс󰑱 суще-
ствование двух поло󰑨ител󰑭ных решений или решений противополо󰑨ных 󰑬наков [9],
а так󰑨е бесконечного числа периодических решений [10].

Уравнени󰑱 типа (14) допуска󰑧т применение приема нахо󰑨дени󰑱 периодических
решений, св󰑱󰑬анных соотношением (2). Рассмотрим с этой точки 󰑬рени󰑱 регул󰑱р-
ный случай этого уравнени󰑱, когда |m| = 3. В работе [8] дока󰑬ано существование
двух периодических решений уравнени󰑱 Дуффинга–Мат󰑭е, но не ука󰑬ан алгоритм
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их численно-аналитического нахо󰑨дени󰑱. Ни󰑨е ука󰑬аны семейства уравнений вида
(14), допуска󰑧щие существование такого алгоритма.

Упом󰑱нутый выше ре󰑬ул󰑭тат об уравнении Дуффинга–Мат󰑭е

ẍ+ (a+ b cos t)x+ cx3 = 0 (15)

и󰑬 работы [8] 󰑬акл󰑧чаетс󰑱 в следу󰑧щем. Пуст󰑭

Λ+ = {a+ b cos t ∈ L1(0, 2π) : a+ b cos t > 0, 󰀂a+ b cos t󰀂p ≤ K(2p∗)}3.

Тогда при выполнении услови󰑱 a < b ≤ 0 < c или a + b cos t ∈ Λ+ уравнение (15)
имеет, по крайней мере, два нетривиал󰑭ных периодических решени󰑱.

Дополним этот ре󰑬ул󰑭тат 󰑬адачей о существовании пары периодических решений,
удовлетвор󰑱󰑧щих соотношени󰑧 (2) дл󰑱 уравнени󰑱 вида

ẍ+ a(t)x = x3. (16)

Решение поставленной 󰑬адачи сводитс󰑱 к построени󰑧 соответству󰑧щего коэффици-
ента a(t).

Если x2(t) 󰯹 решение (16), то при 󰑬амене x2(t) = x1(t) tg t получаем равенство

ẍ1 tg t+ 2ẋ1
1

cos2 t
+ 2x1

sin t

cos3 t
+ a(t)x1 tg t = x3

1 tg
3 t.

Вычита󰑱 и󰑬 него уравнение ẍ1+a(t)x1 = x3
1, умно󰑨енное на tg t, получаем уравнение

Бернулли

ẋ
2

cos2 t
+ 2x

sin t

cos3 t
= x3(tg3 t− tg t),

которое имеет два семейства 2π-периодических решений

± 4 cos t√
C − cos 4t

(неособых при |C| > 1). Подставл󰑱󰑱 периодическое решение в уравнение (16) полу-
чаем

a(t) = 1 +
8 + 8 cos 2t+ 8 cos 4t

C − cos 4t
− 2 cos 3t− 2 cos 5t

(C − cos 4t) cos t
−− 6− 6 cos 8t

(C − cos 4t)2
. (17)

Теорема 4. Уравнение (16) c коэффициентом (17) имеет два 2π-периодических ре-
шени󰑱

x1(t) =
4 cos t√
C − cos 4t

, x2(t) =
4 sin t√

C − cos 4t
, C > 1,

удовлетвор󰑱󰑧щих услови󰑧 (2).

3󰑪дес󰑭 󰀂 · 󰀂p обо󰑬нача󰑧т обычну󰑧 Lp-норму на [o, 2π], p∗ определ󰑱етс󰑱 как p∗ = p/(p?1), если
1 ≤ p < ∞, и p∗ = 1, если p = ∞.
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Рассмотрим тепер󰑭 уравнение Ермакова4

ẍ+ a(t)x =
b

x3
. (18)

Допустим, что это уравнение имеет два периодических решени󰑱, св󰑱󰑬анных соотно-
шением (2). Тогда дл󰑱 x1 получаем уравнение

ẋ
2x3

cos2 t
+ 2x4 sin t

cos3 t
= b

󰀕
1

tg3 t
− tg t

󰀖
.

Оно имеет два семейства особых 2π-периодических решений

±
4
󰁳

(C sin6 t− 2C sin4 t+ (C + b) sin2 t− b) sin2 t

sin t
.

Тепер󰑭 найдем коэффициент a(t):

a(t) = −(4C2 cos12 t− 12C2 cos10 t+ (12C2 + 20C) cos8 t− (4C2 + 40C) cos6 t+

+(26Cb+ 4b2) cos4 t− (6Cb+ 4b2) cos2 t+ 3b2)/(4(C2 cos8 t− 2C2 cos6 t+

+(2Cb+ C2) cos4 t− 2Cb cos2 t+ b2) sin2 t cos2 t).

Дл󰑱 уравнени󰑱 (18) с таким коэффициентом a(t) имеет место аналог теоремы
4.1.

󰑪амечание 2. Уравнение (1) при a(t) =const и m = 3 после подстановки соотноше-
ни󰑱 (2) преобра󰑬уетс󰑱 в уравнение

ẍ(tg t− tg3 t) +
2ẋ

cos2 t
+

2x sin t

cos3 t
+ a(tg t− tg3 t)x− c(t)(1− tg3 t) = 0.

Это уравнение имеет общее решение, выра󰑨а󰑧щеес󰑱 чере󰑬 функции Гойна и их про-
и󰑬водные. Например, если c(t) = 0, то решение имеет вид

x(t) =

C1(2 cos
2 t− 1)2

sin t
w[1/2,(−2a−a3/2+9

√
a+18)/(16+8

√
a),3/2+

√
a/2,(

√
a+6−a)/(4+2

√
a),1/2,1/2](cos

2 t)+

+
C2 cos t(2 cos

2 t− 1)2

sin t
w[1/2,(−a3/2−2a+22

√
a+44)/(16+8

√
a),2+

√
a,(2

√
a+8−a)/(4+2

√
a),3/2,1/2](cos

2 t).

4В англо󰑱󰑬ычной математической литературе это уравнение и󰑬вестно как уравнение Пинни.
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5. Уравнени󰑱 с модулем

󰑪дес󰑭 метод специал󰑭ных тригонометрических р󰑱дов примен󰑱етс󰑱 дл󰑱 построе-
ни󰑱 поло󰑨ител󰑭ных (отрицател󰑭ных) периодических решений уравнени󰑱

ẍ = |x|3 + a+ b sin(t). (19)

Теорема 5. Уравнение (19) мо󰑨ет имет󰑭 периодические решени󰑱, представимые
в виде р󰑱да (7).

Дока󰑬ател󰑭ство. Допустим, что (19) имеет поло󰑨ител󰑭ное периодическое решение,
представимое в виде р󰑱да (7). Подставим этот р󰑱д в уравнение (19):

∞󰁛

k=0

(k(k − 1) sink−2 t− k2 sink t)ak =
∞󰁛

k=0

k󰁛

i,j=0

aiajak−i−j sin
k t+ a+ b sin t.

Счита󰑱 a0 и a1 прои󰑬вол󰑭ными, получаем

a2 =
a20 + a

2
, a3 =

b+ 3a20a1 + a1
6

, a4 =
3a21a0 + 3a20a2 + 4a2

12
.

ak+2 =
k2ak

(k + 2)(k + 1)
+

1

(k + 2)(k + 1)

k󰁛

i,j=0

aiajak−i−j, k > 2. (20)

При некотором наборе a0, a1, a, b р󰑱д будет имет󰑭 ненулевой радиус сходимости,
что мо󰑨но дока󰑬ат󰑭 по индукции, испол󰑭󰑬у󰑱 равенство (20). Пуст󰑭 коэффициенты

ak (k ≤ m) удовлетвор󰑱󰑧т услови󰑱м 0 < ak < M <
1
3
√
3
. Тогда дл󰑱 k > m имеем

ak+2 <
k2M + 3(k + 1)M3

(k + 2)(k + 1)
<

M(k2 + 3k + 1)

(k + 2)(k + 1)
< M <

1
3
√
3
.

Таким обра󰑬ом, при некоторых поло󰑨ител󰑭ных a0, a1, a, b полученный р󰑱д имеет
ненулевой проме󰑨уток сходимости.

На рис. 3 представлено поло󰑨ител󰑭ное решение уравнени󰑱

ẍ = |x(t)|3 − 1 +
3 sin t

2
, (21)

полученное с помощ󰑭󰑧 р󰑱да по синусам.

6. 󰑪акл󰑧чение

Полна󰑱 картина поведени󰑱 сингул󰑱рных периодических решений нево󰑬мо󰑨на бе󰑬
описани󰑱 механи󰑬ма их по󰑱влени󰑱 в уравнени󰑱х вида (1). Приведенные выше приме-
ры пока󰑬ыва󰑧т, что предлагаемый метод нахо󰑨дени󰑱 сингул󰑱рных периодических
решений сводитс󰑱 к нахо󰑨дени󰑧 таких решений либо дл󰑱 линейных уравнений 2-го
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Рис. 3. Поло󰑨ител󰑭ное периодическое решение уравнени󰑱 (21).

пор󰑱дка, либо нелинейных уравнений 1-го пор󰑱дка с сингул󰑱рными коэффициента-
ми. В простейшем случае 󰯹 это уравнение на торе вида

θ̇ + tg t sin θ = λ+ a(t) + b(t) cos θ, (22)

где a(t) и b(t) 󰯹 непрерывные периодические функции, λ 󰯹 параметр. Испол󰑭󰑬у󰑱
аппроксимации p(t) дл󰑱 функции tg t (например, аппроксимаци󰑧 Паде), во󰑬мо󰑨но
свести 󰑬адачу о ро󰑨дении особых решений к случа󰑧, описанном в [11], так как в
этом случае существует инвариант потока 󰯹 число вращени󰑱. Это предполо󰑨ение
подтвер󰑨даетс󰑱 численными экспериментами: ни󰑨е приведен график (рис. 4) 󰑬ави-
симости числа вращени󰑱 ρ от параметра λ уравнени󰑱 (22).

Ступен󰑭ки графика (интервалы 󰑬апирани󰑱 фа󰑬ы) соответству󰑧 област󰑱м суще-
ствовани󰑱 предел󰑭ных циклов на торе. При p(t) → tg t во󰑬мо󰑨но по󰑱вление особых
периодических решений.

Соотношение (2) мо󰑨ет быт󰑭 испол󰑭󰑬овано и дл󰑱 решени󰑱 бифуркационных 󰑬а-
дач. Простейший пример такого типа приведен в 󰑬аметке [6], в которой рассматри-
ваетс󰑱 󰑬адача о ветвлении собственных 󰑬начений дл󰑱 уравнени󰑱 Хилла-Мат󰑭е (о по-
граничных кривых 󰑬он устойчивости). Наиболее просто рассматриваетс󰑱 случай 1-ой
󰑬оны устойчивости дл󰑱 уравнени󰑱

ẍ+ (λ+ εf(t, ε))x = 0, (23)
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Рис. 4. Число вращени󰑱 потока, поро󰑨даемого уравнением
θ̇ + p(t) sin θ = λ + a(t) + b(t) cos θ (p(t) 󰯹 аппроксимаци󰑱 Паде
tg t).

Рис. 5. Границы 󰑬акрашенных областей 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 пограничными кри-
выми 󰑬он устойчивости.

где f(t, ε) имеет период π по t. При λ = 1, ε = 0 cуществу󰑧т два решени󰑱
x1(t) = cos t, x2(t) = sin t, так что x2(t) = x1(t) tg t.

При ε > 0 ро󰑨да󰑧тс󰑱 два собственных 󰑬начени󰑱 λ1(ε), λ2(ε), ра󰑬ност󰑭 которых
пропорционал󰑭на ε. Предполага󰑱, что λ2 − λ1 = −4ε, получаем x2(t, ε) = eε sin

2 t cos t,

λ1,2 = 2 − (1 ∓ ε)2, f(t, ε) = ε cos2 2t − 4 cos 2t. Общее решение уравнени󰑱 (23) дл󰑱
такой функции f(t, ε) выра󰑨аетс󰑱 чере󰑬 решени󰑱 конфл󰑧энтного уравнени󰑱 Гойна.
Картина поведени󰑱 граничных кривых 󰑬он устойчивости пока󰑬ана на рис. 5, где
и󰑬обра󰑨ены области 󰑬ахваты фа󰑬ы на плоскости параметров λ, ε.
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В процессе написани󰑱 этой стат󰑭и авторы о󰑬накомилис󰑭 с работой [12], где пред-
ло󰑨ен общий метод построени󰑱 уравнений Гойна и󰑬 систем дифференциал󰑭ных урав-
нений 1-го пор󰑱дка.
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On isomorphism of common type J-selfadjoint dilations for linear
operator with nonempty regular points set.

Tretyakov D. V.

Abstract.
The common approach to construction of J-selfadjoint dilation for linear operator with

nonempty regular point set is considered in this article.
Let A 󰯹 linear operator with nonempty regular point set (−i ∈ ρ(A)) and Clos dom(A) = H,

where H 󰯹 Hilbert space,

B+ := iR−i − iR∗
−i − 2R∗

−iR−i, B− := iR−i − iR∗
−i − 2R−iR

∗
−i,

Q± :=
󰁳

|B±|, B± = J±Q± 󰯹 polar decompositions of B±, Q± = Clos(Q±H).
Let D

(r)
± , r = 1, 2 󰯹 arbitrary Hilbert spaces and

F± : dom(F±) −→ D
(1)
± (dom(F±) ⊂ D

(1)
± ), G± : dom(G±) −→ D

(2)
± (dom(G±) ⊂ D

(2)
± ), 󰯹

simple maximal symmetric operators with defect numbers (q−, 0) and (0, q+) respectively,
moreover dimQ± = dimN±

(r) = q±, r = 1.2, Φ± : N
(1)
± → Q±,Ψ± : N

(2)
± → Q± are isometries,

V±,W± 󰯹 Cayley transforms of F± and G± respectively.
Let 〈H (r)

± ,Γ
(r)
± 〉 are the spaces of boundary values of operators F ∗

± and G∗
± i.e.:

aF±) ∀f1, g1 ∈ dom(F ∗
±) (F ∗

±f1, g1)D1
±
− (f1, F

∗
±g1)D1

±
= ∓i(Γ

(1)
± f1,Γ

(1)
± g1)H (1)

±
;

бF±)the transformations dom(F ∗
±) ∋ f1 󰀁→ Γ

(1)
± f1 ∈ H

(1)
± are surjective.

aG±) ∀f2, g2 ∈ dom(G∗
±) (G∗

±f2, g2)D(2)
±

− (f2, G
∗
±g2)D(2)

±
= ∓i(Γ

(2)
± f2,Γ

(2)
± g2)H (2)

±
;

бG±)the transformations dom(G∗
±) ∋ f2 󰀁→ Γ2

±f2 ∈ H
(2)
± are surjective.
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Consider the Hilbert spaces H(r) = D
(r)
− ⊕ H⊕D

(r)
+ . Define in this spaces indefinite metrics

J(r) = J
(r)
− ⊕ I ⊕ J

(r)
+ and selfadjoint dilations of operator A S:

∀ h
(1)
± =

∞󰁛

k=0

V k
±n

±
k ∈ D

(1)
± , n±

k ∈ N
(1)
± , J

(1)
±

󰀣 ∞󰁛

k=0

V k
±n

±
k

󰀤
:=

∞󰁛

k=0

V k
±Φ

−1
± J

(1)
± Φ±n

±
k .

Analogously defined operator J(2).
The vector h1 = (h

(1)
− , h0, h

(1)
+ )T ∈ dom(S1) iff

1. h
(1)
± ∈ dom(F ∗

±);

2. ϕ(1) = h0 +Q−Φ−Γ
(1)
− h

(1)
− ∈ dom(A);

3. Φ+Γ
(1)
+ h

(1)
+ = T ∗Φ−Γ

(1)
− h

(1)
− + iJ+Q+(A+ i)ϕ(1), where T ∗ = I + 2iR∗

−i.

If this conditions are fulfil, that for all h1 = (h
(1)
− , h0, h

(1)
+ )T ∈ dom(S1)

S1h1 = S1(h
(1)
− , h0, h

(1)
+ )T := (F ∗

−h
(1)
− , −ih0 + (A+ i)ϕ(1), F ∗

+h
(1)
+ )T .

Analogously defined operator S2.

Definition. Let L1 and L2 are J1-selfadjoint and J2-selfadjoint dilations of operator A. L1 and
L2 acting in Hilbert spaces H1 and H2 respectively and operator A is density defined in Hilbert
space H ⊂ Hr, r = 1, 2. Operators L1 and L2 are called isomorphic if exist unitary operator
U : H1 → H2 that:

1. Uh = h ∀h ∈ H;
2. UL1 ⊆ L2U ;
3. ∀ h1 ∈ H1 : UJ1h1 = J2Uh1.

Theorem. Operators S1 and S2 are isomorphic.

Some theorem’s corollaries are proved.

Keywords: J-selfadjoint dilation, isomorphism of J-selfadjoint dilation, maximal closed
symmetric operator, defect subspaces.

Введение

Фактически пон󰑱тие дилатации линейного оператора впервые по󰑱вл󰑱ет-
с󰑱 у М. А. Наймарка [1] в 1940 году.

Унитарну󰑧 дилатаци󰑧 с󰑨ати󰑱 впервые построил Б. Сёкефал󰑭ви–Над󰑭 [2]. Иде󰑱
дилатации ока󰑬алас󰑭 очен󰑭 плодотворной, она принесла многочисленные прило󰑨е-
ни󰑱 в ра󰑬личные математические дисциплины (см., напр., [3]). Отметим, что в [4]
была построена унитарна󰑱 дилатаци󰑱 общего вида дл󰑱 оператора с󰑨ати󰑱.

Далее, Л. А. Сахнович [5], А. В. Ку󰑨ел󰑭 [6] и Ch. Davis [7] не󰑬ависимо друг от
друга построили J-унитарные дилатации прои󰑬вол󰑭ного ограниченного оператора.
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В 1977 году в [8] вышла в свет пионерска󰑱 работа Б.С. Павлова, в которой была
построена самосопр󰑱󰑨енна󰑱 дилатаци󰑱 оператора Шредингера. При этом област󰑭
определени󰑱 исходного оператора совпадала с област󰑭󰑧 определени󰑱 сопр󰑱󰑨енного
оператора.

Полученные ре󰑬ул󰑭таты были обобщены в работах А.В. Ку󰑨ел󰑱 [9] и 󰑰.Л. Куд-
р󰑱шова [10], в которых были построены трансл󰑱ционна󰑱 и спектрал󰑭на󰑱 формы
самосопр󰑱󰑨енной дилатации прои󰑬вол󰑭ного диссипативного оператора с непустым
мно󰑨еством регул󰑱рных точек.

Этими 󰑨е авторами были построены трансл󰑱ционна󰑱 [9] и спектрал󰑭на󰑱 [11]
формы J-самосопр󰑱󰑨енной дилатации прои󰑬вол󰑭ного плотно 󰑬аданного оператора
с непустым мно󰑨еством регул󰑱рных точек. По󰑬󰑨е вторым автором был дока󰑬ан и󰑬о-
морфи󰑬м трансл󰑱ционных и спектрал󰑭ных форм в случае самосопр󰑱󰑨енной дилата-
ции [12].

В работе [18] была построена J-самосопр󰑱󰑨енна󰑱 дилатаци󰑱 общего вида дл󰑱
прои󰑬вол󰑭ного плотно 󰑬аданного оператора с непустым мно󰑨еством регул󰑱рных то-
чек. В св󰑱󰑬и с этим во󰑬никает вопрос об и󰑬оморфи󰑬ме двух дилатаций общего вида.
Решени󰑧 этого вопроса посв󰑱щена данна󰑱 работа.

1. Предварител󰑭ные определени󰑱 и предло󰑨ени󰑱

Пуст󰑭 H 󰯹 гил󰑭бертово пространство (ГП), A 󰯹 плотно 󰑬аданный линейный опе-
ратор, причем −i ∈ ρ(A), R−i = (A + i)−1. Рассмотрим самосопр󰑱󰑨енные операто-
ры [6]

B+ = iR−i − iR∗
−i − 2R∗

−iR−i, B− = iR−i − iR∗
−i − 2R−iR

∗
−i

и их пол󰑱рные ра󰑬ло󰑨ени󰑱 B± = J±|B±|. Пуст󰑭 Q± =
󰁳

|B±|. Определим дефектные
подпространства оператора A: Q± = Clos(Q±H).

Пуст󰑭 D
(1)
± 󰯹 ГП, в которых действу󰑧т прои󰑬вол󰑭ные 󰑬амкнутые простые мак-

симал󰑭ные симметрические операторы F± с индексами дефекта (0, q+) и (q−, 0) со-
ответственно [14], где q± = dimQ± = dimN

(1)
± , а N

(1)
± – дефектные подпространства

операторов F±. Отс󰑧да следует существование и󰑬ометрий Φ± : N
(1)
± → Q±.

Обо󰑬начим чере󰑬 V± простые и󰑬ометрические операторы 󰯹 преобра󰑬овани󰑱 Кэли
операторов F± [14]:

V− = (F− + i)(F− − i)−1, V+ = (F+ − i)(F+ + i)−1.

Име󰑧т место следу󰑧щие формулы обращени󰑱:

F− = i(V− + 1)(V− − 1)−1, F+ = −i(V+ + 1)(V+ − 1)−1.
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Аналогично определ󰑱󰑧тс󰑱 подпространства D
(2)
± , 󰑬амкнутые, простые макси-

мал󰑭ные симметрические операторы G± с индексами дефекта (0, q+) и (q−, 0) соот-
ветственно, q± = dimQ± = dimN

(2)
± , а N

(2)
± 󰯹 дефектные подпространства операторов

G±, а Ψ± : N
(2)
± → Q± 󰯹 и󰑬ометрии. Справедливы формулы:

W− = (G− + i)(G− − i)−1, W+ = (G+ − i)(G+ + i)−1.

G− = i(W− + 1)(W− − 1)−1, G+ = −i(W+ + 1)(W+ − 1)−1.

Определение 1. Пары 〈H (r)
± ,Γ

(r)
± 〉, где H (r)

± -ГП со скал󰑱рными прои󰑬ведени󰑱-
ми (·, ·)

H
(r)
±

, r = 1, 2, Γ(1)
± : dom(F ∗

±) → H (1)
± , Γ(2)

± : dom(G∗
±) → H (2)

± 󰯹 операторы,
на󰑬ыва󰑧тс󰑱 пространствами граничных 󰑬начений (ПГ󰑪) операторов F ∗

± и G∗
±, если:

aF±) ∀f, g ∈ dom(F ∗
±), (F ∗

±f, g)D(1)
±

− (f, F ∗
±g)D(1)

±
= ∓i(Γ

(1)
± f,Γ

(1)
± g)

H
(1)
±

;

бF±) отобра󰑨ени󰑱 dom(F ∗
±) ∋ f 󰀁→ Γ

(1)
± f ∈ H (1)

± с󰑧р󰑫ективны.

aG±) ∀f, g ∈ dom(G∗
±), (G∗

±f, g)D(2)
±

− (f,G∗
±g)D(2)

±
= ∓i(Γ

(2)
± f,Γ

(2)
± g)

H
(2)
±

;

бG±) отобра󰑨ени󰑱 dom(G∗
±) ∋ f 󰀁→ Γ

(2)
± f ∈ H (2)

± с󰑧р󰑫ективны.

И󰑬 определени󰑱 и формул фон Неймана вытекает, что в нашем случае в каче-
стве H (r)

± мо󰑨но в󰑬󰑱т󰑭 подпространства N
(r)
± , r = 1, 2.

ПГ󰑪 дл󰑱 исследовани󰑱 ра󰑬личных свойств симметрических операторов с равны-
ми дефектными числами впервые были введены в работах Горбачука В. И., Бру-
ка В. М., Маламуда М. М. и Деркача В. А. в 80-х годах прошлого столети󰑱 и ока󰑬а-
ли, в дал󰑭нейшем, бол󰑭шое вли󰑱ние на решение ра󰑬личных сло󰑨ных 󰑬адач в ра󰑬ных
ра󰑬делах математики (см., напр., [15], [16], [17]).

Име󰑧т место равенства [18] dom(F±) = kerΓ
(1)
± , dom(G±) = kerΓ

(2)
± .

Определение 2. Пуст󰑭 L1 и L2 󰯹 J1–самосопр󰑱󰑨енна󰑱 и J2–самосопр󰑱󰑨енна󰑱 дила-
тации оператора A, L1 и L2 действу󰑧т в гил󰑭бертовых пространствах H1 и H2 соот-
ветственно, оператор A плотно 󰑬адан в гил󰑭бертовом пространстве H ⊂ Hr, r = 1, 2.
Операторы L1 и L2 на󰑬ыва󰑧тс󰑱 и󰑬оморфными, если существует унитарный оператор
U : H1 → H2 такой,что:

1. Uh = h ∀h ∈ H;
2. UL1 ⊆ L2U ;
3. ∀ h1 ∈ H1 : UJ1h1 = J2Uh1.
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2. Теорема об и󰑬оморфи󰑬ме дилатаций общего вида

Построим тепер󰑭 ГП Hr = D
(r)
− ⊕ H ⊕ D

(r)
+ и определим в Hr операторы

Jr = J
(r)
− ⊕ I ⊕ J

(r)
+ , где J

(r)
± , r = 1, 2, 󰑬ада󰑧тс󰑱 равенствами:

∀ h
(1)
± =

∞󰁛

k=0

V k
±n

±
k ∈ D

(1)
± , n±

k ∈ N
(1)
± , J

(1)
±

󰀣 ∞󰁛

k=0

V k
±n

±
k

󰀤
:=

∞󰁛

k=0

V k
±Φ

−1
± J±Φ±n

±
k ,

∀ h
(2)
± =

∞󰁛

k=0

W k
±m

±
k ∈ D

(2)
± , m±

k ∈ N
(2)
± , J

(2)
±

󰀣 ∞󰁛

k=0

W k
±m

±
k

󰀤
:=

∞󰁛

k=0

W k
±Ψ

−1
± J±Ψ±m

±
k .

В ГП Hr определим операторы Sr, r = 1, 2 следу󰑧щим обра󰑬ом. Векторы

hr =
󰀓
h
(r)
− , h0, h

(r)
+

󰀔T

, где h
(r)
± ∈ D

(r)
± , h0 ∈ H, принадле󰑨ат област󰑱м определени󰑱

операторов Sr, соответственно, тогда и тол󰑭ко тогда, когда

1) h
(1)
± ∈ dom(F ∗

±); h
(2)
± ∈ dom(G∗

±);

2) ϕ = h0 +Q−Φ−Γ
(1)
− h

(1)
− ∈ dom(A); ψ = h0 +Q−Ψ−Γ

(2)
− h

(2)
− ∈ dom(A);

3) Φ+Γ
(1)
+ h

(1)
+ = T ∗Φ−Γ

(1)
− h

(1)
− + iJ+Q+ (A+ i)ϕ;

Ψ+Γ
(2)
+ h

(2)
+ = T ∗Ψ−Γ

(2)
− h

(2)
− + iJ+Q+ (A+ i)ψ, где T ∗ = I + 2iR∗

−i, I–единичный
оператор в H.

Дл󰑱 л󰑧бых векторов hr =
󰀓
h
(r)
− , h0, h

(r)
+

󰀔T

∈ dom(Sr) поло󰑨им

S1h1 = S1

󰀓
h
(1)
− , h0, h

(1)
+

󰀔T

:=
󰀓
F ∗
−h

(1)
− , −ih0 + (A+ i)ϕ, F ∗

+h
(1)
+

󰀔T

;

S2h2 = S2

󰀓
h
(2)
− , h0 , h

(2)
+

󰀔T

:=
󰀓
G∗

−h
(2)
− , −ih0 + (A+ i)ψ, G∗

+h
(2)
+

󰀔T

.

По теореме и󰑬 [18] операторы Sr, r = 1, 2 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 Jr–самосопр󰑱󰑨енными дила-
таци󰑱ми оператора A.

Лемма 1. Дл󰑱 л󰑧бого n ∈ N име󰑧т место следу󰑧щие соотношени󰑱:

F ∗
±V

n
± ⊇ V n

±F
∗
± ∓ 2iV n−1

± Γ
(1)
± , (1)

G∗
±W

n
± ⊇ W n

±G
∗
± ∓ 2iW n−1

± Γ
(2)
± . (2)

Дока󰑬ател󰑭ство. Дока󰑨ем одно и󰑬 вкл󰑧чений (1). Остал󰑭ные вкл󰑧чени󰑱 дока󰑬ы-
ва󰑧тс󰑱 аналогично. Пуст󰑭 n = 1. Дл󰑱 л󰑧бого h

(1)
+ ∈ dom(F ∗

+) по формулам фон
Неймана h

(1)
+ = h

(0)
+ + n+, где h

(0)
+ ∈ dom(F+), n+ ∈ N

(1)
+ . Тогда

V+F
∗
+h

(1)
+ = (I − 2iR−i(F+))F

∗
+h

(1)
+ = F ∗

+h
(1)
+ − 2iR−i(F+)F

∗
+h

(1)
+ =

= F ∗
+h

(1)
+ − 2iR−i(F+)(F+h

(0)
+ − in+) = F ∗

+h
(1)
+ − 2iR−i(F+)(F+ + i− i)h

(0)
+ −

−2R−i(F+)n+ = F ∗
+h

(1)
+ − 2i(I − iR−i(F+))h

(0)
+ − 2R−i(F+)n+ =
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= F ∗
+h

(1)
+ − 2R−i(F+)(h

(0)
+ + n+)− 2ih

(0)
+ = F ∗

+h
(1)
+ − 2R−i(F+)h

(1)
+ − 2ih

(0)
+ . (3)

Аналогично провер󰑱етс󰑱 формула

F ∗
+V+h

(1)
+ = F ∗

+h
(1)
+ − 2R−i(F+)h

(1)
+ − 2ih

(1)
+ . (4)

Отс󰑧да, и󰑬 (3) и (4) (F ∗
+V+ − V+F

∗
+)h

(1)
+ = −2in+ = −2iΓ

(1)
+ h

(1)
+ . Таким обра󰑬ом, дока-

󰑬ано вкл󰑧чение F ∗
+V+ ⊇ V+F

∗
+ − 2iΓ

(1)
+ . Далее, дл󰑱 л󰑧бого h

(1)
+ ∈ dom(F ∗

+)

F ∗
+V

2
+h

(1)
+ = (F ∗

+V+)V+h
(1)
+ = (V+F

∗
+)V+h

(1)
+ − 2iΓ

(1)
+ V+h

(1)
+ =

= V+(V+F
∗
+h

(1)
+ − 2iΓ

(1)
± h

(1)
+ ) = V 2

+F
∗
+h

(1)
+ − 2iV+Γ

(1)
± h

(1)
+ .

По принципу математической индукции получаем первое и󰑬 вкл󰑧чений (1). Лемма
дока󰑬ана. □

Теорема. Операторы S1 и S2 и󰑬оморфны.

Дока󰑬ател󰑭ство. Определим оператор U : H1 → H2 следу󰑧щим обра󰑬ом:

U
󰀓
h
(1)
− , h0, h

(1)
+

󰀔T

=

= U

󰀣 ∞󰁛

k=0

V k
−n

−
k , h0,

∞󰁛

k=0

V k
+n

+
k

󰀤T

: =

󰀣 ∞󰁛

k=0

W k
−∆−n

−
k , h0,

∞󰁛

k=0

W k
+∆+n

+
k

󰀤T

, (5)

где ∆± = Ψ−1
± Φ±. Очевидно, оператор U унитарный.

Воспол󰑭󰑬уемс󰑱 определением 2. По определени󰑧 оператора U справедливо ра-
венство U h0 = h0 дл󰑱 л󰑧бого h0 ∈ H.

Пуст󰑭 h1 = (h
(1)
− , h0, h

(1)
+ )T ∈ dom(S1). Найдем U S1h1 с помощ󰑭󰑧 равенств (1)

и (5):
U S1(h

(1)
− , h0, h

(1)
+ )T = U (F ∗

−h
(1)
− , −ih0 + (A+ i)ϕ, F ∗

+h
(1)
+ )T =

= U

󰀣
F ∗
−

∞󰁛

k=0

V k
−n

−
k , −ih0 + (A+ i)ϕ, F ∗

+

∞󰁛

k=0

V k
+n

+
k

󰀤T

=

= U

󰀣 ∞󰁛

k=0

V k
−F

∗
−n

−
k + 2i

∞󰁛

k=1

V k−1
− n−

k ,−ih0 + (A+ i)ϕ,
∞󰁛

k=0

V k
+F

∗
+n

+
k − 2i

∞󰁛

k=1

V k−1
+ n+

k

󰀤T

=

= U

󰀣
i

∞󰁛

k=0

V k
−n

−
k + 2i

∞󰁛

k=1

V k−1
− n−

k ,−ih0 + (A+ i)ϕ,−i

∞󰁛

k=0

V k
+n

+
k − 2i

∞󰁛

k=1

V k−1
+ n+

k

󰀤T

=

=

󰀣
i

∞󰁛

k=0

W k
−∆−(n

−
k + 2n−

k+1),−ih0 + (A+ i)ϕ,−i
∞󰁛

k=0

W k
+∆+(n

+
k + 2n+

k+1)

󰀤T

. (6)
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Вычислим тепер󰑭 S2U h1, дл󰑱 чего, вначале, требуетс󰑱 проверит󰑭, что вектор U h1

принадле󰑨ит dom(S2). В самом деле, векторы
∞󰁓
k=0

W k
±∆±n

±
k принадле󰑨ат dom(G∗

±),
так󰑨е,

ψ = h0 +Q−Ψ−Γ
(2)
−

∞󰁛

k=0

W k
−∆−n

−
k = h0 +Q−Ψ−∆−n

−
0 = h0 +Q−Φ−n

−
0 =

= h0 +Q−Φ−Γ
(1)
−

∞󰁛

k=0

V k
−n

−
k = h0 +Q−Φ−Γ

(1)
− h

(1)
− = ϕ ∈ dom(A).

Осталос󰑭 проверит󰑭 условие 3) на област󰑭 определени󰑱. Дл󰑱 левой части этого усло-
ви󰑱:

Ψ+Γ
(2)
+

∞󰁛

k=0

W k
+∆+n

+
k = Ψ+∆+n

+
0 = Φ+n

+
0 = Φ+Γ

(1)
+

∞󰁛

k=0

V k
+n

+
k = Φ+Γ

(1)
+ h

(1)
+ .

Дл󰑱 правой части:

T ∗Ψ−Γ
(2)
−

∞󰁛

k=0

W k
−∆−n

−
k + iJ+Q+(A+ i)ψ = T ∗Ψ−∆−n

−
0 + iJ+Q+(A+ i)ψ =

= T ∗Φ−Γ
(1)
− h

(1)
− + iJ+Q+(A+ i)ψ = T ∗Φ−Γ

(1)
− h

(1)
− + iJ+Q+(A+ i)ϕ.

Таким обра󰑬ом,дока󰑬ано, что U h1 ∈ dom(S2). Отс󰑧да, в силу (2)

S2U h1 = S2

󰀣 ∞󰁛

k=0

W k
−∆−n

−
k , h0,

∞󰁛

k=0

W k
+∆+n

+
k

󰀤T

=

=

󰀣
G∗

−

∞󰁛

k=0

W k
−∆−n

−
k , −ih0 + (A+ I)ψ, G∗

+

∞󰁛

k=0

W k
+∆+n

+
k

󰀤T

=

=

󰀣
i

∞󰁛

k=0

W k
−∆−(n

−
k + 2n−

k+1), −ih0 + (A+ i)ϕ, −i

∞󰁛

k=0

W k
+∆+(n

+
k + 2n+

k+1)

󰀤T

. (7)

Сравнива󰑱 (6) и (7), получаем, что ∀h1 ∈ H1 имеет место равенство U S1h1 = S2U h1.
Проверим соотношени󰑱 дл󰑱 метрик J1 и J2. Дл󰑱 л󰑧бого вектора h1 ∈ H1

U J1h1 = U J1(h
(1)
− , h0, h

(1)
+ )T =

󰀣 ∞󰁛

k=0

W k
−∆−Φ

−1
− J−Φ−n

−
k , h0,

∞󰁛

k=0

W k
+∆+Φ

−1
+ J+Φ+n

+
k

󰀤T

=

=

󰀣 ∞󰁛

k=0

W k
−Ψ

−1
− J−Φ−n

−
k , h0,

∞󰁛

k=0

W k
+Ψ

−1
+ J+Φ+n

+
k

󰀤T

. (8)
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Воспол󰑭󰑬уемс󰑱 равенством (8):

J2U (h
(1)
− , h0, h

(1)
+ )T = J2

󰀣 ∞󰁛

k=0

W k
−∆−n

−
k , h0,

∞󰁛

k=0

W k
+∆+n

+
k

󰀤T

=

=

󰀣 ∞󰁛

k=0

W k
−Ψ

−1
− J−Ψ−∆−n

−
k , h0,

∞󰁛

k=0

W k
+Ψ

−1
+ J+Ψ+∆−n

+
k

󰀤T

=

=

󰀣 ∞󰁛

k=0

W k
−Ψ

−1
− J−Φ−n

−
k , h0,

∞󰁛

k=0

W k
+Ψ

−1
+ J+Φ+n

+
k

󰀤T

= U J1(h
(1)
− , h0, h

(1)
+ )T . (9)

Теорема дока󰑬ана. □

Рассмотрим следу󰑧щие частные случаи J−самосопр󰑱󰑨енных дилатаций: так
на󰑬ываемые спектрал󰑭ну󰑧 󰯹 Ssp и трансл󰑱ционну󰑧 󰯹 Str плотно 󰑬адан-
ного диссипативного оператора A с непустым мно󰑨еством регул󰑱рных то-
чек (−i ∈ ρ(A)), пoстроенных в [9] и [10] соответственно в пространствах
Hsp = L2(R−;Q−) ⊕ H ⊕ L2(R+;Q+), R+ = [0,+∞), R− = (−∞, 0] и
Htr = l2(Z−;Q−)⊕ H⊕ l2(Z+;Q+), Z− = {...,−3,−2,−1},Z+ = N.

(Дилатаци󰑱 Ssp) Вектор hsp = (h−(t), h0, h+(t))
T принадле󰑨ит dom(Ssp) тогда и

тол󰑭ко тогда, когда:

1. h±(t) ∈ W 1
2 (R±;Q±), где W 1

2 (R±;Q±) 󰯹 классы Соболева;
2. ϕ = h0 +Q−h−(0) ∈ dom(A);

3. h+(0) = T ∗h−(0) + iJ+Q+(A+ i)ϕ, где T ∗ = I + 2iR∗
−i.

Дл󰑱 л󰑧бого вектора hsp = (h−(t), h0, h+(t))
T ∈ dom(Ssp)

Ssphsp = Ssp(h−(t), h0, h+(t))
T : = (ih′

−(t), −ih0 + (A+ i)ϕ, ih′
+(t))

T ,

Γ
(1)
± h± = h±(0) ∀ h± ∈ dom(F ∗

±), Jsphsp = ((J−h−)(t), h0, (J+h+)(t))
T , ∀hsp ∈ Hsp.

где операторы J± действу󰑧т на функции h±(t) при ка󰑨дом t ∈ R± следу󰑧щим об-
ра󰑬ом: (J±h±)(t) = J±h±(t).

(Дилатаци󰑱 Str) Вектор htr = (h−, h0, h+)
T ∈ Htr принадле󰑨ит dom(Str) тогда и

тол󰑭ко тогда, когда:

1. h± ∈ dom(F ∗
±);

2. ϕ′ = h0 +
√
2Q−S−h− ∈ dom(A);

3.
√
2S+h+ =

√
2T ∗S−h− + iJ+Q+(A+ i)ϕ′, где T ∗ = I + 2iR∗

−i.

Дл󰑱 л󰑧бого (h−, h0, h+)
T ∈ dom(Str)

Str(h−, h0, h+)
T = (F ∗

−h−, −ih0 + (A+ i)ϕ′, F ∗
+h+)

T ,
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где

dom(F±) =

󰀝
h± ∈ D±

󰀏󰀏󰀏󰀏
+∞󰁛

n=1

󰀂S±nh±󰀂2 < +∞,

+∞󰁛

n=1

h±
±n = 0

󰀞
,

F+h+ = F+(h
+
1 , h

+
2 , ...) : = −2i(S1h+, S2h+, ...),

F−h− = F−(..., h−2, h−1) : = 2i(..., S−2h−, S−1h−),

Snh+ =
1

2
h+
n +

+∞󰁛

k=n+1

h+
k , S−nh− =

1

2
h−
−n +

+∞󰁛

k=n+1

h−
−k,

dom(S±n) =

󰀝
h± ∈ D±

󰀏󰀏󰀏󰀏
+∞󰁛

k=n+1

󰀂 h±
± k 󰀂2< ∞

󰀞
.

Операторы S± 󰑬ада󰑧тс󰑱 равенствами:

S±h± =
∞󰁛

k=1

h±k, dom(S±) =

󰀝
h± ∈ D±

󰀏󰀏󰀏󰀏
+∞󰁛

k=1

󰀂 h±
± k 󰀂2< ∞

󰀞
.

Индефинитна󰑱 метрика определ󰑱етс󰑱 так:

J(h−, h0, h+)
T = (J−h−, h0, J+h+)

T ,

где J−h− = (...,J−h−2,J−h−1), J+h+ = (J+h1,J+h2, ...). Граничные операторы 󰯹
Γ±f± =

√
2S±f±.

Тепер󰑭 услови󰑱 принадле󰑨ности вектора htr = (h−, h0, h+)
T ∈ Htr мно󰑨еству

dom(Str) мо󰑨но 󰑬аписат󰑭 следу󰑧щим обра󰑬ом:

1. h± ∈ dom(F ∗
±);

2. ϕ′ = h0 +Q−Γ−h− ∈ dom(A);

3. Γ+h+ = T ∗Γ−h− + iJ+Q+(A+ i)ϕ′.

И󰑬 дока󰑬анной теоремы и приведенных построений вытекает

Следствие 1. Прои󰑬вол󰑭на󰑱 J-самосопр󰑱󰑨ённа󰑱 дилатаци󰑱 общего вида и󰑬оморфна
ка󰑨дой и󰑬 дилатаций Ssp и Str, дилатации Ssp и Str и󰑬оморфны ме󰑨ду собой.

Следствие 2. Оператор U 󰑱вл󰑱етс󰑱 (J1, J2) 󰯹 унитарным.

Дока󰑬ател󰑭ство. Дл󰑱 л󰑧бого вектора h1 ∈ H1 испол󰑭󰑬уем равенство (9):

[ U h1,U h1]H2 = (J2U h1,U h1)H2 = (U J1h1,U h1)H2 = [ h1, h1]H1 .

Следствие дока󰑬ано. □
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󰑪акл󰑧чение

В работе дока󰑬ана теорема об и󰑬оморфи󰑬ме двух J – самосопр󰑱󰑨енных дилата-
ций общего вида прои󰑬вол󰑭ного линейного, плотно 󰑬аданного оператора с непустым
мно󰑨еством регул󰑱рных точек. Дл󰑱 построени󰑱 ка󰑨дой и󰑬 дилатаций испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱
пары максимал󰑭ных симметрических операторов F±(G±) и пространства граничных
󰑬начений операторов F ∗

±(G
∗
±).

Cписок литературы

1. Наймарк М. А. Спектрал󰑭ные функции симметрического оператора // И󰑬в. АН
СССР. 󰯹 1940, Т. 4. 󰯹 󰎍 3. 󰯹 C. 277–318.

NAYMARK M. A. (1940) Spectral functions of symmetric operator. Izvestiya AN
SSSR. V. 4, N. 3. p. 277–318.

2. SG.-NAGY B. (1953) Sur les contractions de l’espace de Hilbert. Acta Sci. Math..
V. 15. p. 87–92.

3. Никол󰑭ский Н. К. Лекции об операторе сдвига / Н. К. Никол󰑭ский. 󰯹 M.: Наука,
1980. 󰯹 384 c.

NIKOLSKY N. K. (1980) Lections on shift operator. Moscow: Nauka.

4. Никол󰑭ский Н. К., Хрущёв С. В. Функционал󰑭на󰑱 модел󰑭 и некоторые 󰑬адачи
спектрал󰑭ной теории функций // Труды Математ. института АН СССР. 󰯹 1974,
Т. 176. 󰯹 C. 97–210.

NIKOLSKY N. K., KHRUSCHOV S. V. (1987) Functional model and some problems
of spectral function theory. Works of Mathematical institute. Academy of Sciense
USSR. V. 176. p. 97–210.

5. Сахнович Л. А. О J−унитарной дилатации ограниченного оператора //
Функц.анали󰑬 и его прило󰑨ени󰑱. 󰯹 1974, Т. 8, Вып. 3. 󰯹 C. 83–84.

SAKHNOVICH L. A. (1974) On J−unitary dilation of bounded operator. Func.analyz
i ego prilozheniya. V. 8, Issue 3. p. 83–84.

6. Ку󰑨ел󰑭 А. В. J−самосопр󰑱󰑨енные и J−унитарные дилатации линейных опера-
торов // Функц. анали󰑬 и его прило󰑨ени󰑱. 󰯹 1983, Т. 17, Вып. 1. 󰯹 C. 75–76.

KUZHEL A. V. (1983) J−selfadjoint and J−unitary dilations of linear operators.
Func. analyz i ego prilozheniya. V. 17, Issue 1. p. 75–76.

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍2 (47)’ 2020



86 Д. В. Трет󰑭󰑱ков

7. DAVIS CH. (1970) J−unitary dilation of a general operators. Acta Sci.Math.. V. 31,
N. 1-2. p. 75–86.

8. Павлов Б. С. Самосопр󰑱󰑨енна󰑱 дилатаци󰑱 диссипативного оператора Шрединге-
ра и ра󰑬ло󰑨ение по его собственным функци󰑱м // Мат. сб.. 󰯹 1977, Вып. 102(144),
󰎍 4. 󰯹 C. 511–536.

PAVLOV B. S. (1977) Selfadjoint dilations of dissipative Shredinger operator and its
eigenfunctions decomposition. Mat. sb.. V. 102(144), N. 4. p. 511–536.

9. Ку󰑨ел󰑭 А. В. Самосопр󰑱󰑨енные и J−самосопр󰑱󰑨енные дилатации линейных
операторов // Теори󰑱 функций, функц. анали󰑬 и их прил.. 󰯹 1982, Вып. 37. 󰯹
C. 54–62.

KUZHEL A. V. (1982) Selfadjoint and J−selfadjoint dilations of linear operators.
Teoriya functsiy, func. analyz i ikh prilozheniya. V. 37. p. 54–62.

10. Кудр󰑱шов 󰑰. Л. Симметрические и самосопр󰑱󰑨енные дилатации диссипативных
операторов // Теори󰑱 функций, функц. анали󰑬 и их прил.. 󰯹 1982, Вып. 37. 󰯹
C. 51–54.

KUDRYASHOV Yu. L. (1982) Symmetric and selfadjoint dilations of dissipative
operators. Teoriya functsiy, func. analyz i ikh prilozheniya. V. 37. p. 51–54.

11. Кудр󰑱шов 󰑰. Л. J−эрмитовы и J−самосопр󰑱󰑨енные дилатации линейных опе-
раторов // Динам. системы. 󰯹 1984, 󰎍 3. 󰯹 C. 94–98.

KUDRYASHOV Yu. L. (1984) J−Hermite and J−selfadjoint dilations of linear
operators. Dynam.sistemy. N. 3. p. 94–98.

12. Кудр󰑱шов 󰑰. Л. И󰑬оморфи󰑬м спектрал󰑭ного и трансл󰑱ционного представлений
самосопр󰑱󰑨енной дилатации диссипативного оператора // ТВИМ. 󰯹 2018, 󰎍 1. 󰯹
C. 40–47.

KUDRYASHOV Yu. L. (2018) Isomorphism of spectral and translation
representations for selfadjoint dilations of dissipative operator. TVIM. N. 1.
p. 40–47.

13. BOGNAR J. (1974) INDEFINITE INNER PRODUCT SPACES. Berlin, Heidelberg,
New York: Springer Verlag, 224 p..

14. Ахие󰑬ер Н. И., Гла󰑬ман И. М. Теори󰑱 линейных оперторов в гил󰑭бертовом про-
странстве. Т.1 / Н. И. Ахие󰑬ер, И. М. Гла󰑬ман. 󰯹 Хар󰑭ков.: Выща школа, 1977. 󰯹
315 c.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2020, 2



И󰑬оморфи󰑬м J-самосопр󰑱󰑨енных дилатаций общего вида 87

AKHIEZER N. I., GLAZMAN I. M. (1980) Theory of linear operators in Hilbert
space. V. 1. Kharkov: Vyscha shkola.

15. Горбачук В. И. Граничные 󰑬адачи дл󰑱 дифференциал󰑭но-операторных уравне-
ний / В. И. Горбачук. 󰯹 К.: Наукова думка, 1984. 󰯹 284 c.

GORBACHUK V. I. (1984) Boundary value problems for differential-operator
equations. Kiev: Naukova dumka.

16. DERKACH V. A., MALAMUD M. M. (1999) Non-self-adjoint extensions of a
Hermitian operator and their characteristic functions. Journal of Mathematical
Sciences. V. 97, N.5. p. 4461–4499.

17. BRUK V. M. (2014) On the characteristic operator of an integral equation with
a Nevanlinna measure in the indefinite-dimensional case. Journal of Mathematical
Physics, Analysis, Geometry. V. 10, N.2. p. 163–188.

18. Трет󰑭󰑱ов Д. В. Об общем подходе к построени󰑧 J-самосопр󰑱󰑨енной дилатации
линейного оператора с непустым мно󰑨еством регул󰑱рных точек // ТВИМ. 󰯹
2019, 󰎍 4. 󰯹 C. 92–106.

TRETYAKOV D. V. (2019) On common aproach to construction of J-selfadjoint
dilations for linear operator with nonempty regular point set. TVIM. No. 4 (46).
p. 92–106.

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍2 (47)’ 2020



УДК: 517.95

MSC2010: 47A10

О СВОЙСТВАХ РЕШЕНИЙ НЕКОТОРЫХ СМЕШАННЫХ
СПЕКТРАЛ󰑩НЫХ 󰑪АДАЧ

c© А. Р. 󰑯кубова

Крымский федерал󰑭ный университет им. В. И. Вернадского
Таврическа󰑱 академи󰑱

факул󰑭тет математики и информатики
просп. Академика Вернадского, 4, Симферопол󰑭, 295007, Российска󰑱 Федераци󰑱

e-mail: alika.yakubova.1993@mail.ru

About properties of solutions of some mixed spectral problems.

Yakubova A. R.

Abstract. Previously, boundary value problems, spectral and initial boundary value
problems were investigated based on the symmetric sesquilinear form (η, u)H1(Ω) = Φ0(η, u).
For example, M. S. Agranovich, N. D. Kopachevsky, V. I. Voititsky, P. A. Starkov,
K. A. Radomirskaya and others were engaged in such research. Kopachevsky N. D. proposed
to investigate problems for one and two domains in the case, where the scalar product
(η, u)H1(Ω) = Φ0(η, u) is replaced with a sesquilinear nonsymmetric form Φε(η, u). The form
Φε(η, u) is defined on the space H1(Ω), bounded and uniformly accretive. Thus, the main goal of
this work is to study problems in the nonsymmetric case. The parameter ε ∈ R was introduced
for convenience of consideration, and all the problems turn into the corresponding unperturbed
problems as ε → 0.

Based on the already considered problems in the case of one domain (see [1]), we study
mixed spectral conjugation problems generated by the sesquilinear form. In this case, the
principle of superposition is used. The principle makes it possible to represent the solution of the
original problem as a sum of solutions to auxiliary problems. These auxiliary problems contain
inhomogeneity in only one place, that is, either in the equation or in one of the boundary
conditions. Studying of the spectral problems leads to the same operator pencil L(λ, µ), which is
investigated with the methods of the spectral theory of operator pencils (see [2]). The properties
of solutions of the spectral problems in the case λ is fixed and µ is spectral parameter or µ

is fixed and λ is spectral parameter are investigated. The theorems on the spectrum structure,
on the basis property of root elements, on the spectrum localization under the first and second
conjugation conditions are proved.

Keywords: Green’s formula, sesquilinear form, transmission problem, spectrum, completeness,
Hilbert space.



О свойствах решений некоторых смешанных спектрал󰑭ных 󰑬адач 89

Введение

Исследование 󰑬адач, поро󰑨денных абстрактной формулой Грина, 󰑱вл󰑱етс󰑱 до-
статочно новым. Первые ре󰑬ул󰑭таты, св󰑱󰑬анные с получением абстрактной форму-
лы Грина, принадле󰑨ат францу󰑬скому математику 󰑮.-П. Обэну (1970 г., см. главу 6
и󰑬 [3]). По󰑬󰑨е эта формула была предло󰑨ена в монографии С. Г. Крейна (см. [4]).
Далее, Р. Е. Шоуволтер (см. [5]) примен󰑱л абстрактну󰑧 формулу Грина в виде, пред-
ло󰑨енном 󰑮.-П. Обэном. Отметим, что абстрактна󰑱 формула Грина дл󰑱 равномерно
аккретивных форм, а так󰑨е дл󰑱 смешанных краевых 󰑬адач впервые выводитс󰑱 Ко-
пачевским Н. Д. (см. [6]). Дал󰑭нейшее продви󰑨ение и применение этой теории в
прило󰑨ени󰑱х отра󰑨ено, в частности, в работах [6–11].

Ранее краевые, спектрал󰑭ные и начал󰑭но-краевые 󰑬адачи рассматривалис󰑭 на
основе симметрической полуторалинейной формы (η, u)H1(Ω) = Φ0(η, u). Подобны-
ми исследовани󰑱ми 󰑬анималис󰑭, например, М. С. Агранович, Н. Д. Копачевский,
В. И. Войтицкий, П. А. Старков, К. А. Радомирска󰑱 и другие. Копачевский Н. Д.
предло󰑨ил исследоват󰑭 󰑬адачи дл󰑱 одной и двух областей в несимметрическом слу-
чае, когда вместо скал󰑱рного прои󰑬ведени󰑱 (η, u)H1(Ω) = Φ0(η, u) имеетс󰑱 полутора-
линейна󰑱 несимметрическа󰑱 форма Φε(η, u), определенна󰑱 на пространстве H1(Ω),

ограниченна󰑱 на нем и 󰑱вл󰑱󰑧ща󰑱с󰑱 равномерно аккретивной. Таким обра󰑬ом, глав-
ной цел󰑭󰑧 данной работы 󰑱вл󰑱етс󰑱 исследование 󰑬адач в несимметрическом случае.
Параметр ε ∈ R введен дл󰑱 удобства рассмотрений, причем все и󰑬учаемые 󰑬адачи
при ε → 0 переход󰑱т в проблемы, отвеча󰑧щие соответству󰑧щим нево󰑬мущенным
󰑬адачам.

1. Нево󰑬мущенные смешанные спектрал󰑭ные 󰑬адачи
сопр󰑱󰑨ени󰑱 при первом условии сопр󰑱󰑨ени󰑱

В области Ω, ра󰑬битой на две подобласти Ω1, Ω2 (см. рис. 1) рассмотрим сначала
нево󰑬мущенну󰑧 (ε = 0) спектрал󰑭ну󰑧 󰑬адачу сопр󰑱󰑨ени󰑱 дл󰑱 искомых функций
uk(x), 󰑬аданных в област󰑱х Ωk, k = 1, 2, с соответству󰑧щими граничными услови󰑱ми.
В област󰑱х Ω1, Ω2 и на внешних границах имеем:

u1 −∆u1 = λu1 =: f1 (в Ω1), ∂11u1 = λγ11u1 =: ψ1 (на Γ11),

u2 −∆u2 = λu2 =: f2 (в Ω2), ∂12u2 = λ−1γ22u2 =: ψ2 (на Γ22),
(1)

на границах стыка 󰑬адаетс󰑱 два услови󰑱 сопр󰑱󰑨ени󰑱:
либо

γ11u1 − γ12u2 = 0, ∂21u1 + ∂12u2 = µγ21u1 =: ψ21 (на Γ21), (2)
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Рис. 1

либо
∂21u1 = −∂12u2 = ψ21 := µ(γ21u1 − γ12u2) (на Γ12). (3)

Чере󰑬 Γjj, j = 1, 2, обо󰑬начены внешние свободные границы, а чере󰑬 Γ12 = Γ21 󰯹
границы стыка областей. Полагаем, что области Ωi ⊂ Rm име󰑧т липшицевы границы,
ра󰑬битые на липшицевы куски Γij. Чере󰑬 ϕ1,ϕ2 обо󰑬начены следы функций uj, а
чере󰑬 ∂ijuj 󰯹 соответству󰑧щие прои󰑬водные по внешней нормали; fj 󰯹 󰑬аданные
функции в Ωj, j = 1, 2, ϕj 󰯹 󰑬аданные функции на внешних границах Γjj, j = 1, 2.
Функци󰑱 ϕ21 󰑬адает ра󰑬рыв следов, а ψ21 󰯹 ра󰑬рыв прои󰑬водных по внешней нормали
на границе стыка областей.

󰑪дес󰑭 λ и µ 󰯹 параметры, один и󰑬 которых 󰑱вл󰑱етс󰑱 спектрал󰑭ным, а другой 󰯹
фиксированным. В частности, в 󰑬адачах дифракции спектрал󰑭ным параметром 󰑱в-
л󰑱етс󰑱 параметр µ ∈ C. Другой вариант, когда спектрал󰑭ным 󰑱вл󰑱етс󰑱 λ ∈ C,
рассматриваетс󰑱 в работах В. И. Горбачук (см. [12]).

Слабое решение u = (u1; u2) естественно искат󰑭 в пространстве
H1

Γ(Ω) ⊂ H1(Ω1)⊕H1(Ω2),

H1
Γ(Ω) :=

󰁱
(u1; u2) ∈ H1

Γ11(Ω1)
⊕H1

Γ22(Ω2)
: γ21u1 − γ12u2 = 0 (на Γ12 = Γ21)

󰁲
.

Пространство H1
Γ(Ω) плотно в L2(Ω) := L2(Ω1) ⊕ L2(Ω2), так как оно содер󰑨ит под-

пространство H1
0 (Ω1)⊕H1

0 (Ω2), плотное в L2(Ω).
󰑪адачу будем исследоват󰑭 на основе принципа суперпо󰑬иции. С этой цел󰑭󰑧 пред-

ставим решение 󰑬адачи в виде суммы решений п󰑱ти вспомогател󰑭ных 󰑬адач, содер󰑨а-
щих “неоднородности” (т.е. fk и ψk) лиш󰑭 в одном месте, то ест󰑭, либо в уравнени󰑱х,
либо в одном и󰑬 краевых условий. Имеем

u =
5󰁛

k=1

u(k) =
5󰁛

k=1

(uk1; uk2).
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1) u11 −∆u11 = 0 (в Ω1), ∂11u11 = ψ1 := λγ11u1 (на Γ11),

u12 −∆u12 = 0 (в Ω2), ∂22u12 = 0 (на Γ22), (4)

γ21u11 − γ12u12 = 0 (на Γ12 = Γ21),

∂21u11 + ∂12u12 = 0 (на Γ12 = Γ21).

(5)

2) u21 −∆u21 = 0 (в Ω1), ∂11u21 = 0 (на Γ11),

u22 −∆u22 = 0 (в Ω2), ∂22u22 = λ−1γ22u2 := ψ2 (на Γ22), (6)

γ21u21 − γ12u22 = 0 (на Γ12 = Γ21),

∂21u21 + ∂12u22 = 0 (на Γ12 = Γ21).

(7)

3) u31 −∆u31 = f1 := λu1 (в Ω1), ∂11u31 = 0 (на Γ11),

u32 −∆u32 = 0 (в Ω2), ∂22u32 = 0 (на Γ22), (8)

γ21u31 − γ12u32 = 0 (на Γ12 = Γ21),

∂21u31 + ∂12u32 = 0 (на Γ12 = Γ21).

(9)

4) u41 −∆u41 = 0 (в Ω1), ∂11u41 = 0 (на Γ11),

u42 −∆u42 = f2 = λu2 (в Ω2), ∂22u42 = 0 (на Γ22), (10)

γ21u41 − γ12u42 = 0 (на Γ12 = Γ21),

∂21u41 + ∂12u42 = 0 (на Γ12 = Γ21).

(11)

5) u51 −∆u51 = 0 (в Ω1), ∂11u51 = 0 (на Γ11),

u52 −∆u52 = 0 (в Ω2), ∂22u52 = 0 (на Γ22), (12)

γ21u51 − γ12u52 = 0 (на Γ12 = Γ21),

∂21u51 + ∂12u52 = µγ21u51 =: ψ21 (на Γ12 = Γ21).
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󰑪адачи (4)–(12) исследу󰑧тс󰑱 с помощ󰑭󰑧 следу󰑧щей обобщенной формулы Грина:

(η, u)H1(Ω) :=
2󰁛

k=1

(ηk, uk)H1(Ωk) =
2󰁛

k=1

〈ηk, uk −∆uk〉L2(Ωk)+

+
2󰁛

k=1

〈γkkηk, ∂kkuk〉L2(Γkk) + 〈γ21η1, ∂21u1 + ∂12u2〉L2(Γ21)+

+〈γ21η1 − γ12η2, ∂21u1〉L2(Γ21) ∀ η, u ∈ H1
Γ(Ω),

(13)

где следы γklηl ∈ H1/2(Γkl), а прои󰑬водные по нормали ∂klul ∈ H−1/2(Γkl).
Дл󰑱 󰑬адачи (4) формула Грина (13) имеет вид

(η, u)H1(Ω) =
2󰁛

k=1

(ηk, uk)H1(Ωk) =
2󰁛

k=1

〈ηk, uk −∆uk〉L2(Ωk)+

+
2󰁛

k=1

〈γkkηk, ∂kkuk〉L2(Γkk) + 〈γ11η1, ∂21u1 + ∂12u2〉L2(Γ12) ∀ η, u ∈ H1
Γ(Ω).

Следовател󰑭но, слабое решение 󰑬адачи (4) определ󰑱етс󰑱 то󰑨деством

(η, u(1))H1(Ω) = 〈γ21η1,ψ1〉L2(Γ12) = 〈γ11η1,λγ11u1〉L2(Γ11) ∀ η ∈ H1
Γ(Ω),

и решение 󰑬адаетс󰑱 формулой

u(1) = (u11; u12) = V11ψ1 = V11(λγ11u1) = λV11γ11u1 = λV11γ11p1u,

где
pku = pk(u1; u2) := uk, k = 1, 2.

Аналогичным обра󰑬ом определ󰑱󰑧тс󰑱 слабые решени󰑱 вспомогател󰑭ных 󰑬а-
дач (6)–(12). Имеем

u(2) = (u21; u22) = V22ψ2 = V22(λ
−1γ22u2) = λ−1V22γ22p2u.

Отметим, что имеет место свойство

Vkk = (γkkpk)
∗, k = 1, 2.

Примен󰑱󰑱 формулу Грина (13), получаем следу󰑧щее решение трет󰑭ей вспомога-
тел󰑭ной 󰑬адачи

u(3) = A−1(f1; 0) = λA−1(u1; 0) = λA−1(󰁨p1u), 󰁨p1u = (u1; 0),

󰑬дес󰑭 A 󰯹 оператор гил󰑭бертовой пары (H1
Γ(Ω);L2(Ω)).
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Решени󰑱 четвертой и п󰑱той вспомогател󰑭ных 󰑬адач име󰑧т вид

u(4) = A−1(0; f2) = A−1(λ(0; u2)) = λA−1(󰁨p2u),

u(5) = V21ψ21 = V21(µγ21u1) = µV21γ21p1u.

Итогом проведенных построений 󰑱вл󰑱етс󰑱 следу󰑧щий вывод. Слабое решение
u = (u1; u2) 󰑬адачи (1)–(2), (4)–(12) удовлетвор󰑱ет уравнени󰑧

u =
5󰁛

k=1

u(k) = λV11γ11p1u+ λ−1V22γ22p2u+ λA−1󰁨p1u+ λA−1󰁨p2u+ µV21γ21p1u.

Испол󰑭󰑬у󰑱 тепер󰑭 свойство

u = (u1; u2) = 󰁨p1u+ 󰁨p2u = (󰁨p1u1; 0) + (0; 󰁨p2u2),

получаем
u = λ(A−1 + V11γ11p1)u+ λ−1V22γ22p2u+ µV21γ21p1u, (14)

где u ∈ H1
Γ(Ω), A 󰯹 оператор гил󰑭бертовой пары (H1

Γ(Ω);L2(Ω)).
Приведем уравнение (14) к более симметрической форме. С этой цел󰑭󰑧 воспол󰑭-

󰑬уемс󰑱 свойством

A1/2Vk = (γkA
−1/2)∗ ∈ L (H−1/2(Γk);L2(Ω)), k = 1, 2.

Представим элемент u ∈ H1
Γ(Ω) = D(A1/2) в виде

u = A−1/2v, v ∈ L2(Ω) = R(A1/2), (15)

и подставим его в (14). Далее, в силу свойства H1
Γ(Ω) = D(A1/2), подействуем на

обе части полученного соотношени󰑱 оператором A1/2. Тогда в󰑬амен (14) во󰑬никает
спектрал󰑭на󰑱 󰑬адача

L(λ, µ)v := (I − λ(A−1 +B11)− λ−1B22 − µK22)v = 0, v ∈ L2(Ω), (16)

где 0 < A−1 ∈ S∞(L2(Ω)),

0 󰃑 B11 := A1/2V11(V11)
∗A−1/2 ∈ S∞(L2(Ω)),

0 󰃑 B22 := A1/2V22(V22)
∗A−1/2 ∈ S∞(L2(Ω)),

0 󰃑 K22 := A1/2V21(V21)
∗A−1/2 ∈ S∞(L2(Ω)),

(17)

дл󰑱 операторного пучка L(λ, µ) с параметрами λ и µ, один и󰑬 которых мо󰑨ем считат󰑭
фиксированным, другой 󰯹 спектрал󰑭ным.
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2. Во󰑬мущенные смешанные спектрал󰑭ные 󰑬адачи сопр󰑱󰑨ени󰑱
при первом условии сопр󰑱󰑨ени󰑱

Рассмотрим тепер󰑭 во󰑬мущенну󰑧 ε ∕= 0 спектрал󰑭ну󰑧 󰑬адачу. Тогда в област󰑱х
Ω1, Ω2 дл󰑱 искомых функций uk(x) имеем:

u1 −∆u1 = λu1 =: f1 − ε

m󰁛

k=1

c1k
∂u1

∂xk

=: 󰁨f1 (в Ω1),

u2 −∆u2 = λu2 =: f2 − ε
m󰁛

k=1

c2k
∂u2

∂xk

=: 󰁨f2 (в Ω2),

(18)

на внешних границах:

∂11u1 = λγ11u1 + εσ1γ11u1 =: ψ1 + εσ1γ11u1 =: 󰁩ψ1 (на Γ11),

∂12u2 = λ−1γ22u2 + εσ2γ22u2 =: ψ2 + εσ2γ22u2 =: 󰁩ψ2 (на Γ22),
(19)

на границах стыка два услови󰑱 сопр󰑱󰑨ени󰑱:
либо

γ11u1 − γ12u2 = 0, ∂21u1 + ∂12u2 = ϕ21 + ε(σ12γ21u1 − σ12γ12u2) =

= µγ12u1 + ε(σ12γ21u1 − σ12γ12u2) =: 󰁩ψ21 (на Γ21), (20)

либо

∂21u1 + ∂12u2 = ψ21+ε(σ12γ21u1 − σ12γ12u2) = µ(γ12u1 − γ12u2)+

+ε(σ12γ21u1 − σ12γ12u2) =: 󰁩ψ21 (на Γ21). (21)

Решение 󰑬адачи (18)–(20) ищем в виде суммы решений п󰑱ти вспомогател󰑭ных
󰑬адач

1) u11 −∆u11 = 0 (в Ω1),

∂11u11 = 󰁨ψ1 := ψ1 + εσ1γ11u1 = λγ11u1 + εσ1γ11u1 (на Γ11), (22)

u12 −∆u12 = 0 (в Ω2), ∂22u12 = 0 (на Γ22),

γ21u11 − γ12u12 = 0 (на Γ12), ∂21u11 + ∂12u12 = 0 (на Γ12).

2) u21 −∆u21 = 0 (в Ω1), ∂11u21 = 0 (на Γ11),

u22 −∆u22 = 0 (в Ω2), ∂22u22 = 󰁨ψ2 := ψ2 + εσ2γ22u2 = (23)

= λ−1γ22u2 + εσ2γ22u2 (на Γ22),

γ21u21 − γ12u22 = 0 (на Γ12), ∂21u21 + ∂12u22 = 0 (на Γ12).
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3) u31 −∆u31 = 󰁨f1 := f1 − ε
m󰁛

k=1

c1k
∂u1

∂xk

= λu1 − ε
m󰁛

k=1

c1k
∂u1

∂xk

(в Ω1),

∂11u31 = 0 (на Γ11), (24)

u32 −∆u32 = 0 (в Ω2), ∂22u32 = 0 (на Γ22),

γ21u31 − γ12u32 = 0 (на Γ12), ∂21u31 + ∂12u32 = 0 (на Γ12).

4) u41 −∆u41 = 0 (в Ω1), ∂11u41 = 0 (на Γ11),

u42 −∆u42 = 󰁨f2 := f2 − ε
m󰁛

k=1

c2k
∂u2

∂xk

= λu2 − ε
m󰁛

k=1

c2k
∂u2

∂xk

(в Ω2), (25)

∂22u42 = 0 (на Γ22),

γ21u41 − γ12u42 = 0 (на Γ12), ∂21u41 + ∂12u42 = 0 (на Γ12).

5) u51 −∆u51 = 0 (в Ω1), ∂11u51 = 0 (на Γ11), (26)

u52 −∆u52 = 0 (в Ω2), ∂22u52 = 0 (на Γ22),

γ21u51 − γ12u52 = 0 (на Γ12),

∂21u51 + ∂12u52 = 󰁨ψ21 := ψ21 + ε(∂12γ21u1 − ∂21γ12u2) =

= µγ21u1 + ε(∂12γ21u1 − ∂21γ12u2) (на Γ12).

Аналогично (4)–(12) 󰑬адачи (22)–(26) исследуем с помощ󰑭󰑧 формулы Грина (13).
Тогда слабое решение 󰑬адачи (18)–(20) удовлетвор󰑱ет уравнени󰑧

uε − εV11σ1γ11p1uε−εV22σ2γ22p2uε + εA−1

󰀕 m󰁛

k=1

c1k
∂u1

∂xk

;
m󰁛

k=1

c2k
∂u2

∂xk

󰀖
−

−εV21(σ12γ21u1 − σ21γ12u2) = λ(A−1 + V11V
∗
11)uε+

+λ−1(V22(V22)
∗)uε + µV21(V21)

∗uε,

(27)

где Vkk = (γkkpk)
∗.

Осуществим в (27) 󰑬амену, аналогично (15)

uε = A−1/2vε, vε ∈ L2(Ω), D(A1/2) = H1
Γ(Ω).
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Действу󰑱 на обе части полученного соотношени󰑱 оператором A1/2, получаем следу-
󰑧щу󰑧 спектрал󰑭ну󰑧 󰑬адачу

L(λ, µ)vε := ((I − εS)− λ(A−1 +B11)− λ−1B22 − µK22)vε = 0, vε ∈ L2(Ω),

где A 󰯹 оператор гил󰑭бертовой пары (H1
Γ(Ω);L2(Ω)), операторы B11, B22, K22 описа-

ны в (17), а S ∈ S∞(L2(Ω)), где

S := A1/2V11σ1γ11p1A
−1/2 + A1/2V22σ2γ22p2A

−1/2+

+ A−1/2

󰀕 m󰁛

k=1

c1k
∂u1

∂xk

;
m󰁛

k=1

c2k
∂u2

∂xk

󰀖
A−1/2 − A1/2V21(σ12γ21p1 − σ21γ12p2).

3. Свойства решений нево󰑬мущенных спектрал󰑭ных проблем при
первом условии сопр󰑱󰑨ени󰑱 в случае спектрал󰑭ного

параметра µ

И󰑬учим свойства решений спектрал󰑭ной 󰑬адачи (1) при первых граничных усло-
ви󰑱х на стыке (2). Операторный пучок (16) содер󰑨ит два параметра λ и µ. Это
по󰑬вол󰑱ет исследоват󰑭 два класса 󰑬адач: при фиксированном µ ∈ C во󰑬ника󰑧т 󰑬а-
дачи со спектрал󰑭ным параметром λ в уравнении, а при фиксированном λ ∈ C 󰯹
󰑬адачи со спектрал󰑭ным параметром µ в краевом условии на границе сопр󰑱󰑨ени󰑱.

Сначала рассмотрим случай, когда в пучке L(λ, µ) фиксированным параметром
󰑱вл󰑱етс󰑱 λ, а µ 󰯹 спектрал󰑭ным.

Отрицател󰑭ные 󰑬начени󰑱 параметра λ.
Пуст󰑭 в 󰑬адаче (16) параметр λ < 0. Чере󰑬 T (λ) обо󰑬начим оператор вида

T (λ) := λ(A−1 +B11) + λ−1B22. (28)

Так как T (λ) < 0, то оператор I − T (λ) 󰃍 I равномерно по λ. Следовател󰑭но суще-
ствует обратный оператор (I − T (λ))−1 и 󰀂(I − T (λ)−1󰀂 󰃑 1.

󰑪аметим, что оператор K22 := (A1/2V21)((V21)
∗A−1/2) ограниченно действует и󰑬

L2(Ω) в пространство

L2,h(Ω) :=
󰁱
v ∈ L2(Ω) : v = A1/2u, u ∈ H1

Γ(Ω) ⊂ H1(Ω)
󰁲
,

поэтому
Ker K22 = L2,0 = L2(Ω)⊖ L2,h(Ω).

Кроме того, оператор K22 неотрицателен и компактен в L2(Ω). Далее, T (λ) так󰑨е
неотрицателен и компактен. Это по󰑬вол󰑱ет преобра󰑬оват󰑭 󰑬адачу (16) к спектрал󰑭-
ной проблеме на собственные 󰑬начени󰑱 компактного поло󰑨ител󰑭ного оператора и
воспол󰑭󰑬оват󰑭с󰑱 теоремой Гил󰑭берта–Шмидта.
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Пуст󰑭 P0, P1 󰯹 в󰑬аимно дополнител󰑭ные ортопроекторы отвеча󰑧щие ра󰑬ло󰑨е-
ни󰑧:

H = H0 ⊕H1, H0 = Ker K22 = L2,0(Ω), H1 = R(K22) = L2,h(Ω),

где I0, I1 󰯹 единичные операторы в H0, H1 соответственно.
Тогда v = v0 + v1

(I − T (λ))(v0 + v1) = µK22(v0 + v1) = µK22v0 + µ 󰁨K22v1 = µ 󰁨K22v1, (29)

где
󰁨K22 = P1K22P1, K22v0 = 0, v0 = P0v0, v1 = P1v1.

Применим к обеим част󰑱м уравнени󰑱 (29) ортопроекторы P0, P1, получим

P0(I − T (λ))P0v0 + P0(I − T (λ))P1v1 = µP0
󰁨K22v1 = 0, (30)

P1(I − T (λ))P0v0 + P1(I − T (λ))P1v1 = µP1
󰁨K22v1 = µ 󰁨K22v1. (31)

Оператор P0(I − T (λ))P0 = I0 − P0T (λ))P0 󰃍 I0 в H0, и потому существует его
обратный, причем 󰀂(P0(I−T (λ))P0)

−1󰀂 󰃑 1 равномерно по λ < 0. Тогда и󰑬 (30) имеем
при λ < 0

v0 = (P0(I − T (λ))P0)
−1(P0T (λ)P1v1). (32)

Подставим (32) в (31), получим уравнение дл󰑱 v1:

(I1 − T1(λ))v1 = µ 󰁨K22v1, v1 ∈ H1, (33)

T1(λ) := P1T (λ)P1 + P1T (λ)P0(I0 − P0T (λ)P0)
−1P0T (λ)P1. (34)

Лемма 1. При λ < 0 имеет место свойство Ker (I1 − T1(λ)) = {0}.

Дока󰑬ател󰑭ство. Соотношени󰑱 (30), (31) при µ = 0 могут быт󰑭 выполнены тол󰑭ко
если v1 = 0, v2 = 0, так как оператор I − T (λ) поло󰑨ител󰑭но определен при λ < 0.
Выра󰑬ив и󰑬 (30) при µ = 0 элемент v0 и подставив его в (31) найдем с учетом (34),
что уравнение

(I1 − T1(λ))v1 = 0 (35)

мо󰑨ет быт󰑭 выполнено тол󰑭ко при v1 = 0. □

Отметим, что при λ < 0 оператор I1−T1(λ) самосопр󰑱󰑨ен и поло󰑨ител󰑭но опре-
делен. В самом деле, если имеетс󰑱 св󰑱󰑬󰑭 (32), то

((I − T (λ))(v0 + v1), v0 + v1)L2(Ω) = ((I1 − T1(λ))v0, v1)L2(Ω) 󰃍
󰃍 (󰀂v0󰀂2L2(Ω) + 󰀂v1󰀂2L2(Ω)) 󰃍 󰀂v1󰀂2L2(Ω).

(36)

Основыва󰑱с󰑭 на оценке (36), сделаем в (33) 󰑬амену

(I1 − T1(λ))
1/2v1 = ψ1. (37)

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍2 (47)’ 2020



98 А. Р. 󰑯кубова

Далее, действу󰑱 слева ограниченным оператором (I1 − T1(λ))
−1/2 на (36), получаем

следу󰑧щу󰑧 󰑬адачу
ψ1 = µ 󰁥K22ψ1, ψ1 ∈ L2,h(Ω), (38)

󰁥K22 := (I1 − T1(λ))
−1/2P1K22P1(I1 − T1(λ))

−1/2 = 󰁥K∗
22 > 0, 󰁥K22 ∈ S∞(L2(Ω)).

Теорема 1. При фиксированном λ < 0 спектр 󰑬адачи (16) состоит и󰑬 и󰑬олиро-
ванных конечнократных собственных 󰑬начений {µk}∞k=1 с предел󰑭ной точкой +∞.
Собственные элементы {vk := (v1k, v2k)}∞k=1 обра󰑬у󰑧т ба󰑬ис Рисса в H1, причем
v1k = (I1 − T1(λ))

−1/2ψ1k, где {ψ1k}∞k=1 󰯹 ортонормированный ба󰑬ис, отвеча󰑧щий
оператору 󰁥K22 и󰑬 (38). Более того, элементы {v1k}∞k=1 дл󰑱 Ω ⊂ Rm обра󰑬у󰑧т
p-ба󰑬ис в H1 при

p > p0 = m− 1. (39)

Дока󰑬ател󰑭ство. Утвер󰑨дение о дискретности и поло󰑨ител󰑭ности спектра, ба󰑬ис-
ности Рисса следует и󰑬 теоремы Гил󰑭берта-Шмидта, примененной к проблеме (38),
и свойства (I1 − T1(λ))

−1/2 ∈ L (H1).
Дока󰑨ем тепер󰑭 свойство (39). И󰑬 формулы (28) вытекает принадле󰑨ност󰑭 T (λ)

классу компактных операторов Sp(L2(Ω)), где

p > p0 = max{pA−1 , pB11 , pB22}. (40)

Однако мо󰑨но убедит󰑭с󰑱, что собственные 󰑬начени󰑱 λk(A
−1) поло󰑨ител󰑭ного само-

сопр󰑱󰑨енного компактного оператора A−1 сут󰑭 последовател󰑭ные максимумы вари-
ационного отношени󰑱

󰀂A−1/2v󰀂2L2(Ω) / 󰀂v󰀂2L2(Ω) = 󰀂u󰀂2L2(Ω) / 󰀂u󰀂2H1
0,Γ1

(Ω), u = A−1/2v ∈ H1
0,Γ1

(Ω),

поэтому их асимптотика при k → ∞ даетс󰑱 классической формулой Вейл󰑱 (см.,
например, [13])

λk(A
−1) = (am(Ω))

2/mk−2/m[1 + o(1)], k → ∞, a3(Ω) =
|Ω|
6π2

, (41)

и потому pA−1 > m/2.
Аналогично дл󰑱 оператора B11 получаем, что его поло󰑨ител󰑭ные собственные

󰑬начени󰑱 сут󰑭 последовател󰑭ные максимумы вариационного отношени󰑱

󰀂γ11A−1/2v󰀂L2(Γ) / 󰀂v󰀂2L2(Ω) =

󰁝

Γ11

|u|2dΓ11 /

󰁝

Ω

(|u|2 + |∇u|2)dΩ, u ∈ H1
0,Γ11

(Ω).
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Отс󰑧да и и󰑬 [14] получаем, что асимптотическое поведение собственных 󰑬начений
λk(B11) таково:

λk(B11) =(dm,11(Γ11))
1/(m−1)k−1/(m−1)[1 + o(1)], k → ∞,

dm,11(Γ11) > 0, d3,1(Γ11) =
|Γ11|
4π

.
(42)

Следовател󰑭но, pB11 > m− 1.
Провод󰑱 аналогичные рассу󰑨дени󰑱, получаем следу󰑧щу󰑧 формулу дл󰑱 опера-

тора B22

λk(B22) =(dm,22(Γ22))
1/(m−1)k−1/(m−1)[1 + o(1)], k → ∞,

dm,22(Γ22) > 0, d3,22(Γ22) =
|Γ22|
4π

,
(43)

и потому pB22 > m − 1. И󰑬 формул (40)–(43) приходим к выводу, что T (λ) и󰑬 (28)
принадле󰑨ит классу Sp при p > p0 = m− 1.

Отметим, наконец, что

(I − T1(λ))
−1/2 = I1 + 󰁨T1(λ); 󰁨T1(λ) ∈ Sp, p > p0 = m− 1.

Отс󰑧да и и󰑬 (37) вытекает свойство p-ба󰑬исности элементов {v1k}∞k=1 при
p > m− 1. □

Поло󰑨ител󰑭ные 󰑬начени󰑱 параметра λ.
Рассмотрим тепер󰑭 поло󰑨ител󰑭ные 󰑬начени󰑱 параметра, но

λ /∈ σ(I − T (λ)) ∩ σ(I0 − P0T (λ)P0). (44)

Тогда так 󰑨е, как и в предыдущем случае мо󰑨но перейти от проблемы (16), путем
проектировани󰑱 на подпространство H0 = L2,0(Ω) и H1 = L2,h(Ω) и искл󰑧чени󰑱 v0
(см. (30), (32)), к уравнени󰑧 (33) c T1(λ) и󰑬 (34).

Утвер󰑨дени󰑱 леммы 1 справедлив и в этом случае, причем T1(λ) 󰯹 компактный
самосопр󰑱󰑨енный оператор, действу󰑧щий в H1. Следовател󰑭но, оператор (I1−T1(λ))

мо󰑨ет имет󰑭 не более конечного числа (с учетом их кратностей) отрицател󰑭ных
собственных 󰑬начений, а остал󰑭ные поло󰑨ител󰑭ны и име󰑧т предел󰑭ну󰑧 точку +1.

Обо󰑬нача󰑱 количество отрицател󰑭ных собственных 󰑬начений чере󰑬 κ1, приходим к
󰑬акл󰑧чени󰑧, что квадратична󰑱 форма оператора (I1 − T1(λ)) индефинитна, а про-
странство H1 ра󰑬биваетс󰑱 на ортогонал󰑭ну󰑧 сумму κ1-мерного отрицател󰑭ного под-
пространства H− и бесконечномерного поло󰑨ител󰑭ного подпространства H+. Тогда
во󰑬никает индефинитна󰑱 метрика Понтр󰑱гина

H1 = Пκ1 = П− ⊕ П+, П− = H−, П+ = H+, dim П− = κ1, dim П+ = ∞. (45)
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Теорема 2. Пуст󰑭 λ > 0 фиксирован и выполнено условие (44), а так󰑨е имеет
место ра󰑬ло󰑨ение (45). Тогда спектр 󰑬адачи (16) вещественный, дискретный и
состоит и󰑬 κ1 штук отрицател󰑭ных собственных 󰑬начений, остал󰑭ные поло󰑨и-
тел󰑭ны и име󰑧т предел󰑭ну󰑧 точку µ = +∞ :

µ1 󰃑 µ2 󰃑 . . . 󰃑 µκ1 < 0 < µκ1+1 󰃑 . . . < µκ . . . , lim
k→∞

µκ = +∞. (46)

Собственные элементы (присоединенных нет) 󰑬адачи (33) обра󰑬у󰑧т ортонормиро-
ванный по форме I1 − T1(λ) ба󰑬ис и ба󰑬ис Рисса в H1 = L2,h(Ω). Элементы ба󰑬иса
мо󰑨но выбрат󰑭 удовлетвор󰑱󰑧щими соотношени󰑱м:

(I1 − T1(λ)v1k, v1j)H1 =

󰀻
󰁁󰁁󰀿

󰁁󰁁󰀽

−δkj, 1 󰃑 k, j 󰃑 κ1,

δkj, k, j 󰃍 κ1 + 1,

0, k 󰃑 κ1, j 󰃍 κ1 + 1,

(47)

( 󰁨K22v1k, v1j)H1 = |µ−1
k |δkj.

Дока󰑬ател󰑭ство. Учитыва󰑱 (44) и (45), представим оператор I1 − T1(λ) в виде

(I1 − T1(λ)) = |I1 − T1(λ)|1/2Jκ1 |I1 − T1(λ)|1/2, (48)

где Jκ1 󰯹 каноническа󰑱 симметри󰑱: Jκ1 = J∗
κ1

= J−1
κ1

. Тогда с учетом (48) преобра󰑬уем
󰑬адачу (33) к виду

ϕ1 = µJκ1
󰁨K22(λ)ϕ1, (49)

где
ϕ1 = |I1 − T1(λ)|1/2v1, 󰁨K22(λ) := |I1 − T1(λ)|−1/2 󰁨K22|I1 − T1(λ)|−1/2. (50)

И󰑬 компактности и поло󰑨ител󰑭ности оператора 󰁨K22(λ) следует компактност󰑭
Jκ1

󰁨K22(λ) и его Jκ1-поло󰑨ител󰑭ност󰑭, то ест󰑭

[Jκ1
󰁨K22(λ)ϕ1,ϕ1] := (Jκ1(Jκ1

󰁨K22(λ)ϕ1,ϕ1)) = ( 󰁨K22(λ)ϕ1,ϕ1) > 0, ϕ1 ∕= 0.

Тогда по теореме Л. С. Понтр󰑱гина (см. [15]) получаем, что 󰑬адача (49), (50)
имеет дискретный вещественный спектр {µk}∞k=1 со свойствами (46), а собствен-
ные элементы {ϕ1k}∞k=1, отвеча󰑧щие собственным 󰑬начени󰑱м {µk}∞k=1, обра󰑬у󰑧т ба-
󰑬ис Рисса в H1. Отс󰑧да и и󰑬 󰑬амены (50) следует, что собственные элементы
{v1k = |I1 − T1(λ)|−1/2ϕ1k}∞k=1 обра󰑬у󰑧т ба󰑬ис Рисса в H1. Далее, и󰑬 условий орто-
нормировки

[ϕ1k,ϕ1j] = (Jκ1v1k, v1,j)H1 = ±δkj, ( 󰁨K22v1k, v1j)H1 = |µ−1
k |δkj,

приходим к выводу, что име󰑧т место формулы (47). □
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Случай общего поло󰑨ени󰑱.
Рассмотрим тепер󰑭 случай, когда

Im λ ∕= 0, λ /∈ σ(I − T (λ)) ∩ σ(I0 − P0T (λ)P0). (51)

Как и󰑬вестно (см. [2]), операторный пучок типа С. Г. Крейна

I − T (λ) := I − λ(A−1 +B11)− λ−1B22, A−1, B11, B22 ∈ S∞(L2(Ω)) (52)

с самосопр󰑱󰑨енными операторными коэффициентами мо󰑨ет имет󰑭 не более конеч-
ного числа невещественных собственных 󰑬начений, располо󰑨енных симметрично от-
носител󰑭но вещественной оси в правой комплексной полуплоскости.

В частности, если Re λ 󰃑 0, то и󰑬 неравенства

󰀂(I − T (λ))v󰀂H · 󰀂v󰀂H 󰃍 |(I − T (λ)v, v)|H 󰃍 Re(I − T (λ)v, v)|H 󰃍 󰀂v󰀂2H

при Re λ 󰃑 0, Im λ ∕= 0 получаем оценку

󰀂(I − T (λ))−1󰀂 󰃑 1

равномерно по λ. Так󰑨е получаем,

󰀂(I0 − P0T (λ)P0)
−1󰀂 󰃑 1,

((I0 − P0T (λ)P0)v0, v0)H = ((I − T (λ))v0, v0)H 󰃍 󰀂v0󰀂2H , v0 ∈ H0.

Отс󰑧да следует, что от исходной проблемы (16) мо󰑨но перейти к уравнени󰑧 (33)
с T1(λ) и󰑬 (34), при этом дл󰑱 св󰑱󰑬и (32) оператор (I1 − T1(λ)) снова ограниченно
обратим. Тогда 󰑬адачу (33) мо󰑨но переписат󰑭 в виде

v1 = µ(I1 − T1(λ))
−1 󰁨K22v1, v1 ∈ H1 = L2,h, 󰁨K22 = P1K22P1. (53)

Сформулируем итоговый ре󰑬ул󰑭тат дл󰑱 данного случа󰑱.

Теорема 3. Пуст󰑭 в 󰑬адаче (16) выполнены услови󰑱 (51). Тогда спектр этой 󰑬а-
дачи состоит и󰑬 и󰑬олированных конечнократных собственных 󰑬начений {µk}∞k=1 с
предел󰑭ной точкой µ = ∞. Скол󰑭 бы ни было мало ε > 0, все собственные 󰑬начени󰑱,
кроме, быт󰑭 мо󰑨ет, конечного их числа, располо󰑨ены в угле

Λε :=
󰁱
µ ∈ C : |arg µ| < ε, sign Im µ = −sign Im λ

󰁲
.

Система собственных и присоединенных элементов {v1k = P1vk}∞k=1, то ест󰑭
система собственных и присоединенных элементов 󰑬адачи (16), после их проек-
тировани󰑱 на H1 = L2,h(Ω), 󰑱вл󰑱етс󰑱 полной в H1, более того, она обра󰑬ует ба󰑬ис
Абел󰑱-Лидского пор󰑱дка α > m−1 в L2,h(Ω). Далее, собственные 󰑬начени󰑱 µk = µk(λ)
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име󰑧т асимптотическое поведение

µk(λ) = λ−1
k (K22)[1 + o(1)], k → ∞, (54)

λk(K22) = (dm,22(Γ22))
1/(m−1)k−1/(m−1)[1 + o(1)], k → ∞. (55)

Дока󰑬ател󰑭ство. 󰑪аметим, что асимптотическа󰑱 формула (55), так 󰑨е, как и асимп-
тотические формулы (41), (42) вытекает и󰑬 работы [14]. Далее, и󰑬 условий (44) по-
лучаем, что от 󰑬адачи (16) мо󰑨но перейти к 󰑬адачи (33) и 󰑬атем к (53).

Следовател󰑭но, к проблеме (53) мо󰑨но применит󰑭 теоремы М. В. Келды-
ша (см. [16]), так как в силу (55) оператор 󰁨K22 = P1K22P1 имеет те 󰑨е ненуле-
вые собственные 󰑬начени󰑱, что и оператор K22, и потому 󰁨K22 󰯹 полный поло󰑨и-
тел󰑭ный компактный оператор класса Sp при p > m − 1. Более того, оператор
(I1 − T1(λ))

−1 = I1 + T2(λ), T2(λ) ∈ S∞(H1), очевидно, обратим. Отс󰑧да выте-
ка󰑧т первые утвер󰑨дени󰑱 исходной теоремы .

Свойство, определ󰑱󰑧щее св󰑱󰑬󰑭 󰑬наков Im µ и Im λ, вытекает и󰑬 соотношени󰑱

(I − T (λ)v, v)H = µ(K22v, v)H ,

учитыва󰑱 формулы (52) дл󰑱 T (λ) и свойства операторов A−1, B11, B22, K22.
Свойство ба󰑬исности по Абел󰑧–Лидскому пор󰑱дка α > m − 1 вытекает так󰑨е

и󰑬 (55) и утвер󰑨дени󰑱 и󰑬 ([17, c. 292]). Наконец, асимптотическа󰑱 формула (54) сле-
дует и󰑬 ре󰑬ул󰑭татов А. С. Маркуса и В. И. Мацаева (см. [18]), примененных к урав-
нени󰑧

(I1 − T1(λ))v1 = µ 󰁨K22v1,

в силу компактности и вида оператора T1(λ), а числа λk( 󰁨K22) = λk(K22) и име󰑧т
асимптотику (55). □

В случае спектрал󰑭ного параметра λ при первом условии сопр󰑱󰑨ени󰑱 так󰑨е ис-
следу󰑧тс󰑱 свойства решений нево󰑬мущенных спектрал󰑭ных проблем. Дл󰑱 них дока-
󰑬ыва󰑧тс󰑱 теоремы о полноте, ба󰑬исности корневых элементов и структуре спектра.

4. Свойства решений во󰑬мущенных спектрал󰑭ных проблем при
первом условии сопр󰑱󰑨ени󰑱 в случае спектрал󰑭ного

параметра µ

Рассмотрим операторный пучок

L(λ, µ)vε := ((I − εS)− λ(A−1 +B11)− λ−1B22 − µK22)vε = 0, vε ∈ L2(Ω), (56)

где A 󰯹 оператор гил󰑭бертовой пары (H1
Γ(Ω);L2(Ω)), S ∈ S∞(L2(Ω)), операторы

B11, B22, K22 описаны в (17). И󰑬учим свойства решений спектрал󰑭ной проблемы (1)
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при первых граничных услови󰑱х на стыке (2). В этом случае снова, 󰑬адача (56) со-
дер󰑨ит два параметра λ и µ. Это по󰑬вол󰑱ет исследоват󰑭 два класса 󰑬адач: при фик-
сированном µ ∈ C во󰑬ника󰑧т 󰑬адачи со спектрал󰑭ным параметром λ в уравнении,
а при фиксированном λ ∈ C 󰯹 󰑬адачи со спектрал󰑭ным параметром µ в краевом
условии на границе сопр󰑱󰑨ени󰑱.

Рассмотрим случай, когда в пучке L(λ, µ) параметр λ фиксирован, а µ 󰯹 спек-
трал󰑭ный.

Предполо󰑨им, что в 󰑬адаче (56) параметр

λ ∕= 0, λ /∈ σ(I − εS − T (λ)) ∩ σ(I0 − εP0SP0 − P0T (λ)P0), (57)

где чере󰑬 T (λ) обо󰑬начен оператор

T (λ) := λ(A−1 +B11) + λ−1B22.

Отметим, что оператор K22 := (A1/2V21)(V
∗
21)A

−1/2 ограниченно действует и󰑬 L2(Ω)

в L2,h(Ω), 󰑬начит Ker K22 = L2,0 = L2(Ω) ⊖ L2,h(Ω). Кроме того, этот оператор неот-
рицателен и компактен в L2(Ω). Далее, T (λ) так󰑨е 󰑱вл󰑱етс󰑱 компактным. Это по󰑬-
вол󰑱ет преобра󰑬оват󰑭 проблему (56) к спектрал󰑭ной 󰑬адаче на собственные 󰑬начени󰑱
дл󰑱 слабо во󰑬мущенного оператора и воспол󰑭󰑬оват󰑭с󰑱 теоремой М. В. Келдыша.

Аналогично предыдущему параграфу спроектируем обе части полученного урав-
нени󰑱 на H0 и H1 соответственно с помощ󰑭󰑧 ортопроекторов P0, P1. Дл󰑱 этого пред-
ставим элемент vε в виде vε = vε,0 + vε,1, vε,0 ∈ H0, vε,1 ∈ H1 = H ⊖ H0. При этом
vε,0 = P0vε,0, vε,1 = P1vε,1, K22 = P1K22P1, K22vε,0 = 0. Подставим сначала vε,0, vε,1 в
уравнение. Имеем

(I − εS − T (λ))(P0vε,0 + P1vε,1) = µK22(P0vε,0 + P1vε,1) = µK22P1vε,1vε,1. (58)

Применим тепер󰑭 к обеим част󰑱м последнего уравнени󰑱 ортопроектор P0, получим

(I0 − εP0SP0 − P0T (λ)P0)vε,0 = (P0T (λ)P1 + εP0SP1)vε,1. (59)

Если λ /∈ σ(I0−εP0SP0−P0T (λ)P0), то существует ограниченный обратный оператор
(I0 − εP0SP0 − P0T (λ)P0)

−1.
Далее, применим ортопроектор P1 к (58), имеем

(I1P1vε,1− εP1SP0vε,0− εP1SP1vε,1−P1T (λ)P0vε,0−P1T (λ)P1vε,1 = µP1K22P1vε,1. (60)

Тогда и󰑬 (59) вытекает, что

vε,0 = (I0 − εP0SP0 − P0T (λ)P0)
−1(P0T (λ)P1 + εP0SP1)vε,1.
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󰑪апишем (60) в виде

(I1 − εP1SP1 − P1T (λ)P1)vε,1 = (εP1SP0 + P1T (λ)P0)vε,0 + µP1K22P1vε,1

и подставим в последнее выра󰑨ение vε,0, получим уравнение дл󰑱 vε,1:

(I1 + S1(ε,λ))vε,1 = µ 󰁨K22vε,1, (61)

где 󰁨K22 = P1K22P1, S1(ε,λ) ∈ S∞(L2,h(Ω)). В силу услови󰑱 (57) оператор, сто󰑱щий
слева в выра󰑨ении (61), обратим. Поэтому

vε,1 = µ(I1 + S1(ε,λ))
−1 󰁨K22vε,1 := µ(I1 + S2(ε,λ)) 󰁨K22vε,1,

где S2(ε,λ) ∈ S∞(H1). Таким обра󰑬ом, получено уравнение дл󰑱 слабого во󰑬мущени󰑱
оператора 󰁨K22, который 󰑱вл󰑱етс󰑱 поло󰑨ител󰑭ным компактным в L2,h(Ω) класса Sp

при p > m− 1.

Теорема 4. Пуст󰑭 в 󰑬адаче (56) выполнены услови󰑱 (57). Тогда спектр этой 󰑬а-
дачи состоит и󰑬 и󰑬олированных конечнократных собственных 󰑬начений {µk}∞k=1

с предел󰑭ной точкой µ = ∞. Скол󰑭 бы ни было мало ε > 0, все собствен-
ные 󰑬начени󰑱, кроме, быт󰑭 мо󰑨ет, конечного их числа, располо󰑨ены в угле
Λε := {µ ∈ C : |arg µ| < ε}.

Далее, система собственных и присоединенных элементов {vε,1k = P1vε,k}∞k=1,
то ест󰑭 система собственных и присоединенных элементов 󰑬адачи (56), после их
проектировани󰑱 на H1 = L2,h(Ω), 󰑱вл󰑱етс󰑱 полной в H1, более того, она обра󰑬ует
ба󰑬ис Абел󰑱-Лидского пор󰑱дка α > m−1 в L2,h(Ω). Собственные 󰑬начени󰑱 µk = µk(λ)

име󰑧т асимптотическое поведение

µk(λ) = λ−1
k (K22)[1 + o(1)], k → ∞,

λk(K22) = (dm,22(Γ22))
1/(m−1)k−1/(m−1)[1 + o(1)], k → ∞.

Дока󰑬ател󰑭ство. Оно проводитс󰑱 аналогично дока󰑬ател󰑭ству теоремы 3. Отличие
󰑬акл󰑧чаетс󰑱 лиш󰑭 в том, что это у󰑨е во󰑬мущенный случай (ε ∕= 0), и 󰑬дес󰑭 во󰑬никает
несамосопр󰑱󰑨енный компактный оператор S2(ε,λ). □

5. Свойства решений во󰑬мущенных спектрал󰑭ных проблем при
первом условии сопр󰑱󰑨ени󰑱 в случае спектрал󰑭ного

параметра λ

Рассмотрим операторный пучок (см. (56))

L(λ, µ)vε := ((I − εS + µK22)− λ(A−1 +B11)− λ−1B22)vε = 0, vε ∈ H = L2(Ω). (62)
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Если выполнено условие
µ /∈ σ(I − εS + µK22), (63)

то существует ограниченный обратный оператор (I − εS + µK22)
−1.

В этом случае во󰑬никает спектрал󰑭ну󰑧 󰑬адачу дл󰑱 пучка С. Г. Крейна, но этот пу-
чок не 󰑱вл󰑱етс󰑱 самосопр󰑱󰑨енным. Примен󰑱󰑱 слева в (62) оператор (I−εS+µK22)

−1,
получаем следу󰑧щу󰑧 󰑬адачу

vε = λ(I − εS + µK22)
−1(A−1 +B11)vε + λ−1(I − εS + µK22)

−1B22vε. (64)

Теорема 5. Пуст󰑭 в 󰑬адаче (64) выполнено условие (63), а так󰑨е условие

4󰀂(I − εS + µK22)
−1󰀂2󰀂A−1 +B11󰀂󰀂B22󰀂 < 1.

Тогда име󰑧т место следу󰑧щие утвер󰑨дени󰑱.
1) Ненулевой спектр 󰑬адачи состоит и󰑬 двух ветвей и󰑬олированных конечно-

кратных собственных 󰑬начений с предел󰑭ными точками λ = 0, λ = ∞.
2) Предел󰑭ной точке λ = 0 отвечает ветв󰑭 {λ0

k}∞k=1 собственных 󰑬начений,
располо󰑨енных в области

|λ| 󰃑 r−, r± :=
1±

󰁳
1− 4󰀂(I − εS + µK22)−1󰀂2 󰀂 A−1 +B11 󰀂󰀂 B22 󰀂

2󰀂(I − εS + µK22)−1󰀂2 󰀂 B22 󰀂
,

при этом дл󰑱 л󰑧бого ε > 0 все эти собственные 󰑬начени󰑱, кроме, быт󰑭 мо󰑨ет,
конечного их числа, располо󰑨ены в секторе Λε = {λ ∈ C : |arg λ| < ε}.

Далее, система собственных и присоединенных элементов {v0ε,k}∞k=1, отвеча󰑧-
ща󰑱 собственным 󰑬начени󰑱м {λ0

k}∞k=1, после ее проектировани󰑱 на подпространство
H1 = L2(Ω)⊖ H0, H0 := Ker B22, 󰑱вл󰑱етс󰑱 полной в H1 и обра󰑬ует в H1 ба󰑬ис Абел󰑱-
Лидского пор󰑱дка α > m− 1.

3) Предел󰑭ной точке λ = ∞ отвечает ветв󰑭 собственных 󰑬начений {λ∞
k }∞k=1,

располо󰑨енных в области |λ| 󰃍 r+, при этом дл󰑱 л󰑧бого ε > 0 все эти собственные
󰑬начени󰑱, кроме, быт󰑭 мо󰑨ет, конечного их числа, располо󰑨ены в секторе Λε.

Система собственных и присоединенных элементов {v∞ε,k}∞k=1, отвеча󰑧ща󰑱 соб-
ственным 󰑬начени󰑱м {λ∞

k }∞k=1, 󰑱вл󰑱етс󰑱 полной в H = L2(Ω) и обра󰑬ует в H ба󰑬ис
Абел󰑱-Лидского пор󰑱дка α > m− 1.

Дока󰑬ател󰑭ство. Оно проводитс󰑱 аналогично схеме, и󰑬ло󰑨енной в [2, с. 82-86].
Утвер󰑨дение 1) будет дока󰑬ано в процессе дока󰑬ател󰑭ства утвер󰑨дений 2) и 3).

Дока󰑨ем утвер󰑨дение 2). Введем пучок

M(λ) := Y −1(I − λY (I − εS + µK22)
−1(A−1 +B11))(λI − Y (I − εS + µK22)

−1B22),
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где оператор - функци󰑱 (I − λY (I − εS + µK22)
−1(A−1 +B11)) при |λ| 󰃑 t ∈ (r−, r+)

обратима, а оператор Y так󰑨е обратим и 󰑱вл󰑱етс󰑱 решением операторного уравнени󰑱

Y = I + (I − εS + µK22)
−1(A−1 +B11)Y (I − εS + µK22)

−1B22Y.

Кроме того,

σ(Z) := σ(Y (I − εS + µK22)
−1B22) ⊂ {λ : |λ| 󰃑 r−}.

Основыва󰑱с󰑭 на этих фактах, рассмотрим 󰑬адачу на собственные 󰑬начени󰑱

Zvε =Y (I − εS + µK22)
−1B22vε =

=(I + (I − εS + µK22)
−1(A−1 +B11)Y (I − εS + µK22)

−1Y )(I−

−εS + µK22)
−1B22vε =: (I + Φ)B22vε = λvε, vε ∈ L2(Ω) = H, |λ| 󰃑 r−,

(65)

где Φ ∈ S∞(H) и I +Φ обратим, а B22 = B∗
22 ∈ S∞(H) имеет бесконечномерное 󰑱дро

H0 = Ker B22.
Спроектируем обе части (65) на H0 и H1 соответственно. С этой цел󰑭󰑧 пред-

ставим элемент vε в виде vε = vε,0 + vε,1, vε,0 ∈ H0, vε,1 ∈ H1 = H ⊖ H0, и введем
ортопроекторы P0 и P1. С учетом соотношений P0B22 = 0, P1B22P1 =: 󰁨B22 > 0 в H1

имеем
P0(I + Φ)P1

󰁨B22vε,1 = λvε,0, (I1 + P1ΦP1) 󰁨B22vε,1 = λvε,1. (66)

Так как по услови󰑧 󰑬адачи λ ∕= 0, то и󰑬 первого соотношени󰑱 (66) мо󰑨но выра󰑬ит󰑭
vε,0 чере󰑬 vε,1, а второе уравнение не содер󰑨ит vε,0.

󰑪дес󰑭 у󰑨е B22P1 = P1B22P1 =: 󰁨B22 = 󰁨B∗
22 󰯹 полный оператор в H1, 󰑱вл󰑱󰑧щийс󰑱

так󰑨е самосопр󰑱󰑨енным и поло󰑨ител󰑭ным.
Второе соотношение и󰑬 (66) перепишем в виде

P1(I + Φ)B22P1vε,1 = λvε,1,

а 󰑬атем в виде
Z1vε,1 := P1(I + Φ)P1

󰁨B22vε,1 = λvε,1, vε,1 ∈ H1.

Далее, рассу󰑨да󰑱 так 󰑨е как и в теореме 3.1.2 (см., например, [2, c. 85]), дока󰑬ы-
ваетс󰑱 утвер󰑨дение о полноте системы корневых элементов в пространстве L2,h(Ω).
Учитыва󰑱 еще, что собственные 󰑬начени󰑱 оператора K22 име󰑧т степенну󰑧 асимпто-
тику, приходим так󰑨е к выводу, что эта совокупност󰑭 корневых элементов обра󰑬ует
ба󰑬ис Абел󰑱-Лидского пор󰑱дка α > m− 1. Аналогичным обра󰑬ом, тол󰑭ко проще, бе󰑬
проектировани󰑱 на подпространство H1, так как H0 = Ker 󰁨B22 = {0}, дока󰑬ываетс󰑱
утвер󰑨дение 3). □
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Аналогично исследу󰑧тс󰑱 во󰑬мущенные и нево󰑬мущенные смешанные спектрал󰑭-
ные 󰑬адачи при втором условии сопр󰑱󰑨ени󰑱. Дл󰑱 них дока󰑬аны теоремы о полноте,
ба󰑬исности корневых элементов и структуре спектра.

󰑪акл󰑧чение

На ба󰑬е у󰑨е рассмотренных 󰑬адач в случае одной области (см. [1]) исследованы
смешанные спектрал󰑭ные проблемы, поро󰑨денные несимметрической полуторали-
нейной формой (дл󰑱 оператора Лапласа) дл󰑱 двух областей. При этом испол󰑭󰑬ован
принцип суперпо󰑬иции, по󰑬вол󰑱󰑧щий представит󰑭 решение 󰑬адачи в виде суммы ре-
шений вспомогател󰑭ных краевых 󰑬адач (нево󰑬мущенных), содер󰑨ащих неоднород-
ност󰑭 лиш󰑭 в одном месте. Установлено, что исходные проблемы привод󰑱тс󰑱 к ис-
следовани󰑧 операторного пучка, который 󰑬ависит от двух комплексных параметров,
один и󰑬 которых счита󰑧т фиксированным, а другой 󰯹 спектрал󰑭ным. Выведены
свойства решений во󰑬мущенных и нево󰑬мущенных спектрал󰑭ных 󰑬адач при первом
и втором услови󰑱х сопр󰑱󰑨ени󰑱. Дока󰑬аны теоремы о полноте, ба󰑬исности корневых
элементов и структуре спектра.
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Kozlova M. G., Germanchuk M. S. Building a transport network model using
satellite images / M. G. Kozlova, M. S. Germanchuk // Таврический вестник
информатики и математики. 󰯹 2020. 󰯹 󰎍2 (47). 󰯹 C. 7 – 18.

УДК: 519.173+004.942

Рассмотрен метод построени󰑱 транспортной сети с испол󰑭󰑬ованием спутникового
и󰑬обра󰑨ени󰑱 и набора путей в качестве входных данных. Ра󰑬работано программ-
ное обеспечение дл󰑱 построени󰑱 модели транспортной сети по ука󰑬анным входным
данным. Рассмотрены примеры работы программы на ра󰑬личных участках транс-
портных сетей. Описаны преимущества и недостатки ра󰑬работанного метода.

Кл󰑧чевые слова: транспортна󰑱 сет󰑭, бинари󰑬аци󰑱 и󰑬обра󰑨ени󰑱, GPX трек.

Zhukovskiy V. I., Zhukovskaya L. V., Smirnova L. V. To the problem
of coalitional equilibrium in mixed strategies / V. I. Zhukovskiy,
L. V. Zhukovskaya, L. V. Smirnova // Таврический вестник информа-
тики и математики. 󰯹 2020. 󰯹 󰎍2 (47). 󰯹 C. 19 – 38.

УДК: 519.834

В насто󰑱щей стат󰑭е вводитс󰑱 пон󰑱тие строгого коалиционного равновеси󰑱 дл󰑱 иг-
ры в нормал󰑭ной форме при неопределенности. Предло󰑨енное пон󰑱тие основано на
синте󰑬е пон󰑱тий индивидуал󰑭ной, а так󰑨е коллективной рационал󰑭ности (и󰑬 тео-
рии кооперативных игр бе󰑬 побочных плате󰑨ей) и предло󰑨енного в насто󰑱щей ста-
т󰑭е определени󰑱 коалиционной рационал󰑭ности. Дл󰑱 простоты представлени󰑱 пон󰑱-
тие строгого коалиционного равновеси󰑱 формали󰑬уетс󰑱 дл󰑱 игры четырех лиц при
неопределенности. Испол󰑭󰑬у󰑱 пон󰑱тие седловой точки гермейеровской свертки га-
рантий функций выигрыша, устанавлива󰑧тс󰑱 достаточные услови󰑱 существовани󰑱
предло󰑨енного равновеси󰑱 в чистых стратеги󰑱х. Наконец, согласно подходу Эмил󰑱
Борел󰑱, Д󰑨она фон Неймана и Д󰑨она Нэша, дока󰑬ываетс󰑱 существование ука󰑬ан-
ного равновеси󰑱 в смешанных стратеги󰑱х при 󰯺привычных󰯻 дл󰑱 математической
теории игр ограничени󰑱х (компактност󰑭 и выпуклост󰑭 мно󰑨еств неопределенностей
и стратегий игроков и непрерывност󰑭 функций выигрыша).

Кл󰑧чевые слова: Игра в нормал󰑭ной форме бе󰑬 побочных плате󰑨ей, неопределенност󰑭,
гаранти󰑱, смешанные стратегии, гермейеровска󰑱 свертка, седлова󰑱 точка, равновесие.
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Гуров C. И. Ма󰑨оритарна󰑱 алгебра дл󰑱 синте󰑬а комбинационно-
логических схем. Об󰑬ор / C. И. Гуров // Таврический вестник ин-
форматики и математики. 󰯹 2020. 󰯹 󰎍2 (47). 󰯹 C. 39 – 60.

УДК: 519.714.22, 510.649

Стат󰑭󰑱 содер󰑨ит об󰑬ор ре󰑬ул󰑭татов по применени󰑧 ма󰑨оритарной логики
комбинационно-логических схем. В данной первой части рассмотрены теоретические
основы вопросы алгебры бол󰑭шинства (или ма󰑨оритарной алгебры), её аксиома-
ти󰑬аци󰑱 и примитивные функции; применение ма󰑨оритарной логики при решении
практических 󰑬адач синте󰑬а схем. Ука󰑬аны некоторые фи󰑬ические реали󰑬ации ма-
󰑨оритарных элементов. Рассмотрены первые (2007–2015) алгоритмы иммуни󰑬ации
ма󰑨оритарной логики со сравнением ре󰑬ул󰑭татов их работы.

Кл󰑧чевые слова: логика бол󰑭шинства, булева алгебра, аксиомати󰑬аци󰑱, примитивные
функции, логический синте󰑬.

Никитин 󰑰. И., Сахаров А. Н. Cпециал󰑭ные тригонометрические р󰑱ды в
󰑬адаче о периодических решени󰑱х / 󰑰. И. Никитин, А. Н. Сахаров // Та-
врический вестник информатики и математики. 󰯹 2020. 󰯹 󰎍2 (47). 󰯹
C. 61 – 75.

УДК: 517.45

В насто󰑱щей работе описыва󰑧тс󰑱 метод построени󰑱 периодических решений дл󰑱
нелинейных уравнений c периодическими коэффициентами специал󰑭ного вида. Ос-
нова этого метода 󰑬акл󰑧чаетс󰑱 в представлении искомого решени󰑱 в нестандартного
тригонометрического р󰑱да в виде степенного р󰑱да по sin t. Коэффициенты такого
р󰑱да вычисл󰑱󰑧тс󰑱 рекурентным способом. Подобное представление допустимо не
тол󰑭ко дл󰑱 непрерывных периодических решений, но и дл󰑱 решений с особенност󰑱ми.
Кроме того, представление особого решени󰑱 в виде нестандартного тригонометриче-
ского р󰑱да по󰑬вол󰑱ет локали󰑬оват󰑭 его особенности. Расстриваемые уравнени󰑱 так󰑨е
могут имет󰑭 особенности. При нахо󰑨дении особых решений испол󰑭󰑬уетс󰑱 предполо-
󰑨ение о том, что в случае существовани󰑱 двух таких решений они св󰑱󰑬аны опре-
деленным равенством. Это по󰑬вол󰑱ет, например, найти граничные кривые дл󰑱 󰑬он
устойчивости уравнени󰑱 Хилла с параметром. Полученные ре󰑬ул󰑭таты о существо-
вании особых периодических решений дополн󰑱󰑧т общие теоремы и󰑬 [7], полученные
другими спобами.

Кл󰑧чевые слова: нестандареные тригонометрические р󰑱ды, периодические решени󰑱,
особые периодические решени󰑱.
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да линейного оператора с непустым мно󰑨еством регул󰑱рных точек /
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УДК: 517.432

В стат󰑭е дока󰑬ана теорема об и󰑬оморфи󰑬ме двух J-самосопр󰑱󰑨енных дилатаций
общего вида, построенных дл󰑱 плотно 󰑬аданного линейного оператора с непустым
мно󰑨еством регул󰑱рных точек. И󰑬 дока󰑬анной теоремы вытекает и󰑬оморфи󰑬м J-
самосопр󰑱󰑨енных дилатаций специал󰑭ного вида, и󰑬вестных ранее.

Кл󰑧чевые слова: J-самосопр󰑱󰑨енные дилатации, и󰑬оморфи󰑬м J-самосопр󰑱󰑨енных ди-
латаций.

󰑯кубова А. Р. О свойствах решений некоторых смешанных спектрал󰑭ных
󰑬адач / А. Р. 󰑯кубова // Таврический вестник информатики и математи-
ки. 󰯹 2020. 󰯹 󰎍2 (47). 󰯹 C. 88 – 110.

УДК: 517.95

На ба󰑬е у󰑨е рассмотренных 󰑬адач в случае одной области в работе и󰑬учены сме-
шанные спектрал󰑭ные 󰑬адачи сопр󰑱󰑨ени󰑱, поро󰑨денные полуторалинейной формой.
При этом испол󰑭󰑬уетс󰑱 принцип суперпо󰑬иции, по󰑬вол󰑱󰑧щий представит󰑭 решение
исходной 󰑬адачи в виде суммы решений вспомогател󰑭ных 󰑬адач, содер󰑨ащих неод-
нородност󰑭 лиш󰑭 в одном месте, то ест󰑭 либо в уравнении, либо в одном и󰑬 краевых
условий. В ре󰑬ул󰑭тате исследовани󰑱 спектрал󰑭ных проблем получаетс󰑱 один и тот
󰑨е операторный пучок, который исследуетс󰑱 методами спектрал󰑭ной теории опера-
торных пучков. Дока󰑬аны теоремы о свойствах решений смешанных спектрал󰑭ных
󰑬адач при первом и втором услови󰑱х сопр󰑱󰑨ени󰑱 в случае, когда в пучке L(λ, µ) один
параметр 󰑱вл󰑱етс󰑱 спектрал󰑭ным, другой 󰯹 фиксированным, и наоборот.

Кл󰑧чевые слова: формула Грина, полуторалинейна󰑱 форма, 󰑬адача сопр󰑱󰑨ени󰑱,
спектр, полнота, гил󰑭бертово пространство.
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