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Николай Дмитриевич КОПАЧЕВСКИЙ

18 ма 2020 г. ушел и ини Николай Дмитриевич Копачевский, ам. глав-
ного редактора урнала Таврический вестник информатики и математики, и-
вестный отечественный математик, доктор фиико-математических наук, профес-
сор, почетный работник сферы обраовани Российской Федерации, аведущий
кафедрой математического аналиа Крымского федералного университета имени
В. И. Вернадского, органиатор и бессменный руководител Крымской осенней ма-
тематической школы  симпоиума (КРОМШ).

Николай Дмитриевич родилс 25 марта 1940 года в городе Симферополе. Его
мат в период оккупации Симферопол была расстрелна и маленкий Кол осталс
на руках его тети, Дины Лааревны, котора воспитала его несмотр на трудный во-
енный и послевоенный период. По окончании школы Николай Дмитриевич поступил
в Харковский авиационный институт, который окончил с отличием в 1963 году, по-
лучив одним и первых в СССР нову специалност иненера-конструктора дер-
ных авиадвигателей. В том е году был принт иненером в Фиико-технический
институт никих температур имени Б. И. Веркина (ФТИНТ) в отдел прикладной
математики, воглавлемый Анатолием Дмитриевичем Мышкисом.

В годы начала космической эры воникла потребност в исследовании поведе-
ни идкости в услових невесомости. К иучени данной проблематики (адачи
определени форм равновеси, условий устойчивости, описани тепловой конвекции,

Таврический вестник информатики и математики, 1 (46)’ 2020
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проблемы малых двиений) был привлечен отдел прикладной математики. Подоб-
ными адачами чут пое стали аниматс в Вычислителном центре АН СССР
(г. Москва) и в Институте математики НАН Украины (г. Киев). В 1976 году по мате-
риалам работы сотрудников ФТИНТ вышла перва в мире монографи по гидроме-
ханике невесомости (см. Бабский В. Г., Копачевский Н. Д., Мышкис А. Д., Слобоа-
нин Л. А., Тпцов А. Д. Гидромеханика невесомости.  М.: Наука, 1976), котора
была переидана во многих странах мира. Исследовани Никола Дмитриевича, по-
свщенные проблемам малых двиений и собственных колебаний капиллрной ид-
кости, стали основой кандидатской диссертации О малых колебаних идкости в
сосуде в услових, бликих к невесомости, ащищенной в Харкове в 1966 году под
руководством А. Д. Мышкиса. Николай Дмитриевич одним и первых начал приме-
нт методы теории операторов к исследовани гидродинамических адач. На выбор
данной методики существенное влиние окаал Селим Григоревич Крейн, который
на долгие годы стал старшим товарищем и соавтором Никола Дмитриевича. Под
влинием работ С. Г. Крейна Николай Дмитриевич начал иучение поведени в-
кой идкости, а таке систем идкостей с учетом сил поверхностного натени
и вращени. Материалы его работ, написанных в 70-е годы, стали основой доктор-
ской диссертации Теори малых колебаний идкостей с учетом сил поверхностного
натени и вращени, ащищенной в Москве в 1980 году в Вычислителном цен-
тре АН СССР. Официалными оппонентами были академики О. А. Ладыенска и
Ф. Л. Черноуско, высоко оценившие аслуги Никола Дмитриевича.

В 1981 году Николай Дмитриевич вернулс в Крым. С момента перееда Нико-
лай Дмитриевич вллс аведущим кафедрой математического аналиа Симферо-
полского государственного университета, Таврического националного университе-
та, а ныне  Крымского федералного университета имени В. И. Вернадского. Рабо-
та в Симферополе, Николай Дмитриевич продолил сотрудничат с С. Г. Крейном
и другими ведущими специалистами в области функционалного аналиа, среди ко-
торых были А. С. Маркус и М. С. Агранович. Реултатом работ этого периода ста-
ла монографи Операторные методы в линейной гидродинамике: эволционные и
спектралные адачи (1989), расширенный вариант которой “Operator Approach to
Linear Problems of Hydrodynamics” вышел в двух томах в 2001 и 2003 годах в серии
“Operator Theory: Advances and Applications”.

Лбимым детищем Никола Дмитриевича Копачевского стала органиованна
в 1990 году Крымска осенн математическа школа-симпоиум по спектрал-
ным и эволционным адачам (КРОМШ). Конференци получила медународну
ивестност. Ее постонными участниками стали многие ивестные математики и

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2020, 1
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России, Украины, Беларуси, Убекистана, Каахстана, Ираил, Германии, Полши,
Англии, Франции, понии, США и других стран.

а годы работы Николай Дмитриевич раработал и прочел более 10 спецкурсов
дл студентов и аспирантов математических специалностей. Он был бессменным
руководителем еенеделного научного семинара кафедры математического анали-
а, и которого вышли многие кандидаты наук, ставшие преподавателми Крымских
вуов. Под руководством Никола Дмитриевича было ащищены 22 кандидатские и
две докторские диссертации, сформировалас научна школа Операторные методы
в механике сплошных сред. Основные направлени научных исследований школы
Никола Дмитриевича Копачевского сваны с проблемами малых двиений иде-
алной, вкой, вкоупругой идкостей, баротропным гаом, системами идкостей
с условими капиллрности, релаксации, стратификации в неподвином, враща-
щемс или колеблщемс сосуде. В работах Никола Дмитриевича и его учеников
отраена главна методика научной школы  сведение адачи в частных проивод-
ных к адаче Коши дл дифференциално-операторного уравнени в гилбертовом
пространстве. Исполование современных достиений функционалного аналиа и
математической фиики поволили получит ваные дл прилоений реултаты
о полноте и баисности собственных функций, о локалиации и асимптотике соб-
ственных начений, о существовании силных или слабых решений краевых адач.
Николай Дмитриевич одним и первых стал исполоват методы теории операторов
в пространствах с индефинитной метрикой дл решени проблем гидродинамики. В
реултате более чем 35 летнего сотрудничества с профессором Т. . Аиовым, в
2014 году вышла их совместна монографи Прилоени индефинитной метрики.

Кроме прикладных адач Николай Дмитриевич активно исследовал многие фун-
даменталные проблемы теории нелинейных оператор-функций, теории интегро-
дифференциалных уравнений Волтерра, общей теории граничных адач и адач
сопрени. В последние годы Николай Дмитриевич с учениками активно ани-
малс исследованием малых двиений сочлененных матников с идким наполне-
нием, вкоупругих идкостей и систем несмешиващихс идкостей, многокомпо-
нентными адачами сопрени в Липшицевых областх, обобщеними абстрактной
формулы Грина дл адач сопрени и полуторалинейных форм.

а период почти 60-летней научной детелности Николай Дмитриевич c соав-
торами написал более 250 научных работ, более 15 учебных пособий, идал 8 моно-
графий (полный список трудов доступен на сайте http://nikolay-d-kopachevsky.com).
Он влетс аслуенным детелем науки и техники Украины и России, лауреатом
государственной премии Украины 2013 года (в составе авторского коллектива) а

Таврический вестник информатики и математики, 1 (46)’ 2020
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цикл научных работ по гидромеханике акономерности волно-вихревых процессов
в сплошной среде, лауреатом премий имени В. И. Вернадского и кавалером Ордена
а аслуги 3-й степени.

Неоцениму поддерку в ини и работе Никола Дмитриевичу окаывала его
ена, с которой он проил много лет в лбви и согласии. Валентина Георгиевна пре-
красно понимала Никола Дмитриевича и делала все дл его плодотворной научной
детелности.

Интересы и увлечени Никола Дмитриевича были чревычайно ранообраны-
ми: волейбол, плавание, вклча прыки в воду с Крымских скал, турим. Но глав-
ной всегда оставалас математика, увлечение очередными математическими пробле-
мами.

Таким увлеченным и преданным главному делу своей ини  математике, та-
лантливым, работоспособным, благоелателным к окруащим мы и будем всегда
его помнит.

А. С. Анафиев, О. В. Анашкин, В. Ф. Блыщик, В. И. Войтицкий, В. И. Донской,
Д. А. акора, М. Г. Колова, М. А. Муратов, . С. Пашкова, Е. В. Плоха,
А. Л. Скубачевский, П. А. Старков, Т. А. Суслина, Д. О. Цветков, В. Н. Чехов,
А. А. Шкаликов, А. И. ковлев.
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On 3-homogeneous C∗-algebras over two-dimensional oriented
manifolds.

Shchukin M. V.

Abstract. We consider algebraic bundles over a two-dimensional compact oriented
connected manifold. In 1961 J. Fell, J. Tomiyama, M. Takesaki showed that every n-homogeneous
C∗-algebra is isomorphic to the algebra of all continuous sections for the appropriate algebraic
bundle. By using this realization we prove in the work that every 3-homogeneous C∗-algebra over
two-dimensional compact oriented connected manifold can be generated by three idempotents.
Such algebra can not be generated by two idempotents.

Keywords: n-homogeneous C*-algebras idempotent two-dimensional manifold number of
generators operator algebras

Introduction

A C∗-algebra A is called n-homogeneous if the dimension of π(A) is equal n for any
irreducible representation π. Denote by A a n-homogeneous C∗-algebra. Let Prim(A) be
the space of primitive ideals for the algebra A. J. Fell [1], J. Tomiyama and M. Takesaki [2]
proved in 1961 that every n-homogeneous C∗-algebra can be realized as the algebra of
all continuous sections for the appropriate algebraic bundle (E,M, p). Generally, the base
space M of the bundle is homeomorphic to the space Prim(A) in the hull-kernel topology.

On the other hand, we studied the class of C∗-algebras that can be generated by a
finite set of idempotent generators. Suppose a is an element of an algebra A. If a2 = a then
the element a is called idempotent. The theory of C∗-algebras generated by idempotents
has applications to the theory of singular integral operators [3].

Also, several authors studied the structure of C∗-algebras that can be generated by
a finite set of idempotents [4, 5]. Let A be an algebra. The symbols Mn(A) denotes
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the matrix-algebra whose elements belong to the algebra A. In the work [6] the exact
estimation of minimal number of idempotent generators for the algebra Mn(A) was given.

Denote by A a 3-homogeneous C∗-algebra. Suppose the space of primitive ideals for the
algebra A is homeomorphic to a compact connected two-dimensional oriented manifold. In
the work we consider such algebra. We prove that the algebra A can be generated by three
idempotents. On the other hand, such algebra cannot be generated by two idempotents.

Proposition 1. ([7]) Every compact connected two-dimensional oriented manifold is
homeomorphic to the sphere Pk with k handles for some k = 0, 1, 2, 3, ...

In the book [8] the general theory of vector bundles is considered. Suppose A is a
3-homogeneous C∗-algebra with space of primitive ideals homeomorphic to the set Pk.
Let Pk be realised as the sphere S2 with k handles attached to the upper half of the
sphere. Suppose the k handles are so small, that they are all belong to the cylinder
x2 + y2 = 1, 0 ≤ h ≤ 1. Here the symbol h denotes the applicate of the point. Denote
by D the lower half of the sphere Pk. Cut out the set D from the set Pk. Suppose ζA
is the algebraic bundle corresponded to the algebra A. In this case the algebra A is
homeomorphic to the algebra of all continuous sections Γ(ζA) for the algebraic bundle ζA.

Proposition 2. ([9]) The restriction of the bundle ζA to the set Pk\D is trivial.

Suppose BV is the algebra of continuous matrix-functions from Pk\D to C3×3

with an additional condition on the border: a(z) = V −1(z) · a(1) · V (z), a(z) ∈ BV ,

V (z) =




zm 0 0

0 1 0

0 0 1



. The integer m can be equal to 0, 1, 2. The variable z = x + iy is

the complex variable on the complex plane.

Proposition 3. ([9]) The algebra A is isomorphic to the appropriate algebra BV for some
matrix-function V (z).

1. Some results on the structure of the C∗-algebras BV

Suppose BV is the 3-homogeneous C∗-algebra defined in the previous section.

Lemma 1. Consider BV as the module over its center. In this case the next equality has
a place: BV = E11C(Pk)


E12Bm


E13Bm


E21B−m


E31B−m


2≤s,t≤3

EstC(Pk).

Proof. Suppose g is an element of the algebra BV . Note that g(x, y, h) ∈ C(Pk\D,C3×3),
where (x, y, h) ∈ R3. Let z = x+ iy. For h = 0 we obtain

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2020, 1
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g(z) =




zm 0 0

0 1 0

0 0 1



 ·




g11(1) g12(1) g13(1)

g21(1) g22(1) g23(1)

g31(1) g32(1) g33(1)



 ·




zm 0 0

0 1 0

0 0 1





Here m can be equal 0,1,2. Thus we have

g(z) =




g11(1) · |z|2m g12(1) · zm g13(1) · zm

g21(1) · zm g22(1) g23(1)

g31(1) · zm g32(1) g33(1)



 .

Denote by C(Pk) the algebra of all continuous functions on the set Pk. Since z ∈ S1

it follows that |z| = 1. Thus we have g11(z) = g11(1). Therefore the function g11 can be
considered as the function on the set Pk. Similarly, the functions gij(2 ≤ i, j ≤ 3) can be
considered as the functions from C(Pk). The functions g1j(x, y, h)(2 ≤ j ≤ 3) generate the
module Bm. In the same way, the functions gi1(x, y, h)(2 ≤ i ≤ 3) generate the module
B−m. This concludes the proof. □

The next lemma describes the elements from Bm such that the elements generate the
module Bm over the algebra C(Pk).

Lemma 2. Let f1, ..., ft be functions from Bm(−2 ≤ m ≤ 2). Suppose for any
point x0 ∈ Pk\D there is a number i ∈ 1, t such that fi(x0) ∕= 0. In this case,
Bm = f1 · C(Pk) + ...+ ft · C(Pk).

Proof. Select a point x0 from Pk\D. Let Ux0 be an open ball with center x0 and radius
r(x0). Denote by 2Ux0 the open ball with center x0 and radius 2r(x0). Suppose r(x0) is so
small that fi(x) ∕= 0, x ∈ 2Ux0


(Pk\D) for some function fi. Suppose x0 is a point from

δD = S1. In this case, fi(z) = zm · fi(1) ∕= 0. For any point x0 ∈ S1 let Ux0 be an open
set containing the set S1. In this case, Ux0 =


z∈S1

Uz. Since Pk\D is compact, we have

a finite subcover U1, ..., Us for the set Pk\D. Let h1, ..., hs be a partition of unity for the
cover U1, ..., Us. In this case, any function f ∈ Bm has the next form: f = fh1 + ...+ fhs.
Further, for any positive integer i ∈ 1, t, ∃n(i) such that fn(i)(x) ∕= 0, x ∈ (2Ui


(Pk\D)),

by construction of the set Ui. Since the set Ui is closed, then the function 1
fn(i)

is bounded.
In addition, there is a continuous function 1

f∗
n(i)

on the set Pk, by the Titze-Brower-Uryson

lemma. Here the function 1
f∗
n(i)

is the continuous extension for the function 1
fn(i)

to the set
Pk. This implies that

f = f · h1 · fn(1) · 1
f∗
n(1)

+ ...+ f · hs · fn(s) · 1
f∗
n(s)

.

The functions f · hi · 1
f∗
n(i)

belong to the algebra C(Pk). This completes the first part
of the proof.

Таврический вестник информатики и математики, 1 (46)’ 2020
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On the other hand, the module fi ·C(Pk) is a subset of Bm, by definition of the module
Bm. Thus f1 · C(Pk) + ...+ ft · C(Pk) ⊂ Bm. This completes the proof. □

Lemma 3. Suppose f is a function from C(Pk\D) that satisfy an additional condition
f(z) = f(1) for any z ∈ δD. In this case, there are fi ∈ Bm, gi ∈ B−m(i = 1, 2) such that
f = f1g1 + f2g2.

Proof. The algebra of continuous functions C(Pk\D) such that f(z) = f(1) for any z ∈ δD

is isomorphic to the algebra C(Pk). Suppose x1 is a point of intersection Pk\D and the
axe Oh. Let U1, U2 be an open covering for the set Pk such that x1 ∈ U1 and δD


U1 = ∅.

Suppose U2 does not contain the point x1. Let h1, h2 be the partition of unity for the open
covering by U1 and U2. Denote by f2 and g2 the functions f2 =

√
fh2 · z

|z| , g2 =
√
fh2 · z

|z| .
In this case,

√
fh2 denotes the same value for the two-valued function

√
w in both cases.

Since the function 1
|z| > 0 on the closed set U2, then the functions f2 and g2 are well

defined. The function 1
|z| is bounded on the top and bottom on the set U2. Denote by f1

the function
√
fh1, let g1 =

√
fh1. Here

√
fh1 denotes the same value for the two-valued

function for both cases. Since
√
fh1(z) = 0 for all z ∈ S1 = δD, we have f1 ∈ Bm and

g1 ∈ B−m.
Thus f = fh1+fh2 =

√
fh1 ·

√
fh1+

√
fh2 · z

|z| ·
√
fh2 · z

|z| = f1g1+f2g2. This concludes
the proof. □

2. 3-homogeneous C∗-algebras over two-dimensional manifolds

Denote by qm the function qm = 1, for |x+iy| < 1
6

and qm = (x+iy)m, for |x+iy| ≥ 1
6
.

Let the function µ3 be defined by the next formula: µ3(x, y, h) =
1
6
− |x+ iy|. The function

qm is discontinuous on Pk. On the other hand, the function µ3 · qm is continuous. Denote
by z the complex variable z = x+ iy. Let us realize the manifold Pk in the next way: all
handles are located on the sphere for |z| > 1

3
. Denote by ε a small real positive number.

Suppose the handles are so small that (1− ε) · (1− |z|2) ≤ h(z) ≤ (1 + ε) · (1− |z|2).

Lemma 4. The functions h2z, h2z, µ2
3 and the constant function equals 1 are well defined

on the space Pk\D. These functions can be considered as the functions on the factor-space
(Pk\D)/S1. The space (Pk\D)/S1 is homeomorphic to the manifold Pk. In this case, the
functions h2z, h2z, µ2

3 and the constant function equals 1 are generate the algebra of all
continuous functions over (Pk\D)/S1 ∼= Pk.

Proof. Consider the points (z1, h1) and (z2, h2) such that h1 = h2,
z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2. In this case, the functions h2z and h2z are distinguish
the points. Suppose the next equality has a place: µ2

3(z1) = µ2
3(z2). It means that

(1
6
− |z1|)2 = (1

6
− |z2|)2. If (1

6
− |z1|) = 1

6
− |z2| then |z1| = |z2|. On the other hand, if

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2020, 1
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(1
6
− |z1|) = −(1

6
− |z2|) then |z2| = 1

3
− |z1|. Suppose the next equalities has a place:

|z1| = |z2| and h(z1) = h(z2). In this case, h2(z1)z1 ∕= h2(z2)z2. The points z1 and z2 are
belong to the unit circle. Therefore, the next inequality has a place: z2 ∕= λ · z1 for any
positive real number λ,λ ∈ R+. In this case, if h(z1) ∕= h(z2) then h2(z1)z1 ∕= h2(z2)z2.
On the other hand, consider the case |z2| = 1

3
− |z1|. The points (z1, h) and (z2, h) are

belong to the inner part of the cylinder |z| ≤ 1
3
. The intersection of the set Pk and the

cylinder is the part of the unit sphere S2. In this case, the equality h2(z1) · z1 = h2(z2) · z2
is equivalent to the next equality: (1 − |z1|2) · z1 = (1 − |z2|2) · z2. It is follows from
here that (1 − |z1|2) · |z1| = (1 − |z2|2) · |z2|. From here we have the next equality:
|z1|− |z2|− (|z1|3− |z2|3) = 0. It follows that (|z1|− |z2|) · (1− |z1|2− |z1| · |z2|− |z2|2) = 0.
Therefore, |z1|2 + |z1| · |z2| + |z2|2 − 1 = 0, because |z1| ∕= |z2|. However, we have the
next equality: |z2| = 1

3
− |z1|. Therefore, |z1|2 + |z1| · |z2| + |z2|2 − 1 = 0, because

|z1| ∕= |z2|. On the other hand, we have the next equality: |z2| = 1
3
− |z1|. Therefore,

|z1|2 + |z1| · (13 − |z1|) + (1
3
− |z1|)2 − 1 = 0. This equality is equivalent to the next one:

|z1|2 − 1
3
· |z1|− 8

9
= 0. This equation has the roots: |z1|1 = 1

6
−

√
33
6

and |z1|2 = 1
6
+

√
33
6

.
These points are not belong to the set Pk\D, because the roots are not belong to the set
0 ≤ |z| ≤ 1.

Taking into account these results, we obtain that the functions h2z, h2z, µ2
3, 1

distinguish the points of the set Pk\D. Furthermore, the functions contains the constant
function. Also, for any function f the set of functions contains the function f . Therefore,
the functions generate the algebra C(Pk\D). The proof of the lemma is finished. □

Our main result is the following theorem.

Theorem 1. Let A denotes a 3-homogeneous C∗-algebra. Suppose the space of primitive
ideals for the algebra A is homeomorphic to the compact two-dimensional connected
manifold Pk. In this case, the algebra A can be generated by three idempotents

Proof. Denote by P1, P2, P3 the next idempotents:

P1 =




0 0 0

0 1 0

0 1 0



, P2 =




0 0 0

0 1 1
2
+ 1

2
· h2 · z

0 0 0



,

P3 =




1 0 0

h 0 0

µ3 · q−m 0 0



 ·




1 h · z µ3 · q+m

0 0 0

0 0 0



 · 1

1 + h2 · z + µ2
3

.

Таврический вестник информатики и математики, 1 (46)’ 2020
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We obtain that P 2
1 = P1, P

2
2 = P2, P

2
3 = P3, by direct calculation. First note that the

matrix-functions P1, P2 belong to any algebra BV . On the other hand, the matrix-function
P3 ∈ BV , where V = diag(zm, 1, 1) and 1 ≤ m ≤ 2.

Denote by A1 the minimal Banach algebra containing the idempotents P1, P2, P3.
Now note that the element P2 · P1 = E22 · (1 + 1

2
· h2 · z) belongs to

the algebra A1. Further, consider the sequence hn(x) = I − (I − x)n. Thus
hn(E22 · (1 + 1

2
· h2 · z)) → E22 ∈ A1, because 1

2
· h2 · z < 1. On the other hand,

consider the element (P1 − E22) · (P2 − E22) = E33 · (1
2
+ 1

2
· h2 · z) ∈ A1. In this

case, hn(E33 · (12 + 1
2
· h2 · z)) → E33 ∈ A1, because 1

2
− 1

2
· h2 · z < 1. This implies

that E32 ∈ A1, because E32 = P1 − E22. We obtain that E33 · (12 − 1
2
h2z) belongs to

the algebra A1, because E33 · (12 − 1
2
· h2 · z) = E33 − E33 · (12 + 1

2
· h2 · z). The sum

E33 · (1 + (1
2
− 1

2
· h2 · z) + (1

2
− 1

2
· h2 · z)2 + ...) has the next limit: E33 · 1

( 1
2
+ 1

2
·h2·z) ∈ A1.

Therefore, the constant matrix-function E23 belongs to the algebra A1, because the
next equality has a place: E23 = (P2 − E22) · E33 · 1

( 1
2
+ 1

2
·h2·z) . Further, the matrix-

function E33 · 1
1+h2z+µ2

3
belongs to the algebra A1. It is follows from the next equality:

E33 · 1
1+h2z+µ2

3
= E33 − E33 · P3 · E33 − E32 · P3 · E23.

The functions h2z, h2z, µ2
3, 1 generate the algebra C(Pk\D)/S1 by lemma 4.

Therefore the functions h2z
1+h2z+µ2

3
, h2z
1+h2z+µ2

3
,

µ2
3

1+h2z+µ2
3
, 1
1+h2z+µ2

3
generate the algebra

C(Pk\D)/S1

1+h2z+µ2
3

. The algebra is isomorphic to the algebra C(Pk\D)/S1, because the function
1 + h2z + µ2

3 ∈ C(Pk\D)/S1 and it is not equal zero on the set Pk\D.
The matrix-functions E32 · P3 · E23 = E33

h2z
1+h2z+µ2

3
, E33 · P3 · E33 = E33 · µ2

3

1+h2z+µ2
3
,

(2P2 − E23) · E33 · 1
1+h2z+µ2

3
= E33 · h2z

1+h2z+µ2
3

belong to the algebra A1.
Hence the set E33 · C(Pk\D)/S1 is the subset of the algebra A1. By
multiplying the element E33 · f(f ∈ C(Pk\D)/S1) on E32 and E23, we have
E22 · f ∈ A1. Therefore, E32 · C(Pk\D)/S1 ⊂ A1, E23 · C(Pk\D)/S1 ⊂ A1

and E33 ⊂ C(Pk\D)/S1 ⊂ A1. Taking into account that
E11 ·P3 ·E23 ·(1+h2z+µ2

3) = E13 ·h ·z ∈ A1, E11 ·P3 ·E33 ·(1+h2z+µ2
3) = µ3 ·qm ·E13 ∈ A1

and the functions hz, µ3 · qm are not equal zero together on the set Pk\D, we obtain that
these elements generate the module Bm · E13 ⊂ A1, by lemma 2. In the same way, the
module Bm ·E12 is the subset of the algebra A1, because Bm ·E12 = Bm ·E13 ·E32 ⊂ A1.

Arguing as above, we see that B−m · E21 ⊂ A1, B−m · E31 ⊂ A1. Further, the
multiplication of elements from the modules Bm ·E13 and B−m ·E31 generate the algebra
E11 · C(Pk\D)/S1 ⊂ A1.

It follows that the algebra A1 is equal to the algebra BV , because all components of
the algebra BV are the subsets of the algebra A1, by lemma 1. This concludes the proof
of the theorem. □
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Theorem 2. Suppose A is a 3-homogeneous C∗-algebra over the compact two-dimensional
oriented connected manifold Pk. In this case, the algebra A can not be generated by two
idempotents.

Proof. Assume the converse, then the algebra A is generated by two idempotents
a1, a2 ∈ A. Let M(A) be the set of maximal ideals of the algebra A. In this case, the
set M(A) is homeomorphic to a subset of the plane C ([4]). But it is well known that
the two-dimensional manifold Pk is not homeomorphic to a subset of the plane C. This
contradiction proves the theorem. □

Conclusion

In the work we considered 3-homogeneous C∗-algebra A whose space Prim(A)

of primitive ideals is isomorphic to the two-dimensional compact connected oriented
manifold. We used the realization for such algebra A as algebra of all continuous
sections for the appropriate algebraic bundle. By using this geometric realization, we
constructed 3 idempotents from the algebra A such that these elements generate the
algebra A. It means that the minimal Banach algebra B containing the elements is equal to
the algebra A. Also we proved that the algebra A can not be generated by two idempotents.
This generalizes results by A. Antonevich and N. Krupnik [4] and previous results by the
author [10–12].
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On hyper-sums and hyper-products of progressions.

Voytitsky V. I.

Abstract. In the article we study properties of some sequences of numbers (so-called “hyper-
sums” and “hyper-products”) which one can construct on the basis of given numerical sequence.
We consider such sequences for arithmetic, geometric progressions and Fibonacci numbers. We
obtain explicit formulas for its calculation and study problems of asymptotic behavior. As a
main result, we prove new asymptotic formula for hyper-products of arithmetic progression that
generalized Stirling’s formula and asymptotic of super-factorial.

Keywords: sequence of numbers, hyper-sums, hyper-products, asymptotic, generalized Stirling’s
formula, super-factorial .

1. Introduction

The arithmetic and geometric progressions are well known objects of elementary
mathematics. They are most simple recurrent sequences determined correspondingly by
formulas an = an−1 + d, bn = bn−1 · q. Here given real numbers d or q are called difference
of progression or denominator of progression. Using the definition we immediately obtain
explicit formulas for the n-th member of progression:

an = a1 + d(n− 1), bn = b1 · qn−1. (1.1)

For the arithmetic progression given formula is linear function of a natural number n,
the sum of first n members of arithmetic progression is given by formula

sn =
(a1 + an)n

2
=

(2a1 + d(n− 1))n

2
= P2(n), (1.2)

where P2(n)  is second degree polynomial. In the literature we can find notion of
arithmetic progression of order p (see for example, [3], [11]). It is such a sequence a

(p)
n

1The reported research is partially supported by the V. I. Vernadsky Crimean Federal University
Development Program for 2015–2024 (VG21/2019).
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that a
(p)
n − a

(p)
n−1 is an arithmetic progression of order p − 1 (we suppose that zero order

progression is constant).
From the definition we obtain that every polynomial Pp(n) is arithmetic progression

of order p, and each arithmetic progression of order p is some polynomial of order not
greater than p. For example, sequence an = n2 is arithmetic progression of order 2, and
standard arithmetic progression has order 1.

The hyper-sum of the arithmetic progression is a special case of arithmetic progression
of higher order. This term appears in the literature at the beginning of the two thousandth
years. See, for example, the articles [1], [4], [10]. For any sequence of real numbers an we
determine hyper-sum of order p by the recurrent formula

s(p)n =
n

k=1

s
(p−1)
k , (1.3)

where s
(1)
n = sn = a1 + a2 + . . .+ an.

Similarly, one can provide hyper-product of order p by the recurrent formula

Π(p)
n =

n

k=1

Π
(p−1)
k , (1.4)

where Π
(1)
n = a1 · a2 · . . . · an. Hyper-products of arithmetic progressions are most difficult

objects which are generalized factorials. Really for simplest progression an = n we
have ordinary factorial Π

(1)
n = n!. For the hyper-products of order 2 and 3 we have

Π
(2)
n = 1! · 2! · ... · n! =: sf(n), it is so called “super-factorial” of the integer n, and

Π
(3)
n = sf(1)·sf(2)·...·sf(n) =: sdf(n) is so called “super-duper-factorial” of the integer n.

It should be mentioned that notation n! for the factorial was introduced by Christian
Kramp in 1808. Asymptotic behavior for the factorial was obtained by James Stirling and
Abraham de Moivre in the middle of XVIII century. First generalizations of factorials
appears at the beginning of XIX century (see [8], [9]). The super-factorial is defined in the
“Encyclopedia of Integer Sequences” (Academic Press, 1995) by Neil Sloane and Simon
Plouffe. Its generalization super-duper-factorial was provided in 2000 by Henry Bottomley.

The aim of the present article is to find explicit formulas for hyper-sums and hyper-
products of order p for arithmetic, geometric progressions and Fibonacci numbers, and
study its asymptotic behavior (some of these results were obtained in collaboration with
the student M. Dzhemaledinova). The main new result of the article is general asymptotic
formula for hyper-products of arithmetic progressions obtained on the base of Euler-
Maclaurin formula.
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2. Hyper-sums of sequences

From combinatorics (see for example [6], p. 199) we know formula for summing the
number of combinations from k to p (p ≤ n) :

n

k=p

Cp
k = Cp+1

n+1. (2.1)

Here Cp
k =


k

p


=

k(k − 1)...(k − p+ 1)

p!
.

Using this identity we immediately come to the next result (it is also a corollary of
the theory of finite differences, see, for example, [5], section 5.3.6).

Theorem 1. For any sequence of real numbers an the hyper-sum of order p + 1 (p ≥ 0)

can be calculated by the formula

s(p+1)
n = Cp

n+p−1a1 + Cp
n+p−2a2 + . . .+ Cp

n+p−kak + . . .+ Cp
pan. (2.2)

Proof. Prove formula (2.2) using the method of math induction.
For p = 1 we have right identity

s(2)n = C1
na1 + C1

n−1a2 + . . .+ C1
n−k+1ak + . . .+ C1

1an =

= na1 + (n− 1)a2 + . . .+ (n− k + 1)ak + . . .+ an =

= a1 + (a1 + a2) + (a1 + a2 + a3) + . . .+ (a1 + a2 + . . .+ an) = s
(1)
1 + s

(1)
2 + . . .+ s(1)n .

Let formula (2.2) be right for given p ≥ 1, prove it for p + 1. Indeed, using (2.1) we
have

s(p+2)
n = s

(p+1)
1 + s

(p+1)
2 + . . .+ s(p+1)

n = Cp
pa1 + (Cp

p+1a1 + Cp
pa2) + . . .+

+(Cp
n+p−1a1 + Cp

n+p−2a2 + . . .+ Cp
n+p−kak + . . .+ Cp

pan) =

= (Cp
p + Cp

p+1 + Cp
p+2 + . . .+ Cp

p+n−1)a1 + (Cp
p + Cp

p+1 + Cp
p+2 + . . .+ Cp

p+n−2)a2+

+ . . .+ Cp
pan = Cp+1

n+pa1 + Cp+1
n+p−1a2 + . . .+ Cp+1

p+1an.

□

2.1. Hyper-sums of arithmetic progressions. If an = a1 + (n − 1)d is arithmetic
progression then, for n ≥ 2, formulas (2.1), (2.2) imply

s(p+1)
n = Cp

n+p−1a1 + Cp
n+p−2(a1 + d) + . . .+ Cp

p (a1 + (n− 1)d) =

= a1

Cp

n+p−1 + Cp
n+p−2 + . . .+ Cp

p


+ d


Cp

n+p−2 + 2Cp
n+p−3 + . . .+ (n− 1)Cp

p


=
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= Cp+1
n+pa1 + d


(Cp

n+p−2 + Cp
n+p−3 + . . .+ Cp

p )+

+ (Cp
n+p−3 + Cp

n+p−4 + . . .+ Cp
p ) + . . .+ Cp

p


=

= Cp+1
n+pa1 + d


Cp+1

n+p−1 + Cp+1
n+p−2 + . . .+ Cp+1

p+1


= Cp+1

n+pa1 + Cp+2
n+pd. (2.3)

Hyper-sums of arithmetic progression have different applications, part of them one
can find in [10]. These objects are natural generalization of figurate numbers.

For most simple case a1 = d = 1 formula (2.3) implies

s(p+1)
n = Cp+1

n+p + Cp+2
n+p = Cp+2

n+p+1.

For given p ≥ 0 such sequence correspond to number of balls in space of p+2 dimensions
from which it is possible to make a simplex. For example, p = 0 corresponds to triangle

(2-dimensional) numbers sn = C2
n+1 =

(n+ 1)n

2
= 1, 3, 6, 10, . . .; p = 1 corresponds to

triangular pyramidal numbers s2n = C3
n+2 =

(n+ 2)(n+ 1)n

3!
= 1, 4, 10, 20, . . ., and so on.

Identity (2.3) shows that hyper-sum s
(p+1)
n of order p+1 is polynomial of degree p+2,

so it is arithmetic progression of order p + 2. For any p ≥ 0 such sequence is infinitely
large, now we find its asymptotic behavior:

s(p+1)
n =

(n+ p)(n+ p− 1) . . . n

(p+ 1)!
a1 +

(n+ p)(n+ p− 1) . . . (n− 1)

(p+ 2)!
d =

=
dnp+2

(p+ 2)!
+

dnp+1

(p+ 2)!


p+ (p− 1) + . . .+ 1 + 0 + (−1)


+

a1n
p+1

(p+ 1)!
+O(np) =

=
dnp+2

(p+ 2)!
+

dnp+1(p− 1)(p+ 2)

2(p+ 2)!
+

a1n
p+1

(p+ 1)!
+O(np) =

=
d

(p+ 2)!
np+2 +

d(p− 1) + 2a1
2(p+ 1)!

np+1 +O(np).

Notice that according to (1.2) for p = 0 we have precise formula sn =
d

2
n2 +

2a1 − d

2
n.

2.2. Hyper-sums of geometric progressions. Using (2.2) the hyper-sums of geometric
progression of order p can be calculated by the formula

s(p)n = b1

Cp−1

n+p−2 + Cp−1
n+p−3q + . . .+ Cp−1

p qn−2 + Cp−1
p−1q

n−1

=

= b1q
n−1


1 + q−1C1

p + q−2C2
p+1 + . . .+ q1−nCn−1

p+n−2


= b1q

n−1Fn(p, 1, 1, 1/q), (2.4)

where Fn(a, b, c, z) is sum of first n summands of Gauss hypergeometric function.
To obtain asymptotic of such hyper-sum let us prove another explicit formula for s(p)n .
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Theorem 2. For any geometric progression bn = b1q
n−1 (q ∕= 1) and given integer p ≥ 2

the following formula is valid

s(p)n =
b1

q − 1

qp−1(qn − 1)

(q − 1)p−1
− qp−2C1

n

(q − 1)p−2
−

qp−3C2
n+1

(q − 1)p−3
− . . .−

qCp−2
n+p−3

q − 1
−Cp−1

n+p−2


. (2.5)

Proof. For p = 2 formula (2.5) is valid:

s(2)n = b1 + b1(1 + q) + . . .+ b1(1 + q + . . .+ qn−1) =

= b1(q
n−1 + 2qn−2 + 3qn−3 + . . .+ (n− 1)q + n) =

=
n

k=1

b1(q
k − 1)

q − 1
=

b1
q − 1


n

k=1

qk −
n

k=1

1


=

b1
q − 1


q(qn − 1)

q − 1
− n


.

The transition of induction is based on formula (2.1):

s(p+1)
n =

n

k=1

s
(p)
k =

b1
q − 1

 qp−1

(q − 1)p−1

n

k=1

(qk − 1)−

− qp−2

(q − 1)p−2

n

k=1

C1
k − . . .− q

q − 1

n

k=1

Cp−2
k+p−3 −

n

k=1

Cp−1
k+p−2


=

=
b1

q − 1

 qp−1

(q − 1)p−1
·
q(qn − 1)

q − 1
− n


−

− qp−2

(q − 1)p−2
C2

n+1 − . . .− q

q − 1
Cp−1

n+p−2 − Cp
n+p−1


=

=
b1

q − 1

qp(qn − 1)

(q − 1)p
− qp−1

(q − 1)p−1
C1

n−

− qp−2

(q − 1)p−2
C2

n+1 − . . .− q

q − 1
Cp−1

n+p−2 − Cp
n+p−1


.

□

Formula (2.5) implies that each hyper-sum of geometric progression (with q ∕= 1) of
order p ≥ 2 tends to infinity (that is not true for p = 1). We have different asymptotic
behavior for |q| > 1 or |q| ≤ 1.

In the first situation (|q| > 1) we obtain

s(p)n =
b1q

p−1qn

(q − 1)p
− b1

(q − 1)(p− 1)!
np−1 +O(np−2), (n → ∞).

This formula is valid for p ≥ 1.

Таврический вестник информатики и математики, 1 (46)’ 2020



24 V. I. Voytitsky

For the second situation (|q| < 1 or q = −1) first summand in (2.5) tends to zero or
is bounded, so for p ≥ 2 we have

s(p)n =
b1

(1− q)(p− 1)!
np−1 +O(np−2), (n → ∞)

(well known that s
(1)
n → b1

1− q
for |q| < 1, n → ∞).

2.3. Hyper-sums of Fibonacci numbers. We can find also explicit formula for hyper-
sums of Fibonacci numbers using identity (2.1).

Fibonacci numbers is recurrent sequence satisfied relation
un = un−1 + un−2, u1 = 1, u2 = 1. Therefore u1 = u3 − u2, u2 = u4 − u3 and so
on. Hence sn = u1+u2+ . . .+un = (u3−u2)+(u4−u3)+ . . .+(un+2−un−1) = un+2−u2.
Let us prove generalization of this formula.

Theorem 3. For given integer p ≥ 1 the following formula for hyper-sums of Fibonacci
numbers is valid

s(p)n = un+2p −
p−1

l=0

C l
n+l−1u2(p−l). (2.6)

Proof. For p = 1 we have truth formula s
(1)
n = un+2 − u2. The transition of induction is

the following:

s(p+1)
n =

n

k=1

s
(p)
k =

n

k=1

uk+2p −
n

k=1

p−1

l=0

C l
k+l−1u2(p−l) =

=

n+2p

k=1

uk −
2p

k=1

uk −
p−1

l=0

u2(p−l)

n

k=1

C l
k+l−1 =

= un+2p+2 − u2 − (u2p+2 − u2)−
p−1

l=0

C l+1
n+lu2(p−l) =

= un+2(p+1) − u2p+2 −
p

l=1

C l
n+l−1u2(p−l+1) = un+2(p+1) −

p

l=0

C l
n+l−1u2(p+1−l).

□

3. Hyper-products of progressions

Using definition (1.4) and identity (2.1) analogously with theorem 1 one can prove
the following statement.
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Theorem 4. For any sequence of real numbers an the hyper-products of order p+1 (p ≥ 0)

can be calculated by the formula

Π(p+1)
n = a

Cp
n+p−1

1 · aC
p
n+p−2

2 · . . . · aC
p
n+p−k

k · . . . · aC
p
p

n . (3.1)

3.1. Hyper-products of geometric progression. The hyper-products of geometric
progression are close to the hyper-sums of arithmetic progression. Really, analogously
with identity (2.3) for n ≥ 2 we obtain the formula

Π(p+1)
n = b

Cp+1
n+p

1 · qC
p+2
n+p . (3.2)

Since Cp+2
n+p = Cp+1

n+p · n−1
p+2

we have another identity

Π(p+1)
n =


b1 · q

n−1
p+2

Cp+1
n+p

. (3.3)

So, for b1 ∕= 0, q ∕= 0 the following equality is valid:

ln|Π(p+1)
n | = Cp+1

n+p


ln |b1|+

n− 1

p+ 2
ln |q|


. (3.4)

If |q| ∕= 1 then we have the asymptotic formula

ln|Π(p+1)
n | = ln |q|

(p+ 2)!
np+2 +

ln |b1|(p+ 2)− ln |q|
(p+ 2)!

np+1 +O(np), n → ∞. (3.5)

Notice that ln|Π(p+1)
n | → ±∞ whenever |q| > 1 or |q| < 1, so |Π(p+1)

n | → +∞ for |q| > 1

or |Π(p+1)
n | → 0 for |q| < 1.

3.2. Hyper-products of arithmetic progression. Now we study asymptotic behavior
of hyper-products of arithmetic progressions.

For the first order hyper-product in the simplest situation an = n we know Stirling’s
formula (see for e.g. [2], p. 111)

Π(1)
n = n! =

√
2πn ·

n
e

n

(1 + o(1)), n → ∞. (3.6)

For arbitrary arithmetic progression an = a1 + (n− 1)d we have

Π(1)
n = a1 · (a1 + d) · (a1 + 2d) · . . . · (a1 + (n− 1)d). (3.7)

To find asymptotic of (3.7) it is convenient to use Euler-Gauss formula (see, for example,
[2], p. 47, and [7], p. 203) for Gamma function of Euler:

Γ(z) = lim
n→∞

(n− 1)! · nz

z(z + 1)(z + 2)...(z + n− 1)
, z ∈ C \ {0,−1,−2, . . .}.
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Using this identity we have

Γ
a1
d


= lim

n→∞

(n− 1)! · n
a1
d

a1
d


a1
d
+ 1


. . .


a1
d
+ n− 1

 = lim
n→∞

(n− 1)! · n
a1
d · dn

a1(a1 + d) . . . (a1 + (n− 1)d)
.

Therefore using Stirling’s formula we obtain the following asymptotic formula:

Π(1)
n = n!

n
a1
d
−1dn

Γ(a1
d
)

(1 + o(1)) =
√
2πn ·


dn

e

n

· n
a1
d
−1

Γ(a1
d
)
(1 + o(1)), n → ∞. (3.8)

For a1 = d = 1 it is Stirling’s formula, for a1 = 1, d = 2 or a1 = 2, d = 2 we follow to
asymptotic of double factorials (for n → ∞):

Π(1)
n = 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1) = (2n− 1)!! = 2n+

1
2 ·

n
e

n

(1 + o(1)),

Π(1)
n = 2 · 4 · 6 . . . 2n = (2n)!! = n! · 2n =

√
2πn


2n

e

n

(1 + o(1)).

For the hyper-products of arithmetic progression of high order formula (3.1) implies

Π(p+1)
n = a

Cp
n+p−1

1 (a1 + d)C
p
n+p−2 . . . (a1 + (k − 1)d)C

p
n+p−k . . . (a1 + (n− 1)d)C

p
p .

For simplicity we will assume further that a1 > 0, d > 0, then we can find logarithm from
both sides of previous formula:

lnΠ(p+1)
n =

n

k=1

Cp
n+p−k ln(a1 + (k − 1)d) =

n

k=1

f(k), (3.9)

where
f(x) :=

(n− x+ 1)(n− x+ 2) . . . (n− x+ p)

p!
ln(a1 + (x− 1)d) (3.10)

is a smooth function of x ∈ [1;n] depending on natural n.
The asymptotic of such sum is determined by Euler-Maclaurin formula (see [6], p.

509)

n−1

k=1

f(k) =

n

1

f(x) dx+
m

k=1

Bk

(k)!


f (k−1)(n)− f (k−1)(1)


+

+ (−1)m+1

n

1

Bm({x})
(m)!

f (m)(x) dx, (3.11)

where Bk are so called Bernoulli numbers forming sequence

−1/2, 1/6, 0, −1/30, 0, 1/42, 0, −1/30, 0, 5/66, 0, . . . ,
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and Bk({x}) are polynomials of Bernoulli depend on fractional part of a variable x. Each
odd Bernoulli number from third is equal to zero, so addition of f(n) to both sides of
(3.11) leads to more convenient formula:

n

k=1

f(k) =

n

1

f(x) dx+
f(n) + f(1)

2
+

+
m

s=1

B2s

(2s)!


f (2s−1)(n)− f (2s−1)(1)


−

n

1

B2m({x})
(2m)!

f (2m)(x) dx. (3.12)

In [6], p. 515, we can find the following useful estimation of the residual term of (3.12):

R2m := −
n

1

B2m({x})
(2m)!

f (2m)(x) dx =

= θm
B2m+2

(2m+ 2)!
(f (2m+1)(n)− f (2m+1)(1)), for some θm ∈ (0; 1), (3.13)

whenever f (2m+2)(x) and f (2m+4)(x) have the same sign for all x ∈ [1;n].
To prove this property for the function (3.10) let us transform it:

f(x) =
(n− x+ 1)(n− x+ 2) . . . (n− x+ p)

p!
ln(a1 + (x− 1)d) =

=
ln(a1 + (x− 1)d)

p!


(n− x)p + (1 + 2 + . . .+ p)(n− x)p−1+

+ (1 · 2 + 1 · 3 + . . .+ (p− 1) · p)(n− x)p−2 + . . .+ p!

=:

p

l=0

αlfl(x). (3.14)

Here
fl(x) := ln(a1 + (x− 1)d)(n− x)l,

and positive coefficients αl are equal to sum of various products of p− l different numbers
from the set {1, 2, . . . , p} divided by p!

Lemma 1. The function f(x) given by (3.10) with a1 > 0, d > 0 is satisfied condition
f (2m+2)(x) < 0 for all x ∈ [1;n] and arbitrary natural m such that 2m+ 2 > p.

Proof. According to (3.14) it is sufficient to prove the lemma for each
fl(x) := ln(a1 + (x − 1)d)(n − x)l, l = 0, 1, . . . , p. Really, as an exercise we can
verify that all even derivatives of f0(x) and f1(x) are negative for x ∈ [1;n]; all even
derivatives of f2(x) and f3(x) of order 4 and higher are negative for x ∈ [1;n]. The
number of even negative derivative increase with growth of l.
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Let us find minimal negative derivative for fp(x). Using Leibnitz’ formula we have


ln(a1 + (x− 1)d)(n− x)p

(p+1)
=

(−1)pp!dp+1


a1 + (x− 1)d

p+1 (n− x)p + . . .+

+
C l

p+1(−1)p−l(p− l)!dp+1−l


a1 + (x− 1)d

p+1−l
(−1)lp(p− 1) . . . (p− l + 1)(n− x)p−l + . . .+

+
(p+ 1)d

a1 + (x− 1)d
(−1)pp! + 0.

Here for odd p all summands without two last are nonpositive for x ∈ [1;n], but
(p+1)d


a1+(x− 1)d

−1
(−1)pp! < 0. Hence we have negative derivative. It is not hard to

see that the next derivative (of order p+2) will be positive, the next one (of order p+3)
will be negative and so on. Therefore lemma is proved for odd p.

If number p is even then all summands of f
(p+1)
p (x) are nonnegative, but the next

derivative (of even order p+2) will be negative. So, all derivatives of even order 2m+2 > p

are negative. □

Since 2p + 2 > p for all nonnegative integers p, lemma 1 for m = p implies the next
useful formula

lnΠ(p+1)
n =

n

k=1

f(k) =

n

1

f(x) dx+
f(n) + f(1)

2
+

+

p

s=1

B2s(f
(2s−1)(n)− f (2s−1)(1))

(2s)!
+ θp

B2p+2(f
(2p+1)(n)− f (2p+1)(1))

(2p+ 2)!
. (3.15)

We will use this formula for each function fl(x) = ln(a1+(x−1)d)(n−x)l (l = 0, 1, . . . , p),
and then add up obtained results.

Primarily let us estimate integral
 n

1
fl(x) dx. Using replacement t = a1 + (x − 1)d,

the integration by parts, and the binomial theorem, we obtain
n

1

fl(x) dx =

n

1

ln(a1 + (x− 1)d)(n− x)l dx =
1

dl+1

a1+(n−1)d

a1

ln t[a1 + (n− 1)d− t]l dt =

= − 1

dl+1(l + 1)

a1+(n−1)d

a1

ln t d([a1 + (n− 1)d− t]l+1) =

=
(n− 1)l+1 ln a1

l + 1
+

1

dl+1(l + 1)

a1+(n−1)d

a1

[a1 + (n− 1)d− t]l+1

t
dt =
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=
(n− 1)l+1 ln a1

l + 1
+

[a1 + (n− 1)d]l+1

dl+1(l + 1)
[ln(a1 + (n− 1)d)− ln a1]+

+
1

dl+1(l + 1)

l+1

m=1

[a1 + (n− 1)d]l+1−m(−1)mCm
l+1

m
[(a1 + (n− 1)d)m − am1 ].

Using asymptotic ln(a1 + (n− 1)d) = lnn+ ln d+O(1/n) (n → ∞) we have

n

1

fl(x) dx =
nl+1(lnn+ ln d)

l + 1
+

nl+1

l + 1

l+1

m=1

(−1)mCm
l+1

m
+
nl(a1 − d)

d
(lnn+ln d)+O(nl) =

=
nl+1 lnn

l + 1
+

nl+1

l + 1


ln d− C1

l+1 +
C2

l+1

2
− . . .+ (−1)l+1 1

l + 1


+

+
nl lnn(a1 − d)

d
+O(nl), n → ∞. (3.16)

For other summands in (3.15) we have

f0(n) + f0(1)

2
=

ln(a1 + (n− 1)d) + ln a1
2

=
lnn

2
+O(1), n → ∞,

fl(n) + fl(1)

2
=

ln a1(n− 1)l

2
= O(nl), n → ∞.

One can proved that f
(2s−1)
l (n) = O(nl), f

(2s−1)
l (n) = O(nl) for each l ≥ 0, s ≥ 1.

Therefore we obtain

lnΠ(p+1)
n =

n

k=1

f(k) =
n

k=1

p

l=0

αlfl(k) =

p

l=0

αl

n

1

fl(x) dx+
lnn

2
+O(1) +

p

l=0

O(nl) =

= αp

np+1 lnn

p+ 1
+

np+1

p+ 1


ln d− C1

p+1 +
C2

p+1

2
− . . .+ (−1)p+1 1

p+ 1


+

+
np lnn(a1 − d)

d
+O(np)


+ αp−1

np lnn

p
+O(np) +

lnn

2
+O(np), n → ∞. (3.17)

Since αp =
1

p!
, αp−1 =

1 + 2 + . . .+ p

p!
=

p(p+ 1)

2p!
, we finally get the following formula:

lnΠ(p+1)
n =

np+1 lnn

(p+ 1)!
+

np+1

(p+ 1)!


ln d− C1

p+1 +
C2

p+1

2
− . . .+ (−1)p+1 1

p+ 1


+

+
np lnn

p!


a1 − d

d
+

p+ 1

2


+O(np), n → ∞ (p ≥ 0). (3.18)

This formula is generalized Stirling’s formula for hyper-products of arithmetic
progression. To verify it we consider some special cases.
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For p = 0 we obtain

lnΠ(1)
n = n lnn+ n


ln d− 1


+ lnn


a1
d

− 1

2


+O(1), n → ∞. (3.19)

This formula corresponds to (3.8).
In the case p = a1 = d = 1 we take the asymptotic of super-factorial

lnΠ(2)
n =

n2 lnn

2
+

n2

2


− 2 +

1

2


+ n lnn+O(n) =

= 0, 5n2 lnn− 0, 75n2 + n lnn+O(n), n → ∞. (3.20)

For p = 2, a1 = d = 1 we obtain asymptotic of super-duper-factorial

lnΠ(3)
n = ln sdf(n) =

n3 lnn

3!
+

n3

3!


− 3 +

3

2
− 1

3


+

n2 lnn

2

3

2
+O(n2) =

=
1

6
n3 lnn− 11

36
n3 +

3

4
n2 lnn+O(n2), n → ∞. (3.21)

It should be mention that first and seconds summands of (3.20) and (3.21) was proved
by Charles Greathouse IV in 2012. One can find these formulas in “Online Encyclopedia
of Integer Sequences” (see oeis.org, see oeis.org/A000178 and oeis.org/A055462). Formula
(3.15) allows to obtain more precise asymptotic than (3.18), but it is not included in the
topic of this article.
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Intelligent Optimization based on Machine Learning: State of Art
and Perspectives (A Survey).

Donskoy V. I.

Abstract. This survey focuses on the following problem: it is necessary, observing the
behaviour of the object, automatically figure out how to improve (optimize) the quality of his
functioning and to identify constraints to the improvement of this quality. In other words, build
the objective function (or set of objective functions in multiobjective case) and constraints 
i.e. the mathematical model of optimization  by mean machine learning. We present the
main developed to date methods and algorithms that enable the automatic construction of
mathematical models of planning and management objects by the use of arrays of precedents. The
construction of empirical optimization models by reliable case information allows us to obtain an
objective control model that reflects real-world processes. This is their main advantage compared
to the traditional, subjective approach to the construction of control models. Relevant to the
task a set of mathematical methods and information technologies called “Extraction optimization
models from data”, “BOMD: Building Optimization Models from Data”, “Building Models from
Data”, “The LION Way: Learning plus Intelligent Optimization”, “Data-Driven Optimization”.
The incompleteness of information and uncertainty are understood in different ways. Significantly
different are the problem settings  deterministic, stochastic, parametric, mixed. Therefore, the
consideration of a wider range of tasks leads to a variety of (primarily statistical) and other
formulations of the problem and interpretations of uncertainty and incompleteness of initial
information. The survey contains the following sections:

1. Empirical synthetic of pseudoBoolean models;
2. Empirical linear models with real variables;
3. Empirical neural network optimization models;
4. Iterative models;
5. Models, including statistical statements;
6. Problems, associated with the lack of the training set of points not belonging to the region

of feasible solutions.

Keywords: machine learning, optimization models, incomplete data, artificial intelligence, neural
networks
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Введение

"Torturing the data until it confesses...
and if you torture it long enough,
you can get it to confess to anything"
Roberto Battiti "The LION Way" [22]

Математические методы и технологии искусственного интеллекта, основанные на
машинном обучении, в настощее врем находт повсеместное применение и входт
в число главных проблем теоретической и прикладной информатики. Чаще всего ме-
тоды машинного обучени исполутс при решении адач регрессионного аналиа
и классификации и баирутс на принципе эмпирической индукции Ф. Бэкона [4],
предполагащем сбор данных (наблдений) и формирование и полученных дан-
ных обучащих таблиц. Эмпирическа индукци поволет на основе имещихс
наблдений сделат необходимые обобщени и выводы о свойствах наблдаемого
обекта, и ее применение оправдано, когда об иучаемом или управлемом обекте
нет исчерпыващей информации дл принти решений.

адачей наблдени а обектом влетс получение как моно более точно опи-
сыващей его поведение модели. Дл этой цели обычно примент восстановление
функций, оцениващих те или иные покаатели, и прогноирование на их основе,
а таке обучение классификации состоний обекта с цел принти управлен-
ческих решений. Естественно поставит адачу машинного обучени шире: набл-
да а поведением обекта, понт, как улучшит (оптимиироват) качество
его функционировани и выснит, какие ограничени, прептствущие улучше-
ни качества, имет место. Иначе говор, построит целеву функци (или набор
целевых функций в многокритериалном случае) и ограничени – математическу
модел оптимиации – путем машинного обучени.

Цел данного обора  краткое илоение основных раработанных к настоще-
му времени методов и алгоритмов, обеспечиващих автоматическое построение
математических моделей планировани и управлени обектами на основе испол-
овани массивов прецедентов (наблдений).

Построение эмпирических оптимиационных моделей по достоверной прецедент-
ной информации [1, 8, 9, 20, 32–34] поволет получат обективные модели управ-
лени, отраащие реалные экономические процессы. Это влетс главным пре-
имуществом по сравнени с традиционным, субективным подходом к построени
моделей управлени. Соответствущу поставленной адаче совокупност мате-
матических методов и нову информационну технологи наыват по-раному:
“Ивлечение оптимиационных моделей и данных (ИОМД)” [7], “BOMD: Building
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Optimization Models from Data” [31], “Building Models from Data” [42], “The LION Way:
Learning plus Intelligent Optimization” [22], “Data-Driven Optimization” [23]. При этом
неполнота информации и неопределенност пониматс авторами по-раному. Су-
щественно отличатс и постановки адач  детерминированные, стохастические,
параметрические, смешанные. Поэтому рассмотрение более широкого круга адач
приводит к ранообраным (преде всего  статистическим) и другим постанов-
кам и трактовкам неопределенности и неполноты исходной информации [10, 18, 21–
23, 25–30, 39]. Первые работы и основные идеи в области применени распонавани
обраов и машинного обучени дл построении оптимиационных моделей плани-
ровании и управлении принадлеат советскому математику Вл. Д. Маурову [14].
Поднее эти идеи и многие доведенные до работоспособных алгоритмов реулта-
ты были опубликованы в книге И. И. Ерёмина и Вл. Д. Маурова “Нестационарные
процессы математического программировани” [11].

Стремление охватит раличные постановки адач, методы и алгоритмы в на-
стощем оборе сделало его несколко эклектичным, но хочетс думат, что это не
помешает читател получит достаточное представление о современном состонии
проблемы построени оптимиационных моделей по эмпирической информации.

1. Эмпирические синтетические псевдобулевые модели

Дискретные псевдобулевы модели условной скалрной оптимиации в общем слу-
чае имет вид

max (min) f(x̃) при условии x̃ ∈ Ω ⊂ Bn, (1)

где Bn = {0, 1}n, Ω  мноество допустимых решений, определемых
ограниченими раличного вида, f : Bn → R  псевдобулева функци,
x̃ = (x1, . . . , xi, . . . , xn) ∈ Bn  набор булевых переменных. В наиболее распро-
страненном случае модел (1) содерит ограничени в виде линейных неравенств и
линейну целеву функци:





max

n
i=1 cixi; aj1x1 + · · ·+ ajixi + · · ·+ ajnxn ≤ bj;

xi ∈ {0, 1}; ci, aji ∈ R; i = 1, n; j = 1,m.
(2)

Модел (2) полагаетс существущей, но неивестной; о ней имеетс толко ча-
стична информаци  обучаща выборка {(x̃j, f(x̃j), γj)}lj=1, влщас набо-
ром троек: точек с ивестным начением функции f и предиката γj = [x̃ ∈ Ω] в этих
точках. Полагаетс, что эта исходна информаци влетс беошибочной (точной).

В работе [34] описан подход к решени адачи синтеа эмпирической псевдобу-
левой модели по прецедентной началной информации на основе логических форм
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представлени исходной модели. Например, лба псевдобулева функци моет
быт представлена в виде полинома. Ранообраие вомоных представлений мо-
дели (1) делает целесообраным введение понти формы представлени модели.
Так (2)  модел с ограниченими в форме нестрогих неравенств с линейной целе-
вой функцией.

Определение 1. [34] Модел скалрной псевдобулевой оптимиации в виде

max/min f(x1, . . . , xn) при условии
m

j=1

x
σj1

j1 ∧ · · ·∧x
σjkj

jkj
= 1


µ

q=1

x
σq1

q1 ∧ · · ·∧x
σqkq

qkq
= 0


(3)

наываетс первой (второй) формой с динктивным (ДНФ) ограничением.

Теорема 1. [34] Лба модел псевдобулевой условной оптимиации моет быт
представлена и в первой, и во второй форме с ДНФ ограничением.

Лемма 1. Если в линейной модели псевдобулевой оптимиации (2) все коэффици-
енты ограничений полоителны и

aj1x1 + · · ·+ ajixi + · · ·+ ajnxn ≤ bj ⇔ ψj(x̃) = 0,

то ψj  монотонна булева функци и ΨΩ =
m

j=1 ψj  монотонна булева функ-
ци.

Теорема 2. [34] Если адача условной линейной псевдобулевой оптимиации (2) с
полоителными коэффициентами в ограничених-неравенствах представлена во
второй форме с ДНФ ограничением

ΨΩ(x̃) =

µ

q=1

x
σq1

q1 ∧ · · · ∧ x
σqkq

qkq
= 0,

то ΨΩ  монотонна функци.

Дл дл построени аппроксимации Ω̂ исполутс методы машинного обуче-
ни, поволщие получит булеву аппроксимирущу функци ϕ̂Ω(x̃) или Ψ̂Ω(x̃)

в виде ДНФ. Наиболее подходщими дл этой цели влтс алгоритмы обучени,
основанные на построении бинарных решащих деревев (БРД), которые представ-
лт собой алгоритмические операторы, отобраащие обучащие последовател-
ности в семейство булевых функций, имещих древообраное структурное представ-
ление [6].

Пуст функци f влетс монотонной, требуетс найти ее максимум, полу-
чена монотонна аппроксимаци f̂ и построено эмпирическое ДНФ ограничение
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m
j=1 Kj = 1. Тогда в кадом интервале мноества Bn, соответствущем коннк-

ции Kj = x
σj1
j1

∧ · · · ∧ x
σji
ji

∧ · · · ∧ x
σjkj

jkj
, немедленно находитс экстремалное начение

f̂(x̃∗
Kj
) в точке x̃∗

Kj
, котора определетс следущим обраом. Переменные с но-

мерами ji такими, что σji = 1 получат единичные начени, σji = 0  нулевые
начени, а осталные, свободные от входени в коннкци Kj переменные, со-
гласно монотонности целевой функции доопределтс единицами. Далее находитс
ˆ̃x∗ = argmaxj f̂(x̃

∗
Kj
) = argmaxj f̂(x̃) / x

σj1
j1

∧ · · · ∧ x
σji
ji

∧ · · · ∧ x
σjkj

jkj
= 1. В ременна

слоност описанного алгоритма находени экстремума монотонной псевдобулевой
функции с ДНФ ограничением оцениваетс как O(mn). Дл проверки допустимости
монотонного доопределени моет быт исполован

Алгоритм 1. Проверка непротиворечивости свойству монотонности функции по вы-
борке.

Вход: корректна обучаща выборка {(x̃j, f(x̃j))}lj=1.
Выход: M = 1, если выборка не противоречит услови монотонности, иначе M = 0.

1: M := 1;

2: for j := 1 to l − 1 do
3: for s := j + 1 to l do
4: if (x̃j ≺ x̃s) ∧ (f(x̃j) > f(x̃s)) ∨ (x̃s ≺ x̃j) ∧ (f(x̃s) > f(x̃j))

then M := 0; stop end then.

Определение 2. Функци f , частично аданна при помощи обучащей выборки
{(x̃j, f(x̃j))}lj=1, допускает линейну аппроксимаци, если найдетс такой вектор
C ∈ Rn, что дл лбой пары точек x̃p, x̃q и этой выборки таких, что f(x̃p) < f(x̃q)

выполнетс неравенство (C, x̃p) < (C, x̃q).

Теорема 3. [34, 44] Функци f , частично аданна при помощи обучащей выбор-
ки {(x̃j, f(x̃j))}lj=1, в которой f(x̃j) ∕= f(x̃m), 1 ≤ j < m ≤ l, допускает линейну
аппроксимаци тогда и толко тогда, когда в отсортированной по наченим це-
левой функции f(x̃j) последователности ее точек x̃j1 , . . . , x̃jp , . . . , x̃jl такой, что
f(x̃j1) < · · · < f(x̃jp) < · · · < f(x̃jl), дл лбого p = 1, 2, . . . , (l − 1) существует
гиперплоскост (C∗, x̃) = λp, отделща точки x̃j1 , . . . , x̃jp от точек x̃jp+1 , . . . , x̃jl,
причем (C∗, x̃jp) < (C∗, x̃jp+1)

Теорема 4. Если в отсортированной по наченим целевой функ-
ции f(x̃j) последователности ее точек x̃j1 , . . . , x̃jp , . . . , x̃jl такой, что
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f(x̃j1) < · · · < f(x̃jp) < · · · < f(x̃jl), дл лбого p = 1, 2, . . . , (l − 1) суще-
ствует гиперплоскост (Cp, x̃) = λp, отделща точки x̃j1 , . . . , x̃jp от точек
x̃jp+1 , . . . , x̃jl, причем (Cp, x̃jp) < (Cp, x̃jp+1), то существует вектор C∗ ∈ Rn такой,
что найдутс гиперплоскости (C∗, x̃) = βp, отделщие точки x̃j1 , . . . , x̃jp от
точек x̃jp+1 , . . . , x̃jl, причем (C∗, x̃jp) < (C∗, x̃jp+1).

Чтобы убедитс в вомоности линейной аппроксимации целевой функции, со-
гласно теоремам 3 и 4 требуетс проверит линейну раделимост групп точек
обучащей выборки, упордоченных по ворастани начени целевой функции:
x̃j1 , . . . , x̃jp , . . . , x̃jl . А именно: j1- точку от всех осталных, j1- и j2- от всех
осталных и далее  до отделимости всех точек с номерами j1, . . . , j(l−1) от точки с
номером jl. Всего понадобитс выполнит таку проверку l− 1 ра. Если в обуча-
щей выборке {(x̃j, f(x̃j))}lj=1 найдетс подмноество точек с одинаковым начением
целевой функции f , то такое подмноество всегда долно вклчатс в одну и
раделемых групп.

Дл последователной проверки отделимости двух групп точек с одновремен-
ным построением раделщих гиперплоскостей (в направлении ворастани це-
левой функции, как в теореме 4), моно исполоват итерационну процеду-
ру линейной коррекции. Если два конечных мноества точек G1 и G2 линейно
раделимы, то эта процедура обеспечивает построение раделщей гиперплоско-
сти а конечное число шагов коррекции k ≤ ⌈D2/ρ2⌉, где D = supx̃∈G1∪G2 x̃, а
ρ  половина расстони меду выпуклыми оболочками мноеств G1 и G2 [43].
Обоначим Xj = (xj

1, . . . , x
j
n, 1) ∈ Bn+1  расширенный вектор, представлщий

собой описание точки x̃j с добавленной (n + 1)-й координатой, равной единице;
C = (c1, . . . , cn, cn+1) ∈ Rn+1  расширенный вектор, определщий раделщу
гиперплоскост c1x1 + · · ·+ cnxn + c0 = 0. Процедура линейной коррекции, начина с
проиволно аданного началного вектора C, настраивает его коэффициенты по
формулам, реалиованным в строках 13 и 14 алгоритма 2. Параметр этого алгорит-
ма  наиболшее число просмотров выборки при обучении, превышение которого
оначает, что алгоритму не удалос установит раделимост мноеств G1 и G2.

Алгоритм 2. Проверка допустимости линейной аппроксимации функции f .

Вход: отсортированна по неубывани начений f(x̃j) выборка {

x̃j, f(x̃j)


}lj=1;

Max  наиболшее число циклических просмотров выборки при обучении.
Выход: L = 1, если выборка не противоречит услови монотонности, иначе L = 0.

1: L := 1; // Флаок реултата.
2: C = (0, ..., 0, 0); α := 1; // Инициалиаци.
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3: q := 1; // Поици раделени выборки.
4: while f(x̃q) = f(x̃q+1) do q := q + 1; // Если начени функции равны.
5: if q = l then stop;
6: G1 := {X1, . . . , Xp, . . . , Xq}; // Перва отделема группа.
7: G2 := {Xq+1, . . . , Xp, . . . , Xl}; // Втора отделема группа.
8: Count := 0; // Счетчик числа циклов просмотра выборки при обучении.
9: t := 1; // Счетчик числа коррекций.
10: if Count > Max then L := 0; stop end then; // Число коррекций > Max.
11: LS := 1; // Предполоим, коррекций не было; очередной отделител построен.
12: for p := 1 to l do // Цикл по всем точкам выборки.
13: if (C,Xp) ≥ 0 ∧ Xp ∈ G1 then C := C − α

t ·Xp; t := t+ 1; LS := 0 end then;
14: if (C,Xp) ≤ 0 ∧Xp ∈ G2 then C := C + α

t ·Xp; t := t+ 1; LS := 0 end then;
end for p;

15: if LS = 0 then Count:=Count + 1; goto 10 end then; // Увеличение числа циклов.
16: if q < (l − 1) then q := q + 1; goto 4 end then. // На следущее раделение.

Если при помощи алгоритма 2 установлено, что выборка не противоречит услови
линейности, то моно аппроксимироват линейну целевой функци по этой выборке
Sl = {


x̃j , f(x̃j)


}lj=1. Более предпочтителными дл этой цели влтс итерационные

методы построени регрессии, в частности, градиентный алгоритм 3 оптимиации выпук-
лого по Ĉ функционала Q(Ĉ, Sl) =

1
l

l
j=1((Ĉ, x̃j)− f(x̃j)

2.

Алгоритм 3. Находение линейной регрессии  аппроксимации целевой функции.

Вход: обучаща выборка {(x̃j , f(x̃j))}lj=1.
Выход: Ĉ = (ĉ1, . . . , ĉn)  вектор коэффициентов найденной аппроксимации.

1: Ĉ0 = 0̃; // Началное приблиение моет быт проиволным.
2: for t := 1, 2, 3, . . . do
3: Ĉt := Ĉt−1 − ηt∇Q(Ĉt−1, Sl); // ηt адает уменшащийс с ростом t шаг.
4: if Ĉt − Ĉt−1 < ε then stop; // ε > 0 определет условие остановки.
5: end for.

Если окаываетс, что данные не допускат линейну аппроксимаци, то
моно проверит вомоност квадратичной аппроксимации. Предполоив, что
f(x) = Σn−1

i=1 Σ
n
j=i+1cijxixj + Σn

j=1c0jxj + c00 и осуществив амену переменных
x1x2 = y1, x1x2 = y2, . . . , x1 = yn(n−1)/2+1, x2 = yn(n−1)/2+2, . . . , xn = yn(n+1)/2 лег-
ко перейти к проверке вомоности и атем  собственно к аппроксимации линейной
целевой функции n(n+1)/2 переменных [24]. Количество переменных при этом становитс
очен болшим, однако итерационные алгоритмы поволт справитс и с такой адачей.
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Дл нелинейной аппроксимации в общем случае применимы дерев регрессии [41] и
обучащиес нейронные сети.

2. Эмпирические линейные модели с вещественными переменными

Моет окаатс, что нани о проблемной области аведомо определт целесооб-
раност ивлечени линейной модели с вещественными переменными. Тогда моно срау
переходит к решени адачи, примен методы, илоенные в данном раделе. Если е
исходной информации о линейности нет, то сначала следует проверит: не противоречат
ли данные выборки TOpt гипотее о линейности неивестных обектов F и Ω, породив-
ших эту выборку. Гипотеу о линейности целевой функции моно проверит при помощи
алгоритма 2. Гипотеа о линейности ограничений проверетс в процессе построени отде-
лщих гиперплоскостей алгоритмом 4. Если данные противоречат гипотее линейности,
то следует примент методы ивлечени нелинейных моделей, в частности, основанные на
обучении нейронных сетей.

В случае ивлечени линейной оптимиационной модели с вещественными переменны-
ми и данных обучащей выборки TOpt = {(Xk, γk, yk)}lk=1 полагатс неивестными и
линейна целева функци f(X) = 〈Λ, X〉 = λ1x1 + · · ·+ λixi + · · ·+ λnxn + λ0, и линейные
ограничени AX ≤ B; A = [aji]m×n, X = [x1, . . . , xi, . . . , xn]

T , B = [b1, . . . , bj , . . . , bm]T .

В реултате синтеа модели путем машинного обучени предполагаетс получит
аппроксимации Â и B̂ матрицы A и вектора B. начени γk выделт точ-
ки обучащей выборки, соответствущие допустимым решеним, т.е. аведомо удо-
влетворщие неравенствам AX ≤ B, от осталных точек выборки, не вл-
щихс допустимыми. Иначе говор, исходна информаци представлена в форме
f(Xk) = yk; (γk = 0) ⇔ AXk ≤ B; (γk = 1) ⇔ AXk > B; k ∈ {1, . . . , l}.

Обоначим W0 = {Xk : γk = 0} и W1 = {Xk : γk = 1}.
Построение линейных отделщих гиперплоскостей проиводитс при помощи обуча-

щей процедуры линейной коррекции Роенблатта-Новикова (ПЛКР)[11]:

Λt+1 =






Λt, если (〈Λt, Xt〉 > 0) ∧ (Xt ∈ W1) ∨ (〈Λt, Xt〉 ≤ 0) ∧ (Xt ∈ W0);

Λt + cXt, если (〈Λt, Xt〉 ≤ 0) ∧ (Xt ∈ W1);

Λt − cXt, если (〈Λt, Xt〉 > 0) ∧ (Xt ∈ W0),

где 0 < c ≤ 1. К точкам обучащей выборки, предвлемым на шагах t = 0, 1, 2, . . . ,
добавлетс дополнителна координата с единичным начением: Xt = (xt1, . . . , x

t
n, 1);

Λt = 〈λt
1, . . . ,λ

t
n,λ

t
n+1); Λ0 = (0, . . . , 0, 0). Если выпуклые оболочки конечных мноеств

W0 и W1 не пересекатс, то найдетс такой единичный вектор Λ∗ и такое полоителное
вещественное число ρ, что 〈Λ∗, X〉 < −ρ дл X ∈ W0 и 〈Λ∗, X〉 > ρ дл X ∈ W1 [11].

При аведомой линейности модели када точка мноества W1 моет быт отделе-
на некоторой гиперплоскост от всех точек мноества W0. Иде синтеа аппроксимации
области допустимых решений состоит в находении исходного набора гиперплоскостей, в
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совокупности отделщих все точки мноества W1 от мноества W0, с последущим вы-
делением и этого набора минималного числа гиперплоскостей, обеспечиващих такое е
совокупное отделение.

Алгоритм 4. Поиск исходного набора отделщих гиперплоскостей.

1: Полоит пустым мноество отобранных гиперплоскостей: L := ∅.
Очистит пометки всех точек мноества W1. i := 1.

2: Выбрат и мноества W1 непомеченну точку X, блиайшу ко мноеству W0,
и пометит ее.

3: Исполу ПЛКР, построит гиперплоскост Li, отделщу эту точку X от всех
точек мноества W0. i := i+ 1.

4: Пометит все такие непомеченные точки мноества W1, которые (как и точка X)
окаалис отделенными гиперплоскост Li от мноества W0.

5: апомнит построенну гиперплоскост: L := L ∪ Li.
6: Если во мноестве W1 осталис непомеченные точки, перейти на 2.
7: Конец алгоритма. Построен набор гиперплоскостей L := {L1, . . . ,Ls}, где s = i− 1.

После выполнени алгоритма осуществлетс выбор минималного подмноества ги-
перплоскостей и построенного мноества L, которого достаточно дл линейного раделе-
ни мноеств W0 и W1.

Пуст логические начени βp,j = 1, если гиперплоскост Lj отделет точку Xp ∈ W1

от всех точек мноества W0; p = 1, |W1|, j = 1, s. Условие отделимости точки Xp хот бы
одной гиперплоскост имеет вид

βp,1L1 ∨ · · · ∨ βp,jLj ∨ · · · ∨ βl,sLs. (4)

Символы Lj , j = 1, s, в выраении 4 пониматс как формалные логические переменные,
обоначащие соответствущие гиперплоскости. Если βp,j = 1, то гиперплоскост Lj вкл-
чаетс в набор гиперплоскостей, отделщих точку Xp, а если βp,j = 0, то не вклчаетс.
Формула



p=1,|W1|


βp,1L1 ∨ · · · ∨ βp,jLj ∨ · · · ∨ βl,sLs


. (5)

выраает требование отделимости кадой точки мноества W1 ото всех точек мное-
ства W0. Выполн логическое перемноение в формуле 5, а атем  все вомоные по-
глощени, моно получит все варианты наборов отделщих гиперплоскостей и выбрат
и них кратчайший набор.

Построение линейной целевой функции f̂(X) = 〈Λ̂, X〉 = λ̂1x1+· · ·+λ̂ixi+· · ·+λ̂nxn+λ̂0

по обучащей выборке TOpt = {(Xk, γk, yk)}lk=1 неслоно осуществит по методу наи-
менших квадратов. Но более предпочтителной дл этой цели влетс линейна SVM
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регресси [12], применение которой сводитс к оптимиационной адаче





1
2〈Λ̂, Λ̂〉+ C

l
k=1(ξ

+
k + ξ−k ) → min

Λ̂,λ̂0,ξ̃
+
k ,ξ̃−k

;

yk − ε− ξ−k ≤ 〈Λ̂, Xk〉+ λ̂0 ≤ yk + ε+ ξ+k ;

ξ+k ≥ 0; ξ−k ≥ 0; k = 1, . . . , l,

где C  параметр регулриации,

Рис. 1. Сет с одним скрытым слоем.

ξ+k , ξ
−
k  дополнителные перемен-

ные, характериущие величину
ошибки в точках Xk, ε  параметр
адачи. SVM регресси обеспечивает
минимиаци нормы вектора Λ̂,
что приводит к уменшени верхней
оценки колмогоровской слоности [6]
синтеируемой модели и увеличени
оценки неслучайности ее ивлечени
и данных.

3. Эмпирические нейросетевые оптимиационные модели

Синте оптимиационных моделей в случае, когда по обучащей выборке удаетс уста-
новит, что ограничени и целева функци не влтс линейными и дл них не пред-
ставлетс вомоным синтеироват полиномиалные аппроксимации невысокой степени,
оправдывает применение обучаемых нейросетевых аппроксиматоров. Первые работы, по-
свщенные нейросетевым эмпирическим оптимиационным информационным моделм и
их программной реалиации принадлеат Г. А. Махиной [3, 16, 17].

Ивестно, что нейронна сет дае с одним скрытым слоем поволет аппроксимиро-
ват с необходимой точност широчайший класс функций, вклча нелинейности, вообще
говор, лбого вида [37]. Будем полагат, что по прецедентам, описыващим неивестну
целеву функци F , строитс аппроксимируща ее нейронна сет NN1 с одним скры-
тым слоем и функцией активации ϕ(z) =


1 + e−z

−1 (рис. 1), реалиуща функци
F̂NN1(x̃) = ϕ(x̃). А по прецедентам, описыващим ограничени, обучаетс друга клас-
сифицируща нейронна сет NN2, аппроксимируща характеристическу функци
ограничений Ω(x̃): Ω̂NN2(x̃). Если сети NN1 и NN2 обучены, то получена нейросетева
эмпирическа модел 〈F̂NN1(x̃), Ω̂NN2(x̃)〉, и моно перейти к находени определемого
е экстремалного решени [8].

F̂NN1(x̃) = vm+1 +

m

j=1

vjϕ

ωn+1,j +

n

i=1

ωijxi


.
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Обоначим A(ω̃, x̃) = ωn+1,j +
n

i=1 ωijxi.

∂F̂NN1(x̃)/∂xi =

m

j=1

vjωijϕ

A(ω̃, x̃)


1− ϕ


A(ω̃, x̃)


, i = 1, n.

grad F̂NN1 =

∂F̂NN1(x̃)/∂x1, ∂F̂NN1(x̃)/∂x2, . . . , ∂F̂NN1(x̃)/∂xn


;

Находение экстремума эмпирической информационной модели < F̂NN1, Ω̂NN2 > моно
осуществит градиентным алгоритмом 5 [8]. В общем случае функци F̂NN1 моет окаат-
с многоэкстремалной, и тогда этот алгоритм будет отыскиват локалный экстремум.

Алгоритм 5. Поиск условного (локалного) минимума по F̂NN1 и Ω̂NN2(x̃).

Вход: обучаща выборка TOpt = {(ãj , γj , yj)}lj=1 и нейронные аппроксимации F̂NN1

и Ω̂NN2(x̃).
Выход: x̃∗ : F̂NN1(x̃

∗) ≈ min F̂NN1(x̃) / Ω̂NN2(x̃) = 0  точка экстремума эмпирической
информационной модели и начение y∗ функции F̂NN1 в этой точке.

1: Вт и обучащей выборки точку x̃0 = ãj∗ : yj∗ = minj yj в качестве
началного приблиени и вычислит F̂NN1(x̃0).

2: Выбрат началное начение η0 и начение ε.
3: Выбрат скорост уменшени шага δ : 0, 8 < δ < 1.
4: for t := 1, 2, 3, . . . do
5: x̃t := x̃t−1 − ηt−1 grad F̂NN1(x̃t−1);
6: ηt := ηt−1 · δ;
7: if Ω̂NN2(x̃t) = 1 then goto 10;
8: if F̂NN1(x̃t)− F̂NN1(x̃t−1) < ε then goto 11;
9: end for;
10: x̃∗ := x̃t−1; y∗ := F̂NN1(x̃t−1); stop.
11: x̃∗ := x̃t; y∗ := F̂NN1(x̃t); stop.

При исполовании полносвных многослойных нейронных сетей илоенный метод
принципиално не именетс: требуетс толко умение вычислт градиент аппроксими-
рущей нейронной функции. В работе [8] покаано, как вычислт этот градиент, полага
функции активации логистическими: ϕ(z) = (1 + e−z)−1; ϕ′(z) = ϕ(z)(1− ϕ(z)).

Будем исполоват следущие обоначени:
vlj  ввешенна сумма всех входов нейрона j сло l, наываема его индуцированным

локалным полем [36];
l  номер сло, 0 ≤ l ≤ L; слой с номером 0 добавлен дл облегчени понимани хода

вычислений градиента; выходной слой имеет номер L;
m1,m2, . . . ,mL−1  число нейронов в скрытых слох 1, 2, . . . , L− 1;
vL  суммарный вход выходного нейрона;
x̃ = (x1, . . . , xi, . . . , xn)  вход нейронной сети;
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ylj = ϕ(vlj)  выход нейрона j сло l; Y = Y (x̃)  выход сети.
Дл находени градиента функции, реалиованной обученной нейронной сет, будем

исполоват рекуррентну схему, котора леит в основе алгоритма обучени нейронной
сети методом обратного распространени ошибки [36].

Локалный градиент выходного нейрона определетс выраением

δ
(L)
L =

∂Y

∂vL
= ϕ′(vL) = ϕ(vL)(1− ϕ(vL)) = Y (1− Y ), (6)

где верхний индекс в скобках обоначает номер сло сети. Локалный градиент нейрона j

скрытого сло с номером l:

δ
(l)
j = ϕ′(vlj)



k

δ
(l+1)
k ωjk = y

(l)
j


1− y

(l)
j



k

δ
(l+1)
k ωjk, (7)

где сумма беретс по всем номерам нейронов сло, непосредственно следущего а слоем,
в котором содеритс нейрон j. дес и далее в формулах величины ωjk пониматс как
веса от j-го нейрона сло l к нейрону с пордковым номером k сло l + 1.

δ
(1)
j = ϕ′v1j



k

δ
(2)
k ωjk = y

(1)
j


1− y

(1)
j



k

δ
(2)
k ωjk. (8)

δ
(0)
i = ϕ′

0(xi)


k

δ
(1)
k ωik =



k

δ
(1)
k ωik.

∂Y

∂xi
= δ

(0)
i ; grad Y = (δ

(0)
1 , . . . , δ(0)n ). (9)

Как и при вычислених по методу обратного распространени ошибки, дл аданного
входа x̃ сначала в прмом направлении от входа к выходу сети вычислтс локалные
пол и выходы всех нейронов. атем, в обратном направлении, начина с уравнени 6,
рекуррентно выполнтс вычислени локалных градиентов по формуле 7 и авершатс
вычислением градиента по формулам 9.

В работе [16] рассматриваетс адача находени максимума вещественной функции,
аданной выборкой {(xj , yj = f(xj), j = 1, q)} с аданными линейными ограниченими
Ax ≤ b, где A и b  вещественные матрица m×n и m-мерный вектор. Предлоен двухэтап-
ный подход к решени: на первом этапе происходит нейросетевое восстановление целевой
функции f , в реултате выполнени которого определетс нейронна аппроксимаци fNN

функции f , а на втором  осуществлетс оптимиаци с учётом линейных ограничений.
Дл учёта ограничений исполуетс штрафна функци, котора добавлетс к fNN , и
таким обраом определетс расширенна целева функци, котора имеет вид

Fg(x) = fNN (x) +R(x), где R(x) =
1

g

m

i=1

ln(wi(x))  штрафна функци; (10)

wi  i- координата вектора w = b − Ax; g > 0  регулируемый параметр. С ростом g

функци Fg становитс бликой к f . Вычислени функции (10) происходт по итерацим,
начина обателно с допустимой точки x0 : b−Ax0 > 0̃, и в процессе выполнени итераций
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точка xk, k = 1, 2, . . . , остаётс внутри допустимой области, поэтому ∀i wi(x) > 0 и
log(wi(x)) определены.

Посколку x принимает толко допустимые начени, то Fg(x) принимает начени,
которые могут быт болше соответствущих начений fNN (x), но эту “добавку” моно
уменшит а счет того, что величина 1/q моет быт очен малой. Но если x принимает
начени, которые блики к границе области ограничений, и хот бы одна и функций
wi(x), оставас полоителной, блика к нул, то начени штрафной функции R(x),
и, следователно, начени функции Fg(x) станут болшими по модул отрицателными.
Обрано говор, влиние функции R(x) состоит в содании “гребн с крутыми крами”
вдол кадой границы области ограничений. Устанавлива q регулируемой и достаточно
болшой величиной, чтобы влиние R(x) было малым в точке максимума, моно получит
точку максимума функции Fg(x) бе ограничений, совпадащей с точкой максимума адачи
с ограниченими [2].

Дл оптимиации функции Fg(x) исполуетс градиентный метод, поэтому в общем
случае не исклчаетс находение не глобалного, а локалного экстремума.

4. Итерационные модели

Синте итерационных методов оптимиации, породаемых итерационными опера-
торами с нестационарной системой параметров, и алгоритмов доопределени плохо фор-
малиованных элементов модели (или соответствущего ей оператора) породает про-
цессы, наванные в книге И.И. Ерёмина и Вл.Д. Маурова [11] нестационарными процесса-
ми математического программировани. Структура итерационного оператора полагаетс
ависщей от структуры моделируемого обекта и именетс в соответствии с ивлече-
ний новой информации о нём. Рассматриваемые процессы обычно соответствут ситуаци-
м, когда точного аналитического выраени всех или части ограничений и/или целевых
функций получит не удаетс, однако имеетс некотора характериуща их (частична,
прецедентна) информаци, например, наборы начений функции в конечном числе точек,
начений характеристической функции ограничений в некоторых точках или реултаты
сравнени начений функции на некотором наборе точек.

В книге широко исполуетс класс фейеровских операторов (отобраений), которые
слуат дл построени итерационных методов недифференцируемой выпуклой оптимиа-
ции. Основна схема итерационного процесса с фейеровским оператором ϕ имеет вид

{xt+1 = ϕ[Ωt](xt)}, t = 0, 1, 2, . . . ,

где [Ωt]  набор параметров итерационного процесса на шаге t. Породаема этим про-
цессом последователност {xt+1} наываетс фейеровской. Пуст ϕ ∈ Rn → 2R

n и
M(ϕ) = x : x = ϕ(x)  мноество неподвиных точек оператора ϕ.
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Определение 3. Отобраение ϕ наываетс M-фейеровским, если

∀z ∈ ϕ(x), ∀y ∈ M(ϕ), ∀x /∈ M(ϕ) |z − y| ≤ |x− y|.

Класс M-фейеровских отобраений обоначаетс FM .

Определение 4. Последователност {xt}, xt ∈ Rn, наываетс Q-фейеровской при Q ∕= ∅,
если

∀y ∈ Q, ∀t ∈ N |xt+1 − y| < |xt − y|.

Далее выраение {xt} → x′ ∈ Rn обоначает сходимост последователности к некото-
рой точке x′.
Свойство 1. [11] Если {xt}  Q-фейеровска последователност и Q  выпуклое телесное

мноество (т.е. существует шар S = {x : |x− x̄| ≤ ε} с центром в точке x̄ и радиусом ε > 0

такой, что S ⊂ Q), то {xt} → x′ ∈ Rn.
Лемма 2. [11] Пуст

P = {x : l(x) = (h, x)− b ≤ 0}, |h| ∕= 0,

Lλ(x) = x− λ
l+(x)

|h|2 h, 0 < λ < 2. (11)

Отобраение (11) влетс P -фейеровским.
Лемма 3. [11] Пуст

Mf = {x : f(x) ≤ 0} ∕= ∅, f : Rn → R,

µf (x, h) =






f+(x)
|h|2 h, если h ∕= 0;

0, если h = 0.

Если f  выпукла функци, то

ϕf (x) = {x− λµf (x, h) : h ∈ ∂f(x)}, 0 < λ < 2, (12)

влетс Mf -фейеровским.1

В общем случае решаетс адача находени элемента мноества M или все мноество

M = arg sup{f(x) : x ∈ D}, f : Rn → R, D ⊂ Rn, (13)

при условии что ее элементы f и D неивестны точно; о них представлена лиш непол-
на информаци I0, чаще всего  конечные мноества прецедентов D0 ⊂ D, и
F0 = {f(x) : x ∈ D0}. Вообще говор, неполна начална информаци моет содерат
реултаты сравнений функции в конечном числе точек, интервалные оценки. Моно счи-
тат, что допустим "пределный"случай, когда адача адана точно, и вместо D0 и F0 даны
f и D.
1В правой части выраени (12) ∂f(x) обоначает мноество опорных к f(x) в точке x линейных
функционалов, т.е. ∂f(x) = {h ∈ Rn : (h, y−x) ≤ f(y)−f(x), ∀y ∈ Rn}. Мноество ∂f(x) наыват
субдифференциалом.
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Если иметс некоторые началные приблиени P0, x0 ∈ D и начение f(x0) = y0,
то моно содат итерационный, в частности, фейеровский процесс

xt+1 = ϕ[Pt, D0,F0](xt),

где Pt  параметры итерационного процесса.
Дл многих частных постановок адачи (13) с полной и неполной информацией в ра-

ботах В.Д Маурова и его последователей получены итерационные процедуры решени и
докааны теоремы об их сходимости. Такой итерационный подход к решени оптимиаци-
онных адач при неполной информации дл рда случаев влетс математически хорошо
обоснованным, однако по сравнени с подходом, основанном на синтее моделей целевой
функции и ограничений, в общем случае не поволет получат эмпирическу оптимиа-
ционну модел в вном виде. Исклчением влетс итерационный процесс построени
линейных ограничений и афинных комитетов.

Определение 5. Комитетом болшинства системы линейных неравенств

(c, xj) < 0, j = 1,m, (14)

где c, xj ∈ Rn, наываетс такое мноество {c1, . . . , ci, . . . , cq}, ci ∈ Rn, что кадому
неравенству системы удовлетворет более половины элементов этого мноества (членов
комитета).

В адаче построени комитетного классификатора граница меду двум классами 
Ω и его дополнением Ω̄  определетс по наку суммы

S(x) =

q

i=1

sign

(ci, x)− bi


, (15)

где sign(z) = +1, если z ≥ 0, и sign(z) = −1, если z < 0, поэтому при нечетном q нак
суммы определетс одинаковыми наками (решеними) более половины членов комитета.

аметим, что в определении комитета моно исполоват расширенный вектор коэф-
фициентов

c ∈ Rn+1 и расширенный вектор x ∈ Rn+1 при cn+1 = −b и xn+1 = 1. (16)

При построении комитета по аданной обучащей выборке M1

M2, M1


M2 = ∅,

M1 = {(x11, y11), . . . , (x1m1
, y1m1)}, M2 = {(x21, y21), . . . , (x2m2

, y2m2)},

где y1s = −1,  метки первого класса, y2p = +1,  метки второго класса, x1s, x2p ∈ Rn,
s = 1,m1, p = 1,m2, требуетс найти комитет {c1, . . . , ci, . . . , cq}, вообще говор, с неи-
вестным иначално начением числа его членов q.

Особый интерес применително к синтеу ограничений в адаче линейного программи-
ровани с неполной (прецедентной) обучащей информацией имеет постановка проблемы
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MASC (Minimum Affine Separating Committee) находени минималного (по числу чле-
нов) комитета [15]  когда начение q влетс наименшим, при котором моно построит
комитет так, что

S(x) =





−1, если x входит в пару (x, y) ∈ M1 ;

+1, если x входит в пару (x, y) ∈ M2 .

Несмотр на вычислителну слоност проблемы MASK (MASK ∈ NPH) s[15]2, ее при-
менение приводит к комитетному решащему правилу наименшей структурно-логической
слоности (и колмогоровской слоности  при комптерной реалиации). Это соот-
ветствует ивестной гипотее простой структурной акономерности, концепции ”Бритвы
Оккама”, что влечёт минимиаци ошибок и в обычном веротностном смысле, и в смыс-
ле алгоритмической колмогоровской случайности. Чтобы это проиллстрироват, приведен
рис. 2, аимствованный и работы [13]. На рис. 2 дл двумерного случа покаана одна и та

Рис. 2. Реултаты раделени 7-комитетом (слева) и 3-комитетом [13].

е выборка и 12 точек первого (светлые круки) и второго (темные круки) классов. Сле-
ва покаана граница построенного комитета и 7 членов, а справа  и 3-х членов комитета.
Лева картинка выглдит бессмысленно, а права представлет вполне раумный раде-
лител. Это обосновывает ваност решени проблемы MASC дае приблиенными алго-
ритмами. Полиномиалный приблиенный алгоритм дл находени комитета, бликого
к минималному, раработан и представлен в стате Вл. Д. Маурова и М. . Хача [15].

2В предполоении, что раделемые мноества не пересекатс и состот и точек с рационал-
ными координатами.
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В качестве итерационной процедуры обучени комитета в более простом случае  при
аранее аданном числе его членов q  моет быт исполован метод линейной коррек-
ции [13]. Дл этого вводтс расширенные векторы (см. (16)) c = (c1, . . . , cn, b) и





x = (x1, . . . , xn,−1), если x принадлеит 1-му классу (входит в пары M1);

x = (−x1, . . . ,−xn,+1), если x принадлеит 2-му классу (входит в пары M2).

Пуст ci(0)  некоторый началный набор коэффициентов i-го члена комитета. Итерации
осуществлтс по формуле

ci(t+ 1) = ci(t)− λ

σ

l

j=1

xj∆jSg(∆j), t = 1, T ; i = 1, q, (17)

где xj  расширенный (см. выше) вектор обучащей выборки; l = m1 + m2  длина вы-
борки; ∆j = (ci(t), xj)  расстоние от точки xj до гиперплоскости ci(t); λ  коэффициент,
регулирущий скорост сходимости, которым моно управлт в процессе выполнени
итераций, полага λ = λt; σ =

l
i=1(x

i, xi) нормирущий коэффициент;

Sg(z) =





1, z ≥ 0;

0, z < 0;

T  максимално допустимое число итераций, при достиении которого процедура а-
вершаетс неудачей, т.е. комитет, правилно раделщий выборку, построит не удалос.
Процедура (17) авершаетс на некотором шаге t < T , если выполнетс условие правил-
ной классификации всех пар (x, y) обучащей выборки M1


M2  S(x) = y (см. (15)).

5. Модели, вклчащие статистические постановки

В работе [40] рассматриватс классическа проблема управлени инвестицими, про-
блема управлени апасами с ценурированными данными о спросе и проблема выбора
портфел в качестве примеров, на которых иллстрирутс два алтернативных метода
обучени  целевое байесовское обучение и операционное обучение.

В работе [35] рассматриваетс проблема оптимиации при неивестных ограничених
и рарабатываетс статистический подход, основанный на гауссовых процессах и байесов-
ском обучении дл аппроксимации неивестной целевой функции и оценки веротности
выполнени ограничений. Предлагаетс новый комплексный критерий, поволщий оце-
нит реакци на входные данные, нарушащие ограничени,  насколко они могут быт
информативными и потенциално полеными дл оптимиации. Этот критерий проилл-
стрирован на моделных синтетических данных и на прикладной оптимиационной адаче
и области дравоохранени.

Классическа адача оптимиации  найти x∗ = argminx∈X f(x) при условии x ∈ C,
f : X → R,  дополнетс условием водействи гауссовых помех, что моно представит
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как введение целевой функции и ограничений вида

Z(x) = f(x) + ε, ε ∼ N (0, η2f ); (18)

x+ εc ∈ C, εc ∼ N (0, η2c ), (19)

где η2f , η2c  дисперсии нормалных распределений N (0, η2f ), N (0, η2c ). По смыслу рас-
сматриваемой работы уравнени (18,19) долны определт помехи именно в выборочных
данных.

Исходное число прецедентов, представлщих началну информаци в виде троек
чисел

(x1, z1, c1), . . . , (xN , zN , cN ), (20)

предполагаетс неболшим (ние будет покаано, как число таких троек будет увеличи-
ватс). дес

cj = с(xj) =





1, если xj ∈ C;

0, в противном случае,

z1 = Z(x1); xj  очередное наблдение неависимой переменной с аддитивной гауссовой
помехой, j = 1, N . Исполу выборкуZ(20), предполагаетс построит регрессионну
и классификационну модели fN (x) и cN (x) соответственно дл целевой функции f(x) и
характеристической функции ограничений c(x). Эти модели наыватс авторами рабо-
ты [35] суррогатными и слуат дл находени инициалного решени x′ поставленной
адачи, с высокой веротност удовлетворщего ограниченим. атем процесс повтор-
етс с выборкой их N + 1 точек, вклчащей тройку (x′, Z(x′), c(x′), и останавливаетс,
когда устанавливаетс сходимост к точке x∗ или когда вычислителные ресурсы окаыва-
тс исчерпанными.

Дл пополнени выборки выбиратс реалиации z(x) толко дл точек x, дащих
наиболшее оидаемое улучшение (Expected Improvement) EI [38] математического оида-
ни E{I(x)} величины (эта величина и определет улечшение) I(x) = min{fmin − Z(x), 0},
где fmin = min{z1, . . . , zN}, а инициалное решение x′ определетс как

x′ = argmax
x∈X

E{I(x)}.

Математическое оидание беретс по некоторому распределени, породенному оценками
величин fN . Аналитическое выраение дл EI, полученное в [38] дл случа ηf = 0, имеет
вид

E{I(x)} = (fmin − ẑN (x))Φ
fmin − ẑN (x)

σ̂N (x)


+ σ̂N (x)φ

fmin − ẑN (x)

σ̂N (x)


, (21)

Φ(u) =
1√
2π

u

−∞

e−t2/2dt, φ(u) =
1√
2π

e−u2/2.
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В правой части выраени (21) ẑN (x)  начение регрессии, построенной по N набл-
деним целевой функции с гауссовой помехой в точке x, а σ̂N (x)  среднеквадратичное
отклонение в точке x.

При ηf ∕= 0 вместо EI исполуетс интегрированное условное оидаемое улучшение
(Integrated Expected Conditional Improvement, IECI)

Eg{I(x)} =



X

E{I(y|x)}g(y)dy,

I(y|x) = max{fmin − Z(y|x), 0},
где Z(y|x)  случайна величина, ивлекаема согласно условному распределени FN (y|x)
над суррогатной модел fN , а g(y)  плотност распределени величины y. Эта плотност
в ограниченной области моет быт вта равномерной. Представлен подход к вычислени
IECI по методу Монте-Карло. Приведены реултаты численных экспериментов согласно
илоенному подходу.

В работе [39] рассматриватс оптимиационные адачи с неопределенными ограни-
ченими, которые долны быт выполнены веротностно. Например, предполагаетс, что
исходна адача в веротностной постановке имеет вид

min
x∈X ⊆Rd

cTx,

subject to P(x ∈ Xξ) ≥ 1− ε,
(22)

где c  ивестный точно вектор коэффициентов линейной целевой функции, ξ  имери-
ма случайна переменна с веротностной мерой P, Xξ ⊂ X . Веротностное ограничение
в адаче (22) требует, чтобы решение x с высокой веротност 1 − ε находилос в об-
ласти Xξ. Постановку (22) наыват модел случайной или веротностно ограниченной
оптимиации. Рассматриваетс случай, когда веротностна мера P неивестна, но даны
выборочные начени ξ1, . . . , ξl случайной величины ξ.

Исполуетс подход к решени, наываемый генерацией сценариев [30], который сво-
дит адачу (22) к адаче

min
x∈X ⊆Rd

cTx,

subject to P(x ∈ Xξi) ≥ 1− ε, i = 1, . . . , l.
(23)

Постановка адачи (22, 23) моет быт расширена до случа, когда вектор c целевой функ-
ции адан набором прецедентных данных yj = cTxj , j = 1, . . . ,m.

Метод SVM-CBO байесовской оптимиации с применением SVM (машины опорных век-
торов) дл находени ограничений предлоен в работе [27]. Предполагаетс, что в адаче
условной оптимиации

min
x∈Ω⊂X⊂Rd

f(x)
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и целева функци f(x), и ограничени влтс частично аданными прецедентной ин-
формацией

Df
l = {(xi, f(xi))}i=1,l;

DΩ
n = {(xi, yi)}i=1,n,

где yi = {+1,−1} определет: влетс xi допустимым решением или нет. Согласно приве-
денным обоначеним

l = |(x, y) ∈ DΩ
n : y = 1|.

Мноество DΩ
n исполуетс в качестве обучащей информации дл модели SVM класси-

фикатора, поволщего получит оценку Ω̃n области допустимых решений Ω. SVM испол-
ует RBF дро (Radial Basis Function kernel) и вычислет классифицирущу функци

hn(x) =

nSV

i=1

αiyik(xi, x) + b,

где αi  коэффициент Лаграна, k(., .)  функци дра, nSV –число опорных векторов, b 
смещение. В итоге принадленост точки допустимой области определетс по формуле

ỹ(x) = sign(hn(x)) =





+1, если x ∈ Ω̃n;

−1, если x /∈ Ω̃n.

Первый этап метода SVM-CBO имеет две цели: улучшение оценки области допустимых ре-
шений и обнаруение вомоных ее подобластей, не влщихс сванными. Дл первой
цели вводитс расстоние от текущей границы Ω̃n

dn(hn(x), x) = |hn(x)| =



nSV

i=1

αiyik(xi, x) + b

,

а дл второй цели  мера покрыти области поиска

cn(x) =

n

i=1

e
− xi−x2

2σ2
c .

начение cn(x)  это определема точкой x сумма n RBF функций с центрами в точках,
оцененных к текущему шагу, а σc  параметр дл установки ширины соответствущей
колоколообраной кривой. Следуща точка выбираетс путем решени следущей опти-
миационной адачи:

xn+1 = argmin
x∈X

{dn(hn(x), x) + cn(x)}. (24)

Таким обраом, требуетс выбрат точку,соответствущу минималному покрыти (ми-
нималной неопределенности) и минималному расстони от границ текущей области, по-
лученной в реултате оценивани. Это поволет балансироват меду улучшением оцен-
ки Ω̃ области Ω и обнаруением вомоных несвных выполнимых подобластей в менее
исследованных областх пространства поиска. Вано подчеркнут, что на первом этапе
точка решени оптимиационной адачи (24) ищетс в общем ограниченном пространстве
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поиска X. На кадой итерации функци f оцениваетс в новой точке xn+1 (оцениваетс
yn+1 и f(xn+1)), и полученна информаци исполуетс дл обновлени наборов данных и
построени новой SVM модели классификации. Процесс повторетс, пока оценка функции
f не проиойдет M ра.

Точное определение первого этапа представлет следущий
Алгоритм 6 [27].

ВХОД:
N  общее число шагов оценивани функции.
M  число шагов оценивани функции на первом этапе.
p  случайно выбранный номер точки.

ИНИЦИАЛИАЦИ:
DΩ

p = {(xi, yi)}i=1,p .
Df

l = {(xi, f(xi))}i=1,l .
ОСНОВНОЙ ЦИКЛ:
n ← p;
while n < M do
hn(x) ← реултат обучени SVM классификатора на DΩ

n ;
xn+1 ← argminx∈X{dn(hn(x), x) + cn(x)};
оценит yn+1, f(xn+1);
DΩ

n+1 ← DΩ
n ∪ {(xn+1, yn+1)};

if yn+1 = +1 then

Df
l+1 ← Df

l ∪ {(xn+1, f(xn+1))};
l ← l + 1;

endif
n ← n+ 1;

endwhile
ВЫХОД:
DΩ

M , Df
M , hM (x) и Ω̃M = {x ∈ X : hM (x) > 0}.

Второй этап метода SVM-CBO характериуетс тем, что пространство поиска уе не
влетс област X, а ограничиваетс полученной допустимой област Ω̃n, найденной на
первом этапе. Гауссовский процесс приспособлен дл построени веротностной суррогат-
ной модели целевой функции с исполованием толко тех наблдений, которые хрантс
во мноестве Df

l . В качестве функции, определщей ивлечение очередной точки, но те-
пер уе определенной толко на Ω̃n, исполуетс нин доверителна граница  LCB

(Lower Confidence Bound):

xn+1 = arg min
x∈Ω̃n

{LCBn(x) = µn(x)− βnσn(x)}
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где µ(x) и σn(x)  среднее начение и стандартное отклонение текущего гауссовского про-
цесса, а βn  регулируемый параметр. Теоретически рекомендации по настройке βn моно
найти в [45]. Предполагаетс, что точка xn+1 долна быт допустимой, но информаци о
ее допустимости в действителности становитс ивестной после оценки фактическа осу-
ществимост ивестна толко после оценки f(xn+1). Собранна информаци исполуетс
дл того, чтобы обновит наборы данных, параметры гауссовского процесса и  при необ-
ходимости  модел классификации SVM. Процесс повторетс до тех пор, пока не будет
достигнуто общее число N оценок функции, вклча M уе выполненных на первом этапе.

Точное определение второго этапа представлет следущий
Алгоритм 7 [27].

ВХОД:
N , M и p  те е параметры, что и в алгоритме 6;
DΩ

M , Df
M , hM (x) и Ω̃M  реултаты выполнени алгоритма 6;.

ОСНОВНОЙ ЦИКЛ:
n ← M ;
while n < N do
(µn(x),σn(x)) ← параметры гауссового процесса,определенные по Df

l ,
l  число точек в DΩ

n ;
xn+1 ← argminx∈Ω̃n

{µn(x)− βnσn(x)};
оценит yn+1, f(xn+1);
DΩ

n+1 ← DΩ
n ∪ {(xn+1, yn+1)};

if yn+1 = +1 then

Df
l+1 ← Df

l ∪ {(xn+1, f(xn+1))};
hn+1(x) ← hn(x); // переобучат SVM классификатор не нуно;
l ← l + 1;

else
hn+1(x) ← реултат обучени SVM классификатора на DΩ

n+1;
endifelse
n ← n+ 1;

endwhile
ВЫХОД:
DΩ

M , Df
M , hM (x) и Ω̃M = {x ∈ X : hM (x) > 0}.

В работе представлены реултаты тестировани алгоритмов 6 и 7, которые покаыват
практическу применимост илоенного подхода. Теоретические статистические оценки
получаемых решений не приведены.

Метод опорных векторов (SVM), который был исполован в описанных выше алго-
ритмах и работы [27], наывалс первоначално алгоритмом обобщенного портрета и был
раработан советскими математиками В.Н. Вапником и А.. Червоненкисом [5]. Основна
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иде классификатора на опорных векторах аклчаетс в том, чтобы строит радел-
щу поверхност с исполованием толко неболшого подмноества точек, леащих в
области, определщей раделение, в то врем как осталные верно классифицируемые
наблдени обучащей выборки вне этой области игнорирутс, хот исполутс опти-
миационным алгоритмом метода.

В сви с этим вано отметит рабо-

Рис. 3. Cхема решени адачи и работы [19].

ту [19], посвщенну линейной оптимиа-
ции по прецедентной началной информа-
ции. Схематически решение этой адачи в
работе [19] представлено на рис. 3.

Автором работы [19] было проведе-
но очен ваное сравнение двух мето-
дов построени отделщих гиперплос-
костей с цел синтеа линейных огра-
ничений, а именно: персептронной про-
цедуры линейной коррекции Роенблатта-
Новикова (ЛК) и метода обобщенного
портрета (ОП). Эксперименты (генераци

линейной модели и случайный выбор точек и допустимой области и ее дополнени) прово-
дилис 30 ра. Линейна целева функци была адана точно, а синте линейных ограни-
чений проводилс отделно двум методами. Находилос точное решение адачи z0 в точке
x0 и решени z1 (ЛК) и z2 (ОП). Средн ошибка метода линейной коррекции |z0 − z1| ока-
алас равной 46.7 и примерно в 6 ра болшей средней ошибки |z0 − z2| метода обобщен-
ного портрета, равной 7.9. Установленное раличие при исполовании критери Фишера
на уровне α = 0.05 влетс начимым. аметим, что получит такой реултат сравне-
ни методов ЛК и ОП в адаче линейной оптимиации с частично аданной информацией
аналитическим способом не представлетс вомоным.

Специфические интервалные или агрегированные интервалные ограничени рассмот-
рены в работе [46].

6. О проблеме, сванной с отсутствием в обучащей выборке точек,
не принадлеащих области допустимых решений

В процессе раработки методов ивлечени оптимиационных моделей и данных вы-
вилас основна проблема: отсутствие полной и правилно сформированной началной
информации дл машинного обучени. Особенно слоно получит данные о тех состо-
них оптимиируемых обектов, которые не влтс допустимыми – не удовлетворт
реално существущим ограниченим. В этом случае отсутствует част стандартной обуча-
щей информации. Укаанна проблема имеет место вследствие того, что при накоплении
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данных об оптимиируемом обекте, как правило, апоминатс толко допустимые состо-
ни его работы; прочие состони, понимаемые как срыв функционировани обекта,
не фиксирутс. Поэтому вано рассмотрет таку постановку адачи, когда обучаща
информаци имеет вид T−

Opt = {(ãj , yj)}lj=1, и в ней содератс толко допустимые точки,
дл которых γj = Ω(ãj) = 1.

Иде подхода к построени ограничений дл такого случа, выдвинута в работе [8],
свана с выделением в области поиска глобалного экстремума так наываемых пустых
сегментов, в которые не попали точки выборки T−

Opt, принадлеащие области допустимых
решений. На рис. 4 дл поснени илагаемого подхода условно покаана некотора област
поиска, в которой ведочками отмечены допустимые точки, а пустые сегменты обоначены
как E1, . . . , E6. Вано подчеркнут, что рассматриватс регулрные процессы и обекты.

Рис. 4. [8] Рабиение области поиска с найденными пустыми сегментами E1, . . . , E6

и классифицирущее дерево, реалиущее это рабиение.

В этом случае ни о каких веротностных распределених реч не идет, но все е вомоно
оценивание выделенных пустых сегментов на основе колмогоровского подхода к оценива-
ни акономерности как неслучайности.

А. Н. Колмогоров укаывал на необходимост раличат собственно случайност как
отсутствие регулрности и стохастическу случайност как обект теории веротностей
[12, с. 42]. При эмпирическом ивлечении акономерностей (регулрностей) колмогоровский
подход поволет получит оценку неслучайности наличи пустого сегмента. Отсутствие
акономерности (регулрности) в располоении точек в области вомоных начений пе-
ременных  гиперпараллелепипеда обема

V0 =

n

i=1

[mi,Mi], mi ≤ xi ≤ Mi,
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имеет место, когда точки распределены равномерно, случайно и неависимо. Если е,
например, проекци точек aj , j = 1, l, обучащей выборки на некотору координату-
переменну xi представлетс гистограммой, приведенной на рис. 5, то очевидна аконо-
мерност в данных, имеща описание в виде предиката [xi ≥ b].

Если бы рассматривалас одномерна рав-

Рис. 5. Гистограмма проекции выборки
на ос xi с выраенной акономерност
b ≤ xi ≤ d.

номерно распределенна на отреке [mi,Mi]

случайна величина с неависимыми реалиа-
цими  попаданими в этот отреок, то веро-
тност попаст в [mi, b] геометрически оцени-
валас бы как p = b−mi

Mi−mi
, а веротност не по-

паст l ра при l неависимых испытаних  как
(1−p)l. Эта величина ест веротност событи,

состощего в том, что в реултате l испытаний укаанный промеуток окаетс случайно
пуст. А с веротност 1 − (1 − p)l этот промеуток будет пуст неслучайно, т.е. в рас-
сматриваемом случае моно говорит, что веротност наличи акономерности [xi ≥ b] в
реултате l выборочных испытаний ест 1− (1− p)l.

Дл аппроксимации области допустимых решений Ω исполуетс классифицирущее
дерево с пороговыми предикатами вида [xi ≥ b] в вершинах, построенное по прецедентам,
представлщим собой толко точки-представители этой области Ω. Классифицирущее
дерево, выделщего пустые сегменты, с цел иллстрации идеи приведено на рис. 4.
Основным элементом синтеа такого дерева влетс выбор пороговых начений b при
кадом ветвлении (рабиении текущей области Gν) и построение очередной внутренней
или терминалной вершины дерева. Следущий алгоритм 8 влетс основной процеду-
рой, обеспечиващей процесс синтеа дерева аппроксимации области Ω.

Алгоритм 8. Выснение вомоности выделени пустого сегмента и выбор предиката вида
[xi ≥ b] ([xi ≤ b]) дл рабиени текущей области Gν и построени очередной вершины ν

дерева классификации.

Вход: исследуема област-гиперпараллелепипед Gν ;
∆1  минимална допускаема ширина проекции пустой области.

Выход: начение флага укаател Flag; если Flag = 1, то вомоно
выделение пустого сегмента, и выдаетс предикат дл условной вершины;
если Flag = 0  област Gν рабиени не подлеит, и выдаетс
укаание о построении концевой вершины с пометкой допустимого сегмента.

1. Выделит все точки выборки, попавшие в област Gν .
2. Flag := 0;
3. Цикл по всем координатам точек, попавших в област Gν ;
4: if Flag := 1 then goto 14;
5. Найти среднее расстоние ∆2 меду проекцими точек;
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6. Найти минималное m и максималное M начени текущей координаты;
7. if r1 = m−mi > ∆1 ∨ r2 = Mi −M > ∆1 then
8: { Flag := 1;
9: if r1 ≥ r2 then
10: { b := m−∆2; добавит вершину с предикатом [xi ≤ b] }
11: else
12: {b := M+∆2; добавит вершину с предикатом [xi ≥ b]};

}
13. конец цикла ;
14. if Flag := 0 then добавит лист с пометкой области допустимых решений.

Кадой терминалной вершине τ , имещей пометку Eτ “пустой” области Gτ , соответ-
ствует веротност P (Eτ ), оцениваща неслучайност ее обнаруени, или, иначе говор,
веротност того, что обнаруенна пуста област Gτ влетс акономерност:

P (Eτ ) = 1− (1− pτ )
l, где pτ =

V(Gτ )

V0
,

а V(Gτ )  обем пустой области Gτ . Этот обем легко вычислит, осуществл обратный
проход по ветви дерева от концевой вершины τ к корн дерева, "прочитыва" все поро-
говые предикаты в просматриваемых вершинах проходимой ветви и формиру описание
гиперпараллелепипеда Gτ .

7. Выводы и перспективы далнейших исследований

В оборе илоены математические модели и алгоритмы, составлщие основной аппа-
рат информационной технологии ивлечени оптимиационных моделей и эмпирических
данных (обучащих выборок) в рамках парадигмы неклассического информационного мо-
делировани. Работы в укаанном направлении баирутс на методах машинного обучени
дл построени целевых функций и ограничений в основном по достоверным обучащим
выборкам  эмпирической информации, отраащей регулрные влени, обекты и про-
цессы. При таком подходе построенные оптимиационные модели окаыватс согласо-
ванными с реалной информацией о моделируемых обектах в отличие от субективных
математических моделей, которые обычно предлагатс экспертами-математиками. Точ-
ные решени адач, соответствущих субективным моделм, вследствие субективности
экспертов на практике могут дават ошибки, начително превышащие ошибки принти
решений на основе согласованных моделей, ивлеченных и обективных эмпирических
данных.

Равитие данного научного направлени и его прилоений началос в начале 70-х годов
XX века и уе насчитывает 50 лет, однако внимание к нему в полной мере провилос в
последние годы. Это обснетс повышенным интересом к методам искусственного интел-
лекта и доступност многофункционалных библиотек программ. Однако остаётс одно
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сереное прептствие на пути внедрени методов построени оптимиационных моделей
и данных  необходимост наличи данных. Их сбор необходимо органиоват. Поэтому
перечен нерешенных адач начнем именно с проблемы сбора данных.

1. Раработка универсалной программной системы сбора данных дл машинного обу-
чени эмпирических оптимиационных моделей, согласованной с основными библиотеками
современных программных платформ.

2. Иучение и раработка методов оценивани эмпирических оптимиационных моделей
в соответствии с исходной постановкой  дл регулрных детерминированных адач, адач
с аддитивными помехами, стохастических адач.

3. Иучение вомоностей метода комитетов как инструмента синтеа ограничений дл
линейных адач.

4. Иучение вомоностей нелинейных SVM дл синтеа ограничений при построении
нелинейных эмпирических моделей.

5. Раработка методов оценивани соответстви обучащей информации полиномиал-
ной аппроксимации невысокой степени.

6. Раработка принципов автоматического выбора модели и алгоритмов ее синтеа по
обучащей информации.

7. Раработка методов и алгоритмов дообучени и переобучени эмпирических опти-
миационных моделей с цел решени кваистационарных и динамических адач.
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Smooth measures on manifolds with a Riemannian structure.

Maryanin B. D, Smolich V. P.

Abstract. The article is devoted to the current and actively developing direction of
development of the analysis of smooth measures on smooth infinite-dimensional manifolds. The
importance of this direction is dictated by the vast area of its applications, which include infinite-
dimensional analysis and a number of sections of mathematical physics of systems with an infinite
number of degrees of freedom.

In infinite-dimensional analysis, due to the absence of a standard measure such as Lebesgue
measure, the spaces of measures play the same role as the spaces of functions. Therefore, in
each of these spaces, a differential calculus must be constructed independently. Moreover, the
dual object to smooth measures is generalized functions, and to smooth functions - generalized
measures.

The differential calculus of measures in linear spaces was developed in the works of S.V.
Fomin, A.V. Averbukh, O.G. Smolyanov, as well as in the works of A.V. Skorokhod. But in all
these works, differentiation of measures in constant directions was considered. Therefore, it is
necessary to consider the concept of a derivative measure along a vector field, which makes sense
both in linear space and on a smooth manifold.

We establish the invariance of the derivative measure along the vector field with respect
to smooth transformations and the stability of the logarithmic derivative of the measure with
respect to smooth invertible mappings. Moreover, the derivative of the measure along the finite
set of vector fields turns out to be symmetric with respect to the vector fields. The corresponding
constructions lead to a generalization to non-Gaussian cases of integration formulas by parts,
which underlie the construction of extended stochastic integrals.

Covariant differential operations on manifolds with a Hilbert-Schmidt structure are
considered. The model of such a manifold is the Banach rigging of a real separable Hilbert space.
Partial integration formulas for such varieties are closely related to the differential-geometric
characteristics of the manifold; they contain the Ricci tensor of the manifold.

Keywords: smooth measure, distribution, differentiation of a measure, derivative of a measure
along vector field, logarithmic derivative of a measure



Гладкие меры на многообраих с римановой структурой 65

Введение

Дл аналиа на бесконечномерных многообраих меры принадлеат к числу
основных обектов, нарду с функцими. Естественна тема дл исследований 
построение и иучение мер, в том или ином смысле согласованных с дополнител-
ными структурами многообраи (гладкими или алгебраическими). Гауссовы меры
в линейных пространствах влтс в этом смысле обрацом. Однако, они обраут
слишком укий класс как с точки рени аналиа, так и с точки рени математи-
ческой фиики систем с бесконечным числом степеней свободы. Расширение этого
класса моет быт достигнуто преде всего а счет раличных нелинейных преоб-
раований.

Основные понти дифференциалного исчислени дл мер в линейных про-
странствах были введены в раличных вариантах в работах С. В. Фомина и А. В. Ско-
рохода [2, 4], и равиты в рде последущих работ (исторический комментарий и
список литературы см. [3]). Дл перехода к аналиу на нелинейных многообраих
понадобилис новые инвариантные понти, сванные с дифференцированием мер
вдол векторных полей (см. [5, 7]). Одним и стимулов этой детелности вилас
попытка переноса стохастического исчислени П. Малвена ([15, 16]) на бесконечно-
мерный случай, предпринта в [11].

1. Проиводна меры вдол векторного пол на гладком
банаховом многообраии

Пуст X  гладкое многообраие, модел которого слуит вещественное се-
парабелное банахово пространство B (слово “гладкое” дес и ние оначает клас-
са Ck, k ≥ 3). Предполагаетс таке, что пространство B имеет гладку норму. Это
оначает, что функци f(x) = x2 имеет ограниченну втору проиводну.

Символом WX обоначим совокупност гладких векторных полей h на X, обла-
дащих интегралным потоком

gth : X × R → X;
d

dt


t=0

gth(x) = h(x); x ∈ X

Рассмотрим мноество MX конечных вещественных мер на борелевской σ-алгебре B
многообраи X. Следущее определение обобщает понти, ранее иученные дл
линейных пространств и постонных направлений [1, 2].

Полоим при µ ∈ MX

(gthµ)(A) = µ(gthA)
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Определение 1. Мера µ ∈ MX наовём дифференцируемой вдол векторного пол
h ∈ WX (µ ∈ M1

X(h)), если при кадом A ∈ B существует

µ′
h(A) =

d

dt


t=0

gthµ(A)

Меру µ′
h наовем проиводной меры µ вдол векторного пол h.

То, что µ′
h действително влетс мерой, следует и теоремы Никодима ([13]).

Пуст ΦX  совокупност гладких ограниченных функций на X. Полоим

(ϕµ)(A) =



A

ϕ(x)µ(dx)

Тогда дл ϕ ∈ ΦX , µ ∈ M1
X(h) выполнетс соотношение ϕµ ∈ M1

X(h) и справедлива
формула

(ϕµ)′h = ϕ′
hµ+ ϕµ′

h (1)

(ϕ′
h(x) =< ϕ′(x), h(x) >; ϕ′(x) ∈ T ∗

xX)
Действително,

(ϕµ)′h(A) =
d

dt


t=0

gth(ϕµ)(A) =
d

dt


t=0

(ϕµ)(gthA) =

=
d

dt


t=0



gth(A)

ϕ(x)µ(dx) =
d

dt


t=0



A

ϕ(gthy)µ(g
t
h(dy)) =

=



A

ϕ′
h(y)µ(dy) +



A

ϕ(y)µ′
h(dy) = (ϕ′

hµ+ ϕµ′
h)(A)

И (1) следует, что


X

(ϕµ)′h(dx) =



X

ϕ′
h(x)µ(dx) +



X

ϕ(x)µ′
h(dx) (2)

Пуст ν ∈ M1
X(h), тогда


X
ν ′
h(dx) = 0. Действително,



X

ν ′
h(dx) = ν ′

h(X) =
d

dt


t=0

ν(gthX) =
d

dt


t=0

ν(X) = 0

Следователно, лева част (2) равна нул. В реултате получаем формулу инте-
грировани по частм



X

ϕ(x)µ′
h(dx) = −



X

ϕ′
h(x)µ(dx) (3)
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Предлоение 1. При µ ∈ M1
X(h) существует логарифмическа проиводна µ

вдол векторного пол h, µ  интегрируема функци ρµ(h; x) така, что

µ′
h(A) =



A

ρµ(h; x)µ(dx); A ∈ B (4)

Докаателство (см. [3]). Предполоим, что µ  это полоителна мера. Функ-
ци β(t) = µ(gthA) неотрицателна и всду дифференцируема. Если µ(A) = 0, то
β(0) = 0 и точка t = 0 ест точка минимума функции β(t). Поэтому µ′

h(A) = β′(0) = 0.
Следователно мера µ′

h абсолтно непрерывна относително µ (µ′
h ≺ µ) и существо-

вание логарифмической проиводной следует и теоремы Радона-Никодима. Пуст
µ  проиволна мера и µ = µ+ − µ−  её ралоение ордана-Хана. Легко
проверит, что µ+ и µ− таке принадлеат пространству M1

X(h). И этого следует
справедливост утвердени и в случае вещественной борелевской меры.

Ивестно (см. [3]), что если существует мера µ′
h, определенна соотношением (3)

(слаба проиводна) и выполнетс (4), то и слабой дифференцируемости следует
силна, т.е. µ ∈ M1

X(h).

Следствие 1. При ϕ,ψ ∈ ΦX справедлива формула интегрировани по частм


X

ϕ′
h(x)ψ(x)µ(dx) = −



X

ϕ(x)[ψ′
h(x) + ψ(x)ρµ(h; x)]µ(dx) (5)

Действително,


X

ϕ′
h(x)ψ(x)µ(dx) = −



X

ϕ(x)(ψµ)′h(dx) = −


X

ϕ(x)[ψ′
hµ(dx) + ψµ′

h(dx)] =

= −


X

ϕ(x)[ψ′
hµ(dx) + ψρµ(h; x)µ(dx)] = −



X

ϕ(x)[ψ′
h(x) + ψ(x)ρµ(h; x)]µ(dx)

2. Меры в пространствах со структурой Гилберта–Шмидта

Пуст H  плотно влоенное в B гилбертово пространство со скалрным про-
иведением (·, ·)H и топологией, более силной, чем индуцированна и B. При
этом двойственное пространство B′ естественным обраом вкладываетс в H так
что соотношение двойственности < x, y > (x ∈ B, y ∈ B′) обладает свойством
< x, y >= (x, y)H при x ∈ H.

Определение 2. Пространство H вносит в B структуру Гилберта-Шмидта (Г.-Ш.-
структуру), если кадое ограниченное линейное отобраение A : B → H породает
в H суение, влщеес в H оператором Гилберта-Шмидта (A|H ∈ σ2(H)).
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Отметим, что в этом случае и A ∈ L(B,B′) следует дерност суени
A|H : A|H ∈ σ1(H).

Пуст (B,H)  пространство с Г.-Ш.-структурой. Рассмотрим класс
M1(B) ⊂ MB мер, обладащих логарифмической проиводной вдол постон-
ных векторных полей h(x) ≡ k ∈ B′ ⊂ H, представимой в виде

ρµ(k; x) =< λ(x), k > (µ− почти всду)

где λ = λµ : B → B  слабо имеримое отобраение, которое мы будем наыват
векторной логарифмической проиводной меры µ.

Предлоение 2. Пуст µ ∈ M1(B) и h : B → B′. Тогда µ ∈ M1
B(h) и

ρµ(h; x) =< λ(x), h(x) > +trh′(x), (6)

где h′(x) : y → d

dt
h(x+ ty)


t=0

; h′(x) ∈ L(B,B′)

Докаателство. Исполу ралоение по ортобаису {ek}∞k=1 пространства H,
h(x) =

∞
k=1 h

k(x)ek, полагаем вначале, что это ралоение содерит лиш конечное
число ненулевых слагаемых. При этом



B

ϕ(x)µ′
h(dx) = −



B

ϕ′
h(x)µ(dx) = −



B



k

ϕ′
ek
(x)hk(x)µ(dx) =

=


k



B

ϕ(x)(hk)′ek(x)µ(dx) +



B

ϕ(x)hk(x)µ′
ek
(dx)


=

=



B

ϕ(x) trh′(x)µ(dx) +



B

ϕ(x)


k

hk(x) < λ(x), ek > µ(dx) =

=



B

ϕ(x)

trh′(x)+ < λ(x), h(x) >


µ(dx).

Посколку дл векторного пол h : B → B′ оператор h′(x) влетс дерным, то с
помощ пределного перехода моно освободитс от конечности ралоени.

Пример. Если µ  гауссова мера в B имеща тодественный в H коррелционный
оператор (см. [1–3]), то λ(x) = −x и формула (6) принимает вид

ρµ(h; x) = trh′(x)− < x, h(x) > (7)

амечание. Ивестно истолкование выраени (7) как расширенного стохастиче-
ского интеграла, отвечащего случайной величине с гауссовским распределением
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(см. [8, 9]). В [10] определение расширенного стохастического интеграла было пере-
несено на другие меры в гилбертовом пространстве при помощи формулы типа (5)
c ψ ≡ 1. На описываемом дес ыке моно скаат, что расширенный стохастиче-
ский интеграл векторного пол h на многообраии X по случайной величине в X с
распределением µ  это логарифмическа проиводна µ вдол h.

3. Гладкие многообраи со структурой Гилберта–Шмидта

Пуст модел B многообраи X обладает Г.-Ш.-структурой (B,H). Введем Г.-
Ш.-структуру с помощ гилбертова подрасслоени γ : H → X касателного рас-
слоени τ : TX → X, обладащего иометричными H сломи Hx. При этом кока-
сателное расслоение τ ∗ : T ∗X → X вкладываетс в γ : T ∗

xX ⊂ Hx ⊂ TxX и при
кадом x ∈ X повлетс Г.-Ш.-структура (TxX,Hx).

Пуст многообраие X снабено свност, котора породаетс на картах
морфимом Γx : B → L(B,B) (x ∈ X)  коэффициентом свности, наываемом
иногда символом Кристоффел, так что

∇ηξ(x) = ξ′(x)η(x) + Γx(η(x), ξ(x)); ξ, η ∈ WX (8)

Выраение ∇ηξ наываетс ковариантной проиводной векторного пол ξ вдол век-
торного пол η. Дл сокращени обоначений мы веде отодествлем карту и ка-
сателное пространство с модел B, не раличаем в обоначених векторное поле
и его главну част и т.д. При морфиме {ϕ×F} локалных векторных расслоений
коэффициент свности преобрауетс по правилу

Γϕ(x)(ϕ
′(x)h, F (x)y) = F (x)Γx(h, y)− F ′(x)(h, y) (9)

Рассмотрим тепер так наываемый “оператор кривины” R сопоставлщий тройке
ξ, η, ζ ∈ WX новое векторное поле так что

R(ξ, η)ζ = ∇ξ∇ηζ −∇η∇ξζ −∇[ξ,η]ζ (10)

Вычислим в некоторой тривиалиации выраение дл главной части R чере сим-
волы Кристоффел

Rx(ξ, η)ζ = ∇ξ∇ηζ −∇η∇ξζ −∇[ξ,η]ζ = ∇ξ{ζ ′(x)η(x) + Γx(η, ζ)}−

−∇η{ζ ′(x)ξ(x) + Γx(ξ, ζ)}− ζ ′(x)[ξ, η](x)− Γx([ξ, η], ζ) =

= ζ ′′(x)(ξ(x), η(x)) + ζ ′(x)η′(x)ξ(x) + (Γx)
′(ξ)(η, ζ) + Γx(η

′
ξ, ζ) + Γx(η, ζ

′
ξ)−

−ζ ′′(x)(η(x), ξ(x))− ζ ′(x)ξ′(x)η(x)− (Γx)
′(η)(ξ, ζ)− Γx(ξ

′
η, ζ)− Γx(ξ, ζ

′
η)−

−ζ ′(x)η′(x)ξ(x) + ζ ′(x)ξ′(x)η(x)− Γx(η
′
ξ, ζ) + Γx(η

′
ξ, ζ) =

Таврический вестник информатики и математики, 1 (46)’ 2020



70 Б. Д. Марнин, В. П. Смолич

= Γx(ξ,Γx(η, ζ))− Γx(η,Γx(ξ, ζ)) + (Γx)
′(ξ)(η, ζ)− (Γx)

′(η)(ξ, ζ) (11)

Формула преобраовани

Rϕ(x)(ϕ
′(x)ξ,ϕ′(x)η)(F (x)ζ) = F (x)Rx(ξ, η)ζ (12)

покаывает, что Rx представлет собой главну част тенорного пол на X. Этот
тенор R, наываемый тенором кривины свности ∇, мы в далнейшем будем
неоднократно исполоват.

Скаем, что свност на X согласована с Г.-Ш.-структурой, если дл кадой
тривиалиации коэффициент свности обладает свойством Γ : B×H → H. И фор-
мулы (9) следует, что это свойство не нарушаетс при морфимах Г.-Ш.-структур.

Обоначим WX(τ
∗) и WX(γ) соответственно пространства гладких сечений рас-

слоений τ ∗ и γ. И формулы (8) срау следует, что при ξ ∈ WX(γ) оператор ковари-
антного дифференцировани ∇ξ (∇ξ : η → ∇ηξ) оставлет инвариантным простран-
ство WX(γ).

При ξ ∈ WX(τ
∗) существует ковариантна дивергенци векторного пол ξ

div ξ = tr∇ξ (13)

Посколку кадый слой Hx расслоени γ иометричен гилбертову пространству
H, в нем существует скалрное проиведение (·, ·)x. Набор гладких (класса Ck−1)
функций {(·, ·)x : x ∈ X} наовем римановой метрикой на X.

Свност ∇, согласованну с Г.-Ш.-структурой, наовем римановой, если
∀ζ1, ζ2 ∈ WX(γ) и ∀η ∈ WX

∇η(ζ1, ζ2) = (∇ηζ1, ζ2) + (ζ1,∇ηζ2) (14)

4. Римановы свности на многообраии со структурой
Гилберта–Шмидта

Среди всех римановых свностей на X выделетс единственна, не имеща
кручени, т.е. обладаща свойством

∇ηξ −∇ξη − [η, ξ] = 0 ∀ξ, η ∈ WX

Таку свност будем наыват свност Леви-Чивита.
Пуст R  тенор кривины свности Леви-Чивита на X, тогда дл векторных

полей ξ, η, ζ, u на X справедливы соотношени

R(ξ, η)ζ = −R(η, ξ)ζ (15)

R(ξ, η)ζ + R(η, ζ)ξ + R(ζ, ξ)η = 0 (16)
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(R(ξ, η)ζ, u) = −(R(ξ, η)u, ζ) (17)

(R(ξ, η)ζ, u) = (R(ζ, u)ξ, η) (18)

Определение 3. Тенором Риччи на X наываетс след линейного оператора
ξ → R(ξ, η)ζ:

R(η, ζ) = tr(ξ → R(ξ, η)ζ)

Мы будем предполагат, что в далнейших построених тенор Риччи существует
и породаетс ограниченным оператором Rx в H:

Rx(g, y) = ( Rxg, y); sup
x

 Rx < ∞

Как ивестно, дл дерного оператора A действущего в пространстве H след опре-
делетс формулой

trA =
∞

i=1

(Aei, ei) (19)

Рд, стощий в правой части (19) абсолтно сходитс и не ависит от выбора орто-
баиса.

С учетом формул (11) и (19) формула дл тенора Риччи моет быт аписана
в виде

Rx(ξ, η) =
∞

i=1

( Rx(ei, η)ξ, ei)

или, более подробно

Rx(ξ, η) =
∞

i=1

(Γx(ei,Γx(η, ξ))− Γx(η,Γx(ei, ξ)) + (Γx)
′(ei)(η, ξ)− (Γx)

′(η)(ei, ξ), ei)

(20)

Пуст ξ, η  векторные пол на X, ζ  сечение γ; ∇ξ и ∇η – соответствущие
ковариантные проиводные, тогда ∇ξ ◦ ∇η – это линейный оператор, действущий
в пространстве WX(γ) так что ∇ξ ◦ ∇η : ζ → ∇∇ζηξ; тогда

tr∇ξ ◦ ∇η =
∞

i=1

(∇ξ ◦ ∇η(ei), ei)

∇ξ ◦ ∇η(ei) = ∇ξ(∇eiη) = ∇ξ(η′(x)ei + Γx(ei, η)) = ∇η′(x)ei+Γx(ei,η)ξ =

= ξ′(x)η′(x)ei + ξ′(x)Γx(ei, η) + Γx(η
′(x)ei, ξ) + Γx(Γx(ei, η), ξ)
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Таким обраом,

tr∇ξ ◦ ∇η =
∞

i=1

(ξ′(x)η′(x)ei + ξ′(x)Γx(ei, η) + Γx(η
′(x)ei, ξ) + Γx(Γx(ei, η), ξ), ei).

(21)

5. Гладкие меры на многообраии со структурой
Гилберта–Шмидта

Наовем меру µ H-дифференцируемой в точке x ∈ X, если существует карта
(U,ϕ) в x, така, что обра µϕ

U суени µ на борелевские мноества и U диффе-
ренцируем по постонным направленим и H. Это свойство не ависит от выбора
отобраени ϕ. Докаателство этого факта срау следует и формулы преобраова-
ни проиводной меры вдол векторного пол при нелинейном отобраении (см. [7]).

Обоначим M1
X(H) класс мер и MX , H  дифференцируемых в кадой точке

многообраи X.

Теорема 1. Пуст многообраие X обладает свност Леви-Чивита, согласо-
ванной с Г.-Ш.-структурой. Тогда када мера µ ∈ M1

X(H) дифференцируема вдол
векторных полей ξ ∈ WX(τ). При этом существует имеримое сечение λ (ковари-
антна логарифмическа проиводна) касателного расслоени τ такое, что

ρµ(ξ; x) =< λ(x), ξ(x) > +div ξ(x), (22)

где div ξ(x) = tr∇ξ(x); ∇ξ : η → ∇ηξ

Докаателство. Пуст носител меры µ содеритс в некоторой карте (U,ϕ). То-
гда мера µϕ – обра меры µ при отобраении ϕ  принадлеит классу M1

B(H).
Пуст h : B → B′  векторное поле на B со наченими в B′. В силу предлоени
2, µϕ ∈ M1

B(h) и справедлива формула

ρµϕ(h; x) =< λ(x), h(x) > +trh′(x), (23)

где h′(x) : e → d

dt
h(x+ te)


t=0

; h′(x) ∈ L(B,B′)

Ивестно (см. теорему 3 работы [7]), что логарифмическа проиводна меры вдол
векторного пол инвариантна относително амен координат. Выраени, входщие
в праву част (23) инвариантными относително амен координат не влтс, но,
тем не менее, имет инвариантну сумму.

Пуст trΓx  элемент и B, определемый формулой

< trΓx, η >= trΓx(η); η ∈ B′
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Выраение trh′(x)+trΓx(h) наываетс ковариантной дивергенцией векторного пол
h и инвариантно относително амен координат. Введем ковариантну логарифми-
ческу проиводну меры µϕ вдол постонных направлений

λ(x) = λ(x)− trΓx =
d(∇µϕ)

dµϕ
(24)

Инвариантност λ(x) следует и инвариантности ковариантной дивергенции. Терема
докаана.

6. Интегрирование по частм на многообраии со структурой
Гилберта–Шмидта

Пуст логарифмическа проиводна ρµ(ξ; x) дифференцируема вдол η ∈ WX .

Определение. Первой проиводной меры µ ∈ MX наываетс линейное отобрае-
ние Dµ : WX → MX такое, что Dµ(h) = µ′

h = ∇hµ.

Определение. Второй проиводной меры µ ∈ MX наываетс билинейное отобра-
ение D2µ : WX ×WX → MX такое, что

D2µ(ξ, η) = ∇η∇ξµ−∇∇ηξµ (25)

Посколку ∇  свност бе кручени, отобраение D2µ влетс симметрич-
ным.

Аналогично моно определит понтие проиводной меры пордка m (см. [7]).
D2µ существует дл кадой меры µ ∈ MX по крайней мере в слабом смысле;

в далнейшем нас будет интересоват случай, когда µ ∈ M1
X(ξ) и логарифмическа

проиводна ρµ(ξ; x) дифференцируема вдол векторного пол η ∈ WX . В этом слу-
чае

D2µ(ξ, η) = ∇η∇ξµ−∇∇ηξµ = ∇η[ρ(ξ; x)µ]− ρ(∇ηξ; x)µ =

= {ρ(ξ)ρ(η) +∇ηρ(ξ)− ρ(∇ηξ)}µ (26)

Пуст M2
X(H) ⊂ M1

X(H)  класс мер, обладащих дифференцируемой кова-
риантной логарифмической проиводной λ(x), x ∈ X удовлетворщих услови
sup
X

∇λ(x) < ∞. Вычислим, исполу формулы (22) и (26) D2µ(ξ, η) дл

µ ∈ M2
X(H)

∇ηρ(ξ; x) = ∇η{< λ(x), ξ(x) > +div ξ(x)} =

=< ∇λ(x)η(x), ξ(x) > + < λ(x),∇ηξ(x) > +∇η div ξ(x);

ρ(∇ηξ; x) =< λ(x),∇ηξ(x) > +div(∇ηξ(x));
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∇ηρ(ξ; x)− ρ(∇ηξ; x) =< ∇λ(x)η(x), ξ(x) > +∇η div ξ(x)− div(∇ηξ(x));

div ξ = tr∇ξ =
∞

i=1

(∇ξ(ei), ei) =
∞

i=1

(∇eiξ, ei); ∇eiξ(x) = ξ′(x)ei + Γx(ei, ξ(x));

∇η(div ξ) = ∇η

∞

i=1

(ξ′(x)ei + Γx(ei, ξ)) =
∞

i=1

(ξ′′(x)(ei, η) + (Γx)
′(η)(ei, ξ) + Γx(ei, ξ

′
η), ei);

div(∇ηξ(x)) = tr∇∇ηξ(x) =
∞

i=1

(∇ei∇ηξ(x), ei) =
∞

i=1

(∇ei{ξ′(x)η(x) + Γx(η, ξ)}, ei) =

=
∞

i=1

(ξ′′(x)(η(x), ei) + ξ′(x)η′(x)ei + (Γx)
′(ei)(η, ξ) + Γx(η

′(x)ei, ξ(x))+

+Γx(η, ξ
′(x)ei) + Γx(ei, ξ

′
η) + Γx(ei,Γx(η, ξ)), ei);

div(∇ηξ)−∇η div ξ =
∞

i=1

(ξ′(x)η′(x)ei + (Γx)
′(ei)(η, ξ) + Γx(η

′(x)ei, ξ) + Γx(η, ξ
′(x)ei)+

+Γx(ei,Γx(η, ξ)) + (Γx)
′(η)(ei, ξ)− Γx(η,Γx(ei, ξ)) + Γx(η,Γx(ei, ξ)), ei) =

=
∞

i=1

(Γ′
x(ei)(η, ξ)− Γ′

x(η)(ei, ξ) + Γx(ei,Γx(η, ξ)− Γx(η,Γx(ei, ξ)), ei)+

+
∞

i=1

(ξ′(x)η′(x)ei + Γx(η
′(x)ei, ξ) + Γx(η, ξ

′(x)ei)Γx(η,Γx(ei, ξ)), ei) =


1
+


2
(27)


1  это в точности координатна апис тенора Риччи рассматриваемой свно-

сти (см. (20)). Сравнива


2 с выраением дл tr∇ξ ◦ ∇η получаем, что с учетом
равенств

∞

i=1

(Γx(η, ξ
′(x)ei), ei) =

∞

i=1

(ξ′(x)Γx(ei, η), ei) (28)

∞

i=1

(Γx(η,Γx(ei, ξ)), ei) =
∞

i=1

(Γx(Γx(ei, η), ξ), ei) (29)

эти выраени совпадат. Докаем равенства (28) и (29), при этом мы будем пол-
оватс тенорными обоначеними.

∞

i=1

(Γx(η, ξ
′(x)ei), ei) =

∞

i=1

(Γx(η
kek, c

β
i eβ), ei) =

=
∞

i=1

ηkcβi (Γx(ek, eβ), ei) =
∞

i=1

ηkcβi (Γ
γ
kβeγ, ei) =

∞

i=1

ηkcβi Γ
i
kβ;
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∞

i=1

(ξ′(x)Γx(ei, η), ei) =
∞

i=1

(ξ′(x)Γx(ei, η
kek), ei) =

=
∞

i=1

(ξ′(x)ηkΓγ
ikeγ, ei) =

∞

i=1

(ηkΓγ
ikc

β
γeβ, ei) =

∞

i=1

ηkciγΓ
γ
ik.

Равенство (28) докаано. Аналогично докаываетс (29).
∞

i=1

(Γx(η,Γx(ei, ξ)), ei) =
∞

i=1

(ξαηkΓx(ek,Γx(ei, eα)), ei) =

∞

i=1

(ξαηkΓx(ek,Γ
β
iαeβ), ei) =

∞

i=1

(ξαηkΓβ
iαΓ

γ
kβeγ, ei) =

∞

i=1

ξαηkΓi
kβΓ

β
iα;

∞

i=1

(Γx(Γx(ei, η), ξ), ei) =
∞

i=1

(ξαηkΓx(eα,Γx(ei, ek)), ei) =

∞

i=1

(ξαηkΓx(eα,Γ
β
ikeβ), ei) =

∞

i=1

(ξαηkΓβ
ikΓ

γ
αβeγ, ei) =

∞

i=1

ξαηkΓβ
kiΓ

i
βα.

Равенство (29) докаано.

амечание. Более простое докаателство равенства (29) моно получит и фор-
мул

(Γx(ξ,Γx(ei, η)), ei) = −(Γx(ei, η),Γx(ξ, ei))

(Γx(η,Γx(ei, ξ)), ei) = −(Γx(ei, ξ),Γx(ei, η))

которые получатс в реултате отодествлени коэффициентов свности каса-
телного и кокасателного расслоени с помощ римановой метрики на многооб-
раии с Г.-Ш.-структурой.

Таким обраом, справедливо соотношение

D2µ(ξ, η) = {ρ(ξ)ρ(η) + ([∇λ− R]ξ, η)− tr∇ξ ◦ ∇η}µ (30)

Теорема 2. Пуст при условии теоремы 1 тенор Риччи Rx равномерно по x ∈ X

ограничен в метрике, породенной гилбертовой структурой расслоени γ. Если
µ ∈ M2

X(H) и ξ ∈ WX(γ), то существует интегрируема в квадрате по µ логариф-
мическа проиводна ρµ(ξ; x) и



X

|ρµ(ξ; x)|2µ(dx) =


X

{([ R −∇λ]ξ, ξ) + tr∇ξ2}µ(dx) ≤ Cσ2
2(ξ), (31)
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где σ2(ξ) =




X

{tr∇ξ ◦ ∇ξ∗ + ξ2}µ(dx)  соболевска норма на сечених γ.

Докаателство. Очевидно, что если дл ξ, η ∈ WX существует D2µ(ξ, η), то

X

D2µ(ξ, η)(dx) = 0. И этого следует, что дл µ ∈ M2
X(H)



X

ρ(ξ)ρ(η)µ(dx) =



X

{([ R −∇λ]ξ, η) + tr∇ξ ◦ ∇η}µ(dx) (32)

Полага ξ = η, мы получаем с учетом условий ограниченности λ и R необходиму
оценку.

Отметим, что не смотр на то, что выраение tr ξ′(x) имеет смысл лиш в том
случае, когда ξ ∈ WX(τ

∗), и приведенного неравенства (31) следует, что сумма
< λ(x), ξ(x) > +div ξ(x) влетс элементом пространства L2(X,µ) и при ξ ∈ WX(γ).
Теорема докаана.

амечание. И формул (30) и (31) следует, что мера D2µ(ξ, η) имеет интегрируе-
му по µ плотност  логарифмическу проиводну второго пордка вдол пары
векторных полей ξ, η.

Отметим, что на таком пути моно ввести и оценит логарифмические прои-
водные более высоких пордков.

7. Логарифмическа проиводна гладкого обраа
дифференцируемой меры

Пуст X1 и X2  банаховы многообраи, f : X1 → X2  гладкое отобраение,
µ1  борелевска мера на X1, µ2 = µf

1 = µ ◦ f−1  породаема рассматриваемым
отобраением мера на X2. Пуст ξ2  векторное поле на X2, f - согласованное с
векторным полем на X1:

ξ2(f(x)) = f ′(x)ξ1(x) (33)

Простые вычислени (см. [5]) покаыват, что если мера µ1 дифференцируема вдол
ξ1, то µ2 дифференцируема вдол ξ2 по крайней мере в слабом смысле и

∇ξ2µ2 = (∇ξ1µ1)
f (34)

Действително, пуст ϕ  гладка функци на X2. Функци ϕf на X1 определетс
соотношением ϕf (x) = ϕ(f(x)), ∀x ∈ X. Тогда имеет место формула

(∇ξ2ϕ)
f = ∇ξ1ϕ

f (35)

и которой и следует (34).
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Теорема 3. Пуст многообраие X1 и мера µ1 удовлетворт условим теоремы
2, f : X1 → X2  гладкое отобраение, µ2 = µf

1  борелевска мера на X2 – гладкий
обра меры µ1, ξ1 ∈ WX1(γ1). Тогда мера µ2 имеет логарифмическу проиводну
ρ(ξ2; y) ∈ L2(X2, µ2) (ξ2(f(x)) = f ′(x)ξ1(x)).

Докаателство с учетом формул (34) и (35) получаетс и следущей оценки



X2

ϕ(y)(∇ξ2µ2)(dy)

 =



X2

(∇ξ2ϕ)(y)µ2(dy)

 =



X1

(∇ξ2ϕ)
f (x)µ1(dx)

 =




X1

∇ξ1ϕ
f (x)µ1(dx)

 =



X1

ϕf (x)∇ξ1µ1(dx)

 =



X1

ϕf (x)ρ(ξ1; x)µ1(dx)

 ≤

≤ C · ϕL2(X2,µ2) · σ2,µ1(ξ1),

покаыващей, в силу теоремы Рисса, существование функции β(y), удовлетвор-
щей соотношени 

X2

∇ξ2ϕ(y)µ2(dy) = −


X2

ϕ(y)β(y)µ2(dy).

амечание. В услових, приведенных выше, формула (31) превращаетс в ивест-
ну формулу теории гауссовых мер ([3, 8]). На этом пути аналогичное утвердение
о гладком обрае гауссовой меры укаано в [11].

Дл мер с логарифмической проиводной в линейном пространстве ( R = 0) ва-
риант формулы (31) дл градиентных полей ξ = ∇ψ был получен в [12], где он в
далнейшем исполовалс дл получени неравенств коэрцитивности.
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Numerical-analytical solutions of the nonlinear Schrödinger
equation.

Reyimberganov A. A., Rakhimov I. D.

Abstract. The main aim of the work is to study the numerical solutions of the focusing
nonlinear Schrodinger (NLS) equation. The initial-value problem for the NLS equation

iut + 2|u|2u+ uxx = 0,

u(x, 0) = u0(x)

is solved numerically using the method inverse scattering transform. Here the function u0(x)

possesses the required smoothness and tends to its limits sufficiently rapidly as x → ±∞.
Soliton theory provides effective methods to solve nonlinear evolution partial differential

equations. The inverse scattering transform method is particularly powerful in constructing
soliton solutions.

The inverse scattering transform method to solve the initial-value problem for the NLS
equation is based on the spectral analysis of the Zakharov-Shabat system and is described in
terms of the following three steps: first, solve the direct scattering problem for a Zakharov-Shabat
system with initial potential u0(x); second, finding evolution of scattering data; third, solve the
inverse scattering problem for the time evolved scattering data to arrive at the solution u(x, t).

The inverse scattering problem for Zakharov-Shabat system is reduced to a system of
two integral equations the so-called system of Gelfand-Levitan-Marchenko (Marchenko) integral
equations. This means solving the coupled system of Marchenko integral equations, associated
to the scattering data.

In some cases, analytical solution cannot be found for this system of integral equations. For
example, in a non-reflective case. Therefore, we must apply the numerical methods for obtaining
at least the approximate solutions of the system of Marchenko integral equations.

By M.C.De Bonis and G.Mastroianni [17] applied Nyström method for solving systems of
Fredholm integral equations on the real semiaxis. They proved that this method is stablite and
convergent, and applied a specific application to an inverse scattering problem for the Schrödinger
equation.
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In the work A. Aricò, G.Rodriguez, S.Seatzu [18] is shown system of Marchenko integral
equations can be reduced to a linear system of algebraic equations. Using structured-matrix
techniques the time evolved system of Marchenko integral equations is solved to arrive at the
solution to the NLS equation.

In this work, we have used a numerical method to obtain approximate solutions to the
system of Marchenko integral equations, in the cases when the corresponding system has simple
and multiple eigenvalues. It is clear that to get the best approximating solutions of the given
systems, the truncation degree Nx must be chosen large enough. The results are compared with
the exact solution by using computer simulations.

Keywords: Nonlinear Schrödinger equation (NLS), inverse scattering problems, numerical
methods, integral equations.

Введение

Многие фиические адачи о нелинейных волнах описыватс математическими
моделми, представлщими нелинейные дифференциалные уравнени в частных
проиводных, имещие специалные частные решени  солитоны. начителное
место в теории солитонов отводитс комплексным нелинейным уравненим, напри-
мер, нелинейному уравнени Шредингера (НУШ):

iut + 2λ|u|2u+ uxx = 0, λ = const. (1)

Уравнени (1) наыватс самофокусированными при λ > 0 и дефокусирован-
ными при λ < 0. Аргументы x и t обоначат, соответственно, пространственну и
временну переменну. дес i =

√
−1, u(x, t) влетс комплексной функцией и

определетс по всей вещественной прмой.
Численное моделирование и аналитические модели НУШ играт вану рол

в оптимиации конструкции оптических систем сви. Они помогат понт основ-
ные фиические влени ултракоротких импулсов в нелинейной и дисперсионной
средах. Поэтому, исследование такого рода уравнений и поиски методов поиска их
частных решений представлт болшу практическу ценност и начимост.

Методом обратной адачи рассени [1], вариации и вомущени [2] моно по-
лучит аналитические решени нелинейного уравнени Шредингера при некоторых
особых началных и граничных услових.

Труднее найти аналитическое решение НУШ, поэтому вано иучит теори
численного решени этого уравнени. Методы находени численного решени
НУШ были исследованы многими авторами. Например, иучены методы конечных
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раностей [3, 4], метод кваиинтерполционной схемы [5], метод квадратичной B-
сплайн схемы с конечным элементов [5], метод конечных раностей с расщеплен-
ным шагом и метод псевдоспектралной коллокации [7, 8], метод экспоненциалного
сплайна [9], методы сплайна [10, 11].

Нелинейные уравнени Шредингера принадлеат к классу дифференциал-
ных уравнений интегрируемых методом обратной адачи рассени дл операто-
ра типа Дирака. Это было покаано в работах В. Е. ахарова и А. Б. Шабата [12],
Л. А. Тахтадна и Л. Д. Фадеева [13], М. Абловица, Д. Каупа, А. Нлла и
Х. Сегура [14].

Метод обратной адачи рассени состоит и следущих трех этапов: 1) решит
прму адачу рассени дл сванной системы ахарова-Шабата при аданных на-
чалных данных дл получени данных рассени; 2) находени эволции данных
рассени; 3) решит соответствущу обратну адачу рассени, чтобы прийти
к решени.

Обратна адача рассени сводитс к системе двух интегралных уравнений 
системе интегралных уравнений Марченко. В не беотраателном случае аналити-
ческое решение не моет быт найдено дл этой системы интегралных уравнений.
Дл получени хот бы приблиенных решений системы интегралных уравнений
Марченко, необходимо примент численные методы.

Цел данной стати  предлоит метод находени численных решений
нелинейного уравнени Шредингера с помощ обратной адачи рассени.

1. Необходимые сведени и теории рассени

Рассмотрим линейну систему дифференциалных уравнений


v1x + iξv1 = u(x)v2,

v2x − iξv2 = −u∗(x)v1
(2)

на всей оси (−∞ < x < ∞) с потенциалом u(x), удовлетворщей услови
∞

−∞

(1 + |x|) |u(x)| dx < ∞. (3)

C помощ оператора

L = i


d
dx

−u(x)

−u∗(x) − d
dx


,

систему уравнений (2) моно переписат в виде Lv = ξv, где v = (v1, v2)
T .
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При условии (3) система уравнений (2) обладает решеними Йоста со следущи-
ми асимптотиками

ϕ ∼


1

0


e−iξx

ϕ ∼


0

−1


eiξx






при x → − ∞, (4)

ψ ∼


0

1


eiξx

ψ ∼


1

0


e−iξx






при x → ∞. (5)

Отметим, что ϕ̄ не влетс комплексным сопрением к ϕ.

При выполнении условий (3) такие решени существут и определтс асимп-
тотиками (4) и (5) одноначно. При действителных ξ пары вектор-функций
{ϕ(x, ξ), ϕ̄(x, ξ)} и


ψ(x, ξ), ψ̄(x, ξ)


влтс парами линейно неависимых реше-

ний дл системы уравнений (2), поэтому


ϕ = a(ξ)ψ̄ + b(ξ)ψ,

ϕ = −ā(ξ)ψ + b̄(ξ)ψ̄.
(6)

Легко аметит, что справедливо следущее равенство

a(ξ) = W {ϕ,ψ} ≡ ϕ1ψ2 − ϕ2ψ1, (7)

кроме того, при действителных ξ выполнетс равенства

a(ξ)ā(ξ) + b(ξ)b̄(ξ) = 1. (8)

Функци a(ξ) (ā(ξ)) допускает аналитическое продоление в верхн (нин) по-
луплоскост Im ξ > 0 (Im ξ < 0). При |ξ| → ∞, Im ξ ≥ 0 функци a(ξ) обладает асимп-
тотикой a(ξ) = 1+O


1
|ξ|


. Функци a(ξ) (ā(ξ)) моет имет в полуплоскости Im ξ > 0

(Im ξ < 0) толко конечное число нулей ξk, k = 1, 2, ..., N

ξ̄k, k = 1, 2, ..., N̄


. Ну-

ли ξk

ξ̄k


функций a(ξ) (ā(ξ)) соответствут собственным наченим оператора L в
верхней (ниней) полуплоскости. Кроме того, оператор L моет имет кратные соб-
ственные начени. Как покаано в работе [15] оператор L моет имет спектралные
особенности, которые леат на непрерывном спектре. Непрерывный спектр опера-
тора L аполнет вещественну ос, т.е. σess (L(t)) = (−∞, ∞). Предполагаем, что
оператор L не имеет спектралных особенностей.
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Функции

ψs(x, ξk) ≡
∂s

∂ξs
ψ(x, ξ)


ξ=ξk

, s = 1, 2, ...,mk − 1

наыватс присоединенными функцими к собственной функции ψ(x, ξk). Анало-
гично определтс присоединенные функции к собственной функции φ(x, ξk). Соб-
ственные и присоединенные функции удовлетворт уравненим

(L− ξkI)ψ
s(x, ξk) = sψs−1(x, ξk),

ψ0(x, ξk) ≡ ψ(x, ξk), k = 1, 2, ..., N, s = 0, 1, ..., mk − 1.

Согласно определени собственных и присоединенных функций существует так
наываема цепочка нормировочных чисел {χk

0, χk
1, ..., χk

mk−1} и имет место соот-
ношени

φl(x, ξk) =
l

ν=0

χk
l−ν

l!

ν!
ψν(x, ξk), k = 1, 2, ..., N, l = 0, 1, ...,mk − 1.

Определение 1. Набор величин

S(0) =


r+(ξ) ≡ b(ξ)

a(ξ)
, ξk,χ

k
j , ξ ∈ R1, Im ξk > 0, k = 1, N ; j = 0,mk − 1



наываетс данными рассени дл системы уравнений (2).

Прма адача рассени состоит в определении данных рассени по потен-
циалу u(x), а обратна  в восстановлении по данным рассени потенциала u(x)

уравнени (2).

Дл функции ψ справедливы следущие интегралные представлени

ψ =


0

1


eiξ x +

∞

x

K (x, s) eiξsds, (9)

где K (x, s) влтс двухкомпонентными векторами, т. е.

K (x, s) =


K1 (x, s)

K2 (x, s)


.

В представлених (12) дра K (x, s) не авист от ξ и сваны с u(x) с помощ
равенств

u(x) = −2K1 (x, x) . (10)
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дра K (x, s) при y > x влтс решением интегралных уравнений Марченко
(Гелфанда–Левитана–Марченко)






K∗
2(x, y) +

∞

0

K1(x, s+ x)F (s+ x+ y)ds = 0,

−K1(x, y) + F ∗(x+ y) +

∞

0

K∗
2(x, s+ x)F ∗(s+ x+ y)ds = 0,

(11)

где

F (x) =
1

2π

∞

−∞

r(ξ)eiξxdξ − i
N

k=1

mk−1

ν=0

χk
mk−ν−1

1

ν!

dν

dzν


(z − ξk)

mk

a(z)
eizx


z=ξk

.

2. Методологи

Рассмотрим уравнени (1) при началном условии

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R. (12)

дес начална функци u0(x) влетс достаточно гладкой и удовлетворет усло-
ви (3).

Как покаано в работе [16] при λ > 0 существует аналитическое односолитонное
решение уравнени НУШ в виде

u(x, t) = 2β


2

λ
e−i(2α(x−ξ)+δ)sech(2β(x− ξ)),

где ξ = −4αβt+ ξ0, δ = 2αξ + 4(α2 − β2)t+ δ0 и α, β, ξ0, δ0  действителные числи.
Если функци u(x, t) влетс решением уравнени (1), удовлетворщим на-

чалному услови (15), то данные рассени несамосопренного оператора L с
потенциалом u(x, t) ментс по t следущим обраом:

a(ξ, t) = a(ξ, 0), r(ξ, t) = r(ξ, 0)e4iξ
2t, (Imξ = 0) , (13)

mk(t) = mk(0), ξk(t) = ξk(0), (14)
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χk
0(t) = χk

0(0)e
4iξ2kt,

χk
1(t) = χk

1(0)e
4iξ2kt + 8iξkχ

k
0(0)e

4iξ2ktt,

χk
2(t) = χk

2(0)e
4iξ2kt + 8iξkχ

k
1(0)e

4iξ2ktt+ 8iχk
0(0)e

4iξ2ktt2,

χk
3(t) = χk

3(0)e
4iξ2kt + 8iξkχ

k
2(0)e

4iξ2ktt+ 8iχk
1(0)e

4iξ2ktt2,

. . .

χk
l (t) = χk

l (0)e
4iξ2kt + 8iξkχ

k
l−1(0)e

4iξ2ktt+ 8iχk
l−2(0)e

4iξ2ktt2,

k = 1, 2, ..., N, l = 3, 4, ..., mk − 1.

(15)

Во первых, примен алгоритм метода прмой адачи рассени дл системы
уравнений (1), находим данные рассени при аданной началной функции u0(x).
Далее, на основании уравнений (16)–(18), находим данные рассени при t > 0.

Преде всего, вычислим функци F (x, t) чере данными рассени:

F (x, t) = R(x, t)− i
N

k=1

mk−1

ν=0

χk
mk−ν−1(t)

1

ν!

dν

dzν


(z − ξk)

mk

a(z)
eizx


z=ξk

,

где
R(x, t) = F


r(ξ)e−4iξ2t


.

Система интегралных уравнений Марченко решаетс с помощ численного ме-
тода, учитыващего специалну структуру дра. В этой работе исполуетс ме-
тод Нистрома [17, 18], а интегралы вычислтс с помощ квадратурной формулы
Симпсона на основании сетки X =


xk = a+ kh, h = b−a

Nx
, k = 0, 1, ..., Nx


. дра ин-

тегралных уравнений авист от s+x и s+x+y. Поэтому мы получаем точки сетки
в виде

sj = (j − 1)τ, βk+j = xk + sj, αk+j+p = βk+j + βp+k ,

αk+p = xk + βp+k, k = 1, 2, ..., Nx, j = 1, 2, ..., Ny.
(16)

Мы исполуем квадратурну формулу Симпсона на точках сетки дл аппрокси-
мации интегралов. В точках сетки (19) дра интегралных уравнений удовлетворт
системе линейных алгебраических уравнений






K∗
2(xk, βk+p) +

Ny

j=1

djK1(xk, βk+j)F (αk+j+p) = 0,

Ny

j=1

djK
∗
2(xk, βk+j)F

∗(αk+j+p)−K1(xk, βk+p) = −F ∗(αk+p),

(17)

где {di}Ny

i=0 =
τ

3
{1, 4, 2, 4, ..., 1}, τ  шаг сетки.
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Перепишем системы линейных алгебраических уравнений (17) в виде


INy HD

H∗D −INy


k2
k1


=


0

−fNy


, (18)

с помощ матрицы D = diag{dj}Ny

j=1, INy = diag{1}Ny

j=1,

H = (F (αk+j+p))
Ny

p,j=1, fNy = (F (αk+p))
Ny

p=1, (19)

и неивестные вектор-столбцы

k2 = (K2(xk, βk+p))
Ny

p=1, k1 = (K1(xk, βk+p))
Ny

p=1. (20)

Система (18) моет быт представлена следущим обраом


(DH∗DHD +D)k1 = DfNy ,

k2 = −HDk1.

дес матрица DH∗DHD+D влетс симметричной и полоително определенной,
так что систему моно легко решит методом сопренного градиента. Квадратна
матрица H пордка Ny×Ny наываетс матрица Ганкела, так как (H)ij = F (αk+i+j).

аметим, что как приведены равенства (13) и (20) решение u(x, t), которое мы
хотим получит, свано с компонентом k1.

3. Численный эксперимент

3.1. В беотраателном случае. Выбираем начени параметров Nx = 100,
τ = 0.1 дл отрека [−5, 5]. Пуст данные рассени {r(ξ, 0) = 0, ξ1(0) = i, χ0(0) = 1}
при t = 0. Исполу формулы (16)–(18), получим данные рассени {r(ξ, t) = 0,
ξ1(t) = i, χ0(t) = e−4it} при t > 0. В этом случае функци

u(x, t) = −2e4itsech2x

влетс точное односолитонное решение уравнение (1).
График, соответствущий численному решени дл исходных данных рассени

в раных начених времени (t = 0.5, t = 0.6, t = 0.7, t = 1) на отреке [−5, 5],
покаан на рисунке 1.

Пуст данные рассени {r (ξ, t) = 0, ξ1(t) = i, χ0(t) = e−4it,χ1(t) = (i+ 2it)e−4it},
то, реша обратну адачу рассени,ый получаем точное решение в виде

u(x, t) = −16
(x+ t+ 1)e−6x+4it − (x+ t)e−2x+4it

1 + (16x2 + x(16 + 32t) + (16t2 + 16t+ 6))e−4x + e−8x
.
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Рис. 1. Вещественна част численного и аналитического решени
нелинейного уравнени Шредингера

На рисунке 2. приведен график, соответствущий численному и аналитическо-
му решеним дл исходных данных рассени в раных начених времени
(t = 0.5, t = 0.6, t = 0.7, t = 1) на отреке [−5, 5].

Рис. 2. Вещественна част численного и аналитического решений
нелинейного уравнени Шредингера.
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3.2. В отраателном случае. начени параметров выбираем Nx = 100, τ = 0.1

дл отрека [−5, 5]. Пуст

r (ξ) = 1

1+ξ
, ξ1(0) = i, χ0(0) = 1


. Исполу формулы

(16)–(18), получим

r (ξ, t) = 1

1+ξ
, ξ1(t) = i, χ0(t) = e−4it


.

График соответствущий численному решени дл исходных данных рассени
в раных начених времени (t = 0.5, t = 0.6, t = 0.7,t = 1) на отреке [−5, 5] покаан
на рисунке 3.

Рис. 3. Вещественный част численного решени нелинейного уравне-
ни Шредингера

Пуст

r (ξ, t) = 1

1+ξ
, ξ1(t) = i, χ0(t) = e−4it,χ1(t) = (i+ 2it)e−4it


. Дл

этого случа на рисунке 4. приведен график соответствущий численно-
му решени дл исходных данных рассени в раных начених времени
(t = 0.1, t = 0.5, t = 0.6, t = 1) на отреке [−5, 5].
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Рис. 4. Вещественный част численного решени нелинейного уравне-
ни Шредингера.

аклчение

В данной работе был исполован численный метод получени приблиенного
решени системы интегралных уравнений Марченко. Понтно, что дл получени
наилучших аппроксимирущих решений дл данных систем, степен усечени Nx

долна быт выбрана достаточно болшой. Рассмотренные примеры иллстрирут
вомоности и наденост рассмотренного в работе метода. Полученные предло-
енным методом решени имет достаточно высоку точност.
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18. ARICÒ, A., RODRIGUEZ, G. and SEATZU, S. (2011) Numerical solution of the
nonlinear Schrödinger equation, starting from the scattering data. Calcolo. (48).
p. 75–88.

Таврический вестник информатики и математики, 1 (46)’ 2020



УДК: 517.584, 543.067.22, 537.533.9, 620.187, 51–73

MSC2010: 35G16, 33C10, 78A55

ОБ ИСПОЛОВАНИИ ПРЕОБРАОВАНИ ХАНКЕЛ ПРИ
МАТЕМАТИЧЕСКОМ МОДЕЛИРОВАНИИ

КАТОДОЛМИНЕСЦЕНЦИИ В ОДНОРОДНОМ
ПОЛУПРОВОДНИКОВОМ МАТЕРИАЛЕ

c© Д. В. Туртин
Российский экономический университет им. Г. В. Плеханова

Ивановский филиал
кафедра гуманитарных и естественнонаучных дисциплин

ул. Деринского, 53, Иваново, 153025, Российска Федераци
e-mail: turtin@mail.ru

c© М. А. Степович∗, В. В. Калманович∗∗

Калуский государственный университет им. К. Э. Циолковского
Фиико–технологический институт

кафедра фиики и математики
ул. Степана Раина, 26, Калуга, 248023, Российска Федераци

e-mail: ∗m.stepovich@rambler.ru, ∗∗v572264@yandex.ru

On the use of Hankel transformation in mathematical modeling of
catodoluminescence in a homogeneous semiconductor material.

Turtin D. V., Stepovich M. A., Kalmanovich V. V.

Abstract. The possibility of using the Hankel transform in solving the non–stationary
differential heat and mass transfer equation and the subsequent description of the decrease in
the intensity of linear radiative recombination of minority charge carriers (or excitons) generated
by an electron probe in a homogeneous semiconductor target is considered. The mathematical
model of unsteady diffusion in the problem under consideration (when the electron probe is
turned off) is described using the partial differential equation

∂c(x, y, z, t)

∂t
= D∆c(x, y, z, t)− c(x, y, z, t)

τ

with initial condition
c(x, y, z, 0) = n(x, y, z).

Here c(x, y, z, t) is the concentration of minority carriers (or excitons) at a point with coordinates
(x, y, z) at time t, ∆ = ∂2


∂x2+∂2


∂y2+∂2


∂z2  Laplace operator and all the coefficients in the

differential equation that characterize the semiconductor, are constant values. Function n(x, y, z)

satisfies the stationary differential equation, describing diffusion in the state of quasiequilibrium,
with the electron probe turned on, when the number of minority charge carriers (or excitons)
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generated and recombined in the semiconductor volume per unit time is constant and equal to
each other:

∆n(x, y, z)− n(x, y, z)

λ2
= −ρ(x, y, z).

The boundary conditions for this equation have the form:

D
∂n(x, y, 0)

∂z
= vsn(x, y, 0), lim

z→+∞
n(x, y, z) = 0,

lim
x→+∞

n(x, y, z) = 0, lim
x→−∞

n(x, y, z) = 0, lim
y→+∞

n(x, y, z) = 0, lim
y→−∞

n(x, y, z) = 0,

and the function ρ(x, y, z) describes the concentration of carriers, generated in a semiconductor
per unit time. Cathodoluminescence intensity for linear radiative recombination

I (t) ∼=
 

P


c(x, y, z, t) dV.

Here P is the region in which minority charge carriers or excitons are generated, the
recombination of which gives cathodoluminescent radiation emerging from the semiconductor
volume.

Received expression for I (t), which is more convenient for practical implementation than
previously used in this method. In general, the obtained results can be used in planning the
experiment, conducting quantitative calculations and processing the results in electron-probe
technologies.

Keywords: mathematical model, non–stationary differential heat and mass transfer equation,
partial derivatives, Cauchy problem, cathodoluminescence, Hankel transform.

Введение

Одними и немногих методов, поволщими реалиоват бесконтактну нера-
рушащу диагностику твёрдых тел влтс электронноондовые методы, осно-
ванные на исполовании остро сфокусированных пучков киловолтных электронов
никих (примерно до 8–10 кэВ) и средних (от 8–10 до 50 кэВ) энергий [1]. В полупро-
водниковом материаловедении при проведении локалных исследований материалов
с исполованием сфокусированных пучков электронов наиболее часто в качестве
информативного регистрируетс сигнал, сванный с генерацией и диффуией в по-
лупроводниковой мишени неравновесных неосновных носителей арда (НН) и/или
регистрирутс сигналы, характеристики которых существенно авист от распреде-
лени НН  например, катодолминесцентное (КЛ) илучение, воникащее при
илучателной рекомбинации НН, генерированных в полупроводниковой мишени

Таврический вестник информатики и математики, 1 (46)’ 2020
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пучком киловолтных электронов [2, 3]. Регистраци информативных сигналов, во-
будаемых в полупроводниковой мишени и сравнение эксперименталных данных
с математической модел этого влени поволт идентифицироват параметры
полупроводника, которые весма слоно или дае невомоно определит другими
методами [4, 5]. При этом эксперименталное определение локалных характеристик
мишени, облучаемой остро сфокусированным электронным пучком (электронным
ондом), в области вобудени локалного сигнала силно ослонено малым ра-
мером этой области (единицы микрометра и менее) [6, 7]. Поэтому особу ценност
в практике электронноондовых исследований приобретат расчетные оценки, ха-
рактериущие фиические процессы, обусловленные ваимодействием электронно-
го онда с мишен и их вомоности дл идентификации локалных параметров ис-
следуемых обектов [8–11]. Однако математически корректное исследование матема-
тических моделей фиических влений, воникащих при ваимодействии электрон-
ных пучков с полупроводниковыми обектами и описываемых дифференциалными
уравненими тепломассопереноса с частными проиводными ранее практически не
проводилос [12, 13]. Необходимост подобных математических исследований обу-
словлена таке недостаточной иученност фиических влений математическими
методами: иметс лиш единичные публикации, посвщённые иучени коррект-
ности математических моделей, исполуемых в электронноондовых технологих.
В частности, моно скаат, что ранее така адача моделировани диффуии (и
последущей илучателной рекомбинации с выходом КЛ илучени и полупро-
водника) дл рассматриваемого процесса в определённой степени носила полуколи-
чественный характер. Она решалас толко при исполовании модели потер энер-
гии первичными никоэнергетическими электронами в мишени в виде двумерного
нормалного распределени Гаусса [5, 12–14], что дл широкого диапаона энергий
электронов онда (до 50 кэВ) влетс доволно грубым приблиением, описыва-
щим имещиес эксперименталные данные потер энергии в конденсированном
веществе во многом лиш качественно  см., например [9, 10]. Исполование трёх-
мерной модели потер энергии электронами онда поволет количественно лучше
описат рассматриваемый процесс, а наличие осевой симметрии в адаче ваимодей-
стви электронного онда с твёрдым телом поволет дл проведени расчётов КЛ
исполоват преобраование Ханкел (в некоторой русскоычной литературе 
Ганкел) [15–18].
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Об исполовании преобраовани Ханкел . . . 95

Постановка адачи времпролётной катодолминесценции

Одним и методов, поволщих решит адачу идентификации параметров по-
лупроводниковой мишени, влетс метод времпролётной КЛ (см., например [4,
14, 19]), в основе количественной реалиации которого леит математическа мо-
дел диффуии и последущей илучателной рекомбинации неравновесных НН
или экситонов [20, 21].

Сут времпролётных КЛ имерений состоит в следущем. На поверхност ис-
следуемого полупроводника наноситс маска, непроницаема дл КЛ илучени. В
маске имеетс круглое отверстие ивестного радиуса. КЛ илучение вобудает-
с в центре отверсти при помощи пулсирущего электронного пучка. При ваи-
модействии киловолтных электронов с полупроводниковой мишен в последней
генерирутс неравновесные НН (или экситоны), которые диффундирут в об-
ёме полупроводника, после чего рекомбинирут с имещимис в полупроводнике
основными носителми арда. Воникащее рекомбинационное илучение чере от-
верстие в маске выходит и мишени и регистрируетс в области спектра, харак-
терной дл рекомбинации генерированных частиц, например свободных экситонов
в нитриде галли  перспективном материале оптоэлектроники и СВЧ–техники 
ранее дл этого материала нами проведено рассмотрение двумерной модели диффу-
ии НН [12, 13, 22]. Интенсивност вышедшего и полупроводника КЛ илучени
будет ависет от диаметра отверсти в маске, т.к. част илучени, обусловлен-
ного НН, продиффундировавшими под маску и там рекомбинировавшими, дадут
нулевой вклад в регистрируему КЛ  дес моно считат, что вследствие полно-
го внутреннего отраени илучение и мишени выходит практически вертикално.
После того, как в обраце установитс равновесие меду процессами генерации и ре-
комбинации, вобудение прекращаетс: электронный пучок отклонетс системой
бланкировани на маску, на полупроводник электроны не попадат и КЛ илучение
не вобудаетс. Характер следущего а этим спада интенсивности КЛ ависит
в общем случае толко от ивестного радиуса отверсти и электрофиических па-
раметров полупроводника: времени ини НН и коэффициента диффуии, харак-
териущих двиение НН под маску. Врем действи электронного импулса во
много ра болше времени установлени стационарного процесса при вклчении или
выклчении электронного онда, что даёт вомоност описыват рассматриваемые
процессы диффуии НН следущим обраом: на первом этапе (при сравнително
длителном облучении полупроводника электронным ондом)  как стационарный
процесс, обусловленный генерацией и рекомбинацией НН, при котором мощност,
рассеиваема электронным пучком в мишени, а, начит, и число генерируемых НН
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96 Д. В. Туртин, М. А. Степович, В. В. Калманович

и интенсивност КЛ, ест величины постонные, а на втором этапе, при выклче-
нии электронного онда  как нестационарный процесс диффуии НН, при котором
происходит уменшение их количества со временем (электронный пучок выклчен и
потому новые НН не воникат) и, начит, происходит соответствущее уменше-
ние интенсивности КЛ. Это моет поволит при наличии математической модели,
описыващей рассматриваемое вление, на основе аналиа эксперименталных дан-
ных получат оценки электрофиических параметров исследуемых полупроводнико-
вых материалов, в общем случае путем решени соответствущей обратной адачи.
Посколку адача математического моделировани диффуии НН и последущей
КЛ в полупроводниковой мишени влетс трёхмерной и имещей осеву симмет-
ри, дл расчётов КЛ будем исполоват преобраование Ханкел. Этот подход
целесообрано примент, если решение операторного уравнени моно ралоит
по одной и функций Бессел, что присутствует и в исследуемой адаче. Применив
данный метод к решени адачи о КЛ, получим решение рассматриваемой адачи в
виде, удобном дл далнейшего исследовани. Отметим, что традиционные подходы
чере преобраование Лапласа или применение метода Фуре дат более слоные
формы дл решени иучаемой адачи, что в далнейшем атруднет исследова-
ние функции, описыващей ависимост интенсивности КЛ от энергии электронов
онда и параметров полупроводниковой мишени. Этим и обснетс выбор преоб-
раовани Ханкел при математическом моделировании КЛ, обусловленной остро
сфокусированным электронным ондом в однородном полупроводниковом материа-
ле.

Математическа модел иучаемого процесса

В общем случае при исполовании остро сфокусированного электронного онда
реалиуетс трёхмерна диффуи неравновесных НН. В этом случае математиче-
ска модел нестационарной диффуии НН в рассматриваемой адаче (при выкл-
чении электронного онда) описываетс при помощи уравнени в частных проивод-
ных

∂c(x, y, z, t)

∂t
= D∆c(x, y, z, t)− c(x, y, z, t)

τ
(1)

с началным условием
c(x, y, z, 0) = n(x, y, z). (2)

Оси прмоуголной декартовой системы координат x и y леат на плоской поверх-
ности полубесконечного полупроводника, x, y ∈ (−∞,∞), а ос z направлена вглуб
полупроводника, z ∈ [0,∞); c(x, y, z, t)  концентраци НН в точке с координатами
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(x, y, z) в момент времени t, а τ и D  врем ини и коэффициент диффуии НН;
∆ = ∂2/∂x2+∂2/∂y2+∂2/∂z2  оператор Лапласа. Функци n(x, y, z) удовлетворет
стационарному дифференциалному уравнени, описыващему диффуи НН в
состонии кваиравновеси (при вклчённом электронном онде, когда число НН,
генерируемых и рекомбинирущих в обёме полупроводника в единицу времени по-
стонно и равно друг другу):

∆n(x, y, z)− n(x, y, z)

λ2
= −ρ(x, y, z). (3)

Граничные услови дл уравнени (3) имет вид:

D
∂n(x, y, 0)

∂z
= vsn(x, y, 0), lim

z→+∞
n(x, y, z) = 0,

lim
x→+∞

n(x, y, z) = 0, lim
x→−∞

n(x, y, z) = 0, lim
y→+∞

n(x, y, z) = 0, lim
y→−∞

n(x, y, z) = 0. (4)

дес λ =
√
Dτ  диффуионна длина и vs  скорост поверхностной рекомби-

нации НН соответственно. Отметим, что при моделировании процесса диффуии
в правой части уравнени (3) долна находитс функци ρ(x, y, z), описываща
концентраци НН, генерированных в полупроводнике в единицу времни , что дости-
гаетс делением энергии, выделемой в единице обёма полупроводника в единицу
времени, на энерги обраовани электронно–дырочной пары [20, 21].

Вопрос о существовании решени адачи (1)-(4) иучалс в работе [23]. Построив
функци Грина, было найдено решение адачи (3)-(4), которое описываетс форму-
лой

n(x, y, z) =

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

0

ρ(ξ, η, ζ)


exp (−χR0)

4πR0

+
exp (−χR1)

4πR1

−

−β

+∞

ζ

exp{α(ζ − s)− χ


ρ2 + (z + s)2}
ρ2 + (z + s)2

ds


dξdηdζ, (5)

где R0 =


(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2, R1 =


(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z + ζ)2,

χ = 1/λ, α = vs/D, β = α/2π, ρ2 = (x− ξ)2 + (y − η)2.

Исполу [24], было получено решение адачи (1), (2):

c(x, y, z, t) =
exp


− t

τ



2
√
Dπt

3

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

0

n(ξ, η, ζ) exp


−r2(ξ, η, ζ)

4Dt


dξdηdζ, (6)

r(ξ, η, ζ) =


(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2.
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Следу [24], в рассматриваемом случае област генерации НН будем описы-
ват наиболее простой модел  функцией Гаусса ρ(x, y, z) = G0τφ(x, y, z)/λ

2, где
G0  частота пулсирущего электронного онда (и равна ей частота генерации
НН), а φ(x, y, z)  плотност трёхмерного нормалного распределени Гаусса. В
далнейшем будем считат, что ρ(x, y, z) = c2 exp


−c1 (x

2 + y2 + z2)

, c1 = 1/2σ2,

c2 = G0τ

λ2


σ
√
2π

3
.

Далее апишем формулу дл интенсивности КЛ бе учёта поглощени илучени
в обёме полупроводника. Такой подход исполуетс дл проведени количествен-
ных расчётов КЛ, вобудаемой никоэнергетичными электронами, при этом про-
цессы потери энергии электронами пучка, генерации и илучателной рекомбинации
генерированных электронным пучком неравновесных НН реалиутс в приповерх-
ностной области полупроводниковой мишени [4, 5, 12, 13]. Такой подход моет быт
исполован и дл расчётов интенсивности КЛ длинноволнового участка спектра, где
коэффициент поглощени весма мал (часто менее 10 см−1) и потому самопоглоще-
нием илучени в полупроводнике моно пренебреч [25, 26]. Исполуем очевидное
и наиболее простое выраение, устанавливащее св интенсивности КЛ с концен-
трацией НН дл случа линейной илучателной рекомбинации НН [4, 5, 14]

I (t) ∼=
 

P


c(x, y, z, t) dV.

дес P  област, в которой генерирутс НН, рекомбинаци которых даёт КЛ
илучение, выходщее и обёма полупроводника. Дл рассматриваемой адачи это
прмой круговой цилиндр с радиусом основани R, одно основание которого леит
на облучаемой поверхности полупроводника, а второе находитс на расстонии, во
много ра болшем начени диффуионной длины НН λ, т.е. практически на бес-
конечности.

О преобраовании Ханкел

Преобраование Ханкел функции f(r) пордка ν даётс формулой [15–18]

Fν(k) =

+∞

0

f(r)Jν(kr)r dr,

где Jν(kr)  функци Бессел пордка ν и ν ≥ −1/2. Отсда преобраование Хан-
кел нулевого пордка определетс формулой

F0(k) =

+∞

0

f(r)J0(kr)r dr.
“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2020, 1
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Обратным преобраованием Ханкел функции Fν(k) наыват следущее выра-
ение:

f(r) =

+∞

0

Fν(k)Jν(kr)k dk.

Преобраование Ханкел функции f(r) верно дл лбых точек на интервале
(0, +∞) , в которых функци f(r) непрерывна или кусочно–непрерывна с конечными
скачками и интеграл

+∞

0

|f(r)| r1/2 dr

конечен. Моно таке расширит это определение подобно тому, как это делаетс
дл преобраовани Фуре, вклчив в него некоторые функции, интеграл которых
бесконечен (например, f(r) = r). В то е врем, посколку в моделируемой фииче-
ской адаче при x = 0 все рассматриваемые функции имет конечные начени, а на
интервале [0, +∞) , они непрерывные, более того, гладкие, преобраование Ханкел
будем рассматриват на интервале [0, +∞) .

Решение адачи с исполованием преобраовани Ханкел

Сделав в адаче (1)–(2) амену

c(x, y, z, t) = exp

− t

τ


v(x, y, z, t),

получим
∂v (x, y, z, t)

∂t
= D∆v (x, y, z, t) , (7)

v (x, y, z, 0) = n (x, y, z) . (8)

К уравнени (7) применим преобраование Ханкел. Обоначим

V̂ (η, t) =

+∞

0

rV (r, t) J0 (ηr) dr,

причём

V (r, t) =

+∞

0

ηV̂ (η, t) J0 (ηr) dη.

дес J0(ηx)  функци Бессел нулевого пордка.
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В левой части уравнени (7) выраение Vt (r, t) аменетс на V̂t (η, t) , а дл
правой части этого уравнени, примен формулу интегрировани по частм, полу-
чим

+∞

0

1

r

∂

∂r


r
∂V (r, t)

∂r


rJ0 (ηr) dr =

+∞

0

∂

∂r


r
∂V (r, t)

∂r


J0 (ηr) dr =

=


r
∂V (r, t)

∂r
J0 (ηr)


r=∞

r−0

−
+∞

0

ηr
∂V (r, t)

∂r

∂J0 (ηr)

∂r
dr =−η

+∞

0

r
∂V (r, t)

∂r

∂J0 (ηr)

∂r
dr =

= −η


V (r, t) r

∂J0 (ηr)

∂r


r=+∞

r=0

+ η

+∞

0

V
∂V (r, t)

∂r


r
∂J0 (ηr)

∂r


dr =

= η

+∞

0


∂J0 (ηr)

∂r
+

∂2J0 (ηr)

∂r2
rη


V dr =

+∞

0


η2r

∂2J0 (ηr)

∂r2
+ η

∂J0 (ηr)

∂r


V dr.

Дл функции Бессел J0 (x) по определени имеем равенство

η2r
∂2J0 (ηr)

∂r2
+

η

r

∂J0 (ηr)

∂r
+ η2J0 (ηr) = 0,

откуда

η2r
∂2J0 (ηr)

∂r2
+ η

∂J0 (ηr)

∂r
= −rη2J0 (ηr) .

начит
+∞

0

1

r

∂

∂r


r
∂V (r, t)

∂r


rJ0 (ηr) dr =− η2

+∞

0

rV J0 (ηr) dr =− η2V̂ (η, t) .

Поэтому уравнение (7) переходит в уравнение вида

∂V̂ (η, t)

∂t
+Dη2V̂ (η, t) = 0. (9)

Решив уравнение (9), получим V̂ (η, t) = A (η) exp (−Dη2t) , откуда

V (r, t) =

+∞

0

B (η)J0 (ηr) exp

−Dη2t


dη. (10)

дес B (η) = ηA (η)  проиволна функци.
Учитыва началное условие (8), и (10) имеем

+∞

0

B (η)J0 (ηr) dη = n (r) . (11)
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Применив к (11) обратное преобраование Ханкел, получим

B (η) =

+∞

0

n (ξ)J0 (ηξ) ξdξ. (12)

Подставив (12) в (10) и учитыва, что B (η) = ηA (η) , получим

V (r, t) =

+∞

0

+∞

0

n (ξ)J0 (ξη) J0 (ηr) exp

−Dη2t


ηξ dη dξ. (13)

С учётом соотношени
+∞

0

exp

−ρ2x2


Jp (αx)Jp (αx) xdx =

1

2ρ2
exp


−α2 + β2

4ρ2


Ip


αβ

2ρ2


,

где Ip (x)  модифицированна функци Бессел первого рода пордка p [15–18, 27],
выраение (13) моно переписат в виде

V (r, t) =
1

2Dt

+∞

0

exp


−r2 + ξ2

4Dt


I0


rξ

2Dt


n (ξ) ξdξ.

Таким обраом, решение c (r, t) адачи Коши (1)–(2) имеет вид

c (r, t) =
exp


− t

τ



2Dt

+∞

0

exp


−r2 + ξ2

4Dt


I0


rξ

2Dt


n (ξ) ξdξ. (14)

Формулу дл интенсивности КЛ в полрных координатах дл рассматриваемой
адачи апишем в виде

I (t) = 2π

R

0

c (r, t)rdr. (15)

Подставив (14) в (15), получим

I (t) =
π exp


− t

τ



Dt

R

0

+∞

0

exp


−r2 + ξ2

4Dt


I0


rξ

2Dt


n (ξ) rξdξdr. (16)

Исследуем некоторые свойства полученного выраени при R → ∞, что отвечает
однородному полубесконечному полупроводнику:

lim
R→∞

I (t) =
π exp


− t

τ



Dt

+∞

0

+∞

0

exp


−r2 + ξ2

4Dt


I0


rξ

2Dt


n (ξ) rξdξdr. (17)
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Дл вычислени интеграла в (17) применим формулу

In (x) = i−nJn (ix) , (18)

где i  мнима единица. Применив (18) к (17) дл n = 0 и, восполовавшис фор-
мулой

+∞

0

exp

−a2x2


tν+1Jν (bx) dx =

bν

(2a2)ν+1 exp


− b2

4a2


,

получим

I (t) = 2π exp


− t

τ

 +∞

0

n (ξ)ξdξ. (19)

Выраение (19) совпадает с реултатами расчёта интенсивности КЛ дл од-
нородного полубесконечного полупроводникового материала, полученными в [5, 14]
дл двумерной КЛ и реултатами сравнени данных математического моделиро-
вани с эксперименталными данными [4] что таке подтвердает справедливост
выраени (16).

аклчение

Исполу преобраование Ханкел, аналитически решена нестационарна а-
дача тепломассопереноса, описываща спад интенсивности катодолминесценции
в полубесконечном однородном полупроводниковом материале после выклчени
электронного онда в методе времпролётной катодолминесценции. Полученное вы-
раение дл I (t) удобнее дл практической реалиации, чем исполуемые ранее в
этом методе. Эти реултаты могут быт исполованы при планировании экспери-
мента, проведении количественных вычислений и обработки полученных реултатов
в электронноондовых технологих при исполовании электронов никих и средних
энергий.

Работа выполнена при финансовой поддерке Российского фонда фундаментал-
ных исследований (проект  19–03–00271), а таке РФФИ и правителства Калу-
ской области (проект  18–41–400001).

Cписок литературы

1. Растрова электронна микроскопи дл нанотехнологий. Методы и примене-
ние / Под ред. У. у и . Л. Уанга.  М.: БИНОМ. Лаборатори наний,
2013.  582 с.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2020, 1



Об исполовании преобраовани Ханкел . . . 103

Ed. by Weili ZHOU and Zhong Lin WANG. (2006) Scanning Microscopy for
Nanotechnology. Technicues and Applications. Springer Science+Business Media,
LLC. 522 pp

2. YACOBI, B. G., HOLT, D. B. Cathodoluminescence microscopy of inorganic solids. 
New York: Plenum Press, 1990.  354 pp.

3. Степович М.А. Количественна катодолминесцентна микроскопи прмоон-
ных материалов полупроводниковой оптоэлектроники: Дис. . . . д–ра фи.–мат.
наук (01.04.07).  М.: Московский государственный технический университет
им. Н.Э. Баумана, 2003.  351 с.

STEPOVICH, M. A. (2003) Quantitative Cathodoluminescent Microscopy of Direct–
Gap Materials of Semiconductor Optoelectronics. Thesis Dr. Phys.–Math. Sci.
Moscow: Bauman Moscow State Technical University. 351 pp. (in Russian)

4. Полков А.Н., Noltemeyer M., Hempel T., Christen J., Степович М.А. Катодол-
минесцентные эксперименталные исследовани транспорта экситонов в нитриде
галли // Ивести РАН. Сери фиическа.  2012.  Т. 76,  9.  С. 1082–1085.

POLYAKOV, A. N., NOLTEMEYER, M., HEMPEL, T., CHRISTEN, J.,
STEPOVICH, M. A. (2012) Experimental Cathodoluminescence Studies of Exciton
Transport in Gallium Nitride. Bulletin of the Russian Academy of Sciences: Physics.
76 (9). p. 970–973.

5. Полков А.Н., Noltemeyer M., Hempel T., Christen J., Степович М.А. Двумер-
на диффуи и катодолминесценци экситонов, генерированных электронным
пучком в полупроводниковом материале: реултаты математического моделиро-
вани // Поверхност. Рентгеновские, синхротронные и нейтронные исследова-
ни.  2012.   11.  С. 35–40.

POLYAKOV, A. N., NOLTEMEYER, M., HEMPEL, T., CHRISTEN, J.,
STEPOVICH, M. A. (2012) Two Dimensional Diffusion and Cathodoluminescence of
Excitons Generated by Electron Beam in Semiconductors: Results of Mathematical
Modelling. Journal of Surface Investigation. X–ray, Synchrotron and Neutron
Techniques. 6 (6). p. 901–906.

6. EVERHART, T. E.Kilovolt electron energy dissipation in solids // J. Appl. Phys. 
1960.  Vol. 31, No. 10.  Рp. 1483–1492.

7. KANAYA, K., OKAYAMA, S. Penetration and energy–loss theory of electrons in solid
targets // J. Phys. D.  1972.  Vol. 5, No. 1.  Pp. 43–58.

Таврический вестник информатики и математики, 1 (46)’ 2020



104 Д. В. Туртин, М. А. Степович, В. В. Калманович

8. Михеев Н.Н., Никоноров И.М., Петров В.И., Степович М.А. Определение элек-
трофиических параметров полупроводников в растровом электронном микро-
скопе методами наведенного тока и катодолминесценции // Ивести АН СССР.
Сери фиическа.  1990.  T. 54,  2.  C. 274–280.

MIKHEEV, N. N., NIKONOROV, I. M., PETROV, V. I., STEPOVICH, M. A.
(1990) Determining the Electro–physical Parameters of Semiconductors in a Raster
Electron Microscope by the Induced–Current and Cathodoluminescence Methods.
Bulletin of the Academy of Sciences of the USSR. Physical Series. 54 (2). p. 82–88.

9. Михеев Н.Н., Петров В.И., Степович М.А. Количественный анали материалов
полупроводниковой оптоэлектроники методами растровой электронной микро-
скопии // Ивести РАН. Сери фиическа.  1991.  T. 55,  8.  C. 1474–
1482.

MIKHEEV, N. N., PETROV, V. I., STEPOVICH, M. A. (1991) Quantitative
Analysis of Semiconductor Optoelectronic Materials by Raster Electron Microscopy.
Bulletin of the Academy of Sciences of the USSR. Physical Series. 55 (8). p. 1–9.

10. Михеев Н.Н., Степович М.А. Распределение энергетических потер при ваимо-
действии электронного онда с веществом // аводска лаборатори. Диагности-
ка материалов.  1996.  Т. 62,  4.  С. 20–25.

MIKHEEV, N. N., STEPOVICH, M. A. (1996) Distribution of Energy Losses in
Interaction of an Electron Probe with Material. Industrial Laboratory. 62 (4).
p. 221–226.

11. STEPOVICH, M. A., AMRASTANOV, A. N., SEREGINA, E. V., and
FILIPPOV, M. N. On one peculiarity of the model describing the interaction
of the electron beam with the semiconductor surface // Journal of Physics: Conf.
Series.  2018.  Vol. 955.  012040 (6 pp.).

12. POLYAKOV, A. N., SMIRNOVA, A. N., STEPOVICH, M. A., TURTIN, D. V.
Qualitative properties of a mathematical model of the diffusion of excitons generated
by electron probe in a homogeneous semiconductor material // Lobachevskii Journal
of Mathematics.  2018.  Vol. 39, No. 2.  Pp. 259-262.

13. STEPOVICH, M. A., TURTIN, D. V., SEREGINA, E. V., and POLYAKOV, A. N.
On the qualitative characteristics of a two–dimensional mathematical model of
diffusion of minority charge carriers generated by a low–energy electron beam in a
homogeneous semiconductor material // Journal of Physics: Conf. Series.  2019. 
Vol. 1203.  012095 (8 pp.).

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2020, 1



Об исполовании преобраовани Ханкел . . . 105

14. Полков А.Н., Noltemeyer M., Hempel T., Christen J., Степович М.А. Оценка
начений электрофиических параметров полупроводниковых материалов по ре-
ултатам имерений катодолминесценции экситонов // Прикладна фиика. 
2012.   6.  С. 41–46.

POLYAKOV, A. N., NOLTEMEYER, M., HEMPEL, T., CHRISTEN, J.,
STEPOVICH, M. A. (2012) Estimation of values of electrophysical parameters of
semiconductor materials by results of measurements of excitons cathodoluminescence.
Prikladnaya Fizika/Applied Physics. (6). p. 41–46.

15. Тихонов, А. Н., Самарский, А. А. Уравнени математической фиики.  М.: На-
ука, Главна редакци фи.-мат. литературы, 1972.  736 с.

TIKHONOV, A. N., SAMARSKY, A. A. (1990) Equations of mathematical physics.
Dover Publications, Inc. 784 pp.

16. Корн, Г., Корн, Т. Справочник по математике (дл научных работников и ине-
неров).  М.: Наука, Главна редакци фи.-мат. литературы, 1974.  832 c.

KORN, Granino A., KORN, Theresa M. (1968) Mathematical Handbook for Scientists
and Engineers: Definitions, Theorems and Formulas for Reference and Review. 2nd,
Enlargend and Revised Edition. New York: McGraw–Hill Book Company. 1130 pp.

17. Лебедев, Н Н. Специалные функции и их ралоени. 2–е ид.  М.: Учпедги,
1963.  359 с.

LEBEDEV, N. N. (1963) Special functions and their decompositions. 2nd Edition.
Moscow: Uchpedgiz. 359 pp. (in Russian)

18. Прудников, А. П., Брычков, . А., Маричев, О. И. Интегралы и рды. Специ-
алные функции.  М.: Наука, Главна редакци фи.-мат. литературы, 1983. 
752 с.

PRUDNIKOV, A. P., BRYCHKOV, Yu. A., MARICHEV, A. I. (1983) Integrals and
series. Special features. Moscow: Science. The main Edition of the Phys.-Math.
Literature. 752 pp. (in Russian)

19. NOLTEMEYER, M., BERTRAM, F., HEMPEL, T., BASTEK, B., POLYAKOV, A.,
CHRISTEN, J., BRANDT, M., LORENZ, M., GRUNDMANN, M. Excitonic
transport in ZnO // J. Mater. Research.  2012.  Vol. 27, Issue 17.  Pp. 2225–
2231.

20. Панков . Оптические процессы в полупроводниках.  М.: Мир, 1973.  384 с.

Таврический вестник информатики и математики, 1 (46)’ 2020



106 Д. В. Туртин, М. А. Степович, В. В. Калманович

PANKOVE, J. I. (2010) Optical Processes in Semiconductors. Dover Publications; 2nd
revised ed. 448 pp.

21. Бонч–Бруевич, В. Л., Калашников, С. Г. Фиика полупроводников: Учебн. посо-
бие дл вуов.  М.: Наука, Главна редакци фи.-мат. литературы, 1990. 
685 с.

BONCH–BRUEVICH, V. L., and KALASHNIKOV, S. G. (1990) The Physics of
Semiconductors. Moscow: Nauka. 685 pp. (in Russian)

22. Степович М.А., Туртин Д.В., Серегина Е.В., Полков А.Н. О качественных ха-
рактеристиках двумерной математической модели диффуии неосновных носи-
телей арда, генерированных никоэнергетическим электронным ондом в од-
нородном полупроводниковом материале // Актуалные проблемы прикладной
математики, информатики и механики: Сборник трудов медународной науч-
ной конференции (17–19 декабр 2018 г., г. Вороне, Воронеский государствен-
ный университет).  Вороне: Научно–исследователские публикации, 2019. 
С. 127–133.

STEPOVICH, M. A., TURTIN, D. V., SEREGINA, E. V., POLYAKOV, A. N.
(2019) On the qualitative characteristics of the two–dimensional mathematical
model of diffusion of minority charge carriers generated by a low–energy electron
probe in a homogeneous semiconductor material. Actual Problems of Applied
Mathematics, Computer Science and Mechanics: Proceedings of the International
Scientific Conference (Voronezh, 2018, Voronezh State university).  Voronezh:
Research publications. p. 127–133 (in Russian)

23. Полков А.Н., Степович М.А., Туртин Д.В. Математическое моделирование ка-
тодолминесценции экситонов, генерированных уким электронным пучком в
полупроводниковом материале // Ивести РАН. Сери фиическа.  2016. 
Т. 80,  12.  С. 1629–1633.

POLYAKOV, A. N., STEPOVICH, M. A., TURTIN, D. V. (2016) Mathematical
modeling of the cathodoluminescence of excitons generated by a narrow electron beam
in a semiconductor material. Bulletin of the Russian Academy of Sciences: Physics.
80 (12). p. 1436–1440.

24. Полков А.Н., Степович М.А., Туртин Д.В. Трехмерна диффуи экситонов, ге-
нерированных электронным пучком в полупроводниковом материале: реултаты
математического моделировани // Поверхност. Рентгеновские, синхротронные
и нейтронные исследовани.  2015.   12.  С. 48-52.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2020, 1



Об исполовании преобраовани Ханкел . . . 107

POLYAKOV, A. N., STEPOVICH, M. A., TURTIN, D. V. (2015) Three–
Dimensional Diffusion of Excitons Generated by an Electron Beam in a Semiconductor
Material: Results of Mathematical Modeling. Journal of Surface Investigation. X–ray,
Synchrotron and Neutron Techniques. 9 (5). p. 1251–1255.

25. WITTRY, D. B., KYSER, D. F. Measurements of diffusion lengths in direct–gap
semiconductors by electron beam excitation // J. Appl. Phys.  1967.  Vol. 38,
No. 1.  Pp. 375–382.

26. RAO–SAHIB, T. S., WITTRY, D.B. Measurements of diffusion lengths in p–type
gallium arsenide by electron beam excitation // J. Appl. Phys.  1969.  Vol. 40,
No. 9.  Pp. 3745–3750.

27. Владимиров, В. С., аринов, В. В. Уравнени математической фиики: Учебник
дл вуов, 2–е ид., стереотип.  М.: Фиматлит, 2004.  400 с.

VLADIMIROV, V. S., ZHARINOV, V. V. (2004) Equations of mathematical physics:
a textbook for universities. 2nd edition. Moscow: Fizmatlit. 400 pp. (in Russian)

Таврический вестник информатики и математики, 1 (46)’ 2020



РЕФЕРАТЫ ИНФОРМАТИКА И МАТЕМАТИКА

Shchukin M. V. On 3-homogeneous C∗-algebras over two-dimensional
oriented manifolds / M. V. Shchukin // Таврический вестник информатики
и математики.  2020.  1 (46).  C. 11 – 18.

УДК: 517.9

В работе исследутс 3-однородные С*-алгебры с пространством примитивных иде-
алов, гомеоморфным двумерному ориентируемому многообраи. Исполуетс гео-
метрическа интерпретаци такой алгебры как алгебры непрерывных сечений соот-
ветствущего алгебраического расслоени. Исполу эту реалиаци, докаывает-
с, что така 3-однородные С*-алгебра моет быт породена трем идемпотентами.
Докаываетс таке, что така алгебра не моет быт породена двум идемпотен-
тами.

Клчевые слова: Алгебраическое расслоение, n-однородна С*-алгебра, неприводимое
представление, идемпотент, конечно-породенна алгебра.

Voytitsky V. I. On hyper-sums and hyper-products of progressions /
V. I. Voytitsky // Таврический вестник информатики и математики. 
2020.  1 (46).  C. 19 – 31.

УДК: 517.98, 517.955, 532.5

В стате исследутс свойства последователностей чисел (так наываемых “гипер-
сумм” и “гиперпроиведений”), которые моно построит на основе данной числовой
последователности. Мы рассматриваем такие последователности дл арифмети-
ческих, геометрических прогрессий и чисел Фибоначчи. Получены вные формулы
дл n-того члена, иучены адачи асимптотического поведени. В качестве основ-
ного реултата докаана нова асимптотическа формула дл гиперпроиведени
арифметической прогрессии, обобщащу формулу Стирлинга и асимптотику су-
перфакториала.

Клчевые слова: клчевые слова: числова последователност, гиперсуммы, гиперпро-
иведени, асимптотика, обобщенна формула Стирлинга, суперфакториал..
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Донской В. И. Интеллектуална оптимиаци на основе машинного обу-
чени: современное состоние и перспективы (обор) / В. И. Донской //
Таврический вестник информатики и математики.  2020.  1 (46). 
C. 32 – 63.

УДК: 004.855.5+519.852

Данный обор посвщен следущей проблеме: необходимо, наблда а поведени-
ем обекта, автоматически вывит стратеги, поволщу улучшит (оптимии-
роват) качество его функционировани. Другими словами, восстановит целеву
функци (набор целевых функций) и ограничени; иначе говор, синтеироват ма-
тематическу модел оптимиации с помощ машинного обучени.

В оборе представлены основные раработанные на сегодншний ден методы и алго-
ритмы, поволщие автоматически строит математические модели обектов пла-
нировани и управлени с исполованием массивов прецедентов, предполоително
влщихс достоверной информацией, что поволет получат обективные моде-
ли управлени, отраащие реалные процессы. В этом состоит главное преиму-
щество илоенных в оборе методов по сравнени с традиционным, субективным
подходом к построени моделей планировани и управлени.

Клчевые слова: машинное обучение, оптимиационные модели, неполные данные, ис-
кусственный интеллект, нейронные сети.

Марнин Б. Д., Смолич В. П. Гладкие меры на многообраих с римано-
вой структурой / Б. Д. Марнин, В. П. Смолич // Таврический вестник
информатики и математики.  2020.  1 (46).  C. 64 – 79.

УДК: 519.58+517.22+517.91

Стат посвщена актуалному и активно равиващемус в настощее врем на-
правлени равити аналиа гладких мер на гладких бесконечномерных многообра-
их. Ваност этого направлени диктуетс обширной област его прилоений,
вклчащих в себ бесконечномерный анали и рд раделов математической фи-
ики систем с бесконечным числом степеней свободы.

В бесконечномерном аналие ввиду отсутстви стандартной меры типа меры Лебега
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пространства мер играт ту е рол, что и пространства функций. Поэтому в ка-
дом и таких пространств неависимым обраом долно быт построено дифферен-
циалное исчисление. При этом двойственным обектом к гладким мерам влтс
обобщённые функции, а к к гладким функцим –– обобщенные меры.

Дифференциалное исчисление мер в линейных пространствах получило свое ра-
витие в работах С. В. Фомина, А. В. Авербуха, О. Г. Смолнова, а таке в работах
А. В. Скорохода. Но во всех этих работах рассматривалас дифференцирование мер
по постонным направленим. Поэтому необходимо рассмотрет понтие проивод-
ной меры вдол векторного пол, имещее смысл и в линейном пространстве, и на
гладком многообраии.

Устанавливаетс инвариантност проиводной меры вдол векторного пол относи-
телно гладких преобраований и устойчивост логарифмической проиводной меры
относително гладких обратимых отобраений. При этом проиводна меры вдол
конечного набора векторных полей окаываетс симметричной относително вектор-
ных полей. Соответствущие конструкции приводт к обобщени на негауссов слу-
чай формул интегрировани по частм, леащих в основе построени расширенных
стохастических интегралов.

Рассматриватс ковариантные дифференциалные операции на многообраих со
структурой Гилберта–Шмидта. Модел такого многообраи влетс банахово
оснащение вещественного сепарабелного гилбертова пространства. Формулы инте-
грировани по частм дл таких многообраий тесно сваны с дифференциално-
геометрическими характеристиками многообраи, они содерат тенор Риччи мно-
гообраи.

Клчевые слова: гладка мера, распределение, дифференцирование меры, проиводна ме-
ры вдол векторного пол, логарифмическа проиводна меры.

Рейимберганов А. А., Рахимов И. Д. Численно-аналитические реше-
ни нелинейного уравнени Шредингера / А. А. Рейимберганов,
И. Д. Рахимов // Таврический вестник информатики и математики. 
2020.  1 (46).  C. 80 – 91.

УДК: 517.946

Основной цел данной работы влетс исследование численных решений фокуси-
рущего нелинейного уравнени Шредингера (НУШ). Начална адача дл НУШ
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решаетс численно с исполованием метода обратного преобраовани рассени,
когда начална функци обладает достаточно гладкост и достаточно быстро
стремитс к своим переделам при x → ±∞.

Ивестно, что метод обратного преобраовани рассени дл решени началной а-
дачи дл НУШ основан на спектралном аналие системы ахарова–Шабата. Обрат-
на адача рассени дл системы ахарова–Шабата сводитс к системе двух инте-
гралных уравнений, так наываемой системе интегралных уравнений Гелфанда–
Левитана–Марченко (Марченко).

дес исполовано численный метод дл получени приблиенных решений си-
стемы интегралных уравнений Марченко в тех случах, когда соответствуща
система ахарова–Шабата имеет простые и кратные собственные начени.

Клчевые слова: Нелинейные уравнени Шредингера, обратные адачи рассени, чис-
ленные методы, интегралные уравнени..

Туртин Д. В., Степович М. А., Калманович В. В. Об исполовании пре-
обраовани Ханкел при математическом моделировании катодолми-
несценции в однородном полупроводниковом материале / Д. В. Туртин,
М. А. Степович, В. В. Калманович // Таврический вестник информатики
и математики.  2020.  1 (46).  C. 92 – 107.

УДК: 517.584, 543.067.22, 537.533.9, 620.187, 51–73

Покаана вомоност исполовани преобраовани Ханкел при решении неста-
ционарного дифференциалного уравнени тепломассопереноса и последущего
описани спада интенсивности илучателной рекомбинации неравновесных неоснов-
ных носителей арда (или экситонов), генерированных электронным ондом в од-
нородной полупроводниковой мишени.

Математическа модел рассматриваемого влени описываетс уравненими в
частных проиводных. Сначала рассматриваетс модел стационарного облучени
полупроводниковой мишени электронами и находитс распределение генерирован-
ных неравновесных носителей в обёме полупроводника, атем решаетс нестацио-
нарное дифференциалное уравнение, описыващее именение концентрации носи-
телей после прекращени облучени. Дл описани интенсивности катодолминес-
центного илучени исполуетс модел линейной илучателной рекомбинации,
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согласно которой интенсивност считаетс пропорционалной количеству неравно-
весных носителей. Полученное выраение удобнее дл практической реалиации,
чем исполуемые ранее в методе времпролётной катодолминесценции. В целом
полученные реултаты могут быт исполованы при планировании эксперимен-
та, проведении количественных вычислений и обработки полученных реултатов в
электронноондовых технологих.

Клчевые слова: математическа модел, нестационарное дифференциалное уравне-
ние тепломассопереноса, частные проиводные, адача Коши, катодолминесценци, пре-
обраование Ханкел..
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