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ЗАДАЧА О ФАКТОРИЗАЦИИ РАЦИОНАЛЬНЫХ МАТРИЧНЫХ
ФУНКЦИЙ ДЛЯ СЛУЧАЯ ОБОБЩЕННОГО КЛАССА

НЕВАНЛИННЫ

c© Е. Н. Андреищева
Черноморское высшее военно-морское училище им. П. С. Нахимова

кафедра математики и начертательной геометрии
ул. Парковая, 6, Севастополь, 299057, Российская Федерация

e-mail: anda el@mail.ru

The Problem of Factorization of Rational Matrix Functions for the
Case of a Generalized Nevanlinna Class.

Andreishcheva E. N.

Abstract. In the present paper, we consider z1 as a fixed point in the open upper half
plane C+. We study rational 2 × 2- matrix functions Θ(z) which have a pole only in the point
z∗1 . Their entries are polynomials in 1/(z − z∗1), and which are J`-unitary, that is, satisfy on the
real line:

Θ(z)J`Θ(z)∗ = J`, z ∈ R, J` :=

(
0 1

−1 0

)
.

The main results are the existence and essential uniqueness of a minimal factorization of
such a matrix function into elementary factors which have the same properties, and the analytic
description of the elementary factors, see theorems 4 and 5. The assumption (1) on Θ(z) does
not imply that Θ(z) is J`-inner, which would mean that the kernel

KΘ(z, w) =
J` −Θ(z)J`Θ(w)∗

2π(z − w∗)
is positive. However, due to our assumption that Θ(z) is a polynomial in 1/(z − z∗1) this kernel
has a finite number of negative (and positive) squares. This indefinite setting implies that
the elementary factors can become more complicated than in the positive definite case, see
formula (22).

The results of the present paper can be viewed as analogs of the results obtained in [1]. There
the extension of the classical Schur transformation to generalized Schur functions as defined and
studied for example, in the papers [3], [4], [5] and [6], played an important role.

In this paper, we use a corresponding for Nevanlinna functions and generalized Neanlinna
functions, which we also call Schur transformation and which to our knowledge, appears here
for the first time. The factorization result of this paper is also an analog of the factorization
for J`-unitary 2× 2 matrix polynomials, which was proved in [1], and which corresponds to the
case that z1 = ∞; there the role of the Schur transformation was played by a generalization of
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a lemma of N. I. Akhiezer for Nevanlinna functions to generalized Nevanlinna functions which
tend to zero if z1 = ∞ along the imaginary axis. A corresponding result for a real point z1 will
be considered elsewhere; it is the analog to the case of rational matrix function with a pole on
the unit circle which is J`-unitary outside the pole, where

Jc =

(
1 0

0 −1

)
.

Similar to [1], [3], and [5] , the main tool for proving the factorization in the present paper
is a result on finite-dimensional reproducing kernel Pontryagin spaces P(Θ) with reproducing
kernel (2) see theorem 2. It states that for a rational J`-unitary 2 × 2 matrix function Θ(z)

with a single-pole this space consists of exactly one Jordan chain of the difference-quotient or
backward-shift operator

R0f(z) =
f(z)− f(0)

z
, f(z) ∈P(Θ).

Theorem 2 is obtained from more general factorization and realization results from [9], [5]
and [10], see Theorem 1. Note that P(Θ) is the state space for an underlying minimal realization
of Θ(z) , which is given in formula (12).

Keywords: indefinite metrics, Nevanlinna function, Pontryagin space, Schur transformation,
reproducing kernel, factorization of rational matrix function.

Введение

В данной статье z1 — фиксированная точка в открытой верхней полуплоско-
сти C+. Мы рассматриваем рациональные 2× 2-матричные функции Θ(z), имеющие
полюс только в точке z∗1 так, что их элементы — полиномы по 1/(z − z∗1), и являю-
щиеся J`-унитарными, удовлетворяющие на вещественной прямой:

Θ(z)J`Θ(z)∗ = J`, z ∈ R, J` :=

(
0 1

−1 0

)
. (1)

Основными результатами являются существование и единственность минимального
разложения таких матричных функций на элементарные множители, имеющие такие
же свойства, и аналитическое описание элементарных множителей (см. теоремы 4
и 5).

Представление (1) для Θ(z) не подразумевает, что Θ(z) является J`-внутренней,
что означало бы, что ядро

KΘ(z, w) =
J` −Θ(z)J`Θ(w)∗

2π(z − w∗)
(2)

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2019, 4



Задача о факторизации рациональных матричных функций ... 9

положительно. Однако, благодаря предположению, что Θ(z) — полином по 1/(z−z∗1),
это ядро имеет конечное число отрицательных (и положительных) квадратов. Эта
индефинитность подразумевает, что элементарные множители могут стать более
сложными, чем в положительном определенном случае (см. (22)).

Результаты данной статьи являются аналогом результатов, полученных в [1]. В
упомянутой работе рассматривается расширение классического преобразования Шу-
ра обобщенных функций Шура, определенных и изученных, например, в [3], [4], [5]
и [6] и играющих важную роль. В данной статье используется соответствующее пре-
образование для обобщенных функций Неванлинны, которое мы также называем
преобразование Шура.

Предлагаемое в данной работе разложение также является аналогом разложения
для J`-унитарных 2×2-матричных полиномов, доказанного в [1] и соответствующего
случаю z1 =∞; здесь роль преобразования Шура играло обобщение леммы Ахиезе-
ра Н.И. (или первого шага разложения в непрерывную дробь) для функций Неван-
линны применительно к обобщенным функциям Неванлинны, стремящихся к нулю
при z →∞ вдоль мнимой оси. Аналог случая для рациональной матричной функции
с полюсом на единичной окружности, являющейся Jc-унитарной вне полюса, где

Jc =

(
1 0

0 −1

)
,

исследуется в [5]. Подобно [1], [3] и [5], основным инструментом для доказатель-
ства разложения в настоящей статье является результат в пространствах Понтряги-
на P(Θ) с конечномерным воспроизводящим ядром (2) (см. теорему 2). В теореме 2
утверждается, что для J`-унитарной 2× 2-матричной функции Θ(z) с единственным
полюсом это пространство состоит ровно из одной цепочки Жордана для оператора
разделенной разности

R0f(z) =
f(z)− f(0)

z
, f(z) ∈P(Θ). (3)

В теореме 2 получено более общее разложение и результаты реализации, чем в [9],
[5] и [10] (см. теорему 1 и замечания к ней). Обратите внимание, что P(Θ) является
пространством состояний для основного минимального разложения Θ(z), данного в
формуле (12).

Напомним некоторые определения, используемые раннее, которые будут приме-
няться в дальнейшем. Функция N(z) называется обобщенной функцией Неванлинны

«Таврический вестник информатики и математики», №4 (45)’ 2019
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с κ отрицательными квадратами, если она мероморфна в C+ и ядро

LN(z, w) =
N(z)−N(w)∗

z − w∗

=

(1 −N(z))J`

(
1

−N(w)∗

)
z − w∗

 (4)

имеет κ неотрицательных квадратов в hol+(N) — области голоморфизма N(z) в C+.
Обозначим этот класс функций Nκ.

Часто область определения N(z) расширяется на открытую нижнюю полуплос-
кость C−, полагая N(z∗) = N(z)∗ для z ∈ hol+(N) по голоморфности в тех точках
вещественной оси, где это возможно. Область голоморфности расширенной функции
будет обозначаться hol(N). Ядро LN(z, w), рассматриваемое в hol(N), по-прежнему
имеет κ отрицательных квадратов (см. [12]). При κ = 0 класс N0 состоит из всех
функций Неванлинны. Это функции N(z), которые являются голоморфными в C \R
так, что C \ R ⊂ hol(N) и соблюдается условие N(z∗)∗ = N(z) и ImN(z)/Im z ≥ 0 в
этом множестве.

Мы расширяем класс N0, добавляя к нему функцию, тождественно равную ∞.
Расширенный класс также обозначается N0, и мы полагаем N = ∪κ≥0Nκ. Как Nz1

κ

мы обозначим класс функций из Nκ, которые голоморфны в z1. Наконец, обозна-
чим Nz1 = ∪κ≥0N

z1
κ . По-прежнему константа ∞ рассматривается как элемент Nz1 .

Функцию f(z), определенную на подмножестве из C, симметричном относительно
вещественной оси, мы будем называть вещественной, если f(z∗) = f(z)∗. Таким об-
разом, функции Неванлинны являются вещественными, и полином по z является
вещественным тогда и только тогда, когда его коэффициенты вещественны.

Напомним, что функция s(z) называется функцией Шура, если она определена
и голоморфна в открытом единичном диске D и удовлетворяет условию |s(z)| ≤ 1

для z ∈ D. Если s(z) по модулю не равна единичной константе, то ее преобразование
Шура ŝ(z) определяется посредством

ŝ(z) =
1

z

s(z)− s(0)

1− s(z)s(0)∗
(5)

и также является функцией Шура. Функция s(z) называется обобщенной функцией
Шура с κ отрицательными квадратами, если она мероморфна в D, и ядро

Ks(z, w) =
1− s(z)s(w)∗

1− zw∗
, z, w ∈ hol(s),

имеет κ отрицательных квадратов. Расширение преобразования Шура (5) для обоб-
щенных функций Шура описано в [1], [9] и [13].
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Матричная функция 2× 2

Θ(z) =

(
a(z) b(z)

c(z) d(z)

)
(6)

определяет дробное линейное преобразование TΘ(z) на множестве комплексных функ-
ций N(z) соотношением

TΘ(z)(N(z)) =
a(z)N(z) + b(z)

c(z)N(z) + d(z)
. (7)

Оно обладает свойствами TΘ1(z)Θ2(z)(N(z)) = TΘ1(z)(TΘ2(z)(N(z))) так, что если опре-
делена Θ(z)−1, то

T −1
Θ(z)(N(z)) = TΘ(z)−1(N(z)).

Связь между преобразование Шура и разложением 2 × 2-матричных функций
основана на том факте, что, по аналогии с преобразованием Шура (5) для обоб-
щенных функций Неванлинны, матричные функции Θ(z), соответствующие обратно-
му преобразованию Шура, являются элементарными J`-унитарными множителями.
Следовательно, минимальное разложение данной рациональной J`-унитарной 2× 2-
матричной функции Θ(z) может быть получено путем многократного применения
преобразования Шура, что мы называем алгоритмом Шура.

В следующем разделе для данной функции N(z) ∈ Nz1 мы введем два дроб-
ных линейных преобразования N̂S(z), N̂(z), связанные простым соотношением
N̂S(z) = −N̂(z)−1. N̂S(z) формально подобно классическому преобразованию Шу-
ра (5), однако N̂(z) для наших целей оказывается более подходящим. Поэтому в
данной статье мы называем N̂(z) преобразованием Шура для обобщенных функций
Неванлинны.

В статье вводится и изучается пространство Понтрягина с воспроизводящим яд-
ром LN(z, w) из (4) для заданной функции N(z) ∈ N. Раздел 1 связан с простран-
ством P(Θ) с воспроизводящим ядром, порожденным рациональной J`-унитарной
2 × 2-матричной функцией Θ(z). Если эта функция имеет единственный полюс z∗1 ,
то структура этого пространства достаточно проста (см. теорему 2).

Из обоснования определения преобразования Шура для обобщенных функций
Неванлинны, в простейшем случае Im ν0 > 0 может быть получена формула при
помощи преобразования Кейли из преобразования Шура (5). В общем случае пре-
образование выбрано так, чтобы, подобно преобразованию Шура для обобщенных
функций Шура, при операторной реализации функций (для заданной функции и
ее преобразования) оно приводило к сокращению пространства состояний на первое
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невырожденное пространство в цепочке инвариантных подпространств соответству-
ющего оператора разделенной разности. Эта геометрическая особенность аналити-
ческого определения преобразования, отмеченная здесь, будет исследована в после-
дующих работах.

1. Пространства P(Θ)

Напомним, что для 2× 2-матричной функции Θ(z) пространство P(Θ) является
пространством Понтрягина с воспроизводящим ядром KΘ(z, w) из (2):

KΘ(z, w) =
J` −Θ(z)J`Θ(w)∗

2π(z − w∗)
. (8)

В следующей теореме используются результаты в пространствах P(Θ), которые по-
надобятся в дальнейшем. Здесь и далее R0 соответствует оператору разделенной
разности, определяемому по

R0f(z) =
f(z)− f(0)

z

для любой скалярной или матричной функции f(z), голоморфной в 0.

Теорема 1. Пусть Θ(z) — рациональная 2 × 2-матричная функция, являющая-
ся J`-унитарной на R и не имеющая полюсов в закрытой верхней полуплоскости,
включающей ∞. Тогда

1. Оператор умножения на Θ(z) является изометрией из H2,J` в себя.
2. Пространство Понтрягина P(Θ) с воспроизводящим ядром (8) является ко-

нечномерным, инвариантным по отношению к оператору разделенной разности R0

и удовлетворяет представлению

P(Θ) = H2,J` 	 (ΘH2,J`).

3. Имеют место следующие соотношения:

P(Θ) = span{Rn
0 Θ(z)c | n = 1, 2, ..., c ∈ C}. (9)

4. Обратно, любое конечномерное невырожденное R0-инвариантное подмноже-
ство из H2,J` является пространством Понтрягина с воспроизводящим ядром (8),
где Θ(z) имеет свойства, описанные в первом предложении данной теоремы.

В более общем смысле, пусть M будет конечномерным невырожденным R0-
инвариантным пространством Понтрягина двухэлементных векторных функций, го-
ломорфных в окрестности начала координат так, что

〈R0f ,g〉M − 〈f , R0g〉M = 2πg(0)∗J`f(0), f ,g ∈M . (10)

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2019, 4



Задача о факторизации рациональных матричных функций ... 13

Тогда воспроизводящее ядро для M имеет вид (2), где Θ(z) — рациональная 2 × 2-
матричная функция, являющаяся J`-унитарной на R ∩ hol(Θ) и голоморфной в
окрестности начала координат (см. [9, теорема 6.9]). Если элементы M не имеют
полюсов в закрытой верхней полуплоскости, тождество (10) предполагает, что мет-
рика M совпадает с метрикой H2,J` .

Действительно, использование поляризации и плотности достаточно для доказа-
тельства последнего факта для функций вида

f(z) =
u

−2πi(z − w∗)
, w ∈ C+, u ∈ C2.

Имеем, что R0f(z) =
1

w∗
f(z), и из (10) следует, что

w − w∗

|w|2
〈f , f〉M =

2πu∗J`u

4π2|w|2
, (11)

при этом

〈f , f〉M =
u∗(−iJ`)u
−2πi(w − w∗)

= 〈f , f〉H2,J`
.

Если элементы P(Θ) являются аналитическими в бесконечности, то простран-
ство P(Θ) натянуто на столбцы матричной функции вида C(zIm − A)−1, где C и
A — матрицы размера 2 ×m и m ×m соответственно для некоторого положитель-
ного m. Если пара (C,A) наблюдаема (так, что ∩j≥0 kerCAj = {0}, или, что то же
самое, m настолько мало, насколько возможно), то минимальная реализация Θ(z)

определяется формулой (см. [11])

Θ(z) = I2 − 2πC(zIm − A)−1P−1C∗J`, (12)

где P — единственное решение уравнения Ляпунова

PA− A∗P = 2πC∗J`C. (13)

Матричная функция Θ(z) однозначно определена с точностью до умножения
справа на постоянную матрицу 2 × 2, являющуюся J`-унитарной и, следовательно,
имеющую вид (см. [7])

eiϕ

(
a b

c d

)
(14)

для вещественных ϕ, a, b, c и d, такими,что ad− bc = 1.
Полезно отметить формулу (см. [11])

J` −Θ(z)J`Θ(w)∗

2π(z − w∗)
= C(zIm − A)−1P−1(w∗Im − A∗)−1C∗. (15)
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14 Е. Н. Андреищева

Минимальный размер матрицы A называется степенью МакМиллана для Θ(z) и
обозначается deg Θ. Имеем (см. [9] или [11]):

deg Θ = dim P(Θ). (16)

Множество рациональных J`-унитарных 2× 2-матричных функций с одиночным
полюсом в точке z∗1 будет обозначаться U

z∗1
` , а элемент Θ(z) ∈ U

z∗1
` называется нор-

мализованным, если Θ(∞) = I2. Очевидно, что элементы Θ(z) ∈ U
z∗1
` удовлетворяют

всем предположениям теоремы 1.

Теорема 2. Если Θ(z) ∈ U
z∗1
` такая, что Θ(z1) 6= 0, то

1. Пространство P(Θ) натянуто на одиночную цепочку Жордана

g0(z),g1(z), ...,gr−1(z)

для R0, соответствующего собственному значению 1/z∗1 так, что r = dim P(Θ),
а g0(z) 6≡ 0 является вектором собственных значений для R0, соответствующего
собственному значению 1/z∗1, и

(R0 − 1/z∗1)gj(z) = gj−1(z), j = 1, ..., r − 1, z ∈ C.

2. Существуют векторы uj ∈ C2, j = 0, 1, ..., r − 1 для u0 6= 0 такие, что
функции

f0(z) = g0(z) =
u0

z − z∗1
, fj(z) =

1

z − z∗1
(fj−1(z) + uj), j = 1, ..., r − 1, (17)

также являются оболочкой пространства P(Θ).
3. Для j = 1, ..., r имеем:

span{g0(z),g1(z), ...,gj−1(z)} = span{f0(z), f1(z), ..., fj−1(z)}.

4) Если M — R0-инвариантное подпространство P(Θ), тогда для некоторого це-
лого j, 1 ≤ j ≤ r,

M = span{f0(z), f1(z), ..., fj−1(z)}.

Доказательство. 1. Так как, согласно теореме (1), P(Θ) — конечномерно и R0-
инвариантно, то R0 имеет собственное значение λ для функции собственных зна-
чений g0(z): R0g0(z) = λg0(z). Это соотношение и то, что по (9) все элементы P(Θ)

имеют полюс только в z∗1 , предполагает, что λ = 1/z∗1 и g0(z) имеет вид (17).
Для доказательства пункта 1 теоремы достаточно показать, что пространство

собственных значений для R0 в z∗1 одномерно. Положим обратное — оно натянуто на
функции

u

z − z∗1
,

v

z − z∗1
,
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где u и v — два линейно независимых вектора в C2. По теореме 1 эти два вектора
собственных значений являются ортогональными по отношению к ΘH2,J` и, следо-
вательно,

u∗J`Θ(z1) = v∗J`Θ(z1) = 0.

Это предполагает, что Θ(z1) = 0 и противоречит предположению теоремы.
2. Обозначим G(z) матричную функцию размером 2× r, столбцы которой равны

векторам цепочки из 1:

G(z) = (g0(z) g1(z) · · · gr−1(z)) .

Тогда (R0 − 1/z∗1)G(z) = G(z)Sr, где Sr — матрица r × r

Sr =


0 1 . . . 0 0
...

...
...

...
0 0 . . . 1 0

0 0 . . . 0 1

0 0 . . . 0 0

 . (18)

Расписывая более подробно эту формулу, получаем

G(z) = G(0)
z∗1

z∗1 − z

(
I − zz∗1

z∗1 − z

)−1

.

Пусть R = (rij)
r
i,j=1 — матрица r × r, удовлетворяющая уравнению

SrR + z∗21 RSr + z∗1SrRSr = 0. (19)

Тогда R — треугольная сверху матрица. После заполнения элементов первой строки
произвольными значениями, R определяется однозначно. R обратима тогда и только
тогда, когда r11 6= 0.

Выберем r11 = 1. Тогда остальные диагональные элементы находятся, как

rjj = (−z∗21 )j, j = 2, 3, ..., r.

Мы утверждаем, что
C(z − A)−1 = G(z)R−1,

где C — матрица 2× r
C = −z∗1G(0)(I + z∗1Sr)

−1R−1
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и A = z∗1 + Sr. Это следует из цепочки равенств

C(z − A)−1

= −z∗1G(0)(I + z∗1Sr)
−1R−1 1

z − z∗1

(
I − 1

z − z∗1
Sr

)−1

=
z∗1

z∗1 − z
G(0)

[(
I − 1

z − z∗1
Sr

)
R(I + z∗1Sr)

]−1

=
z∗1

z∗1 − z
G(0)

[
R +

zz∗1
z − z∗1

RSr

]−1

= G(z)R−1.

Здесь для третьего равенства мы использовали (19).
Обозначим столбцы C(z − A)−1 как f0(z), f1(z), ..., fr−1(z); они имеют вид из

доказательства пункта 2). Так как первый столбец R является первым единичным
вектором в Cr, мы имеем, что f0(z) = g0(z).

3. Совпадение оболочек следует из того, что R — треугольная сверху и обратимая
матрица.

4. Так как M — R0-инвариантно, оно натягивается на g0(z), ...,gj−1(z) для неко-
торого j ≥ 1 для 1 ≤ j ≤ r. Равенство в 4 следует из 2. �

2. Разложение рациональных матричных функций на
элементарные множители

Разложением (факторизацией) Θ(z) = Θ1(z)Θ2(z) рациональной матричной
функции Θ(z), являющейся J`-унитарной на R∩hol(Θ), на две функции с такими же
свойствами называется минимальным, если степени складываются, то есть

deg Θ = deg Θ1 + deg Θ2.

Описанное выше минимальное разложение называется нетривиальным, если оба
множителя не равны J`-унитарной константе. 2×2-матричная функция Θ(z) называ-
ется элементарной, если она не допускает ни одного нетривиального минимального
разложения. В этом разделе мы изучаем минимальное разложение Θ(z) ∈ U

z∗1
` на

элементарные множители в U
z∗1
` .

Теорема 3. Пусть Θ(z) ∈ U
z∗1
` такая, что Θ(z1) 6= 0. Предположим, что

Θ(z) = Θ1(z)Θ2(z), где Θ1(z) и Θ2(z) — рациональные J`-унитарные на R ∩ hol(Θ)

2×2-матричные функции. В таком случае разложение минимально тогда и только
тогда, когда Θ1(z) и Θ2(z) принадлежат U

z∗1
` .

Доказательство. Согласно [9] и [11], существует взаимно-однозначное соответ-
ствие между невырожденными R0-инвариантными подпространствами пространства
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P(Θ) и минимальными разложениями (с точностью до постоянных J`-множителей)
и, по теореме 2, пространство P(Θ) натянуто на одиночную цепочку g0(z), g1(z),...,
gr−1(z).

Предположим, что
Θ(z) = Θ1(z)Θ2(z)

является минимальным разложением Θ(z) на две рациональные J`-унитарные мат-
ричные функции. Ввиду упомянутого выше взаимно однозначного соответствия,
P(Θ1) изометрически включено в P(Θ) (так, что P(Θ1) является подмножеством
P(Θ), и отображение включения изометрично) и натягивается на f0, ..., fr1−1, где
r1 = deg Θ1, и, таким образом, Θ1(z) ∈ U

z∗1
` . Ввиду такого изометрического включе-

ния и ввиду равенства

KΘ(z, w) = KΘ1(z, w) + Θ1(z)KΘ2(z, w)Θ1(w)∗,

имеем ортогональное разбиение (см., например, [8, с. 33] или [9])

P(Θ) = P(Θ1)⊕Θ1P(Θ2). (20)

Согласно теореме 3.4 (см. [10]) и ее следствия, элементы P(Θ2) имеют полюс только
в z∗1 . Следовательно, Θ2(z) тоже принадлежит U

z∗1
` .

Обратно, если Θ1(z) и Θ2(z) принадлежат U
z∗1
` , то произведение Θ1(z)Θ2(z) ми-

нимально. Действительно, ввиду включения Θ1P(Θ2) ⊂ Θ1H2,J` , ортогональное раз-
биение (20) выполняется, следовательно, по (16), степени складываются. �

Теорема 4. Функция Θ(z) является нормализованным элементарным элементом
в U

z∗1
` тогда и только тогда, когда она имеет один из двух следующих видов:

Θ(z) = I2 + (b`(z)− 1)
uu∗J`
u∗J`u

, (21)

где u ∈ C2 и u∗J`u 6= 0, или

Θ(z) = b`(z)kI2 −
p(z)

(z − z∗1)2k
uu∗J`, (22)

где u ∈ C2 и u 6= 0, u∗J`u = 0, k ≥ 1 — целое, а p(z) — вещественный полином
степени ≤ 2k − 1 при p(z1) 6= 0.

Доказательство. Напомним из теоремы 2, пункта 3, что P(Θ) натянуто на элемен-
ты

f0(z) =
u0

z − z∗1
, fj(z) =

1

z − z∗1
(fj−1(z) + uj), j = 1, ...r − 1,

где r = dim P(Θ) и uj ∈ C2 при u0 6= 0.
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Положим
Mj = span{f0(z), f1(z), ..., fj−1(z)}.

Пусть k ≥ 0 такое, что является наименьшим, при котором

〈f0, fk〉P(Θ) 6= 0, (23)

и оболочка {f0(z), f1(z), ..., fk(z)} невырождена.
1. Сначала положим, что k = 0. На основании (10) имеем:

〈f0, f0〉P(Θ) = 〈f0, f0〉H2,J`
=

2π

z1 − z∗1
u∗0J`u0,

и, следовательно, u∗0J`u0 6= 0. Пространство M1 является наименьшим невырож-
денным R0-инвариантным подпространством пространства P(Θ), и, следовательно,
само есть пространство P(Θ1) с нормализованным Θ1(z) ∈ U

z∗1
` . Из теорем, ука-

занных в начале доказательства теоремы 3, следует, что Θ1(z) является множителем
Θ(z). Так как обе являются нормализованными, а последняя — элементарной, то они
равны. Тогда P(Θ) = span{f0} (и r = 1). Если мы запишем f0(z) как C(z−A)−1 при
C = u0 и A = z∗1 , тогда из тождества (12) для P = 〈f0, f0〉P(Θ) получаем, что Θ(z)

имеет вид (21).
2. Теперь положим, что k ≥ 1, при этом

〈f0, f0〉P(Θ) = 0, ..., 〈f0, fk−1〉P(Θ) = 0, 〈f0, fk〉P(Θ) 6= 0. (24)

Покажем, что без потери общности мы можем принять

fj(z) =

(
1

0

)
(z − z∗1)j+1

, j = 0, ..., k − 1. (25)

Так как 〈f0, f0〉P(Θ) = 0, получаем, что u∗0J`u0 = 0, и, следовательно, существует
постоянная J`-унитарная матрица U размером 2× 2 такая, что

Uu0 =

(
1

0

)
.

Рассматривая UΘ(z) вместо Θ(z), получаем, что без потери общности можно поло-
жить

u0 =

(
1

0

)
. (26)

Таким образом, для k = 1 соотношение (25) выполняется.
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Теперь пусть k ≥ 2. Вычитая из каждого fj(z) подходящее кратное для f0(z),
можем далее принять, что

uj =

(
0

µj

)
, j = 1, 2, ..., r − 1, (27)

для некоторых комплексных чисел µj. По индукции можно показать, что

µj = u∗0J`ui = 0, i = 0, 1, ..., k − 1. (28)

Из
R0

1

z − z∗1
=

1

z∗1

1

z − z∗1
,

применяя многократно формулу

(R0hk)(z) = (R0h)(z)k(z) + h(0)(R0k)(z), (29)

где h(z) и k(z) — аналитические функции в окрестности z = 0, получаем

(R0fj)(z) =

j∑
s=0

(−1)j−s

z
∗(j−s+1)
1

fs(z). (30)

Следовательно, помимо равенств (24), мы также получаем равенства

〈R0f0, f0〉P(Θ) = 0, ..., 〈R0fk−1, f0〉P(Θ) = 0. (31)

Ранее мы видели, что (28) выполняется для i = 0. Предположим, что для
1 ≤ j ≤ k − 1

u∗0J`ui = 0, i = 0, 1, ..., j − 1,

или, что то же самое,
u∗0J`fi(0) = 0, i = 0, 1, ..., j − 1.

Тогда, ввиду (10), (24), (31) и R0f0(z) = (1/z∗1)f0(z), имеем

2π
u∗0
−z1

J`

(
− 1

z∗1
fj−1(0)− 1

z∗1
uj

)
= 〈R0fj, f0〉 − 〈fj, R0f0〉 = 0,

и, следовательно, u∗0J`uj = 0. Этим мы показали, что µ0 = µ1 = ... = µk−1 = 0, т.е.
(25) выполняется. Изменяя номер шага индукции на единицу до случая j = k, мы
получаем из неравенства (24), что

µk = u∗0J`uk 6= 0. (32)

3. Согласно определению в (23) для k, элементы в (25) образуют нейтральное
подпространство в P(Θ), а так как P(Θ) невырождено, то оно должно содержать,
по-крайней мере, функции fj(z) для j = k, ..., 2k − 1 так, что M2k ⊂ P(Θ) и M2k
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не содержит ни одного нетривиального невырожденного R0-инвариантного подпро-
странства. Можно показать, что M2k является невырожденным и, так как Θ(z) эле-
ментарна, это подразумевает, как и в шаге 1, что P(Θ) = M2k. Ввиду (25) и (27),
можно принять, что

fj(z) =

(
1

0

)
(z − z∗1)j+1

+

j∑
i=1

(
0

mj

)
(z − z∗1)j+1−i , j = k, ..., 2k − 1,

где мы обозначили
mj = µk+j−1, j = 1, ..., k.

Для доказательства невырожденности M2k достаточно доказать, что матрица
Грамма

P =
(
〈fj, fi〉P(Θ)

)
i,j=0,...,k−1

является обратимой. Она имеет разбиение на части размером k × k

P =

(
0 X∗

X Y

)
, (33)

где нулевая матрица k × k в верхнем левом углу обусловлена тем, что первые k
функций fj(z) образуют нейтральное подпространство; X — матрица k×k с (i, j)-ми
элементами 〈fj, fi〉P(Θ), i = k, ..., 2k − 1, j = 0, ..., k − 1; Y — матрица k × k с (i, j)-ми
элементами 〈fj, fi〉P(Θ), i, j = k, ..., 2k − 1. Так как P(Θ) изометрически включена в
H2,J` и используя обозначение

cij =

〈
1

(z − z∗1)j
,

1

(z − z∗1)i

〉
H2

,

находим, что

X = −i


c11 c12 · · · c1k

c21 c22 · · ·

ck1 ckk



m1 m2 · · · mk

0 m1 mk−1

0 · · · 0 m1

 (34)
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и (хоть это и не нужно для доказательства)

Y =− i


ck+1,1 ck+1,2 · · · c1k

ck+2,1 ck+2,2 · · ·

c2k,1 c2k,k



m1 m2 · · · mk

0 m1 mk−1

0 · · · 0 m1



+ i



ck+1,1 ck+1,2 · · · c1k

ck+2,1 ck+2,2 · · ·

c2k,1 c2k,k



m1 m2 · · · mk

0 m1 mk−1

0 · · · 0 m1



∗

.

Так как матрица (cij)
k
i,j=1 размером k × k обратима и m1 = µk 6= 0 (см. (32)), то

матрица X, а, следовательно, и матрица Грамма P являются обратимыми.
4. Покажем теперь, что Θ(z) имеет вид (22). Матрица 2 × 2k, столбцы которой

являются базисными элементами fj(z) для P(Θ), может быть записана в виде(
f0(z) f1(z) · · · f2k−1(z)

)
= C(zI2k − A)−1,

где матрица A размером 2k × 2k и матрица C размером 2 × 2k определяются из
A = z∗1I2k+S2k, где S2k — квадратная матрица обратного переноса с нулевым первым
столбцом в виде вектора с 2k элементами, и

C =

(
~e1 01×k

01×k ~m

)
, ~e1 =

(
1 0 · · · 0

)
∈ Ck, ~m =

(
m1 m2 · · · mk

)
.

Так как пространства с воспроизводящим ядром имеют однозначное ядро и, исполь-
зуя нормализацию в ∞, получаем, что Θ(z) (или UΘ(z)U−1 при U 6= I2) выражается
из (12) для

P =

(
G11 G12

G∗12 0

)
, G11 = −X−1Y X−1∗, G12 = X−1.

Если мы разложим (zI2k − A)−1 на четыре части размером k × k:

(zI2k − A)−1 =

(
A1(z) A2(z)

0k×k A1(z)

)
то

A1(z) = ((z − z∗1)Ik − Sk)−1, A2(z) =

(
1

(z − z∗1)k+1−i+j

)k
i,j=1

, (35)

и определяем, что

Θ(z) =

(
1 + 2π~e1A1(z)G12 ~m

∗ −2π~e1(A1(z)G11 + A2(z)G∗12)~e∗1
0 1 + 2π~mA1(z)G∗12~e

∗
1

)
.
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Так как Θ(z) — J`-унитарна, и нижний левый угол — 0, то она должна иметь вид

Θ(z) =

(
α(z) β(z)

0 1/α(z∗)∗

)
для некоторых рациональных функций α(z) и β(z), которые вместе с 1/α(z∗)∗ имеют
полюс только в z∗1 и удовлетворяют соотношению β(z)α(z∗)∗ = β(z∗)∗α(z). Из этого,
с учетом формул (35) для A1(z) и A2(z), следует, что

1 + 2π~e1A1(z)G12 ~m
∗ = α(z) = cb`(z)t = 1/α(z∗)∗ = 1 + 2π~mA1(z)G∗12~e

∗
1

для некоторого неотрицательного целого t ≤ k и некоторого унимодулярного ком-
плексного числа c такого, что

c∗(z − z∗1)2tβ(z) = c(z − z1)2tβ(z∗)∗,

и что

p(z) = −c∗(z − z∗1)2kβ(z) = −c∗(z − z∗1)2k [−2π~e1(A1(z)G11 + A2(z)G∗12)~e∗1]

является полиномом степени максимум 2k − 1. Из (9) получаем

t = dim span{Rn
0 Θ(z)

(
1

0

) ∣∣ n = 1, 2, ...}

= dim span{f0(z), f1(z), ..., fk−1(z)} = k,

что подразумевает, что полином p(z) является вещественным и

Θ(z) = cb`(z)kI2 −
cp(z)

(z − z∗1)2k
u0u

∗
0J`.

Если мы положим, что ~ek = (0 0 · · · 1) ∈ Ck, то из (35) и формул для p(z) и
1/α(z∗)∗ получаем, что

p(z∗1) = −c∗~ekG∗12~e
∗
1 =

−c∗

2πm1

(z − z∗1)k

α(z∗)∗
|z=z∗1 = −(z∗1 − z1)k

2πm1

6= 0

и, следовательно, p(z1) = p(z∗1)∗ 6= 0. Наконец, из Θ(∞) = I2 следует, что c = 1. Это
завершает доказательство того, что Θ(z) имеет вид (22).

5. Теперь докажем обратное, а именно: любая Θ(z), имеющая вид (21) или (22),
в действительности определяет элемент U

z∗1
` . Для Θ(z) вида (21) это следует из ра-

венств dim P(Θ) = deg Θ = 1. Рассмотрим Θ(z) вида (22). Сначала отметим, что
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ввиду предположения о виде p(z), невозможно разложить на множители положи-
тельную степень b`(z) из Θ(z). Из формулы

KΘ(z, w)J`u = iuKbk`
(z, w), Kbk`

(z) =
1− b`(z)kb`(w)∗k

−2πi(z − w∗)
,

следует, что пространство

span{KΘ(z, w)J`ud | d ∈ C, w ∈ C \ {z∗1}}

= span

{
u

(z − z∗1)j
|j = 1, 2, ..., k

}
имеет размерность k и является оболочкой первых k элементов цепочки, связанной
с R0 при собственном значении 1/z∗1 (см. (17)). Кроме того, оно нейтрально, потому
что

〈KΘ(z, w)J`u, KΘ(z, v)J`u〉P(Θ)

=
〈
−iJ`(iu)Kbk`

(z, w), (iu)Kbk`
(z, v)

〉
H2

2

= −iu∗J`uKbk`
(v, w) = 0.

Из этого следует, что пространство P(Θ), имея размерность dim P(Θ) = deg Θ = 2k,
не имеет какого-либо нетривиального R0-инвариантного невырожденного подпро-
странства. Другими словами, Θ(z) из (22) является элементарной (см. начало до-
казательства теоремы 3). �

Теперь докажем теорему о разложении для элементов в U
z∗1
` .

Теорема 5. Любая нормализованная функция Θ(z) ∈ U
z∗1
` допускает однозначное

минимальное разложение

Θ(z) = b`(z)tΘ1(z) · · ·Θq(z), (36)

где t — наибольшее неотрицательное целое, при котором b`(z)−tΘ(z) ∈ U
z∗1
` , а каж-

дый из Θj(z) является нормализованным элементарным множителем вида (21)
или (22).

Доказательство. Если Θ(z1) = 0, то мы выносим элемент вида b`(z)tI2, где t опреде-
лено в условии теоремы. Это упрощает проблему до рассмотрения случая Θ(z1) 6= 0.
По теореме 2 пространство P(Θ) в таком случае составлено из одиночной цепочки
так, что существует однозначно определенная увеличивающаяся последовательность
Mj R0-инвариантных подпространств Mj, для которых dim Mj = j и

P(Θ) = ∪{Mj | j = 1, 2, ..., deg Θ}.
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Если все пространства Mj для j < deg Θ являются вырожденными во внутреннем
произведении H2,J` , то Θ(z) элементарна. Иначе, пусть n1 будет таким, что Mn1

невырождено. По теореме 1 существует Θ1(z), при котором Mn1 = P(Θ1). Имеем

P(Θ) = P(Θ1)⊕Θ1P(Θ2), Θ2(z) = Θ1(z)−1Θ(z).

Следовательно,
dim P(Θ) = dim P(Θ1) + dim P(Θ2),

и разложение Θ(z) = Θ1(z)Θ2(z) минимально по теореме 3. Достаточно то же самое
повторить для Θ2(z) при том же аргументе, чтобы получить (36). �

Следствие 1. Для Θ(z) ∈ U
z∗1
` имеем

det Θ(z) = γb`(z)deg Θ, (37)

где γ ∈ C единичная константа по модулю.

Доказательство. Утверждение справедливо для элементарных множителей, что
следует из теоремы 4. По теореме 5 оно выполняется для любого Θ(z) ∈ U

z∗1
` . Посто-

янная γ возникает потому, что в общем случае Θ(z) может быть не нормализована.
Так как Θ(∞) является постоянной J`-унитарной функцией, то она имеет вид (14),
и, следовательно γ = det Θ(∞) имеет модуль 1. �

Заключение

В работе исследуются свойства индефинитных функций Неванлинны N(z). В
этом контексте каждой такой функции ставится в соответствие пространство Понт-
рягина с воспроизводящим ядром LN(z, ω), порождённым рациональной матричной
функцией Θ(z). В статье подробно доказывается нетривиальный факт о факториза-
ции индефинитных функций Неванлинны. Если функция Θ(z) имеет единственный
полюс, то имеет место однозначное разложение данной функции на элементарные
множители.

В исследовании применяется понятие алгоритма Шура для обобщённой функции
Неванлинны и Шура, который подробно рассматривался в предыдущих работах. Ос-
новной результат статьи получен путём многократного применения преобразования
Шура к матричным рациональным функциям, связанными с функциями Неванлин-
ны.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2019, 4



Задача о факторизации рациональных матричных функций ... 25

Cписок литературы

1. ALPAY, D., DIJKSMA, A. & LANGER, H. (2007) The transformation of Issai Schur
and related topics in indefinite setting. Operator Theory: Advances and Applications.
Vol. 176. p. 1–98.

2. ALPAY D. & DYM H. (1993) On a new class of reproducing kernel spaces and a new
generalization of the Iohvidov laws. Linear Algebra Applications. Vol. 178. p. 109–183.

3. ALPAY, D. & DYM, H. (1996) On a new class of realization formulas and their
applications. Linear Algebra Applications. Vol. 241–243. p. 3–84.

4. ALPAY, D.& GOHBERG, I. (1988) Unitary rational matrix functions. Operator
Theory: Advances and Applications. Vol. 33. p. 175-222.

5. ALPAY, D. & GOHBERG, I. (2006) Discrete analogs of canonical systems with
pseudoexponential potential. Definitions and formulas for he spectral matrix
functions. Operator Theory: Advances and Applications. Vol. 161. p. 1–47.

6. ANDREISHCHEVA, E. (2006) Approximation of Generalized Schur functions.
International Conference “Sixth Workshop Operator Theory in Krein Spaces and
Operator Polynomials”: Book of abstracts. p. 10–11.

7. DE BRANGES, L. (1963) Some Hilbert spaces of analytic functions I.
Trans.Amer.Math.Soc.. Vol. 106. p. 445–468.

8. DE BRANGES, L. & ROVNYAK, J. (1966) Canonical models in quantum scattering
theory. In: Wilcox C (ed) Perturbation Theory and its applications in quantum
mechanics. p. 295–392.

9. DIJKSMA, A., LANGER, H., LUGER, A. & SHONDIN, Y. (2004) Minimal
realizations of scalar generalized Nevanlinna functions related to their basic
factorization. Operator Theory: Advances and Applications. Vol. 154. p. 69–90.

10. DYM, H. (1989) On reproducing kernel spaces, J-unitary matrix functions,
interpolation and displacement rank. Operator Theory: Advances and Applications.
Vol. 41. p. 173–239.

11. GOHBERG, I. (1986) Schur methods in operator theory and signal processing.
Operator Theory: Advances and Applications. Vol. 18. p. 30–77.

«Таврический вестник информатики и математики», №4 (45)’ 2019



26 Е. Н. Андреищева

12. IOHVIDOV, I. S., KREIN, M. G. & LANGER, H. (1982) Introduction to the Spectral
Theory of Operators in Spaces with an Indefinite Metric. Mathematical Research,
Akademie-Verlag. Band 9. p. 120.

13. JONAS, P. (1981) On the functional calculus and the spectral function for definizable
operators in Krein space. Beitrage Anal.. Vol. 16. p. 121–135.
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6. Схемная реализация обратимой логики

Также как и в случае синтеза классических схем из элементов стандартной ло-
гики, единого подхода, который может быть напрямую применен для построения
схем из обратимых логических элементов, не существует. При этом возникает ряд
вопросов, характерных исключительно для таких схем.
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6.1. Проблема стоков. Заметим, что реализация функции f : Zn2 → Zm2 схемой, по-
строенной из обратимых элементов, обратимой, вообще говоря, не будет, даже если
таковой является сама функция f (ясно, что в этом случае n = m). Действительно,
в процессе вычисления функции f на выходе схемы появляется не только вектор
результатов y, но и полученная в процессе вычисления информация на незначимых
выходах (вычислительный мусор). Без знания этой информации, а только по выхо-
ду y, вход получить невозможно.

Получаемые при вычислениях мусорные биты просто отбросить нельзя, их нуж-
но каким-то образом утилизировать (обнулить). Если на каждый триггер процессора
будет приходиться свой сток, то какого-либо выигрыша по энерговыделению не полу-
чится. Утилизация мусора — самая энергозатратная операция. Полностью избежать
появления мусора, вообще говоря, не удастся. Практическая ценность обратимых
схем определяется эффективностью способов утилизации мусора, и в целом ответ на
вопрос о практической ценности обратимой ВТ (не будет ли энергия, необходимая
для утилизации, больше, чем выигрыш от обратимости?) зависит и от физической
реализации её элементов (см. раздел 6.4).

Наиболее грубым методом упомянутой утилизации будет сохранение каждого
мусорного значения на выходе. Учитывая количество элементарных операций, тре-
буемых на выполнение даже простого арифметического действия, такой метод аб-
солютно неэффективен и «съест» всю доступную память. Есть предположение, что
если программа выполняет N команд, то для хранения стоков потребуется порядка
log2N бит памяти.

При этом придется выделить дополнительную память под информацию, связан-
ную с истинно необратимыми командами, которую надо сохранить до конца работы
программы. Однако, если код программы разработан достаточно аккуратно, то ко-
личество накапливающегося за время работы мусора можно держать в разумных
рамках.

Конструкция Беннетта (рис. 1) позволяет сделать количество мусорных битов в
обратимой схеме равным количеству входных битов. Для этого следует:

Рис. 1. Конструкция Беннетта

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2019, 4



Обратимые вычисления. Часть II 29

(1) произвести вычисления, получив большое количество мусора;
(2) скопировать результат;
(3) выполнить вычисления в обратном направлении, уничтожив мусор, получен-

ный на шаге (1).

При этом появляющееся на выходе схемы значение аргумента функции в данном
случае рассматривается как вычислительный мусор [1].

Конструкция Беннетта примененная дважды позволяет в ряде случаев вообще
обойтись без создания мусорных битов, правда за счет увеличения числа дополни-
тельных линий, числа несущественных выходов и сложности самой схемы: действи-
тельно, пусть f — обратимая функция и если существуют схемы из обратимых эле-
ментов, реализующие функции f и f−1 то существует обратимая схема для вычис-
ления f без создания мусорных битов.

Соответствующая конструкция представлена на рис. 2. Здесь f — схема из обра-

Рис. 2. Обратимая схема для вычисления обратимой функции без со-
здания мусорных битов

тимых элементов, реализующая функцию f : Zn2 → Zm2 , f−1 — схема, реализующая
обратную функцию, x ∈ Zn2 — вход функции f , y ∈ Zn2 — ее выход, g1,g2 — вычис-
лительный мусор, fr, f−1

r — соответствующие зеркальные схемы, C1,C2 — подсхемы
копирования.

6.2. Синтез обратимых схем.

6.2.1. Обратимая схемотехника: критерии и библиотеки синтеза. Под обратимой
схемотехникой мы понимаем методы синтеза обратимых вычислителей, в т. ч. со
специальными свойствами (например, сбоеустойчивость).

Обратимые схемы можно рассматривать в качестве модели реального вычисли-
тельного устройства. В зависимости от технологических ограничений при производ-
стве устройств и предъявляемым к ним требованиям меняются цели и задачи методов
синтеза. Среди них можно выделить следующие.

Для обычных и обратимых схем имеются естественные общие критерии опти-
мальности синтеза схем: это минимизация
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(1) количества элементов схемы (её сложности);
(2) задержки.

Свойство обратимости обуславливает новые специфические для таких схем кри-
терии: это минимизация количества:

(3) дополнительных входов схемы или её ширины (в случаях, когда добавить до-
полнительный вход в схему технологически гораздо сложнее, чем увеличить её
сложность);

(4) мусорных выходов схемы (что связано с предыдущим пунктом);
(5) элементов определённого типа.

Поясним последний пункт. В принципе любую обратимую комбинационную схему
можно построить, используя какой-нибудь единственный универсальный элемент,
например, TG. Однако сложность реализации TG выше, чем суммарная сложность
составляющих его элементов NOT и CNOT, и поэтому использовать его целосооб-
разно лишь в случаях, когда невозможно обойтись этими двумя.

Для целей синтеза схем обратимые элементы объединяют, как обычно принято,
в библиотеки. Укажем наиболее известные из них, обладающие свойством универ-
сальности [27, 28].

• NCT — NOT, CNOT, TG; рассмотрена в разделе Функциональная полнота се-
мейств обратимых элементов части I статьи и является наиболее распростра-
ненным набором элементов, из которых можно составить любую обратимую
схему.

• NCTSF — NOT, CNOT, TG, SWAP, FG; к библиотеке NCT добавлены элементы
SWAP и Фредкина.

• NCTSFP — NCTSF + PG; к предыдущей библиотеке добавлен гейт Переса.

• GT/MCT— параметрическая библиотека1, состоящая из n-битных обобщённых
элементов Тоффоли; включает в себя все гейты из NCT.

• MCT+MCF — парметрическая библиотека, получающаяся добавлением к
предыдущей n-битных множественно управляемых гейтов Фредкина. Эта биб-
лиотека включает в себя все предыдущие, за исключением NCTSFP.

• GT+PG — к MCT добавлен гейт Переса.

1 Парметрическая библиотека позволяет использовать элементы данного типа, отличающиеся зна-
чением некоторого параметра. Как правило это число входов (однако может быть нагрузочная
способность, технологические свойства и др.).
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6.2.2. Методы синтеза обратимых схем. Синтез схем даже в классическом случае —
процесс во многом эмпирический, несмотря на огромное количество теоретических
изысканий в этой области, опубликованных за последние 70 лет. Для синтеза об-
ратимых схем в основном применяют традиционные методы, адаптированные под
обратимую схемотехнику; все недостающие ссылки можно найти в [29, 30]. Эффек-
тивность различных методов синтеза сравнивается с помощью построения схем для
«стандартных», «эталонных» функций [28].

Методы композиции. Метод заключается в том, чтобы составить обратимый блок
из известных обратимых элементов. Далее применяются модификации процедур син-
теза традиционной логики.

Методы декомпозиции. Методы декомпозиции могут быть охарактеризованы,
как «уменьшение» функции от ее выхода к ее входу. Предполагается постепенное
расщепление исходной функции на подфункции, каждая из которых может быть
реализована при помощи обратимой схемы.

Указанные композиционные и декомпозиционные методы построения обратимых
схем могут быть многоуровневыми. Следует заметить, что данные методы являются
достаточно общим, но в то же время мощным инструментов при синтезе обратимых
схем. Так, большинство существующих алгоритмов синтеза можно рассматривать
как композиционные или декомпозиционные.

PPRM (Positive-Polarity Reed-Muller) — создаётся дерево с корневым узлом, от
которого расходятся все выходящие переменные. В последствии из всех возможных
представлений лучшее преобразуется в элемент Тоффоли.

ESOP2. Метод основан на представлении булевой функции в виде суммы по mod
2 элементарных конъюнкций. Булева функция представляется в виде списка ячеек,
каждая из которых соответствует одному или нескольким обратимым элементам.

Метод решающих диаграмм основан на представлении функции алгебры логи-
ки в форме двоичной диаграммы решений (BDD, Binary Decision Diagram). Узлы
построенной диаграммы далее преобразуются в элементы Тоффоли.

RFTPLA. Регулярная структура обратимых отказоустойчивых программируе-
мых логических матриц (RFTPLAs) и алгоритмы их построения описаны в [31]. Эти
алгоритмы реализованы для представления функций в форме ESOP. Синтезирован-
ные схемы имеют минимальное количество вентилей и битов мусора. При синтезе
используются элементы FG и F2G (см. п. 7.1).

2 SOP — Sum of Products, сумма произведений, дизъюнкция элементарных конъюнкций, ДНФ;
ESOP — сумма по mod 2 элементарных конъюнкций.
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Cycle-based алгоритмы, основанные на представлении заданного биективного
отображения в виде произведения независимых циклов (подстановки). Данное пред-
ставление заменяется на эквивалентное и, возможно, избыточное, но удобное для
синтеза по частям. Алгоритмы синтеза такого типа позволяют получать обратимые
схемы с асимптотически оптимальной сложностью [32].

Методы факторизации. Идея метода факторизации состоит в выборе булевой
операции ◦ (например, это может быть конъюнкция или XOR) для функции f и
поиске двух функций f1 и f2 таких, что

• f = f1 ◦ f2;
• с точки зрения синтеза сложность функции f больше, чем суммарная слож-
ность функций f1 и f2 совместно со сложностью реализации операции ◦.

В общем случае операция ◦ может быть n-арной операцией.

Методы, основанные на применении операции «исключающее ИЛИ» (XOR).

Использование таких свойств операции XOR, как

a⊕ b = b⊕ a, a⊕ 0 = a, a⊕ 1 = a ′, a⊕ a = 0

позволяет проводить эвристический анализ и значительное упрощение уже существу-
ющих обратимых схем. Доказано, что любая схема может быть приведена к канони-
ческой форме путем использования обратимых операций, а каноническая форма в
свою очередь — сведена к минимальной.

Генетические алгоритмы. В основе генетических алгоритмов лежит идея эво-
люционного процесса. Описание идеи построения таких алгоритмов можно найти
в [33]. Описанные в различных работах генетические алгоритмы формулируются по-
разному, поэтому их применение также может различаться. К недостаткам следует
отнести плохую масштабируемость.

Поиск, перебор с возвращением, алгоритм «искусственного отжига» и т. д. Опи-
сания алгоритмов указанного типа также может быть найдено в [33]. Основная идея
указанных методов заключается в предварительном прогнозировании последующих
шагов алгоритма и принятии решения, к какому результату может привести то или
иное отклонение от заданного алгоритма. Данные методы являются трудоемкими
в применении, поскольку с появлением каждого нового предположения число вер-
шин в так называемом «дереве решений» растет экспоненциально, а глубина поиска
увеличивается по линейному закону.
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Теоретико-групповые методы. Группа перестановок Sn является хорошо изучен-
ной. Построение схемы для функции f эквивалентно задаче нахождения длины эле-
мента группы подстановок в заданной системе образующих. Применение таких мето-
дов включает в себя использование различного алгебраического программного обес-
печения, например GAP3.

Синтез регулярных структур. Под регулярными здесь подразумеваются сети, ре-
шетки, программируемые логические матрицы (ПЛМ) и др. Идея состоит в создании
метода традиционного проектирования логики из обратимых компонентов, и затем
применение известных средств синтеза логических схем для создания обратимых
спецификаций. Построение обратимых схем указанным способом обычно характери-
зуется наличием большого количества мусора, что делает невозможным его приме-
нение в технологических решениях, требующих больших затрат на мусор (например,
в квантовых технологиях).

Спектральные методы Миллера. Спектром булевой функции называют её корре-
ляцию с векторами длины 2n всех линейных функций [34]. В своих работах Мил-
лер описывает подход к решению о выборе элемента, основанный на спектральной
сложности [35, 36]. Если добавление очередного элемента уменьшает спектральную
сложность, то элемент добавляется к схеме. Данный метод дает хороший результат
для обратимых схем небольшого размера, однако плохо масштабируется и требует
детального описания используемых обратимых элементов.

В середине 1990-х гг. в Массачусетском технологическом институте были созда-
ны первые чипы-процессоры, сопроцессоры и запоминающие устройства с обратимой
логикой, а для них написаны реализации языка Си [38]. Хотя они представляют собой
лишь модели обратимых вычислителей (реального сохранения энергии не происхо-
дит, так как применяются необратимые физические процессы), они продемонстриро-
вали возможность проектирования логических обратимых схем достаточно высокой
сложности.

В настоящее время исследования в области синтеза схем на базе обратимой
логике интенсивно проводятся в Massachusetts Institute of Technology (MIT) и
University of Florida (UF). Исследования охватывает широкий спектр проблем фи-
зики элементов до систем программирования и теории сложности (см. страницу
https://www.cise.ufl.edu/research/revcomp/ на сайте UF).

Некоторые результаты логического синтеза схем, реализованные на базе различ-
ных подходов можно найти на сайте Reversible logic synthesis benchmarks page [28].

3Примечание GAP (от англ. Groups, Algorithms, Programming — Группы, Алгоритмы, Программи-
рование) — свободно распространяемая кроссплатформенная система компьютерной алгебры для
вычислительной дискретной алгебры с особым вниманием к вычислительной теории групп.
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6.3. Вопросы сложности.

6.3.1. Сложность реализации обратимых элементов. Уже указывалось, как на эле-
ментах Переса может быть построен однобитный обратимый сумматор. Быстрый од-
нобитный полусумматор4 состоит из 4-х гейтов Фредкина и срабатывает за время 2τ ,
где τ — задержка на гейт; см. рис. 3.

Рис. 3. Быстрый обратимый полусумматор [37].

Сумматоры большей разрядности можно синтезировать из одного полусумматора
и (n−1) 3-битных суммирующих блоков. Пример минимального по размеру (4 гейта
Фредкина) однобитного сумматора представлен на рис. 4.

Рис. 4. Реализация обратимого сумматора на элементах Фредкина [37].

Отметим замечательный факт: обратимая логика требует в разы меньше вен-
тилей, чем классическая (см. http://akuklev.livejournal.com/941417.html). Для при-
мера на рис. 5 приведена принципиальная схема полусумматора на двух класси-
ческих функциональных элементах. Казалось бы, схема несложна. Однако КМОП-

Рис. 5. Схема полусумматора на функциональных элементах

4 Полусумматор (half adder) вычисляет сумму по mod 2 битов данных разрядов двух чисел и бит
переноса в следующий разряд.
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реализации составляющих её элементов XOR2 и AND2 требуют по 6 транзисторов
каждый. В результате получим, что классический полусумматор состоит из 12 тран-
зисторов при задержке 8τ .

Отметим, что задержка 64-битного классического сумматора составляет более
130τ , а соответствующего обратимого сумматора на гейтах Фредкина — 66τ . Для
аналогичного быстрого (со схемами ускоренного переноса) сумматора задержка со-
ставляет 12τ , что всё равно на 3τ медленее быстрого обратимого сумматора на FG.
Заметим, также величина τ для КМОП-транзисторов по фундаментальным причи-
нам на порядки больше соответствующей величины τ для FG [38].

6.3.2. Оценки сложности обратимых схем. Пусть B — некоторая заданная библио-
тека обратимых элементов. Рассмотрим произвольную B-конструируемую функцию
f : Zn2 → Zn2 . Среди всех B-конструируемых схем, реализующих функцию f с исполь-
зованием q дополнительных входов, мы можем найти схему минимальной сложно-
сти. Обозначим через L(f, q) сложность этой обратимой схемы. Определим функцию
Шеннона сложности L(n, q):

L(n, q) = max{L(f, q)},

где максимум берется по всем функциям f : Zn2 → Zn2 , реализуемым B-
конструируемыми схемами с q дополнительными входами.

Оценки сложности тех или иных алгоритмов синтеза позволяют получить верх-
ние оценки сложности для схем из обратимых элементов. В работах [32, 39, 40] было
разработано несколько новых алгоритмов синтеза обратимых схем для библиотеки
элементов NCT. Существенное отличие данных алгоритмов от известных аналогов
заключается в том, что для синтезируемых ими обратимых схем доказана асимпто-
тическая оптимальность сложности в худшем случае.

Пусть требуется реализовать некоторое отображение на множестве двоичных век-
торов длины n. Тогда L(n, q) — сложность обратимой схемы в худшем случае, где
q — количество дополнительных входов схемы. Cycle-based алгоритм, разработан-
ный в работе [40], позволяет получить обратимую схему без дополнительных входов
сложности не более

L(n, 0) .
48n2n

log2 n
.

Для синтеза произвольного отображения на множестве двоичных векторов дли-
ны n в [40] был разработан алгоритм синтеза, являющийся модификацией стандарт-
ного метода Лупанова и оптимизированный под различное количество дополнитель-
ных входов q. Данный алгоритм позволяет получить обратимую схему сложности не
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более
L(n, q) .

8n2n

log2 q

при n2 . q . 2n−o(n).
Стоит отметить, что сложность синтезированной обратимой схемы, как это видно

из оценок выше, существенно зависит от количества дополнительных входов: чем их
больше, тем меньше сложность схемы в худшем случае.

Для линейных обратимых преобразований в [41] был предложен оптимальный
метод синтеза, который в худшем случае дает схемы из элементов CNOT сложности
O (n2/ log2 n). Помимо того, что данный алгоритм дает схемы меньшей сложности
по сравнению со стандартным методом, он также является более эффективным в
смысле времени работы, а именно O (n3/ log2 n) по сравнению с временем O (n3) в
случае синтеза на основе метода Гаусса.

Для получения нижних оценок сложности в основном используется мощностной
метод Риордана–Шеннона и получить эти оценки, как правило, весьма не просто.
Тем не менее, ряд нижних оценок удается получить из достаточно элементарных
соображений.

Как уже было отмечено выше, множество всех подстановок, реализуемых B-
схемами с n входами и n выходами, является подгруппой 〈B〉n симметрической
группы S2n , образующими элементами группы 〈B〉n являются подстановки, соответ-
ствующие элементам библиотеки B. С этой точки зрения минимальная сложность
схемы, реализующей подстановку π ∈ 〈B〉n, есть ничто иное, как длина элемента π
относительно системы образующих B, а функция Шеннона L(n, 0) — длина группы
〈B〉n относительно той же системы образующих. Очевидно, что длина λ(G,M) ко-
нечной группы G относительно системы образующих M удовлетворяет неравенству
λ(G,M) > log|M | |G|.

Тогда, применяя это неравенство к знакопеременной группе A2n , n > 3, кото-
рую порождают элементы NCT-библиотеки, учитывая, что |G| = |A2n| = (2n)!/2,
|M | =

∑2
k=0(n− k)Ck

n = n3(1+o(1))
2

, получаем следующую нижнюю оценку для L(n, 0):

L(n, 0) &
log2((2n)!/2)

log2(n3/2)
&

log2 2n2n − log2 e
2n

3 log2 n
,

L(n, 0) &
n2n

3 log2 n
.

Таким образом, установлен порядок роста функции Шеннона для схем без дополни-
тельной памяти:

L(n, 0) � n2n

3 log2 n
.
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Для схем с n основными и q дополнительными входами в [42] было доказано, что
почти все отображения на множестве двоичных векторов длины n реализуются со
сложностью L(n, q) & n2n/ log2(n+ q).

В результате получаем, что для диапазона значений q

n2 . q . 2n−o(n)

выполняется асимптотическое равенство

L(n, q) � n2n

log2 q

и, таким образом, алгоритм синтеза [40] является асимптотически оптимальным.
В работе [43] была получена более общая оценка порядка роста функции Шен-

нона: для любого значения q такого, что 0 6 q . 2n−o(n), верно соотношение

L(n, q) � n2n

log2(n+ q)
.

Таким образом, использование дополнительной памяти в обратимых схемах, состо-
ящих из элементов NOT, CNOT и TG, почти всегда позволяет существенно снизить
сложность, глубину и квантовый вес5 таких схем, что существенным образом отлича-
ет схемы из обратимых элементов от схем из классических элементов [43]. В резуль-
тате, в процессе синтеза обратимой схемы зачастую приходится искать компромисс,
выбирая между большими либо сложностью схемы, либо количеством дополнитель-
ных входов.

6.4. Физическая реализация обратимых вычислений. К сожалению, до сих
пор не удалось создать адекватную физическую реализацию обратимых вычислений
в виде ИС. На сегодняшний день известны следующие подходы к данной задаче
[3–5, 21, 44, 45]:

1) КМОП-технология с пониженным потреблением энергии;
2) ПЗС-структуры6;
3) цифровые оптические вычислительные устройства, использующие оптические

солитоны;
4) спинтроника (использующая поляризованные потоки электронов);
5) фотонная логика (использующие поляризованные потоки фотонов);
6) квантовые вычислительные устройства.

5 Квантовым весом обратимых функциональных элементов называют количество одно- и двухку-
битных квантовых вентилей, необходимых для их реализации в квантовой технологии.
6 приборы с зарядовой связью
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На сегодняшний день считается, что обратимые элементы могут быть эф-
фективно реализованы лишь на базе спинтроники7 или фотонной логики, а
обычная электроника обречена использовать обычные транзисторы (цит. по
https://habr.com/post/114579/). Системы клеточных автоматов, возможно, удастся
построить из молекул; см. рис. 6 с сайта Йельского университета.

Рис. 6. Одномолекулярный транзистор.

7. Некоторые приложения обратимой логики

7.1. Синтез сбоеустойчивых обратимых схем.

7.1.1. Проблема надёжности ИМС. Повышение надёжности функционирования
ИМС остаётся актуальной проблемой синтеза. Важной стороной задачи синтеза та-
ких схем остаётся проблема устойчивости их к кратковременным самоустраняемым
отказам — сбоям (SEU, single event upsets).

Считается, что интенсивность сбоев на порядок превышает интенсивность от-
казов — потери способности устройства выполнить требуемую функцию. Причиной
сбоев является воздействие на схему различных видов помех: радиационных, скач-
ков напряжения питания, деградация сигналов во времени и др., и чем выше частота
тактовой синхронизации, тем больше вероятность сбоя.

Ионизация высокой интенсивности, вызванная α- и γ-излучением, а также тяжё-
лыми заряженными частицами (протонами и нейтронами) создает импульсы пере-
ходного тока, которые могут вызвать переключение битов в схемах функциональной

7Элементарные логические необратимые вентили спиновой электроники потенциально обладают
задержкой τ ≈ 1 нс и тепловыделением 10−17 Дж
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логики, что делает схему временно неисправной. Поэтому сбоеустойчивость явля-
ется важнейшим требованием к аппаратуре, работающей в тяжёлых условиях кос-
моса. В настоящее время в мире активно развивается направление радиационно-
стойкого проектирования (RHBD, Radiation Hard by Design), основанного на исполь-
зовании схемотехнических, топологических и алгоритмических методов повышения
сбоеустойчивости.

Одиночная неисправность того или иного элемента может привести к кратной
ошибке на выходе всей схемы (конус ошибок). Однако возможно и непроявление
(маскирование) возникших ошибок элементов.

7.1.2. Самопроверяемые обратимые схемы. Диагностика сбоев. Построение само-
проверяемых схем — традиционный подход к решению поставленной проблемы.

Самокорректируемость функциональных блоков есть свойство обнаруживать
и исправлять неисправности как в основной, так и в контролирующей аппаратуре.
Последнее свойство позволяет избежать проблемы “сторожа над сторожем”. В этом
случае говорят о схемной избыточности. При возникновении ошибки контролирую-
щая схема обеспечивает пересчет значений выхода основной схемы. Такой пересчёт
может повторяться неоднократно (CED, Concurrent Error Detection), что иногда мо-
жет привести к большой задержке времени получения результата.

Создание самокорректируемых схем есть задача синтеза вычислительных
устройств с дополнительными требованиями. Считают, что гейты могут кратковре-
менно выходить из строя, изменяя биты на своём выходе. Для обнаружения и/или
исправления таких ошибок исходная схема усложняется за счёт включения в неё
дополнительных блоков. Заметим здесь, что для большинства параметрических се-
мейств функций алгебры логики f(x1, . . . , xn) доказана возможность построения са-
мокорректирующих схем, сложность которых на логическом уровне асимптотически
(при n→∞) равна сложности схем без самокоррекции [46].

В простейшем случае сбоеустойчивая схема обеспечивает лишь обнаружение воз-
никшей ошибки. Для этого используют либо схемы контроля чётности (сумма по
mod 2), либо схемы, устойчивые к ошибкам (логика, имеющая запас прочности). Схе-
мы первого типа обеспечивает обнаружение однократной ошибки, в то время как
схемы второго типа могут обеспечить обнаружение кратных ошибок.

Обзор известных подходов к синтезу сбоеустойчивых обратимых схем дан в [29],
там же могут быть найдены все необходимые ссылки. Приведённые там подходы
делятся на два класса.

Первый заключается в построении элементов, обеспечивающих контроль чётно-
сти своих выходов с использованием далее общих методов синтеза. Второй связан
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с обеспечением контроля чётности уже синтезированных схем. Большинство извест-
ных методов находятся в рамках первого класса. Разработан универсальный спо-
соб преобразования произвольных обратимых элементов в гейты, сохраняющие чёт-
ность. Методы второго класса часто требуют значительного перепроектирования уже
имеющихся схем. Отметим, что такой ресинтез ИМС требует существенных затрат.
При этом увеличивается количество ключей, добавляются новые проверяющие эле-
менты и увеличивается количество мусора.

Рассмотрим сначала обратимые логические элементы с контролем чётности. Об-
ратимый элемент называют элементом, сохраняющим чётность, если чётности
входных и выходных данных совпадают.

Укажем основные элементы, сохраняющие на выходе чётность входа. Это свой-
ство нетрудно проверяется по таблицам истинности, строящимся по нижеприведён-
ным формулам.

1. Элемент Фредкина FRG, рассмотренный выше.

2. Двойной элемент Фейнмана (F2G, Feynman Double Gate) — обратимый сохра-
няющий чётность 3× 3-гейт, реализующий формулы

P = A, Q = A⊕B, R = A⊕ C.

3. Новый сбоеустойчивый элемент (NFT, New Fault Tolerant Gate) — обратимый
сохраняющий чётность 3× 3-гейт, реализующий формулы

P = A⊕B, Q = B ′C ⊕ AC ′, R = BC ⊕ AC ′.

4. Элемент Ислама8

(IG, Islam Gate) — обратимый сохраняющий чётность 4 × 4-гейт, реализующий
формулы

P = A, Q = A⊕B, R = AB ⊕ C, S = BD ⊕B ′(A⊕D).

5. Модифицированный элемент Ислама (MIG, Modified IG) — улучшенная версия
IG, реализующая для первых трёх выходов те же формулы, что и IG и S = AB ′⊕D.

Обратимый элемент называется устойчивым, если вес Хэмминга (количество ло-
гических единиц) одинаков для входа и выхода. Только один из приведённых выше
элементов является устойчивым — это элемент Фредкина FRG, что легко определя-
ется по его таблице истинности. Устойчивые элементы хоть и обеспечивают обнару-
жение более чем одной ошибки, но их создание сопряжено с увеличением сложности
элемента.

8 предложен Сайфулом Исламом [47]
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Схема называется сбоеустойчивой, если она обеспечивает обнаружение ошибок
на своём выходе. Переходя от элементов к схемам, замечаем, что существует два ви-
да сбоеустойчивых схем: схемы, сохраняющие чётность, состоящие из сохраняющих
чётность обратимых элементов, и схемы, устойчивые к ошибкам. Примером схемы
первого вида может служить сумматор, показанный на рис. 7.

Рис. 7. Однобитный обратимый сумматор на элементах IG [47].

Обратимая схема называется устойчивой, если она сохраняет количество логиче-
ских единиц для каждой пары вход/выход. Такие схемы более сложны в реализации.
Пример сбоеустойчивого полного сумматора можно найти в [37].

Для диагностики сбоев применяют системы тестового (оффлайн) и функцио-
нального (онлайн) диагностирования. В системах функционального диагностирова-
ния входными воздействиями, поступающими на схему, являются воздействия, пре-
дусмотренные алгоритмом её штатной работы. При тестовом диагностировании на
входы схемы подаются специально созданные тестовые воздействия (некоторые из
которых могут быть неосуществимы в процессе стандартного функционирования).
Ясно, что с учётом возрастающей сложности ИМС становится всё более сложно про-
верить функционирование тех или иных блоков моделированием различных входных
последовательностей.

7.1.3. Функциональное диагностирование. Опишем кратко методы синтеза функци-
онально диагностируемых обратимых схем; все ссылки см. в [29], рисунки взяты
оттуда же.

1. Схемы на базе элементов R1, R2 и R. Данный метод основан на использовании
трёх новых обратимых элементов, названных авторами R1, R2 и R, см. рис. 8.

Рис. 8. Элементы R1, R2 и R.
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Элемент R1 может при различных адресных входах реализовать штрих Шеффе-
ра (NAND), дизъюнкцию (OR), сумму по mod 2 (XOR), эквивалентность (XNOR),
а сигнальный выход q реализует сумму по mod 2 всех выходов. Элемент R2 име-
ет единственный управляемый вход r, которому соответствует сигнальный выход
s, реализующий сумму по mod 2 всех 4-х входов. Схемы (TB, тестируемые блоки)
составляются из этих элементов, см. рис. 9.

Рис. 9. Соединение элементов R1 и R2 и синтезированная схема TB.

Итоговая схема TB содержит два выхода чётности — q и s. Далее строится прове-
ряющая схема (checker circuits) из 8 элементов R для тестирования указанных выхо-
дов двух тестируемых блоков, см. рис. 10. Для большего числа блоков используются

Рис. 10. Проверяющая схема.

каскады проверяющих схем.
Недостатком этого метода является то, что ошибки сбоев, возникших между дву-

мя TB не диагностируются.
Метод также требует переформирования схемы, при этом увеличивается количе-

ство вентилей и требуется наличие проверяющего элемента.

2. Схемы, использующие онлайн-тестируемые элементы (OTG, Testable Circuits
using Online Testable Gate). Метод основан на использовании новых 4× 4 обратимых
элементов OTG, см. рис. 11.

Новые блоки строятся последовательным соединением R2 и OTG, см. рис. 12.
Так же был предложен новый проверяющий элемент, основанный не на 8 элементах
R (как это было необходимо для схем, основанных на элементах R, R1 и R2), а на
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Рис. 11. Элемент OTG.

Рис. 12. Элемент OTG.

четырёх элементах Тоффоли и двух элементах Фредкина. Но и этот метод обеспе-
чивает лишь частичную защиту. Метод также приводит к увеличению количества
вентилей и выходного мусора. При этом, однако, отсутствует необходимость пере-
проектирования схемы.

Метод не имеет особых преимуществ перед предыдущими. Однако основным
недостатком этих трёх методов является обеспечение лишь частичного фиксирова-
ния ошибок.

3. Схемы с парофазными каналами (Testable Circuits using Dual Rail Reversible
Gates). Метод использует набор вводимых обратимых 4 × 4 элементов с двумя па-
рами входов, на каждый из которых сигнал подаётся в парофазном виде: 01 или
10. Непарофазный выход означает возникновение битовой ошибки. Здесь нет необ-
ходимости в элементе проверки, так как ошибка фиксируется проверкой выходного
вектора. Однако недостатком этого метода является необходимость замены форма-
та основной схемы, поскольку он не работает с базовыми обратимыми элементами.
Таким образом, метод обеспечивает исчерпывающее тестирование, однако требует
ресинтеза схем.

4. Схемы на ESOP. Метод заключается в следующем:
1): в схему добавляют дополнительную линию L;
2): все n-битовые элементы Тоффоли заменяются на (n+ 1)-битовые ETG;
3): для каждого элемента NOT, найденного в схеме, добавляется один элемент

NOT на линии L;
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4): добавляется q элементов CNOT на линию L для всех выходных линий, где
q — количество выходных линий;

5): добавляются 2p элементов CNOT на линию L, по p элементов с каждой сто-
роны от уже полученной схемы, где p — количество входных линий.

Рассмотрим пример получения из обратимой схемы, основанной на ESOP, тести-
руемой онлайн схемы, см. рис. 13.

Рис. 13. Построение схемы ESOP: (a) — исходная и (b) — полученная
сбоеустойчивая схемы.

Плюсами данного метода является лёгкость в реализации.

6. Онлайн-тестируемые обратимые схемы, основанные на ETG: В 2011 г. Найим
и др. предложили ещё один метод, являющийся модификации предыдущего [48]. Но-
вый метод возможно применить для всех схем, имеющих только элементы Тоффоли:

1): в схему добавляют линию L;
2): все n-битовые элементы Тоффоли заменяются на (n+ 1)-битовые ETG;
3): добавляются 2p элементов CNOT на линию L, по p элементов с каждой сто-

роны от уже полученной схемы, p — количество линий, которые работают как
выходные, так и входные.
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4): в отличии от предыдущего метода, количество элементов NOT подсчитывает-
ся и, если оно нечётное, то добавляется один элемент NOT на линию L в конец
схемы.

Пример см. рис. 14.

Рис. 14. Построение сбоеустойчивой схемы на ETG: (a) — исходная и
(b) — полученная сбоеустойчивая схемы.

Последние два метода не требуют ресинтеза исходной схемы. Также они явно
эффективнее по количеству добавляемых вентилей.

7.1.4. Сбоеустойчивость в хэмминговом пространстве. При построении обрати-
мых элементов на основе помехоустойчивого кодирования в пространстве Хэмминга
[49, 50] обеспечивается гарантированное автоматическое исправление любой одиноч-
ной ошибки. Отметим сразу, что этот метод не связан прямо с применением теории
помехоустойивого кодирования выходов схем [51, 52].

Рассмотрим пространство Хэмминга размерности 3, т. е. каждый сигнал будем
представлен тремя битами. Например, булевы значения 0 и 1 будем кодировать как
000 и 111, соответственно. Договоримся троированный сигнал A в этом случае обо-
значать с соответствующими нижнимим индексами: A1, A2, A3.

Для реализации сбоеустойчивых элементов и схем в таком случае воспользуемся
обратимым воутером, который будем обозначать V1:

Рис. 15. Обратимый воутер V1: схема на элементах Тоффоли
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Тогда, например, обратимый элемент отрицания в Хэмминговом пространстве
(обозначим его HNOT) может быть реализован следующим образом — см. рис. 16.

Рис. 16. Элемент HNOT

Очевидным преимуществом данного подхода по созданию сбоеустойчивых схем
является исправление ошибок за счёт определённых операций в пространстве Хэм-
минга: исправление будет происходить уже на следующем элементе в схеме в процессе
выполнения вычислений. Платой за такую защиту является увелечение аппаратной
сложности схем. Например, если за аппаратную сложность брать количество эле-
ментов NOT в схеме, то для приведённого элемента HNOT сложность увеличилась
с одного (обычный обратимый элемент NOT) до 12 элементов суммы по mod 2.

Некоторые обратимые элементы в пространстве Хэмминга приведены в [53].

7.2. Использование схем из обратимых логических элементов в крипто-
графии. Использование в криптографии обратимой логики и схем из обратимых
элементов не является новой идеей [54]. Основными причинами заинтересованности
в них, помимо очевидных вопросов снижения потребления энергии и рассеиваемого
тепла, являются вопросы дополнительной защиты от утечек по побочным каналам.
Так, одним из действенных методов современного криптоанализа является так назы-
ваемая «разностная атака по мощности», которая использует информацию об энерго-
потреблении криптографического устройства. Известно, что энергия, потребляемая
устройством, меняется в зависимости от обрабатываемых данных и выполняемых на
разных этапах алгоритма команд, что дает возможность определить характеристи-
ки криптографического устройства и, в частности, используемый ключ криптоалго-
ритма. Важно отметить, что идеальная реализация схемы из обратимых элементов,
теоретически, вообще лишена недостатков, связанных с возможностью утечки ин-
формации по соответствующему побочному каналу, что делает такие схемы очень
привлекательными для использования в криптографических целях.
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В этой связи наибольшее внимание было уделено схемам из обратимых элементов,
реализующим многоразрядные арифметические операции. Эти операции использу-
ются в большинстве ассиметричных криптосистем. К примеру, в современной ре-
ализации системы шифрования с открытым ключом RSA используются операции
модульного сложения и модульного умножения 1024–3072-битовых чисел.

Исследования в этой области за последнее время ведутся со все возрастающей ин-
тенсивностью. Так различными авторами были предложены такие обратимые схемы,
как, например, полусумматор, полный сумматор, триггер, умножитель. Из послед-
них работ этого направления стоит выделить [55–64].

Среди них схемы умножения имеют особое значение. Так, еще в 1994 г. в ра-
боте [65] при помощи обратимой логики разрабатывается схема обратимого умно-
жителя, которая потребляет на 99% меньше энергии, чем её классическая КМОП-
реализация. В [66] была также предложена низкомощностная и высокоскоростная
архитектура умножителей, основанная на необратимых элементах, а затем в 2005
году в [67] была предложена ее обратимая версия. В работе [54] предлагается об-
ратимая реализация схем сложения и умножения в поле, как наиболее затратных
по энергопотреблению операций АЛУ криптопроцессора. Авторы используют эле-
мент TSG, предложенный в [68], и на его базе реализуют полный сумматор, а также
умножитель Монтгомери. Этот вопрос получил развитие в работе [69]. Её авторы
предлагают реализацию схем обратимых мультиплексоров, регистров и сдвиговых
регистров, основываясь на модифицированных элементах TSG (MTSG), представ-
ленных в [70]. Это позволило им реализовать схему умножителя Монтгомери, более
выгодную в вопросах элементной сложности, количества мусорных выходов и кван-
тового веса.

Вскоре были предложены другие обратимые схемы для умножения [71]. Они име-
ли меньшую сложность, количество мусорных бит было также сокращено, но до-
стигнуто это было, как правило, с помощью введения новых обратимых элементов.
Например, элементов MKS и HNG, введенных в [72], или PFAG-элемента, введенного
в [73].

Операцией, обратной к операции возведения в степень элемента циклической
группы, является операция дискретного логарифмирования, играющая ключевую
роль в современной криптографии. В работах [39, 40] рассматривается алгоритм дис-
кретного логарифмирования по основанию примитивного элемента в конечном поле
характеристики 2 и его реализация обратимыми схемами, как без дополнительной
памяти, так и с дополнительной памятью. Доказывается верхняя асимптотическая
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оценка сложности обратимой схемы, реализующей алгоритм дискретного логариф-
мирования; показывается, что уже при использовании n дополнительных входов, где
n — степень расширения поля, сложность таких схем существенно снижается. Дан-
ная оценка асимптотически ниже, чем для произвольного булева преобразования, и
достигается при асимптотически меньшем количестве дополнительных входов.

Одним из важнейших понятий для современной криптографии является однона-
правленная функция (one-way function), т. е. функция, вычислить значение которой
можно за время, полиномиальное от числа битов входа, в то время как вычислить за
полиномиальное время функцию, обратную к ней — не представляется возможным.
Это определение, на первый взгляд, идёт в разрез с принципами обратимой логики,
согласно которым «зеркальная» схема для обратного преобразования должна иметь
ту же сложность. Из этого противоречия можно сделать вывод, что либо однона-
правленные функции на деле не существуют, либо что их невозможно реализовать
при помощи схем из обратимых элементов.

В работе [74] исследуется этот вопрос и доказывается, что такой вывод является
ложным, обратимая логика позволяет реализовывать однонаправленные функции, а
её использование не исключает возможность их существования. Авторы показывают,
что различие в сложности реализации схем для прямой и обратной функций кроется
в следующем факте: для построения схемы из обратимых элементов, реализующей
однонаправленную функцию, необходимо использовать дополнительные (мусорные
линии), значения на которых после выполнения алгоритма схемой не входят в число
битов ответа и могут быть проигнорированы, однако необходимы для осуществле-
ния обратного преобразования, см. рис. ??. Именно незнание значений этих битов
(garbage outputs) обусловливает сложность обращения прямого преобразования.

В [75, 76] предлагается развитие данного взгляда на вопрос однонаправленности.
Схема из обратимых элементов, реализующая однонаправленную функцию, долж-
на иметь некоторое количество мусорных линий с неопределёнными значениями на
выходе и, в следствие этого, не является обратимой. Автор (также один из авторов
данной статьи) рассматривает подход, заключающийся в модификации таких схем
с целью получения на мусорных линиях константных значений, не зависящих от
значений, поданных на вход. Такая процедура называется уборкой мусора и требу-
ет введения в схему дополнительных элементов. Количество элементов, отвечающих
за уборку мусора в схемах, реализующих прямое и обратное преобразование, разли-
чается, что и обусловливает различия в сложности вычисления однонаправленной
функции и обратного ей преобразования, см. рис. 17.
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Рис. 17. Обратимая схема с уборкой мусора

8. Выводы

Обратимые вычисления — новая и развивающаяся парадигма вычислений, аль-
тернативная существующей. Она обеспечивает принципиальную возможность выхо-
да из ситуации «теплового проклятия». Важным является то, что обратимость воз-
никает на всех уровнях вычислительных технологий, от схемотехники до физической
реализации вычислений и на всех уровнях её необходимо поддерживать обратимость.

Обратимость возникает на всех уровнях вычислений. Это теория (алгебра и ло-
гика) вычислений, языки и парадигмы программирования, реализация прикладных
программ и алгоритмов, схемотехника и, наконец, физическая реализация обрати-
мых элементов.

На сегодняшний день теория логического синтеза обратимых схем активно разви-
вается. Разные исследователи предлагают те или иные подходы к данной проблеме,
но общих методов такого синтеза сбоеустойчивых схем ещё не разработано.

В последнее время проектные нормы ИМС уменьшаются до единиц нанометров,
что влечёт уменьшение порога энергии заряженных частиц, вызывающего сбои. Это
требует развития методов синтеза сбоеустойчивой вычислительной техники. В этой
области настоятельной необходимостью является создание таких обратимых сбое-
устойчивых стандартных элементов, как мультиплексор, демультиплексор, шифра-
тор, дешифратор, сумматор и триггеры и др. Интересным и актуальным является
направление, находящееся в общей области указанных направлений развития вычис-
лительной техники: синтеза обратимых и сбоеустойчивых схем.

Теоретически интересным и практически важными является применение понятий
обратимых вычислений в криптографии.
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Modeling of the Optimal Allocation of Labor Resources.

Zaitseva I. V.

Abstract. The article presents models of optimal distribution of labor resources. The
developed game-theoretic model of a static optimal-purpose problem is described as a game in
a normal form. The game is given a lot of workers and a lot of businesses, and the situation is
a substitution. Each substitution is one of the possible assignments of employees to enterprises.
To select an employee or an enterprise, an evaluation criterion is introduced.

The number of evaluation criteria is called the utility for the employee from the appointment
to the enterprise (the degree of satisfaction of the player’s interests), and for the enterprise —
the utility for the enterprise from the appointment of an employee (the degree of satisfaction of
the player’s interests). From the numbers of the evaluation criterion, the utility matrix is written
and the matrix of players ’ winnings in the game is built. According to the matrix, a compromise
set is built in the game and a compromise win is found, which is a guaranteed win for the least
satisfied player. An algorithm for constructing a compromise set is presented. For the algorithm,
its time estimate and complexity class are found.

This paper considers game-theoretic model of dynamic optimal assignment in the example
of the functioning of the labour market. The deterministic model of the optimal distribution of
workers by enterprises is described, taking into account the changing conditions over time. At
each moment of time, the States of the employee and the enterprise are determined. Moments of
time are moments of stationary States of the system. In each stationary state is determined by
the game in normal form. The game is a compromise situation, the optimal policy of the labor
exchange, and also calculates the income of the system from the appointments as the sum of
the functions of the winnings of all players. The functioning of the labor market as a system for
some periods of time is presented in the form of a multi-step game on the tree.
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In a one-step game based on the principle of optimal compromise set there is a compromise
situation and the corresponding compromise vector of control. On the tree of a multi-step game
there is a compromise income of the system in a few steps, when the sequence of games was
realized, and a compromise path corresponding to the sequence of compromise control vectors.

The compromise income of the system and the sequence of compromise controls are found
by means of recurrent relations of dynamic programming. Thus, it is possible to specify the
optimal behavior of all participants in the labor market at any given time. The article presents
the solution of the static and dynamic problem of optimal distribution of labor resources based
on principle of optimal compromise set.

Keywords: compromise set, modeling, optimality principle, distribution, labor resources.

Введение

В первой части работы рассмотрена теоретико-игровая модель статической за-
дачи оптимального назначения. Заданы множество работников S = {s1, ..., sm} и
множество предприятий H = {h1, ..., hn}, и описана игра в нормальной форме
Γ =

〈
I,X, {Hi}m+n

i=1

〉
, в которой игроками являются работники и предприятия, а

ситуацией является подстановка pk. Каждая подстановка есть одно из возможных
назначений работников на предприятия из множества P = {pk, k = 1, 2, ..., n !}.

Каждый работник si оценивает для себя работу на том или ином предприятии
hj. Критерий оценки может включать, например, заработную плату, соответствие
полученной специальности, количество времени, необходимого на дорогу от дома до
работы, предоставляемые льготы и т. д. Учтя все преимущества и недостатки, ра-
ботник выносит предприятию свою оценку αihj ∈ Z+, где Z+ — множество положи-
тельных целых чисел (i = 1, 2, ...,m, j = 1, 2, ..., n). Число αihj назовем полезностью
для работника si от назначения на предприятие hj и будем понимать его как степень
удовлетворенности интересов игрока si. Аналогично, предприятие hj оценивает каж-
дого работника si некоторым числом βhji ∈ Z+. На эту оценку влияет совокупность
таких факторов, как профессиональная квалификация работника, назначаемая за-
работная плата, умение работать в коллективе, творческая инициатива и т. д. Число
βhji назовем полезностью для предприятия hj от назначения на него работника si, и
будем понимать под ним степень удовлетворенности интересов игрока hj.

Оценки обеих сторон записаны в матрицы полезности Am×n =
(
αihj

)
и

Bn×m =
(
βhji
)
, по которым построена матрица выигрышей игроков Wn !×(m+n) в игре

Γ. Строки матрицы выигрышей Wn !×(m+n) соответствуют ситуациям pk из множе-
ства ситуаций X = P = {pk, k = 1, 2, ..., n !}, столбцы соответствуют игрокам из
множества I. Элементом матрицы Wn !×(m+n) является функция выигрыша игрока
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в определенной ситуаций. По матрице Wn !×(m+n) построено компромиссное множе-
ство CH = {pk̄ ∈ X} в игре Γ и найден компромиссный выигрыш, который являет-
ся гарантированным выигрышем наименее удовлетворенного игрока. Алгоритм по-
строения компромиссного множества CH описан по шагам. Найдена его временная
оценка и класс сложности. Во второй части работы на примере функционирова-
ния рынка труда рассмотрена теоретико-игровая модель динамической задачи оп-
тимального назначения. Описана детерминированная модель оптимального распре-
деления работников M t =

{
m1,m2, ...,m|Mt|

}
по предприятиям Lt =

{
l1, l2, ..., l|Lt|

}
с учетом изменяющихся условий за T периодов времени. В каждый момент време-
ни t = 0, 1, 2, ..., T определены множества социально-экономических состояний ра-
ботника Atmk =

{
atmk | a

t
mk

=
(
a1
mk
, a2

mk
, ..., aµmk

)}
и финансово-экономических состоя-

ний предприятия Bt
ld

=
{
btld | b

t
ld

=
(
b1
ld
, b2
ld
, ..., bµld

)}
(k = 1, 2, ..., |M t| , d = 1, 2, ..., |Lt|).

Состояние работника mk описывает вектор параметров atmk , компоненты которого
оценивают, например, его квалификацию, доход, семейное положение, жилищные
условия и т. д. Состояние предприятия ld описывает вектор параметров btld с ком-
понентами, соответствующими, например, оценке его основных фондов, размерам
производства, качеству продукции, прибыли, численности работников и т. д. Векто-
ры состояний работников и предприятий задают вектор состояния рынка труда, или
системы, Stη =

(
atm1

, atm2
, ..., atm|Mt|

, btl1 , b
t
l2
, ..., btl|Lt|

)
∈ St в момент времени t, где St —

множество состояний системы в момент времени t, η — номер состояния.
Моменты времени t являются моментами стационарных состояний системы.

В каждом стационарном состоянии Stη определена игра в нормальной форме

Gt
η =

〈
I t, X t,

{
Kt
mk

}|Mt|
k=1

,
{
Kt
ld

}|Lt|
d=1

〉
(аналогичная той, которая описана в ста-

тической задаче оптимального назначения в первой части работы). В игре Gt
η

найдена компромиссная ситуация pη̄ ∈ Ct,η
H , оптимальная политика биржи тру-

да qη̄ ∈ Qt, а также вычислен доход системы от назначений V
(
Stη, pη̄

)
как

сумма функций выигрышей всех игроков. Переход системы из состояния Stη в
состояние St+1

ς ∈ St+1 происходит под действием общего вектора управлений

U t+1
η =

(
uat+1

m1
, ..., uat+1

mk
, ..., uat+1

m|Mt|
, ubt+1

l1

, ..., ubt+1
ld

, ..., ubt+1
l|Lt|

)
∈ U t+1, где U t+1 — множе-

ство общих векторов управления в момент времени t. Каждая компонента векторов
u
at+1
mk

=
(
ua1mk

, ua2mk
, ..., uaµmk

)
и u

bt+1
ld

=
(
ub1ld

, ub2ld
, ..., ubνld

)
управляет соответствующим

параметром векторов состояний atmk =
(
a1
mk
, a2

mk
, ..., aµmk ,

)
и btld =

(
b1
ld
, b2
ld
, ..., bνld ,

)
, то

есть задает вектор состояния работника at+1
mk

и вектор состояния предприятия bt+1
ld

в
следующий момент времени t + 1, а значит и новое состояние системы St+1

ς ∈ St+1.
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Под действием общих векторов управления из множества U t+1 система переходит из
состояния Stη ∈ St во множество состояний St+1.

Функционирование системы в течение T периодов времени представлено в виде
многошаговой игры на дереве G. Вершины дерева соответствуют состояниям систе-
мы в определенный момент времени, дуги дерева соответствуют общим векторам
управления. В периоды времени (t, t+ 1) система находится в переходных состояни-
ях. В многошаговой игре G переход системы из вершины Stξ за один шаг описывает
одношаговая игра Γtξ. Стратегиями игроков mk и ld являются их общие векторы
управления uat+1

mk
∈ U t+1

mk
и ubt+1

ld

U t+1
mk

, которые составляют общий вектор стратегий,

или общий вектор управления U t+1
η , определяющий ситуацию St+1

λ ∈ St+1 в игре Γtξ,
St+1 — множество ситуаций в игре Γtξ. Функции выигрыша игроков в игре Γtξ за-
даны на множестве ситуаций St+1 с помощью матриц полезности At,At+1,Bt,Bt+1.
Доход системы от перехода R1

StSt+1

(
U t+1
λ

)
из состояния Stξ в состояние St+1

λ за один
шаг в общем случае вычисляется как разность доходов системы от назначений
V
(
St+1
λ , pλ̄

)
и V

(
Stξ, pξ̄

)
в соответствующих состояниях. В одношаговой игре Γtξ на

основе принципа оптимальности компромиссного множества найдена компромисс-
ная ситуацию St+1

λ̄
∈ St+1 и соответствующий ей компромиссный вектор управ-

ления U t+1
λ̄

На дереве многошаговой игры G найдем компромиссный доход систе-
мы за T шагов !T

(
Γ0,Γ1

r, ...,Γ
t
r, ...,Γ

T−1
r

)
, когда реализовалась последовательность

игр Γ0,Γ1
r, ...,Γ

t−1
r ,Γtr, ...,Γ

T−1
r , и компромиссный путь Ur̄ =

(
U1
r̄ , U

2
r̄ , ..., U

T
r̄

)
, соответ-

ствующий последовательности компромиссных векторов управления {U t
r̄}
T−1
t=1 . Ком-

промиссный доход системы CT и последовательность компромиссных управлений
{U t

r̄}
T−1
t=1 найдены с помощью рекуррентных соотношений динамического программи-

рования.

1. Теоретико-игровая модель оптимального распределения
ресурсов

Рассмотрим множество работников S = {s1, ..., sm}, желающих устроиться на
работу, и множество предприятий H = {h1, ..., hn}, которые предлагают рабочие ме-
ста. Предположим, что каждое предприятие hj имеет одну вакантную должность,
на которую оно желает принять работника, и работник si может быть принят толь-
ко на одно предприятие. Требуется произвести назначение работников оптимальным
образом.

В качестве множества H можно рассмотреть предприятия, нуждающиеся в ра-
ботниках, а под S понимать множество типов работников.
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Будем считать, что каждое предприятие из множества H имеет работников толь-
ко одного типа, и каждый работник из множества S, в свою очередь, может найти
работу только на одном предприятии. В качестве множества S можно рассмотреть
также множество типов работников, а под H понимать регионы, в которых можно
найти для них работу. Решением этой задачи является выбор работника для каждого
предприятия оптимальным образом.

Рассмотрим игру в нормальной форме Γ =
〈
I,X, {Hi}m+n

i=1

〉
, где

I = {1, 2, 3, ...,m + n}–множество игроков, X — множество всех ситуаций в иг-
ре, Hi : X → R1 — функция выигрыша игрока i. Формально назначение работников

на работы можно представить подстановкой pk вида:

(
1 2 ... m

hk hl ... hn

)
, где первая

строка неизменна и соответствует номерам работников из S, а вторая — игрокам
из H. Рассмотрим случай, когда m = n. Количество таких подстановок |P | = n!.
Ситуацией в игре будем считать подстановку. Таким образом |X| = |P | = n!.

Пусть каждый игрок оценивает свое назначение некоторым положительным чис-
лом, которое назовем полезностью для данного игрока от полученного назначения.
Будем считать, что полезность тем больше, чем больше игрок удовлетворен получен-
ным назначением. Таким образом, полезность показывает степень удовлетворенности
интересов игрока.

Запишем полезности для игроков из множеств S и H в матрицы A и B, которые
назовем матрицами полезности.

Матрицы Am×n = (αlhk) и Bn×m = (βhkl) (l = 1, ...,m, k = 1, ...n) (индекс l

соответствует номерам игроков из множества S, индекс k соответствует номерам
игроков из множества H) имеют вид:

A =


α1h1 α1h2 ... α1hn

α2h1 α2h2 ... α2hn

....

αmh1 αmh2 ... αmhn

 , B =


βh11 βh12 ... βh1m

βh21 βh22 ... βh2m
...

βhn1 βhn2 ... βhnm

 .

Функции выигрыша игроков зададим на множестве подстановок P следующим об-
разом:

H1(pk) = α1h1 , H2(pk) = α2hl , . . . , Hm(pk) = αmhn ;
Hm+1(pk) = βh11, Hm+2(pk) = βhl2, . . . , Hm+n(pk) = βhnm, k = 1, 2, ..., n!.
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Сформируем матрицу выигрышей Wn !×(m+n) (строки соответствуют подстанов-
кам, образующим множество ситуаций X, а столбцы — номерам игроков из множе-
ства I):

W =


H1(p1) H2(p1) ... Hm+n(p1)

... ... ...

H1(pk) H2(pk) ... Hm+n(pk)

... ... ...

H1(pn!) H2(pn!) ... Hm+n(pn!)

 .

В качестве решения задачи предлагается компромиссное множество. Ниже приведем
определение компромиссного множества.

Определение 1. Компромиссное множество CH определяется следующим образом:
CH =

{
x ∈ X : max

i
(Mi −Hi(x)) ≤ max

i
(Mi −Hi(x

′
)),∀x′ ∈ X

}
, где Mi = max

x∈X
Hi(x).

Определение 2. Будем говорить, что алгоритм принадлежит классу сложности
O (f (n)), если время его работы T ≤ θ · f (n), где θ — константа, зависящая от
скорости вычисления ЭВМ. В этом случае время T называют временной сложностью
алгоритма.

В наших обозначениях |I| = m+ n, |X| = n!, Wn !×(m+n).
Представим алгоритм, который из состоит из 4-х шагов [3]:
1 шаг. Вычислим идеальный вектор M = (M1, ...,Mm+n), где Mi = max

x∈X
Hi(x).

(T1 ≤ θ · n!(m+ n)).

2 шаг. Для каждой ситуации x ∈ X и найдем отклонение функции выигрыша i-го
игрока Hi(x) от компоненты идеального вектораMi, то есть для ∀ x ∈ X и вычислим
Mi −Hi(x). Так делаем для всех игроков из множества I.

(T2 ≤ θ · (m+ n)n!).

3 шаг. Для каждой ситуации x ∈ X найдем максимальное отклонение разности
Mi −Hi(x) по множеству игроков I, то есть вычислим max

i∈I
(Mi −Hi(x)).

(T3 ≤ θ · (m+ n)n!).

4 шаг. На множестве ситуаций X найдем такую точку x∗, которая доставляет
минимум выражению max

i∈I
(Mi −Hi(x)), то есть найдем ситуацию x∗:

min
x∈X

max
i∈I

(Mi −Hi(x)) = Mī −Hī(x
∗).

(T4 ≤ θ · n!).
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Тогда время работы алгоритма построения компромиссного множества оценивается
как T ≤ θ · n!(m+ n+ 1), то есть алгоритм принадлежит классу O(n!(m+ n+ 1)).

Замечание 1. В случае m > n (m < n) следует ввести m − n (n −m) фиктивных
игроков из H (S) и положить для них функции выигрыша равными нулю. Далее
применить описанный алгоритм.

2. Теоретико-игровая модель оптимального распределения
трудовых ресурсов с учетом изменяющихся условий

Рассмотрим функционирование рынка труда в течение нескольких периодов вре-
мени. Работники, предприятия и биржа труда являются его активными участниками.
Работники подают сведения о своих профессиональных квалификациях и предпола-
гаемой работе на биржу труда. Предприятия, испытывая необходимость в различных
работниках, также подают заявки на биржу. Биржа труда, изучив спрос на работни-
ков того или иного профиля с учетом предложения со стороны работников, выбирает
политику по распределению работников по предприятиям. Таким образом удовлетво-
ряются запросы обеих сторон [5].

Предположим, что работник в любой момент времени может находиться в од-
ном из конечного числа социально-экономических состояний. Состояние работника
описывает вектор параметров, компоненты которого оценивают, например, его ква-
лификацию, образование, доход и т. д. Каждое предприятие, в свою очередь, может
находиться в одном из конечного числа финансово-экономических состояний, опреде-
ляемых вектором параметров с компонентами, соответствующими, например, оценке
его основных фондов, размеров производства, прибыли, численности работников и
т. д. Векторы состояний работников и предприятий задают вектор состояния рынка
(или системы) труда в каждый момент времени.

Пусть каждый работник, находясь в определенном социально-экономическом со-
стоянии, оценивает для себя работу на том или ином предприятии. Критерий оценки
может включать, например, заработную плату, соответствие полученной специаль-
ности, количество времени, необходимого на дорогу от дома до работы, предоставля-
емые льготы и т. д. Учтя все преимущества и недостатки, работник выносит предпри-
ятию свою оценку. Аналогично предприятие, находясь в определенном финансово-
экономическом состоянии, дает оценку каждому работнику, на которую влияет со-
вокупность таких факторов как профессиональная квалификация работника, назна-
чаемая заработная плата, умение работать в коллективе и т. д. Оценки обеих сторон
задают их матрицы полезности, в зависимости от которых биржа труда в каждом
состоянии рынка труда выбирает свою политику [6].
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Будем считать, что после распределения работников по предприятиям, то есть по-
сле проведения биржей труда определенной политики, рынок труда имеет некоторый
доход. Назовем его доходом от назначений и будем понимать под ним доход биржи
труда от проведённой политики. Доход от назначений может вычисляться, например,
как сумма доходов работников и предприятий от полученных назначений, которые, в
свою очередь, определяются по их матрицам полезности. Можно приписать доходам
работников и предприятий различные весовые коэффициенты и вычислить доход от
назначений как сумму этих доходов, взятых с весовыми коэффициентами.

Пусть в начальный момент времени задано состояние рынка труда, определе-
но множество политик биржи труда, а также матрицы полезности работников и
предприятий и их доходы от возможных назначений. Решение статической задачи
о назначениях дает оптимальную политику биржи и соответствующие назначения
работников на предприятия. В качестве принципа оптимальности можно выбрать,
например, максимизацию суммарного дохода от назначений или принцип компро-
миссного множества [7].

Известно, что под влиянием изменений в экономике конъюнктура рынка труда
может измениться. В следующий момент времени в зависимости от решения, при-
нятого на предыдущем этапе, и, возможно, от иных причин может измениться мно-
жество предприятий, имеющих потребность в работниках, множество работников,
нуждающихся в работе, а также множество их состояний. Могут измениться и кри-
терии оценки обеих сторон и, соответственно, их матрицы полезности. Следователь-
но, возникает новая ситуация на рынке труда, в которой бирже труда необходимо
определить оптимальную политику и в соответствии с ней произвести назначения,
то есть необходимо решить новую задачу об оптимальных назначениях. Пусть для
определенности имеется конечное множество таких ситуаций, причем в каждой из
них может быть реализован любой из двух принципов оптимальности: принцип мак-
симизации суммарного дохода от назначений или принцип компромиссного множе-
ства.

Те моменты времени, когда ситуация на рынке труда определена и оптимальное
решение дает статическая задача о назначениях, будем называть моментами стаци-
онарных состояний рынка труда, или системы. Рассмотрим периоды времени, когда
происходит процесс изменения конъюнктуры рынка. Будем называть их переходны-
ми периодами рынка труда. Переход рынка труда из одного состояния в другое осу-
ществляется под действием общего вектора управления. Его компонентами являются
векторы управлений из множества векторов управлений работников и предприятий.
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Каждая компонента векторов управлений работника и предприятия изменяет соот-
ветствующий параметр их векторов состояний, то есть управляет этими параметра-
ми. Например, работник может повысить свою квалификацию, увеличить или умень-
шить свой доход, изменить семейное положение и т. д. Предприятие может изменить
свои основные фонды, размеры производства, повысить качество выпускаемой про-
дукции, увеличить прибыль, сократить или увеличить число работников и т. д.

Будем считать, что рынок труда от перехода из одного состояния в другое под
действием общего вектора управления имеем доход, который назовем доходом от
перехода за один шаг. Доход от перехода за один шаг может вычисляться как сум-
ма доходов от перехода работников и предприятий, взятых с различными весовыми
коэффициентами, а может быть найден как разность доходов от назначений рын-
ка труда в соответствующих состояниях. Необходимо найти оптимальный вектор
управления и соответствующий доход от перехода рынка труда из одного состояния
в другое на основе известных принципов оптимальности.

Пусть работники и предприятия могут изменять параметры своих векторов со-
стояний некоторое конечное число раз. Значит множество общих векторов управ-
ления конечно и конечно число возможных состояний рынка труда. Таким образом,
возникает многошаговая модель функционирования рынка труда. Ее удобно предста-
вить на конечном связном графе (дереве). Вершины дерева соответствуют состояни-
ям рынка труда в определенный момент времени. Дуги дерева соответствуют общим
векторам управления, под действием которых осуществляется переход рынка труда
из одного состояния в другое. В каждой вершине необходимо решить статическую
задачу оптимального назначения и определить соответствующий доход системы, и,
кроме того, найти оптимальный путь на дереве, соответствующий последовательно-
сти оптимальных векторов управления и доход от перехода рынка труда из одного
состояния в другое за общее число шагов.

В качестве принципа оптимальности выберем принцип компромиссного множе-
ства, и решим задачу поиска компромиссного дохода от функционирования системы
за T шагов и соответствующего компромиссного пути методом динамического про-
граммирования [8].

Перейдем к решению задачи. Считаем, что переход работников и предприятий
в новые состояния детерминирован, то есть они переходят в новые состояния с ве-
роятностью, равной единице. Процесс распределения работников по предприятиям
в каждый момент времени осуществляет биржа труда [9]. Построим игры в мо-
менты стационарных состояний системы. Пусть распределение работников по пред-
приятиям происходит в течение t моментов времени, где t = 0, 1, ...., T − 1 (T —
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число периодов распределения). В каждый момент времени t множество работни-
ков, состоящих на бирже труда, обозначим через M t =

{
m1,m2, ...,m|Mt|

}
, множе-

ство предприятий, нуждающихся в работниках, обозначим через Lt =
{
l1, l2, ..., l|Lt|

}
и определим игру в нормальной форме Gt =

〈
I t, X t,

{
Kt
mk

}|Mt|
k=1

,
{
Kt
ld

}|Lt|
d=1

〉
, где

I t =
{
m1, ...,m|Mt|, l1, ..., l|Lt|

}
— множество игроков, X t — множество ситуаций в

игре, Kt
mk

: X t → R1 — функция выигрыша игрока mk, Kt
ld

: X t → R1 — функция
выигрыша игрока ld (k = 1, 2, ..., |M t| , l = 1, 2, ..., |Lt|) [10]. Назначение работников

на работы можно представить подстановкой pd вида:

(
1 2 ... |M t|
ld le ... ls

)
, где пер-

вая строка неизменна и соответствует номерам работников M t, а вторая — игрокам
из Lt. Ситуацией в игре будем считать подстановку, X t = P t = {pd| d = 1, 2, ..., |Lt|} —
множество ситуаций (подстановок), |X t| = (|Lt|) !. Каждой ситуации pd однозначно
соответствует политика биржи труда qd из множества Qt =

{
q1, q2, ..., q|Lt| !

}
.

В каждый момент времени t игроки mk и ld находятся в некоторых состо-
яниях, определяемых векторами параметров atmk и btld : a

t
mk

=
(
a1
mk
, a2

mk
, ..., aµmk

)
,

btld =
(
b1
ld
, b2
ld
, ..., bνld

)
, где Atmk =

{
atmk | a

t
mk

=
(
a1
mk
, a2

mk
, ..., aµmk

)
, k = 1, 2, ..., |M t|

}
—

множество векторов состояний игрока mk в момент времени t,
Bt
ld

=
{
btld | b

t
ld

=
(
b1
ld
, b2
ld
, ..., bµld

)
, d = 1, 2, ..., |Lt|

}
— множество векторов состоя-

ний игрока ld в момент времени t. Вектор состояния системы Stη задается векторами

состояний всех игроков: Stη =
(
atm1

, atm2
, ..., atm|Mt|

, btl1 , b
t
l2
, ..., btl|Lt|

)
, где η — номер

состояния в момент времени t. В каждый момент времени t определим матрицы
полезности игроков At и Bt следующим образом. Пусть количество векторов
состояний у каждого игрока mk и ld одинаково. Занумеруем векторы состояний atmk
игрока mk индексом i, i = 1, 2, ..., |At|, векторы состояний btld игрока ld индексом j,
j = 1, 2, ..., |Bt|. Тогда матрицы At и Bt имеют вид:

At =


α1m1(p1) ... α1m|Mt|(p1) ... α1m1(p|Lt| !) ... α1m|Mt|(p|Lt| !)

...

αim1(p1) ... αim|Mt|(p1) αim1(p|Lt| !) ... αim|Mt|(p|Lt| !)

...

α|At|m1(p1) α|At|m|Mt|(p1) α|At|m1(p|Lt| !) α|At|m|Mt|(p|Lt| !)

 ,

где номера строк соответствуют номерам состояний игрока mk, i = 1, 2, ..., |At|. На-
пример, α1m1(p1) — оценка игроком m1 (работником) состоянии 1 того игрока (пред-
приятия), который ему соответствует в ситуации p1 (при политике q1). Матрица Bt
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имеет вид:

Bt =


β1l1(p1) ... β1l|Lt|(p1) ... α1l1(p|Lt| !) ... β1l|Lt|(p|Lt| !)

...

βjl1(p1) ... βjl|Lt|(p1) βjl1(p|Lt| !) ... βjl|Lt|(p|Lt| !)

...

β|Bt|l1(p1) β|Bt|l|Lt|(p1) β|Bt|l1(p|Lt| !) β|Bt|l|Lt|(p|Lt| !)

 ,

где номера строк соответствуют номерам состояний игрока ld, j = 1, 2, ..., |Bt| .
Например, β1l1(p1) — игроком l1 (предприятием) в состоянии 1 того игро-
ка (работника), который ему соответствует в ситуации p1 (при политике q1).
Функции выигрыша игроков определим на множестве ситуаций X t для каждо-
го состояния системы Stη ∈ St. Пусть состояние системы Stη описывает век-

тор Stη =
(
atm1

, atm2
, ..., atm|Mt|

, btl1 , b
t
l2
, ..., btl|Lt|

)
. Его компонентами являются векторы

состояний atmk ∈ A
t и btld ∈ B

t, которые занумерованы индексами i и j соответствен-
но. Тогда функции выигрыша игроков в ситуации p1 зададим следующим образом.

Для игрока m1 определяем, каким индексом i занумерована компонента atm1
век-

тора Stη, и выбираем соответствующий элемент αim1(p1) в первом столбце матрицы
полезности At. Для остальных игроков под номерамиm2,m3, ...,m|Mt| определяем, ка-
кими индексами занумерованы компоненты atm2

, atm3
, ..., atm|Mt|

, и выбираем элементы
с соответствующими номерами во 2-ом, 3-ем,. . . ,|M t|-ом столбцах матрицы At.

Для игрока l1 определяем каким индексом j занумерована компонента btl1 век-
тора Stη и выбираем соответствующий элемент βjl1(p1) в первом столбце матрицы
полезности Bt. Для остальных игроков l2, l3, ..., l|Lt| определяем какими индексами
занумерованы компоненты btl2 , b

t
l3
, . . . , btl|Lt|

и выбираем элементы с соответствующи-
ми номерами во 2-ом, 3-ем,. . . ,|Lt|-ом столбцах матрицы Bt.

Аналогичным образом задаются функции выигрыша игроков в ситуациях
p2, p3, ..., p|Lt| !. Запишем функции выигрыша игроков в матрицу выигрышейW t

η (стро-
ки соответствуют ситуациям p1, p2, p3, ..., p|Lt| ! из множества ситуаций X t, столбцы —
игрокам из множества I t):

W t
η =



Kt
m1

(p1) ... Kt
m|Mt|

(p1) Kt
l1

(p1) ... Kt
l|Lt|

(p1)

...

Kt
m1

(pd) ... Kt
m|Mt|

(pd) Kt
l1

(pd) Kt
l|Lt|

(pd)

...

Kt
m1

(
p|Lt| !

)
... Kt

m|Mt|

(
p|Lt| !

)
Kt
l1

(
p|Lt| !

)
Kt
l|Lt|

(
p|Lt| !

)


.
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По матрице W t
η построим компромиссное множество !t,ηH = {pη̄} и определим соответ-

ствующую политику биржи труда qη̄ ∈ Qt. Доход системы от назначений V
(
Stη, pη̄

)
в компромиссной ситуации pη̄ ∈ Ct,η

H определим как сумму функций выигрыша всех

игроков: V
(
Stη, pη̄

)
=
∑|Mt|

k=1 Kt
mk

(pη̄) +
∑|Lt|

d=1 K
t
ld

(pη̄).

В рассматриваемой модели в каждый момент времени
t = 0, 1, 2, . . . , T − 1 определим множества управлений игроков mk и ld

(k = 1, 2, ..., |M t| , d = 1, 2, ..., |Lt|): U t+1
mk

=
{
uat+1

mk
|uat+1

mk
=
(
ua1mk

, ua2mk
, ..., uaµmk

)}
,

U t+1
ld

=
{
ubt+1

ld

|ubt+1
ld

=
(
ub1ld

, ub2ld
, ..., ubνld

)}
, которые составляют общий вектор управ-

ления U t+1
η =

(
uat+1

m1
, ..., uat+1

mk
, ..., uat+1

m|Mt|
, ubt+1

l1

, ..., ubt+1
ld

, ..., ubt+1
l|Lt|

)
∈ U t+1, где U t+1 —

множество общих векторов управления на шаге t. Каждая компонента векторов
u
at+1
mk

=
(
ua1mk

, ua2mk
, ..., uaµmk

)
и u

bt+1
ld

=
(
ub1ld

, ub2ld
, ..., ubνld

)
управляет соответствующим

параметром векторов состояний atmk =
(
a1
mk
, a2

mk
, ..., aµmk ,

)
и btld =

(
b1
ld
, b2
ld
, ..., bνld ,

)
из множеств At и Bt, то есть задает вектор состояния работника at+1

mk
и вектор

состояния предприятия bt+1
ld

в следующий момент времени t + 1, а значит и новое
состояние системы St+1

ς ∈ St+1. Таким образом, под действием общих векторов
управления из множества U t+1 система переходит из состояния Stη ∈ St во множе-
ство состояний St+1. Поскольку переход в каждое состояние St+1

ς ∈ St+1определяется
одним из общих векторов управления U t+1

η ∈ U t+1, то количество состояний на
шаге t + 1 равно количеству общих векторов управления на шаге t, |St+1| = |U t+1|.
Функционирование системы в течение t, t = 0, 1, 2, ..., T периодов времени удобно
представить в виде многошаговой игры G на конечном связном графе (дереве).
Опишем этапы построения дерева многошаговой игры G.

Рассмотрим этапы построения дерева многошаговой игры [11].

1 этап. Задание одношаговой игры Γ0 в начальной вершине S0 и множе-
ства доходов от перехода за один шаг R1

SoS1 (U1). Пусть в момент времени
t = 0 система находится в состоянии S0, которое соответствует начальной вер-
шине, или корню дерева. В вершине S0 определим игру в нормальной форме

Γ0 =

〈
I0, S1,

{
H0
mk

}|M0|
k=1

,
{
H0
ld

}|L0|
d=1

〉
. Опишем стратегии игроков mk и ld, множество

ситуаций S1 и функции выигрыша игроков H0
mk

и H0
ld
. Стратегии игроков mk и ld

могут быть следующими: они могут управлять одним из параметров a1
mk
, a2

mk
, ..., aµmk

и b1
ld
, b2
ld
, ..., bνld векторов состояний a0

mk
и b0

ld
, соответственно, управлять одновременно

двумя параметрами векторов a0
mk

и b0
ld
, ..., управлять одновременно всеми µ парамет-

рами вектора состояния a0
mk

и ν параметрами вектора состояния b0
ld
(под управлением
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параметром будем понимать его изменение; если параметр сохранен прежним, то счи-
таем, что игрок в данный момент времени им не управлял). В общем случае игрок
mk в начальный момент времени управляет всеми параметрами вектора a0

mk
, поэто-

му его стратегия будет иметь вид: ua1mk
=
(
ua1mk

, ua2mk
, ..., uaµmk

)
. Стратегии игрока ld

в момент времени t = 0 определяются аналогично. Игра Γ0 происходит следующим
образом. Игроки mk и ld (k = 1, 2, ..., |M0| , l = 1, 2, ..., |L0|) выбирают свои стратегии
ua1mk

∈ U1
mk

и ub1ld ∈ U1
ld

и определяют общий вектор стратегий, или общий вектор
управления U1

γ ∈ U1, ситуацию в игре и функции выигрыша. Ситуацией в игре Γ0

будет являться вершина дерева S1
γ ∈ S1 на следующем шаге t = 1, S1 — множе-

ство ситуаций в игре Γ0. Общий вектор управления U1
γ ∈ U1 описывает переход из

вершины S0в S1
γ . Функции выигрыша игроков зададим на множестве ситуаций S1

помощью матриц полезности A0,A1,B0 и B1. Например, если игрок mk в начальной
вершине находился в состоянии i и имел выигрыш K0

m1
= αim1 (pc̄) в статической иг-

ре G0, а после перехода в вершину S1
γ он находится в состоянии j и имеет выигрыш

K1
m1

= αjm1 (pγ̄) в статической игре G1
γ, то его функцию выигрыша в игре Γ0 зададим

как разность выигрышей в играх G0 и G1
γ, то есть H0

mk
= αjmk (pγ̄)− αimk (pĀ). Ана-

логично определим функции выигрыша остальных игроков. Тогда доход системы от
перехода R1

S0S1

(
U1
γ

)
из начальной вершины S0 в вершину S1

γ за один шаг вычислим
как сумму функций выигрыша всех игроков:

R1
S0S1

(
U1
γ

)
=

|Mt|∑
k=1

H0
mk

+

|Lt|∑
d=1

H0
ld

= V
(
S1
γ , pγ̄

)
− V

(
S0, pc̄

)
,

где V
(
S1
γ , pγ̄

)
, V (S0, pc̄) — доходы от назначений в играх G1

γ и G0. Множество дохо-
дов от перехода системы из вершины S0 за один шаг обозначим R1

SoS1 (U1).

2 этап. Задание одношаговой игры Γtξ в промежуточной вершине дерева Stξ
и множества доходов от перехода R1

StSt+1 (U t+1) за один шаг. Рассмотрим мо-
менты времени t = 1, 2, ..., T − 1 и определим игру в нормальной форме

Γtξ =

〈
I t, St+1,

{
H t
mk

}|Mt|
k=1

,
{
H t
ld

}|Lt|
d=1

〉
в каждой промежуточной вершине дерева

Stξ ∈ St. Опишем стратегии игроков mk и ld, множество ситуаций St+1 и функции
выигрыша игроков H t

mk
и H t

ld
. Стратегии игроков mk и ld могут быть такими же,

как в начальный момент времени, то есть игроки могут управлять одним из пара-
метров a1

mk
, a2

mk
, ..., aµmk и b1

ld
, b2
ld
, ..., bνld векторов состояний atmk и btld соответственно,
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двумя параметрами, ..., всеми µ параметрами вектора состояния atmk и ν парамет-
рами вектора состояния btld . Например, если игрок mk в момент времени t управля-
ет только первым параметром a1

mk
вектора atmk , то его стратегия будет иметь вид:

u
at+1
mk

=
(
ua1mk

, ūa2mk
, ..., ūaµmk

)
, где ūa2mk , ..., ūa

µ
mk

— управления игрока на предыдущем

шаге. Если игрок mk управляет двумя параметра aimk , a
j
mk

, то его стратегия бу-

дет следующей u
at+1
mk

=
(
ūa1mk

, ..., uaimk
, ..., uajmk

, ..., ūaµmk

)
. В общем случае игрок mk

управляет всеми параметрами вектора atmk , поэтому его стратегия будет иметь вид

u
at+1
mk

=
(
ua1mk

, ua2mk
, ..., uaµmk

)
. Заметим, что игрок в момент времени t может не

управлять ни одним из параметров вектора состояния atmk , тогда его стратегия бу-

дет иметь вид u
at+1
mk

=
(
ūa1mk

, ūa2mk
, ..., ūaµmk

)
. Такая стратегия может быть вполне

обоснована, поэтому не будем ее исключать из множества стратегий игрока в мо-
мент времени t. Стратегии игрока ld в момент времени t определяются аналогично.

Число стратегий игрока mk равно числу подмножеств µ-элементного множества{
ua1mk

, ua2mk
, ..., uaµmk

}
, то есть

∣∣U t+1
mk

∣∣ = 2µ. Число стратегий игрока ld равно числу

подмножеств ν-элементного множества
{
ub1ld

, ub2ld
, ..., ubνld

}
, то есть

∣∣U t+1
ld

∣∣ = 2ν . Игра
Γtξ происходит следующим образом. Игроки mk и ld (k = 1, 2, ..., |M t| , l = 1, 2, ..., |Lt|)
выбирают свои векторы стратегии ua1mk

∈ U t+1
mk

и ub1ld ∈ U t+1
ld

и определяют общий
вектор управления U t+1

λ ∈ U t+1, ситуацию в игре и функции выигрыша. Ситуаци-
ей в игре Γtξ будет вершина дерева St+1

λ ∈ St+1 на следующем шаге t + 1, St+1 —
множество ситуаций в игре Γtξ. Общий вектор управления U t+1

λ описывает переход из
вершины Stξв S

t+1
λ . Функции выигрыша игроков зададим на множестве ситуаций St+1

помощью матриц полезности At,At+1,Bt и Bt+1. Например, если игрок mk в вершине
Stξ находился в состоянии i и имел выигрыш Kt

m1
= αim1

(
pξ̄
)
в статической игре

Gt
ξ, а после перехода в вершину St+1

λ он находится в состоянии j и имеет выигрыш
Kt+1
m1

= αjm1 (pλ̄) в статической игре Gt+1
λ , то его функцию выигрыша в игре Γtξ зада-

дим как разность выигрышей в играх Gt
ξ и G

t+1
λ , то есть H t

mk
= αjmk (pλ̄)−αimk

(
pξ̄
)
.

Аналогично определим функции выигрыша остальных игроков.
Тогда доход системы от перехода R1

S0S1

(
U t+1
λ

)
из вершины Stξ в вершину St+1

λ за
один шаг вычислим как сумму функций выигрыша всех игроков:

R1
StSt+1

(
U t+1
λ

)
=

|Mt|∑
k=1

H t
mk

+

|Lt|∑
d=1

H t
ld

= V
(
St+1
λ , pλ̄

)
− V

(
Stξ, pξ̄

)
,

где V
(
St+1
λ , pλ̄

)
, V
(
Stξ, pξ̄

)
— доходы системы от назначений в играх Gt+1

λ и Gt
ξ.
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Заметим, что если |M t| = |M t+1|, |Lt| = |Lt+1|, то доход системы от перехода
R1
StSt+1

(
U t+1
λ

)
может быть вычислен как сумма разностей функций выигрыши игро-

ков в вершинах Stξ и S
t+1
λ :

R1
StSt+1

(
U t+1
λ

)
=
∑|Mt|

k=1

(
Kt+1
mk

(pλ̄)−Kt
mk

(
pξ̄
))

+
∑|Lt|

d=1

(
Kt+1
ld

(pλ̄)−Kt
ld

(
pξ̄
))

=

=

(∑|Mt|
k=1 Kt+1

mk
(pλ̄) +

∑|Lt|
l=1 K

t+1
ld

(pλ̄)

)
−
(∑|Mt|

k=1 Kt
mk

(
pξ̄
)

+
∑|Lt|

l=1 K
t
ld

(
pξ̄
))

=

= V
(
St+1
λ , pλ̄

)
− V

(
Stξ, pξ̄

)
.

Множество доходов системы от перехода из вершины Stξ в вершину St+1
λ за один шаг

обозначим R1
StSt+1 (U t+1).

Построим компромиссный общий вектор управления за один шаг. Рассмотрим
игру Γtξ в вершине Stξ дерева многошаговой игры G. На основе принципа оптималь-
ности компромиссного множества определим компромиссную ситуацию St+1

λ̄
∈ St+1 в

игре Γtξ и общий вектор управления U t+1
λ̄

, который переводит систему из состояния Stξ
в состояние St+1

λ .
Составим матрицу выигрышей игроков W

(
Γtξ
)
. Элементами этой матрицы явля-

ются функции выигрыша игроков в каждой ситуации. По матрице W
(
Γtξ
)
найдем

компромиссную ситуацию St+1
λ̄
∈ St+1 в игре Γtξ, а затем по дереву многошаговой иг-

ры G определим соответствующий общий вектор управления U t+1
λ̄
∈ U t+1, который

назовем компромиссным общим вектором управления за один шаг, или просто ком-
промиссным вектором управления за один шаг. Тогда соответствующий вектору U t+1

λ̄

доход системы от перехода R1
StSt+1

(
U t+1
λ

)
будет являться компромиссным доходом за

один шаг.
После того, как указан способ построения компромиссного вектора управления

за один шаг, найдем компромиссный путь Ur̄ =
(
U1
r̄ , U

2
r̄ , ..., U

T
r̄

)
на дереве игры G

и соответствующий ему компромиссный доход CT за T шагов. Для этого применим
рекуррентные соотношения динамического программирования. Введем функцию до-
хода системы от перехода за T шагов, когда реализовалась последовательность игр
Γ0,Γ1

r, ...,Γ
t−1
r ,Γtr, ...,Γ

T−1
r :

RT
(
Γ0,Γ1

r, ...,Γ
t−1
r ,Γtr, ...,Γ

T−1
r

)
= R1

SoS1

(
U1
r

)
+ ...+R1

St−1St

(
U t
r

)
+ ...+R1

ST−1ST

(
UT
r

)
,

где Γt−1
r — одношаговая игра в вершине St−1

r в момент времени t − 1 , U t
r — общий

вектор управления, U t
r ∈ U t, R1

St−1St (U t
r) — доход системы от перехода из вершины

St−1
r за один шаг. Обозначим через Ct компромиссный доход за t шагов, t = 1, 2, ..., T .

Найдем компромиссный доход !T
(
Γ0,Γ1

r, ...,Γ
t
r, ...,Γ

T−1
r

)
за T шагов в игре G и ту
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последовательность управлений {U t
r̄}
T−1
t=1 , которая его реализует. Введем оператор

comp, который задан на множестве доходов системы от перехода R1
St−1St (U t) за один

шаг и возвращает компромиссный из этих доходов.

Выпишем функцию Беллмана

CT
(
Γ0,Γ1

r, ...,Γ
t
r, ...,Γ

T−1
r

)
= comp

Utr , t=1...,T

RT
(
Γ0,Γ1

r, ...,Γ
t
r, ...,Γ

T−1
r

)
,

и воспользуемся для ее вычисления рекуррентными соотношениями динамическо-
го программирования Ct (Γ0,Γ1

r, ...,Γ
t−1
r ) = comp

Utr , r

(
R1
St−1St (U t

r) + Ct−1 (Γ0,Γ1
r, ...,Γ

t−2
r )
)
,

t = T, T − 1, ..., 2, 1; C1 (Γ0) = comp
U1
r , r

R1
S0S1 (U1

r ). Применяя последовательно эти соот-

ношения, вычислим компромиссные доходы системы за 1 шаг, 2 шага, ..., T шагов
C1 (Γ0), C2 (Γ0,Γ1

r), ..., CT
(
Γ0,Γ1

r, ...,Γ
T−1
r

)
и сможем указать компромиссный путь

Ur̄ =
(
U1
r̄ , U

2
r̄ , ..., U

T
r̄

)
на дереве игры G, который соответствует последовательности

компромиссных управлений {U t
r̄}
T−1
t=1 .

3. Численный пример применения теоретико-игровой модели
оптимального распределения трудовых ресурсов

Положим m = n = 3, S = {s1, s2, s3}, H = {h1, h2, h3}. I = {1, 2, 3, 4, 5, 6} —
множество игроков, причем игроки с номерами 1, 2, 3 соответствуют игрокам s1, s2, s3

из множества S, а игроки 4, 5, 6 соответствуют игрокам h1, h2, h3 из множества H.
Матрицы полезности A и B игроков из множеств S и H соответственно:

A =

 76 22 94

33 41 86

45 13 54

 , B =

 94 71 17

30 32 18

59 85 38

 .

Множество ситуаций в игре P = {p1, ..., p6}: p1 =

(
1 2 3

h1 h2 h3

)
,

p4 =

(
1 2 3

h3 h1 h2

)
, p2 =

(
1 2 3

h2 h1 h3

)
, p5 =

(
1 2 3

h1 h3 h2

)
,

p3 =

(
1 2 3

h3 h2 h1

)
, p6 =

(
1 2 3

h2 h3 h1

)
. Функции выигрыша игроков от под-

становки p1: H1(p1) = α1h1 = 76, H2(p1) = α2h2 = 41, H3(p1) = α3h3 = 54,

H4(p1) = βh11 = 94, H5(p1) = βh22 = 32, H6(p1) = βh33 = 38. Функции выигрыша
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игроков от подстановок p2, p3, p4, p5 и p6 зададим аналогично. Тогда матрица выиг-

рышей W будет следующей: W =



76 41 54 94 32 38

22 33 54 30 71 38

94 41 45 59 32 17

94 33 13 94 71 18

76 86 13 94 85 18

22 86 45 30 85 17


.

Решением задачи будет: CH = {p5} , p5 =

(
1 2 3

h1 h3 h2

)
, H3 (p5) = 13.

Заключение

В работе получены следующие результаты: представлено решение статической
и динамической задач оптимального распределения трудовых ресурсов на основе
принципа оптимальности компромиссного множества.

В первой части работы рассмотрена теоретико-игровая модель задачи оптималь-
ного назначения. Описана игра в нормальной форме, в которой найдена компро-
миссная ситуация, реализующая одно из возможных назначений, и компромиссный
доход. Приведен алгоритм построения компромиссного множества и определен его
класс сложности. Получена временная оценка работы алгоритма T ≤ θ ·n !(m+m+1)

и определен его класс сложности O(n!(m+ n+ 1)).
Во второй части работы рассмотрена теоретико-игровая модель динамической

задачи оптимального назначения. Построена детерминированная модель функцио-
нирования рынка труда в течение T периодов времени. В каждый момент времени
t = 0, 1, 2, .., T в каждом состоянии рынка труда Stξ ∈ St указано оптимальное на-
значение работников на предприятия pξ̄ ∈ Ct,ξ

H , соответствующая политика биржи
труда qξ̄ ∈ Qt и доход рынка труда V

(
Stξ, pξ̄

)
. В те периоды времени (t, t+ 1), когда

осуществляется переход рынка труда из одного состояния в другое, указан оптималь-
ный общий вектор управления U t+1

λ̄
и соответствующий ему доход рынка от перехо-

да R1
StSt+1

(
U t+1
λ̄

)
. Найден оптимальный доход от функционирования рынка труда в

течение T периодов времени CT
(
Γ0,Γ1

r, ...,Γ
T−1
r

)
и последовательность соответству-

ющих векторов управления {U t
r̄}
T−1
t=1 , по которым определяются оптимальные стра-

тегии игроков ūatmk и ūbtld в каждый момент времени. Таким образом, можно указать
оптимальное поведение всех участников рынка труда в каждый момент времени.
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Abstract.
In the article under consideration we study periodic at infinity functions from Cb(J, X), i.e.,

bounded continuous functions defined on the real axis with their values in a complex Banach
spaceX. On the basis of the well-knownWiener theorem we introduce a concept of a set satisfying
Wiener condition. Together with an ordinary subspace C0 ⊂ Cb we consider various subspaces of
continuous functions vanishing at infinity in different senses, not necessarily tending to zero at
infinity. For example, integrally vanishing at infinity functions and functions whose convolution
with any function from the set satisfying Wiener condition gives a function tending to zero at
infinity. Those subspaces we also call vanishing at infinity and denote then as C0. So, by choosing
one of the subspaces C0 we introduce different types of slowly varying and periodic at infinity
functions (with respect to the chosen subspace).

A function x ∈ Cb,u is called slowly varying at infinity with respect to the subspace C0 if
(S(t)x−x) ∈ C0 for all t ∈ J. Respectively, for some ω > 0 a function x ∈ Cb,u is called ω-periodic
at infinity with respect to the subspace C0 if (S(ω)x − x) ∈ C0. Nevertheless, these functions
are constructed as extensions of the classes of slowly varying and periodic at infinity functions
respectively, we proved them to be congruent with these classes.

Ordinary periodic at infinity functions appear naturally as bounded solutions of certain
classes of differential and difference equations. So, in our research, we also study the solutions
of differential and difference equations of some kind. It is proved that for those equations, where

1Работа первого автора выполнена при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта №
18-31-00097, работа второго автора выполнена при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного
проекта № 19-01-00732 А
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the right hand side of the equation is a function from any of the subspaces C0 of vanishing at
infinity functions, the solutions are periodic at infinity.

The results were received with essential use of isometric representations and Banach modules
theories.

Keywords: Wiener theorem, vanishing at infinity function, slowly varying at infinity function,
periodic at infinity function, Banach space, Banach module, differential equation, difference
equation.

1. Медленно меняющиеся на бесконечности функции
относительно подпространства C0(R, X; M ).

Пусть L1(R) — банахова алгебра определенных на R измеримых по Лебегу и
суммируемых комплекснозначных (классов эквивалентности) функций со сверткой
функций в качестве умножения (f1 ∗ f2)(t) =

∫
R
f1(t− s)f2(s)ds, t ∈ R, f1, f2 ∈ L1(R).

Символом f̂ : R→ C обозначается преобразование Фурье f̂(λ) =
∫
R
f(t)e−iλtdt, λ ∈ R,

функции f ∈ L1(R).

В данной статье существенно используется следующая теорема Винера (см. [1]):

Теорема 1. Пусть I — идеал алгебры L1(R). Он совпадает со всей алгеброй L1(R),

если функции ϕ̂, ϕ ∈ I , разделяют точки из R, т.е. для любых чисел λ1 6= λ2 ∈ R
найдется функция ϕ ∈ I такая, что ϕ̂(λ1) 6= ϕ̂(λ2).

Будем говорить, что подмножество M функций из алгебры L1(R) удовлетворяет
условию Винера, если их преобразования Фурье разделяют точки из R.

Лемма 1. Наименьший замкнутый идеал алгебры L1(R), содержащий множество
M , удовлетворяющее условию Винера, совпадает со всей алгеброй L1(R).

Доказательство. Пусть I (M ) — наименьший замкнутый идеал из алгебры L1(R),

содержащий M , т.е. I (M ) = {f ∗ g, f ∈ L1(R), g ∈M }. Покажем, что множество
I (M ) удовлетворяет условию Винера. Возьмем произвольные числа λ1 6= λ2 ∈ R.
В силу того, что множество M удовлетворяет условию Винера, найдется функция
g ∈M такая, что ĝ(λ1) 6= ĝ(λ2). Тогда для функции ϕ ∈ I (M ) вида ϕ = f ∗ g, где
g — указанная функция из M , а f — произвольная функция из L1(R), выполняется
условие ϕ̂(λ1) 6= ϕ̂(λ2). Тогда из теоремы 1 следует, что I (M ) = L1(R). �

Пусть X — комплексное банахово пространство, EndX — банахова алгебра ли-
нейных ограниченных операторов (эндоморфизмов), действующих в X.
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Рассматривается банахово пространство Cb = Cb(R, X) непрерывных и огра-
ниченных на R функций со значениями в X и нормой ‖x‖∞ = sup

t∈R
‖x(t)‖,

Cb,u = Cb,u(R, X) — замкнутое подпространство равномерно непрерывных функций
из Cb(R, X), C0(R, X) = {x ∈ Cb(R, X) : lim

|t|→∞
‖x(t)‖ = 0} — подпространство исчеза-

ющих на бесконечности функций из Cb(R, X).
В банаховом пространстве Cb(R, X) рассмотрим группу S : R → EndCb(R, X)

операторов, действующих по правилу (S(t)x)(τ) = x(t+ τ), x ∈ Cb(R, X), t, τ ∈ R.

Определение 1. Функция x ∈ Cb,u(R, X) называется медленно меняющейся на бес-
конечности, если S(α)x− x ∈ C0(R, X) для любого α ∈ R.

Множество медленно меняющихся на бесконечности функций обозначим симво-
лом Csl,∞(R, X). Такие функции изучались в работах [2–6].

Примерами медленно меняющихся на бесконечности функций являются:
1) x1(t) = sin ln(1 + |t|), t ∈ R; 2) x2(t) = arctg t, t ∈ R;
3) любая непрерывно дифференцируемая функция x ∈ Cb(R) со свойством

lim
|t|→∞

ẋ(t) = 0.

Наряду с C0(R, X) рассмотрим подпространство функций из Cb(R, X) вида
C0(R, X; M ) = {x ∈ Cb(R, X) : f ∗ x ∈ C0(R, X) для всех f ∈ M }, где множество
M ⊂ L1(R) удовлетворяет условию Винера. Такие функции также будем называть
исчезающими на бесконечности.

Во всех рассматриваемых подпространствах из Cb(R, X) символ X опускается,
если X = C (например, C0(R,C) = C0(R), C0(R,C; M ) = C0(R; M )).

Пример 1. Рассмотрим множество функций {fα, α > 0} из алгебры L1(R) вида

fα(t) =

{
e−αt, t ≥ 0,

0, t < 0.

Их преобразования Фурье имеют вид f̂α(λ) = 1
α+iλ

, λ ∈ R, α > 0. Тогда для любого
α > 0 множество Mα = {fα} удовлетворяет условию Винера.

Следующие функции принадлежат пространству C0(R; Mα) :

1) x1(t) = eit
2
;

2) x2(t) = sin at2; 3) x3(t) = cos at2, t ∈ R, a > 0.

Выберем произвольное α > 0 и покажем, что x1 ∈ C0(R; Mα), т.е. что fα ∗x1 ∈ C0(R).

Действительно, (fα ∗ x1)(t) =
∞∫
0

e−α(t−τ)eiτ
2
dτ = e

iα2

4 e−αt
∞∫
− iα

2

eiτ
2
dτ.
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Вычислим последний интеграл отдельно:
∞∫
− iα

2

eiτ
2
dτ =

0∫
− iα

2

eiτ
2
dτ +

∞∫
0

eiτ
2
dτ =

(1+i)
√
π

2
√

2
erf

(
α(i+1)

2
√

2

)
+
√

π
8

+ i
√

π
8
, где символом erf обозначена функция ошибок,

задаваемая формулой erf(z) = 2√
π

z∫
0

e−τ
2
dτ, z ∈ C. Отсюда получаем, что

(fα ∗ x1)(t) = e−αte
iα2

4

(
(1+i)

√
π

2
√

2
erf

(
α(i+1)

2
√

2

)
+
√

π
8

+ i
√

π
8

)
, t ∈ R, т.е.

fα ∗ x1 ∈ C0(R).

Пример 2. Если в качестве множества M взять всю алгебру L1(R), то множество

C0(R, X; M ) будет иметь вид C0(R, X; M ) = {x ∈ Cb(R, X) : lim
α→∞

‖ 1
α

α∫
0

x(s+ t)ds‖ = 0

равномерно относительно t ∈ R}.
Покажем это, т.е. для любой функции x ∈ Cb(R, X) докажем эквивалентность

следующих двух условий:

1) lim
α→∞

‖ 1
α

α∫
0

x(s+ t)ds‖ = 0 равномерно относительно t ∈ R;

2) f ∗ x ∈ C0(R, X) для любой функции f из алгебры L1(R).

Рассмотрим множество M = {fα, α > 0} функций из алгебры L1(R) вида

fα(t) =

{
1
α
, t ∈ [0, α],

0, t /∈ [0, α],

каждая из которых имеет преобразование Фурье вида f̂α(λ) = 1
iλα

(1− e−iλα), λ ∈ R.
Тогда условие 1) можно записать в виде fα ∗ x ∈ C0(R, X) для любого α > 0.

Поскольку преобразования Фурье f̂α функций fα, α > 0, разделяют точки из
R, то множество M удовлетворяет условию Винера. Следовательно, из леммы 1
вытекает, что f ∗ x ∈ C0(R, X) для любой функции f из алгебры L1(R).

Если выполнено свойство 2), то gα ∗ x ∈ C0(R, X) для любой направленности
(gα, α > 0) из алгебры L1(R), в частности, для (fα, α > 0), т.е. выполнено свойство
1).

Определение 2. Далее символом C0 = C0(R, X) обозначим замкнутое (с нормой из
Cb) подпространство функций из Cb(R, X), обладающих свойствами:

1) S(t)x ∈ C0 для любого t ∈ R и любой функции x ∈ C0;
2) C0(R, X) ⊂ C0(R, X) ⊂ C0(R, X; M ), где множество M ⊂ L1(R) удовлетворяет

условию Винера;
3) eλx ∈ C0 для любого λ ∈ R, где eλ(t) = eiλt, t ∈ R.
Каждое такое подпространство будем называть подпространством исчезающих

на бесконечности функций.
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Примерами таких подпространств являются определенные ниже подпростран-
ства C0,int(R, X) и C0,p(R, X), p ∈ [1,∞).

Функцию x из Cb,u(R, X) назовем интегрально исчезающей на бесконечности,
если

lim
α→∞

1

α
sup
t∈R

α∫
0

‖x(t+ s)‖ ds = 0.

Множество интегрально исчезающих на бесконечности функций будем обозна-
чать символом C0,int = C0,int(R, X). Отметим, что C0,int(R, X) является замкнутым
подпространством из Cb,u(R, X).

Рассмотрим также семейство замкнутых в Cb,u(R, X) подпространств

C0,p = C0,p(R, X) = {x ∈ Cb,u(R, X) : lim
t→∞

1

α
sup
t∈R

α∫
0

‖x(s+ t)‖p ds = 0},

где p ∈ [1,∞). Таким образом, C0,1(R, X) = C0,int(R, X) — подпространство инте-
грально исчезающих на бесконечности функций.

Пусть C0(R, X) — одно из подпространств исчезающих на бесконечности функ-
ций, удовлетворяющее всем условиям определения 2.

Определение 3. Функцию x ∈ Cb(R, X) будем называть медленно меняющейся на
бесконечности относительно подпространства C0(R, X), если S(α)x−x ∈ C0(R, X)

для любого α ∈ R.

Множество медленно меняющихся на бесконечности функций относительно под-
пространства C0(R, X) обозначим символом Csl,∞(R, X; C0). Непосредственно из
определения следует, что любое пространство Csl,∞(R, X; C0) является замкнутым
подпространством в Cb(R, X).

Рассмотрим множество Csl,∞(M ) = {x ∈ Cb(R, X) : S(α)x− x ∈ C0(R, X; M ) для
любого α ∈ R}, где множество M ⊂ L1(R) удовлетворяет условию Винера. Из опре-
делений 2 и 3 следует, что Csl,∞(R, X; C0) ⊂ Csl,∞(M ) для любого подпространства
C0(R, X), удовлетворяющего условиям определения 2.

Далее нам потребуется определение ограниченной аппроксимативной единицы
(см. [7]) алгебры L1(R).

Определение 4. Ограниченная последовательность (en, n ≥ 1) функций из алгебры
L1(R) называется ограниченной аппроксимативной единицей (о.а.е.) алгебры L1(R),

если выполняются два свойства:
1) ên(0) = 1 для всех n ≥ 1;
2) lim

n→∞
en ∗ f = f для всех f из L1(R).
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Справедлива следующая

Теорема 2. Пусть C0(R, X) — одно из подпространств исчезающих на бес-
конечности функций, удовлетворяющее всем условиям определения 2. Тогда
Csl,∞(R, X; C0) = Csl,∞(R, X).

Доказательство. Достаточно доказать равенство Csl,∞(M ) = Csl,∞(R, X). Вклю-
чение Csl,∞(R, X) ⊂ Csl,∞(M ) очевидно. Покажем обратное включение. Пусть
x ∈ Csl,∞(M ), тогда ψ = S(α)x − x ∈ C0(R, X; M ), т.е. f ∗ ψ ∈ C0(R, X) для всех
f ∈M . Пусть (en, n ≥ 1) — произвольная о.а.е. алгебры L1(R). Из леммы 1 следует,
что

en ∗ ψ = en ∗ (S(α)x− x) = S(α)(en ∗ x)− (en ∗ x) ∈ C0(R, X),

откуда получаем, что y = en ∗ x ∈ Csl,∞(R, X), а, значит, и x ∈ Csl,∞(R, X). �

2. Периодические на бесконечности функции относительно
подпространства C0(R, X).

Сформулируем определения обычной периодической на бесконечности функции
и периодической на бесконечности функции относительно подпространства C0(R, X)

исчезающих на бесконечности функций, удовлетворяющего всем условиям определе-
ния 2.

Definition 1. Пусть ω > 0. Функция x ∈ Cb,u(R, X) называется ω-периодической на
бесконечности, если (S(ω)x− x) ∈ C0(R, X).

Множество ω-периодических на бесконечности функций обозначается символом
Cω,∞(R, X). Такие функции изучались в [2, 5, 6]. В работах [8–10] изучались медленно
меняющиеся и периодические на бесконечности функции из однородных пространств
(например, пространств Степанова, Гельдера, Лебега).

Примерами периодических на бесконечности функций являются:
1) предельно периодические функции, т.е. функции x : R → X, представимые в

виде x = y + y0, где y ∈ Cω(R, X), y0 ∈ C0(R, X);

2) функция x ∈ Cb,u(R, X) такая, что она совпадает с x ∈ Cω(R, X) на R+ и
lim
t→−∞

‖x(t)‖X = 0;

3) любая функция из Csl,∞(R, X);

4) любая функция x ∈ Cb,u(R, X), представимая в виде x =
n∑

k=−n
xk(t)e

i 2πk
ω
t, t ∈ R,

n ∈ N, где xk ∈ Csl,∞(R, X), k ∈ Z.
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Определение 5. Пусть ω > 0. Функция x ∈ Cb,u(R, X) называется ω-
периодической на бесконечности относительно подпространства C0(R, X), если
(S(ω)x− x) ∈ C0(R, X).

Таким образом, каждая ω-периодическая на бесконечности (относительно под-
пространства C0(R, X)) функция x является решением разностного уравнения вида
x(t + ω) − x(t) = y(t), t ∈ R, где y ∈ C0(R, X), а каждая медленно меняющаяся на
бесконечности (относительно C0(R, X)) функция является периодической на беско-
нечности (относительно C0(R, X)) любого периода. Множество ω-периодических на
бесконечности функций относительно подпространства C0(R, X) обозначим симво-
лом Cω,∞(R, X; C0).

Пусть ω > 0. Символом Cω(R, X) обозначим подпространство банахова простран-
ства Cb,u(R, X), состоящее из ω-периодических функций, т.е. функций x ∈ Cb,u(R, X),

для которых выполнено условие S(ω)x = x.

Отметим,что оба множества Csl,∞(R, X; C0) и Cω,∞(R, X; C0) образуют линейные
замкнутые подпространства банахова пространства Cb,u(R, X). Банахово простран-
ство Cω(R, X) образует замкнутое подпространство в Cω,∞(R, X; C0). Таким образом,
имеют место включения Csl,∞(R, X; C0) ⊂ Cω,∞(R, X; C0) ⊂ Cb,u(R, X), при этом все
они инвариантны относительно операторов S(t), t ∈ R.

Рассмотрим множество Cω,∞(M ) = {x ∈ Cb(R, X) : S(α)x− x ∈ C0(R, X; M ) для
любого α ∈ R}, где множество M ⊂ L1(R) удовлетворяет условию Винера. Из опре-
делений 2 и 3 следует, что Cω,∞(R, X; C0) ⊂ Cω,∞(M ) для любого подпространства
C0(R, X), удовлетворяющего условиям определения 2.

Справедлива следующая

Теорема 3. Пусть C0(R, X) — одно из подпространств
исчезающих на бесконечности функций, удовлетворяю-
щее всем условиям определения 2. Тогда Cω,∞(R, X; C0) =

Cω,∞(R, X).

Доказательство. Достаточно доказать равенство Cω,∞(M ) = Cω,∞(R, X). Вклю-
чение Cω,∞(R, X) ⊂ Cω,∞(M ) очевидно. Покажем обратное включение. Пусть
x ∈ Cω,∞(M ), тогда ψ = S(ω)x − x ∈ C0(R, X; M ), т.е. f ∗ ψ ∈ C0(R, X) для всех
f ∈M . Пусть (en, n ≥ 1) — произвольная о.а.е. алгебры L1(R). Из леммы 1 следует,
что

en ∗ ψ = en ∗ (S(ω)x− x) = S(ω)(en ∗ x)− (en ∗ x) ∈ C0(R, X),

откуда получаем, что y = en ∗ x ∈ Cω,∞(R, X), а, значит, и x ∈ Cω,∞(R, X). �
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3. Банаховы L1(R)-модули и спектр Берлинга. Периодические
векторы.

В данном разделе будут приведены некоторые определения и факты из теории
банаховых модулей, существенно используемые в дальнейшем.

Пусть X — комплексное банахово пространство и EndX — банахова алгебра
линейных ограниченных операторов, действующих в X .

Будем считать, что X является невырожденным банаховым L1(R)-модулем
(см. [7, 11], структура которого ассоциирована с некоторым ограниченным изомет-
рическим представлением T : R → EndX . Это означает, что выполняются два
свойства следующего утверждения:

Утверждение 1. Для банахова L1(R)-модуля X выполняются следующие условия:
1) из равенства fx = 0, справедливого для любой функции f ∈ L1(R), следует,

что вектор x ∈X — нулевой (свойство невырожденности банахова модуля X );
2) для всех x ∈ X имеют место равенства (свойство ассоциированности мо-

дульной структуры на X с представлением T : R→ EndX ):

T (t)(fx) = (T (t)f)x = f(T (t)x), t ∈ R, f ∈ L1(R).

Если T : R → EndX — сильно непрерывное ограниченное представление, то
формула

T (f)x = fx =

∫
R

f(t)T (−t)xdt, f ∈ L1(R), x ∈X , (1)

определяет на X структуру банахова L1(R)-модуля, удовлетворяющего условиям
утверждения 2, причем эта модульная структура будет ассоциирована с представле-
нием T.

Замечание 1. С каждым невырожденным банаховым L1(R)-модулем X ассоцииро-
вано единственное представление T : R→ EndX (см. [7]). Чтобы это подчеркнуть,
иногда будет использоваться обозначение (X , T ).

Теория банаховых L1(R)-модулей изложена в [7, 11–13].

Определение 6. Вектор из банахова L1(R)-модуля X назовем непрерыв-
ным (относительно представления T ) или T -непрерывным, если функция
ϕx : R → X , ϕx(t) = T (t)x, t ∈ R, непрерывна в нуле (и, значит, непрерывна
на R).

Совокупность всех T -непрерывных векторов из банахова L1(R)-модуля X обо-
значим через Xc или (X , T )c. Оно образует замкнутый подмодуль из X , т.е. Xc —
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замкнутое линейное подпространство из X , инвариантное относительно всех опера-
торов T (f), T (t), f ∈ L1(R), t ∈ R.

Пространство Cb(R, X) является банаховым L1(R)-модулем с модульной структу-
рой, определяемой равенствами (1), и эта структура ассоциирована с представлением
(группой сдвигов функций) S : R→ EndCb(R, X).

Далее символом Y обозначим фактор-пространство Cb,u(R, X)/C0(R, X), явля-
ющееся банаховым пространством с нормой ‖x̃‖ = inf

y∈x+C0

‖y‖, где x̃ = x + C0 —

класс эквивалентности, содержащий функцию x ∈ Cb,u(R, X). В пространстве
Y действует сильно непрерывная группа изометрий S̃ : R → EndY вида
S̃(t)x̃ = S̃(t)x, t ∈ R, x̃ ∈ Y .

Тогда структура банахова L1(R)-модуля на Y (см. [3, 7] определяется с помощью
представления S̃ и задается формулой fx̃ =

∫
R
f(τ)S̃(−τ)x̃ dτ, f ∈ L1(R), x̃ ∈ Y .

Определение 7. Спектром Берлинга вектора x ∈ X называется множество чисел
Λ(x) из R вида Λ(x) = {λ0 ∈ R : fx 6= 0 для любой функции f ∈ L1(R) c f̂(λ0) 6= 0}.

Из определения следует, что Λ(x) = R\{µ0 ∈ R : существует функция f ∈ L1(R)

такая, что f̂(µ0) 6= 0 и fx = 0}.

Определение 8. Пусть ω > 0. Вектор x0 ∈ (X , T ) называется ω-периодическим
(относительно представления T ), если выполнено x0 ∈Xc и T (ω)x0 = x0.

Множество ω-периодических векторов, обозначаемое через Xω = Xω(T ), об-
разует замкнутое подпространство в X , инвариантное относительно операторов
T (t), t ∈ R.

В [2] была получена следующая

Теорема 4. Пусть ω > 0. Для того, чтобы вектор x0 ∈ X был ω-периодическим
(т.е. x0 ∈ Xω), необходимо и достаточно, чтобы имело место включение
Λ(x0) ⊂ 2π

ω
Z.

Непосредственно из определения представления S̃ : R → EndY следует, что
S̃(ω)x̃ = x̃ для любого вектора x ∈ Yω. Следовательно, имеет место

Теорема 5. Функция x ∈ Cb,u(R, X) является ω-периодической на бесконечности
тогда и только тогда, когда класс эквивалентности x̃ = x + C0(R, X) является
ω-периодическим вектором относительно представления S̃ ∈ EndY .

Получен следующий спектральный критерий периодичности функции на беско-
нечности:

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2019, 4



О теореме Винера в исследовании периодических на бесконечности функций 87

Теорема 6. Для того, чтобы функция x ∈ Cb,u(R, X) была ω-периодической
на бесконечности, необходимо и достаточно, чтобы имело место включение
Λess(x) ⊂ 2π

ω
Z.

Доказательство. Поскольку фактор-пространство Y является банаховым L1(R)-
модулем, то из определений 10 и 11 статьи [2] следует, что Λ(x̃) = Λess(x), где
x̃ = x+ C0(R, X). Поэтому утверждение теоремы следует из теоремы 5. �

4. Периодические на бесконечности решения разностных
уравнений

Пусть C0(R, X) — одно из подпространств исчезающих на бесконечности функ-
ций, удовлетворяющее всем условиям определения 2.

Пусть ω > 0. Рассмотрим разностное уравнение вида

x(t+ ω) = Bx(t) + y0(t), t ∈ R, (2)

где B ∈ EndX, y0 ∈ C0(R, X).

Теорема 7. Пусть спектр σ(B) оператора B удовлетворяет условию

σ(B) ∩ T ⊂ {1}. (3)

Тогда каждое ограниченное решение x0 : R→ X разностного уравнения (2) принад-
лежит пространству Cω,∞(R, X).

Доказательство. Пусть функция x0 ∈ Cb,u(R, X) удовлетворяет разностному урав-
нению (2), т.е. S(ω)x0 − Bx0 = y0, где (Bx0)(t) = Bx0(t), t ∈ R. Поскольку
y0 ∈ C0(R, X), то

S̃(ω)x̃0 −Bx̃0 = 0̃, (4)

где Bx̃0 = B̃x0.

Докажем включение Λ(x̃0) ⊂ 2π
ω
Z. Пусть λ0 ∈ R\(2π

ω
Z). Выберем функцию

f ∈ L1(R) такую, что f̂(λ0) 6= 0 и suppf̂ – компакт, причем (suppf̂) ∩ 2π
ω
Z = ∅. Пока-

жем, что fx̃0 = 0. Из (4) получаем

f(S̃(ω)x̃0 −Bx̃0) = (S(ω)f)x̃0 −Bfx̃0 = fωx̃0 −Bfx̃0 = 0̃, (5)

где fω = S(ω)f ∈ L1(R).

Из (5) получаем включение (fω−Bf) ∗x0 ∈ C0(R, X). Поскольку σ(B)∩T ⊂ {1},
то существует окрестность V ⊂ T числа γ0 = eiλ0 такая, что определена резольвента
λ 7→ R(eiλ, B) : V → EndX оператора B.

Рассмотрим бесконечно дифференцируемую функцию ϕ̂ : R→ C такую, что
ϕ̂(λ0) 6= 0 и suppϕ ⊂ [λ0 − δ, λ0 + δ] для любого малого δ > 0 такого, что eiλ ∈ ρ(B)

«Таврический вестник информатики и математики», №4 (45)’ 2019



88 В. Е. Струков, И. И. Струкова

для |λ − λ0| ≤ δ. Тогда она является преобразованием Фурье некоторой функции
ϕ ∈ L1(R), а функция

F̂ (λ) =

{
ϕ̂(λ)(eiλI −B)−1 , λ ∈ [λ0 − δ, λ0 + δ],

0 , λ /∈ [λ0 − δ, λ0 + δ],

является (в силу голоморфности функции λ 7→ (eiλI − B)−1 : R→ EndX) преобра-
зованием Фурье некоторой суммируемой функции F : R→ EndX.

Из равенств

(F ∗ (fω −Bf))̂ (λ) = F̂ (λ)(eiλI −B)f̂(λ) = ϕ̂(λ)f̂(λ)I, λ ∈ R,

и формулы (5) следует, что

F ∗ (fω −Bf) ∗ x0 = (ϕ ∗ f) ∗ x ∈ C0(R, X).

Обозначив ϕ ∗ f через g, получаем, что ĝ(λ0) = ϕ̂(λ0)f̂(λ0) 6= 0. Таким образом,
λ0 не принадлежит существенному спектру функции x0. Отсюда, в силу теоремы 6,
следует, что функция x0 принадлежит пространству Cω,∞(R, X). �

5. Периодические на бесконечности решения дифференциальных
уравнений

Пусть A : D(A) ⊂ X → X — линейный оператор с областью определения D(A),

являющийся генератором сильно непрерывной ограниченной полугруппы операторов
U : R+ → EndX. Рассмотрим дифференциальное уравнение

ẋ(t)− Ax(t) = y(t), t ∈ R, (6)

где y ∈ C0(R, X) и пространство C0(R, X) удовлетворяет всем условиям определе-
ния 2.

Классическим решением дифференциального уравнения (6) называется диффе-
ренцируемая функция x : R → X такая, что x(t) ∈ D(A) для любого t ∈ R, и
удовлетворяющая уравнению (6) для всех t ∈ R.

Функция x : R → X называется слабым решением уравнения (6), если для всех
s, t ∈ R, s ≤ t, имеют место равенства

x(t) = U(t− s)x(s) +

t∫
s

U(t− τ)y(τ)dτ, s ≤ t, s, t ∈ R. (7)

Справедлива следующая
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Теорема 8. Пусть ω > 0 и сильно непрерывная полугруппа операторов
U : R+ → EndX ограничена и имеет место включение

σ(U(ω)) ∩ T ⊂ {1}. (8)

Тогда каждое ограниченное на R слабое решение уравнения (6) с функцией
y ∈ C0(R, X) принадлежит пространству Cω,∞(R, X).

Доказательство. Пусть выполнено условие (8). Пусть x : R→ X – ограниченное на
R слабое решение уравнения (6).

Положив в (7) t = s+ ω и заменив впоследствии s на t, получим равенство

x(t+ 1) = U(1)x(t) +

t+1∫
t

U(t+ 1− τ)f(τ)dτ, t ∈ R.

Введем обозначения U(ω) = B,
t+ω∫
t

U(t + ω − τ)f(τ)dτ = y0(t), t ∈ R,

и покажем, что y0 ∈ C0(R, X). В силу ограниченности полугруппы U имеем

‖y0(t)‖ = ‖
t+ω∫
t

U(t + ω − τ)y(τ)dτ‖ ≤ M
t+ω∫
t

‖y(τ)‖dτ, t ∈ R, для некоторого M > 0.

Тогда из того, что y ∈ C0(R, X), получаем, что y0 ∈ C0(R, X), т.е. функция x удо-
влетворяет разностному уравнению (2). Из (8) следует, что выполнено условие (3)
теоремы 7, и, значит, x ∈ Cω,∞(R, X). �
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for a Linear Operator with a Nonempty Set of Regular Points.
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Abstract.
The common approach to construction of J-selfadjoint dilation for linear operator with

nonempty regular point set is considered in this article.
Let A — linear operator with nonempty regular point set (−i ∈ ρ(A)) and Clos dom(A) = H,

where H — Hilbert space,

B+ := iR−i − iR∗−i − 2R∗−iR−i, B− := iR−i − iR∗−i − 2R−iR
∗
−i,

Q± :=
√
|B±|, B± = J±Q± — polar decompositions of B±, Q± = Clos(Q±H).

Let D± — arbitrary Hilbert spaces and F± : dom(F±) −→ D± (dom(F±) ⊂ D±) — simple
maximal symmetric operators with defect numbers (q−, 0) and (0, q+) respectively, moreover
dimQ± = dimN± = q±, Φ± : N± → Q± are isometries, V± — Caley transformations of F±.

Let 〈H±,Γ±〉 are the spaces of boundary values of operators F ∗±, i.e.:

1) ∀f, g ∈ dom(F ∗±) (F ∗±f, g)D± − (f, F ∗±g)D± = ∓i(Γ±f,Γ±g)H± ;

2) the transformations dom(F ∗±) 3 f 7→ Γ±f ∈H± are surjective.

Consider the Hilbert space H = D− ⊕ H ⊕ D+. Define in this space indefinite metric
J = J− ⊕ I ⊕ J+ and operator S:

∀ h± =

∞∑
k=0

V k
±n
±
k ∈ D±, n±k ∈ N±, J±

( ∞∑
k=0

V k
±n
±
k

)
:=

∞∑
k=0

V k
±Φ−1
± J±Φ±n

±
k .

The vector h = (h−, h0, h+)T ∈ dom(S) iff

1) h± ∈ dom(F ∗±);

2) ϕ = h0 +Q−Φ−Γ−h− ∈ dom(A);
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3) Φ+Γ+h+ = T ∗Φ−Γ−h− + iJ+Q+(A+ i)ϕ, where T ∗ = I + 2iR∗−i.
If this conditions are fulfil, that for all h = (h−, h0, h+)T ∈ dom(S)

Sh = S(h−, h0, h+)T := (F ∗−h−, −ih0 + (A+ i)ϕ, F ∗+h+)T .

Theorem. Operator S is a J-sejfadjoint dilation of operator A.

Different private cases of dilation S are considered too.

Keywords: J-selfadjoint dilation, maximal closed symmetric operator, defect operators.

Введение

Фактически понятие дилатации линейного оператора впервые появляется у
М. А. Наймарка [1] в 1940 году. Идея дилатации базируется на растяжении заданного
оператора до оператора с более хорошими свойствами в более широком пространстве.

Унитарную дилатацию сжатия впервые построил Б. Сёкефальви-Надь [2]. Идея
дилатации оказалась очень плодотворной, она принесла многочисленные приложе-
ния в различные математические дисциплины (см., напр., [3]). Отметим, что в [4]
была построена унитарная дилатация общего вида для оператора сжатия.

Далее, Л. А. Сахнович [5], А. В. Кужель [6] и Ch. Davis [7] независимо друг от
друга построили J-унитарные дилатации произвольного ограниченного оператора.

В 1977 году в [8] вышла в свет пионерская работа Б. С. Павлова, в которой была
построена самосопряженная дилатация оператора Шредингера. При этом область
определения исходного оператора совпадала с областью определения сопряженного
оператора.

Полученные результаты были обобщены в работах А. В. Кужеля [9] и Ю. Л. Куд-
ряшова [10], в которых были построены трансляционная и спектральная формы
самосопряженной дилатации произвольного диссипативного оператора с непустым
множеством регулярных точек.

Этими же авторами были построены трансляционная [9] и спектральная [11]
формы J-самосопряженной дилатации произвольного плотно заданного оператора
с непустым множеством регулярных точек. Позже вторым автором был доказан изо-
морфизм трансляционных и спектральных форм в случае самосопряженной дилата-
ции [12].

Анализ перечисленных результатов приводит к возможности построения J-
самосопряженной дилатации общего вида для произвольного плотно заданного опе-
ратора с непустым множеством регулярных точек, частными случаями которой яв-
ляются дилатации А. В. Кужеля [9] и Ю. Л. Кудряшова [11]. Построению такой ди-
латации посвящена данная работа.

«Таврический вестник информатики и математики», №4 (45)’ 2019



94 Д. В. Третьяков

1. Предварительные определения и предложения

Пусть H — гильбертово пространство (ГП), A — плотно заданный линейный опе-
ратор, причем −i ∈ ρ(A), R−i = (A + i)−1. Рассмотрим самосопряженные операто-
ры [6]

B+ = iR−i − iR∗−i − 2R∗−iR−i, B− = iR−i − iR∗−i − 2R−iR
∗
−i

и их полярные разложения B± = J±|B±|. ПустьQ± =
√
|B±|. Определим дефектные

подпространства оператора A следующим образом: Q± = Clos(Q±H).
Рассмотрим произвольные ГП D±, в которых действуют произвольные замкну-

тые простые максимальные симметрические операторы F± с индексами дефекта
(0, q+) и (q−, 0) соответственно, где q± = dimQ± = dimN±, а N± — дефектные
подпространства операторов F±. В силу последних равенств существуют изометрии
Φ± : N± → Q±.

Обозначим через V± изометрические простые операторы, которые являются пре-
образованиями Кэли операторов F±:

V− = (F− + i)(F− − i)−1 V+ = (F+ − i)(F+ + i)−1. (1)

Формулы обращения имеют вид:

F− = i(V− + 1)(V− − 1)−1 F+ = −i(V+ + 1)(V+ − 1)−1. (2)

Определение 1. Пары 〈H±,Γ±〉, где H±-ГП со скалярными произведениями
(·, ·)H± ,
Γ± : dom(F ∗±)→H± — операторы, называются пространствами граничных значений
(ПГЗ) операторов F ∗±, если:

a) ∀f, g ∈ dom(F ∗±) (F ∗±f, g)D± − (f, F ∗±g)D± = ∓i(Γ±f,Γ±g)H± ; (3)

б) отображения dom(F ∗±) 3 f 7→ Γ±f ∈H± сюръективны.

Из определения и формул фон Неймана вытекает, что в нашем случае в качестве
H± можно взять подпространства N±.

Отметим, что ПГЗ для исследования различных свойств симметрических опе-
раторов с равными дефектными числами впервые были введены в работах Горба-
чук В.И., Брука В.М., Маламуда М.М. и Деркача В.А. в 80-х годах прошлого сто-
летия и оказали, в дальнейшем, большое влияние на решение различных сложных
задач в разных разделах математики (см., напр., [15], [16], [17]).

Рассмотрим частный случай формул (3). Пусть в этих формулах
g = f ∈ dom(F±). Тогда получаем, что ‖Γ±f‖ = 0, то есть dom(F±) ⊆ ker Γ±.
Обратно, пусть, к примеру, h+ = h0

+ + n+ ∈ ker Γ+, где h0
+ ∈ dom(F+), n+ ∈ N+.
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Тогда по формулам фон Неймана

0 = ‖Γ+h+‖2 = (F ∗+h+, h+)D+ − (h+, F
∗
+h+)D+ = (F+h

0
+ − in+, h

0
+ + n+)D+−

−(h0
+ + n+, F+h

0
+ − in+)D+ = (F+h

0
+, n+)D+ − i(n+, h

0
+)D+ − 2i‖n+‖2−

−i(h0
+, n+)D+ − (n+, F+h

0
+)D+ = −2i‖n+‖2.

Отсюда n+ = 0 и h+ = h0
+ ∈ dom(F±). Таким образом, dom(F+) = ker Γ+. Аналогично

dom(F−) = ker Γ−. Нами доказана

Лемма 1. Имеют место равенства dom(F±) = ker Γ±.

Построим теперь ГП H = D−⊕H⊕D+ и определим в H оператор J = J−⊕I⊕J+,
где J± определяются равенствами:

∀ h± =
∞∑
k=0

V k
±n
±
k ∈ D±, n±k ∈ N±, J±

(
∞∑
k=0

V k
±n
±
k

)
:=

∞∑
k=0

V k
±Φ−1
± J±Φ±n

±
k . (4)

Имеет место следующее предложение.

Лемма 2. J±V± = V±J±, J±Γ± ⊆ Γ±J±, J±F± ⊆ F±J±.

Доказательство. В силу (4) для любых векторов n± ∈ N±

J±V±n± = V±Φ−1
± J±Φ±n± = V±J±n±.

Отсюда для любых векторов h± =
∞∑
k=0

V k
±n
±
k ∈ D±

J±V±h± = J±

∞∑
k=0

V k+1
± n±k = V±

∞∑
k=0

V k
±Φ−1
± J±Φ±n

±
k = V±J±h±.

Аналогично для произвольных векторов h± =
∞∑
k=0

V k
±n
±
k ∈ domF ∗±

J±Γ±h± = J±Γ±

∞∑
k=0

V k
±n
±
k = J±n

±
0 = Φ−1

± J±Φ±n
±
0 = Γ±

∞∑
k=0

V k
±Φ−1
± J±Φ±n

±
k = Γ±J±h±.

Оставшиеся включения доказываются с помощью равенств (2):

J±F± = ∓iJ±(I + 2(V+ − 1)−1) ⊆ F±J±.

При этом для любых векторов h0
± ∈ domF± имеем J±h

0
± ∈ domF± так как из-за

леммы 2 Γ±J±h
0
± = J±Γ±h

0
± = 0. �

Следствие 1. J±F ∗± ⊆ F ∗±J±.

Доказательство. По формулам фон Неймана для любых векторов h± ∈ domF ∗± име-
ют место равенства h± = h0

± + n±, где h0
± ∈ domF±, n± ∈ N± и F ∗±h± = F±h

0
± ∓ in±.
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Отсюда
J±F

∗
±h± = J±(F±h

0
± ∓ in±) = F±J±h

0
± ∓ iJ±n±. (5)

Так как J±n± = Φ−1
± J±Φ±n

± ∈ N± и Γ±J±h
0
± = 0, то J±h0

± ∈ domF±. Следовательно,
из равенства (5) вытекает, что J±F ∗±h± = F ∗±J±h± для любых h± ∈ domF ∗±. �

2. Построение J-самосопряженной дилатации линейного
оператора

В пространстве H = D− ⊕ H⊕D+ определим оператор S.
Будем говорить, что вектор h = (h−, h0, h+)T из пространства H принадлежит

dom(S) тогда и только тогда, когда:

1) h± ∈ dom(F ∗±);

2) ϕ = h0 +Q−Φ−Γ−h− ∈ dom(A);

3) Φ+Γ+h+ = T ∗Φ−Γ−h− + iJ+Q+(A+ i)ϕ, где T ∗ = I + 2iR∗−i.

Для любого вектора h = (h−, h0, h+)T ∈ dom(S) положим

Sh = S(h−, h0, h+)T := (F ∗−h−, −ih0 + (A+ i)ϕ, F ∗+h+)T . (6)

Доказательству основной теоремы предпошлем следующие два предложения.

Лемма 3. Если вектор h = (h−, h0, h+)T ∈ dom(S), то

ψ = h0 +Q+Φ+Γ+h+ ∈ dom(A∗) и (A+ i)ϕ− (A∗ − i)ψ = 2ih0

Доказательство. Подействуем на обе части условия 3 на область определения опе-
ратора S оператором Q+ с учетом равенств TQ+ = Q−T и Q+T

∗ = T ∗Q−:

Q+Φ+Γ+h+ = T ∗Q−Φ−Γ−h−+iJ+Q
2
+(A+i)ϕ = (I+2iR∗−i)Q−Φ−Γ−h−+iB+(A+i)ϕ =

= (I + 2iR∗−i)Q−Φ−Γ−h− + i(iR−i − iR∗−i − 2R∗−iR−i)(A+ i)ϕ =

= (I + 2iR∗−i)Q−Φ−Γ−h− − ϕ+R∗−i(A+ i)ϕ− 2iR∗−iϕ = (I + 2iR∗−i)(Q−Φ−Γ−h− − ϕ)+

+R∗−i(A+ i)ϕ = −(I + 2iR∗−i)h0 +R∗−i(A+ i)ϕ (7)

Из равенства (7) получаем:

2iR∗−ih0 + (h0 +Q+Φ+Γ+h+) = R∗−i(A+ i)ϕ (8)

Так как {R∗−ih0, R
∗
−i(A + i)ϕ} ⊂ dom(A∗), то вектор ψ = h0 +Q+Φ+Γ+h+ ∈ dom(A∗).

Подействуем теперь на обе части равенства (8) оператором (A∗ − i):

2ih0 + (A∗ − i)ψ = (A+ i)ϕ,

что и требовалось доказать. �
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Аналогично доказывается

Лемма 4. Если вектор g = (g−, g0, g+)T ∈ dom(S ∗), то

ϕ = g0 + J−Q−Φ−Γ−g− ∈ dom(A) и (A+ i)ϕ− (A∗ − i)ψ = 2ig0.

Теорема. Оператор S является J — самосопряженной дилатацией оператора A.

Доказательство. Легко проверить, что оператор S плотно задан.
Так как оператор S[∗], сопряженный к S в метрике J, удовлетворяет равенству

S[∗] = JS∗J [13], то достаточно доказать, что S = JS∗J.
Найдем дефинитный сопряженный оператор S∗. Для любых векторов

h = (h−, h0, h+)T ∈ dom(S) и g = (g−, g0, g+)T ∈ H, где g± ∈ dom(F ∗±)

(Sh, g)H = (F ∗−h−, g−)D− + (−ih0 + (A+ i)ϕ, g0) + (F ∗+h+, g+)D+ =

= (h−, F
∗
−g−)D− + i(Γ−h−,Γ−g−)N− + (h+, F

∗
+g+)D+ − i(Γ+h+,Γ+g+)N++

+(h0, ig0) + ((A+ i)ϕ, g0) = (h−, F
∗
−g−)D− + i(Φ−Γ−h−,Φ−Γ−g−)N− + (h+, F

∗
+g+)D+−

−i(T ∗Φ−Γ−h− + iJ+Q+(A+ i)ϕ,Φ+Γ+g+) + (h0, ig0) + ((A+ i)ϕ, g0) =

= (h−, F
∗
−g−)D− + (h+, F

∗
+g+)D+ + i(Φ−Γ−h−,Φ−Γ−g− − TΦ+Γ+g+)N−+

+((A+ i)ϕ, g0 + J+Q+Φ+Γ+g+) + (h0, ig0). (9)

Из равенства 9 вытекает, что вектор ψ = g0 + J+Q+Φ+Γ+g+ должен принадлежать
dom(A∗). Тогда используя условие 2. на dom(S), получим:

(Sh, g)H = (h−, F
∗
−g−)D− + (h+, F

∗
+g+)D+ + i(Φ−Γ−h−,Φ−Γ−g− − TΦ+Γ+g+)N−+

+(h0 +Q−Φ−Γ−h−, (A
∗ − i)ψ) + (h0, ig0) = (h−, F

∗
−g−)D− + (h+, F

∗
+g+)D++

+(h0, ig0 + (A∗ − i)ψ) + i(Φ−Γ−h−,Φ−Γ−g− − TΦ+Γ+g+ + iQ−(A∗ − i)ψ)N− = (h, g∗)H

тогда и только тогда, когда вектор g = (g−, g0, g+)T ∈ H удовлетворяет следующим
условиям:

1) * g± ∈ dom(F ∗±);

2) * ψ = g0 + J+Q+Φ+Γ+g+ ∈ dom(A∗);

3) * Φ−Γ−g− = TΦ+Γ+g+ − iQ−(A∗ − i)ψ, где T = I − 2iR−i.

Условия 1.∗–3.∗ определяют область определения оператора S∗. Если g ∈ dom(S∗), то

S∗g = S∗(g−, g0, g+)T = (F ∗−g−, ig0 + (A∗ − i)ψ, F ∗+g+)T .

Докажем теперь, что J dom(S) = dom(S∗). Пусть h ∈ dom(S). Тогда, в частности,
h± ∈ dom(F ∗±). Но тогда J±h± ∈ dom(F ∗±). В самом деле, это вытекает из доказатель-
ства следствия 1. Рассмотрим вектор Jh = (J−h−, h0, J+h+)T . Проверим условия 2.∗

и 3.∗

«Таврический вестник информатики и математики», №4 (45)’ 2019



98 Д. В. Третьяков

Условие 2.∗ ψ = h0 + J+Q+Φ+Γ+J+h+ = h0 + J+Q+Φ+Γ+

∞∑
k=0

V k
+Φ−1

+ J+Φ+n
+
k =

= h0 + J+Q+Φ+Φ−1
+ J+Φ+n

+
0 = h0 + J+Q+J+Φ+n

+
0 = h0 +Q+Φ+Γ+h+ ∈ dom(A∗)

в силу леммы 3.
Условие 3.∗ Рассмотрим вектор

ω = Φ−Γ−J−h− − TΦ+Γ+J+h+ + iQ−(A∗ − i)ψ, (10)

где ψ = h0 + J+Q+Φ+Γ+J+h+ = h0 +Q+Φ+Γ+h+ ∈ dom(A∗) на основании леммы 3.
Так как h ∈ dom(S), то, в частности,

Φ+Γ+h+ = T ∗Φ−Γ−h− + iJ+Q+(A+ i)ϕ, (11)

где ϕ = h0 +Q−Φ−Γ−h− ∈ dom(A).
Подействуем на обе части равенства (11) слева оператором TJ+:

TJ+Φ+Γ+h+ = J−(I − 2iR−i)(I + 2iR∗−i)Φ−Γ−h− + iQ−(A+ i)ϕ+ 2Q−ϕ. (12)

В равенстве (12) используем еще раз лемму 3:

TJ+Φ+Γ+h+ = J−(I − 2(iR−i − iR∗−i − 2R−iR
∗
−i))Φ−Γ−h−iQ−+

+iQ−((A∗ − i)ψ + 2ih0) + 2Q−(h0 +Q−Φ−Γ−h−) = J−Φ−Γ−h− + iQ−(A∗ − i)ψ.
Таким образом, доказано равенство

J−Φ−Γ−h− = TJ+Φ+Γ+h+ − iQ−(A∗ − i)ψ, (13)

где ψ = h0 + J+Q+Φ+Γ+J+h+ = h0 +Q+Φ+Γ+h+ ∈ dom(A∗).

При этом Φ−Γ−J−h− = Φ−Γ−
∞∑
k=0

V k
−Φ−1
− J−Φ−n

−
k = J−Φ−n

−
0 = J−Φ−Γ−h−,

и, аналогично, TΦ+Γ+J+h+ = TJ+Φ+Γ+h+. Сравнивая равенства (10) и (13),
приходим к заключению, что ω –нулевой вектор. Это доказывает включение
J dom(S) ⊆ dom(S∗).

Обратное включение доказывается аналогично с помощью леммы 4. Следова-
тельно, справедливо равенство J dom(S) = dom(S∗), опираясь на которое, легко
убедиться в J-самосопряженности оператора S. В самом деле, для любого вектора
h = (h−, h0, h+)T ∈ dom(S) на основании следствия 1

JS∗Jh = JS∗J(h−, h0, h+)T = J(J−F
∗
−h−, ih0 + (A∗ − i)ψ, J+F

∗
+h+)T = Sh

в силу леммы 3. Здесь ψ = h0+Q+Φ+Γ+h+ ∈ dom(A∗), ϕ = h0+Q−Φ−Γ−h− ∈ dom(A).
Предположим теперь, что Imλ < 0. Найдем резольвен-

ту оператора S. Для этого составим следующее уравнение
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((F ∗− − λ)h−, −(i + λ)h0 + (A + i)ϕ, (F ∗+ − λ)h+)T = (g−, g0, g+)T , которое эк-
вивалентно системе: 

(F ∗− − λ)h− = g−,

−(i+ λ)h0 + (A+ i)ϕ = g0,

(F ∗+ − λ)h+ = g+.

(14)

Так как F− симметрический оператор с индексом дефекта (q−, 0), то ниж-
няя полуплоскость не содержит собственных значений оператора F ∗−, поэтому
h− = (F ∗− − λ)−1g−. Второе уравнение перепишем так: (A− λ)ϕ+ (i+ λ)(ϕ− h0) = g0

или
(A− λ)ϕ = g0 − (i+ λ)Q−Φ−Γ−h−.

Множество ρ(A) открыто. Будем считать, что λ принадлежит той окрестности точки
−i в нижней полуплоскости, которая содержит только регулярные точки оператора
A. Тогда

ϕ = Rλ(g0 − (i+ λ)Q−Φ−Γ−(F ∗− − λ)−1g−). (15)

Из равенства (15) находим вектор h0:

h0 = Rλg0 − (I + (i+ λ)Rλ)Q−Φ−Γ−(F ∗− − λ)−1g−.

Из условия 3. на dom(S) следует равенство

Γ+h+ = Φ−1
+ T ∗Φ−Γ−h− + iΦ−1

+ J+Q+(A+ i)ϕ. (16)

По формулам фон Неймана h+ = h0
+ + n+, h

0
+ ∈ dom(F+), n+ ∈ N+, причем,

Γ+h+ = n+. Ввиду формулы (16)

n+ = Φ−1
+ (T ∗Φ−Γ−h− + iJ+Q+(A+ i)ϕ). (17)

Перепишем теперь третье уравнение системы (14) следующим образом:

(F+ − λ)h0
+ − (i+ λ)n+ = g+.

Находим вектор h0
+:

h0
+ = (F+−λ)−1(g++(i+λ)n+) = (F+−λ)−1(g++(i+λ)Φ−1

+ (T ∗Φ−Γ−h−+iJ+Q+(A+i)ϕ)).

Отсюда
h+ = h0

+ + n+ = (F+ − λ)−1g+ + (I + (i+ λ)(F+ − λ)−1)n+ =

= (F+ − λ)−1g+ + (I + (i+ λ)(F+ − λ)−1)Φ−1
+ (T ∗Φ−Γ−h− + iJ+Q+(A+ i)ϕ) =

= (F+ − λ)−1g+ + (I + (i+ λ)(F+ − λ)−1)Φ−1
+ (T ∗Φ−Γ−(F ∗− − λ)−1g−+

+iJ+Q+(A+ i)Rλ(g0 − (i+ λ)Q−Φ−Γ−(F ∗− − λ)−1g−)).
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Воспользуемся следующими обозначениями: для любого линейного оператора L, для
которого существует (L − λ)−1 обозначим через W−iλ(L) оператор I + (i + λ)Rλ(L).
Кроме того положим

v−(λ) := (F ∗− − λ)−1g−,

v+(λ) := T ∗Φ−Γ−v−(λ) + iJ+Q+W−iλ(A)(g0 − (i+ λ)Q−Φ−Γ−v−(λ)).

Тогда получаем формулу

h+ = (F+ − λ)−1g+ +W−iλ(F+)Φ−1
+ v+(λ). (18)

Используя (17) и (18), находим решение системы (14):
h− = v−(λ)

h0 = Rλg0 −W−iλ(A)Q−Φ−Γ−v−(λ)

h+ = (F+ − λ)−1g+ +W−iλ(F+)Φ−1
+ v+(λ)

Таким образом, резольвента оператора S имеет вид:

Rλ(S)(g−, g0, g+)T =

= (v−(λ), Rλg0 −W−iλ(A)Q−Φ−Γ−v−(λ), (F+ − λ)−1g+ +W−iλ(F+)Φ−1
+ v+(λ))T .

Обозначим через P : H→ H ортопроектор. Тогда

PRλ(S)(0, g0, 0)T = P(0, Rλg0, iW−iλ(F+)Φ−1
+ J+Q+W−iλ(A)g0)T = Rλg0.

Теорема доказана. �

3. Некоторые частные случаи

Рассмотрим некоторые частные случаи построенной дилатации.
1. Пусть D± = L2(R±;Q±), где R− = (−∞, 0],R+ = [0,+∞). Тогда операторы

Φ± можно считать единичными. В пространствах D± рассмотрим симметрические
операторы F±, которые определяются следующим образом:

dom(F±) = {h± ∈ W 1
2 (R±;Q±)|h±(0) = 0}, (F±h±) = ih′±(t), h±(t) ∈ dom(F±),

где W 1
2 (R±;Q±)–классы Соболева. Операторы F±, очевидно, являются простыми и

максимальными с индексом дефекта (0, q+) и (q−, 0) соответственно. Сопряженные
операторы F ∗± задаются такими же дифференциальными выражениями на линеалах
dom(F ∗±) = W 1

2 (R±;Q±).
Для любых векторов f±, g± ∈ dom(F ∗±)

(F ∗±f±, g±)D± − (f±, F
∗
±g±)D± =
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=

∫
R±

((if ′±(t), g±(t))Q± − (f±(t), ig′±(t))Q±)dt = ∓i(f±(0), g±(0))Q± .

Отсюда получаем равенства для граничных операторов: Γ±f± = f±(0).
По формулам (1) легко находятся операторы V±:

(V+y)(t) = y(t)− 2

t∫
0

eu−ty(u)du, (V−y)(t) = y(t)− 2

t∫
−∞

et−uy(u)du.

Рассмотрим дефектное подпространство N+ = span{ψ0(2t)q+|q+ ∈ Q+} оператора
F+, где

ψn(t) =
e
t
2 (tne−t)(n)

n!
, n = 0, 1, 2...−

ортонормированные функции Чебышева-Лаггера [14]. При этом, как легко прове-
рить, справедливы равенства V n

+ (ψ0(2t)q+) = ψn(2t)q+, n = 0, 1, 2.... Так как опера-
тор F+ простой, максимальный и симметрический , то V+-односторонний сдвиг [14]
и, поэтому, для любой функции h+(t) ∈ L2(R+;Q+) справедливо разложение

h+(t) =
∞∑
n=0

ψn(2t)q+
n =

∞∑
n=1

V n
+ (ψ0(2t)q+

n ), q+
n =

∞∫
0

ψn(2t)h+(t)dt ∈ Q+, n ≥ 0.

С помощью равенства (4) зададим оператор J+:

(J+h+)(t) =
∞∑
n=0

ψn(2t)J+q
+
n = J+

∞∑
n=0

ψn(2t)q+
n = J+h+(t),

то есть, оператор J+ действует на функцию h+(t) при каждом t.
Аналогичная ситуация обстоит с определением оператора J−. Продолжим внача-

ле ортонормированную систему функций Чебышева-Лаггера на промежуток (−∞, 0]:

ψ̃−n(t) := ψn(−t), n = 0, 1, 2, ...

Справедливы следующие равенства V n
− (ψ̃0(2t)q−) = ψ̃−n(2t)q−, n = 0, 1, 2..., где

V−−односторонний сдвиг. Для любой функции h−(t) ∈ L2(R−;Q−) имеет место раз-
ложение

h−(t) =
∞∑
n=0

ψ̃−n(2t)q−n =
∞∑
n=0

V n
− (ψ̃0(2t)q−n ), q−n =

0∫
−∞

ψ̃−n(2t)h−(t)dt ∈ Q−, n ≥ 0.

По равенству (4)

(J−h−)(t) =
∞∑
n=0

ψ̃−n(2t)J−q
−
n = J−

∞∑
n=0

ψ̃−n(2t)q−n = J−h−(t).
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Оператор J−, таким образом, действует на функцию h−(t) при каждом t. Отсюда
вытекает формула

Jh = (J−h−(t), h0,J+h+(t))T .

В пространстве H = L2(R−;Q−)⊕ H⊕ L2(R+;Q+) определим оператор S.
Вектор h = (h−(t), h0, h+(t))T принадлежит dom(S) тогда и только тогда, когда:

1) h±(t) ∈ W 1
2 (R±;Q±);

2) ϕ = h0 +Q−h−(0) ∈ dom(A);

3) h+(0) = T ∗h−(0) + iJ+Q+(A+ i)ϕ, где T ∗ = I + 2iR∗−i.

Для любого вектора h = (h−(t), h0, h+(t))T ∈ dom(S) положим

Sh = S(h−(t), h0, h+(t))T := (ih′−(t), −ih0 + (A+ i)ϕ, ih′+(t))T .

В результате получаем J-самосопряженную дилатацию, построенную в [11].
2. Пусть D± = l2(Z±;Q±), где Z− = {...,−3,−2,−1},Z+ = N. Тогда операторы

Φ± можно считать единичными. В пространствах D± рассмотрим симметрические
операторы F±, которые определяются следующим образом:

dom(F±) =

{
h± ∈ D±

∣∣∣∣ +∞∑
n=1

‖S±nh±‖2 < +∞,
+∞∑
n=1

h±±n = 0

}
,

F+h+ = F+(h+
1 , h

+
2 , ...) := −2i(S1h+, S2h+, ...),

F−h− = F−(..., h−2, h−1) := 2i(..., S−2h−, S−1h−),

где

Snh+ =
1

2
h+
n +

+∞∑
k=n+1

h+
k , S−nh− =

1

2
h−−n +

+∞∑
k=n+1

h−−k,

dom(S±n) =

{
h± ∈ D±

∣∣∣∣ +∞∑
k=n+1

‖ h±± k ‖
2<∞

}
.

Рассмотрим также операторы

S±h± =
∞∑
k=1

h±k, dom(S±) =

{
h± ∈ D±

∣∣∣∣ +∞∑
k=1

‖ h±± k ‖
2<∞

}
.

Вычисления показывают [6], что (F±h±, g±)D± − (h±, F±g±)D± = ∓2i(S±h±, S±g±)Q± ,

следовательно, для граничных операторов получаем следующие равенства:
Γ±f± =

√
2S±f±.

По формулам (1) находим операторы V±:

V−h− = (..., h−2, h−1, 0), V+h+ = (0, h1, h2, 0, ...), h±k ∈ Q±−
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это односторонние сдвиги в D±.
В пространстве H = D− ⊕ H⊕D+ зададим оператор J:

J(h−, h0, h+)T = (J−h−, h0, J+h+)T ,

где J−h− = (...,J−h−2,J−h−1), J+h+ = (J+h1,J+h2, ...).

Определим теперь оператор S в пространстве H. Вектор (h−, h0, h+)T ∈ dom(S)

тогда и только тогда, когда:

1) h± ∈ dom(F ∗±);

2) ϕ′ = h0 +
√

2Q−S−h− ∈ dom(A);

3)
√

2S+h+ =
√

2T ∗S−h− + iJ+Q+(A+ i)ϕ′, где T ∗ = I + 2iR∗−i.

Для любого (h−, h0, h+)T ∈ dom(S)

S(h−, h0, h+)T = (F ∗−h−, −ih0 + (A+ i)ϕ′, F ∗+h+)T

Условия 1.-3. принадлежности вектора (h−, h0, h+)T ∈ dom(S) области определе-
ния оператора S запишем следующим образом:

1) h± ∈ dom(F ∗±);

2) 1√
2
ϕ′ = 1√

2
h0 +Q−S−h− ∈ dom(A);

3) S+h+ = T ∗S−h− + iJ+Q+(A+ i)( 1√
2
ϕ′).

Положим ϕ = ( 1√
2
ϕ′). Тогда получаем условия на dom(S) и формулу для оператора

S:

1) h± ∈ dom(F ∗±)

2) ϕ = 1√
2
h0 +Q−S−h− ∈ dom(A);

3) S+h+ = T ∗S−h− + iJ+Q+(A+ i)ϕ,

S(h−, h0, h+)T = (F ∗−h−, −ih0 +
√

2(A+ i)ϕ, F ∗+h+)T .

Это и есть J-самосопряженная дилатация из [6].

Заключение

В работе построена общая J – самосопряженная дилатация произвольного линей-
ного, плотно заданного оператора с непустым множеством регулярных точек. Для
построении дилатации использовались операторы F ∗±, сопряженные к максимальным
простым симметрическим операторам, и пространства граничных значений опера-
торов F ∗±. Частными случаями построенной дилатации являются известные ранее
J – самосопряженные дилатации.
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РЕФЕРАТЫ ИНФОРМАТИКА И МАТЕМАТИКА

Андреищева Е. Н. Задача о факторизации рациональных матрич-
ных функций для случая обобщённого класса Неванлинны /
Е. Н. Андреищева // Таврический вестник информатики и матема-
тики. — 2019. — №4 (45). — C. 7 – 26.

УДК: 517.58

В данной работе рассматривается преобразование Шура для обобщенных функций
класса Неванлинны и показывается, что оно может использоваться при построении
однозначного минимального разложения класса рациональных J`-унитарных 2 × 2-
матричных функций на элементарные множители из этого же класса.

Ключевые слова: индефинитная метрика, пространство Понтрягина, функция Неван-
линны, преобразование Шура, воспроизводящее ядро, факторизация рациональных матрич-
ных функций.

ГуровC.И., ЖуковА.Е., ЗакаблуковД.В., Кормаков Г.В. Обратимые
вычисления. Часть II / C.И. Гуров, А. Е.Жуков, Д.В. Закаблуков,
Г. В.Кормаков // Таврический вестник информатики и математики. —
2019. — №4 (45). — C. 27 – 58.

УДК: 519.7, 621.3

Во второй части работы проанализированы методы логического синтеза обратимых
схем и рассмотрены некоторые приложения обратимой логики: синтез отказоустойчи-
вых схем, использование схем из обратимых логических элементов в криптографии.

Ключевые слова: обратимая логика, модели обратимых вычислений, логический синтез
обратимых схем, отказоустойчивые обратимые схемы, криптографическая защита ин-
формации.

Зайцева И. В. Моделирование оптимального распределения трудовых ре-
сурсов / И. В. Зайцева // Таврический вестник информатики и матема-
тики. — 2019. — №4 (45). — C. 59 – 77.

УДК: 51.77

В статье представлены модели оптимального распределения трудовых ресурсов. Раз-
работанная теоретико-игровая модель статической задачи оптимального назначения



108 Рефераты

описана как игра в нормальной форме. В игре заданы множество работников и мно-
жество предприятий, а ситуацией является подстановка. Каждая подстановка есть
одно из возможных назначений работников на предприятия. Для выбора работника
или предприятия введен критерий оценки. Компромиссный доход системы и после-
довательность компромиссных управлений находятся с помощью рекуррентных со-
отношений динамического программирования. Таким образом, можно указать опти-
мальное поведение всех участников рынка труда в каждый момент времени. В статье
получено решение статической и динамической задачи оптимального распределения
трудовых ресурсов на основе принципа оптимальности компромиссного множества.

Ключевые слова: компромиссное множество, моделирование, принцип оптимальности,
распределение, трудовые ресурсы.

Струков В. Е., Струкова И. И. О теореме Винера в исследовании перио-
дических на бесконечности функций относительно подпространств исче-
зающих на бесконечности функций / В. Е. Струков, И. И. Струкова //
Таврический вестник информатики и математики. — 2019. — №4 (45). —
C. 78 – 91.

УДК: 517.98

Статья посвящена некоторым избранным вопросам гармонического анализа непре-
рывных периодических на бесконечности функций. На основе знаменитой теоремы
Винера вводится понятие множества, удовлетворяющего условию Винера. Рассмат-
риваются различные подпространства непрерывных исчезающих на бесконечности
(в различных смыслах) функций, не обязательно стремящихся к нулю на бесконеч-
ности. Например, функции, интегрально исчезающие на бесконечности, и функции,
которые в свертке с любой функцией из множества, удовлетворяющего условию Ви-
нера, дают стремящуюся к нулю функцию. Вводятся пространства медленно ме-
няющихся и периодических на бесконечности функций относительно введенных под-
пространств. Доказывается, что все такие пространства совпадают с пространствами
обычных медленно меняющихся и периодических на бесконечности функций соответ-
ственно (вне зависимости от выбора подпространства исчезающих на бесконечности
функций). Полученные результаты применяются к исследованию свойств решений
некоторых классов дифференциальных и разностных уравнений. В статье существен-
но используются теории изометрических представлений и банаховых модулей.
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Ключевые слова: теорема Винера, исчезающая на бесконечности функция, медленно ме-
няющаяся на бесконечности функция, периодическая на бесконечности функция, банахово
пространство, банахов модуль, диффренциальное уравнение, разностное уравнение.

Третьяков Д. В. Об общем подходе к построению J-самосопряженной ди-
латации линейного оператора с непустым множеством регулярных точек /
Д. В. Третьяков // Таврический вестник информатики и математики. —
2019. — №4 (45). — C. 92 – 106.

УДК: 517.432

Предложен общий подход к построению J-самосопряженной дилатации линейного
оператора с репустым множеством регулярных точек. Пространство дилатации стро-
ится с прмощью произвольных гильбертовых пространств, в которых действуют ми-
нимальные, простые симметрические операторы F± и пространств граничных значе-
ний операторов F ∗±. Частными случаями построенной дилатации являются известные
ранее J-самосопряженные дилатации.

Ключевые слова: J-самосопряженная дилатация, максимальный замкнутый симмет-
рический оператор, дефектные операторы.
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