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АППРОКСИМАЦИЯ ИНДЕФИНИТНЫХ ФУНКЦИЙ ШУРА

c© Е. Н. Андреищева
Черноморское высшее военно-морское училище им. П. С. Нахимова

кафедра математики и начертательной геометрии
ул. Парковая, 6, Севастополь, 299057, Российская Федерация

e-mail: anda el@mail.ru

The Approximation of Indefinite Schur’s Functions.

Andreishcheva E. N.

Abstract. In the paper by M.G. Krein and H. Langer [18] researched the questions about
aproximations of Nevanlinna functions. Our purpose is to get such result for Schur functions. A
function s(λ) is called a generalized Schur function if it is meromorphic in the open unit disk

and the kernel Ks(λ, µ) =
1− s(λ)s(µ)

1− λµ
has finite number of negative squares.

A set of all such functions forms the generalized Schur class.
As it is known, Schur function admits a unitary realization s(λ) = s(0) + λ[(I − λT )−1u, v]

or, in other words, it is a characteristic function for some unitary colligation V :

V =

 T u

[·, v] s(0)

 :

Πκ

C

→
Πκ

C

 ,

Here Πκ is a Pontryagin space with indefinite inner product [·, ·], T is a contractive operator
in Πκ, and u, v ∈ Πκ. Note that the unitary colligation must be chosen minimal what means
that Πκ = span{Tnu, (T c)mv : n,m = 0, 1, 2, . . .}, where T c is πκ-adjoint with T . Let T be a
contractive operator in Πκ. Then the element u ∈ Πκ is called generating for operator T if

Πκ = span{(I − λT )−1u, λ ∈ D,
1

λ
/∈ σp(T )}.

By Wθ we denote a set of all β ∈ C− such that | arg β +
π

2
| 6 θ, where 0 6 θ <

π

2
.

By Λθ denote a set of all λ ∈ D, where D = {ξ : |ξ| < 1} such that

λ = (α− i)(α+ i)−1, −α ∈Wθ.

The main result of this research is researched the question of the representation generalized Schur
function in the neighborhood of the unit.

Let s(λ) = λksk(λ), sk(0) 6= 0, k 6 n. Then we have assertions

1. s ∈ Sκ, where Sκ is a generalized Schur class;
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2. for some integer n > 0 there exist 2n numbers c1, c2, . . . , c2n such that the following

equality is true: s(λ) = 1−
2n∑
ν=1

cν(λ− 1)ν +O((λ− 1)2n+1), λ→ 1, λ ∈ Λθ

if and only if there exist a Pontryagin space Πκ , a contractive operator T in Πκ, and a generative
element u ∈ dom(I − T )−(n+1) for operator T such that:

s(λ) = λk − 1

sk(0)
λk(λ− 1)[(I − λT )−1(I − T )−1T k+1u, T ku], λ ∈ D,

1

λ
/∈ σp(T )

In this case we can express cν in such form:

cν =



1

sk(0)

ν∑
i=1

Cν−ik−i [(I − T )−(i+1)T k+1u, T ku]− Cνk , 1 6 ν < k + 1;

1

sk(0)
[(I − T )−(ν+1)T νu, T ku], k + 1 6 ν 6 n;

1

sk(0)
[(I − T )−(n+1)Tnu, (I − T c)−(ν−n)T c(ν−n)T ku],

n+ 1 6 ν 6 2n;

Keywords: Schur function, approximation, contraction, kernel, Pontryagin space, Cayley-
Neumann transformation, indefinite metric, unitary realization, operator.

Введение

На протяжении всей работы мы рассматриваем два класса скалярных функций —
Шура и Неванлинны, которые связаны между собой дробно-линейными преобразо-
ваниями. Функции из этих двух классов будем обозначать s и g соответственно. Для
их определения нам понадобятся некоторые понятия и обозначения. Через D всюду
в диссертации будем обозначать открытый единичный круг D = {ξ : |ξ| < 1}, через
Ω — подобласть D, содержащую нуль.

Определение 1. Скалярная функция K(z, ω) двух переменных, определённая на
Ω× Ω называется эрмитовым ядром, если

K(z, ω) = K(ω, z), ω, z ∈ Ω.

Определение 2. Говорят, что эрмитово ядро K(z, ω) имеет κ отрицательных квад-
ратов, если для любых конечных наборов {λi}τi=1 ⊂ Ω матрица (K(λi, λj))

τ
i,j=1 имеет

не более κ отрицательных собственных значений, а хотя бы для одного набора их
ровно κ.

Символами Ks(λ, µ), Kg(α, β) будем обозначать ядра, порождённые функциями
Шура и Неванлинны соответственно.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2019, 3
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Первый класс состоит из мероморфных на D функций s, для которых ядро

Ks(λ, µ) =
1− s(λ)s(µ)

1− λµ
, где λ, µ из области голоморфости функции s, имеет конечное

число κ отрицательных квадратов.
Множество всех таких функций назовём обобщённым классом Шура и обозначим

Sκ, где κ — число отрицательных квадратов с учетом их кратностей.
Символом C+ будем обозначать открытую верхнюю комплексную полуплоскость.

Обобщённым классом Неванлинны назовём множество мероморфных в C+ функций

g, для которых ядро Kg(α, β) =
g(α)− g(β)

α− β
, где α, β из области голоморфости функ-

ции g, имеет конечное число κ отрицательных квадратов, и обозначим Nκ.

Пусть F и G — векторные пространства с индефинитной метрикой. Обозначим
прямое произведение и прямую ортогональную сумму пространств F иG через F×G и
F[+]G соответственно. Напомним некоторые определения, которые понадобятся нам
в дальнейшем.

Определение 3. Пространство E с индефинитной метрикой [x, y], допускаю-
щее каноническое разложение E = E+[+]E−, где E+ и E− являются гильбер-
товыми пространствами по отношению к нормам ‖x‖ = [x, x]

1
2 (x ∈ E+) и

‖x‖ = (−[x, x])
1
2 (x ∈ E−) соответственно, будем называть пространством Крейна

и обозначать K .

Если на пространстве Крейна K индефинитная метрика задаётся как
[·, ·] = (J ·, ·), где J — самосопряжённый унитарный оператор, то K называют J-
пространством, а метрику, заданную таким образом — J-метрикой.

Пусть T : K → K — произвольный оператор, где K является J-пространством.
Символом T c будем обозначать сопряжённый оператор в смысле J-метрики.
Назовём оператор T J-изометрическим (J-унитарным), если он является изометри-
ческим (унитарным) в смысле J-метрики.

Определение 4. Оператор T : K → K назовём J-сжатием, если для любого x ∈ K

выполнено неравенство [Tx, Tx] 6 [x, x].

Если одновременно с T J-сжатием будет и T c = JT ∗J, где T ∗ — гильбертов
сопряжённый оператор, то T будем называть J-бисжатием.

Свяжем с пространством K числа ind±K = dim K ±, которые являются целыми
или ∞, не зависят от выбора канонического разложения и называются положитель-
ным и отрицательным индексами этого пространства.

Частным случаем пространств Крейна является пространство Понтрягина и обо-
значается Πκ, где κ иногда называют числом положительных или отрицательных

«Таврический вестник информатики и математики», №3 (44)’ 2019
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квадратов в зависимости от того, размерность какого подпространства (положи-
тельного или отрицательного) в каноническом разложении Πκ минимальна. Далее
без ограничения общностей будем считать κ числом отрицательных квадратов (раз-
мерностью максимального отрицательного подпространства).

Определение 5. Операторным узлом назовём структуру (K ,C, T, u, v, γ), где
K является пространством Крейна с индефинитной метрикой [·, ·] и называет-
ся пространством состояний, оператор T непрерывный и называется связующим
оператором, элементы u, v являются векторами пространства K , γ — комплекс-
ное число. Таким образом, с операторным узлом можно ассоциировать оператор
V ∈ L(K ⊕ C,K ⊕ C) вида

V =

(
T u

[·, v] γ

)
:

(
K

C

)
→

(
K

C

)
, T ∈ L(K ). (1)

Оператор T называется главным оператором узла.

Всюду далее мы будем рассматривать операторный узел V, предполагая, что
главный оператор T является J-сжатием.

Определение 6. Характеристической функцией узла V называется функция, по-
рождённая оператором V вида (1):

ΘV (λ) = γ + λ[(1− λT )−1u, v], u, v ∈ K , λ ∈ D.

Далее для краткости речи всюду в работе операторный узел будем называть
оператором.

Задача реализации функции состоит в её представлении как характеристической
функции некоторого операторного узла

s(λ) = ΘV (λ) (2)

на D. А само представление (2) называется реализацией функции s(λ). Мы назо-
вём реализацию унитарной, изометрической или коизометрической в зависимости от
соответствующих свойств оператора V.

Основным объектом исследования в работе является обобщённая функция Шура
и её унитарная реализацию. В параграфе предполагается, что оператор V унитарен,

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2019, 3



Аппроксимация индефинитных функций Шура 11

то есть справедлива следующая система равенств (здесь γ = s(0)):

T cT = I − [·, v]v,

[v, v] + |s(0)|2 = 1,

T v + s(0)u = 0,

TT c = I − [·, u]u,

[u, u] + |s(0)|2 = 1,

T cu+ s(0)v = 0.

(3)

Каждая функция Шура допускает унитарную реализацию, то есть может быть пред-
ставлена в виде (2), где оператор V является унитарным.

Определение 7. Оператор V называется минимальным, если

K = з.л.о.{T nu, (T c)mv : n,m = 0, 1, 2, . . .}.

Минимальная реализация функции Шура единственна с точностью до унитарно-
го подобия: вместе с V вида (1) минимальной будет и реализация, соответствующая
оператору

Ṽ =

(
S∗TS S∗u

[·, S∗v] γ

)
,

где оператор

(
S 0

0 I

)
является J-унитарным.

Определение 8. Пусть T — сжатие в пространстве Понтрягина Πκ. Ска-
жем, что элемент u ∈ Πκ является порождающим для оператора T , если

Πκ = з.л.о.{(I − λT )−1u, λ ∈ Ω,
1

λ
/∈ σp(T )}, где Ω — малая окрестность нуля.

Теорема 1. Пусть T : Πκ → Πκ — сжимающий оператор. Вектор u является
порождающим для оператора T тогда и только тогда, когда оператор T — цикли-
ческий с циклическим вектором u, то есть Πκ = з.л.о.{T nu, u = 0, 1, 2, . . .}.

Доказательство. Обозначим через M = з.л.о.{T nu, n = 0, 1, 2, . . .}, через

N = з.л.о.{(I − λT )−1u, λ ∈ Ω,
1

λ
/∈ σp(T )}.

Пусть u является порождающим элементом для оператора T. Докажем, что u —

циклический. Поскольку λ ∈ Ω, то (I − λT )−1u =
∞∑
n=0

λnT nu ∈ M. Тогда N ⊂ M.

Из определения порождающего элемента следует, что N = Πκ. Отсюда получаем
M = Πκ.

Обратно, пусть u — циклический вектор для оператора T. Докажем, что u —
порождающий элемент для T. Действительно, так как u ∈ N имеем
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(I − λT )−1u− u = (I − λT )−1(u− u+ λTu) = λ(I − λT )−1Tu ∈ N.

Следовательно, (I − λT )−1Tu ∈ N. Устремив λ → 0, получим Tu ∈ N. Предполо-

жим, что для фиксированного n справедливо
n∑
i=0

T nu ∈ N. Докажем, что T n+1u ∈ N.

(I−λ)−1u−
n∑
i=0

λiT iu = λn+1(I−λT )−1T n+1u ∈ N. Устремив λ→ 0, имеем T n+1u ∈ N.

Таким образом, для любого n = 0,∞ мы получаем, что
n∑
i=0

T nu ∈ N. Отсюда M ⊂ N,

следовательно N = Πκ. И значит элемент u является порождающим для операто-
ра T. �

Определение 9. Сжатие T называется простым, если не существует такого ин-
вариантного подпространства L, что TL = L и T |L — изометрия, то есть
[Tx, Ty] = [x, y], x, y ∈ L.

Теорема 2. Если унитарная реализация обобщённой функции Шура, соответству-
ющая оператору V : Πκ[+]C → Πκ[+]C вида (1), минимальна, то T является про-
стым оператором.

Доказательство. Пусть реализация функции Шура является минимальной. Дока-
жем, что оператор T — простой. Предположим, что существует инвариантное подпро-
странство L ⊂ Πκ такое, что TL = L и [Tx, Ty] = [x, y] для всех x, y ∈ L. Рассмотрим
форму 〈x, y〉 = [x, y] − [Tx, Ty] для любых x, y ∈ Πκ. Так как T — сжимающий опе-
ратор, то 〈x, x〉 > 0, x ∈ Πκ. Получаем, что 〈x, x〉 = 0 для любых x ∈ L. Тогда, по
неравенству Коши-Буняковского, 〈x, z〉 = [(I − T cT )x, z] = 0 для любых z ∈ Πκ.

Следовательно, из системы (3) имеем [x, u] = 0, [x, v] = 0 для любых x ∈ L. И
значит, u, v ∈ L[⊥]. Из этого вытекает, что подпространство L инвариантно и для
оператора V, и выполнено V L = L, [V x, V y] = [x, y] для любых x, y ∈ L.

Без ограничения общностей можно считать, что L — максимальное подпростран-
ство, для которого T |L является изометрией и выполнено равенство TL = L. Рас-
смотрим случай, когда L — невырожденное подпространство, то есть справедливо
разложение в прямую ортогональную сумму

Πκ = L[+]L[⊥].

Представим оператор T в виде

T =

(
T1 0

0 T2

)
:

(
L

L[⊥]

)
→

(
L

L[⊥]

)
.
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Отсюда

V =

T1 0 0

0 T2 u

0 [·, v] s(0)

 :

 L

L[⊥]

C

→
 L

L[⊥]

C

 .

Поскольку оператор V является минимальным, то есть

Πκ = з.л.о.{T nu, (T c)mv : n,m = 0, 1, 2, . . .},

а элемент u ∈ L[⊥], то

Πκ = з.л.о.{T n2 u, (T c2 )mv : n,m = 0, 1, 2, . . .} = L[⊥].

Следовательно, L = {∅}.
Пусть теперь L — вырожденное подпространство, тогда через L0 обозначим её

изотропную часть. Через M обозначим максимальное нейтральное подпространство
в L. Так как L0 ⊂M, рассмотрим разложение

Πκ = L1[+]M[+]L[⊥],

где L1 — невырожденное подпространство L.

Относительно данного разложения построим оператор V :

V =


T1 0 0 0

0 T2 0 0

0 0 T3 u

0 0 [·, v] s(0)

 :


L1

M

L[⊥]

C

→


L1

M

L[⊥]

C

 .

Следовательно, аналогично предыдущим рассуждениям, получаем

Πκ = з.л.о.{T n3 u, (T c3 )mv : n,m = 0, 1, 2, . . .} = L[⊥].

И значит, L = {∅} и оператор T — простой. �

Теорема 3. Пусть T — единичная окружность. Пусть унитарная реализация
обобщённой функции Шура, соответствующая оператору V, минимальна. Опера-
тор T — сжимающий в пространстве Πκ. Тогда σp(T ) ∩ T = Ø.

Действительно, допустим существует λ0 ∈ σp(T ) ∩ T, и пусть e0 — собствен-
ный вектор, отвечающий λ0. Тогда можно построить инвариантное подпространство
L = з.л.о.{e0} такое, что T |L — изометрия и TL = L. Следовательно, оператор T —
непростой. Получили противоречие. По теореме 2, реализация не является мини-
мальной.

В работе М. Г. Крейна и Г. Лангера [18] была доказана теорема об аппроксима-
ции обобщённой функции Неванлинны в окрестности бесконечно удалённой точки. В
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14 Е. Н. Андреищева

данной доказывается подобный результат, касающийся обобщённой функции Шура.
Ситуация осложняется тем, что в рассматриваемой точке λ = 1 ядро, характерное
для обобщённых функций Шура, не является голоморфным и, следовательно, еди-
ница не принадлежит резольвентному множеству.

Определение 10. Через W
′

θ обозначим множество всех β ∈ C− таких, что
| arg β +

π

2
| 6 θ, где 0 6 θ <

π

2
. Через Λθ обозначим множество всех λ ∈ D вида

λ = (α− i)(α + i)−1, −α ∈ W ′

θ.

1. Условия аппроксимации обобщённой функции Шура в
окрестности единицы.

Основным результатом данной работы является теорема:

Теорема 4. Пусть s(λ) = λksk(λ), sk(0) 6= 0, k 6 n. Тогда следующие свойства:

1. s ∈ Sκ, где Sκ — обобщённый класс Шура;
2. для некоторого натурального числа n > 0, существуют 2n чисел c1, c2, . . . , c2n

таких, что имеет место разложение:

s(λ) = 1−
2n∑
ν=1

cν(λ− 1)ν +O((λ− 1)2n+1), λ→ 1, λ ∈ Λθ (4)

выполнены тогда и только тогда, когда существуют пространство Понтрягина
Πκ , сжимающий оператор T в Πκ и порождающий для оператора T элемент
u ∈ dom(I − T )−(n+1) такие, что справедливо представление:

s(λ) = λk − 1

sk(0)
λk(λ− 1)[(I − λT )−1(I − T )−1T k+1u, T ku], λ ∈ D,

1

λ
/∈ σp(T ) (5)

В этом случае:

cν =



1

sk(0)

ν∑
i=1

Cν−i
k−i [(I − T )−(i+1)T k+1u, T ku]− Cν

k , 1 6 ν < k + 1;

1

sk(0)
[(I − T )−(ν+1)T νu, T ku], k + 1 6 ν 6 n;

1

sk(0)
[(I − T )−(n+1)T nu, (I − T c)−(ν−n)T c(ν−n)T ku], n+ 1 6 ν 6 2n;

Для доказательства теоремы 4 нам необходимы следующие результаты, имеющие
и самостоятельное значение.

Лемма 1. Для функции s, λ ∈ Λθ с s(0) 6= 0 следующие свойства:

1. s ∈ Sκ; 2. lim
λ→1

s(λ) = 1; 3. lim
λ→1

1− |s(λ)|2

1− |λ|2
<∞;
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выполнены тогда и только тогда, когда существуют пространство Понтрягина
Πκ, сжимающий оператор T в Πκ и порождающий для оператора T элемент u ∈ Πκ

такие, что справедливо представление:

s(λ) = 1− (λ− 1)

s(0)
[(I − λT )−1(I − T )−1u, T cu], λ ∈ D,

1

λ
/∈ σp(T ). (6)

Доказательство. Пусть функция s обладает свойствами 1.– 3. Докажем справедли-
вость существования представления (6).

Из условия унитарности оператора V получаем, что элемент v в (2) выражается
формулой:

v = −(1/s(0))T cu. (7)

Запишем операторное представление функции Шура:

s(λ) = s(0) + λ[·, v]1(I − λT )−1[·,1]u. (8)

Согласно (8) имеем равенство 1−s(λ)s(λ) = (1−|λ|2)[(I−λT )−1u, (I−λT )−1u]. Таким
образом условие 3. примет вид:

lim
λ→1

[(I − λT )−1u, (I − λT )−1u] <∞. (9)

Пусть T̃ : Π̃κ → Π̃κ — минимальная унитарная дилатация T , где Π̃κ = Πκ[+]H,
H — гильбертово пространство, Πκ — пространство Понтрягина с κ отрицательными
квадратами. Справедливо следующее разложение пространства Π̃κ :

Π̃κ = E(∆)Π̃κ[+](I − E(∆))Π̃κ , (10)

где E(∆) — спектральная функция, ∆ — малая дуга единичной окружности в окрест-
ности единицы такая, что ∆ не содержит собственных значений оператора T̃ , соот-
ветствующих неположительным собственным векторам.

Пространство E(∆)Π̃κ — инвариантное гильбертово пространство со скалярным
произведением [·, ·], σ(T̃ |E(∆)Π̃κ

) ⊂ ∆. Для оператора T̃2 = T̃ |(I−E(∆))Π̃κ
единица явля-

ется регулярной точкой, поэтому равномерная сходимость (I − λT̃2)−1 → (I − T̃2)−1

при λ → 1 справедлива. И тогда можно ограничиться доказательством только для
T̃1 = T̃ |E(∆)Π̃κ

, где E(∆)Π̃κ — гильбертово пространство. Для этого сначала рассмот-
рим элемент u ∈ Πκ и его разложение u = u1+u2, где u1 ∈ E(∆)Π̃κ, u2 ∈ (I−E(∆))Π̃κ.

Покажем, что элемент u ∈ dom(I − T̃ )−1.

Пусть A = Ac — обратное преобразование Кэли-Неймана оператора T̃ :

A = i(I − T̃ )−1(I + T̃ ), T̃ = (A− i)(A+ i)−1 (11)
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Аргумент λ преобразуется следующим образом:

λ = (α− i)(α + i)−1, λ→ 1⇔ α→∞.

Согласно (9) имеем

lim
α→∞
|α|2[(A+ α)−1(A+ i)u, (A+ α)−1(A+ i)u] <∞ (12)

Обозначив через A1 = i(I + T̃1)(I − T̃1)−1, последнее неравенство для оператора A1,
действующего в гильбертовом пространстве, можно записать следующим образом:

+∞∫
−∞

∣∣∣∣ t+ i

t+ α

∣∣∣∣2 |α|2dσ(t) <∞,

где σ(t) = [Etu1, u1], Et — спектральная функция для самосопряжённого операто-
ра A1. Поскольку α ∈ Wθ, то для любого n ∈ R, существует K ∈ R такое, что
n∫
−n
|t + i|2dσ(t) 6 K при α → ∞. Тогда при n → ∞ получаем

+∞∫
−∞
|t + i|2dσ(t) < ∞.

Следовательно, согласно [1] элемент u1 ∈ dom(A1 + i) = dom(I − T̃1)−1.

Из того, что T̃ — минимальная унитарная дилатация оператора T и усло-
вия u1 ∈ dom(I − T̃1)−1 следует u ∈ dom(I − T )−1. Аналогично доказывается,
что элемент v вида (7) из dom(I − T c)−1. Используя представление (7), получим
s(λ) = s(0)− (λ/s(0))[(I − λT )−1u, T cu]. Отсюда [(I−λT )−1u, u]→ [(I−T )−1u, u] при
λ→ 1. Поэтому из условия lim

λ→1
s(λ) = 1 имеем

s(λ) = 1− ((λ− 1)/s(0))[(I − λT )−1(I − T )−1u, T cu].

Обратно, пусть справедливо представление (6). Докажем, что свойства 1.– 3. выпол-
нены. Действительно, из (9) получаем

1− s(λ)s(µ)

1− λµ
= [(I − λT )−1u, (I − µT )−1u]

и значит s ∈ Sκ.

lim
λ→1

s(λ) = lim
λ→1

(1− λ− 1

s(0)
[(I − λT )−1(I − T )−1u, T cu]) = 1, λ ∈ Λθ

lim
λ→1

1− |s(λ)|2

1− |λ|2
6 lim

λ→1

|λ− 1|
(1− |λ|)|s(0)|

|[(I − λT )−1(I − T )−1u, T cu]| <∞, λ ∈ Λθ

Таким образом получили условия 2. и 3. леммы. �

Теорема 5. Для функции s с s(0) 6= 0 следующие свойства:

1. s ∈ Sκ;
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2. для некоторого натурального числа n > 0, существуют 2n чисел c1, c2, . . . , c2n

таких, что имеет место разложение:

s(λ) = 1−
2n∑
ν=1

cν(λ− 1)ν +O((λ− 1)2n+1), λ→ 1, λ ∈ Λθ (13)

выполнены тогда и только тогда, когда существуют пространство Понтряги-
на Πκ, сжимающий оператор T в Πκ и порождающий для оператора T элемент
u ∈ dom(I − T )−(n+1) такие, что справедливо представление:

s(λ) = 1− (λ− 1)

s(0)
[(I − λT )−1(I − T )−1u, T cu], λ ∈ D,

1

λ
/∈ σp(T ) (14)

В этом случае:

cν =


1

s(0)
[(I − T )−(ν+1)T νu, u], 1 6 ν 6 n;

1

s(0)
[(I − T )−(n+1)T nu, (I − T c)−(ν−n)(T c)ν−nu], n+ 1 6 ν 6 2n.

(15)

Схема доказательства теоремы 4. Мы поясним полученный результат приведени-
ем схемы доказательства для случая s(0) 6= 0. При s(0) = 0 следует перейти к функ-

ции Шура вида sk(λ) =
1

λk
s(λ) и применить результат для случая s(λ) 6= 0.

Пусть выполнены свойства 1. и 2. теоремы 5. Докажем справедливость представ-
ления (14) и формулу для коэффициентов (15). Сначала заметим, что для любого
неотрицательного числа k и u ∈ dom(I − T )−(k+1) выполнено тождество:

(λ− 1)[(I − λT )−1(I − T )−1u, T cu] = s(0)
2k+1∑
ν=1

cν(λ− 1)ν+

+ (λ− 1)2k+2[(I − λT )−1(I − T )−(k+1)T k+1u, (I − T c)−(k+1)(T c)k+1u], (16)

где коэффициенты cν представлены формулой (15) для ν = 1, 2k + 1. Из усло-
вий 1.– 2. теоремы и леммы 1 непосредственно следует (14). Покажем, что
u ∈ dom(I − T )−(n+1). Для этого рассмотрим унитарную дилатацию T̃ : Π̃κ → Π̃κ

оператора T и разложение вида (10) пространства Π̃κ.

Известен общий вид функции Неванлинны:

g(β) =
g(−i) + g(−i)

2
+ i[u, u] + (β − i)[(A− β)−1(A+ i)u, u], β ∈ W ′

θ ,

где A — самосопряжённый оператор в пространстве Πκ.

Отсюда, в силу неравенства (12) получим lim
β→∞
|β||Im g(β)| <∞.
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Функция Шура связана с функцией Неванлинны с помощью преобразования Кэли-
Неймана:

s(λ) = (i+ g(β))(i− g(β))−1, λ = (β + i)(β − i)−1, β ∈ W ′

θ

Поэтому условия lim
λ→1

s(λ) = 1 и lim
β→∞

g(β) = 0 эквивалентны. Таким образом, мы

построили функцию Неванлинны вида

g(β) = [(A− β)−1(A+ i)u, (A+ i)u], β ∈ W ′

θ.

Так как s(λ) допускает разложение (13) и справедливо представление (14), то

(λ− 1)[(I − λT )−1(I − T )−1u, T cu] = (λ− 1)[(I − λT̃ )−1(I − T̃ )−1u, T̃ cu] =

=
2n∑
ν=1

c
′

ν(λ− 1)ν +O((λ− 1)2n+1), λ→ 1, λ ∈ Λθ (17)

где c′ν = s(0)cν .

Записав равенство (17) через дилатацию T̃ и применив преобразование Кэли–Ней-
мана, получим:

[(A− β)−1u
′
, u
′
] = −

2n∑
ν=1

c̃ν(β − i)−ν +O((β − i)−(2n+1)),

где u′ = (A+ i)u, c̃ν = c
′
ν(2i)

ν+1.

Отсюда, в силу теоремы Крейна-Лангера [18] и согласно (11) получаем формулу
для коэффициентов (15), где порождающий элемент u ∈ dom(I − T )−(n+1).

Обратно, если u ∈ dom(I − T )−(n+1) и справедливо тождество (16), выполнено:

s(0)(λ− 1)−(2n+1)(1− s(λ)−
2n∑
ν=1

cν(λ− 1)ν) =

= [(I − T )−(n+1)T n+1u, (I − T c)−(n+1)(T c)nu]+

+(λ− 1)[(I − λT )−1(I − T )−(n+1)T n+1u, (I − T c)−(n+1)(T c)n+1u]

Разложение (13) будет доказано, если покажем, что второе слагаемое в правой части
последнего равенства стремится к нулю при λ→ 1. Перейдём к дилатации T̃ , тогда,

согласно (11) и работе [3, стр. 238] нужно показать, что
+∞∫
−∞

(t− i)2n+1

t− β
dσ(t)→ 0 при

β →∞, β ∈ W ′

θ.

Действительно, это выполнено из-за существующих неравенств для β ∈ W ′

θ :

|(t− i)− (β − i)| > |β − i| cos θ, |(t− i)− (β − i)| > |t− i| cos θ.
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+∞∫
−∞

(t− i)2n+1

t− β
dσ(t)

∣∣∣∣∣∣ 6 1

|β − i| cos θ

γ∫
−γ

|t− i|2n+1dσ(t)+

+
1

cos θ

∫
|t|>γ

|t− i|2ndσ(t)→ 0, β →∞.

Теорема полностью доказана. �

Заключение

Операторное обобщение класса Шура определяется множеством функций s(z),
заданных и голоморфных на подобласти единичного круга содержащей нуль и при-
нимающих значения во множестве L(F,G) непрерывных операторов, где F,G — гиль-
бертовы пространства, пространства Понтрягина либо пространства Крейна.

Каждой такой функции поставим в соответствие три ядра

Ks(ω, z) =
I − s(z)s(ω)∗

1− zω∗
, Ks̃(ω, z) =

I − s̃(z)s̃(ω)∗

1− zω∗
,

Ds(ω, z) =

 Ks(ω, z)
s(z)− s(ω∗)
z − ω∗

s̃(z)− s̃(ω∗)
z − ω∗

Ks̃(ω, z)

 ,

где s̃(z) = s(z∗)∗, а I обозначает скалярную единицу или единичный оператор в
зависимости от контекста. Когда эти ядра неотрицательны, они являются воспро-
изводящими ядрами гильбертовых пространств H(s), H(s̃), D(s) векторно-значных
функций. Данные пространства появляются в канонической модели сжимающих опе-
раторов для случая гильбертовых пространств в теории Л. де Бранжа и Дж. Ровня-
ка.

В общем случае у данных трёх ядер предполагалось наличие κ отрицательных
квадратов, для некоторого неотрицательного целого числа κ. Тогда мы говорим,
что функция s(z) принадлежит обобщённому классу Шура Sκ(F,G). Согласно тео-
рии Л. Шварца и П. Сорьонена, в случае обобщённого класса Шура пространства
H(s), H(s̃), D(s) также существуют, однако теперь как пространства Понтрягина с
отрицательным индексом κ. Заметим, что индефинитность появляется и тогда, ко-
гда пространства F и G являются пространствами Понтрягина или Крейна. Данный
подход впервые исследовался В.П. Потаповым. Индефинитные случаи также бы-
ли изучены в сериях работ Д. Алпая, Т.Я. Азизова, М. Г. Крейна и Г. Лангера и
недавних работах Л. де Бранжа.

«Таврический вестник информатики и математики», №3 (44)’ 2019



20 Е. Н. Андреищева

Теория Крейна-Лангера предполагает, что пространства F и G гильбертовы, и
необходимость такого подхода мотивируется спектральной теорией, классическими
представлениями резольвент и вопросами теории функций.

Теория де Бранжа охватывает различные системы точек зрения и использует по-
нятие дополнения для создания ключевой конструкции. Однако, несмотря на то, что
получено множество выдающихся результатов, индефинитная теория менее изучена,
нежели гильбертов случай.

Своё развитие теория пространств с индефинитной метрикой и действующих в
них операторов получила в работах М. Г. Крейна , И. С. Иохвидова, Р. Филлипса,
М. А. Наймарка, Г. К. Лангера, П. Йонаса, Т. Я. Азизова, А.А. Шкаликова, в ряде
совместных работ Д. Алпая, Т. Я. Азизова, А. Дайксмы и Г. Лангера.

В настоящей работе мы подробно остановились на результатах исследования
М. Г. Крейна и Г. Лангера [18], полученных в 1977 году и связанных с актуальными
проблемами современной математики, а именно с теорией приближения и факто-
ризации функций в пространствах с индефинитной метрикой. Для доказательства
основных результатов используются методы математического анализа, теории при-
ближений, операторной теории, теории интерполяции функций.

Основным результатом является доказательство теоремы об аппроксимации
обобщённой функции Шура в окрестности единицы и приведены условия её пред-
ставления в некоторой области Λθ.
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p. 31–59.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2019, 3



УДК: 517.988

MSC2010: 46F30

ОБОБЩЕННЫЕ РЕШЕНИЯ ОДНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
УРАВНЕНИЯ С РАЦИОНАЛЬНЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ

c© А. Б. Антоневич, Т. Г. Шагова
Белорусский государственный университет

механико-математический факультет
просп. Независимости, 4, Минск, 220030, Беларусь

e-mail: antonevich@bsu.by, tanya.shagova@gmail.com

Solutions of Some Differential Equations in the Distributions Space.

Antonevich A. B., Shagova T. R.

Abstract.
The concept of solution for differential equations with generalized coefficients is not

determined in classical distributions theory because the product of arbitrary distributions can
not be defined.

A number of approaches for solving the problem of distributions multiplication were
suggested by different mathematicians such as V. Ivanov, J.-F. Colombeau, Yu. Egorov,
E. E. Rosinger and others. The general idea of these approaches is to consider new objects
which preserve some properties of distributions and form an algebra at the same time. Such
objects are called new generalized functions or mnemofunctions.

The simplest linear differential equation of the form

u′ + qu = 0

where q is a distribution is under consideration in this paper. We analyze the solvability conditions
for such equation when q = bδ, q = bδ′ and q = P ( 1

x)+cδ. The theory of mnemofunctions provides
a great tool for solving such equation in the space of distributions. According to mnemofunctions
theory approach we change the generalized coefficient q by its approximation qε(x) by smooth
functions depending on small parameter ε. Then we consider the family of equations of the form
u′ε(x) + qε(x)uε(x) = 0 and investigate the behaviour of it’s solutions uε(x) as ε tends to zero. If
uε(x) have a limit in the space of distributions we declare it as a solution of initial equation.

Examples considered in this paper show that there are no common statements about
solvability for differential equations with generalized coefficient and each case has it’s own
conditions of solvability which depend on singularity type of coefficient.

Keywords: differential equation with generalized coefficient, mnemofunction, solvability
condition, analytical representation of distribution



24 А. Б. Антоневич, Т. Г. Шагова

Введение

Предметом исследования в данной работе являются решения простейшего диф-
ференциального уравнения с обобщенным коэффициентом, а именно уравнения

u′ + qu = 0, (1)

где q есть обобщенная функция (распределение) из пространства D ′(R) [1].
Обобщенную функцию u ∈ D ′(R) нельзя подставить в левую часть уравнения,

т.к. в теории обобщенных функций не определено произведение qu, входящее в урав-
нение. Поэтому в классической теории обобщенных функций не определено понятие
решения такого уравнения.

Для решения проблемы умножения обобщенных функций были предложены раз-
личные подходы (В. К. Иванов [2], Ж. Ф. Коломбо [3], Ю. В. Егоров [4], Э. Розин-
гер [5] и др.). Общая идея этих подходов состоит во введении новых объектов, сохра-
няющих ряд свойств распределений и допускающих корректно заданное умножение.
Эти объекты обычно задаются семействами гладких функций, их называют новыми
обобщенными функциями или мнемофункциями.

Используемый в теории мнемофункций подход к определению понятия решения
для уравнений с обобщенным коэффициентами заключается в следующем. Обобщен-
ные коэффициенты заменяются на их аппроксимации семействами гладких функций,
зависящими от малого параметра ε. Если в пространстве распределений D ′(R) суще-
ствует предел соответствующих решений uε при ε→ 0, то он называется обобщенным
решением исходного уравнения при заданном способе аппроксимации коэффициента.

В частности, при исследовании уравнения (1) обобщенный коэффициент q заме-
няется на его аппроксимацию гладкими функциями qε и рассматривается семейство
уравнений

u′ε(x) + qε(x)uε(x) = 0. (2)

Определение 1. Будем говорить, что задача Коши для уравнения (1) разрешима
в пространстве распределений, если у семейства uε(x) решений уравнения (2), удо-
влетворяющих условию Коши uε(x0) = C, существует предел

lim
ε→0

uε := U

в смысле сходимости в D ′(R). Распределение U будем называть обобщенным реше-
нием задачи Коши при заданном способе аппроксимации.

В случае существования обобщенного решения после перехода к пределу в (2) по-
лучаем равенство U ′ = −qU, означающее, в частности, что распределение −U ′ можно
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считать произведением q и U , т. е. это пара распределений, для которых определено
произведение qU .

Цель работы заключается в том, чтобы продемонстрировать на примерах, что
существование обобщенных решений задачи Коши достаточно сложным образом за-
висит от вида сингулярности коэффициента q и для уравнений с обобщенными коэф-
фициентами нет общих утверждений о разрешимости задачи Коши. Здесь ситуация
родственна переходу от линейных уравнений к нелинейным, для которых картина
разрешимости определяется видом нелинейности в уравнении.

1. Формальные решения

В рассматриваемых ниже примерах обобщенная функция q имеет особенность
только в точке 0, т. е. совпадает с гладкой функцией при x < 0 и при x > 0, и
рассматривается задача Коши с начальным условием u(−1) = C. Поэтому при x < 0

определены классические решения и, в частности, начальное условие выделяет при
x < 0 одно из решений.

При x > 0 также существует однопараметрическое семейство классических ре-
шений, но в теории дифференциальных уравнений нет подходов, позволяющих вы-
яснить, какое из этих решений, заданных при x > 0, следует считать продолжением
решения задачи Коши, определенным при x < 0. Как показано ниже, обобщенное
решение однозначно определяет такое продолжение.

Напомним, что решение задачи Коши однородного уравнения (1) с интегрируе-
мым коэффициентом q задается формулой

u(x) = C exp

[
−

x∫
−1

q(s)ds

]
. (3)

В частности, решения задачи Коши для уравнения (2) задаются формулой

uε(x) = C exp

[
−

x∫
−1

qε(s)ds

]
. (4)

Поэтому вопрос сводится к исследованию поведения семейства функций, задан-
ных (4).

Согласно формуле (3), построение решения u состоит из двух шагов: нахожде-
ния первообразной g(x) от q и вычисления экспоненты exp[−g(x) + g(−1)], причем
результат не зависит от выбора первообразной. Обсудим, какой смысл можно при-
дать этим операциям, если q есть обобщенная функция. Для обобщенной функции q
первообразная (такое распределение g, что g′ = q) всегда существует. Поскольку мы
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рассматриваем коэффициент q, совпадающий с гладкой функцией при x < 0, перво-
образная g также совпадает с гладкой функцией при x < 0 и, в частности, определено
значение g(−1). Поэтому придание смысла формуле (3) для уравнения с обобщенным
коэффициентом равносильно определению экспоненты от распределения g. Заметим,
что задание экспоненты с помощью степенного ряда

exp g =
∞∑
k=0

gk

k!

не имеет смысла для распределений, так как не определены степени gk. Но если g

есть обычная функция g(x), то экспонента определена и формула задает формальное
решение u(x) = exp[−g(x)+g(−1)], также являющееся обычной функцией. А интере-
сующая нас экспонента в пространстве распределений определяется как предел при
ε→ 0 семейства гладких функций exp[−gε(x) + gε(−1)], где gε(x) есть первообразная
для qε(x). Такой предел не всегда существует даже в случае, когда g является обыч-
ной функцией и формальное решение не всегда оказывается обобщенным решением.

2. Уравнения с дельта-образными коэффициентами

Пример 1. Наиболее известным и исследованным уравнением из рассматривае-
мого класса является

u′ − bδu = 0, b = const, (5)

где δ есть δ−функция Дирака, которая определяется как функционал, заданный
формулой 〈δ, ψ〉 = ψ(0).

Так как δ = 0 вне любой окрестности нуля, решение уравнения, как функция,
может быть только вида

u(x) =

C, x < 0,

C1, x > 0,
(6)

или, в другой записи,
u(x) = C + (C1 − C)Θ(x),

где Θ(x) есть функция Хевисайда

Θ(x) =

0, x ≤ 0,

1, x > 0.

Такую функцию нельзя непосредственно подставить в уравнение, так как возникает
произведение δΘ, которое не определено. В частности, из уравнения нельзя по C

найти C1, т. е. однозначно продолжить решение на положительную полуось.
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Первообразной для δ−функции является функция Хевисайда, и при подстановке
ее в формулу (3) получаем формальное решение

u(x) = CebΘ(x) = C
[
1 + (eb − 1)Θ(x)

]
=

C, x < 0,

Ceb, x > 0.
(7)

Такие формальные решения однозначно определены на все прямой и являются ку-
сочно постоянными функциями, удовлетворяющими условию на скачок в точке 0,
которое зависит от коэффициента b:

u(+0) = ebu(−0).

Покажем, что такое формальное решение является также обобщенным решением.
Согласно общему подходу, заменим δ-функцию на ее аппроксимацию вида

ϕε(x) =
1

ε
ϕ
(x
ε

)
,

где ϕ(x) есть бесконечно дифференцируемая функция с носителем на отрезке [−1, 1]

и такая, что
1∫

−1

ϕ(x)dx = 1.

Пусть

Φ(x) =

x∫
−∞

ϕ(t)dt.

Тогда решение аппроксимирующего уравнения есть

uε(x) = C exp
[
bΦ
(x
ε

)]
и, ввиду того, что это семейство функций ограничено и поточечно сходится к фор-
мальному решению, оно сходится и в пространстве распределений к функции (7).
Таким образом, в данном примере формальное решение является и обобщенным.
Также следует отметить, что в рассматриваемом примере результат не зависит от
способа аппроксимации, т. е. от выбора функции ϕ.

Замечание 1. При формальной подстановке (7) в уравнение получаем, что

C(eb − 1)δ = bC[δ + (eb − 1)δΘ(x)],

из которого следует равенство

δΘ =
eb − 1− b
b(eb − 1)

δ.
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Обратим внимание на то, что полученное значение для произведения δΘ зависит от
коэффициента b уравнения. Это объясняется тем, что в приведенных вычислениях
используется аппроксимация для Θ(x), которая диктуется рассматриваемым урав-
нением, что и приводит к зависимости результата от b. Это рассуждение показывает,
что нельзя однозначно определить произведение δΘ.

Пример 2. Рассмотрим уравнение

u′ − bδ′u = 0, b = const, (8)

в котором коэффициент есть производная δ-функции. Как и в примере 1, δ′ = 0 вне
любой окрестности нуля, поэтому решение уравнения, как функции, должно иметь
вид (6).

Так как первообразная для δ′ есть распределение δ, то при подстановке в (3)
получаем выражение Cebδ, которое не определено. Это указывает на то, что здесь
могут быть препятствия к построению обобщенного решения и здесь не определено
формальное решение.

Заменив δ′ на ее аппроксимацию δ′ε(x) = 1
ε2
ϕ′(x

ε
), получаем решения аппроксими-

рующего однородного уравнения

uε(x) = C exp
[
b
1

ε
ϕ
(x
ε

)]
.

Это семейство функций вне любой окрестности нуля равномерно сходится к посто-
янной C. Простой анализ позволяет установить следующий факт.

Предложение 1. При рассматриваемом способе аппроксимации коэффициента в
уравнении (8) семейство uε(x) решений аппроксимирующих уравнений сходится в
пространстве распределений при условии

RebReϕ(x)− ImbImϕ(x) ≤ 0

для всех x, и при этом пределом является постоянная C.

Данное условие является достаточным, а в случае, когда функция ϕ является
вещественнозначной и коэффициент b является вещественным, то условие, что b ≤ 0,

является и необходимым для сходимости uε(x) в пространстве распределений.
Таким образом, сходимость семейства uε(x) в пространстве распределений и,

соответственно, существование обобщенного решения, зависит от взаимоотношений
между функцией ϕ и коэффициентом b.

Если рассмотреть уравнение

u′ − bδ′′u = 0,
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содержащее вторую производную от δ− функции, то аналогичные рассуждения по-
казывают, что у него не существует обобщенных решений.

3. Дифференциальное уравнение с коэффициентом 1
x

Основным новым результатом в данной работе является анализ обобщенных ре-
шений уравнения

u′ +
1

x
u = 0. (9)

Классические решения дифференциального уравнения (9) есть функции вида

u(x) =

C
x
, x < 0,

C1

x
, x > 0.

Для конкретности будем рассматривать решение задачи Коши с условием
u(−1) = −1. Тогда при x < 0 решение есть u(x) = 1

x
. Это решение уходит на беско-

нечность при x→ −0, причем в классической теории дифференциальных уравнений
нет методов, позволяющих естественным образом продолжить это решение на по-
ложительную полуось. Поэтому кандидатом на формальное решение задачи Коши
является любая функция вида

u(x) =

 1
x
, x < 0,

C1

x
, x > 0.

(10)

Рассмотрим, что можно считать обобщенным решением исследуемой задачи в
смысле описанного подхода. Прежде всего обратим внимание на то, что функция 1

x

не является локально интегрируемой, и в пространстве обобщенных функция ей со-
ответствует целое семейство распределений вида q = P ( 1

x
) + Mδ, где M — произ-

вольная комплексная постоянная. Здесь P ( 1
x
) есть обобщенная функция, заданная

выражением 〈
P
(1

x

)
, ϕ

〉
=

∫
1

x
ϕ(x)dx,

где интеграл понимается в смысле главного значения по Коши. Поэтому первое уточ-
нение постановки задачи заключается в том, что сначала нужно указать, какое из
этих распределений q мы считаем коэффициентом в уравнении. В результате мы
фактически имеем дело с семейством уравнений с обобщенными коэффициентами
вида

u′ +
[
P
(1

x

)
+Mδ

]
u = 0, (11)

где M — произвольная комплексная постоянная.
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Для рассматриваемого распределения q первообразная есть локально интегриру-
емая функция

g(x) = ln |x|+MΘ(x),

поэтому интегралу в (3) можно придать смысл — считать, что
x∫
−1

q(s)ds = g(x)− g(−1) = g(x).

При подстановке функции g в (9) получаем формальное решение

u(x) = − exp[−g(x)] =

 1
x
, x < 0,

−e−M 1
x
, x > 0,

т. е. функцию вида (10), у которой C = −e−M . Таким образом, после выбора распре-
деления, соответствующего функции 1

x
, однозначно определено формальное реше-

ние, которое, в частности, задает правило продолжения решения задачи Коши через
особенность.

Построенное формальное решение не является локально интегрируемой функци-
ей, не задает распределение и, следовательно, не может быть обобщенным решением.
Но ей, как и 1

x
, соответствует целое семейство распределений WS, параметризован-

ное произвольным комплексным числом S. Распределение WS может быть задано
как производная в смысле распределений от локально интегрируемой функции

fS(x) =

ln |x|, x < 0;

−e−M lnx+ S, x > 0.

Выясним, для каких распределений q = P ( 1
x
) + Mδ разрешима задача Коши в

пространстве распределений, и найдем соответствующие решения.
Понятие обобщенного решения зависит от выбранного способа аппроксимации,

для рассматриваемых распределений один из наиболее естественных способов ап-
проксимации задается известным аналитическим представлением распределений [6].
Это представление распределения q в виде

q = lim
ε→0

[q+(x+ iε)− q−(x− iε)],

где q+ есть функция, аналитическая в верхней полуплоскости, а q− — в нижней. Для
распределения P ( 1

x
) такие аппроксимации имеют вид

1

2

[ 1

x+ iε
+

1

x− iε

]
=

x

x2 + ε2
,
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а для δ−функции аппроксимирующее семейство есть
i

2π

[ 1

x+ iε
− 1

x− iε

]
=

1

π

ε

x2 + ε2
.

Заметим, что при такой аппроксимации δ-функции для уравнения (5) результат
совпадает с результатом из примера 1, а для уравнения (8) обобщенное решение
существует только при Reb ≤ 0.

Аппроксимирующее семейство для распределения q = P ( 1
x
) + Mδ может быть

записано в виде
qε(x) = λ

1

x+ iε
+ (1− λ)

1

x− iε
, (12)

где λ = 1
2
− M

2πi
.

Теорема 1. При аппроксимации (12) коэффициента q = P ( 1
x
)+Mδ задача Коши для

уравнения (11) разрешима тогда и только тогда, когда обобщенный коэффициент
имеет вид q = P ( 1

x
) + iπ(2m+ 1)δ, где m целое число. При m < 0 обобщенным реше-

нием является распределение P ( 1
x
)− iπδ, а при m ≥ 0 — распределение P ( 1

x
) + iπδ.

Доказательство. Найдем в явном виде функцию

gε(x) =

x∫
−1

qε(t)dt.

Так как
1

x+ iε
=

x

x2 + ε2
− i ε

x2 + ε2
,

то ее первообразная есть функция
1

2
ln[x2 + ε2]− iarctg

x

ε
.

А для
1

x− iε
=

x

x2 + ε2
+ i

ε

x2 + ε2

первообразная имеет вид
1

2
ln[x2 + ε2] + iarctg

x

ε
.

Поэтому первообразная для qε есть

Qε(x) = λ
[1

2
ln[x2 + ε2]− iarctg

x

ε

]
+ (1− λ)

[1

2
ln[x2 + ε2] + iarctg

x

ε

]
.

Тогда gε(x) = Qε(x) − Qε(−1), и получаем явный вид решений аппроксимирующих
уравнений

uε(x) = e−gε(x) = e−Qε(x)+Qε(−1),
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и вопрос сводится к исследованию поведения данного семейства при ε→ 0.

Заметим, что если взять ветвь аргумента комплексного числа, принимающую
значения от нуля до 2π, то

arg(x+ iε) =
π

2
− arctg

x

ε
, arg(x− iε) =

3π

2
+ arctg

x

ε
.

Поскольку функцию Qε(x) можно записать в виде

Qε(x) =
[

ln |x−iε|+i arg(x−iε)− 3π

2
i
]
+λ
[

ln |x+iε|+i arg(x+iε)− π
2
i
]
−λ
[

ln |x−iε|+

+i arg(x−iε)− 3π

2
i
]

=
[

ln |x−iε|+i arg(x−iε)− 3π

2
i
]
+iλ

[
arg(x+iε)−arg(x−iε)+π

]
,

для решений получаем представление

uε(x) =
1 + iε

x− iε
zλ,

где
z = z(x, ε) =

{x− iε
x+ iε

× −1 + iε

−1− iε

}
,

причем |z| = 1 и z(−1, ε) = 1. Если число λ целое, то функция zλ определена одно-
значно и непрерывна. Если λ произвольное комплексное число, то zλ есть многознач-
ная функция. В записанной выше формуле под zλ понимаются значения, заданные
следующим образом: если

z = eit, где 0 ≤ t < 2π, то zλ = eiλt.

Поэтому, если t стремится к нулю, то eiλt стремится к 1, а если t стремится к 2π, то
eiλt стремится к eiλ2π.

При ε → 0 функция z(x, ε) стремится к 1 для всех x. Но при x < 0 видим, что
z(x, ε) стремится к 1 из верхней полуплоскости, а при x < 0 — из нижней. Поэтому

lim
ε→0

[z(x, ε)]λ =

1, x < 0,

ei2πλ, x > 0.

Отсюда получаем, что при x 6= 0 семейство uε(x) поточечно сходится к фор-
мальному решению (10), где C1 = ei2πλ, причем вне окрестности нуля сходимость
равномерная.

Вопрос о сходимости в пространстве распределений более деликатный. Сначала
рассмотрим целые значения λ. Для исследования поведения решений uε(x) выделим
часть

ũε(x) =
1

(x+ iε)λ
1

(x− iε)1−λ .
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Тогда uε(x) = C(ε)ũε(x), где коэффициент

C(ε) = (1 + iε)
[−1 + iε

−1− iε

]λ
стремится к 1 при ε→ 0. Пусть λ = −m, m ≥ 0. Тогда

ũε(x) =
(x+ iε)m

(x− iε)m+1
=

((x− iε) + 2iε)m

(x− iε)m+1
.

После преобразования получаем, что

ũε(x) =

∑m
k=0C

k
m(x− iε)m−k(2iε)k

(x− iε)m+1
=

m∑
k=0

Ck
m(2iε)k

(x− iε)k+1
=

=
1

x− iε
+

2iεm

(x− iε)2
− 2m(m− 1)ε2

(x− iε)3
+ . . . . (13)

В силу того, что мнемофункции 1
(x−iε)n имеют в пространстве распределений конеч-

ный предел, семейство (13) при ε → 0 сходится в пространстве распределений к
P
(

1
x

)
+ iπδ.

Таким образом получаем, что при λ = −m, где m ≥ 0, предел uε(x) в простран-
стве распределений существует и равен P

(
1
x

)
+ iπδ.

Аналогично предыдущему случаю исследуем поведение решения uε(x) при
λ = m+ 1, где m ≥ 0. Тогда

ũε(x) =
(x− iε)m

(x+ iε)m+1
=

((x+ iε)− 2iε)m

(x− iε)m+1
=

m∑
k=0

Ck
m(−2iε)k

(x+ iε)k+1
=

=
1

x+ iε
− 2iεm

(x+ iε)2
− 2m(m− 1)ε2

(x+ iε)3
+ . . . .

Так как семейства 1
(x+iε)n

имеют в пространстве распределений конечный предел, то

ũε(x) ведет себя как мнемофункция 1
x+iε

, которая ассоциирована с распределением
P
(

1
x

)
− iπδ.

Таким образом, предел решения uε(x) при целых λ = m+1, гдеm ≥ 0, существует
в пространстве распределений и равен P

(
1
x

)
− iπδ.

Следовательно, для любого целого λ существует обобщенное решение задачи Ко-
ши для исследуемого дифференциального уравнения.

Принципиально другая картина возникает при произвольном не целом λ = α+iβ,

где α, β ∈ R. Покажем, что в данном случае не будет сходимости в пространстве
распределений. Выберем функцию ϕ такую, что ϕ(x) = 1 при |x| ≤ h и ϕ(x) = 0 при
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|x| ≥ 2h, и исследуем поведение интеграла

〈uε, ϕ〉 =

2h∫
−2h

uε(x)ϕ(x)dx =

−h∫
−2h

uε(x)ϕ(x)dx+

2h∫
h

uε(x)ϕ(x)dx+

h∫
−h

uε(x)dx. (14)

В силу того, что у первых двух интегралов в правой части существуют пределы при
ε→ 0, достаточно исследовать поведение последнего интеграла. После преобразова-
ния имеем

h∫
−h

uε(x)dx =

h∫
0

[uε(x)+uε(−x)]dx =

h∫
0

wε(x)dx =

h∫
0

Rewε(x)dx+ i

h∫
0

Imwε(x)dx, (15)

где wε(x) = uε(x) + uε(−x). Поэтому сходимость при ε → 0 интегралов (14) равно-
сильна сходимости интегралов от действительной и мнимой частей функции wε(x).

Отметим, что на [0, h] функции wε(x) при почти всюду сходятся к функции

w(x) =
e2πiλ − 1

x
=
e−2πβ cos 2πα− 1

x
+ i

e−2πβ sin 2πα

x
.

Пусть e−2πβ cos 2πα − 1 > 0. Тогда на [0, h] действительная часть функций
wε(x) сходится поточечно к функции Rew(x) > 0, и при этом она будет ограни-
чена снизу нулем для достаточно малых ε. Поэтому, если интегралы от Rewε(x)

ограничены сверху, то, согласно лемме Фату, предельная функция интегрируема.
Однако Rew(x) неинтегрируема на отрезке [0, h] при e−2πβ cos 2πα − 1 > 0, следо-
вательно интегралы от Rewε(x) неограничены, и, значит, не существует предела
интегралов ß(15) при ε → 0. Аналогично, предел интегралов (15) не существует
при e−2πβ cos 2πα− 1 < 0.

Таким образом, сходимость может иметь место только, если e−2πβ cos 2πα = 1.

Кроме того, для существования предела интегралов (15) необходимо существова-
ние предела интегралов от мнимых частей Imwε(x). Аналогичное исследование пока-
зывает, что такой предел может существовать только при условии, что sin 2πα = 0.

Следовательно, для существования предела интегралов (15) необходимо выпол-
нение двух указанных условий, из которых следует, что число λ должно быть целым.

Так как M = iπ(1− 2λ), получаем утверждение теоремы. �

Из теоремы следует, в частности, что определены произведения распределений[
P
(

1
x

)
± iπδ]× [P

(
1
x

)
± iπδ

]
, что согласуется с результатами [7].

Рассмотренное уравнение (3) является частным случаем более общего уравнения

u′ + b
[
P
(1

x

)
+Mδ

]
u = 0.
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При этом в доказательстве теоремы 1 существенно использовалось то, что был рас-
смотрен случай b = 1, поэтому естественно ожидать, что существование обобщенного
решения существенно зависит от коэффициента b, и описание значений b и M , для
которых такое решение существует, требует отдельного исследования.

Все рассмотренные уравнения являются частными случаями уравнений вида

u′ + qu = 0,

где коэффициент q есть распределение, у которого при аналитическом представле-
нии функции q± являются рациональными. Получение условий разрешимости таких
уравнений в общем случае является нерешенной задачей.

Заключение

Проведенное исследование показывает, что существование обобщенного решения
задачи Коши даже для простейших уравнений с обобщенными коэффициентами не
является общим фактом, а достаточно сложным образом зависит от вида особенно-
стей коэффициента и от выбранного способа аппроксимации коэффициента. Поэтому
каждый вид особенностей требует отдельного рассмотрения.
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1. Введение в проблематику. Принцип Неймана–Ландауэра

Интерес к обратимым вычислениям и реализующим их схемам из обратимых
элементов возник в начале 1960-х гг., когда был сформулирован казавшийся снача-
ла парадоксальным принцип Неймана–Ландауэра: в любой вычислительной системе,
независимо от её физической реализации, при потере одного бита информации вы-
деляется теплота в количестве не менее ε0 = kT ln 2 Дж (k — постоянная Больцмана,
T — абсолютная температура) [1].

Продолжительное время данный принцип оставался всего лишь чистой теори-
ей, не подкреплённой результатами экспериментов, что было связано с трудностями
измерения крайне малых количеств выделяемой энергии. Однако в 2012 г. в экспе-
рименте с коллоидной частицей эффект Ландауэра удалось обнаружить на практи-
ке [2]. В 2014 г. был проведен ещё один эксперимент, показавший, что при уменьше-
нии возможных макроскопических состояний системы в два раза выделяется мини-
мум ε0 тепла [3].

При комнатной температуре ε0 ≈ 3 · 10−21 Дж = 0,017 эВ — крайне малое коли-
чество. Но в пересчете на процессор суммарная рассеиваемая мощность вырастает
уже до величин порядка 1 Вт1.

Проведённый в рамках проекта International Technology Roadmap for
Semiconductors ITRS-20012 анализ развития транзисторных технологий на пе-
риод после 2001 г. показал, что при использовании 22-нм технологии интегральных
микросхем (ИМС), выделение тепла составит 5–10 МВт на кв. см поверхности
процессора; для сравнения: Солнце выделяет не более 6,5 кВт/см2. Очевидно, что
обеспечить необходимое охлаждение становится всё более трудным. Поэтому пробле-
ма отвода тепла уже в следующем десятилетии станет гораздо более существенной
и игнорировать эффект Ландауэра, оставаясь в рамках современных технологий,
уже нельзя. В результате исследователи пришли к выводу, что, без учёта тепловых
шумов и требований надёжности, физический предел традиционных технологий
вычислителя с плавающей точкой — 1022 операций в секунду [4]. Данная ситуация
выглядит как конец развития вычислительной техники в рамках существующих
технологий из-за «теплового проклятия».

1 http://old.computerra.ru/2004/538/204845/
2 http://www.itrs2.net
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Выход видят в переходе к вычислительным устройствам, реализующим обра-
тимые вычисления3, позволяющие обойти ограничение, устанавливаемое принци-
пом Ландауэра. При обратимых вычислениях информация не теряется, откуда сле-
дуют (теоретически) нулевые потери энергии на её обработку.

Важным является то, что обратимость необходимо поддерживать на всех уровнях
вычислений: физической модели, архитектуры вычислителя, языков программиро-
вания высокого уровня и реализуемых алгоритмов: Ч. Беннетт указал, что необра-
тимость хотя бы на одном уровне полностью разрушает положительные эффекты
остальных [5]. Отсюда следует, что для создания парадигмы обратимых вычислений
требуется разработать следующие новые направления:

• теорию (алгебру и логику) обратимых вычислений;
• языки и парадигмы обратимого программирования;
• методы реализации прикладных программ и алгоритмы обратимого програм-
мирования;
• обратимую схемотехнику;
• физическую реализацию обратимых элементов.

В статье дан краткий обзор основных понятий, связанных с обратимостью, рас-
смотрены вопросы построения схем из функциональных обратимых элементов, в том
числе сбоеустойчивых и предложены основные такие элементы. Указаны направле-
ния и результаты применения схем из обратимых логических элементов в крипто-
графии.

2. Основы обратимой схемотехники

2.1. Понятие обратимости. Мусорные биты. Говорят, что вычисления логиче-
ски обратимы, если по выходным величинам можно восстановить входные. Такие
вычисления реализуют на обратимых элементах.

Логический элемент назовём полуобратимым, если он осуществляет инъектив-
ное преобразование входного булевого вектора в выходной. Обычно дополнительно
требуют, чтобы произвольный сигнал, направленный в обратном направлении, от вы-
хода элемента к его входу, однозначно и безошибочно восстановил исходный входной
вектор. Назовём элемент с n входами обратимым, если и только если он осуществля-
ет некоторую биекцию на множестве всех 2n возможных входов или их перестановку.
Как следствие, такой элемент должен иметь n выходов. В общем случае элементы с
n входами и m выходами будем называть n×m-элементами.

3 англ. reversible; ранее употреблялись также термины консервативные, реверсивные вычисления
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При реализации комбинационной логики схемами из обратимых элементов, на
выходе кроме информационных битов — значений вычисляемой функции — как пра-
вило, формируются ещё и дополнительные биты, называемые (неудачно) мусорными
или стоками (англ. garbage и sink соответственно). Мусорные биты в действитель-
ности играют очень важную роль: они дают возможность по выходному вектору
однозначно восстановить входной, т. е. обратить вычисления. Если их не сохранить,
произойдёт рассеяние энергии, а именно этого требуется избежать.

2.2. Обратимые комбинационные элементы. Чтобы отличать обычные комби-
национные элементы от обратимых, будем называть первые вентилями, а вторые
гейтами, оставив термин элемент для обоих. Входы элементов будем, как правило,
обозначать литерами с начала алфавита: A, B, . . ., а выходы — с середины алфави-
та: P , Q, . . .. Иногда удобнее обозначения A1, A2, . . . и P1, P2, . . . соответственно. На
схемах часто входы и выходы обозначают литерами x, y, . . ., а их порядок указыва-
ют положением на элементе сверху вниз. В формулах ⊕ означает сумму по mod 2,
штрихом ′ обозначают инвертирование, знак конъюнкции “·” иногда опускаем.

Простейшими обратимыми элементами являются NOT и SWAP.

Инвертор (NOT) — имеет один вход A, один выход P и осуществляет безусловное
инвертирование входного сигнала:

P = A ′.

Обмен (SWAP) — имея два входа A, B, меняет их местами на выходах P, Q:

P = B, Q = A.

Входы большинства других обратимых элементов разделяются на управляющие,
или адресные и управляемые, или целевые. Значения вторых на выходе могут быть
изменены в зависимости от значений первых, которые передаются на выход без из-
менений (их иногда называют сквозными дорожками). Преобразованные выходы
также называют сигнальными.

Контролируемый инвертор (CNOT, Controlled NOT, элемент Феймана, FG) —
2×2-обратимый гейт, реализующий условное инвертирование. Имеет два входа A,B
и два выхода P,Q. Первый вход A— управляющий, а второй вход будет инвертирован
на выходе, если и только если A = 1:

P = A, Q = A⊕B.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2019, 3



Обратимые вычисления. Часть I 41

Рассмотренные выше элементы вычислительно не универсальны: используя
только их, невозможно реализовать произвольную логическую функцию. Ясно, что
универсальный элемент должен обеспечить реализацию (в зависимость от значений
управляющих входов) полной системы булевых функций, например, пар функций
AND2 и NOT или OR2 и NOT. Кроме того, такие элементы должны обеспечивать воз-
можность каскадирования — организации последовательного соединения элементов.
Далее рассматриваются универсальные обратимые элементы. В наибольшим числе
работ в качестве таковых используют элементы Тоффоли или Фредкина.

Вентиль Тоффоли (CCNOT, Controlled Controlled NOT, TG) — 3×3-универсаль-
ный контролируемый обратимый гейт, имеет три входа A,B,C и три выхода P,Q,R.
Первые два входа A,B — управляющие: третий вход будет инвертирован на выходе,
если и только если A = B = 1. Формулы выходов:

P = A, Q = B, R = C ⊕ A ·B.

Очевидно, элемент Тоффоли действительно вычислительно универсален: при
A = B = 1 он реализует инвертор NOT, а при C = 0 — AND2. На элементах Тоффоли
можно осуществить операцию ветвления и передачу сигналов, обеспечивая каскади-
рование: при входном векторе (A, 1, 0) на его выходе будет вектор (A, 1, A).

Вентиль Фредкина (CSWAP, Controlled SWAP, управляемый обмен, симметри-
ческий переключатель, FRG) — 3 × 3-универсальный контролируемый обратимый
гейт, он, как и TG, имеет три входа A,B,C и три выхода P,Q,R. Первый вход A —
управляющий: если он равен 1, то остальные два входа B,C на выходе поменяются
местами, в противном же случае они подаются на выход неизменными:

P = A, Q = A ′ ·B ∨ A · C, R = A ·B ∨ A ′ · C.

Иногда FRG изображают, как показано на рис. 1.

Рис. 1. Вариант изображения элемента Фредкина
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Нетрудно видеть, что элемент Фредкина также вычислительно универсален: во-
первых, при входе (A, 0, 1) на его выходе будет (A,A,A ′), что означает реализацию
функций NOT и дублирования сигнала и, во-вторых, при входах (A,B, 1) и (A,B, 0)

на его выходе будут векторы (A,A⊕ B,B ImA) и (A, A ′ · B, A · B), т. е. реализуют-
ся пары функций (OR2, обратная импликация) и (обратная коимпликация, AND2)
соответственно. Так, реализация функции XOR2 на двух гейтах Фредкина показана
на рис. 2.

Рис. 2. Реализация функции XOR2 на гейтах Фредкина

Сам факт того, что управляемо перемешивая проводки в кабеле между входом
и выходом и не используя никаких других элементов, можно получить на выходе
значение любой булевой функции от входа, далеко не очевиден [6].

Рассмотренные элементы NOT, CNOT, Тоффоли и Фредкина оказываются об-
ратными самим себе: если сигналы пройдут через два экземпляра одного элемента,
они останутся неизменными. Ясно, что элемент самообратим, если и только если ре-
ализуемое им биективное преобразование представляется в виде совокупности транс-
позиций (перестановок внутри некоторых пар) элементов множества всех двоичных
векторов.

Обычно схематически рассмотренные гейты изображаются как показано на
рис. 3.

Рис. 3. Обычное схематическое изображение гейтов NOT, CNOT, TG,
SWAP, FRG

Отметим ещё обобщённый гейт Тоффоли (Cn−1NOT, MCT, Multiple-Control
Toffoli Gate, generalized n-bit Toffoli) — n × n-гейт. Из n входов A1, . . . , An первые
n− 1 — управляющие, функции n выходов P1, . . . , Pn, представляются формулами

Pi = Ai, i = 1, n− 1, Pn = A1 · . . . · An−1 ⊕ An.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2019, 3



Обратимые вычисления. Часть I 43

Ясно, что при n = 2 элемент C1NOT есть FG, а при n = 3 элемент C2NOT есть TG.

Расширенный гейт Тоффоли (ETG) имеет n+ 1 входов A1, . . . , An, An+1, первые
n − 1 из которых — управляющие и n + 1 выходов P1, . . . , Pn, Pn+1, из которых по-
следние два (а не один, как у Cn−1NOT) сигнальные, инвертирующие управляемые
сигналы An и An+1 соответственно при 1 на всех управляющих входах:

Pi = Ai, i = 1, n− 1, Pn = A1 · . . . · An−1 ⊕ An Pn+1 = A1 · . . . · An−1 ⊕ An+1.

Схематическое представление элемента ETG дано на рис. 4 (обратите внимание на
использование знака ×).

Рис. 4. Элемент ETG

Обобщённый (множественно управляемый) гейт Фредкина (обобщённый CSWAP,
CnSWAP , MCF, Multiple-Control Fredkin Gate) имеет n входов A1, . . . , An из кото-
рых первые n−2 управляющие, и n выходов P1, . . . , Pn, последние два из которых —
сигнальные, повторяющие An и An−1, если все управляющие входы — единичные, или
не делая этого, иначе.

Вентиль Переса (PG) — обратимый 3×3-гейт, имеющий три входа A, B, C и три
выхода P, Q, R:

P = A, Q = A⊕B, R = A ·B ⊕ C.
Вентиль Переса может быть реализован на гейтах TG и CNOT, соединённых после-
довательно, как показано на рис. 5.

Рис. 5. Вентиль Переса, реализованный на TG и CNOT
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Этот элемент интересен тем, что на его основе относительно просто может быть
синтезирован полный однобитный сумматор4 — см. рис. 6.

Рис. 6. Обратимый однобитный сумматор на PG: A,B — суммируемые
разряды, Cin — перенос из предыдущего разряда, S — сумма, Cout —
перенос в следующий разряд

Следующие два гейта удовлетворяют условию инъективного, но не биективного
преобразования входа в выход. Как следствие, у них число выходов больше числа
входов.

Переключатель Прайса универсальный полуобратимый гейт; имеет два входа —
A,B и три выхода — P, Q, R. Логика его работы представлена формулами:

P = A, Q = A ·B, R = A ′ ·B.

Вентиль ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ (Interaction Gate, IG) — универсальный полу-
обратимый гейт, имеет два входа A, B и четыре выхода P, Q, R, S, реализующих
четыре функции, эквивалентные относительно преобразований Поварова-Шеннона
конъюнкций входов:

P = A ·B, Q = A ′ ·B, R = A ·B ′, S = A ′ ·B ′.

Кроме рассмотренных, известны также гейты Кернтопфа, Марголуса, несколько
гейтов Де Воса и множество других; ссылки можно найти в [7, 8].

3. Модели обратимых вычислений

3.1. Модель бильярдных шаров. Так называют реализующую обратимую логику
абстрактную физическую модель (Billiard Ball Model, BBM), предложенную Э. Фред-
киным и Т. Тоффоли [6]; из этой работы взяты рисунки 7 и 8 данного подраздела.

4 Полный однобитный сумматор вычисляет 1) сумму по mod 2 трёх битов — двух данных разрядов
чисел и переноса из младшего разряда и 2) бит переноса в старший разряд.
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Данная модель используется во многих исследований по обратимости вычислений и
вычисления в ней называют баллистическими.

Модель представляет собой плоскость, «стол», по которой без трения (точнее, без
потери энергии) в строго заданных направлениях перемещаются бильярдные шары.
Вследствие обратимости времени в кинематических уравнениях, траектория движе-
ния шара полностью обратима.

Совершение логических операций моделируются изменениями траектории дви-
жения шаров при их соударении между собой. Скорости, допустимые направления
и размеры шаров подобраны таким образом, что в дискретные моменты времени,
соответствующие тактам, шары могут находиться только в небольшом наборе точек,
образующих прямоугольную, повернутую на 45◦ сетку, см. рис. 7. Если шары попа-
дают в соседние точки, между ними происходит абсолютно упругое столкновение.

Рис. 7. (a) Шары радиуса 1/
√

2, перемещающиеся по узлам сетки; (b)
Центральное столкновение двух шаров.

Логической единицей считается наличие шара в данной точке и в данный момент
времени, а нулем — его отсутствие. На плоскости могут быть установлены неподвиж-
ные стенки, или зеркала для отражения, сдвига, задержки и обеспечения пересече-
ния траекторий шаров, см. рис. 8. Элемент (d) на рис. 9 называется нетривиальным

Рис. 8. Зеркала для поворота (а), сдвига (b), задержки (c) и безопас-
ного пересечения траекторий (d) шаров.

кроссовером и позволяет шарам «как бы проходить друг через друга».
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Возможность создания в рамках данной модели обратимых гейтов показана на
рис. 9.

Рис. 9. Бильярдная реализация а) элемента IG и б) переключателя
Прайса [9]. x1, x2, c, x — битовые сигналы.

Из нетривиального кроссовера, переключателей Прайса и IG можно сконструи-
ровать схему, эквивалентную гейту Фредкина.

Таким образом, возможно построение бильярдной модели компьютера. Если по-
сле того как компьютер завершил «вычисления» запустить бильярдные шары в об-
ратном направлении, модель вернётся в исходное состояние.

Заметим, что предположение об абсолютно упругом и без потери энергии взаи-
модействии шаров друг с другом и с отражающими стенками является очень жёст-
ким ограничением. Оно не влияет на теоретические рассмотрения, но существенно
для физической реализации. Также ясно, что «бильярдный компьютер» чрезвычайно
чувствителен к малейшим неточностям реализации: случайным отклонениям шара
от правильного направления, погрешностям в установке зеркал и т. д., в результате
которых ошибки «вычислений» будут накапливаться. Данные трудности существен-
но уменьшаются, если в качестве бильярдных шаров используется субмикроскопи-
ческие частицы, например, электроны. Законы квантовой механики накладывают
определённые ограничения на состояние элементарных частиц, поэтому оказывается
возможным купировать малые отклонения в их движении.

Р. Меркль предложил практическую реализацию BBM [10]. Роль бильярдных
шаров при этом играют электроны, пучки которых перемещаются по индуктивным
контурам между конденсаторами, а стол представляет собой алмазный контейнер,
обработанный определённым образом. Исследование модели проходили при темпе-
ратуре 1◦K.
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3.2. Машины Тьюринга и обратимость.

3.2.1. Классическая машина Тьюринга (МТ). Напомним, что машина Тьюрин-
га — абстрактный компьютер, управляющее устройство которого (головка
записи-чтения) способно находиться в одном из состояний конечного множе-
ства Q состояний. Головка читает/пишет/удаляет символы конечного алфавита
A = { a0, a1, . . . , an } с неограниченной в обе стороны разделённой на ячейки лен-
ты, и передвигается вдоль неё на один шаг вправо/влево за такт работы. Выделяется
особый пустой символ, заполняющий все ячейки ленты, кроме конечного числа тех,
на которых записаны входные данные.

Управляющее устройство работает согласно последовательно выбираемым ко-
мандам, которые представляют алгоритм, реализуемый данной МТ. Команда МТ

〈 q, a, q′, a′, d 〉

означает: находясь в состоянии q и считывая символ a, МТ переходит в состояние q ′,
заменяет символ в ячейке на a′ и либо сдвигается на ячейку вправо/влево (d = ±1),
либо остаётся на месте (d = 0). Некоторые состояния могут быть помечены как
терминальные, и переход в любое из них означает конец работы алгоритма. Маши-
на Тьюринга называется детерминированной, если каждой комбинации состояния и
ленточного символа в таблице соответствует не более одной команды.

3.2.2. Существование обратимых МТ. И. Лесёрф и Ч. Беннетт в своих работах неза-
висимо доказали существование обратимых машин Тьюринга [5, 11]. Точнее, любую
машину Тьюринга можно реализовать обратимо, т. е. любое вычисление, которое
можно сделать на обычном необратимом вычислительном устройстве (компьютере),
можно выполнить так, что оно будет обратимо.

Стирания символов с ленты делают обычную машину Тьюринга необратимой,
поэтому Беннетт предложил добавить к ней вторую ленту, названную лентой ис-
тории, на которой сохраняются сведения об удаленных или изменённых данных.
В конце вычислений полученный результат может быть записан на ещё одну ленту
для сохранности. Затем машина Тьюринга начинает работать в обратную сторону, с
помощью ленты истории она обращает одну за одной все операции, пока не вернется
к исходному состоянию.

«Таврический вестник информатики и математики», №3 (44)’ 2019



48 C.И. Гуров, А. Е.Жуков, Д.В. Закаблуков, Г. В.Кормаков

3.2.3. Реверсивная машина Тьюринга (РМТ). Рассмотрим другую конструкцию,
обеспечивающее обратимость вычислений — реверсивную машину Тьюринга
(РМТ) [12].

Главное отличие её от МТ — невозможность одновременного считывания символа
с ленты и перемещения головки.

Команды РМТ
1) 〈 q, a, q′, a′ 〉, 2) 〈 q, ∗, q′, d 〉

означают:

1) находясь в состоянии q и считывая символ a, РМТ переходит в состояние q′ и
заменяет символ на a′;

2) находясь в состоянии q РМТ переходит в состояние q′ и сдвигается на ячейку
вправо/влево d = +1/− 1.

Если РМТ перешла из состояний q1 и q2 в одно и то же состояние q′, то q1 и
q2 оба принадлежат записывающему типу и они должны записать на ленту разные
символы. Отсюда следует существование обратного прохода по пути вычислений.

При реализации на РМТ классических (на МТ) вычислений, проходящих за вре-
мя T и требующие памяти S, потребуются уже время TR и объём памяти SR, оцени-
ваемые как

TR = 3 · 2O(T/2k), SR = S · (1 +O(k)) , где k ∈ (1, log2 T ).

Мы видим, что при переходе к РМТ значительно увеличивается как число операций,
так и требуемая для вычисления память.

Н. Н. Непейвода указал способ возможного суперэкспоненциального сокращения
для любой системы алгебраического моделирования, в т. ч. и для РМТ, основанный
на идее петербургского логика В. П. Оревкова [13, 14]. Поясним её на примере. Ес-
ли в распоряжении вычислителя имеется лишь операция прибавления единицы, то
вычисление экспоненты требует экспоненциального числа шагов. Запишем неявное
определение функции ϕ(x, y) = x+ 2y с помощью равенств

ϕ(x, 0) = x+ 1, ϕ(x, y + 1) = ϕ(ϕ(x, y), y),

тогда экспонента вычисляется за линейное число шагов. Аналогично за линейное
число шагов можно обеспечить вычисление суперэкспоненты и т. д.
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3.3. Обратимые клеточные автоматы. Н. Марголус обобщая модель бильярд-
ных вычислений, пришел к идее обратимых клеточных автоматов [15].

3.3.1. Классические клеточные автоматы (КлА). Клеточные автоматы — одна из
старейших моделей вычислений, насчитывающая уже более 70 лет [15].

Классический КлА представляет собой упорядоченный набор ячеек памяти, обра-
зующих регулярную n-мерную решетку. Каждая ячейка памяти клеточного автомата
может хранить одно значение из некоторого конечного множества (как правило —
1 бит). Время для клеточного автомата дискретно и измеряется тактами или шага-
ми. Работу КлА определяют правила переписывания, по которому клетки на каждом
шаге изменяют содержание хранимой в них информации.

Обычно эти правила одинаковы для всех ячеек. Смена состояний всех ячеек
решетки происходит синхронно и одновременно на каждом такте, при этом новое
значение каждой ячейки памяти является функцией от текущих значений ячеек,
образующих её окрестность.

3.3.2. Исследование обратимости. КлА называется обратимым, если каждое его
внутреннее состояние имеет единственный прообраз. Наиболее существенные резуль-
таты, связанные с вопросами обратимости, получены для классических КлА, задан-
ных на бесконечных решетках. Если автомат является обратимым, обратное преоб-
разование может быть реализовано также с помощью КлА (возможно с другой, в том
числе и с большей окрестностью по сравнению с исходным автоматом) [16]. Также
было показано, что для одномерных КлА задача алгоритмического распознавания
обратимости является разрешимой [17]. В той же работе был построен алгоритм рас-
познавания, имеющий экспоненциальную сложность.

Позже были построены алгоритмы для распознавания обратимости одномерных
КлА, имеющие полиномиальную сложность [18–21]. Однако для клеточных автома-
тов на решетках размерности 2 и более измерений таких алгоритмов нет. Было уста-
новлено, что в общем случае эта задача является алгоритмически неразрешимой в
том смысле, что не существует алгоритма, который для любого автомата всегда за-
канчивал бы свою работу в конечное время и давал бы правильный ответ [22, 23].
В работах [24, 25] исследовались границы между классами клеточных автоматов, для
которых свойство обратимости является алгоритмически разрешимым, и теми, для
которых оно алгоритмически неразрешимо, и получен критерий разрешимости свой-
ства обратимости для классов клеточных автоматов фиксированной размерности и
с фиксированным числом состояний ячейки.
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Построение обратимых КлА в случае размерностей, больших 1, наталкивается
на значительные трудности. Известно лишь несколько типов обратимых двумер-
ных КлА, основными из которых являются блочные клеточные автоматы [15, 26]
и клеточные автоматы второго порядка [27–29]. Автоматы этих типов отличаются от
классических клеточных автоматов, однако доказано, что они могут быть эмулиро-
ваны классическими КлА (возможно, с значительно большим размером окрестности
и числом состояний ячейки).

3.3.3. Пример обратимого двумерного блочного КлА. Автомат работает следующим
образом [15]. Плоскость разбивается на квадраты размером 2 × 2 непрерывными и
пунктирными линиями, причём разбивка пунктирными линиями сдвинута относи-
тельно разбивки непрерывными линиями на один квадрат по диагонали. В цити-
руемой работе в стартовой конфигурации берется квадрат размером 512 × 512 кле-
ток, раскрашенных случайным образом в черный и белый цвета. Затем в каждый
нечётный момент времени правило используется для перекраски клеток разбиения,
заданного непрерывными линиями, а в каждый чётный момент времени то же самое
правило применяется к клеткам разбиения, заданного пунктиром.

3.3.4. Клеточные автоматы конечного размера. В большинстве приложений решет-
ка КлА имеет конечные размеры. Это порождает т. н. «проблему краевых клеток»:
необходимо определить, как задавать значения функции для ячеек, у которых от-
сутствует часть соседей. Чаще всего в соответствии со свойством однородности для
разрешения этой проблемы противоположные края решетки клеточных автоматов
отождествляются, образуя многомерный тор (в одномерном случае — кольцо). Из-
вестны и другие варианты решения проблемы краевых клеток, например, введение
«нулевой границы» (null-boundary), когда значения для отсутствующих соседей по-
лагаются равными 0.

Важной разновидностью КлА конечного размера являются обобщенные клеточ-
ные автоматы (ОКлА). Такие автоматы впервые описаны в работах С. Кауффмана
под именем «булевой сети» (Boolean network) и предназначались для моделирования
генетических процессов в биологии [30]. Затем ОКлА был предложен в работе [31],
где был назван «неоднородным клеточным автоматом»5. ОКлА математически мож-
но описать следующим образом.

Пусть задан ориентированный граф G = (V,E), где V = {v1, . . . , vN} — множе-
ство вершин графа, E — множество дуг, а δi — полустепень захода для вершины
vi и при этом входящие в данную вершину дуги пронумерованы числами 1, . . . , δi.

5 в более поздних работах этот термин использовался в другом смысле
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Будем считать, что с каждой вершиной vi связана ячейка памяти, содержащая буле-
ву переменную mi, и булева функция fi(x1, . . . , xδi) — локальная функция связи i-й
вершины.

Обобщенный клеточный автомат это автономный автомат, его внутрен-
ним состоянием в момент времени t называется заполнение массива ячеек
(m1(t),m2(t), . . . ,mN(t)). Функция переходов задаёт отображение множества состоя-
ний в себя и определяет следующее состояние автомата. При этом заполнение ячеек
памяти обобщенного КлА описывается уравнением:

mi(t) = fi
(
mn(i,1)(t− 1),mn(i,2)(t− 1), . . . ,mn(i,δi)(t− 1)

)
,

где mi(t) — состояние i-й ячейки памяти в момент времени t, а n(i, j) — номер вер-
шины, из которой исходит дуга, входящая в вершину i и имеющая номер j.

Однородный обобщенный клеточный автомат — это ОКлА, граф которого яв-
ляется регулярным по входу (т. е. число дуг, заходящих в вершину одинаково для
всех вершин) и при этом локальная функция связи для всех ячеек одинакова. В про-
тивном случае обобщенный клеточный автомат будет называться неоднородным.

Вопросы обратимости для КлА конечного размера в принципе — всегда разреши-
мы, и основная задача состоит в нахождении приемлемых критериев для проверки
обратимости, алгоритмов для реализации обратного преобразования и оценки слож-
ности этих алгоритмов. В настоящее время эти вопросы весьма мало исследованы,
результатов очень немного, а те, какие есть, — не внушают большого оптимизма на
быстрое продвижение и скорые успехи в этом направлении. Так в работе [32] про-
водились попытки исследовать свойство обратимости двумерных КлА на множестве
конфигураций, помещающихся в некоторый квадрат. Было установлено, что зада-
ча распознавания обратимости в этой постановке является co−NP -полной. В свою
очередь, для ОКлА, как показано в [33], задача восстановления предыдущего состоя-
ния (а значит и начального заполнения) обобщенного клеточного автомата является
NP -трудной, а в случае КлА с локальной функцией связи от 2 переменных, задача
о существовании предыдущего состояния принадлежит классу P .

3.4. Другие модели обратимых вычислений. Известны и другие модели обра-
тимых вычислений, укажем некоторые из них.

Броуновская машина (Ч. Беннетт). Идея — случайные блуждания, корректиру-
емые с помощью незначительных количеств управляющей энергии [34].

Адиабатическое переключение (Р. Меркль). Адиабатическим называют процесс,
протекающий без подвода и отвода теплоты. Идея — все переключения на гейтах
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делаются при одинаковом напряжении и при этом энергия не тратится. При изме-
нении напряжения между переключениями энергии тратится тем меньше, чем более
плавно происходит изменение. В идеале будут почти нулевые выбросы тепла; см. [12].
Минусом является низкая скорость работы.

Модель стержней и пазов (Ч. Беннетт и Р. Ландауэр). Элемент управления —
стержень с выступом, имеющий одну степень свободы. Взаимодействие моделирует-
ся блокировкой стержня при попадании выступов в одну область. Стержни разме-
щены внутри матрицы с фиксированными каналами и снабжены эластичными фик-
саторами, ограничивающими движение по оси и обеспечивающими дополнительное
сдерживание стержня, который претерпел столкновение. Стержни не двигаются, по-
ка их не толкнут, и только с толчком можно выяснить, заблокирован ли стержень.
В каждый момент времени стержень можно толкнуть, освободить или оставить как
есть [35].

4. Математика обратимой логики

4.1. Модели схем из функциональных обратимых элементов. Схема из
функциональных элементов классически определяется как ориентированный граф
без циклов с помеченными рёбрами и вершинами. Правильно сформированная обра-
тимая схема — ациклическая комбинационная логическая схема, в которой все эле-
менты обратимы и соединены друг с другом последовательно без ветвлений. В самой
простой математической модели обратимых схем все элементы имеют одинаковое
количество входов и выходов n. В ориентированном графе, описывающем такую об-
ратимую схему, все вершины нумеруются от 1 до l и имеют ровно n занумерованных
входов и выходов. При этом i-й выход m-й вершины, m < l, соединяется только с
i-м входом (m + 1)-й вершины. Входами обратимой схемы являются входы первой
вершины, а выходами — выходы l-й вершины. Величина l называется сложностью
схемы.

Для описания модели схем из обратимых элементов, имеющих не n входов, а
меньше, вводится понятие несущественных входов наравне с адресными и целевыми.
Значения на несущественных входах, как следует из названия, не влияют на зна-
чение на целевом выходе и передаются на соответствующие выходы без изменений.
Для перехода от этой модели к предыдущей потребуется в качестве функциональ-
ных элементов рассматривать все возможные схемы сложности 1, построенные на n
проводниках.

Модель обратимых схем можно свести к модели функциональных схем с ограни-
ченной памятью. В случае обратимой схемы с n входами каждой линии ставится в
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соответствие один из n регистров памяти (ячеек памяти), хранящих результат вычис-
лений на каждом шаге работы схемы. Входы и выходы элементов, подключенные к
линиям схемы, считывают и записывают значения в соответствующий линии регистр
памяти.

Перед началом работы в регистры памяти записываются начальные значения, в
конце работы из них считывается результат. Для реализации биективного отображе-
ния на множестве двоичных векторов длины n необходимо как минимум n регистров
памяти. Если требуемое отображение невозможно реализовать при помощи заданно-
го семейства обратимых элементов на n регистрах памяти, но можно реализовать
на (n + q) регистрах памяти, то говорят, что схема реализует отображение с q до-
полнительными входами. В большинстве случаев перед началом работы в регистры
памяти, соответствующие дополнительным входам, записывают нулевые значения,
однако могут быть записаны и единичные значения.

Обратимый элемент по определению задаёт биективное отображение на множе-
стве Zn2 — множестве двоичных векторов длины n. Любое такое преобразование мож-
но описать подстановкой на данном множестве. Следовательно, последовательное
соединение обратимых элементов задаёт подстановку, равную произведению соот-
ветствующих подстановок. Отсюда следует очевидная связь между обратимыми схе-
мами с n входами и подстановками из симметрической группы S2n . Так если взять
элементы, обратные элементам обратимой схемы Σ, и соединить их в обратном по-
рядке, то мы получим схему Σr, которая задает биективное отображение, обратное к
отображению, задаваемому схемой Σ. Будем называть такую схему зеркальной. Если
обратимая схема состоит только из самообратимых элементов, то обратное отобра-
жение реализует схема, состоящая из тех же самых элементов, но соединенных в
обратном порядке.

4.2. Функциональная полнота семейств обратимых элементов. Семейство
логических элементов, из которых строиться схема, называют библиотекой. Если
в ней присутствуют элементы с переменным числом входов, выходов, изменяемых
свойств, то такая библиотека называется параметрической. При этом конкретный
элемент выбирается в зависимости от значения некоторого параметра. Применение
параметрических библиотек значительно облегчает процесс создание логической схе-
мы. Схему, построенную из элементов библиотеки B, называют B-схемой. Подста-
новка называется B-конструируемой если она может быть реализована B-схемой.

Множество всех подстановок, реализуемых B-схемами с n входами и n выхо-
дами, является группой, обозначаемой 〈B〉n. Эта группа, в свою очередь, являет-
ся подгруппой симметрической группы S2n (может быть совпадающей со всей S2n).
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Подстановки, соответствующие элементам библиотеки B, являются образующими
элементами группы 〈B〉n. В связи с этим задачи построения схем из обратимых
элементов, реализующих элементы группы подстановок, и получения оценок для их
сложности сводятся к задачам нахождения длин элементов группы подстановок в за-
данной системе образующих, длины самой группы и мощностей её слоев. При этом
естественно возникает вопрос функциональной полноты заданного семейства обра-
тимых элементов: какие биективные отображения (какой класс отображений) могут
быть реализованы и при каком количестве дополнительных входов.

Библиотека, образованную элементами NOT, CNOT, TG называют
NCT-библиотекой [36]. Будем называть N-конструируемой (C-конструируемой,
T-конструируемой) подстановку, построенную исключительно с помощью эле-
ментов NOT (соответственно CNOT, TG). В работе [37] установлены следующие
результаты.

• Группа S2n содержит 2n N-конструируемых подстановок,
n−1∏
i=0

(
2n − 2i

)
C-кон-

струируемых подстановок,
1

2
(2n − n− 1)! T-конструируемых подстановок. Все

три указанных множества являются подгруппами в S2n .

• В схеме с n > 3 входами каждый из элементов NCT-библиотеки задаёт чётную
подстановку, как следствие и сама обратимая схема также реализует чётную
подстановку.

• Для любой заданной подстановки на множестве двоичных векторов длины
n 6 3 существует реализующая её NCT-схема с n входами.

• Для любой заданной чётной подстановки на множестве двоичных векторов
длины n > 4 существует реализующая её NCT-схема с n входами.

• Для любой заданной нечётной подстановки на множестве двоичных векторов
длины n > 4 не существует реализующей её NCT-схемы с n входами, однако
существует реализующая ее NCT-схема с (n + 1) входами (один дополнитель-
ный).

Зафиксируем набор библиотек B1, . . . ,Bk и построим (B1| . . . |Bk)-схему, присо-
единяя к выходу Bi-схемы входы Bi+1-схемы, i = 1, . . . , k − 1. Входом построенной
(B1| . . . |Bk)-схемы есть вход B1-схемы, а выходом — выход Bk-схемы.

Каждая подстановка из S2n при n = 1, 2, 3 и каждая четная подстановка при
n > 4 может быть реализована некоторой (T|C|T|N)-схемой и, следовательно, явля-
ется NCT-конструируемой [37].
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Аналогично, для других семейств обратимых элементов можно установить их
функциональную полноту. Пусть B — библиотека из обратимых логических эле-
ментов. Тогда B универсальна, если для любого n и любой подстановки π ∈ S2n

существует такое q, что некоторая B-схема вычисляет π, используя q линий до-
полнительной (вспомогательной) памяти. Доказано, что для любой универсальной
библиотеки B и достаточно большого n подстановки из знакопеременной группы
A2n являются B-конструируемыми, а подстановки из S2n реализуются с помощью не
более чем одной дополнительной линии (вспомогательной памяти) [37].

Приведем примеры универсальных библиотек, имеющих прикладное значе-
ние для криптографии. Библиотека Тоффоли–подобных обратимых элементов
σ : Zn2 → Zn2 для которых координатные функции σi(x1, . . . , xn), i = 1, . . . , n, за-
даются системой

yi = xi ⊕ f (xi1 , . . . , xik),

yj = xj при j 6= i,

где ⊕ — операция сложения по mod 2, а функция f : Zk2 → Z2. В работе [38] доказы-
вается, что при n > 1, k = n− 1 множество указанных элементов порождает группу
S2n , а при n > 4 и фиксированном 2 6 k 6 n− 2 — группу A2n .

Другая интересная библиотека состоит из подстановок σ : Z2m
2 → Z2m

2 вида
σ(a, b) = (b, f(a, b)), где a, b ∈ Zm2 , f : Zm2 ×Zm2 → Zm2 . Для случая f(a, b) = a⊕ϕ(b), ϕ—
произвольное отображение Zm2 → Zm2 , ⊕ — операция покоординатного сложения по
mod 2. Доказано, что множество указанных подстановок порождает группу A22m [39].

4.3. Схемы с дополнительными входами. Считаем, что схема из обратимых
элементов с n значимыми и q дополнительными входами реализует функцию
f : Zn2 → Zm2 , если подавая на значимые входы значение аргумента функции x, пода-
вая 0 на дополнительные входы, на m значимых выходах мы получаем значение y

(значения, полученные на незначимых выходах, игнорируются). Если в конце работы
схемы значение на незначимом выходе не равно входной константе, линия называет-
ся мусорной, а полученное значение — вычислительным мусором. Достаточно часто
мусорными считаются все незначимые выходы. В общем, число основных (значимых)
входов плюс число дополнительных входов должно равняться числу основных (зна-
чимых) выходов плюс число незначимых выходов, включая мусорные, см. рис. 10.
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Рис. 10. Входы и выходы обратимой схемы

Чтобы реализовать необратимое отображение с помощью обратимых логических
элементов необходимо сделать его обратимым, добавив дополнительные входы на ко-
торые подаются константы 0. Для реализации необратимой функции, в которой сов-
падающие выходные наборы встречаются доM раз, требуется как минимум dlog2Me
дополнительных линий [40]. В частности, для любого заданного отображения на мно-
жестве двоичных векторов длины n существует реализующая её обратимая схема,
состоящая из элементов данного семейства и имеющая не более 2n входов (n допол-
нительных).

Поскольку произвольная схема с n + q входами, построенная из обратимых эле-
ментов реализует некоторую подстановку на множестве двоичных векторов длины
n + q, реализация этой схемой функции f : Zn2 → Zm2 может быть математически
описана при помощи расширяющего отображения ϕn,n+q : Zn2 → Zn+q

2 вида

ϕn,n+q (〈x1, . . . , xn〉) = 〈x1, . . . , xn, 0, . . . , 0〉

и редуцирующего отображения ψπn+q,n : Zn+q
2 → Zn2 вида

ψπn+q,m (〈x1, . . . , xn+q〉) = 〈xπ(1), . . . , xπ(m)〉,

где π — некоторая подстановка на множестве Zn+q.
Тогда обратимая схема с (n + q) > m входами, задающая подстановку

g : Zn+q
2 → Zn+q

2 , реализует отображение f : Zn2 → Zm2 c использованием q > 0 до-
полнительных входов (дополнительной памяти), если существует такая подстановка
π ∈ Zn+q, что

ψπn+q,m (g (ϕn,n+q(x))) = f(x),

где x ∈ Zn2 , f(x) ∈ Zm2 .
В основополагающей работе Ч. Беннетта была предложена общая конструк-

ция для обратимого вычисления произвольной (обратимой или необратимой) функ-
ции [5]. Конструкция Беннетта схематично представлена на рис. 11. Здесь f — схема
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Рис. 11. Конструкция Беннетта

из обратимых элементов, реализующая функцию f : Zn2 → Zm2 , x ∈ Zn2 — вход
функции, y ∈ Zm2 — ее выход, g — вычислительный мусор, fr — зеркальная схема.
В конструкции используется подсхема копирования C, которая может быть постро-
ена из элементов CNOT (рис. 12).

Рис. 12. Схема копирования

В развитие этой идеи Т. Тоффоли [36] была предложена общая конструкция NCT-
схемы для вычисления произвольной (обратимой или необратимой) функции (см. ни-
же п. 5.1).

С помощью любой библиотеки, содержащей универсальный элемент, можно ре-
ализовать обратимой схемой любое заданное отображение на множестве двоичных
векторов длины n, однако количество необходимых для этого дополнительных вхо-
дов схемы может кардинально отличаться для различных библиотек: оно может быть
либо константным, либо зависящим от количества элементов в схеме. От количества
дополнительных входов обратимой схемы зависит и класс отображений на множестве
двоичных векторов, реализуемых при помощи заданного семейства обратимых эле-
ментов, даже если оно содержит универсальный элемент. К примеру, гейт Фредкина
является универсальным, однако при помощи обратимой схемы без дополнитель-
ных входов, состоящей только из элементов данного типа, невозможно реализовать
отображение, изменяющее вес Хэмминга двоичного вектора (количество единичных
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координат в нем). Помимо этого от количества дополнительных входов обратимой
схемы существенно зависит и её сложность (будет рассмотрено в части II статьи).

5. Обратимые языки программирования

5.1. Обратимые надстройки над функциями. Для обеспечения обратимости
при вычислениях используют функции, инъективные по первому аргументу, кото-
рые получают из обычных функций, применяя процедуру обратимой надстройки.

Определение. Бинарную функцию A×B �−→ C называют инъективной по первому
аргументу, если

a1 � b = a2 � b ⇒ a1 = a2.

Пример: n+ 3 = m+ 3 ⇒ n = m; антипример: n× 0 = m× 0 6⇒ n = m.

Теорема. Пусть � — бинарная функция, инъективная по первому аргументу. То-
гда существует функция C ×B �−→ A такая, что

(a� b)� b = a.

Неформально говорят, что операция � «обратна» к операции �. Примеры пар
(�,�): для чисел — (+,−), при работе с ненулевыми числами — (×,÷), для булевых
векторов — (⊕,⊕).

Обратимая надстройка над унарной функцией f(y) есть бинарная функция
g(x, y) = (x� f(y), y ), такая, что операция � обратима по первому аргументу.

x −→ x� f(y) (x� f(y))� f(y) = x ←− x� f(y)
y −→ y y ←− y

Рис. 13. Схема обратимого вычисления функции f(y)

Пример: если g(x, y) = (x + f(y), y), то g−1(x, y) = (x − f(y), y). Пусть
f(y) = sin y, x — произвольное, тогда

g(x, y) = (x+ sin y, y)

g−1(x, y) = (x− sin y, y)

g−1(x+ sin y, y) = (x+ sin y − sin y, y) = (x, y)

Обратимые надстройки существуют у всех функций. Обратная детерминирован-
ность программы позволяет проводить вычисления программы в обратном порядке
(«инверсность»).

Двунаправленные программы называют линзами (lens) [41].
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5.2. Язык Janus. Язык Janus — первый обратимый язык программирования, ин-
терпретатор был построен Т. Йокоямой и Р. Глюком [42]. Преобразователь и интер-
претатор Janus свободно доступны6. Janus также реализован на языке Prolog.

В языке Janus все функции заменены обратимыми надстройками, в циклах и
условиях возвращается информация о пройденном пути («история» Ч. Беннетта),
параметры процедур передаются только по ссылке, глобальных переменных нет, при
инициализации процедур все переменные и элементы массива обнуляются, а стеки
опустошаются.

Janus — императивный язык программирования: исполнение программы состоит
в последовательном выполнении команд. Программа prog на языке Janus состоит из
основной процедуры pmain, за которой следует последовательность d_proc∗ опреде-
лений процедур p:

prog ::= pmain d_proc∗

Основная процедура pmain не имеет параметров и состоит из указания типов пе-
ременных и оператора. Определение процедуры имеет вид

procedure <имя>((<тип скаляр/массив><имя>)∗)<тело процедуры>.

Имеются следующие типы переменных данных: скаляр (32-разрядное неотрица-
тельное целое), одномерный массив целых x[c] и стек целых. Логические значения
суть ’целое ненулевое’ = true, ’целое нулевое’ = false. Массивы индексируются целы-
ми числами, начиная с нуля.

Управляющие структуры языка Janus традиционны. Это операторы (statement)
присваивания (+=, -=, ^), обмена двух значений (<=>), условный (if e1 then s1 else s2

fi e2) и цикла (from e1 do s1 until e2).
Логика их работы проиллюстрирована на рис. 14 и 15 [41].
В Janus’е также имеются операторы работы со стеком — поместить данное зна-

чение в стек извлечь его из стека (push, pop), прямого (call) и обратного (uncall)
вызовов процедуры.

Пример: процедура вычисления чисел Фибоначчи [43]. Вычисление n-го числа
Фибоначчи в Janus программируется с запоминанием n-го и (n − 1)-го чисел, что
делает неинъективную функцию вычисления чисел инъективной. Программа fib
состоит только из обратимых операций (+=, -=) и обратимого условного оператора с
критериями входа и выхода.

procedure fib(int x1, int x2, int n)
if n=0 then x1 += 1

x2 += 1
6 http://topps.diku.dk/pirc/janus-playground/
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а) б)

Рис. 14. Прямое а) и обратное б) вычисление условия.

а)
б)

Рис. 15. Прямое а) и обратное б) вычисление цикла.

else n -= 1
call fib(x1,x2,n)
x1 += x2
x1 <=> x2 // swap

fi x1=x2
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При прямом вызове процедуры, положив n = 4, получим x1 = 5, x2 = 8, т. е. 5-е
и 6-е числа Фибоначчи и n = 0:
procedure fib_fwd(int x1,int x2,int n)

n += 4
call fib(x1,x2,n) // forward execution

При обратном вызове процедуры, положив x1 = 5, x2 = 8, получим x1 = x2 = 0

и n = 4 — исходные значения парметров:
procedure fib_bwd(int x1,int x2,int n)

x1 += 5
x2 += 8
uncall fib(x1,x2,n) // backward execution

Известны и другие обратимые языки: логический язык CRL, PsiLisp (Ψ-LISP,
Baker (1992)), R (Frank (1999)), Inv (Mu, Hu, and Takeichi (2004)); все ссылки можно
найти в [12, 44].

При функциональном программировании каждая процедура должна проектиро-
ваться одновременно с процедурой отката.

Обратимое программирование тесно связано с алгебраическим (функциональ-
ным). Некоторые результаты по алгебрам программ в связи с обратимыми вычисле-
ниями можно найти в работах Н. Н. Непейводы [14].
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Kudryavtsev K. N., Zhukovskiy V. I., Zhukovskaya L. V

Abstract. How can we combine altruism of Berge equilibrium with selfishness of Nash
equilibrium? The positive answer to this question will be given below. In short, they can be
combined but in the class of mixed strategies. For a noncooperative N -player normal form game,
we introduce the concept of hybrid equilibrium (HE) by synthesizing the concepts of Nash and
Berge equilibria and Pareto maximum. Some properties of this equilibrium are explored and its
existence in mixed strategies is established under standard assumptions of mathematical game
theory (convex and compact strategy sets and continuous payoff functions).

Keywords: Berge equilibrium, Nash equilibrium, Pareto optimum, Germeier convolution,
noncooperative game

Introduction

In 1949 twenty-one years old Princeton University postgraduate J.F. Nash suggested
and proved the existence of a solution [1, 2], which subsequently became known as Nash
equilibrium (NE). Nash equilibrium has been widely used in economics, military science,
policy, and sociology. After 45 years, J. Nash together with R. Selten and J. Harsanyi were
awarded the Nobel Prize in Economic Sciences “for their pioneering analysis of equilibria
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in the theory of non-cooperative games.” The whole point is that NE has stability against
any unilateral deviations of a single player, which explains its success in economic and
political applications.

Almost every issue of modern journals on operations research, systems analysis or
game theory contains papers with the concept of Nash equilibrium. However, there are
spots on the sun: an obvious drawback of NE consists in pronounced selfishness as each
player seeks to increase his/her/its own payoff only.

The antipode of NE is the concept of Berge equilibrium (BE): each player applies
every effort to maximize the payoffs of the other players, neglecting his/her/its individual
interests. BE was formalized in 1985 by V. Zhukovskiy [3] as a possible solution of
noncooperative N -player games, after perusal of C. Berge’s book Théorie générale des
jeux a n personnes [4] published in 1957 (which explains the term “Berge equilibrium”). In
1995 Russian mathematician K. Vaisman defended his Candidate of Sciences Dissertation
entitled “Berge equilibrium” at Department of Applied Mathematics and Control
Processes (St. Petersburg State University) under scientific supervision of Zhukovskiy.
This dissertation and Vaisman’s early papers [5, 6] attracted the attention of researchers,
in Russia and then abroad. As of today, the number of publications related to this
equilibrium has exceeded three hundreds. BE is a good mathematical model for the Golden
Rule of ethics (“Behave to others as you would like them to behave to you.”) [7, 8]. BE is
famed for its altruism.

Obviously, these streaks – selfishness and altruism are intrinsic (in some proportion)
to any individual, including a conflicting party. However, it seems delusive to expect that
such a combined solution exists in pure strategies. Therefore, again following the approach
of E. Borel [9], J. von Neumann [10], J. Nash [1] and their scholars, we will establish the
existence of combined Nash–Berge equilibrium in mixed strategies. This solution is called
hybrid equilibrium (HE). The main goal of this paper is to prove the existence of HE in
mixed strategies. Also note a negative property of NE [11] and BE: the sets of both types
of equilibria are internally unstable, i.e., there may exist two (NE or BE) profiles such
that the payoff of each player in one of them is strictly greater than in the other. We will
remove this “negativity” by adding the Pareto maximality of HE with respect to all other
equilibria. Well our formalization unites three properties, namely, a HE is first, a Nash
equilibrium, second, a Berge equilibrium, third, Pareto maximal with respect to the other
equilibria.

This article proves the following result: if a noncooperative N -player normal form
game has bounded convex and closed strategy sets of players and also continuous payoff
functions, then there exists a HE in mixed strategies in this game.
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In addition, we obtain sufficient conditions for the existence of HE that are reduced
to saddle point calculation for a special Germeier convolution of payoff functions.

1. Formalization of hybrid equilibrium

Consider a mathematical model of a conflict as a noncooperative N -player normal
form game described by an ordered triplet

Γ = 〈N, {Xi}i∈N, {fi(x)}i∈N〉.

Here N = {1, 2, . . . , N} denotes the set of serial numbers (indexes) of players (N > 1);
each of N players chooses his/her/its strategy xi ∈ Xi ⊆ Rni , thereby forming a strategy
profile

x = (x1, . . . , xN) ∈ X =
∏
i∈N

Xi ⊆ Rn (n =
∑
i∈N

ni)

in this game; a payoff function fi(x) is defined over the set X, which gives the payoff of
player i (i∈N). At conceptual level, each player i in the game Γ seeks for choosing a
strategy xi that would maximize his/her/its payoff.

A natural approach is the define a solution of the game Γ using a pair

(x∗, f(x∗) = f1(x∗), . . . , fN(x∗)) ∈ X×RN ,

where the strategies of a profile x∗ = (x∗1, . . . , x
∗
N) ∈ X1 × . . . × XN = X are determined

by an optimality principle while the elements of a vector f(x∗) specify the corresponding
payoffs of players under these strategies. As noted by N. Vorobiev, the founder of the
largest national scientific school on game theory, “. . . the practice of games shows that
all the optimality principles developed so far directly or indirectly reflect the idea of
a stable strategy profile that satisfies these principles. . . ” [12, p. 94]. For introducing
the concept of hybrid equilibrium, we will adopt three optimality principles, namely,
Nash equilibrium, Berge equilibrium (from theory of noncooperative games) and Pareto
maximum (PM, from theory of multicriteria choice problems). Interestingly, each of these
principles has its own type of stability : NE is stable against the unilateral deviations of
any player i (i.e., the deviations of xi from x∗i ); BE is stable against the deviations of
all players except given player i subject to the payoff function fi(x) (i.e., the deviations
of (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xN) from (x∗1, . . . , x

∗
i−1, x

∗
i+1, . . . , x

∗
N)); PM is stable against the

deviations of all players (i.e., the deviation of the whole current profile x from the
optimal solution x∗). Using the standard notation (x‖zi) = (x1, . . . , xi−1, zi, xi+1, . . . , xN)

of noncooperative games, we proceed with the following notions.
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Definition 1. A strategy profile xe = (xe1, . . . , x
e
i , . . . , x

e
N) ∈ X is called a Nash

equilibrium in the game Γ if

max
xi∈Xi

fi(x
e‖xi) = fi(x

e) (i ∈ N). (1)

Definition 2. A strategy profile xB = (xB1 , . . . , x
B
i , . . . , x

B
N) ∈ X is called a Berge

equilibrium in the game Γ if

max
x∈X

fi(x‖xBi ) = fi(x
B) (i ∈ N). (2)

Let us associate the game Γ with the N -criteria choice problem

Γv = 〈X, f(x) 〉,

where the set of alternatives X coincides with the set of strategy profiles X in the game Γ

and the vector criterion has the form f(x) = (f1(x), . . . , fN(x)), consisting of the payoff
functions fi(x) of all players i ∈ N in the game Γ.

Definition 3. An alternative (here a strategy profile x ∈ X) is Slater (Pareto) maximal
in the problem Γv if, for all x ∈ X, the system of inequalities

fi(x) > fi(x
∗) (i ∈ N)

(fi(x) ≥ fi(x
P ) (i ∈ N), respectively), with at least one strict inequality, is inconsistent.

Corollary 1. It is possible to suggest the following sufficient condition of Pareto
maximality: if

max
x∈X

∑
i∈N

fi(x) =
∑
i∈N

fi(x
∗) ∀x ∈ X, (3)

then the strategy profile x∗ is Pareto maximal in the problem Γv.

Now, we introduce the central concept of this paper.

Definition 4. A pair (x∗, f(x∗)) ∈ X×RN is called a Pareto hybrid equilibrium (PHE)
in the game Γ if the strategy profile x∗ is simultaneously a Nash equilibrium and a Berge
equilibrium in this game and also a Pareto maximal alternative in the multicriteria choice
problem Γv, i.e., the PHE x∗ satisfies three conditions as follows:

max
xi∈Xi

fi(x
∗‖xi) = fi(x

∗) (i ∈ N),

max
x∈X

fi(x‖x∗i ) = fi(x
∗) (i ∈ N),

(4)

x∗ is Pareto maximal in Γv.

Remark 1. In accordance with Corollary 1, a strategy profile x∗ is a PHE in the game
Γ if it simultaneously satisfies the three optimality conditions (1)–(3).
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Remark 2. By analogy with Definition 4, we may easily introduce the concept of Slater
hybrid equilibrium (SHE), just replacing the Pareto maximality of x∗ with its Slater
maximality in the problem Γv.

2. Properties of hybrid equilibria

Hereinafter, the notation cocompRn is used for the set of convex and compact subsets
from space Rn while ϕ(·) ∈ C(X) for a continuous scalar function ϕ(x) defined over X.

In this section, let the game Γ satisfy the assumptions

Xi ∈ cocompRni , fi(·) ∈ C(X) (i ∈ N). (5)

Property 1. Under conditions (5), any PHE in the game Γ is simultaneously a SHE;
the set of all SHE is compact in X×RN (perhaps, empty).

Property 1 directly follows from the fact that a Pareto maximal alternative in the
choice problem Γv is also Slater maximal (in general, the converse fails) while the set of
Slater maximal alternatives XS in Γv is a nonempty compact set in X [13, p. 142].

The sets of Nash and Berge equilibria, Xe and XB, in the game Γ are also compact
in X (perhaps, empty) if assumptions (5) hold. In this case, the intersection of the three
compact sets (XS

⋂
Xe
⋂

XB) = X∗ is also a compact set in X (again, can be empty). The
compactness of f(X∗) = {f(x)|x ∈ X∗} is immediate from the continuity of the payoff
functions fi(x) over X (i ∈ N).

Note that the set of PHE can be noncompact, generally speaking, due to the
noncompactness of the set of all Pareto maximal alternatives XP in the choice problem
Γv. Also keep in mind the inclusion f(XP ) ⊆ f(XS).

Property 2. Under assumptions (5), the PHE x∗ satisfies the individual rationality
condition, i.e.,

fi(x
∗) ≥ max

xi∈Xi
min

xN\{i}∈XN\{i}
fi(xi, xN\{i}) =

= min
xN\{i}∈XN\{i}

fi(x
0
i , xN\{i}) = f 0

i (i ∈ N),
(6)

where x = (x1, . . . , xi, . . . , xN) = (xi, xN\{i}), xN\{i} = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xN) and
XN\{i} =

∏
j∈N\{i}

Xj (N\{i} = 1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , N).

Really, each Nash equilibrium x∗ in the game Γ has property 2 (individual rationality),
i.e., fi(x∗) ≥ f 0

i (i ∈ N), where x0
i and f 0

i are the maximin strategy and payoff of player i,
respectively.

Remark 3. As illustrated by Vaisman’s counter-example [14, pp. 68–69], individual
rationality generally fails for a Berge equilibrium xB in the game Γ.
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Property 3. A PHE x∗ is collectively rational in a cooperative N-player game without
side payments, which appears from the Pareto maximality of the alternative x∗ in the
choice problem Γv.

Remark 4. Individual rationality applies certain requirements to alliances (coalitions)
with other players: player i joins a coalition only if his/her/its payoff becomes not smaller
than the maximin value f 0

i , which can be achieved by this player independently using the
maximin strategy x0

i .
Collective rationality drives all players to the largest payoffs (in the vector sense!) –

the Pareto maximums.

As x∗ is a Nash equilibrium, each player seeks to maximize his/her/its payoff.
Berge equilibrium matches an altruistic aspiration of each player for the maximal

payoffs of all other players.
Actually, the first two requirements (individual and collective rationality) are among

the standard criteria of “good” solutions for cooperative N -player games without side
payments. At the same time, Nash and Berge equilibria are new properties for such games,
which (we believe) makes the novel concept of PHE an efficient solution for the game Γ.

3. Sufficient conditions

To formulate sufficient conditions for the existence of PHE in the game Γ, we will
ensure Pareto maximality in terms of Definition 3 by satisfying equality (3). The sufficient
conditions will be based on the original approach from [15]. Introduce an N -dimensional
vector z = (z1, . . . , zN) ∈ X and the Germeier convolution [16] of the form

ϕi(x, z) = fi(z‖xi)− fi(z) (i ∈ N),

ϕi+N(x, z) = fi(x‖zi)− fi(z) (i ∈ N),

ϕ2N+1(x, z) =
∑

j∈N fj(x)−
∑

j∈N fj(z),

ψ(x, z) = maxr=1,...,2N+1 ϕr(x, z).

(7)

A saddle point (x0, z∗) ∈ X×X of the scalar function ψ(x, z) (7) is given by the chain
of inequalities

ψ(x, z∗) ≤ ψ(x0, z∗) ≤ ψ(x0, z) ∀x ∈ X, z ∈ X. (8)

Theorem 1. If (x0, z∗) is a saddle point of the function ϕ(x, y) (8) in the zero-sum
two-player game

Γa = 〈X,Z = X, ψ(x, z)〉,
then the maximin strategy z∗ ∈ X is a PHE of the game Γ.
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Proof. Really, formula (7) with z = x0 gives ψ(x0, x0) = 0. Then, by transitivity,

ψ(x, z∗) ≤ 0 ∀x ∈ X.

Using max
r=1,...,2N+1

ϕr(x, z
∗) ≤ 0 ∀x ∈ X and (7), we arrive at 2N+1 inequalities of the form

fi(z
∗‖xi) ≤ fi(z

∗) ∀xi ∈ Xi (i ∈ N),

fi(x‖z∗i ) ≤ fi(z
∗) ∀x ∈ X (i ∈ N),∑

j∈N
fj(x) ≤

∑
j∈N

fj(z
∗) ∀x ∈ X.

Here the first N inequalities make z∗ ∈ X a Nash equilibrium in the game Γ (see (1));
the second group of inequalities ensures that z∗ is a Berge equilibrium as dictated by (2);
finally, the last (2N + 1)th inequality means that z∗ is a Pareto maximal alternative in
the choice problem Γv. �

Remark 5. In accordance with Theorem 1, PHE design is reduced to calculation of a
saddle point (x0, z∗) for the Germeier convolution ψ(x, z) (7). Thus, we have developed a
constructive method of PHE design in the game Γ, which includes the following steps:

first, define the scalar function ψ(x, z) using formulas (7);
second, find a saddle point (x0, z∗) of the function ψ(x, z) (see the chain of

inequalities (8));
third, calculate the values fi(z∗) (i ∈ N).
Then the pair (z∗, f(z∗) = (f1(z∗), . . . , fN(z∗))) is a PHE in the game Γ: each player

i ∈ N should apply his/her/its strategy from the profile z∗, thereby obtaining the payoff
fi(z

∗).

Remark 6. The whole complexity of PHE design in the game Γ lies in calculation of
the saddle point (x0, z∗) for the Germeier convolution (7). The fact is that maximization
of a finite number of functions ϕr(x, z) (r = 1, . . . , 2N + 1) spoils the differentiability
and concavity (or convexity) of ϕr(x, z), although preserving the continuity of this
function over the product X × Z of the compact sets X and Z, see [17, p. 54]. Here
we face a situation well described by C. Hermite: “I turn with terror and horror from
this lamentable scourge of continuous functions with no derivatives”. So it is necessary
to develop numerical calculation methods for the saddle point (x0, z∗) of the Germeier
convolution max

r=1,...,2N+1
ϕr(x, z). Unfortunately, no literature has been found in this field

of research to date. In particular, the saddle point calculation problem was not solved at
the International Conference on Constructive Nonsmooth Analysis and Related Topics
(CNSA-2017, St. Petersburg, May 22–27, 2017) dedicated to the Memory of Professor V.
Demyanov.
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4. Existence of Pareto hybrid equilibrium in mixed strategies

One must be a reckless optimist for considering the game Γ (especially an explicit form
of the payoff function) with PHE in pure strategies x∗i ∈ Xi (i ∈ N) (by Definition 4, the
desired strategy profile x∗ is simultaneously a Nash equilibrium and a Berge equilibrium in
the game Γ and also a Pareto maximal alternative in the corresponding choice problem).
Thus, employing the approach of E. Borel [9], J. von Neumann [10], J. Nash [1] and their
followers, we will extend the set Xi of pure strategies xi to the mixed ones. Then we will
establish the existence of appropriately formalized mixed strategy profiles in the game Γ

that satisfy the three requirements of hybrid equilibrium.
As before, cocompRni stands for the set of all convex and compact (closed and

bounded) subsets of the Euclidean ni-dimensional space Rni while fi(·) ∈ C(X) means
that a scalar function fi(x) is continuous over X.

Again consider the noncooperative N -player game Γ without side payments. Without
special mention, assume the elements of the ordered triplet Γ satisfy requirements (5),
i.e.,

Xi ∈ cocompRni , fi(·) ∈ C(X) (i ∈ N).

For each compact set Xi ⊂ Rni (i ∈ N), construct the Borel σ-algebra B(Xi), i.e.,
the set of all subsets of Xi such that Xi ∈ B(Xi), and B(Xi) is closed with respect to the
complement and union of a countable number of sets from B(Xi); in addition, B(Xi) is
the minimal σ-algebra that contains all closed subsets of the compact set Xi.

Therefore, construct the Borel σ-algebra B(Xi) for each compact set Xi (i ∈ N) and
the Borel σ-algebra B(X) for the set X =

∏
i∈N

Xi of all strategy profiles, assuming that

B(X) contains all Cartesian products of the elements from the Borel σ-algebras B(Xi)

(i ∈ N).
Within the framework of mathematical game theory, a mixed strategy νi(·) of player i

is identified with a probability measure over the compact set Xi. By definition [18, p. 271],
in the notations of [19, p. 284] a probability measure is a nonnegative scalar function νi(·)
defined on the Borel σ-algebra B(Xi) of all subsets of the compact set Xi ⊂ Rni that
satisfies two conditions as follows:

(1) νi
(⋃

k

Q
(i)
k

)
=
⋃
k

νi

(
Q

(i)
k

)
for any sequence {Q(i)

k }∞k=1 of pairwise disjoint elements

from B(Xi) (countable additivity);
(2) νi(Xi) = 1 (normalization), which implies νi

(
Q(i)

)
≤ 1 for all Q(i) ∈ B(Xi).

Designate as {νi} the set of all mixed strategies of player i (i ∈ N).
Also note that the product measures ν(dx)=ν1(dx1). . .νN(dxN), treated in the sense of

the well-known definitions of [18, p. 370] (and the notations of [19, p. 123]), are probability
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measures over the strategy profile set X. Let {ν} be the set of such probability measures
(strategy profiles). Once again, we emphasize that in the design of the product measure
ν(dx) the role of the σ-algebra of all subsets of the set X1 × . . . × XN = X is played by
the smallest σ-algebra B(X) that contains all Cartesian products Q(1)× . . .×Q(N), where
Q(i) ∈ B(Xi) (i ∈ N). The well-known properties of probability measures [20, p. 288],
[18, p. 254] imply that the sets of all possible measures νi(dxi) (i ∈ N) and ν(dx) are
weakly closed and weakly self-compact (see [18, pp. 212, 254], and [21, pp. 48, 49]). As
applied, e.g., to {ν}, this means that from any infinite sequence {ν(k)} (k = 1, 2, . . .) it
is possible to extract a subsequence {ν(kj)} (j = 1, 2, . . .) with a weak convergence to a
measure ν(0)(·) ∈ {ν}. In other words, for any scalar function ψ(x) that is continuous over
X, we have

lim
j→∞

∫
X

ψ(x)ν(kj)(dx) =

∫
X

ψ(x)ν(0)(dx)

and ν(0)(·) ∈ {ν}. Owing to the continuity of ψ(x), the integrals
∫
X

ψ(x)ν(dx) (the

expectations) are well-defined; by Fubini’s theorem,∫
X

ϕ(x)ν(dx) =

∫
X1

. . .

∫
XN

ϕ(x)νN(dxN) . . . ν1(dx1),

and the order of integration can be interchanged.
Let us associate the game Γ in pure strategies with its mixed extension

Γ̃ = 〈N, {νi}i∈N, {fi[ν] =

∫
X

f [x]ν(dx)}i∈N〉, (9)

where, like in Γ, the setN consists of all serial numbers (indexes) of players while {νi} is the
set of mixed strategies νi(·) of player i; in game (9), each conflicting party i ∈ N chooses
its mixed strategy νi(·) ∈ {νi}, thereby forming a mixed strategy profile ν(·) ∈ {ν}; the
payoff function of each player i, i.e., the expectation

fi[ν] =

∫
X

fi[x]ν(dx),

is defined over the set {ν}.
For game (9), the notion of a PHE x∗ (see Definition 4) has the following analog.

Definition 5. A mixed strategy profile ν∗(·) ∈ {ν} is called a hybrid equilibrium (HE)
in the mixed extension (9) (equivalently, a hybrid equilibrium in mixed strategies in the
game Γ) if
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first, the profile ν∗(·) is a Nash equilibrium in the game Γ̃, i.e.,

max
νi(·)∈{νi}

fi(ν
∗‖νi) = fi(ν

∗) (i ∈ N); (10)

second, ν∗(·) is a Berge equilibrium in game (9), i.e.,

max
νN\{i}(·)∈{νN\{i}}

fi(ν‖ν∗i ) = fi(ν
∗) (i ∈ N); (11)

and third, ν∗(·) is a Pareto maximal alternative in the N -criteria choice problem

Γ̃v = 〈{ν}, {fi(ν)}i∈N〉,

i.e., for all ν(·) ∈ {ν}, the system of inequalities

fi(ν) ≥ fi(ν
∗) (i ∈ N),

with at least one strict inequality, is inconsistent.
Here and in the sequel,

νN\{i}(dxN\{i}) = ν1(dx1) . . . νi−1(dxi−1)νi+1(dxi+1) . . . νN(dxN),

(ν‖ν∗i ) = ν1(dx1) . . . νi−1(dxi−1)ν∗i (dxi)νi+1(dxi+1) . . . νN(dxN),

ν∗(dx) = ν∗1(dx1) . . . ν∗N(dxN);

in addition, denote by {ν∗} the set of hybrid equilibria ν∗(·), i.e., the strategy profiles
that satisfy the three requirements of Definition 5.

Consider several results used below for proving the existence of HE in mixed strategies.
The following sufficient condition of Pareto maximality is obvious, see the statement
below.

Proposition 1. A mixed strategy profile ν∗(·) ∈ {ν} is a Pareto maximal alternative in
the choice problem Γv = 〈{ν}, {fi(ν)}i∈N〉 if

max
ν(·)∈{ν}

∑
i∈N

fi(ν) =
∑
i∈N

fi(ν
∗). (12)

Proposition 2. Consider the game Γ under conditions (5), i.e., the sets Xi are convex
and compact while the payoff functions fi(x) are continuous over X = X1× . . .×XN . Let
{νe} be the set of Nash equilibria νe(·) that satisfy (10) with ν∗(·) replaced by νe(·);
{νB} be the set of Berge equilibria νB(·) that satisfy (11) with ν∗(·) replaced by νB(·);
{νP} be the set of alternatives νP (·) that satisfy (12) with ν∗(·) replaced by νP (·) (i.e.,

νP is a Pareto maximal alternative in mixed strategies in the N -criteria choice problem
〈{ν}, {fi(ν)}i∈N〉).
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Then the set {ν∗} of hybrid equilibria ν∗(·) in the mixed extension Γ̃ of the game Γ is
a weakly compact-in-itself subset of the set of mixed strategy profiles {ν} in the game Γ

(although, {ν∗} can be empty).

Proof. Under conditions (5), we have {νe} 6= Ø in accordance with the Gliksberg
theorem [22]. Next, the fact {νB} 6= Ø has been established in the preceding sections
of our book. The non-emptiness of the set of Pareto maximal alternatives, {νP} 6= Ø, can
be demonstrated by analogy. The intersection of a finite number of weakly compact sets
(in our case, three ones) is also weakly compact, perhaps empty. �

Corollary 2. Under conditions (5), the set

f({ν∗}) =
⋃

ν(·)∈{ν∗}

f(ν), f = (f1, . . . , fN),

is compact (bounded and closed) in the N-dimensional Euclidean criterion space RN .

Theorem 2 below proves the implication (5)⇒ {ν∗} 6= Ø, which is the central result
of this article.

Proposition 3. Consider game (9) under conditions (5). Then the function ϕr(x, z) from

ψ(x, z) = max
r=1,...,2N,2N+1

ϕr(x, z) (13)

satisfies the inequality

max
r=1,...,2N,2N+1

∫
X×X

ϕr(x, z)µ(dx)ν(dz) ≤

≤
∫

X×X

max
r=1,...,2N,2N+1

ϕr(x, z)µ(dx)ν(dz)
(14)

for any µ(·) ∈ {ν} and ν(·) ∈ {ν}, where

ϕi(x, z) = fi(x‖zi)− fi(z) (i ∈ N),

ϕj(x, z) = fj(z‖xi)− fj(z) (j ∈ {N + 1, . . . , 2N}),
ϕ2N+1(x, z) =

∑
i∈N

[fi(x)− fi(z)].
(15)

This proposition was argued in [11].

Remark 7. In fact, formula (14) generalizes the well-known property of maximization:
the maximum of a sum does not exceed the sum of the maximums.

Now, proceed with an interesting fact from operations research, which will be vital for
proving Theorem 2. Consider (2N + 1) scalar functions ϕr(x, z) (r = 1, . . . , 2N, 2N + 1),
where z = (z1, . . . , zN) ∈ Z = X and ϕj(x, z) (j = = 1, . . . , 2N + 1) are defined by (15).
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Proposition 4. If (2N + 1) scalar functions ϕj(x, z) (j = 1, . . . , 2N+1) are continuous
over the product X× (Z = X) of compact sets, then the function

ψ(x, z) = max
j=1,...,2N+1

ϕj(x, z)

is also continuous over X× Z.

The proof of a more general result can be found in many textbooks on operations
research, e.g., [17] and [23].

Finally, let us establish the central result of this article – the existence of a hybrid
equilibrium (HE) in mixed strategies under conditions (5).

Theorem 2. If in the game Γ the sets Xi ∈ cocomp Rni and fi(·) ∈ C(X) (i ∈ N), then
there exists a hybrid equilibrium in mixed strategies in this game.

Proof. Consider an auxiliary zero-sum two-player game

Γa = 〈{1, 2}, {X,Z = X}, ψ(x, z)〉.

In the game Γa, the set X of strategies x chosen by player 1 (which seeks to maximize
ψ(x, z)) coincides with the set of strategy profiles of the game Γ; the set Z of strategies
z chosen by player 2 (which seeks to minimize ψ(x, z)) coincides with the same set X. A
solution of the game Γa is a saddle point (x0, zB) ∈ X×X; for all x ∈ X and each z ∈ X,
it satisfies the chain of inequalities

ψ(x, zB) ≤ ψ(x0, zB) ≤ ψ(x0, z).

Now, associate the game Γa with its mixed extension

Γ̃a = 〈{1, 2}, {µ}, {ν}, ψ(µ, ν)〉,

where {ν} and {µ} = {ν} denote the sets of mixed strategies ν(·) and µ(·) of players 1
and 2, respectively. The payoff function of player 1 is the expectation

ψ(µ, ν) =

∫
X×X

ψ(x, z)µ(dx)ν(dz).

The solution of the game Γ̃a (the mixed extension of the game Γa) is also a saddle point
(µ0, ν∗) defined by the two sequential inequalities

ψ(µ, ν∗) ≤ ψ(µ0, ν∗) ≤ ψ(µ0, ν) (16)

for any ν(·) ∈ {ν} and µ(·) ∈ {ν}.
Sometimes, this pair (µ0, ν∗) is called the solution of the game Γa in mixed strategies.
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In 1952, I. Gliksberg [22] established the existence theorem of a mixed strategy Nash
equilibrium for a noncooperative game of N ≥ 2 players. Applying this theorem to the
zero-sum two-player game Γa as a special case, we obtain the following result. In the game
Γa, let the set X⊂Rn be nonempty, convex and compact while the payoff function ψ(x, z)

of player 1 be continuous over X × X (note that the continuity of ψ(x, z) is assumed in
Proposition 4). Then the game Γa has a solution (µ0, ν∗) defined by (16), i.e., there exists
a saddle point in mixed strategies in this game.

Taking into account (13), inequalities (16) can be written as∫
X×X

max
j=1,...,2N,2N+1

ϕj(x, z)µ(dx)ν∗(dz) ≤

≤
∫

X×X
max

j=1,...,2N,2N+1
ϕj(x, z)µ

0(dx)ν∗(dz) ≤

≤
∫

X×X
max

j=1,...,2N,2N+1
ϕj(x, z)µ

0(dx)ν(dz)

(17)

for all ν(·) ∈ {ν} and µ(·) ∈ {ν}. Using the measure νi(dzi) = µ0
i (dxi) (i∈N) (and hence

ν(dz) = µ0(dx)) in the expression

ψ(µ0, ν) =

∫
X×X

max
j=1,...,2N,2N+1

ϕj(x, z)µ
0(dx)ν(dz),

we obtain ψ(µ0, µ0) = 0 on the strength of (13). Similarly, ψ(ν∗, ν∗) = 0, and then it
appears from (16) that

ψ(µ0, ν∗) = 0.

The condition ψ(µ0, µ0) = 0 and the chain of inequalities (16) by transitivity give

ψ(µ, ν∗) =

∫
X×X

max
j=1,...,2N,2N+1

ϕj(x, z)µ(dx)ν∗(dz) ≤ 0 ∀µ(·) ∈ {ν}.

In accordance with Proposition 3, then we have

0 ≥
∫

X×X

max
j=1,...,2N,2N+1

ϕj(x, z)µ(dx)ν∗(dz) ≥

≥ max
j=1,...,2N,2N+1

∫
X×X

ϕj(x, z)µ(dx)ν∗(dz).

Therefore, for all j = 1, . . . , 2N, 2N + 1,∫
X×X

ϕj(x, z)µ(dx)ν∗(dz) ≤ 0 ∀µ(·) ∈ {ν}. (18)

Consider three cases as follows.
Case I (j = N, . . . , 2N). Here, by (18), (15) and the normalization of µ(·), we arrive

at
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0 ≥
∫

X×X
ϕN+i(x, z)µ

0(dx)ν(dz) =
∫

X×X
[fi(z‖xi)− fi(z)]µ0(dx)ν(dz) =

=
∫

X×X
fi(z‖xi)µ0(dx)ν(dz)−

∫
X

fi(z)µ0(dx)
∫
X

ν(dz) =

= fi(µ
0‖νi)− fi(µ0) ∀ν(·) ∈ {ν} (i ∈ N).

By (10), µ0(·) is a Nash equilibrium in the game Γ̃ (equivalently, a Nash equilibrium
in mixed strategies in the game Γ).

Case II (j = 1, . . . , N). Again, using (18), (15) and the normalization of ν(·),

0 ≥
∫

X×X
ϕi(x, z)µ(dx)ν∗(dz) =

∫
X×X

[fi(x‖zi)− fi(z)]µ(dx)ν∗(dz) =

=
∫

X×Xi
fi(x‖zi)µ(dx)ν∗i (dz)−

∫
X

fi(z)µ(dz)
∫
X

ν∗(dz) =

= fi(µ‖ν∗i )− fi(ν∗) ∀µ(·) ∈ {ν} (i ∈ N).

On the strength of (11), the mixed strategy profile ν∗(·) is a Berge equilibrium in the
game Γ by Definition 5.

Case III (j = 2N + 1). Again, using (18), (15) and the normalization of ν(·) and
µ(·), we have

0 ≥
∫

X×X

[∑
r∈N fr(x)−

∑
r∈N fr(z)

]
µ(dx)ν∗(dz) =

=
∫
X

∑
r∈N fr(x)µ(dx)

∫
X
ν∗(dz)−

∫
X

µ(dx)
∫
X

∑
r∈N fr(z)ν∗(dz) =

=
∑

r∈N fr(µ)−
∑

r∈N fr(ν
∗) ∀µ(·) ∈ {ν}.

In accordance with Proposition 1 and (12), the mixed strategy profile ν∗(·)∈{ν} of the
game Γ is a Pareto maximal alternative in the multicriteria choice problem

Γ̃v = 〈{ν}, {fi(ν)}i∈N〉.

Thus, we have proved that the mixed strategy profile ν∗(·) in the game Γ is
simultaneously a Nash equilibrium and a Berge equilibrium that satisfies Pareto
maximality. Hence, by Definition 5, the mixed strategy profile ν∗(·) is a hybrid equilibrium
in the game Γ. �

Remark 8. Note that a bimatrix games do not satisfy the conditions of Theorem 2.

Conclusion

In this work, we propose a new concept of equilibrium. It combines the concepts
of Nash and Berge equilibria and Pareto maximum. In the future, we hope to develop
constructive methods for constructing this equilibrium.

«Таврический вестник информатики и математики», №3 (44)’ 2019



80 K. N. Kudryavtsev, V. I. Zhukovskiy, L. V. Zhukovskaya

References

1. NASH, J.F. (1951) Non-Cooperative Games. Annals of mathematics. 54. p. 286–295.

2. NASH, J.F. (1950) Equilibrium Points inN -Person Games. Proceedings of the national
academy of sciences. 36 (1). p. 48–49.

3. ZHUKOVSKIY, V.I. (1985) Some Problems of Non-Antagonistic Differential Games.
Mathematical Methods in Operations Research. Institute of Mathematics with Union
of Bulgarian Mathematicians: Rousse. p. 103–195.
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Mixed Boundary Value Transmission Problems for the Linear Theory
of Elasticity.

Koval K. A.

Abstract.
In previous works, the author studied the general approach to solving mixed boundary,

spectral, and initial-boundary transmission problems. In this paper, this approach is applied to
the mixed boundary transmission problem of the linear theory of elasticity. On the basis of the
corresponding Green’s formulas, the solution of the problem can be represented as the sum of
the solutions of auxiliary problems.

Let us consider an elastic body consisting of two joined regions Ω1 and Ω2 from Rm. Let its
outer boundaries be Lipschitz (Γ11 ∪ Γ22) ∪ ∂Γ11 = Γ = ∂Ω, moreover, the contour ∂Γ11 is also
Lipschitz. We suppose that the interface Γ12 = Γ21 is Lipschitz.

We study a mixed boundary value problem of the linear theory of elasticity with
nonhomogeneous equations and nonhomogeneous conditions at the boundary:

L1~v1 := −[µ1∆v + (λ1 + µ1)∇div~v1] = ~f1(x)(в Ω1),

L2~v2 := −[µ2∆v + (λ2 + µ2)∇div~v2] = ~f2(x)(в Ω2);
(1)

γ11~v1 = ~ϕ1 (на Γ11), γ22~v2 = ~ϕ2 (на Γ22); (2)

γ21~v1 − γ12~v2 = ~ϕ21, P21~v1 + P12~v2 = ~ψ21 (на Γ12 = Γ21), (3)

P21~v1 :=

3∑
j,k=1

(µ1τjk(~v1) + λ1δjkdiv~v1) cos(~v1, ~ej)~ej ,

P12~v2 :=
3∑

j,k=1

(µ2τjk(~v2) + λ2δjkdiv~v2) cos(~v2, ~ej)~ej .
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On the basis of the corresponding Green’s formulas

(~η,~v)−→
H1(Ω)

= 〈~η, L~v〉−→
L 2(Ω)

+

l∑
k=1

〈γk~η, Pk~v〉−→L 2(Γk)
, ∀~η,~v ∈

−̂→
H

1

(Ω), (4)

γk~η = ~η|Γk ∈
−̃→
H

1/2

(Γ), Pk~v := (P~v)|Γk ∈
−→
H−1/2(Γ), k = 1, 2;

(~η,~v)−→
H1(Ω)

= 〈~η, L~v〉−→
L 2(Ω)

+

l∑
k=1

〈γk~η, Pk~v〉−→L 2(Γk)
, ∀~η,~v ∈

−̌→
H

1

Γ1
(Ω), (5)

γk~η = ~η|Γk ∈
−→
H 1/2(Γ), Pk~v := (P~v)|Γk ∈

−̃→
H
−1/2

(Γ), k = 1, 2,

the solution of the problem can be represented as the sum of the solutions of auxiliary problems.
The traces γ~v ∈

−→
H 1/2(Γ) have restrictions on Γk, that can be continued by zero in the class

of
−→
H 1/2(Γ). Wherein ~v belong to the space

−̂→
H

1

Γ1
(Ω).

Functions Pk~v in the second formula can be continued by zero on Γ in the class of
−→
H−1/2(Γ).

Wherein ~v belong to the space
−̌→
H

1

Γ1
(Ω), that is, the space of functions whose Pk~v extendible by

zero.
For the four auxiliary problems, we find weak solutions using Green’s formulas. Original

problem (1) – (3) is the sum of the auxiliary solutions.

Keywords: Green’s formula, transmission problem, weak solution, Lipschitz boundaries, theory
of elasticity.

Введение

Данная работа является продолжением исследований автора и его научного ру-
ководителя в области применения обобщённой формулы Грина. Для смешанных кра-
евых задач в предыдущих работах (см. [1]–[5]) и кандидатской диссертации [6] ав-
тор использовал общий подход к изучению смешанных краевых, спектральных и
начально-краевых задач сопряжения для различных конфигураций пристыкован-
ных областей. Подход был основан на применении обобщённой формулы Грина, в
основном для оператора Лапласа. В данной работе показано применение этой схе-
мы для аналогичной задачи линейной теории упругости на базе соответствующих
формул Грина.

1. Формула Грина линейной теории упругости

Рассмотрим поле перемещений сплошной среды ~v = ~v(x), x ∈ Ω ⊂ R3. В линейной
теории упругости для него основным является выражение
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L~v := ~v − [µ∆~v + (λ+ µ)5 div~v], λ > 0, µ > 0. (6)

Классическая формула Грина для дифференциального выражения (6) в области Ω

с гладкой границей Γ имеет вид∫
Ω

~η(L~v)dΩ = µE(~η,~v) + λ

∫
Ω

(div~η) · (div~v)dΩ +

∫
Ω

~η~vdΩ−
∫
Γ

(γ~η)(P~v)dΓ, (7)

~η ∈ ~C1(~Ω), ~v ∈ ~C2(~Ω), E(~η,~v) :=
1

2

∫
Ω

3∑
j,k=1

τjk(~η)τjk(~v)dΩ, (8)

τjk(~v) :=
∂vj
∂xk

+
∂vk
∂xj

, P~v :=
3∑

j,k=1

(µτjk(~v) + λdiv~v δjk) cos(~̂η, ~ej)~ej, (9)

~v =
3∑
j=1

vj~ej, γ~η :=
3∑
j=1

(γvj)~ej = ~η |Γ .

Рассмотрим пространство вектор-функций ~L2(Ω) с нормой

‖~v‖2−→
L 2(Ω)

:=

∫
Ω

|~v(x)|2dΩ <∞

и пространство
−→
H 1

eq(Ω) с нормой

‖~v‖2−→
H1
eq(Ω)

:= µE(~v,~v) + λ

∫
Ω

|div~v|2dΩ +

∫
Ω

|~v|2dΩ.

Можно доказать (см. [7], с. 65-69), что нормы в пространствах
−→
H 1

eq(Ω) и
−→
H 1(Ω)

эквивалентны.
Теперь рассмотрим пространство

−→
H 1

eq, ~R
(Ω) тех элементов из

−→
H 1

eq(Ω), для которых

−→
H 1

eq(Ω) ∩
−→
R~a,~δ = {0},

где
−→
R~a,~δ — подпространство из

−→
H 1

eq(Ω), описывающее жесткие перемещения (сдвиги
и вращения) сплошной среды:

~η := ~a+ ~δ × ~r, ~a, ~δ ∈ R3, ~r =
3∑

k=1

xk~ek.
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В этом случае можно доказать, что на множестве
−→
H 1

eq, ~R
(Ω) можно ввести норму

по закону

‖~v‖2−→
H1
eq,~R

(Ω)
:= µE(~v,~v) + λ

∫
Ω

|div~v|2dΩ,

и эта норма эквивалентна норме пространства
−→
H 1(Ω),

‖~v‖2−→
H1(Ω)

=

∫
Ω

(
|~v|2 +

3∑
i,j=1

∣∣∣ ∂vi
∂xj

∣∣∣2)dΩ <∞.

Опираясь на эти утверждения, получаем две обобщённые формулы Грина линей-
ной теории упругости:

(~η,~v)−→
H1
eq(Ω)

= 〈~η, L~v〉−→
L 2(Ω)

+ 〈γ~η, P~v〉−→
L 2(Γ)

, ∀~η,~v ∈
−→
H 1

eq(Ω), (10)

(~η,~v)−→
H1

eq,
−→
R

(Ω)
= 〈~η, L0~v〉−→L 2(Ω)

+ 〈γ~η, P~v〉−→
L 2(Γ)

, ∀~η,~v ∈
−→
H 1

eq,
−→
R

(Ω), (11)

L0~v := L~v − ~v ∈ (
−→
H 1

eq,
−→
R

(Ω))∗, P~v ∈ (
−→
H 1/2(Γ))∗,

где косыми скобками обозначены значения соответствующих функционалов, отвеча-
ющих оснащённым пространствам.

Формула (10) следует из абстрактной теоремы (см. [7], теорема 1.3.1), применён-
ной для пространств

E =
−→
L 2(Ω), F =

−→
H 1

eq(Ω), G =
−→
L 2(Γ),

и векторного оператора следа (см. 8-9), а также из эквивалентности норм в
−→
H 1(Ω) и

теоремы Гальярдо (см. [7], теорема 1.4.2).
Формула (11) следует из той же абстрактной теоремы, если

E =
−→
L 2(Ω), F =

−→
H 1

eq,
−→
R

(Ω) ⊃
−→
H 1

0(Ω), G =
−→
L 2(Γ)

и оператора следа γ. При этом
−→
H 1

0(Ω) плотно в
−→
L 2(Ω), а норма в

−→
H 1

eq,
−→
R

(Ω) эквива-

лентна норме
−→
H 1(Ω). Здесь

−→
H 1/2(Γ) — пространство вектор-функций, заданных на Γ

с проекциями на оси координат, являющимися функциями из H1/2(Γ).
Приведём теперь некоторые построения, которые понадобятся для дальнейшего

изучения смешанных задач. Для начала введём в векторном пространстве
−→
H 1(Ω)

норму, эквивалентную стандартной:

‖~v‖2−→
H1
e(Ω)

:= µE(~v,~v) + λ

∫
Ω

|div~v|2dΩ +
∣∣∣ ∫
Γ1

~vdΓ1

∣∣∣2, µ > 0, λ > 0. (12)
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E(~v,~v) =
1

2

∫
Ω

(
3∑

i,j=1

|τkj(~v)|2)dΩ, τkj(~v) :=
∂vj
∂vk

+
∂vk
∂vj

,

где Γ1 ⊂ Γ — липшицев кусок границы Γ = ∂Ω.
Теперь рассмотрим в

−→
H 1

e(Ω) подпространство

−→
H 1

Γ1
(Ω) := {~v ∈

−→
H 1

e(Ω) :

∫
Γ1

~vdΓ1 = ~0} ⊂
−→
H 1

e(Ω). (13)

Это пространство имеет коразмерность 3 в
−→
H 1

e(Ω), причем в нем квадрат нормы
вычисляется по формуле

‖~v‖2−→
H1

Γ1
(Ω)

:= µE(~v,~v) + λ

∫
Ω

|div~v|2dΩ. (14)

Рассмотрим теперь обобщённую формулу Грина для элементов из
−→
H 1

Γ1
(Ω):

(~η,~v)−→
H1

Γ1
(Ω)

= 〈~η, L~v〉−→
L 2(Ω)

+ 〈γ~η, P~v〉−→
L 2(Γ)

, ∀~η,~v ∈
−→
H 1

Γ1
(Ω). (15)

Рассмотрим также в
−→
H 1

Γ1
(Ω) подпространство

−→
H 1

0,Γ1
(Ω) тех элементов, для кото-

рых поле перемещений на Γ1 является нулевым:
−→
H 1

0,Γ1
(Ω) := {~v ∈

−→
H 1

Γ1
(Ω) : γ1~v = ~v|Γ1 = ~0}. (16)

Это подпространство содержит подпространство
−→
H 1

0(Ω) := {~v ∈
−→
H 1(Ω) : γ~v = ~v|Γ = ~0}, (17)

плотное в
−→
L 2(Ω). Поэтому

−→
H 1

0,Γ1
(Ω) и

−→
H 1

Γ1
(Ω) также плотны в

−→
L 2(Ω).

Ортогональным дополнением к
−→
H 1

0(Ω) в
−→
H 1

Γ1
(Ω) является подпространство "гар-

монических" векторных полей
−→
H 1

Γ1,h
(Ω) := {~v ∈

−→
H 1

Γ1
(Ω) : L~v = ~0 (в Ω)}, (18)

и возникает ортогональное разложение:
−→
H 1

Γ1
(Ω) =

−→
H 1

0(Ω)⊕
−→
H 1

Γ1,h
(Ω). (19)

Введем еще два подпространства:
−̂→
H 1

0,Γ1,h(Ω) := {~v ∈
−→
H 1

Γ1,h
(Ω) : γ1~v = ~v|Γ1 = ~0}, (20)

−̂→
H 1

0,Γ2,h(Ω) := {~v ∈
−→
H 1

Γ2,h
(Ω) : γ2~v = ~v|Γ2 = ~0}, Γ = Γ1 ∪ Γ2, (21)
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а также подпространство
−̂→
H 1

0,Γ,h(Ω) :=
−→
H 1

0(Ω)⊕ (
−̂→
H 1

0,Γ1,h(Ω)(+̇)
−̂→
H 1

0,Γ2,h(Ω)) ⊂
−→
H 1

Γ1
(Ω). (22)

Теперь рассмотрим формулы Грина на случай, когда липшицева граница Γ об-
ласти Ω ⊂ Rm односвязна и разбита на несколько односвязных открытых частей
Γk с липшицевыми границами ∂Γk. Более подробно формулы Грина для смешанных
краевых задач описаны в работах [6], п. 1.1 и [7], глава 3.

В первой формуле следы функций γ~v ∈
−→
H 1/2(Γ) имеют сужения на Γk, продол-

жимые нулём на всю Γ в классе
−→
H 1/2(Γ). При этом допускающие такое продолжение

функции ~v принадлежат пространству
−̂→
H

1

Γ1
(Ω). Эта формула Грина имеет вид:

(~η,~v)−→
H1(Ω)

= 〈~η, L~v〉−→
L 2(Ω)

+
l∑

k=1

〈γk~η, Pk~v〉−→L 2(Γk)
, ∀~η,~v ∈

−̂→
H

1

(Ω), (23)

γk~η = ~η|Γk ∈
−̃→
H

1/2

(Γ), Pk~v := (P~v)|Γk ∈
−→
H−1/2(Γ), k = 1, 2.

Во второй формуле функции Pk~v продолжимы нулем на всю Γ в классе
−→
H−1/2(Γ).

При этом функции ~v принадлежат пространству
−̌→
H

1

Γ1
(Ω), т.е. пространству функций,

у которых Pk~v продолжимы нулем. Получаем следующую формулу Грина

(~η,~v)−→
H1(Ω)

= 〈~η, L~v〉−→
L 2(Ω)

+
l∑

k=1

〈γk~η, Pk~v〉−→L 2(Γk)
, ∀~η,~v ∈

−̌→
H

1

Γ1
(Ω), (24)

γk~η = ~η|Γk ∈
−→
H 1/2(Γ), Pk~v := (P~v)|Γk ∈

−̃→
H
−1/2

(Γ), k = 1, 2.

2. Общая схема исследования смешанных задач теории
упругости

Пусть упругое тело состоит из двух пристыкованных областей Ω1 и Ω2 из Rm,
имеет внешние липшицевы границы (Γ11 ∪Γ22)∪ ∂Γ11 = Γ = ∂Ω, причём контур ∂Γ11

также липшицев. Считаем также, что граница стыка Γ12 = Γ21, тоже липшицева
(см. Рис. 1).

Рассмотрим смешанную краевую задачу теории упругости с неоднородными
уравнениями и неоднородными условиями на границах.

L1~v1 := −[µ1∆v + (λ1 + µ1)∇div~v1] = ~f1(x)(в Ω1),

L2~v2 := −[µ2∆v + (λ2 + µ2)∇div~v2] = ~f2(x)(в Ω2);
(25)

γ11~v1 = ~ϕ1 (на Γ11), γ22~v2 = ~ϕ2 (на Γ22); (26)
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Рис. 1

γ21~v1 − γ12~v2 = ~ϕ21, P21~v1 + P12~v2 = ~ψ21 (на Γ12 = Γ21), (27)

P21~v1 :=
3∑

j,k=1

(µ1τjk(~v1) + λ1δjkdiv~v1) cos(~v1, ~ej)~ej,

P12~v2 :=
3∑

j,k=1

(µ2τjk(~v2) + λ2δjkdiv~v2) cos(~v2, ~ej)~ej.

Решение таких краевых, спектральных и начально-краевых задач будем разыс-
кивать в виде суммы решений вспомогательных задач, содержащих неоднородность
лишь в одном месте: либо в уравнении, либо в краевом условии (см. [6]). При этом
построения для краевых задач линейной теории упругости будут проведены на базе
соответствующих формул Грина (23), (24).

Первым этапом является векторный аналог вспомогательной задачи Зарембы
(см. [6], п.1.2.2 ).

L1~v11 = ~0 (в Ω1), L2~v12 = ~0 (в Ω2),

γ11~v11 = ~ϕ1 (на Γ11), γ22~v12 = ~ϕ2 (на Γ22);

P21~v11 = ~0, P12~v12 = ~0 (на Γ12 = Γ21).

(28)

Здесь неоднородность остается лишь в условиях на внешних границах. Получаем
две распадающиеся задачи для функции v(1) = (~v11;~v12). Рассмотрим сначала первую
из них. Слабое решение ~v11 будем считать элементом пространства

−→
H 1

Γ11
(Ω1) := {~v ∈ H1

e (Ω1) :

∫
Γ11

~vdΓ11 = ~0} ⊂ H1
e (Ω1), (29)
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Тогда должно выполняться необходимое условие разрешимости:∫
Γ11

~ϕ1dΓ11 = ~0. (30)

Теперь введём в пространстве
−→
L 2(Γ11) подпространство

−→
L 2,Γ11(Ω) тех его элемен-

тов, для которых выполнено условие
−→
L 2,Γ11 := {~ϕ ∈

−→
L 2(Γ11) :

∫
Γ11

~ϕdΓ11 = ~0}.

Соответствующий проектор P2,Γ11 ~ϕ :
−→
L 2(Γ11)→

−→
L 2,Γ11 выражается формулой

P2,Γ11 ~ϕ := ~ϕ− |Γ11|−1

∫
Γ11

~ϕdΓ11.

Рассмотрим также пространство
−→
H

1/2
Γ11

:=
−→
H 1/2(Γ11) ∩

−→
L 2,Γ11 .

Здесь (
−→
H

1/2
Γ11

;
−→
L 2,Γ11) — гильбертова пара пространств, так как

−→
H 1/2(Γ11) ↪→↪→

−→
L 2(Γ11)

и потому
−→
H

1/2
Γ11

↪→↪→
−→
L 2,Γ11 .

Рассматривая первую из задач, т.е. задачу

L1~v11 = ~0 (в Ω1), γ11~v11 = ~ϕ1 (на Γ11), P21~v11 = ~0 (на Γ12), (31)

будем считать, что её решение ~v11 есть функция из
−→
H 1

h(Ω1),
−→
H 1

h(Ω1) := {~v11 ∈
−→
H 1

eq(Ω) : L1~v11 = 0 (в Ω1)}.

Тогда (по теореме Гальярдо для векторных полей) её след γ1~v11 := ~v11|∂Ω1 есть функ-
ция из

−→
H 1/2(∂Ω1), а на липшицевом куске Γ11 ⊂ ∂Ω1 этот след является функцией

из
−→
H 1/2(Γ11). Таким образом, необходимым условием разрешимости задачи (31) яв-

ляется условие
~ϕ1 ∈

−→
H 1/2(Γ11). (32)

Покажем, что это условие является и достаточным для существования слабого
решения задачи (31).

Продолжим функцию ~ϕ1, заданную на Γ11, на всю границу ∂Ω1 липшицевой обла-
сти Ω1 в классе

−→
H 1/2(∂Ω1). Это можно сделать согласно лемме 3.3.3 из [7], так как по

предположению ∂Γ11 — липшицева граница липшицевой поверхности Γ11. Используя
оператор продолжения ω11 по В. С. Рычкову, имеем

~̂ϕ1 := ω11~ϕ1 ∈
−→
H 1/2(∂Ω1), ω11 ∈ L (

−→
H 1/2(Γ11),

−→
H 1/2(∂Ω1)). (33)
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Воспользуемся теперь тем фактом, что между элементами из
−→
H 1

h(Ω1) и
−→
H 1/2(Γ11)

имеет место взаимно–однозначное соответствие (и даже изометрия при специальном
выборе эквивалентной нормы в

−→
H 1/2(∂Ω1)). Тогда существует единственный элемент

~w11 = γ̂−1
1 ω11~ϕ1 ∈

−→
H 1

h(Ω1), (34)

который является решением задачи

L1 ~w11 = 0 (в Ω1), γ1~v11 = ω11~ϕ1 (на ∂Ω1). (35)

Учитывая этот факт, получаем, что для функции ~w12 := ~v11 − ~w11 из (31), (33)
возникает векторная задача Неймана:

L1 ~w12 = ~0 (в Ω1), γ11 ~w12 = ~0 (на Γ11), P21 ~w12 = −P21 ~w11 (на Γ12), (36)

Её слабое решение естественно рассматривать в пространстве
−→
H 1

0,Γ11
(Ω1) := {~v1 ∈

−→
H 1(Ω1) : γ11~v1 = ~0}. (37)

Отсюда следует, что в задаче (36) должно быть γ21 ~w12 ∈
−̃→
H

1/2

(Γ12), и тогда необ-
ходимым условием разрешимости этой задачи является условие

P21 ~w11 ∈
−→
H−1/2(Γ12). (38)

Покажем, что это условие является и достаточным для существования слабого ре-
шения задачи (36), причём оно действительно выполнено на решениях ~w11 задачи
(35).

Для этого воспользуемся формулой Грина (23):

(~η,~v)−→
H1(Ω1)

= 〈~η, L1~v〉−→L 2(Ω1)
+ 〈γ21~η, P21~v〉−→L 2(Γ12)

, ∀~η,~v ∈
−→
H 1

0,Γ11
(Ω1). (39)

На её основе естественно определяется слабое решение ~w12 ∈
−→
H 1

0,Γ11
(Ω1) ∩

−→
H 1

h(Ω1)

задачи (36):

(~η, ~w12)−→
H1
eq(Ω)

= 〈γ21~η, (−P21 ~w11)〉−→
L 2(Γ12)

, ∀~η ∈
−→
H 1

0,Γ11
(Ω1). (40)

Здесь в силу (38) и теоремы Гальярдо правая часть является линейным ограни-
ченным функционалом в

−→
H 1

0,Γ11
(Ω1). Значит, при любом ~ϕ1 ∈

−→
H 1/2(Γ11) (см. (32))

существует единственная функция ~w12 ∈
−→
H 1

0,Γ11
(Ω1) ∩

−→
H 1

h(Ω1), являющаяся слабым
решением задачи (36):

~w12 =: V21(−P21 ~w11) = −V21P21γ̂
−1
1 ω11~ϕ1, (41)

V21 ∈ L (
−→
H−1/2(Γ11),

−→
H 1

0,Γ11
(Ω1) ∩

−→
H 1

h(Ω1)).
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Отсюда окончательно приходим к выводу, что условие (32) является необходи-
мым и достаточным условием существования слабого решения ~v11 задачи Зарембы
(31), и это решение выражается формулой

~v11 = ~w11 + ~w12 = γ̂−1
1 ω11~ϕ1 − V21P21γ̂

−1
1 ω11~ϕ1 =: γ̂−1

11 ~ϕ1, (42)

γ̂−1
11 ∈ L (

−→
H 1/2(Γ11),

−→
H 1

h(Ω1)).

Аналогично рассматривается вторая задача (29), и итогом рассмотрения этих
задач является следующее утверждение.

Теорема 1. Каждая из задач Зарембы (29) имеет единственное слабое решение
~v2k ∈

−→
H 1

h(Ωk) тогда и только тогда, когда выполнены условия

~ϕk ∈
−→
H 1/2(Γkk), k = 1, 2, (43)

и это решение выражается формулой

~v1k = γ̂−1
kk ~ϕk, γ̂

−1
kk ∈ L (

−→
H 1/2(Γkk);

−→
H 1

h(Ωk)), k = 1, 2. (44)

Перейдём теперь ко второму этапу (в общей схеме исследования, описанной в
[1, 7]) — рассмотрению задачи Стеклова применительно к проблеме (25)–(27). Здесь
необходимо исследовать проблему нахождения набора функций

~v2 = (~v21, ~v22) ∈
−→
H 1(Ω1)⊕

−→
H 1(Ω2) (45)

из следующих уравнений и краевых условий (неоднородность в краевом условии на
Γ12):

L1~v21 = ~0 (в Ω1), L2~v22 = ~0 (в Ω2),

γ11~v21 = ~0 (на Γ11), γ22~v22 = ~0 (на Γ22);

γ21~v21 − γ12~v22 = ~̃ϕ21 := ~ϕ21 − γ21~v11 + γ12~v12 (на Γ12 = Γ21),

P21~v21 = −P12~v22(= ~χ21) (на Γ12).

(46)

Здесь (~v11;~v12) = ~v1 — решение задачи Зарембы (28), а ~ϕ21 — заданная функция.
Если функция ~χ21 известна, то вместо (46) возникают две распадающиеся задачи

Неймана. В частности, для ~v21 имеем задачу

L1~v21 = ~0 (в Ω1), γ11~v21 = ~0 (на Γ11), P21~v21 = ~χ21 (на Γ12 = Γ21), (47)

слабое решение которой будем искать в пространстве
−→
H 1

0,Γ11
(Ω1) ∩

−→
H 1

h(Ω1) =:
−→
H 1

0,Γ11,h
(Ω1). (48)
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Эта задача уже рассмотрена выше (см. (36), (37)). Для её слабой разрешимости
необходимо и достаточно (см. (38)), чтобы выполнялось условие

~χ21 ∈
−→
H−1/2(Γ21), (49)

и тогда решение выражается формулой

~v21 = V21~χ21, V21 ∈ L (
−→
H−1/2(Γ21);

−→
H 1

0,Γ11,h
(Ω1)). (50)

Аналогичное рассмотрение второй задачи (46) приводит к следующему выводу:

~v22 = −V12~χ21, V12 ∈ L (
−→
H−1/2(Γ21);

−→
H 1

0,Γ22,h
(Ω2)). (51)

Имея представления (50) и (51) для решений ~v2k, k = 1, 2, из оставшегося гра-
ничного условия на Γ21 в (46) получаем соотношение

(γ21V21 + γ12V12)~χ21 =: C~χ21 = ~̃ϕ21 (на Γ12). (52)

Здесь оператор Стеклова

C ∈ L (
−→
H−1/2(Γ21);

−̃→
H

1/2

(Γ21)). (53)

Оказывается, он является положительным оператором: подсчёт, основанный на опре-
делениях слабых решений ~v21 и ~v22 с помощью операторов V21 и V12, показывает, что

〈C~χ21, ~χ21〉−→L 2(Γ21)
=

2∑
k=1

‖~v2k‖2−→
H1(Ωk)

. (54)

Отсюда следует, что оператор C положителен и действует из
−→
H−1/2(Γ21) на всё про-

странство
−̃→
H

1/2

(Γ21). Поэтому по теореме Банаха существует обратный оператор

C−1 ∈ L (
−̃→
H

1/2

(Γ21);
−→
H−1/2(Γ21)). (55)

Значит, решение задачи (52) существует и единственно при

~̃ϕ21 ∈
−→
H−1/2(Γ21). (56)

Теорема 2. Пусть в задаче (46) выполнены условия (50), а также условия согла-
сования (56). Тогда задача Стеклова (46) имеет единственное слабое решение

~v2 = (V21C
−1 ~̃ϕ21;−V12C

−1 ~̃ϕ21),

~v2 = (~v21;~v22) ∈
−→
H 1

0,Γ11,h
(Ω1)(+̇)

−→
H 1

0,Γ22,h
(Ω2), (57)

где оператор Стеклова определён в (52), (53).
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Третьим этапом задачи сопряжения (25)–(27) является рассмотрение первой за-
дачи С. Крейна (неоднородность в уравнениях):

Lk~v3k := −[µk∆~v3k + (λk + µk)∆div~v3k] = ~fk (в Ωk),

γkk~v3k = ~0 (на Γkk), k = 1, 2;

γ21~v31 − γ12~v32 = ~0, P21~v31 + P12~v32 = ~0 (на Γ12 = Γ21).

(58)

Исходя из первого граничного условия Дирихле на Γ12, введём на Γ12 подпро-
странство

−→
H 1

0,Γ(Ω) наборов элементов (~v31, ~v32), для которых выполнены главные (с
вариационной точки зрения) краевые условия:

−→
H 1

0,Γ(Ω) := {(~v31, ~v32) ∈
−→
H 1(Ω1)⊕

−→
H 1(Ω2) =:

−→
H 1(Ω) :

γkk~v31 = ~0 (на Γkk), k = 1, 2, γ21~v31 − γ12~v32 = ~0, (на Γ12)}. (59)

Это подпространство плотно вложено в пространство
−→
L 2(Ω) :=

−→
L 2(Ω1)⊕

−→
L 2(Ω2), (60)

так как
−→
H 1

0,Γ(Ω) содержит подпространство
−→
H 1

0(Ω) := {(~v31, ~v32) : ~v3k ∈
−→
H 1

0(Ωk), k = 1, 2}, (61)

где
−→
H 1

0(Ωk) плотно (и компактно) вложено в
−→
L 2(Ωk), k = 1, 2. Поэтому

(
−→
H 1

0,Γ(Ω),
−→
L 2(Ω)) — гильбертова пара пространств.

Опираясь на обобщённые формулы Грина для областей Ωk, k = 1, 2 (см. (23),
(24)), получим следующую формулу Грина:

2∑
k=1

(~ηk, ~v3k)−→H1(Ωk)
=

2∑
k=1

〈~ηk, Lk~v3k〉−→L 2(Ωk)
+ 〈γ21~η1, P21~v31 + P12~v32〉−→L 2(Γ12)

, (62)

γ21~η1 = γ12~η2 ∈
−̃→
H

1/2

(Γ12), ∀~η = (~η1; ~η2), ~v3 = (~v31;~v32) ∈
−→
H 1

0,Γ(Ω).

Отсюда естественно даётся определение слабого решения задачи (58): это такой
набор ~v3 = (~v31;~v32) ∈

−→
H 1

0,Γ(Ω), для которого выполнено тождество

(~η,~v3)−→
H1(Ω)

:=
2∑

k=1

(~ηk, ~v3k)−→H1(Ωk)
=

2∑
k=1

〈~ηk, ~fk〉−→L 2(Ωk)
, ∀~η ∈

−→
H 1

0,Γ(Ω). (63)

Теорема 3. Первая задача С. Крейна (58) имеет единственное слабое решение
~v3 ∈

−→
H 1

0,Γ(Ω) тогда и только тогда, когда выполнено условие

~f := (~f1; ~f2) ∈ (
−→
H 1

0,Γ(Ω))∗. (64)
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Это решение выражается формулой

~v3 = A−1 ~f, (65)

где A — оператор гильбертовой пары (
−→
H 1

0,Γ(Ω);
−→
L 2(Ω)).

Если, в частности,

~f = (~f1; ~f2) ∈
−→
L 2(Ω) =

−→
L 2(Ω1)⊕

−→
L 2(Ω2), (66)

то задача (58) имеет единственное решение

~v3 ∈ D(A) ⊂ D(A1/2) =
−→
H 1

0,Γ(Ω),R(A) =
−→
L 2(Ω), (67)

выражается той же формулой (65).

Рассмотрим, наконец, четвёртый этап исследования задачи сопряжения (25)–
(27) — вторую задачу С. Крейна (неоднородность в краевом условии типа Неймана
на Γ12). Здесь для ~v4 = (~v41;~v42) ∈

−→
H 1

0,Γ(Ω) имеем следующую проблему:

Lk~v4k = ~0 (в Ωk), γkk~v4k = ~0 (на Γkk), k = 1, 2;

γ21~v41 − γ12~v42 = ~0, P21~v41 + P12~v42 = ~ψ21 (на Γ12 = Γ21).
(68)

Отсюда для решений ~v4 = (~v41;~v42) ∈
−→
H 1

0,Γ(Ω) имеем свойства:

γ21~v41 = γ12~v42 ∈
−̃→
H

1/2

(Γ21), P21~v41 = −P12~v42 ∈
−→
H−1/2(Γ21),

а потому необходимое условие разрешимости этой задачи таково:

~ψ21 ∈
−→
H−1/2(Γ21). (69)

Оно определяется из тождества, следующего из (63):

(~η,~v4)−→
H1(Ω)

:= 〈γ21~η1, ~ψ21〉~L2(Γ21), ∀~η = (~η1; ~η2) ∈
−→
H 1

0,Γ(Ω). (70)

Теорема 4. Вторая задача С. Крейна (68) имеет единственное слабое решение
~v4 ∈

−→
H 1

0,Γ(Ω) ∩
−→
H 1

h(Ω) тогда и только тогда, когда выполнено условие (69). Это
решение имеет вид

~v4 = W21
~ψ21, W21 ∈ L (

−→
H−1/2(Γ21);

−→
H 1

0,Γ,h(Ω)), (71)

−→
H 1

0,Γ,h(Ω) :=
−→
H 1

0,Γ(Ω) ∩
−→
H 1

h(Ω),
−→
H 1

h(Ω) =
2⊕

k=1

−→
H 1

0,h(Ωk).

При этом оператор W21 обладает свойствами

γ21ρ1 = γ12ρ2 = (W21)∗, ρk~η = ρk(~η1; ~η2) := ~ηk, k = 1, 2. (72)

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2019, 3



Смешанные краевые задачи линейной теории упругости 95

Подводя итог рассмотрения четырёх вспомогательных краевых задач сопряже-
ния, порождённых исходной задачей (25)–(27), приходим к следующему выводу.

Теорема 5. Пусть области Ωk (k = 1, 2) из Rm имеют липшицевы границы ∂Ωk,
разбитые на липшицевы куски Γjk, и примыкают друг к другу по куску Γ21 = Γ12.
Пусть, кроме того, выполнены условия существования слабых решений рассмот-
ренных выше четырёх вспомогательных задач (см. (43), (56), (64), (69)). Тогда за-
дача сопряжения (25)–(27) имеет единственное слабое решение

~v = (~v1;~v2) =
4∑
j=1

(~v1j, ~v2j) ∈
−→
H 1(Ω) =

−→
H 1(Ω1)⊕

−→
H 1(Ω2), (73)

где слагаемые (~v1j, ~v2j), j = 1, 4 выражаются соответственно формулами (44),
(57), (65), (71).

Следствие 1. Если, в частности, в задаче (25)–(27) граничные условия (26) одно-
родные, то решение задачи Зарембы (28) тривиальное, т.е. ~v = (~v1;~v2) = ~0. В этом
случае вместо условия согласования (56) необходимым и достаточным является
естественное условие

~ϕ21 ∈
−̃→
H

1/2

(Γ21). (74)

Следствие 2. Если конфигурация примыкающих друг к другу областей Ωk будет
представлять собой фигуру, "разрезанную" не один, а n раз, то применённый выше
подход применим и в этом случае. Тогда вместо оператора Стеклова C возникает
операторная матрица Стеклова с теми же общими свойствами.

Следствие 3. Если границы ∂Ωk областей Ωk находятся на положительном рас-
стоянии друг от друга (см. [7], п. 5.2.2), то имеют место свойства

(
−→
H 1/2(∂Ωk))

∗ =
−→
H−1/2(∂Ωk), (

−→
H−1/2(∂Ωk))

∗ =
−→
H 1/2(∂Ωk), k = 1, n,

и тогда не требуется выполнение согласования граничных условий (см. (56)).

Автор благодарит Копачевского Н.Д. за внимание к работе и обсуждение полу-
ченных результатов.
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Abstract. In this paper, we obtain sufficient conditions for the boundedness of the
generalized Hardy-Littlewood operator and the Hardy type operator in ideal spaces of the
form Eα, where α(t) is a positive, Lebesgue-measurable function. E is a symmetric space.
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Введение

В работе [1] Г. Г. Харди и Дж. Литтльвудом было получено интегральное нера-
венство, которое, с точки зрения функционального анализа, означает непрерывность
интегрального оператора, впоследствии названного оператором Харди-Литтльвуда,
в лебеговых пространствах Lp со степенным весом. Т. Шимогаки в статье [2] сформу-
лировал и доказал критерий непрерывности оператора Харди-Литтльвуда в симмет-
ричных пространствах, введенных в работе [3]. В статье [4] этот оператор был иссле-
дован, в частности, в симметричных пространствах с весом. В монографии [5] был
введен в рассмотрение интегральный оператор, который является обобщением опе-
ратора Харди-Литтльвуда для случая степенных функций. При изучении оператора
А. Кальдерона автором данной работы, в статье [6] было получено дальнейшее обоб-
щение оператора Харди–Литтльвуда. Получены необходимые и достаточные условия
ограниченности оператора Кальдерона в симметричных пространствах. В статье [7]
получен критерий ограниченности обобщенного оператора Харди–Литтльвуда в сим-
метричном пространстве. Первое «весовое» неравенство для максимальной функции
Харди было получено в [8]. В работе [9] были введены еще более общие, чем оператор
Харди–Литтльвуда — операторы типа Харди и Харди–Стеклова.
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В данной статье изучен оператор типа Харди и обобщенный опера-
тор Харди–Литтльвуда в симметричных пространствах и симметричных простран-
ствах с весом. Рассмотрен, более общий чем H, оператор типа Харди (см., [9]), вида

(Hϕ
ψx)(t) = ϕ(t)

t∫
0

x(s)ψ(s) ds (1)

и его формально сопряженный

(H1
ϕ
ψ
x)(t) = ψ(t)

∞∫
t

x(s)ϕ(s) ds. (2)

Основные определения, обозначения и необходимые утверждения можно найти
в [5], [3].

Частным случаем оператора типа Харди (1) является обобщенный оператор
Харди-Литтльвуда

(Hϕ x)(t) =
1

ϕ(t)

t∫
0

x(s) dϕ(s), (3)

где ϕ(s) – положительная, возрастающая функция на [0,+∞).

1. Основные определения и вспомогательные утверждения

Определение 1. Положительная всюду конечная на (0,+∞) функция v(t) называ-
ется полумультипликативной (см. [5]), если выполняется неравенство

v(t1 · t2) 6 v(t1) · v(t2),

где t1, t2 ∈ (0,+∞).

Предложение 2 ([5]). Введем в рассмотрение числа

α = lim
t→0

ln v(t)

ln t
= sup

0<t<1

ln v(t)

ln t
,

β = lim
t→∞

ln v(t)

ln t
= inf

t>1

ln v(t)

ln t
.

Числа α и β называются, соответственно, нижним и верхним индексами функции
v(t). Выполняются соотношения:

1) −∞ < α 6 β <∞;
2) v(t) > tβ при t > 1 и v(t) > tα при 0 < t < 1;
3) v(t) 6 tα−ε, ε > 0 и t достаточно близких к 0;
4) v(t) 6 tβ+ε, ε > 0 и t достаточно больших.
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Определение 2. Пусть ψ(t) – положительная всюду конечная функция на полуоси
(0,+∞). Функцией растяжения для функции ψ(t) называется функция, определяе-
мая равенством

µψ(s) = sup
0<t<+∞

ψ(s · t)
ψ(t)

, 0 < s < +∞.

Несложно проверить, что µψ(s) является полумультипликативной функцией, то
есть выполняется неравенство

µψ(s1 · s2) 6 µψ(s1) · µψ(s2), s1, s2 ∈ (0,+∞).

Предложение 3 ([5], стр. 76). Пусть ψ(t) – положительная всюду конечная функция
на полуоси (0,+∞). Тогда существуют два числа γψ и δψ такие, что

1) 0 < γψ 6 δψ <∞;
2) µψ(s) > sδψ при s > 1;
3) µψ(s) > sγψ при 0 < s < 1;
4) для любого ε > 0 при достаточно больших s выполняется неравенство

µψ(s) 6 sδψ+ε;

5) для достаточно малых 0 < s <∞ выполняется неравенство

µψ(s) 6 sγψ−ε.

Кроме того, выполняются неравенства

γψ = lim
t→0

lnµψ(t)

ln t
; δψ = lim

t→∞

lnµψ(t)

ln t
.

Определение 3. Оператором растяжения , определенном на функциях f(t) из
функционального пространства E, определенных на (0, a), 0 < a 6 +∞, называется
оператор, задаваемый формулой

στf(t) =

f( t
τ
), если 0 < t < τ · a;

0, если t > τ · a.

Определение 4 ([5]). Пусть x(t) – неотрицательная функция, определенная на
(0, a), 0 < a 6 +∞. Функцией распределения для функции x(t) называется функ-
ция

ηx(τ) = mes{t : x(t) > τ}.

Определение 5. Две неотрицательные функции x(t) и y(t), определенные на
(0, a), 0 < a 6 +∞, называются равноизмеримыми, если выполняется равенство ( [5])

ηx(τ) = ηy(τ), τ > 0.
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Определение 6. Пусть x(t) – неотрицательная функция, определенная на
(0, a), 0 < a 6 +∞. Перестановкой функции x(t) называется функция x∗(t), рав-
ноизмеримая с функцией x(t), убывающая на (0, a) и непрерывная слева.

Предложение 4 ([5]). Справедливо равенство

x∗(t) = inf{τ : ηx(τ) < t}.

Определение 7. Функциональное банахово пространство E измеримых, в смысле
Лебега, функций, определенных на (0, a), где 0 < a 6 +∞, называется симметричным
или перестановочно-инвариантным, в другой терминологии ( [3], [5], [6]), если:

1) из того, что y(t) ∈ E и выполняется неравенство |x(t)| 6 |y(t)| почти всюду на
(0, a), вытекает, что x(t) ∈ E и ‖x‖E 6 ‖y‖E;

2) из того, что y(t) ∈ E и |y(t)| равноизмерима с |x(t)| следует, что x(t) ∈ E и
‖x‖E = ‖y‖E.

Предложение 5 ([2], [3], [5]). Оператор растяжения στ ограниченно действует в
каждом симметричном пространстве E.

Определение 8. Пусть E – симметричное пространство и ‖στ‖E – норма операто-
ра растяжения, действующего в E. Тогда ‖στ‖E является полумультипликативной
функцией аргумента τ ( [5], [6]).

Через αE и βE обозначаются нижний и верхний индексы (показатели) Бойда
( [5], [6]), определяемые равенствами

αE = lim
τ→0

ln ‖στ‖E
ln τ

; βE = lim
τ→∞

ln ‖στ‖E
ln τ

.

Предложение 6. Справедливо неравенство 0 6 αE 6 βE 6 1.

Предложение 7 ([5]). Оператор растяжения στ коммутирует с операцией ∗ – знак
перестановки функции x(t) > 0, то есть

(στx(t))∗ = στx
∗(t).

Лемма 1 (Е.М. Семенова, см. [5], стр. 136). Пусть ψ(t) – непрерывная возрастаю-
щая функция. Тогда для любой функции x ∈ E, где E – симметричное простран-
ство измеримых, в смысле Лебега, функций, определенных на (0,+∞) справедливо
неравенство

‖
∞∫

0

στx
∗(t)dψ(τ)‖E 6

+∞∫
0

‖στx(t)‖Edψ(τ).
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2. Основные результаты

Теорема 1. Пусть симметрическое пространство E и положительная возраста-
ющая функция ρ(t) удовлетворяют условию

βE < αϕ − βρ. (4)

Тогда оператор Hϕ ограниченно действует из Eµρ в Eρ.

Доказательство. Получаем, делая замену переменной s = t · τ и пользуясь неравен-
ством ϕ(t) 6 µϕ(t), где µϕ(t) – функция растяжения для ϕ(t),

ρ(t)(Hϕx)(t) = ρ(t)
ϕ(t)

)
t∫

0

x(s)dϕ(s) =

= ρ(t)
ϕ(t)

1∫
0

x(t · τ)dϕ(t · τ) 6 µρ(t)
1∫
0

x(t · τ)dµϕ(τ).

(5)

Учитывая полумультипликативность функции µϕ(t) (см. [5]), получаем

ρ(t)(Hϕx)(t) 6

1∫
0

x(t · τ)µρ(t · τ)µρ(
1

τ
)dµϕ(τ) =

1∫
0

σ 1
τ
[x(t)µρ(t)]µρ(

1

τ
)dµϕ(τ). (6)

Используя лемму Е.М. Семенова (см. [5], лемма 4.7) получаем

‖ρ(t)(Hϕx)(t)‖E 6
1∫
0

‖σ 1
τ
[x(t)µρ(t)]‖Eµρ( 1

τ
)dµϕ(τ) 6

6
1∫
0

‖σ 1
τ
‖Eµρ( 1

τ
)dµϕ(τ)‖x(t)µρ(t)‖E.

(7)

Из свойства полумультипликативных функций (см. [5], стр. 75-76) и условия
βE < αϕ − βρ вытекает конечность интеграла

1∫
0

‖σ 1
τ
‖Eµρ(

1

τ
)dµϕ(τ) <∞. (8)

�

Следствие 1. Пусть ρ(t) и ϕ(t) – полумультипликативны. Тогда, если выполня-
ется соотношение βE < αϕ − βρ, то оператор Hϕ ограниченно действует из Eρ
в Eρ.
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Доказательство. В силу полумультипликативности функций ρ(t) и ϕ(t) условие (8)
запишется в виде

1∫
0

‖σ 1
τ
‖Eρ(τ−1)dϕ(τ) <∞. (9)

�

Следствие 2. Пусть в следствии 1 ϕ(t) ∼ t. Тогда, если выполняется усло-
вие(см. [5], стр.194)

1∫
0

‖σ 1
τ
‖Eρ(τ−1)dτ <∞, (10)

то оператор Харди-Литтльвуда ограниченно действует из Eρ в Eρ11 и из Eρ в Eρ,
если E – максимально.

Рассмотрим дальнейшее обобщение оператора Харди-Литтльвуда (см. [9]). Опе-
ратор

(Hϕ
ψx)(t) = ψ(t)

t∫
0

x(s)ϕ(s)ds (11)

называется оператором типа Харди, где ψ(t) и ϕ(t) – положительные на (0,+∞)

функции.

Теорема 2. Пусть E((0,+∞); dt) – симметричное пространство и выполнено со-
отношение

1∫
0

‖σ 1
τ
‖Eµψ(

1

τ
)µϕ(τ)dτ <∞. (12)

Тогда оператор Hϕ
ψ ограниченно действует из Eµψ в E 1

ϕ
.

Доказательство. Получаем

1

ϕ(t)
(Hϕ

ψx)(t) =
ψ(t)

ϕ(t)

t∫
0

x(s)ϕ(s)ds. (13)

Делая замену переменной s = t · τ и пользуясь неравенством

ϕ(τ · t)
ϕ(t)

6 µϕ(τ) (14)
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и пользуясь свойством полумультипликативности функции µϕ(τ), получаем

1

ϕ(t)
(Hϕ

ψx)(t) 6

1∫
0

σ 1
τ
[x(t)µψ(t)]µψ(

1

τ
)µϕ(τ)dτ. (15)

Беря норму в E от обеих частей неравенства (15), получаем, пользуясь лем-
мой Е. М. Семенова [5],

‖ 1
ϕ(t)

(Hϕ
ψx)(t)‖E 6

6
1∫
0

‖σ 1
τ
[x(t)µψ(t)]‖Eµψ( 1

τ
)µϕ(τ)dτ 6

6
1∫
0

‖σ 1
τ
‖Eµψ( 1

τ
)µϕ(τ)dτ · ‖x(t)µψ(t)‖E.

(16)

Теорема доказана. �

Следствие 3. Пусть E((0,+∞); dt) – симметричное пространство, ϕ(t) и ψ(t) –
неотрицательные функции на (0,+∞).

Тогда, если выполняется соотношение

βE < αϕ − βψ + 1 (17)

то оператор Hϕ
ψ ограниченно действует из Eµψ в E 1

ϕ
.

Доказательство следует из условия (12) теоремы 2, свойств полумультипликатив-
ных функций и индексов Бойда.

Следствие 4. Пусть в условии Теоремы 2, ψ(t) – полумультипликативная функ-
ция, ϕ(t) – полумультипликативная функция, тогда достаточное условие может
быть записано в виде

1∫
0

‖σ 1
τ
‖Eψ(τ−1)ϕ(τ)dτ <∞. (18)

Пусть выполнено соотношение
1∫

0

‖σ 1
τ
‖Eµγψ(

1

τ
)µϕ(τ)dτ <∞. (19)

Рассмотрим Hϕ
ψ в пространстве с весом γ. Получаем

γ(t)(Hϕ
ψx)(t) = γ(t)ψ(t)

t∫
0

x(s)ϕ(s)ds 6

6
1∫
0

σ 1
τ
[x(t)µγψ(t)]µγψ( 1

τ
)µϕ(τ)dτ.

(20)
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Далее имеем
‖γ(t)(Hϕ

ψx)(t)‖E 6

6
1∫
0

‖σ 1
τ
‖Eµγψ( 1

τ
)µϕ(τ)dτ · ‖µγψ(t)x(t)‖E.

(21)

То есть справедлива

Теорема 3. Если выполнено соотношение (19), то оператор

Hϕ
ψ : Eµγψ → Eγ.

Заключение

В данной статье получены достаточные условия непрерывности операторов
Харди-Литтльвуда, обобщенного оператора Харди-Литтльвуда и оператора типа
Харди в симметричных пространствах и симметричных пространствах с весом.

Полученные результаты можно перенести на случай более общих идеальных
структур, в которых действует оператор растяжения.
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РЕФЕРАТЫ ИНФОРМАТИКА & МАТЕМАТИКА

Андреищева Е. Н. Аппроксимация индефинитных функций Шура /
Е. Н. Андреищева // Таврический вестник информатики и математики. —
2019. — №3 (44). — C. 7 – 22.

УДК: 517.58

Данная работа посвящена исследованию свойств обобщённых функций Шура и её
унитарной реализации. Задача реализации функции Шура состоит в её представле-
нии, как характеристической функции некоторого операторного узла V . Представле-
ние s(λ) = s(0)+λ[(I−λT )−1u, v] называется реализацией обобщённой функцииШура
s(λ). Каждая функция Шура допускает унитарную реализацию, то есть может быть
представлена в виде s(λ) = s(0) + λ[(I − λT )−1u, v], где оператор V является унитар-
ным. Основные результаты статьи посвящены подробным исследованиям вопросов
аппроксимации индефинитной функций Шура в окрестности единичной точки.

Ключевые слова: функция Шура, аппроксимация, сжатие, ядро, пространство Понт-
рягина, преобразование Кэли-Неймана, индефинитная метрика, унитарная реализация,
оператор.

Антоневич А. Б., Шагова Т. Г. Обобщенные решения одного дифферен-
циального уравнения с рациональным коэффициентом / А. Б. Антоневич,
Т. Г. Шагова // Таврический вестник информатики и математики. —
2019. — №3 (44). — C. 23 – 36.

УДК: 517.988

В данной работе рассмотрены решения в пространстве обобщенных функций про-
стейшего линейного дифференциального уравнения, в котором коэффициентом яв-
ляется одна из обобщенных функций, порожденных рациональной функцией 1

x
. По-

казано, что обобщенное решение существует не для всех таких коэффициентов, и
получены необходимые и достаточные условия существования обобщенного решения.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение с обобщенным коэффициентом, мнемо-
функция, условие разрешимости, аналитическое предстваление распределения.

ГуровC.И., ЖуковА.Е., ЗакаблуковД.В., Кормаков Г.В. Обратимые
вычисления. Часть I / C.И. Гуров, А. Е.Жуков, Д.В. Закаблуков,
Г. В.Кормаков // Таврический вестник информатики и математики. —
2019. — №3 (44). — C. 37 – 65.

УДК: 519.7, 621.3



108 Рефераты

В первой части работы рассмотрены основные положения обратимости как новой
парадигмы развития вычислительной техники. Изложены основы обратимой логики
и модели обратимых вычислений, обратимые языки программирования.

Ключевые слова: обратимая логика, модели обратимых вычислений, обратимые языки
программирования.

Zhukovskiy V. I., Zhukovskaya L. V., Kudryavtsev K. N. Hybrid
Equilibrium in N-person Games / V. I. Zhukovskiy, L. V. Zhukovskaya,
K. N. Kudryavtsev // Таврический вестник информатики и математи-
ки. — 2019. — №3 (44). — C. 66 – 81.

УДК: 519.83

Существует ли способ уравновешивания конфликта, который уравновешивает эгоизм
отдельного игрока (диктуемый равновесием по Нэшу) с его альтруизмом (равнове-
сием по Бержу)? Положительному ответу на вопрос и посвящена настоящая статья.
Конкретный ответ: «Существует, но в смешанных стратегиях». Именно, для игры N

лиц в нормальной форме вводится понятие гибридного равновесия, которое является
синтезом равновесия по Нэшу и по Бержу, а так же Парето-максимума. Выявлены
свойства такого равновесия. Установлены достаточные условия, которым удовлетво-
ряет гибридное равновесие и, наконец, доказано его существование в смешанных
стратегиях при «привычных» ограничениях для математической теории игр (ком-
пактность и выпуклость множества стратегий игроков и непрерывность их функций
выигрыша).

Ключевые слова: равновесие по Бержу, равновесие по Нэшу, оптимум по Парето, сверт-
ка Гермейера, бескоалиционные игры.

Коваль К. А. Смешанные краевые задачи линейной теории упругости /
К. А. Коваль // Таврический вестник информатики и математики. —
2019. — №3 (44). — C. 82 – 97.

УДК: 517.28, 517.984.46, 517.91

В работе рассмотрено упругое тело, состоящее из двух пристыкованных областей с
липшицевыми внешними и внутренними границами. Для данной конфигурации за-
писана смешанная краевая задача теории упругости с неоднородными уравнениями
и условиями на границах. Решение задачи разыскивается в виде суммы решений
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четырех вспомогательных задач. Построения для краевых задач линейной теории
упругости проведены на базе соответствующих обобщенных формул Грина. В ра-
боте установлены теоремы о слабой разрешимости вспомогательных задач, а также
исходной задачи.

Ключевые слова: формула Грина, теория упругости, слабое решение, липшицева грани-
ца, теория упругости.

Павлов Е. А. Об операторах типа Харди / Е. А. Павлов // Таврический
вестник информатики и математики. — 2019. — №3 (44). — C. 98 – 106.

УДК: 517.983.23

Г.Г. Харди доказал важное неравенство для конечных и бесконечных сумм арифме-
тических средних apn, где p > 1. Затем он обобщил это неравенство на интегралы. С
функциональной точки зрения интегральное неравенство Г.Г. Харди означает непре-
рывность оператора Харди-Литтльвуда в лебеговых пространствах Lp, где p > 1.

В данной статье изучен обобщенный оператор Харди-Литтльвуда с точки зрения
ограниченности его действия в симметричных пространствах и более общих иде-
альных структурах, обладающих свойством Минковского, в которых ограниченно
действует оператор растяжения. Получен критерий ограниченности этого оператора
Hϕ (Харди-Литтльвуда) в симметричном пространстве E для случая, когда верхний
и нижний показатели функции растяжения µϕ совпадают. Получены достаточные
условия ограниченности оператора Hϕ в идеальных структурах с вышеперечислен-
ными свойствами. В частности, получен критерий непрерывности оператора Htl в
симметричных пространствах. Этот оператор был рассмотрен в монографии С.Г.
Крейна, Ю.И. Петунина и Е.М. Семенова, в которой были получены достаточные
условия ограниченности этого оператора в Lp.

Ключевые слова: симметрические пространства, идеал, решетка, оператор Харди.
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