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ТРАНСФОРМАЦИЯ ШУРА ДЛЯ ОБОБЩЕННОЙ ФУНКЦИИ
КАРАТЕОДОРИ НА ОКРУЖНОСТИ

c© Е. Н. Андреищева
Черноморское высшее военно-морское училище им. П. С. Нахимова

кафедра математики и начертательной геометрии
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Schur Transformation for the Generalized Caratheodory Function
on Circle.

Andreishcheva E. N.

Abstract. In the present paper we consider essentially Caratheodory class of scalar
functions. This class consists of the meromorphic functions f(z) on the open unit disc D for
which the kernel

Kf (z, ω) =
f(z) + f(ω)∗

1− zω∗
, z, ω ∈ hol(f)

has a finite number κ of negative squares(here hol(f) is the domain of homomorphy of f(z)).
This is equivalent to the fact that the function f(z) has κ poles in D but the metric constraint of
being not expansive on the unit circle T. We call these functions f(z) generalized Caratheodory
functions with κ negative squares.

The approach to the Schur transformation in the indefinite case in the given paper is based on
the theory of reproducing kernel Pontryagin spaces for the scalar and matrix functions, associated
with a Caratheodory function f(z) and a 2 × 2 matrix function Θ(z) through the reproducing
kernels

Kf (z, ω) =
f(z) + f(ω)∗

1− zω∗
, KΘ(z, ω) =

Jf −Θ(z)JfΘ(ω)∗

1− zω∗
, Jf =

(
0 −1

−1 0

)
.

In positive case, they have been first introduced by L. de Branges and J. Rovnyak in [9] and
[10]. They play an important role in operator models and interpolation theory, see, for instance,[3]
and [4]. In the indefinite case equivalent spaces were introduced in the papers by M.G. Krein
and H. Langer [16],[17] and [18] mentioned earlier.

The transformation s(z) 7→ ŝ(z) was defined and studied by I.Schur in 1917 – 1918 in the
paper [21] and is called the Schur transformation. The starting point is a function s(z) which
is analytic and contractive in the open unit disk D ; we call such functions Schur functions.
The Schur transformation maps the set of Schur functions which are not identically equal to a
unimodular constant into the set of Schur functions. In this way, I. Schur associated with a Schur
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function s(z) a finite or infinite sequence of numbers, called Schur coefficients, via the formulas

s0(z) = s(z), sj+1(z) = ŝj(z) =
1

b(z)

sj(z)− sj(z1)

1− sj(z)sj(z1)∗
, b(z) =

z − z1

1− zz∗1
, z1 ∈ D, j = 0, 1, ...

This recursion is called the Schur algorithm.
In given paper we consider this transformation to an indefinite setting for generalized

Caratheodory functions centered at z1 ∈ T. We called this transformation the generalized Schur
transformation for Caratheodory functions.

The generalized Schur transformation can be written as linear fractional transform
f̂(z) = χΘ−1(f(z)), for any matrix polynomial Θ(z) and generalized Caratheodory function
f(z). If z1 ∈ T we consider functions f(z) which have an asymptotic expansion of the form

f(z) = τ0 +

2p−1∑
i=1

τi(z − z1)i +O((z − z1)2p), z → z1.

We define the vector function R(z), fix some normalization point z0 ∈ T, z0 6= z1, and introduce
the polynomial p(z). Then the Schur transformation f̂(z) for generalized Caratheodory function
f(z) is defined by the formula

f̂(z) = χΘ(z)−1(f(z)) =
{(1− zz∗1)k − τ0(1− zz∗0)p(z)}f(z)− τ0τ

∗
0 (1− zz∗0)p(z)

−(1− zz∗0)p(z)f(z) + {(1− zz∗1)k − τ∗0 (1− zz∗0)p(z)}
.

In this paper we also consider the basic boundary interpolation problem for generalized
Caratheodory functions and factorization of the rational matrix functions which are J-unitary
on T\{z1} and have a unique pole in z1.

Keywords: indefinite metrics, Pontryagin space, Schur transformation, generalised Carateodori
function, interpolation problem, factorization of rational matrix function

Введение

Алгоритмом Шура называют последовательность дробно-линейных преобра-
зований, характерных для функций классовШура, Каратеодори, Неванлинны. Клас-
сомШура в комплексном анализе называют множество голоморфных функций, опре-
делённых и ограниченных единицей на единичном круге. Понятие функций Шура
встречается как в интерполяционной теории и теории инвариантных подпространств,
так и в приложениях. Некоторые ядра, индуцированные функциейШура, встречают-
ся в теории наиболее часто. Это воспроизводящие ядра для функциональных гиль-
бертовых пространств, которые сегодня понимаются как пространства состояний для
канонических коизометрических, изометрических и унитарных операторных узлов,
чьи характеристические функции совпадают с данной функцией Шура.

Алгоритм Шура для функций Шура и Неванлинны исследовался в целом ряде
работ (см., например, [1, 2, 5, 6] и имеющиеся там ссылки).

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2019, 2



Трансформация Шура для обобщённой функции Каратеодори на окружности 9

В настоящей работе получено развитие ряда результатов, установленных в работе
авторов [2] для построения алгоритма Шура обобщённых функций Шура, Неванлин-
ны, Каратеодори.

Напомним понятие алгоритма Шура на примере функции Шура. Рассмотрим
классический дефинитный случай.

Пусть s(λ) — функцияШура, определённая в открытом единичном круге D. Если
|s(0)| < 1, то, по лемме Шварца [2, стр.10] , функция вида

s̃(λ) =
1

λ

s(λ)− s(0)

1− s(λ)s(0)∗
(1)

также является функцией Шура. Преобразование (1) будем называть преобразова-
нием Шура.

Таким образом, функции s(λ) мы можем поставить в соответствие конечную или
бесконечную последовательность чисел ρj в D, называемую коэффициентами Шура:

s0(λ) = s(λ), ρ0 = s0(0),

sj+1(λ) = s̃j(λ) =
1

λ

sj(λ)− sj(0)

1− sj(λ)sj(0)∗
, ρj+1 = sj+1(0). (2)

Рекурсия (2) называется алгоритмом Шура. Алгоритм будет конечен, если после
конечного числа шагов для некоторого j0 мы получим |ρj0 | = 1, и в этом случае
sj+n(λ) = sj+1(λ), j > j0.

Определим для некоторой 2× 2 матрицы M =

(
a b

c d

)
и ν ∈ C дробно-линейное

преобразование вида

χM(ν) =
aν + b

cν + d
.

Тогда (1) можно записать как s̃(λ) = χΦ(λ)(s(λ)), где

Φ(λ) =
1

λ
√

1− |s(0)|2

(
1 −s(0)

−λs(0)∗ λ

)
.

Обратное преобразование Шура определяется формулой

s(λ) = χΦ(λ)−1(s̃(λ)) =
s(0) + λs̃(λ)

1 + λs̃(λ)s(0)∗
.

Аналогичным образом определяется алгоритм Шура для функций Шура с усло-
виями |s(0)| > 1 и |s(0)| = 1.

«Таврический вестник информатики и математики», №2 (43)’ 2019



10 Е. Н. Андреищева

Преобразование Шура (1) рассматривается в точке λ1 = 0. Для произвольной
точки λ1 ∈ D преобразование Шура определяется по формуле

s̃(λ) =
1

bc(λ)

s(λ)− s(λ1)

1− s(λ)s(λ1)∗
,

где через bc(λ) обозначается множитель Бляшке вида

bc(λ) =
λ− λ1

1− λλ∗1
.

Далее будем рассматривать обобщённое преобразование Шура в индефинитном
случае, то есть преобразование Шура для обобщённой функции в произвольной фик-
сированной точке круга или окружности.

1. Преобразование Шура на окружности для обобщённой
функции Каратеодори

В данном пункте мы изложим схему построения преобразования Шура для обоб-
щённой функции Каратеодори для произвольной точки на единичной окружности.

Обобщённым классом Каратеодори назовём множество мероморфных в D функ-

ций f , для которых ядро Kf (z, ω) =
f(z) + f(ω)∗

1− zω∗
имеет конечное число κ отрица-

тельных квадратов, и обозначим этот класс Cκ.

Пусть f ∈ Cκ, T — единичная окружность; z1, z0 ∈ T, z1 6= z0, |z| < 1.

Рассматриваем обобщённую функцию Каратеодори f(z), которая для некоторого
целого p > 1 в точке z1 ∈ T имеет асимптотическое разложение

f(z) = τ0 +

2p−1∑
i=1

τi(z − z1)i +O((z − z1)2p), z → z1. (3)

Рассмотрим две аналитические функции a(z) = 1 и b(z) = z на связном множестве
Ω ⊂ C с тем свойством, что множества

Ω+ = {z ∈ Ω| |z| < 1}, Ω0 = {z ∈ Ω| |z| = 1}

непусты.
Ядро Kf (z, ω) рассмотрим как частный случай ядра

KX(z, ω) =
X(z)JX(ω)∗

a(z)a(ω)∗ − b(z)b(ω)∗
, (4)

где J — матрица 2× 2, X(z) — мероморфная в Ω+ 1× 2 вектор-функция.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2019, 2
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Действительно, ядро Kf (z, ω) мы получим в случае Ω = C и

X(z) =

(
1

−f(z)∗

)∗
, a(z) = 1, b(z) = z, J = Jf =

(
0 −1

−1 0

)
. (5)

Предположим, что Kf (z, ω) имеет конечное число отрицательных квадратов. Бу-
дем обозначать B(f) соответствующее пространство Понтрягина, порождённое яд-
ром Kf (z, ω).

Построим линейное пространство M как линейную оболочку 2 × 1 вектор-
функций вида

fj(z) =
1

j!

∂j

∂ω∗j
JX(ω)∗

1− zω∗
∣∣
ω=z1

, j = 0, 1, 2, . . . .

Легко видеть, что для функций fj(z), j = 0, 1, 2, ..., справедлива следующая ре-
куррентная формула

fj+1(z) =
1

(1− zz∗1)

{(
τ ∗j+1

0

)
+ fj(z)z

}
=

=
zj+1

(1− zz∗1)j+2

(
τ ∗0
−1

)
+

j+1∑
k=1

zj+1−k

(1− zz∗1)j+2−k

(
τ ∗k
0

)
.

Введём внутреннее произведение на M , определяя его на подпространствах

Mk = л.о.{f0(z), . . . , fk−1(z)}, k = 1, 2, . . . .

Матричная функция

F (z) = (f0(z) f1(z) · · · fk−1(z))

может быть представлена в виде (см. [2])

F (z) = Cz1(Mz1 − zNz1)
−1,

где Mz1 = Ik,

Nz1 =


z∗ 1 · · · 0 0

0 z∗ · · · 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · z∗ 1

0 0 · · · 0 z∗

 , Cz1 =

(
τ ∗0 τ ∗1 τ ∗2 · · · τ ∗k−2 τ ∗k−1

−1 0 0 · · · 0 0

)
.

Конечномерное пространство инвариантно относительно оператора запоздалого
сдвига

(Rζfj)(z) =
fj(z)− fj(ζ)

z − ζ
, fj(z) ∈M ,

«Таврический вестник информатики и математики», №2 (43)’ 2019



12 Е. Н. Андреищева

где ζ ∈ Ω+ тогда и только тогда, когда оно является линейной оболочкой столбцов
матричной функции вида

F (z) = C(M − zN)−1

для некоторых матриц M, N и C (см. [2]).
Отсюда Mk инвариантно относительно оператора запоздалого сдвига.
Определив сужение внутреннего произведения [·, ·] на Mk, построим матрицу

Грама G, соответствующую k функциям:

G = (gij)
k−1
i,j=0, gij = [fj, fi], fi ∈Mk, i = 0, k − 1,

как решение матричного уравнения

G−N∗z1GNz1 = C∗z1JCz1 . (6)

По теореме [2, стр.13] функция Θ(z) может быть представлена следующим образом

Θ(z) = I2 − (1− zz∗0)F (z)G−1F (z0)∗Jf ,

где z0 — точка единичной окружности, отличная от точки z1.

Через Γp обозначим матрицу Грама векторов fi(z), i = 0, 1, ..., p−1 размерности p,
в через G — подматрицу матрицы Γp размерности k.

Наша цель — найти матрицу Γp и её подматрицу G.

Ядро Kf (z, ω) =
f(z) + f(ω)∗

1− zω∗
, характерное для функций Каратеодори, также

имеет асимптотическое представление вида

Kf (z, ω) =
∑

06i+j62p−2

γij(z − z1)i(ω − z1)∗j +O((max{|z − z1|, |ω − z1|})2p−1) (7)

при z, w → z1.

Из равенств (3) и (7) мы найдем соотношения, из которых получим необходимые
нам коэффициенты разложения γij, которые и будут элементами искомой матри-
цы Γp.

f(z) + f(ω)∗ =

= (1− zω∗)

( ∑
06i+j62p−2

γij(z − z1)i(ω − z1)∗j +O
(
(max{|z − z1|, |ω − z1|})2p−1

))
=

= (−z∗1(z − z1)− z1(ω − z1)∗ − (z − z1)(ω − z1)∗)×

×

( ∑
06i+j62p−2

γij(z − z1)i(ω − z1)∗j +O((max{|z − z1|, |ω − z1|})2p−1)

)
.
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2p−1∑
i=0

τi(z − z1)i +

2p−1∑
j=0

τ ∗j (ω − z1)∗j +O((z − z1)2p) +O((ω − z1)∗2p)) =

= −z∗1
∑

06i+j62p−2

γij(z − z1)i+1(ω − z1)∗j−

− z1

∑
06i+j62p−2

γij(z − z1)i(w − z1)∗(j+1)−

−
∑

06i+j62p−2

γij(z − z1)i+1(ω − z1)∗(j+1)+

+O((max{|z − z1|, |ω − z1|})2p−1).

Из этого мы замечаем, что справедлива следующая система равенств
−z∗1γi−1,j − z1γi,j−1 − γi−1,j−1 = 0, i, j = 1, p ;

τi = −z∗1γi−1,0, i = 1, p ;

τ ∗j = −z1γ0,j−1, i = 1, p ;

τ0 + τ ∗0 = 0 .

(8)

Данную систему (8) можно переписать матричным равенством

−z∗1S∗Γp − z1ΓpS − S∗ΓpS = −(n e)Jf (n e)
∗,

где n = (τ0 τ1 τ2 · · · τp−1), e = (1 0 0 · · · 0), Jf =

(
0 −1

−1 0

)
,

матрица S =


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0

 является p× p матрицей сдвига.

Из системы (8) последовательно получим коэффициенты γij :
γij = (−1)j+1

i+j+1∑
m=i

Cm−i
i−1 τmz

m
1 , при i > j;

γij = (−1)i+1
i+j+1∑
m=j

Cm−j
j−1 τ

∗
mz
∗m
1 , при i < j.
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Таким образом мы получили матрицу Γp вида:

Γp =



−τ1z1 −τ ∗2 z∗1 −τ ∗3 z∗1 · · · −τ ∗p z∗1
−τ2z1

3∑
i=2

τiz
i
1

4∑
i=3

τ ∗i z
∗i
1 · · ·

p+1∑
i=p

τ ∗i z
∗i
1

−τ3z1

4∑
i=3

τiz
i
1 −

5∑
i=3

Ci−3
2 τiz

i
1 · · · −

p+2∑
i=p

Ci−p
2 τ ∗i z

∗i
1

−τ4z1

5∑
i=4

τiz
i
1 −

6∑
i=4

Ci−4
2 τiz

i
1 · · ·

p+3∑
i=p

Ci−p
3 τ ∗i z

∗i
1

...
...

... · · · ...

−τpz1

p+1∑
i=p

τiz
i
1 −

p+2∑
i=p

Ci−p
2 τiz

i
1 · · · (−1)p

2p+1∑
i=p

Ci−p
p+1τ

∗
i z
∗i
1


.

Также из системы (8) мы можем упростить нашу матрицу и "избавиться" от
сопряжённости. Таким образом, имеем равенство

γij = (−1)j+1

i+j+1∑
m=i

Cm−i
i−1 τmz

m
1 , при i < j.

И тогда мы получаем матрицу Γp в ином, “упрощенном” виде

Γp =



−τ1z1

2∑
i=1

τiz
i+1
1 −

3∑
i=1

Ci−1
2 τiz

i+2
1 · · · (−1)p

p∑
i=1

Ci−1
p−1τiz

i+p−1
1

−τ2z1

3∑
i=2

τiz
i
1 −

4∑
i=2

Ci−2
2 τiz

i+1
1 · · · (−1)p

p+1∑
i=2

Ci−2
p−1τiz

i+p−2
1

−τ3z1

4∑
i=3

τiz
i−1
1 −

5∑
i=3

Ci−3
2 τiz

i
1 · · · (−1)p

p+2∑
i=3

Ci−3
p−1τiz

i+p−3
1

−τ4z1

5∑
i=4

τiz
i−2
1 −

6∑
i=4

Ci−4
2 τiz

i−1
1 · · · (−1)p

p+3∑
i=4

Ci−4
p−1τiz

i+p−4
1

...
...

... · · · ...

−τpz1

p+1∑
i=p

τiz
i−p+2
1 −

p+2∑
i=p

Ci−p
2 τiz

i−p+3
1 · · · (−1)p

2p−1∑
i=p

Ci−p
p−1τiz

i
1



, кото-

рую в свою очередь можно представить в виде произведения двух матриц:

Γp =


τp τp−1 τp−2 . . . τ1

τp+1 τp τp−1 . . . τ2

τp+2 τp+1 τp . . . τ3

...
...

...
...

...
τ2p−1 τ2p−2 τ2p−3 . . . τp

×


0 0 · · · 0 (−1)pC0
p−1z

2p−1
1

0 0 · · · (−1)p−1C0
p−2z

2p−3
1 (−1)pC1

p−1z
2p−2
1

...
... · · · ...

...
0 C0

1z
3
1 · · · (−1)p−1Cp−3

p−2z
p
1 (−1)pCp−2

p−1z
p+1
1

−z1 C1
1z

2
1 · · · (−1)p−1Cp−2

p−2z
p−1
1 (−1)pCp−1

p−1z
p
1

 .

Пусть в разложении (3) τ1 = τ2 = . . . = τk−1 = 0. Рассмотрим подматрицу G

размерности k матрицы Γp :
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G =


τk 0 0 . . . 0

τk+1 τk 0 . . . 0

τk+2 τk+1 τk . . . 0
...

...
...

...
...

τ2k−1 τ2k−2 τ2k−3 . . . τk

×

×


0 0 · · · 0 (−1)kC0

k−1z
2k−1
1

0 0 · · · (−1)k−1C0
k−2z

2k−3
1 (−1)kC1

k−1z
2k−2
1

...
... · · · ...

...
0 C0

1z
3
1 · · · (−1)k−1Ck−3

k−2z
k
1 (−1)kCk−2

k−1z
k+1
1

−z1 C1
1z

2
1 · · · (−1)k−1Ck−2

k−2z
k−1
1 (−1)kCk−1

k−1z
k
1

 . (9)

Рассмотрим оператор (I − zN)−1 :

(I − zN)−1 =



1
1−zz∗1

z
1−zz∗1

z2

1−zz∗1
· · · zk−1

1−zz∗1
0 1

1−zz∗1
z

1−zz∗1
· · · zk−2

1−zz∗1
0 0 1

1−zz∗1
· · · zk−3

1−zz∗1...
...

...
...

...
0 0 0 0 1

1−zz∗1


,

F (z) = C(I − zN)−1 =

(
τ∗0

(1−zz∗1 )

zτ∗0
(1−zz∗1 )2

. . .
zk−1τ∗0

(1−zz∗1 )k

− 1
(1−zz∗1 )

z
(1−zz∗1 )2

· · · zk−1

(1−zz∗1 )k

)
.

Таким образом, функцию F (z) можно записать в следующем виде

F (z) = uR(z),

где R(z) =

(
1

(1− zz∗1)

z

(1− zz∗1)2
· · · zk−1

(1− zz∗1)k

)
, u =

(
τ ∗0
−1

)
.

Обозначим через p(z) полином степени deg p(z) 6 k − 1

p(z) = (1− zz∗1)kR(z)G−1R(z0)∗, p(z1) 6= 0. (10)

Для данного полинома p(z) характерно свойство

p(z)− z0(−z∗1)kzk−1p(1/z∗)∗ = 0
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16 Е. Н. Андреищева

и выполнена асимптотика

(1− zz∗1)k

(1− zz∗0)p(z)
=

2k−1∑
i=k

τi(z − z1)i +O((z − z1)2k). (11)

Исходя из вышесказанного, формула представления матрицы Θ(z) имеет вид

Θ(z) = I2 − (1− zz∗0)R(z)G−1R(z0)∗uu∗Jf = I2 −
(1− zz∗0)

(1− zz∗1)k
p(z)

(
τ ∗0 −τ ∗0 τ0

−1 τ0

)
. (12)

Найдём обратную матрицу Θ(z)−1.

Θ(z)−1 = I2 −
(1− zz∗0)

(1− zz∗1)k
p(z)

(
τ0 τ ∗0 τ0

1 τ ∗0

)
= I2 +

(1− zz∗0)

(1− zz∗1)k
p(z)uu∗Jf ,

где

(
τ ∗0
−1

)
, Jf =

(
0 −1

−1 0

)
.

Итак, получили преобразование Шура для функции Каратеодори в точке z1 на
окружности:

f̂(z) = χΘ(z)−1(f(z)) =
{(1− zz∗1)k − τ0(1− zz∗0)p(z)}f(z)− τ0τ

∗
0 (1− zz∗0)p(z)

−(1− zz∗0)p(z)f(z) + {(1− zz∗1)k − τ ∗0 (1− zz∗0)p(z)}
. (13)

2. Основная граничная интерполяционная задача

Сформулируем основную граничную интерполяционную задачу для обобщённой
функции Каратеодори.

Пусть z1 ∈ T, где T — единичная окружность, для целого числа k > 1 существует
набор комплексных чисел τ0, τk, τk+1, . . . , τ2k−1 с условием
τ0 + τ ∗0 = 0, τk 6= 0 и такой, что матрица G вида (9) является эрмитовой.

Основная граничная интерполяционная задача состоит в том, чтобы определить
все функции f ∈ Cκ такие, что имеет место асимптотика

f(z) = τ0 +
2k−1∑
i=k

τi(z − z1)i +O((z − z1)2k), z → z1. (14)

Через Cz1;2k
κ обозначим обобщённый класс Каратеодори функций, голоморфных

в точке z1 и для которых справедлива асимптотика (14).
Если функция f(z) является решением основной граничной интерполяционной

задачи, то f(z) принадлежит классу Cz1;2k
κ , где κ ∈ Z и κ > κ−(G), κ−(G) — число

отрицательных квадратов матрицы G.

Определим также точку z0 ∈ T\{z1} и полином p(z) по формуле (10).
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Теорема 1. Дробно-линейное преобразование

f(z) =
{(1− zz∗1)k − τ ∗0 (1− zz∗0)p(z)}f̃(z) + τ0τ

∗
0 (1− zz∗0)p(z)

(1− zz∗0)p(z)f̃(z) + {(1− zz∗1)k − τ0(1− zz∗0)p(z)}
(15)

устанавливает взаимно однозначное соответствие между всеми решениями
f(z) ∈ Cz1;2k

κ основной граничной интерполяционной задачи и всеми функциями
f̃(z) ∈ Cκ̃, для которых

lim inf
z→z1

|f̃(z)− τ0| > 0, (16)

где κ̃ = κ − κ−(G).

Доказательство. Пусть f̃(z) ∈ Cκ обладает свойством (16). Докажем, что все функ-
ции f(z) вида (14) являются решениями основной граничной интерполяционной за-
дачи. Если функция f(z) задана формулой (15), то выполнено равенство

f(z)− τ0 =
(1− zz∗1)k(f̃(z)− τ0)

(1− zz∗0)p(z)f̃(z) + {(1− zz∗1)k − τ0(1− zz∗0)p(z)}
.

Данное равенство показывает, что функция f(z) − τ0 имеет нуль порядка k в
точке z = z1 и отсюда, учитывая свойство (16), следует

(1− zz∗0)p(z)(f(z)− τ0)− (1− zz∗1)k = −(1− zz∗1)k(f(z)− τ0)

f̃(z)− τ0

= O((z − z1)2k),

при z → z1.

Заметим, что дробно-линейное преобразование вида (15) является обратным
обобщенным преобразованием Шура и

f̃(z) = χΘ(z)−1(f(z)) = f̂(z).

Следовательно, полином p(z) обладает свойством (11). Тогда

f(z)− τ0 −
2k−1∑
i=k

τi(z − z1)i = O((z − z1)2k).

Из чего и получаем, что f(z) вида (15) является решением основной граничной
интерполяционной задачи.

Обратно, пусть выражение (15) определяет все решения основной граничной
интерполяционной задачи. Докажем, что свойство (16) выполнено и f̃(z) ∈ Cκ c
κ̃ = κ − κ−(G).

Рассмотрим выражение

(1− zz∗0)p(z)(f̃(z)− τ0) + (1− zz∗1)k =
(1− zz∗1)k(f̃(z)− τ0)

f(z)− τ0

=
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=
z∗1(f̃(z)− τ0)

τk +
k−1∑
i=1

τk+i(z − z1)i +O((z − z1)k)

,

при z → z1.

Следовательно, когда функция f̂(z) рациональна, неравенство (16) эквивалентно
тому, что знаменатель в (15)

(1− zz∗0)p(z)(f̃(z)− τ0) + (1− zz∗1)k

не равен нулю в точке z = z1.

Докажем, что f̃(z) ∈ Cκ̃.

Рассмотрим ядро KX(z, ω) вида (4), где X(z) =

(
1

−f(z)∗

)∗
.

Поскольку f(z) ∈ Cκ, тоKX(z, ω) имеет κ отрицательных квадратов. Представим
KX(z, ω) в виде

KX(z, ω) = X(z)
Jf −Θ(z)JfΘ(ω)∗

1− zω
X(ω)∗ +

X(z)Θ(z)JfΘ(ω)∗X(ω)∗

1− zω
,

где Θ(z) — матрица вида (12). Матрица X(z)Θ(z) описывает обобщенное преобразо-
вание Шура (13) в терминах линейных отношений. Обозначим количество отрица-
тельных квадратов матрицы G через κ−(G). Поскольку количество отрицательных
квадратов ядра KΘ(z, ω) ровно столько, сколько отрицательных квадратов матри-
цы G, получаем κ = κ−(G) + κ̃, где κ̃ — количество отрицательных квадратов ядра
KXΘ(z, ω). �

3. Факторизация в классе функций U z1
f

Цель данного пункта исследовать факторизацию класса рациональных функций
на элементарные множители.

Напомним, что всякая рациональная аналитическая в нуле функция Θ(z) может
быть представлена в виде [2]

Θ(z) = D + zC(I − zA)−1B, (17)

где A,B,C, и D — матрицы подходящих размеров и D = Θ(0).

Реализация (17) называется минимальной, если размерность матрицы A на столь-
ко мала, на сколько это возможно. Иначе говоря, реализация минимальна, если вы-
полнено

∩∞l=0 kerCAl = {0} и ∪∞l=0 ranA
lB = Cm,

где A — матрица m×m.
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Размерность матрицы A минимальной реализации (17) называется степенью
Макмиллана и обозначается deg Θ.

Определение 1. Произведение (или факторизация)

Θ(z) = Θ1(z)Θ2(z), (18)

где Θ(z),Θ1(z),Θ2(z) — рациональные p× p матричные функции, называется мини-
мальной, если deg Θ1Θ2 = deg Θ1 + deg Θ2.

Факторизация (18) называется тривиальной, если не менее одного множителя
является постоянной матрицей.

Рациональная функция Θ(z) называется элементарной, если она не допускает
нетривиальных минимальных факторизаций.

Если функция Θ(z) является J-унитарной, факторизация (18) называется J-
унитарной только тогда, когда оба множителя Θ1(z) и Θ2(z) — J-унитарны.

В случае, когда Θ(z) является рациональной и J-унитарной функцией на T, ядро

KΘ(z, w) =
Jf −Θ(z)JfΘ(w)∗

1− zw∗

имеет конечное число положительных и отрицательных квадратов. Обозначим за
P(Θ) пространство Понтрягина, порождённое ядром KΘ(z, w).

Обозначим через U z1
f , где z1 ∈ T, класс всех рациональных 2 × 2 матричных

функций, обладающих свойством J-унитарности на T\{z1} и имеющих единственный
полюс в точке z1. Класс U z1

f является подпространством P(Θ).

Пусть точка z0 ∈ T\{z1} — фиксированная на окружности.

Определение 2. Функция Ψ(z) = Θ(z)Θ(z0)−1 называется нормализованной мат-
ричной функцией.

Сформулируем вспомогательные теоремы, которые лежат в основе доказатель-
ства основного результата данного пункта.

Теорема 2. [2, стр.40] Пусть z1 ∈ T и Θ(z) нормализованная функция класса U z1
f .

Тогда Θ(z) допускает единственную минимальную факторизацию на нормализо-
ванные множители.

Теорема 3. [2, стр.33] Пусть C,N — матрицы размера k ×m и m ×m соответ-
ственно. Пусть матрица G — обратимая эрмитовая m × m матрица. Тогда ли-
нейная оболочка M столбцов матричной функции F (z) = C(I − zN)−1, на которой
определена метрика

[Fc, Fd] = d∗Gc, c, d ∈ Cm,
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является пространством Понтрягина P(Θ) тогда и только тогда, когда матрица
G является решением уравнения

G−N∗GN = C∗JN.

В этом случае

Θ(z) = I − (1− zz∗0)C(I − zN)−1G−1(I − z0N)−∗C∗J, (19)

где z0 ∈ T такое, что z∗0 ∈ ρ(N).

Основываясь на этих теоремах докажем следующий результат о факторизации
функции Θ на элементарные множители.

Теорема 4. (1) Нормализованная матричная функция Θ(z) ∈ U z1
f элементарна

тогда и только тогда, когда она представима в виде

Θ(z) = I2 −
(1− zz∗0)

(1− zz∗1)k
p(z)uu∗Jf , (20)

где k ∈ Z, k > 1, вектор

(
τ ∗0
−1

)
— J-нейтральный: u∗Ju = 0, p(z) — полином

степени deg p(z) 6 k − 1 и удовлетворяющий условиям

p(z)− z0(−z∗1)kzk−1p(1/z∗)∗ = 0, p(z1) 6= 0.

(2) Каждая функция Θ(z) ∈ U z1
f допускает единственную минимальную фактори-

зацию
Θ(z) = Θ1(z) · · ·Θn(z)U,

для которой каждая функция Θj(z) является нормированной элементарной мат-
ричной функцией из класса U z1

f и U = Θ(z0) является Jf -унитарной константой.

Доказательство. (1) Пусть Θ(z) ∈ U z1
f является нормализованной элементарной

матричной функцией. Докажем, что для Θ(z) справедливо представление в виде (20).
Действительно, по теореме 3, поскольку класс U z1

f является подпространством
P(Θ), функция Θ(z) имеет вид (19), а отсюда и следует нужное нам представление
(20). Функция (20) является нормализованной, поскольку Θ(z0) = I.

Докажем обратное утверждение. Пусть Θ(z) представима в виде (20), докажем,
что она элементарна. Предположим, что условие элементарности не выполняется,
тогда факторизуем матрицу Θ(z). Через конечное число шагов мы получим

Θ(z) = Θ1(z)Θ2(z) · · ·Θn(z),
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где Θj(z), j = 1, n — элементарные матрицы. Тогда, из доказанного, мы получаем,
что каждая из матриц Θj(z) имеет вид (20) и, следовательно, n = 1.

(2) Следует из теоремы 2. �

Это показывает, что функция Θ(z), соответствующая обобщённому преоб-
разованию Шура и основной граничной интерполяционной задаче в предыдущем
параграфе, является нормированным элементарным множителем в U z1

f .

Мы схематично обозначим, как получить факторизацию произвольной матрич-
ной функции Θ(z) ∈ U z1

f , используя алгоритм Шура.

1) Во-первых, нормализуем Θ(z) :

Θ(z) = Ψ(z)Θ(z0), Ψ(z) = Θ(z)Θ(z0)−1 =

(
a(z) b(z)

c(z) d(z)

)
.

Предположим, что Ψ(z) не является Jf -унитарной константой, иначе процедура оста-
новилась бы прямо на первом шаге. Обозначим за oz1g порядок полюса функции g(z)

в точке z1. Выберем ξ ∈ T такое, что выполнено

(a1) c(0)ξ + d(0) 6= 0,

(a2) oz1(aξ + b) = max{oz1(a), oz1(b)},
(a3) oz1(cξ + d) = max{oz1(c), oz1(d)},
(a4) функция f(z) = a(z)ξ+b(z)

c(z)ξ+d(z)
не равна тождественно константе.

Каждое из первых трех условий выполнено самое большее для одного значения ξ.

Четвертое условие выполнено для всех кроме двух значений. Таким образом, есть
не более пяти запрещённых значений для ξ ∈ T. Поскольку Ψ(z) ∈ U z1

f , функция
f(z) является рациональной обобщённой функцией Каратеодори и, следовательно,
голоморфна на T и удовлетворяет условию Re f(z) = 0 для всех z ∈ T, то есть,
f(z) — частное двух множителей Бляшке. Из этого следует, что для ядра Kf (z, w)

справедливо асимптотическое представление (7) для p ∈ Z, p > 1. Поскольку ядро
Kf (z, w) является симметричным, то матрица Γ любого размера эрмитовая.

2) Мы можем применить алгоритм Шура:

f0(z) = f(z), f1(z) = χΨ1(z)−1(f0(z)), . . . , fn(z) = χΨn(z)−1(fn−1(z)),

где Ψ1,Ψ2, · · · ,Ψn — нормализованные матричные функции вида (20). Алгоритм бу-
дет конечным, поскольку на некотором шаге Ψn(z) станет унитарной постоянной
матричной функцией.
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Заключение

Классом Шура в комплексном анализе называют множество голоморфных функ-
ций, определённых и ограниченных единицей на единичном круге. Понятие функций
Шура встречается как в интерполяционной теории и теории инвариантных подпро-
странств, так и в приложениях. Некоторые ядра, индуцированные функцией Шура,
встречаются в теории наиболее часто. Это воспроизводящие ядра для функциональ-
ных гильбертовых пространств, которые сегодня понимаются как пространства со-
стояний для канонических коизометрических, изометрических и унитарных опера-
торных узлов, чьи характеристические функции совпадают с данной функцией Шу-
ра.

Операторное обобщение понятия класса Шура определяется множеством функ-
ций s(z), заданных и голоморфных на подобласти единичного круга, содержащей
нуль, и принимающих значения во множестве L(F,G) непрерывных операторов, где
F,G — гильбертовы пространства Понтрягина либо пространства Крейна.

Каждой такой функции поставим в соответствие три ядра

Ks(ω, z) =
I − s(z)s(ω)∗

1− zω∗
, Ks̃(ω, z) =

I − s̃(z)s̃(ω)∗

1− zω∗
,

Ds(ω, z) =

 Ks(ω, z)
s(z)− s(ω∗)
z − ω∗

s̃(z)− s̃(ω∗)
z − ω∗

Ks̃(ω, z)

 ,

где s̃(z) = s(z∗)∗ и I обозначает скалярную единицу или единичный оператор в зави-
симости от контекста. Когда эти ядра неотрицательны, они являются воспроизводя-
щими ядрами гильбертовых пространств H(s), H(s̃), D(s) векторнозначных функ-
ций. Данные пространства появляются в канонической модели сжимающих операто-
ров для случая гильбертовых пространств в теории Л. де Бранжа и Дж. Ровняка.

В общем случае у данных трёх ядер предполагалось наличие κ отрицательных
квадратов, для некоторого неотрицательного целого числа κ. Тогда мы говорим,
что функция s(z) принадлежит обобщённому классу Шура Sκ(F,G). Согласно тео-
рии Л. Шварца и П. Сорьонена, в случае обобщённого класса Шура пространства
H(s), H(s̃), D(s) также существуют, однако теперь как пространства Понтрягина с
отрицательным индексом κ. Заметим, что индефинитность появляется и тогда, ко-
гда пространства F и G являются пространствами Понтрягина или Крейна. Данный
подход впервые исследовался В. П. Потаповым.

Индефинитные случаи также были изучены в сериях работ Д. Алпая,
Т. Я. Азизова, М. Г. Крейна и Г. Лангера и недавних работах Л. де Бранжа.
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Теория Крейна-Лангера предполагает, что пространства F и G гильбертовы, и
необходимость такого подхода мотивируется спектральной теорией, классическими
представлениями резольвент и вопросами теории функций.
Теория де Бранжа охватывает различные системы точек зрения и использует поня-
тие дополнения для создания ключевой конструкции.
Однако, несмотря на то, что получено множество выдающихся результатов, индефи-
нитная теория менее изучена, нежели гильбертов случай.

Своё развитие теория пространств с индефинитной метрикой и действующих в
них операторов получила в работах М. Г. Крейна , И. С. Иохвидова, Р. Филлипса,
М. А. Наймарка, Г. К. Лангера, П. Йонаса, Т. Я. Азизова, А. А. Шкаликова, в ряде
совместных работ Д. Алпая, Т. Я. Азизова, А. Дайксмы и Г. Лангера.

В настоящей работе мы исследуем качественные свойства обобщенных функций
Каратеодори, касающиеся построения алгоритма Шура, факторизации и интерполя-
ции матричных функций. Обобщенная функция Каратеодори связана с обобщенной
функцией Шура дробно-линейным преобразованием Кэли-Неймана.

Для доказательства основных результатов используются методы математическо-
го анализа, теории приближений, операторной теории, теории интерполяции функ-
ций.

Основные результаты работы:
1. Получено преобразование Шура для обобщённой функции Каратеодори в точ-

ке, принадлежащей единичной окружности.
2. Доказаны теоремы о факторизации и интерполяции рациональных матричных

функций для случая преобразования Шура обобщённой функции Каратеодори на
единичной окружности.
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Theory: Advances and Applications. Birkhäuser Verlag, Basel ( Vol. 33). p. 175-222.

6. ALPAY D. & GOHBERG I. (2006) Discrete analogs of canonical systems
with pseudoexponential potential. Definitions and formulas for he spectral matrix
functions. Operator Theory: Advances and Applications. Birkhäuser Verlag, Basel (
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Birkhäuser Verlag, Basel ( Vol. 41). p. 173-239.

13. GOHBERG I. (1986) Schur methods in operator theory and signal processing.
Operator Theory: Advances and Applications. Birkhäuser Verlag, Basel ( Vol. 18).
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21. SCHUR I. (1986) Über die Potenzreihen, die im Innern des Einheitkreises änkt
sind. Operator Theory: Advances and Applications. Birkhäuser Verlag, Basel (Vol.
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Models of specific forms of insect outbreaks in modifications of
Bazykin and Verhulst-Pearl equations.

Dubrovskaya V. A., Perevaryukha A. Yu.

Abstract. The article discusses environmentally sound modifications for two popular
population models of Bazykin and Verhulst-Pearl for the task of describing particular and non-
trivial changes in population processes. A variety of the extreme nature of the number dynamics
of an invasive insect species — outbreak activity of pests is modeled. The problem of applied
computational modeling of transient modes of oscillating and destructive invasions of alien pests
is relevant for many cases of sporadic mass reproduction of insect pests without biological control.
As a result of analyzing the properties of known ecological models, we propose a modification
that combines the most ecologically relevant trajectory behaviors after the cycle birth Hopf
bifurcation. In the new equation of insect population dynamics with the deviating argument
ẋ = rx(t − h)f(xk(t − τ)), an alternative unimodal regulator function f(x), limx→∞ f(x) > ε

instead of r(x/K)k and rx exp (−bx) or rx 3
√

(x− L) — for threshold in population dynamic:

dx

dt
= rx ln

(
K

x(t− τ)

)
3
√

(x− L).

L — is a critical threshold. With a significant increase in the value of the delay in such equations,
the behavior of the trajectory becomes more complicated. As a result of the modification, we were
able to overcome and correct the lack of unrealistically low minima in the Hutchinson equation,
as we see when a relaxation cycle of considerable amplitude occurs. We have proposed a new
equation describing the effect of a critical minimum based on a modification of the Bazykin
model with a regulator function lnK/N(t− h). In the extreme extension of the Ferhulst-Pearl
equation with delay:

dx

dt
= rx

(
1− x(t− τ)

K

)
(H− x(t− τ1)) .

1Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант 17-07-00125.
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In the new equation the destruction of relaxation oscillations is described as a transitional regime
of a specific outbreak of the number of insects affecting the state of agrocenosis. The cycle
is compressed and destroyed, there is a loss of dissipative properties with preservation of the
pseudoperiodic component. The computational experiment is stopped by the internal message
of the instrumental environment about overflow in floating-point calculations.

Keywords: equation with deviating argument, cycles, Hopf bifurcation, control functions, forms
of delay in biosystems, outbreaks and insect invasion

Введение

Проблема поиска подходящих функций-регуляторов, формализующих механиз-
мы контроля эффективности размножения видов с потенциально очень большим
r−параметром, основополагающая в математической биологии. Еще Фибоначчи рас-
сматривал модель с размножением кроликов со скоростью геометрической прогрес-
сии. В экологической реальности это невозможно, существуют сложные механизмы
ограничения размножения. Однако, как любой сложный механизм может ломаться,
регуляторы могут иногда не срабатывать вовремя. Актуальной задачей для матема-
тического моделирования остаются проблемы связанные со «вспышками численно-
сти». Математически такие явления можно назвать стремительным сдвигом индекса
выравненности биологического разнообразия.

В предыдущей работе мы провели анализ деградации биоресурсов Каспийского
моря [1] в дискретно-непрерывной системе. Для случая осетровых рыб мы использо-
вали сценарный подход для описания коллапса промысловых популяций [2]. В насто-
ящей статье мы рассмотрим другой особый случай — сценарии модели критической
ситуации при вторжении чужеродного вида. Предложим модификации моделей дина-
мики локальной популяции, резко принимающей экстремальный характер с учетом
того, что емкость среды K не является константным ограничением и балансовым
равновесием.

В экологии квадратичная саморегуляция уравнения Ферхюльста считается хре-
стоматийной:

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
. (0)

Модификация в обобщенном уравнении Ферхюльста-Пирла:

dN

dt
= rN

(
1−

(
N

K

)k)
, 1 < k < i, k, i ∈ N
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Скорее из политико–экономических соображений полагалось у решения (0)
Ṅ = rf(N2) наличие точки f ′(Ñ) = 0 : f ′(N) < 0, N > Ñ , — снижения скоро-
сти прироста до его остановки на уровне «насыщения среды»: f(N∗) = 0, N∗ = K,
∀N(0), limt→∞N(t) = K. Как описать емкость экологической ниши в условиях стре-
мительной инвазии — распространению чужеродного вида, отвоевывающего свою
нишу. Мы полагаем, базовое понятие емкость среды K имеет ограниченную область
применения, что необходимо учитывать при построении усовершенствованных моде-
лей.

1. Модификация модели Базыкина для критического порога

При низкой плотности популяции происходят особые процессы, связанные с эф-
фектом бутылочного горлышка, состояния с предельно низкой численностью. Су-
ществует понятие о минимально возможной низкой численности, которая допустима
для существования популяции у многих социальных животных. Можно формали-
зовать данное представление, добавив сомножитель Ṅ = rf(N2)(N − L), но не как
предложил Базыкин в известном уравнении [3].

Модифицируем уравнение (0) с применением другой функцией f(N), имеющей
свойство limt→∞N(t) = K. Соответственно, с другим положением точки f ′(Ñ) = 0,
следующим образом:

dN

dt
= r ln

(
K

N

)
N 3
√

(N − L), (1)

где r — традиционно репродуктивный параметр. Теоретически, r в моделях регуля-
ции нужно отличать от мальтузианского параметра r модели неограниченного роста
N(t) = N(0)ert популяции, где r полностью реализованный репродуктивный потен-
циал плодовитости особей. В правую часть (1), где f(N) = 0, ln(N/K) = 1, добавлен
сомножитель, что увеличивает число ее нулей. Подобным образом можно описать
минимальную численность, связанную с эффектом Олли, только данное явления
триггерное (проявляющееся вдруг и резко). Снижение репродуктивного потенциала
начинает наблюдаться, когда состояние популяции далеко не оптимальное. В опти-
мальном состоянии большой группы особей эффект никак не проявляется на регу-
ляции численности, потому выбор f(N) = ln(K/N) и степени 1/3 более логичен, чем
для функции квадратичной регуляции f(N) = rN(1−N/K).

Вымирание (N(t)→ 0) в модели вида (1) будет выглядеть стремительным и без-
возвратным явлением. Введения явного порога L не самый элегантный метод опи-
сания эффекта Олли. Альтернативный способ — воспользоваться стохастическим
возмущением. Многие популяции могут восстанавливать численность от единичных
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сохранившихся особей (как бабочка вредитель непарный шелкопряд прочие случай-
ные вселенцы) и через некоторое время снова демонстрировать нестационарные ре-
жимы. Исчезновение ряда популяций (характерно для островных сообществ, где нет
разреженной границы ареала) может происходить как раз не из состояния близкого
к L, но при запрещенном для (1) режиме ∃t : N(t) > K, N(0) < K.

Интересна задача математического описания частного, но весьма показательно-
го сценария популяционной динамики возникновения флуктуаций, при этом между
пиками поддерживается численность на достаточно высоком уровне. Актуальным
является сценарий подавления флуктуаций и перевод популяции чужеродного вида
вредителя через диапазон минимальной численности «горлышка бутылки» к некото-
рому новому незначительному стационарному уровню, не воздействующему на среду.

2. Функции-регуляторы с запаздыванием в моделях экологии

Для возникающих резких режимов флуктуаций используются уравнения с за-
паздыванием Ṅ = rf(N(t − τ))–v(N(t)), так как подобные явления наблюдаются у
популяций при постоянных условиях и без участия хищников. В модели нет возмож-
ности перевести ситуацию к системе уравнений с классической потерей устойчивости
точки-фокуса и бифуркацией Андронова-Хопфа.

В уравнениях с запаздыванием не составляет сложности получить после бифур-
кации колебательные режимы сложной формы. Актуален вопрос об адекватности
характеристик полученных режимов при увеличении параметров r, τ . Усложнение
колебаний и рост амплитуды могут сопровождаться понижением минимума цикла
до ε−окрестности нуля, и вряд ли могут соотноситься с наблюдением за общей чис-
ленностью популяции. На графиках вспышек, которые можно видеть в литературе,
приводятся данные не о численности вредителя, но размеры пораженной террито-
рии или масштабы гибели леса. Нулевые отметки размера дефолиации леса не значат
отсутствие насекомых.

Прохождение бутылочного горлышка — совсем не циклический эффект, это экс-
тремальное состояние популяции. Отличается форма существования вида высокой
вероятностью гибели от случайных факторов. Многие популяции оказывались в раз-
мерах малой группы, включая человеческую. Еще больше популяций вымерло в ре-
зультате неблагоприятных факторов отбора.

Проблема метода состоит в экологической интерпретации запаздывания. Мы бу-
дем исходить из теории, что запаздывание не есть только атрибут биологического
вида, (время взросления). Запаздывание возникает (или наоборот не наблюдается)
при взаимодействии вида именно с конкретным биотическим окружением. Потому
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регуляция с включением N(t−τ) является агрегированным фактором. Форму запаз-
дывания можно принести в структуру когнитивного графа взаимодействия экологи-
ческих факторов, который мы строили для проблем Каспийского моря в работе [4].
Введенное в уравнения запаздывание τ служит характеристикой регуляции; τ зави-
сит от использования и восстановления нужных ресурсов или накопления/распада
отравляющих продуктов метаболизма, но не связано с возрастом полового созрева-
ния. Задержка реакции при иммунном ответе не относится к данному типу запазды-
вания в регуляции.

3. Характеристики базовых моделей с N(t− τ)

Из лабораторных экспериментов энтомолога Никольсона стало понятно, что ко-
лебания численности могут появляться у изолированной популяций, обитающих при
постоянных условиях и получающих фиксированное количество корма. В [5] была
предложена модификация Ṅ = rN(1 − N/K), исходя из запаздывающего действия
саморегуляции, что привело к уравнению с отклоняющимся по времени аргументом:

dN

dt
= rN(t)

(
1− N(t− τ)

K

)
. (2)

Возникающие в подобных уравнениях режимы исследованы в работах многих мате-
матиков и обсуждались биологами [6] без применения вычислительных методов. При
малых значениях запаздывания τ динамика модели опишет затухающие колебания
N(t) → K. В (2) установлена возможность возникновение бифуркации Андронова-
Хопфа с появлением устойчивого предельного цикла N∗(t, r), где нарушение крите-
рия устойчивости состояния равновесия зависит от величины rτ . Дальнейшее уве-
личение rτ > π/2 вызывает переход в режим релаксационных колебаний. Однако,
быстрое увеличение амплитуды колебаний выраженной негармонической формы при
малом временном промежутке между максимумами и стремящимися к нулю мини-
мумами выводят такой релаксационный цикл за рамки допустимого экологического
обоснования.

4. Модификация модели Ферхюльста-Пирла с ln(K/N(t− τ))

Модификацию колебательной модели с запаздыванием мы предложим c функ-
цией регуляции с логарифмом f(N) = ln(K/N) вместо квадратичной или экспонен-
циальной:

dN

dt
= rgN(t) ln

(
K

N(t− τ)

)
. (3)
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Уравнение (3) опишет актуальный для развития инвазии чужеродного вида сценарий
развития единичной, почти катастрофической вспышки численности. Взрывообраз-
ный рост при исчерпании ресурсов приходит к малочисленному состоянию и далее
медленно уравновешивается к не воздействующему на среду балансу K. На (рис. 1)
показано сравнение динамки (2) и (3) при одинаковых значениях K, τ,N(0) и значе-
нии r = rg + 10. Для варианта Хатчинсона видны два резких пика при стремящихся
к нулю минимумах. При полном соответствии параметров в сценарии траектория
уравнения Хатчинсона N(0) < K монотонно N(t)→ K, повторяя поведение модели
Ферхюльста–Пирла.

Рис. 1. 1 — Релаксационный цикл в уравнении (2), 2 — однократная
вспышка в (3) K = 15000, τ = 48, rg = 0.017.

Описываемая уравнением (3) ситуация развивалась для интродуцированного
для борьбы с инвазионным сорняком амброзией фитофага американского жука–
зигограммы Zigogramma suturalis. Популяция листоеда образовала волну, распро-
странилась фронтом большой плотности, но далее прошла «бутылочное горлышко» и
теперь трудно обнаруживается. Аналогично может описываться сохрание очага хро-
нической инфекции в организме. При дополнении (3) сомножителем N 3

√
(N − L),

аналогичным уравнению Базыкина

dN

dt
= rg ln

(
K

N(t− τ)

)
N 3
√

(N − L), (3∗)

получим, что в (3*) прохождения «бутылочного горлышка» после максимума не
наблюдается — популяция чужеродного вида после катастрофической вспышки
N(t) = 0.
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5. Модификация модели Ферхюльста-Пирла с независимым
изъятием

Возможность вымирания популяций необходимо рассматривать в модельных сце-
нариях экстремальных состояний, пусть даже связанных со вспышками численности.
После вспышки всегда следует спад и депрессия. Интересный результат можно по-
лучить и более естественным средством, чем явным, но невидимым наблюдателю
порогом L. Добавим в правую часть параметр независимой убыли qN(t), который
может отражать целенаправленное изъятие в целях борьбы с вселенцем:

dN

dt
= rg ln

(
K

N(t− τ)

)
N(t)− qN(t), (3 ∗ ∗)

и это изменит качественный характер решения. В (3 ∗ ∗) после первой вспышки при
инвазии следует следующая, действительно катастрофическая, но второй глубокий
минимум становится последним — вычислительный эксперимент завершается, так
как N(t) < 0 недопустимо. Сравнение на рис. 2 при q = q̄ = 0.007 тех же параметрах
и (2∗)— модификации (2)

dN

dt
= rN(t)

(
1− N(t− τ)

K

)
− qN(t), (2∗)

Остановка расчетов происходит при N(t) < 0.

Рис. 2. 1 — Релаксационный цикл (2∗), 2 — повторная
катастрофическая вспышка и гибель популяции по (3**)
K = 15000, τ = 48, rg = 0.017, q = 007.

При q < q̄ мы получим второй пик меньше первого и классические затухаю-
щие колебания. Сценарий (рис. 3) показывает эффективность включения борьбы с
чужеродным видом именно в период минимумов.
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Рис. 3. 1 — Релаксационный цикл (2*), 2 — затухающие колебания
(3**) K = 15000, τ = 48, rg = 0.017, q = 006.

В (2) можно получить сценарий ∃tM : N(rτ, tM) > K, limt→∞ = K, но подобный
режим модели Хатчинсона не будет катастрофической вспышкой, а незначительным
переполнением экологической ниши, и мы не увидим прохождения минимально воз-
можных значений численности. Добавление независимой убыли в (2) улучшает свой-
ства цикла и положение minN∗(t, rτ). Сомножитель 3

√
(N − L) действует аналогично

во всех уравнениях.
Формы колебаний для автохтонных и инвазионных, формирующихся в новой

среде популяций, могут быть различными. Помимо затухающих и гармонических
колебаний может возникать и противоположное явление ––– возникновение флукту-
ации с затяжными пиками численности. Для отдельных насекомых вредителей (как
Loxostege sticticalis луговой мотылёк) характерна ситуация с переходом к пилообраз-
ной вспышке численности в виде серии коротких пиков между длительной депрес-
сией [7], которую можно описать при некотором дополнении модели. За вспышкой
всегда следует долгий период депрессии мотылька.

Дополнения правой «репродуктивной» части запаздыванием
rN(t− τ)f [N(t), N(t− τ)] не несут экологического смысла.

Амплитуду цикла N∗(t, r) можно корректировать известными методами. В [8]
рассматривалась модификация модели Хатчинсона (уже с приведенными коэффи-
циентами)

dN

dt
= λN(t)f (N(t− 1)) , (4)
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где f — бесконечно дифференцируемая функция, разложимая в асимптотический
ряд, например f(x) = (1−x)/(1+Υx). Для (4) установлено существование единствен-
ного устойчивого релаксационного цикла неклассической формы [9]. В такой модели
коэффициент Υ > 0 становится еще одним параметром, определяющим характе-
ристики цикла, при увеличении Υ сжимается амплитуда, но min0<t<T∗ N∗(t, r) → 0

сохраняется. Можно считать такие уравнения моделями со смешанной регуляцией
при наличии в уравнении −N(t)N(t− τ).

6. Катастрофический сценарий осциллирующей вспышки

Мы предложили модификацию уравнения, где получили сценарий вспышки, ко-
торый назвали «предкатастрофическим». Рассмотрим теперь действительно ката-
строфический сценарий завершения инвазионного процесса. Во время нашествий
насекомых могут полностью уничтожаться сотни гектаров лесов.

Предположим существование некоторого значимого порогового уровня H < K

при котором реализация репродуктивного потенциала максимальна r → r. Положим,
что достижение значения численности K означает не уравновешивание, но непопра-
вимую деградацию для среды обитания. Переход через мягкий порог имеет значение
для скрытых от нас механизмов контроля внутрипопуляционной структуры. Тогда
на динамику системы оказывает влияние отклонение (H −N(t− τ)), притом величи-
на отклонения может быть как положительной, так и отрицательной. Модифицируем
(2)2 следующим образом:

dN

dt
= r1N

(
1− N(t− τ)

K

)
(H −N(t− τ)) . (5)

Можно считать, что при смене знака отклонения члены правой части (воспроизвод-
ства и регуляции) меняются своими функциональными ролями в модели.

При малом значении запаздывания в (5) получаем затухающие осцилляции с
N → H. Очевидно, что при увеличении τ в таком уравнении c r1 = 10−3r возникнет
устойчивый цикл (рис. 4, K = 15000, H = 5000).

На рис. 4 динамика после плавного прохождения бифуркационного изменения
по сценарию Андронова-Хопфа при увеличении r1, (в вычислительном эксперименте
рис. 1 все параметры модели сохраняются) показывающая установление к циклу при
N(0) = H + ε,H = 5000, K = 15000.

Цикл быстро становится релаксационным, но амплитуда колебаний в отличие
аналогичного случая модели (3) не возрастает до нереалистичных величин, но оста-
ется в разумных для биологии границах. Негармоническая форма колебаний даже
2Вариант модификации модели (3) возможен, но менее удобен для сравнений.
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Рис. 4. 1 — цикл после бифуркации в (5), 2 — динамика (2) при ана-
логичных параметрах.

более похожа на реальные данные популяционной динамики мелких млекопитаю-
щих [10], чем циклы 2i дискретных итераций xn+1 = ψ(xn). Поведение (5) зависит
от начальных условий N(0) интереснее, чем (2), при N(0) < H переход к установив-
шимся флуктуациям происходит не плавно, но через скачкообразный переходный
режим.

При дальнейшем увеличении значения r1τ произойдет другое резкое изменение
поведения траектории, которая перестанет притягиваться к замкнутому подмноже-
ству фазового пространства. При бифуркации траектория системы вместо установ-
ления из переходного режима цикла со все увеличивающейся огромной амплитуды
может быть резко выброшена за пределы допустимых для её существования значе-
ний при N(t − τ) > K. Такая потеря установившегося режима считается жесткой
(катастрофической). На рис. 5 показана ситуация после бифуркации, когда в ре-
зультате изменения параметра r1 (в сравнении с аналогичным изменением r в (3) в
момент t = 150) траектория в релаксационных колебаниях преодолевает значение K,
и далее N(t)→∞.

Цикл сжимается и разрушается, происходит потеря диссипативных свойств с
сохранением псевдопериодической компоненты. Вычислительный эксперимент оста-
навливается внутренним сообщением инструментальной среды о переполнении при
вычислениях с плавающей точкой.

Заключение

В работе получены результаты, дополняющие методы математической биологии.
В новых модификациях уравнений нам удалось рассмотреть три сценария развития
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Рис. 5. 1 — выброс за границы емкости среды в (5), 2 — динамика (2)
при аналогичном изменении параметра.

инвазионного процесса активно размножающегося чужеродного вида. Предполага-
ется, что вид оказывает жесткое давление на среду и может подавлять конкури-
рующие с ним автохтонные группы организмов. В одном из модельных сценариев
после вспышки вид проходит минимальный порог и далее его давление не ощущает-
ся и повторных вспышек не происходит. Однако на практике этот сценарий может
быть «долгим», как для активного вселенца гребневика Mnemiopsis leidyi у бере-
гов Крыма. В другом варианте развития ситуации вид после сценария с повторной
вспышкой погибает из-за быстрого истощения ресурсов и включения активного со-
противления среды. Сценарий напоминает развитие эпидемий по типу «испанского
гриппа», которые вдруг заканчиваются полностью. Третий сценарий предполагает
деструкцию экосистемы вместе с видом после серии пиков численности, и скорее
описывает летальное развитие инфекции. Сценарий, когда чужеродный вид после
режима флуктуаций просто становится доминирующим, вполне описывается извест-
ными моделями.

Для практики интересно то, что нужно включать активное сопротивление и ме-
ры борьбы на этапе очевидного снижения численности. Особенно эффективно по-
давление при прохождении предпорогового уровня численности. На этапе нараста-
ния темпов прироста изъятие только затягивает развитие вспышки, соответственно
увеличивает последствия.

Особенно интересен последний сценарий катастрофического завершения инва-
зии. В современном обзоре по применению уравнений [11] в математической биологии
подобный вариант поведения не упоминался. Бифуркация, для которой требовалось
изменение условий регуляции, приводит систему не к изменению амплитуды/периода
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цикла или переходу к хаотическому движению, но к скачку за границы экологическо-
го баланса в виде резкой потери замкнутого колебательного контура и образованию
быстро возрастающего псевдопериодического решения.

Разработанная модель с внешней регуляцией методологически дополняет суще-
ствующие модели локальной вспышки насекомых с быстрым завершением без воз-
можности повторных пиков численности [12]. Наши модели более подходят для ин-
вазионных видов — специфического случая в экологии, где важной новой характери-
стикой является циклическая составляющая перехода к ускоренному размножению
вне действия обычных факторов контроля численности. Модель (5) можно исполь-
зовать так же в составной вычислительной конструкции для описания преодоления
порогового барьера начала вспышки. В следующей работе мы рассмотрим модель
вспышки в форме пилообразных осцилляций.
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Differential game of three persons in which Nash equilibrium doesn’t
exist but equilibrium of objections and counterobjection is present.

Zhukovskiy V. I., Smirnova L. V., Zhiteneva J. N., Belskih J. A.

Abstract. In opinion of luminaries in mathematical game theory the equilibrium as
acceptable solution of differential game is characterized by the property of stability: the deviation
from it of individual player cannot increase the payoff of deviated one. The solution proposed
in [22], [23] by the 25-years old post-graduate of Princeton university John Forbes Nash (Jr)
and later on called Nash equilibrium (NE) completely responds to this condition. NE certainly
gained «the reigning position» in economics, sociology, military sciences. John Nash was awarded
the Nobel Prize in economics in 1994 (simultaneously with John Harsanyi) «for fundamental
analysis of equilibrium in the theory of noncooperative games». Actually, Nash created the basis
of scientific method which played the vast role in the development of world economics. When
opening fast any scientific journal in economics, operations research, systems analysis or game
theory we certainly collide with publications concerning Nash equilibrium (NE). But «And in the
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sun there are spots»: the set of situations of Nash equilibrium can be internally and externally
unstable. So in the simplest noncooperative game of two persons in normal form

〈{1, 2}, {Xi = [−1; 1]}i=1,2, {fi(x1, x2) = 2x1x2 − x2
i }i=1,2〉

the set of Nash equilibrium situations will be

Xe =
{
xe = (xe1, x

e
2) = (α, α) | ∀α = const ∈ [−1, 1]

}
, fi(x

e) = α2 (i = 1, 2).

For the elements of this set (the segment of bisectrix of 1st and 3rd quarter of coordinate
angle) firstly, for x(1) = (0, 0) ∈ Xe and x(2) = (1, 1) ∈ Xe we have fi(x(1)) = 0 < fi(x

(2)) = 1

(i = 1, 2) and therefore the set Xe is internally unstable; secondly, fi(x(1)) = 0 < fi(
1
4 ,

1
3)

(i = 1, 2) and therefore the set Xe is externally unstable.
Both external and internal instability of the set of Nash equilibrium (NE) is negative for

its practical use. In the first case there exists the situation which dominates NE (including all
players), and in the second one such situation is even NE. Pareto maximality of Nash equilibrium
situation allowed to avoid consequences of external and internal instability. But such coincidence
is most likely exotic phenomenon (we know at least three cases of such coincidence). So to
avoid trouble connected with external and internal instability we must add condition of Pareto
maximality to discussed below equilibrium of objections and counterobjections (EOAC). Let
us pass to EOAC. First it occurred in books [13], [15]. The point is that a nonstop stream of
publications is devoted to the investigation of positive and negative properties of Nash equilibrium
concept prevailing in economics (as solution of noncooperative game). Mostly they are related
to non-uniqueness and, as a consequence, to the lack of equivalence, interchangeability, external
stability as well as instability to simultaneous deviation of such solutions of two and more players.
The game «dilemma of prisoners» also revealed the property of «ability to improve». The book
[10] is devoted to detailed analysis of such negative properties for differential positional games.
The authors of this book come to the following conclusion: either make use of those situations of
Nash equilibrium that are simultaneously free from some of the stated disadvantages, or introduce
new solutions of noncooperative game. Such solutions having the merits of Nash equilibrium
situation would allow to get rid of its certain disadvantages. The present article is devoted to one
of such possibilities for differential games related to concepts of objections and counterobjections.
The concepts of objections and counterobjections used in it are based on the concept of objections
and counterobjections well known classical game theory. The paper [4] is devoted to theoretical
questions of this concept. The term «active equilibrium» suggested R. E. Smolyakov in 1983
[...], the notion of equilibrium of objections and counterobjections in differential games was first
used apparently by E. M. Vaisbord in 1974 [2], and then it was picked up by the first author of
the present article in the above mentioned book [10], but this concept was applied and is being
applied in differential games, in our opinion, insufficiently widely. This fact «called to life» the
present paper. In it the class of differential games of two persons is revealed, where the usual
Nash equilibrium situation is absent, but the equilibrium of objections and counterobjections is
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present. This concept of objections and counterobjections, as mentioned above, occurs in first
publications on mathematical game theory. But in these publications either static variant of the
game or differential game of only two persons were examined. Differential games of three and
more players were not considered. This fact stimulated the authors to write the paper.

Keywords: noncooperative games, Nash equilibrium, active equilibrium, equilibrium of objections
and counterobjections

Введение

Согласно математической теории игр, равновесию, как приемлемому решению
дифференциальной игры должно быть присуще свойство устойчивости: отклонение
от него отдельного игрока не может увеличить выигрыш отклонившегося.

Решение, предложенное в [22, 23] (тогда двадцатиоднолетним аспирантом Прин-
стонского университета Джоном Форбсом Нэшем (мл.) и названное впоследствии
равновесием по Нэшу (РН)) полностью отвечает этому требованию. РН уверенно за-
воевало «царствующее положение» в экономике, социологии, военных науках. Джо-
ну Нэшу в 1994 г. была присуждена Нобелевская премия по экономике (совместно с
Джоном Харшаньи и Рейхардом Зельтеном) «за фундаментальный анализ равнове-
сия в теории некоооперативных игр». Фактически Нэш создал основы научного ме-
тода, сыгравшего огромную роль в развитии мировой экономики. Открывая теперь
почти любой научный журнал по экономике, исследованию операций, системному
анализу или теории игр, мы наверняка столкнёмся с публикациями, касающимися
равновесия по Нэшу. Однако «And in the sun there are spots»: множество ситуаций
равновесия по Нэшу может быть внутренне и внешне неустойчивым. Так в простей-
шей бескоалиционной игре двух лиц в нормальной форме

〈{1, 2}, {Xi = [−1; 1]}i=1,2, {fi(x1, x2) = 2x1x2 − x2
i }i=1,2〉

множество равновесных по Нэшу ситуаций будет

Xe =
{
xe = (xe1, x

e
2) = (α, α) | ∀α = const ∈ [−1, 1]

}
, fi(x

e) = α2 (i = 1, 2).

Для элементов этого множества (отрезка биссектрисы 1-ой и 3-ей четверти коорди-
натного угла)

– во-первых, для x(1) = (0, 0) ∈ Xe и x(2) = (1, 1) ∈ Xe имеем
fi(x

(1)) = 0 < fi(x
(2)) = 1 (i = 1, 2) и поэтому множество Xe внутренне

неустойчиво,
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– во-вторых, fi(x(1)) = 0 < fi
(

1
4
, 1

3

)
(i = 1, 2) и поэтому множество Xe внешне

неустойчиво.

Как внешняя, так и внутренняя неустойчивость множества равновесий по Нэ-
шу — негатив при его практическом использовании. В первом случае существуют
такие две ситуации РН, что одна из них доминирует другую (по всем игрокам), а во
втором такая «улучшаемая» ситуация даже не является равновесной по Нэшу. Избе-
жать последствия внешней и внутренней неустойчивости позволила бы максималь-
ность по Парето ситуации равновесия по Нэшу. Однако такое совпадение –– явление
скорее экзотическое (по крайней мере, нам известно лишь три случая [16, с. 92–93],
[14], [19] такого совпадения). Итак, чтобы избежать «неприятностей», связанных с
внешней и внутренней неустойчивостью, далее добавляем требование максимально-
сти по Парето к обсуждаемому ниже равновесию угроз и контругроз (РУИК).

Перейдём к РУИК. Базируется оно на понятиях угроз и контругроз. «Угроза —
обещание принести какое-либо зло, неприятность» [1, с. 1371]. Угроза — не обяза-
тельно реальное действие, она может заключаться в сообщении о возможности тако-
го действия (запугивание!). Иногда для смягчения «агрессивного характера» слова
«угроза» используют в некоторых публикациях (как синоним) «возражение». Сооб-
щение о действии игрока «обнуляющего» угрозу называют «контругрозой» (контр-
возражением). Концепция угроз и контругроз, как уже упоминалось, появляется уже
в начальных публикациях по матричной теории игр [13], но ограничиваются они ли-
бо статическим вариантом игры, либо дифференциальными играми, но только двух
лиц [8, 9, 18, 20, 21, 24–26]. Дифференциальные игры трёх и более участников не
затрагивались, что и явилось (не в последнюю очередь!) толчком к написанию этой
работы.

1. Постановка задачи

Рассматривается бескоалиционная линейно-квадратичная дифференциальная
игра трех лиц в нормальной форме, заданная упорядоченной четверкой,

Γ = 〈{1, 2, 3},Σ, {Ai}i=1,2,3, {Ji(U, t0, x0)}i=1,2,3〉.

В Γ множество порядковых номеров игроков {1, 2, 3}, управляемая динамическая
система Σ описывается векторным линейным дифференциальным уравнением

Σ÷ ẋ = A(t)x+ u1 + u2 + u3, x(t0) = x0. (1)

Здесь фазовый (вектор состояния системы Σ) n-вектор x ∈ Rn; фиксирован момент
окончания игры ϑ = const > 0, а само время продолжительности игры t ∈ [t0, ϑ];
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управляющее воздействие i-го игрока ui ∈ Rn (i = 1, 2, 3); для n × n-матрицы A(t)

будем предполагать непрерывность на [0, ϑ] ее элементов и обозначать этот факт
A(·) ∈ Cn×n[0, ϑ]; пара (t, x) ∈ [0, ϑ] × Rn — текущая позиция игры Γ, (t0, x0) —
начальная позиция, 0 ≤ t0 < ϑ.

Стратегию i-го игрока Ui будем отождествлять с n-вектор-функцией ui(t, x)

(обозначая это соответствие Ui ÷ ui(t, x)), тогда множество стратегий i-игрока

Ai = {Ui ÷ ui(t, x), ui(t, x) = Qi(t)x | ∀Qi(·) ∈ Cn×n[0, ϑ]}.

Таким образом, выбор своей стратегии i-м игроком сводится к выбору конкретной
n× n-матрицы Qi(t) (i = 1, 2, 3) из Cn×n[t0, ϑ].

Игра с течением времени развертывается следующим образом. Игроки, не объ-
единяясь в коалиции, выбирают каждый свою стратегию Ui ÷ Qi(t)x; в результате
образуется ситуация игры U = (U1, U2, U3) ∈ A = A1 × A2 × A3. Затем находят
решение x(t), t0 ≤ t ≤ ϑ, системы (1) при ui = Qi(t)x (i = 1, 2, 3), т.е.

ẋ = [A(t) +Q1(t) +Q2(t) +Q3(t)]x(t), x(t0) = x0. (2)

Система линейных однородных дифференциальных уравнений (2) с непре-
рывными на [t0, ϑ] коэффициентами имеет непрерывное продолжимое на [t0, ϑ]

(i = 1, 2, 3) решение x(t). Затем игроки строят реализации выбранных ими стра-
тегий ui[t] = Qi(t)x(t) (i = 1, 2, 3) и соответствующую реализацию ситуации
u[t] = (u1[t], u2[t], u3[t]), которую составляют три непрерывных на [t0, ϑ] n-вектора
u1[t], u2[t], u3[t].

Функцию выигрыша i-го игрока тогда образует определенный на непрерывных
четверках (x(t), u1[t], u2[t], u3[t]|t ∈ [t0, ϑ]) квадратичный функционал

Ji(U1, U2, U3, t0, x0) = x′(ϑ)Cix(ϑ)+

+

ϑ∫
t0

(u′1[t]Di1u1[t] + u′2[t]Di2u2[t] + u′3[t]Di3u3[t])dt (i = 1, 2, 3), (3)

где, не уменьшая общности, считаем постоянные n×n-матрицы Ci, Dij (i, j = 1, 2, 3)
симметричными; штрих сверху означает операцию транспонирования (x′ – вектор-
строка). Значение функционала (3) называется выигрышем i-го игрока. Полагаем,
что игроки заинтересованы выбрать в игре Γ свою стратегию таким образом, чтобы
возможно увеличить свой выигрыш.
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Цель настоящей статьи — выявить достаточно общий класс линейно-
квадратичных дифференциальных позиционных игр трех лиц в нормальной фор-
ме вида Γ, в котором отсутствует равновесие по Нэшу, но одновременно существует
равновесие угроз и контругроз.

Для этого игре Γ поставим в соответствие трехкритериальную динамическую
задачу

Γν = 〈Σ,A, {Ji(U, t0, x0)}i=1,2,3〉.

Здесь управляемая динамическая система Σ совпадает с (1), множество альтернатив

A совпадает с множеством ситуаций A =
3∏
i=1

Ai игры Γ, три критерия Ji(U, t0, x0)

(i = 1, 2, 3) определены в (3).
Цель ЛПР (лица, принимающего решение) в задаче Γν — выбор такой альтернати-

вы (ситуации) UP ∈ A, при которой все три критерия (3) принимали бы одновременно
возможно большие значения. Общепринятым здесь является понятие максимума по
Парето.

Определение 1. Альтернатива (ситуация) UP = (UP
1 , U

P
2 , U

P
3 ) ∈ A называется

максимальной по Парето в Γν , если при ∀U ∈ A и ∀(t0, x0) ∈ [0, ϑ) × Rn, x0 6= 0n
несовместна система неравенств

Ji(U, t0, x0) ≥Ji(U
P , t0, x0) (i = 1, 2, 3),

из которых хотя бы одно строгое, при этом вектор
J P = J P [t0, x0] = (J1(UP , t0, x0),J2(UP , t0, x0),J3(UP , t0, x0)) называется
максимумом по Парето в задаче Γν .

Отметим здесь два обстоятельства, которые сразу следуют из определения 1.

Свойство 1. Справедлива импликация:

Ji(Û , t0, x0) > Ji(U
P , t0, x0)⇒

⇒Jj(Û , t0, x0) < Jj(U
P , t0, x0) для хотя бы одного j = 1, 2, 3; j 6= i.

Свойство 2. Если для постоянных β > 0 и γ > 0 имеет место

max
U∈A

{
J1(U, t0, x0) + βJ2(U, t0, x0) + γJ3(U, t0, x0)

}
=

= Idem{U → UP}, (4)

то ситуация UP — максимальна по Парето в Γν . Напомним, что Idem{U → UP}
означает выражение в фигурных скобках из (4), где U заменено на UP .
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Перейдем к понятиям равновесных решений игры Γ, где вектор
J = (J1,J2,J3) ∈ R3.

Определение 2. Пара (U e,J e = J (U e, t0, x0)) ∈ A × R3 называется равновесием
по Нэшу игры Γ, если

max
U1∈A1

J1(U1, U
e
2 , U

e
3 , t0, x0) = J1(U e

1 , U
e
2 , U

e
3 , t0, x0) = J e

1 ,

max
U2∈A2

J2(U e
1 , U2, U

e
3 , t0, x0) = J2(U e

1 , U
e
2 , U

e
3 , t0, x0) = J e

2 ,

max
U3∈A3

J3(U e
1 , U

e
2 , U3, t0, x0) = J3(U e

1 , U
e
2 , U

e
3 , t0, x0) = J e

3

при любых (t0, x0) ∈ [0, ϑ)× Rn, x0 6= 0n (0n — нулевой n-вектор).

Более громоздко выглядит понятие равновесия угроз и контругроз.
Пусть U = (U1, U2, U3) некоторая фиксированная ситуация игры Γ. Будем счи-

тать, что у первого игрока имеется угроза на ситуацию U , если у него существует
такая стратегия UT

1 ∈ A1, что

J1(UT
1 , U2, U3, t0, x0) > J1(U1, U2, U3, t0, x0). (5)

Наличие угрозы не означает ее обязательное применение, а лишь «animus
denuntiandi»1. Применение угрозы выгодно первому игроку, ибо при этом, соглас-
но (5), его выигрыш увеличивается по сравнению с выигрышем в ситуации U .

В ответ на угрозу первого игрока UT
1 у второго имеется «неполная» контругроза,

если у него существует стратегия UC
2 ∈ A2, при которой

J1(UT
1 , U

C
2 , U3, t0, x0) ≤J1(U1, U2, U3, t0, x0), (6)

и у второго имеется «полная» контругроза, если существует такая стратегия
UC

2 ∈ A2, что одновременно с неравенством (6) выполняется

J2(UT
1 , U

C
2 , U3, t0, x0) > J2(UT

1 , U2, U3, t0, x0). (7)

Аналогично формализуется контругроза (полная) третьего игрока в ответ на
угрозу UT

1 .
При наличии «неполной» контругрозы второй игрок за счет выбора своей страте-

гии UC
2 приводит, согласно (6), выигрыш первого (угрожающего) игрока к значению,

не превосходящему его первоначальный выигрыш в ситуации U (но может и умень-
шиться!). Все происходит как по девизу Наполеона I «Order, contre-order, disorder»2.
Таким образом, наличие «неполной» контругрозы «сводит к нулю» применение угро-
зы. В дополнение к этому, «полная» контругроза побуждает втрого к применению
1Намерение пригрозить (лат.)
2Распоряжение – контрраспоряжение – беспорядок (фр.)
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UC
2 , ибо в (полученной в результате угрозы и контругрозы) ситуации (UT

1 , U
C
2 , U3)

выигрыш второго увеличится по сравнению с выигрышем в ситуации (UT
1 , U2, U3),

сложившейся при реализации угрозы UT
1 .

Аналогично определяется угроза второго (третьего) игрока на ситуацию U и от-
ветная контругроза (полная) одного из двух оставшихся.

Естественно, если в ответ на каждую угрозу на U любого игрока у хотя бы одного
из оставшихся имеется контругроза, то игроку не имеет смысла применять угрозу,
т.к. в результате реакции (контругрозы) на эту угрозу другого игрока его выигрыш
не увеличится (но может и уменьшиться!).

Определение 3. Ситуация UP = (UP
1 , U

P
2 , U

P
3 ) ∈ A называется активно равновесной

в игре Γ, если при любой начальной позиции (t0, x0) ∈ [0, ϑ)× Rn, x0 6= 0n,

1) UP максимальна по Парето в Γν ,
2) в ответ на каждую угрозу UT

i ∈ Ai любого игрока по крайней мере у одного из
оставшихся имеется неполная контругроза.

Определение 4. Пара (UP ,J P ) ∈ A×R3 называется равновесием угроз и контру-
гроз в игре Γ, если при любой начальной позиции (t0, x0) ∈ [0, ϑ)× Rn, x0 6= 0n,

1) UP максимальна по Парето в Γ,
2) в ответ на каждую угрозу любого игрока по крайней мере у одного из остав-

шихся имеется полная контругроза.

Здесь, напомним, J P = (J P
1 ,J

P
2 ,J

P
3 ), J P

i = Ji(U
P , t0, x0) (i = 1, 2, 3).

Из определений 3 и 4 следует, что любое равновесие угроз и контругроз является
одновременно активным равновесием, а равновесие по Нэшу (в силу определения 2)
не допускает угроз, причем только «самые хорошие» из них (одновременно макси-
мальные по Парето) будут активно равновесными.

Как уже упоминалось в аннотации, приведенные здесь понятия угроз и контру-
гроз основываются на известной [15] в классической теории игр концепции угроз
и контругроз. На её основе в [15, с. 109] определяются устойчивые коалиционные
структуры, впервые, по-видимому, рассмотренные для дифференциальных коали-
ционных игр в [10]. Концепция «угроз и контругроз» для дифференциальных игр
использована Э. М. Вайсбордом в 1974 г. в статье [2], развита В. И. Жуковским
в [3, 27]. Теоретическим аспектам посвящены работы Э. И. Вилкаса [4, 5]. Свой
способ классификации решений бескоалиционной игры, включающий, как состав-
ную часть, равновесие угроз и контругроз, предложил Э. Р. Смольяков [17]. Им
же был введен термин «активное равновесие» (на основе упомянутого определения
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неполной контругрозы). Понятие активного равновесия для позиционных, диффе-
ренциальных, бескоалиционных игр использовалось и в [26]. Способ доказательства
существования активной равновесности был предложен первым автором настоящей
статьи в [26] и затем успешно применен болгарскими математиками при установлении
факта существования такого решения в дифференциальных позиционных играх двух
лиц, описываемых уравнениями с частными производными [18, 25], стохастическими
[21], в банаховом пространстве [24], уравнениями с постоянным запаздыванием [20].

Активно равновесным ситуациям и равновесиям угроз и контругроз присущи все
позитивные свойства ситуации равновесия по Нэшу [8, с. 49]:

– во-первых, они устойчивы к отклонению отдельного игрока;
– во-вторых, удовлетворяют свойству индивидуальной рациональности;
– в-третьих, совпадают с седловой точкой в случае антагонистической игры.

Одновременно с тем неулучшаемые равновесия свободны от следующих недо-
статков [8, с. 58]:

– существуют в ряде случаев, когда равновесие по Нэшу отсутствует (например,
как в игре Γ из настоящей статьи);

– в отличие от равновесия по Нэшу неулучшаемы и внутренне устойчивы (в силу
паретовости);

– наличие в игре равновесия по Нэшу влечет существование некоторых видов
неулучшаемых (паретовских) равновесий, выигрыши всех игроков при которых
не меньше, чем при равновесии по Нэшу;

– наконец, лишь «самые хорошие» ситуации равновесия по Нэшу (которые одно-
временно максимальны по Парето) являются равновесиями угроз и контругроз.
Однако лишь частные виды игр (см. [14], [16], [19]) обладают такими «самыми
хорошими» равновесиями.

Заметим, что указанные свойства имеют место и для позиционных дифферен-
циальных бескоалиционных игр, а в [8] использована математическая формализация
стратегий игроков и порожденных ими движений динамической системы, предложен-
ная Н. Н. Красовским в [12] для антагонистической дифференциальной позиционной
игры.

2. Максимальные по Парето ситуации и паретовские выигрыши

Далее запись D < 0 (> 0) означает, что квадратичная форма x′Dx определенно
отрицательна (соответственно, положительна).

Прежде всего приведем вспомогательное утверждение (лемму 1).
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Рассмотрим трехкритериальную статическую задачу

Γ3 = 〈X = R3n, {fi(u) = u′1Di1u1 + u′2Di2u2 + u′3Di3u3}i=1,2,3〉,

в которой ЛПР выбирает альтернативу (ситуацию) u = (u1, u2, u3) ∈ R3n с целью
достичь одновременно возможно больших значений всех трех компонент векторного
критерия f(u) = (f1(u), f2(u), f3(u)). Аналогом определения 1 здесь будет:
альтернатива uP максимальна по Парето в Γ3, если при ∀u ∈ R3n несовместна си-
стема неравенств fi(u) ≥ fi(u

P ) (i = 1, 2, 3), из которых хотя бы одно строгое.
Ниже используем аналог свойства 2.

Лемма 1. Если в задаче Γ3 симметричны n × n-матрицы Dij и положительные
числа Λii, λij (i, j = 1, 2, 3; j 6= i) таковы, что

Dii > 0, Dij < 0 (при j 6= i), Λ11Λ22 < λ12λ21, (8)

то существуют числа β > 0, γ > 0, при которых квадратичные формы x′Dix

(i = 1, 2, 3) в

f(u) = f1(u) + βf2(u) + γf3(u) = u′1D1u1 + u′2D2u2 + u′3D3u3

становятся определенно отрицательными.
Здесь

Di = D1i + βD2i + γD3i (i = 1, 2, 3), (9)

кроме того, Λii — наибольший корень характеристического уравнения

∆ii(Λ) = det[Dii − ΛEn] = 0 (i = 1, 2, 3),

величина −λij (i, j = 1, 2, 3; j 6= i) так же наибольший (по абсолютной величине
наименьший) корень уравнения

δij(λ) = det[Dij − λEn] = 0,

En — единичная n× n-матрица.

Доказательство. В силу симметричности всех девяти используемых в Γ3 матриц
Dii, Dij (i, j = 1, 2, 3; j 6= i) корни характеристических уравнений ∆ii(Λ) = 0 и
δij(λ) = 0 вещественны, причем корни ∆ii(Λ) = 0 положительны, а δij(λ) = 0 —
отрицательны. Обозначим наибольший из n корней уравнения det[Dii − ΛEn] = 0

через Λii, а наибольший из корней уравнения δij(λ) = 0 через −λij, тогда из [7,
с. 281] следует, что при ∀ui ∈ Rn будет

u′iDiiui ≤ Λiiu
′
iui (i = 1, 2, 3),
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u′jDijuj ≤ −λiju′juj (i, j = 1, 2, 3; j 6= i).

Поэтому

f(u) = f1(u) + βf2(u) + γf3(u) =

= u′1[D11 + βD21 + γD31]u1 + u′2[D12 + βD22 + γD32]u2+

+u′3[D13 + βD23 + γD33]u3 ≤ [Λ11 − βλ21 − γλ31]u′1u1+

+[−λ12 + βΛ22 − γλ32]u′2u2 + [−λ13 − βλ23 + γΛ33]u′3u3.

Итак f(u) < 0 ∀u ∈ {R3n \ {03n}}, если
Λ11 − βλ21 − γλ31 < 0,

−λ12 + βΛ22 − γλ32 < 0,

−λ13 − βλ23 + γΛ33 < 0.

(10)

Тогда, первые два строгих неравенства из (10) имеют место, если

Λ11

λ21

< β <
λ12

Λ22

⇒ f(u) < 0 ∀u ∈ {R3n \ {03n}},

т.е. если Λ11Λ22 < λ12λ21

(
например, при β = 1

2

(
Λ11

λ21
+ λ12

Λ22

))
.

Аналогично третье неравенство из (10) выполнено, если

0 < γ <
λ13

Λ33

+
1

2

(
Λ11

λ21

+
λ12

Λ22

)
λ23

Λ33

,

например, для γ = 1
2

[
λ13
Λ33

+ 1
2

(
Λ11

λ21
+ λ12

Λ22

)
λ23
Λ33

]
.

Замечание 1. Аналогично лемме 1 получаем: если в задаче Γ3 симметричные n×n-
матрицы Dij и положительные числа Λii, λij (i, j = 1, 2, 3; j 6= i), определенные в
лемме 1 таковы, что

Dii > 0, Dij < 0 (при j 6= i), Λ11Λ33 < λ13λ31,

то при

β =
1

2

[λ12

Λ22

+
1

2

(λ13

Λ33

+
Λ11

λ31

)λ32

Λ22

]
,

γ =
1

2

(λ13

Λ33

+
Λ11

λ31

)
квадратичная форма

f(u) = f1(u) + βf2(u) + γf3(u) = u′1D1u1 + u′2D2u2 + u′3D3u3
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становится определенно отрицательной.

В самом деле, фигурирующие здесь «новые» β и γ также являются решением
строгих неравенств (10).

Отметим, что (помимо двух приведенных в лемме 1 и замечании 1) решений (β, γ)
системы строгих неравенств (10) может быть континуум. Как будет показано ниже,
каждое из них «порождает», конечно, при Dii > 0, Dij < 0 (i, j = 1, 2, 3; j 6= i), своё
равновесие угроз и контругроз (РУИК) дифференциальной игры Γ.

Лемма 2. Решениям x(t) системы ẋ = K(t)x, x(t0) = x0, где K(·) ∈ Cn×n[0, ϑ],
присуще свойство («нетривиальности»):

x0 6= 0n ⇒ x(t) 6= 0n ∀t ∈ [t0, ϑ].

Здесь 0n — нуль-вектор из Rn.

Доказательство. Предположим противное: пусть ∃ t1 ∈ (t0, ϑ] такой, что x(t1) = 0n.
Это означает, что в момент t1 через позицию (t1, 0n) «проходит» два решения системы
ẋ = K(t)x: именно, тривиальное x(1)(t) = 0n ∀t ∈ [0, ϑ] и нетривиальное x(2)(t1),
порожденное ненулевым начальным условием x0 6= 0n. Это противоречит теореме
единственности решения линейного дифференциального уравнения.

Утверждение 1. Если в дифференциальной игре Γ

Dii > 0, Dij < 0, Ci < 0 (i, j = 1, 2, 3; j 6= i), Λ11Λ22 < λ12λ21, (11)

то максимальная по Парето ситуация UP в трехкритериальной задаче Γν будет

UP = (UP
1 , U

P
2 , U

P
3 )÷ (uP1 (t, x), uP2 (t, x), uP3 (t, x)) = uP (t, x) =

= (QP
1 (t)x,QP

2 (t)x,QP
3 (t)x) = (12)

= (−D−1
1 ΘP (t)x,−D−1

2 ΘP (t)x,−D−1
3 ΘP (t)x),

где симметричная, непрерывная на [0, ϑ] n× n-матрица

ΘP (t) = [X−1(t)]′{C−1−

−
ϑ∫
t

X−1(τ)[D−1
1 +D−1

2 +D−1
3 ]X−1(τ)dτ}−1X−1(t), (13)

и постоянные симметричные n× n-матрицы

Di = D1i + βD2i + γD3i (i = 1, 2, 3), (14)
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числа

β =
1

2

[
Λ11

λ21

+
λ12

Λ22

]
, γ =

1

2

[
λ13

Λ33

+
1

2

(
Λ11

λ21

+
λ12

Λ22

)
λ23

Λ33

]
или

β =
1

2

[
λ12

Λ22

+
1

2

(
λ13

Λ33

+
Λ11

λ31

)
λ32

Λ22

]
, γ =

1

2

[
λ13

Λ33

+
Λ11

λ31

]
;

величина Λii — наибольший корень характеристического уравнения
det[Dii − ΛEn] = 0 (i = 1, 2, 3), величина −λij — наибольший корень характе-
ристического уравнения det[Dij − λEn] = 0 (i, j = 1, 2, 3; j 6= i), En — единичная
n×n-матрица, X(t) — фундаментальная матрица системы ẋ = A(t)x, X(ϑ) = En.

Доказательство. Найдем максимальную по Парето ситуацию UP , применяя лем-
му 1 (конкретно, используя (4)) и метод динамического программирования (МДП)
из [11, с. 112]. Само применение МДП, с учетом свойства 2, здесь сведется к осу-
ществлению двух этапов. На первом этапе для задачи Γ3 нужно найти два поло-
жительных числа β и γ, а также непрерывно дифференцируемую скалярную функ-
цию V (t, x) = x′Θ(t)x, Θ(t) = Θ′(t) ∀t ∈ [0, ϑ] и три n-вектор-функции ui(t, x, V )

(i = 1, 2, 3) такие, что ∀x ∈ Rn

V (ϑ, x) = x′Cx, C = C1 + βC2 + γC3; (15)

с помощью скалярной функции

W (t, x, u1, u2, u3, V ) =
∂V

∂t
+
[∂V
∂x

]′
(A(t)x+ u1 + u2 + u3)+

+u′1D1u1 + u′2D2u2 + u′3D3u3

определить три n-вектор-функции ui(t, x, V ) (i = 1, 2, 3), исходя из
(
∂V
∂x

= gradxV
)
,

max
u1u2u3

W (t, x, u1, u2, u3, V ) = Idem{ui → ui(t, x, V )} (i = 1, 2, 3) (16)

при любых t ∈ [0, ϑ], x ∈ Rn, V ∈ R. Достаточные условия существования u(t, x, V ) в
(16) сводятся к выполнению требований: при ∀(t, x) ∈ [0, ϑ)× Rn достаточно, чтобы

∂W

∂ui

∣∣∣∣
u(t,x,V )

=
∂V

∂x
+ 2Diui(t, x, V ) = 0n (i = 1, 2, 3),

∂2W

∂u2
i

= 2Di < 0 (i = 1, 2, 3), (17)

где, напомним, 0n — нулевой n-вектор-столбец из Rn, а Di < 0 в силу леммы 1.
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Из (17) получаем

ui(t, x, V ) = −1

2
D−1
i

∂V

∂x
(i = 1, 2, 3). (18)

Тогда

W (t, x, u(t, x, V ), V ) = W [t, x, V ] =
∂V

∂t
+
[∂V
∂x

]′
A(t)x−

−1

4

(∂V
∂x

)′[
D−1

1 +D−1
2 +D−1

3

]∂V
∂x

.

Второй этап. Найдем решение вида V = V P (t, x) = x′ΘPx, ΘP =
[
ΘP (t)

]′ диф-
ференциального уравнения с частными производными

W [t, x, V ] = 0

и граничным условием (C = C1 + βC2 + γC3)

V (ϑ, x) = x′Cx ∀x ∈ Rn,

т.е. для ∀t ∈ [0, ϑ], ∀x ∈ Rn должно иметь место

W
[
t, x, V (t, x) = x′ΘPx

]
= 0, V (ϑ, x) = x′Cx ∀x ∈ Rn.

Оба эти требования выполнены, если симметричная n×n-матрица ΘP (t) удовле-
творяет матричному дифференциальному уравнению типа Риккати (0n×n — нулевая
n× n-матрица)

Θ̇P (t) + ΘP (t)A(t) + A(t)ΘP (t)−ΘP (t)
[
D−1

1 +D−1
2 +D−1

3

]
ΘP (t) = 0n×n,

ΘP (ϑ) = C = C1 + βC2 + γC3.

Решение ΘP (t) полученного матричного уравнения типа Риккати имеет [11, с. 65]
вид (13). Здесь учтена импликация

Ci < 0 (i = 1, 2, 3)⇒ C1 + βC2 + γC3 < 0.

Наконец, из (18), а так же учитывая[
V (t, x) = x′ΘP (t)x

]
⇒
[
∂V (t, x)

∂x
= 2ΘP (t)x

]
,

приходим к справедливости (12). Таким образом, максимальная по Парето ситуация
UP в задаче Γν имеет вид (12)–(14).

Перейдем к построению максимальных по Парето выигрышей
J P = (J1(UP , t0, x0),J2(UP , t0, x0),J3(UP , t0, x0)) = (J P

1 ,J
P
2 ,J

P
3 ) опять-

таки с помощью идей МДП.
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Утверждение 2. Пусть выполнены требования (11) (из утверждения 1) и для
дифференциальной игры Γ удалось найти три скалярные непрерывно дифференци-
руемые функции вида Vi(t, x) = x′Θi(t)x (i = 1, 2, 3) такие, что

1) Vi(ϑ, x) = x′Cix ∀x ∈ Rn;
2) система из трех уравнений с частными производными

∂Vi
∂t

+
(∂Vi
∂x

)′(
N(t)x+ x′ΘP (t)Mi(t)Θ

P (t)x
)

= 0,

Vi(ϑ, x) = x′Cix ∀x ∈ Rn (i = 1, 2, 3), (19)

имеет решение вида Vi(t, x) = x′Θi(t)x, [Θi(t)]
′ = Θi(t) (i = 1, 2, 3).

Тогда при любой начальной позиции (t0, x0) ∈ [0, ϑ)× Rn, x0 6= 0n имеет место

J P
i = Ji(U

P , t0, x0) = x′0ΘP
i (t0)x0 (i = 1, 2, 3).

В (19) непрерывные n× n-матрицы

N(t) = A(t)−
(
D−1

1 +D−1
2 +D−1

3

)
ΘP (t),

Mi(t) = ΘP (t)
[
D−1

1 Di1D
−1
1 +D−1

2 Di2D
−1
2 +

+D−1
3 Di3D

−1
3

]
ΘP (t) (i = 1, 2, 3),

n× n-матрицы Di, ΘP (t) приведены в (13), (14), а симметричные n× n-матрицы

Θi(t) =
[
Y −1(t)

]′{
Ci −

ϑ∫
t

Y ′(τ)ΘP (τ)Mi(τ)ΘP (τ)Y (τ)dτ
}
Y −1(t) (i = 1, 2, 3). (20)

Наконец, Y (t) — фундаментальная матрица решения однородной системы
ẏ = N(t)y, Y (ϑ) = En.

Доказательство. Составим три скалярные функции

Wi[t, x, Vi] =
∂Vi
∂t

+
[∂Vi
∂x

]′(
N(t)x+

[
uP1 (t, x)

]′
Di1u

P
1 (t, x)+

+
[
uP2 (t, x)

]′
Di2u

P
2 (t, x) +

[
uP3 (t, x)

]′
Di3u

P
3 (t, x) (i = 1, 2, 3), (21)

причем uPi (t, x) — n-вектор-функции, определенные в (12).
Ищем решение Vi(t, x) (i = 1, 2, 3) системы из трех уравнений с частными произ-

водными

Wi[t, x, Vi] = 0, Vi(ϑ, x) = x′Cix ∀x ∈ Rn (i = 1, 2, 3) (22)

в виде квадратичной формы Vi(t, x) = x′Θi(t)x, [Θi(t)]
′ = Θi(t) (i = 1, 2, 3).

Установим два факта.
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Во-первых, решению системы (21), (22) присуще свойство

Vi(t0, x0) = Ji(U
P , t0, x0) (i = 1, 2, 3), (23)

где ситуация UP = (UP
1 , U

P
2 , U

P
3 ) имеет вид (12). В самом деле, если UP — ситуация из

(12)–(14), то, согласно (21) и (22), решение xP (t) системы ẋ = N(t)x, x(t0) = x0 6= 0n,
при x = xP (t) будет

0 = Wi[t, x
P (t), Vi(t, x

P (t))] =
∂Vi(t, x

P (t))

∂t
+
[∂Vi(t, xP (t))

∂x

]′
N(t)xP (t)+

+
3∑
j=1

[
uPj (t, xP (t))

]′
Diju

P
j (t, xP (t)) = W̄i[t] ∀t ∈ [t0, ϑ] (i = 1, 2, 3).

Интегрируя обе части этого тождества в пределах от t0 до ϑ, с учетом граничных
условий из (22), приходим к

0 =

ϑ∫
t0

W̄i[t]dt =

ϑ∫
t0

dV P
i (t, xP (t))

dt
dt+

ϑ∫
t0

3∑
j=1

[
uPj (t, xP (t))

]′
Diju

P
j (t, xP (t))dt =

= V P
i (ϑ, xP (ϑ))− V P

i (t0, x
P (t0)) +

ϑ∫
t0

3∑
j=1

[
uPj (t, xP (t))

]′
Diju

P
j (t, xP (t))dt =

= x′(ϑ)Cix(ϑ) +

ϑ∫
t0

3∑
j=1

[
uPj (t, xP (t))

]′
Diju

P
j (t, xP (t))dt− V P

i (t0, x
P (t0)) =

= Ji(U
P , t0, x0)− V P

i (t0, x
P (t0)) (i = 1, 2, 3).

Откуда сразу следует справедливость равенств (23).
Во-вторых, установим, что решение Vi(t, x) (i = 1, 2, 3) системы (22) имеет вид

Vi(t, x) = x′Θi(t)x, симметричная n × n-матрица Θi(t) представима в виде (20). В
самом деле, подставив Vi(t, x) = x′Θi(t)x в (22), получаем справедливость (23), если
только Θi(t) (i = 1, 2, 3) является решением матричного линейного неоднородного
дифференциального уравнения

Θi + ΘiN +NΘi + ΘP (t)MiΘ
P (t) = 0n×n, Θi(ϑ) = Ci (i = 1, 2, 3). (24)

Нетрудно подстановкой Θi(t) из (20) убедиться, что симметричная n×n-матрица
Θi(t) из (20) в самом деле является решением (24), что и завершает доказательство
утверждения 2.
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Замечание 2. Наконец, объединение утверждений 1 и 2 приводит к следующему
итоговому результату, касающемуся явного вида максимального по Парето решения
(UP ,J P ) ∈ A× R3 игры Γ.

Пусть для дифференциальной игры Γ

10. постоянные симметричные n× n-матрицы

Dii > 0, Dij < 0, Ci < 0 (i, j = 1, 2, 3; j 6= i);

20. [Λ11Λ22 < λ12λ21].

Тогда при ∀(t0, x0) ∈ [0, ϑ)× Rn, x0 6= 0n будет

UP ÷ uP (t, x) = (−D−1
1 ΘP (t)x,−D−1

2 ΘP (t)x,−D−1
3 ΘP (t)x),

J P = (J P
1 ,J

P
2 ,J

P
3 ), J P

i = x′0Θi(t0)x0 (i = 1, 2, 3),

а симметричные n× n-матрицы

ΘP (t) = [X−1(t)]′{C−1+

+

ϑ∫
t

X−1(τ)[D−1
1 +D−1

2 +D−1
3 ]X−1(τ)dτ}−1X−1(t),

Θi(t) =
[
Y −1(t)

]′{
Ci −

ϑ∫
t

Y ′(τ)ΘP (τ)Mi(τ)ΘP (τ)Y (τ)dτ
}
Y −1(t),

n×n-матрица X(t), (Y (t)) — фундаментальная матрица решения системы ẋ = A(t)x,
X(ϑ) = En (соответственно, ẏ = N(t)y, Y (ϑ) = En); матрицы

C = C1 + βC2 + γC3, Di = Di1 + βDi2 + γDi3,

N(t) = A(t)−
(
D−1

1 +D−1
2 +D−1

3

)
ΘP (t),

Mi(t) = ΘP (t)
[
D−1

1 Di1D
−1
1 +D−1

2 Di2D
−1
2 +

D−1
3 Di3D

−1
3

]
ΘP (t),

β =
1

2

[
Λ11

λ21

+
λ12

Λ22

]
, γ =

1

2

[
λ13

Λ33

+
1

2

(
Λ11

λ21

+
λ12

Λ22

)
λ23

Λ33

]
,

величина Λii (−λij) — наибольший корень характеристического уравнения
det[Dii − ΛEn] = 0 (соответственно, det[Dij − λEn] = 0) (i, j = 1, 2, 3; j 6= i).

3. Леммы о мажорантах

Перейдем к утверждениям, которые
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– во-первых, позволяют сразу судить об отсутствии в дифференциальных играх
вида Γ равновесия по Нэшу (конечно, при выполнении (11)),

– во-вторых, реализуют для Γ концепцию равновесия угроз и контругроз.

Причем эти сведения получаются на основании специальной знакоопределенности
квадратичных форм, используемых в интегральных слагаемых функций выигры-
ша (3).

Не оговаривая особо, далее предполагаем выполненными ограничения (11) и по-
этому существует максимальная по Парето в Γν ситуация

UP = (UP
1 , U

P
2 , U

P
3 )÷ (uP1 (t, x), uP2 (t, x), uP3 (t, x)) = uP (t, x) =

= (QP
1 (t)x,QP

2 (t)x,QP
3 (t)x) =

= (−D−1
1 ΘP (t)x,−D−1

2 ΘP (t)x,−D−1
3 ΘP (t)x).

Лемма 3. Пусть в (3) при i = 1 матрица D11 > 0, тогда для максимальной по
Парето в Γ ситуации UP существует постоянная α(1)(UP , t0, x0) > 0 такая, что
при ∀α ≥ α(1)(UP , t0, x0) > 0 и стратегии первого игрока UT

1 ÷ αx будет

J1(UT
1 , U

P
2 , U

P
3 , t0, x0) > J1(UP

1 , U
P
2 , U

P
3 , t0, x0) (25)

для любых начальных позиций (t0, x0) ∈ [0, ϑ)× [Rn \ {0n}].

Доказательство. В утверждении 2 уже установлено существование функции Белл-
мана V1(t, x) = x′Θ1(t)x, для которой

J1(UP , t0, x0) = V1(t0, x0) = x′0Θ1(t0)x0,

здесь непрерывная и симметричная на [0, ϑ) n × n-матрица Θ1(t) имеет вид (20)
(i = 1).

Рассмотрим теперь стратегию первого игрока UT
1 ÷ uT1 (t, x) = αx, величину чис-

лового параметра α > 0 определим ниже. Вследствие симметричности матрицы D11

и дополнительно D11 > 0 имеет место

u′1D11u1 ≥ λ1‖u1‖2 = λ1u
′
1u1 ∀u1 ∈ Rn, (26)

где ‖ · ‖ — евклидова норма и λ1 > 0 — наименьший корень характеристического
уравнения det[D11 − λEn] = 0 [6, с. 89].

Далее будем использовать симметричную n × n-матрицу ΘP (t) из (13)–(15), а
из (12) стратегию UP

2 ÷QP
2 (t)x второго и UP

3 ÷QP
3 (t)x третьего игроков. Затем рас-

смотрим скалярную функцию

W1[t, x] = W1(t, x, uT1 (t, x) = αx, uP2 (t, x) = QP
2 (t)x,
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uP3 (t, x) = QP
3 (t)x, V1(t, x) = x′Θ1(t)x) =

=
∂V1(t, x)

∂t
+
[∂V1(t, x)

∂x

]′
(A(t)x+ uT1 (t, x) + uP2 (t, x) + uP3 (t, x))+

+[uT1 (t, x)]′D1u
T
1 (t, x) + [uP2 (t, x)]′D2u

P
2 (t, x) + [uP3 (t, x)]′D3u

P
3 (t, x) ≥

≥ x′
dΘ1(t)

dt
x+ 2x′Θ1(t)

[
A(t) + αEn +QP

2 (t) +QP
3 (t)

]
x+

+x′(λ1α
2En)x+ x′

[
QP

2 (t)
]′
D12Q

P
2 (t)x+ x′

[
QP

3 (t)
]′
D13Q

P
3 (t)x =

= x′
{dΘ1(t)

dt
+ Θ1(t)

[
A(t) + αEn +QP

2 (t) +QP
3 (t)

]
+

+
[
A′(t) + αEn +

(
QP

2 (t)
)′

+
(
QP

3 (t)
)′]

Θ1(t) + λ1α
2En+

+
[
QP

2 (t)
]′
D12Q

P
2 (t) +

[
QP

3 (t)
]′
D13Q

P
3 (t)

}
x = x′M1(t, α)x.

Используемая здесь в фигурных скобках матрица M1(t, α) симметрична и имеет
следующий вид

M1(t, α) = λ1α
2En + 2αΘ1(t) +K1(t),

где непрерывная и симметричная n× n-матрица

K1(t) = Θ̇1(t) + Θ1(t)
[
A(t) +QP

2 (t) +QP
3 (t)

]
+
[
QP

2 (t)
]′
D12Q

P
2 (t)+

+
[
QP

3 (t)
]′
D13Q

P
3 (t) +

[
A′(t) +

(
QP

2 (t)
)′

+
(
QP

3 (t)
)′]

Θ1(t).

Элементы матриц Θ1(t) и K1(t) непрерывны на [0, ϑ] и, следовательно, равномерно
ограничены на компакте [0, ϑ]. Множитель α2 входит только в диагональные эле-
менты матрицы M1(t, α). Напомним, что λ1 > 0 является наименьшим корнем ха-
рактеристического уравнения det[D11 − λEn] = 0, а En — единичная n× n-матрица.
Поэтому постоянную α = α(1)(UP , t0, x0) > 0 можно выбрать настолько большой,
чтобы все ведущие миноры матрицы M1(t, α) стали положительными при ∀t ∈ [0, ϑ]

и ∀α ≥ α(1)(UP , t0, x0) (для полноты изложения далее в конце этого раздела (перед
замечанием 3) приводится доказательство данного факта). Тогда, согласно лемме 2
и [6, с. 88], квадратичная форма x′M1(t, α)x будет определенно положительной для
всех t ∈ [0, ϑ] и постоянных α ≥ α(1)(UP , t0, x0).

Перейдем к доказательству существования постоянной α(1)(UP , t0, x0) > 0 такой,
что при всех α ≥ α(1)(UP , t0, x0) квадратичная форма x′M1(t, α)x будет определен-
но положительной для ∀t ∈ [0, ϑ] и x ∈ Rn. Заметим, что n × n-матрица M1(t, α)

симметрична. По критерию Сильвестра квадратичная форма x′M1(t, α)x определен-
но положительна, если все ведущие (угловые) миноры ∆r (r = 1, . . . , n) матрицы
M1(t, α) положительны. Миноры ∆r расположены в первых r строках и первых r
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столбцах матрицы M1(t, α), именно, (r = 1, . . . , n)

∆r(t, α) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1α

2n+ αl11(t) + k11(t) αl12(t) + k12(t) . . . αl1r(t) + k1r(t)

αl21(t) + k21(t) λ1α
2n+ αl22(t) + k22(t) . . . αl2r(t) + k2r(t)

...
... . . . ...

αlr1(t) + kr1(t) αlr2(t) + kr2(t) . . . λ1α
2n+ αlrr(t) + krr(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
должны быть положительны при ∀t ∈ [0, ϑ], ∀α ≥ α(1)(UP , t0, x0) > 0. Раскрывая
определители ∆r(t, α) и располагая слагаемые по убыванию степени параметра α,
получаем

∆r(t, α) = a0α
2r + a1(t)α2r−1 + . . .+ a2r−1(t)α + a2r(t),

причем постоянная a0 = λr1n
r > 0, а остальные коэффициенты a1(t), . . . , a2r(t) непре-

рывны на компакте [0, ϑ] (и поэтому равномерно ограниченны). Заметим, что данная
равномерная ограниченность приводит к существованию Ωr = const > 0 такого, что

max
0≤t≤ϑ

{
ap(t)| p = 0, 1, . . . , 2r

}
< Ωr.

Покажем ниже, что при

α >
Ωr

|a0|
+ 1 = α(1)(UP , t0, x0)

будет

|a1(t)α2r−1 + a2(t)α2r−2 + . . .+ a2r−1(t)α + a2r(t)| < |a0α
2r|,

т.е. знак многочлена при достаточно большом |α| определяется знаком его старшего
члена. Действительно,

|a1(t)α2r−1 + a2(t)α2r−2 + . . .+ a2r−1(t)α + a2r(t)| ≤

≤ |a1(t)|α2r−1 + |a2(t)|α2r−2 + . . .+ |a2r−1(t)|α + |a2r(t)| ≤

≤ Ωr

(
α2r−1 + α2r−2 + . . .+ α + 1

)
= Ωr

α2r − 1

α− 1
.

Кроме того, [
α >

Ωr

a0

+ 1
]
⇒ [Ωr < a0(α− 1)].
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Поэтому, подставляя в предыдущее неравенство вместо Ωr заведомо большую вели-
чину a0(α− 1), получаем

|a1(t)α2r−1 + a2(t)α2r−2 + . . .+ a2r(t)| <

< a0(α− 1)
α2r − 1

α− 1
= a0(α2r − 1) < a0α

2r.

Итак, при ∀α ≥ Ωr = α(r)(U, t0, x0) > 0 и ∀t ∈ [0, ϑ] имеет место

|a1(t)α2r−1 + a2(t)α2r−2 + . . .+ a2r(t)| < a0α
2r,

т.е. при достаточно большом α знак многочлена ∆r(t, α) определяется знаком его
старшего члена. Наконец, для каждого r = 1, . . . , n находим число Ωr > 0 и считаем
α(1)(UP , t0, x0) = max

r=1,...,n
Ωr.

Тогда при α(1) = α(1)(UP , t0, x0) получаем

W̃1[t, x] = x′M1(t, α(1))x > 0 ∀t ∈ [0, ϑ], ∀x ∈ Rn \ {0n}. (27)

Обозначим через x̃(t) решение (при t ∈ [0, ϑ]) векторного дифференциального урав-
нения

ẋ = A(t)x+ α(1)x+QP
2 (t)x+QP

3 (t)x, x(t0) = x0 6= 0n.

Так как (лемма 2) [x0 6= 0n]⇒ (x̃(t) 6= 0n ∀t ∈ [0, ϑ]), то, согласно (27), будет

W̃1[t, x̃(t)] > 0 ∀t ∈ [0, ϑ].

Отсюда, интегрируя снова обе части последнего неравенства в пределах от t0 до ϑ и
учитывая граничное условие Θ1(ϑ) = C1, а также uT1 [t] = α(1)x̃(t), получаем

0 =

ϑ∫
t0

W̃1[t, x̃(t)]dt =

ϑ∫
t0

{∂V1(t, x)

∂t
+

+
[∂V1(t, x)

∂x

]′[
A(t)x+ α(1)Enx+QP

2 (t)x+QP
3 (t)x

]}
x=x̃(t)

dt+

+

ϑ∫
t0

{
(α(1))2x′D11x+ x′

[
QP

2 (t)
]′
D12Q

P
2 (t)x+

+x′
[
QP

3 (t)
]′
D13Q

P
3 (t)x

}
x=x̃(t)

dt =

=

ϑ∫
t0

dV1(t, x̃(t))

dt
dt+

ϑ∫
t0

3∑
j=1

[
uTj [t]

]′
D1ju

T
j [t]dt =

«Таврический вестник информатики и математики», №2 (43)’ 2019



60 В. И. Жуковский, Л. В. Смирнова, Ю. Н. Житенева, Ю. А. Бельских

= [x̃(ϑ)]′C1x̃(ϑ) +

ϑ∫
t0

3∑
j=1

[
uTj [t]

]′
D1ju

T
j [t]dt− V1(t0, x0) =

= J1(UT
1 , U

P
2 , U

P
3 , t0, x0)− V1(t0, x0).

Отсюда и из J1(UP
1 , U

P
2 , U

P
3 , t0, x0) = V1(t0, x0) сразу следует справедливость лем-

мы 3.

Замечание 3. Рассмотрим внутреннюю оптимизационную задачу в игре Γ: найти
max
U1∈A1

J1(U1, U
P
2 , U

P
3 , t0, x0) при ограничении (1), фиксированных стратегиях UP

2 ∈ A2

второго и UP
3 ∈ A3 третьего игроков, а также любых (t0, x0) ∈ [0, ϑ) × [Rn \ {0n}].

Фактически лемма 3 утверждает, что при D11 > 0 и x0 6= 0n эта задача максимизации
не имеет решения. В самом деле, какую бы стратегию U1 ∈ A1 первый игрок не
выбрал, всегда существует стратегия Ũ1 ∈ A1 этого игрока такая, что

J1(Ũ1, U
P
2 , U

P
3 , t0, x0) > J1(U1, U

P
2 , U

P
3 , t0, x0) ∀(t0, x0) ∈ [0, ϑ)× [Rn \ {0n}].

Такой результат позволяет сразу «отметать» (при выборе решения игры Γ) те кон-
цепции принятия равновесных решений игровых задач вида Γ, в условиях которых
фигурирует максимизация функции выигрыша первого игрока (например, не при-
менять при D11 > 0 концепцию равновесия по Нэшу в качестве принципа выбора
решения в игре Γ).

Таким образом, в дифференциальной игре Γ при выполнении (11) ситуация рав-
новесия по Нэшу U e ∈ A не существует. Одновременно с тем стратегия первого
игрока UT

1 ÷ αx, ∀α ≥ α(1) = α(1)(UP , t0, x0) реализует, согласно (5), угрозу первого
игрока на максимальную по Парето ситуацию UP . В следующих леммах считаем на-
чальную позицию (t0, x0) «замороженной» и совпадающей с той, которая фигурирует
в лемме 3, а в «угрожающей» стратегии первого игрока UT

1 ÷αx также считаем посто-
янным скаляр α = α(1). Напомним, что, не оговаривая особо, считаем выполненными
ограничения (11).

Итак фактически лемма 3 устанавливает справедливость следующего

Утверждение 3. Если в игре Γ хотя бы одна из постоянных симметричных n×n-
матриц Dii > 0 (i = 1, 2, 3), то в дифференциальной игре Γ не существует равнове-
сия по Нэшу, именно, не существует стратегии U e

i ∈ Ai, для которой выполнено
соответствующее требование для U e

i из определения 2.

Здесь следует отметить, что , во-первых, условие Dii > 0 (при «замороженном»
i ∈ {1, 2, 3}) не допускает выполнения только i-го равенства из определения 2. Этого
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достаточно для отсутствия равновесной по Нэшу ситуации U e в игре Γ. Если
же Dii > 0 при всех i = 1, 2, 3, то не могут реализоваться все три равенства (из
определения 2).

Во-вторых, очевидна эквиваленция

D > 0⇔ −D < 0.

(−D) означает, что все элементы матрицы D умножаются на −1.
Тогда лемма 3 приводит к справедливости следующего утверждения.

Лемма 4. Пусть в (3) матрица D12 < 0. Тогда существует постоянная
α(2) = α(2)(UP , UT

1 , t0, x0) > 0 такая, что для стратегии второго игрока UC
2 ÷ αx

при ∀α ≥ α(2) будет

J1(UT
1 , U

C
2 , U

P
3 , t0, x0) < J1(UP , t0, x0), (28)

т.е. стратегия UC
2 ÷ αx при ∀α ≥ α(2) реализует в игре Γ неполную контругрозу в

ответ на угрозу UT
1 первого игрока.

Доказательство. Доказательство, с очевидными изменениями, сразу следует из
леммы 3.

Аналогично доказательству лемм 3 и 4 устанавливается справедливость следую-
щих двух утверждений (леммы 5 и 6). В них, напомним, считаем «замороженными»
начальную позицию (t0, x0), n×n-непрерывную матрицу ΘP (t), стратегию UC

2 ÷α(2)x

неполной угрозы, фигурирующих в леммах 3 и 4, и выполнены ограничения (11).

Лемма 5. Имеет место импликация D22 > 0⇒ ∃α(3) = α(2)(UP , UT
1 , t0, x0) = const > 0

такая, что при ∀α ≥ α(3) и стратегии UC
2 ÷ αx будет

J2(UT
1 , U

C
2 , U

P
3 , t0, x0) > J2(UT

1 , U
P
2 , U

P
3 , t0, x0),

т.е. стратегия второго игрока UC
2 ÷ (max{α(2), α(3)})x завершает полную контру-

грозу (совместно с UC
2 ÷ α(2)x) в ответ на угрозу первого на UP .

Аналогично лемме 4 доказывается

Лемма 6. Пусть UT
2 — угроза второго игрока на максимальную по Парето в Γν

ситуацию UP = (UP
1 , U

P
2 , U

P
3 ), т.е. нашлась стратегия UT

2 ÷ αx такая, что при
α ≥ α(2)

J2(UP
1 , U

T
2 , U

P
3 , t0, x0) < J2(UP , t0, x0),

(такая стратегия UT
2 существует вследствие D22 > 0).
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Тогда справедлива импликация

D21 < 0⇒ ∃α(4) = const > 0 : ∀α = const ≥ α(4)

J2(UC
1 , U

T
2 , U

P
3 , t0, x0) < J2(UP , t0, x0)

для стратегии UC
1 ÷ αx, т.е. UC

1 реализует в игре Γ неполную контругрозу на си-
туацию UP .

4. Доказательство существования РУИК

Теорема 1. Предположим, что для игры Γ выполнены ограничения (11). Тогда чет-
верка

(UP ,J P
1 ,J

P
2 ,J

P
3 ) =

(
(UP

1 , U
P
2 , U

P
3 ),J1(UP , t0, x0),J2(UP , t0, x0),J3(UP , t0, x0)

)
=

=
(
(−D−1

1 ΘP (t)x,−D−1
2 ΘP (t)x,−D−1

3 ΘP (t)x), x′0Θ1(t0)x0, x
′
0Θ2(t0)x0, x

′
0Θ3(t0)x0

)
является равновесием угроз и контругроз для дифференциальной игры

Γ = 〈{1, 2, 3},Σ÷ (2), {Ai}i=1,2,3, {Ji(U, t0, x0)÷ (3)}i=1,2,3〉;

здесь матрица

ΘP (t) = [X−1(t)]′{C−1−

−
ϑ∫
t

X−1(τ)[D−1
1 +D−1

2 +D−1
3 ][X−1(τ)]′dτ}−1X−1(t),

Di = D1i + βD2i + γD3i, C = C1 + βC2 + γC3,

β =
1

2

[
Λ11

λ21

+
λ12

Λ22

]
, γ =

1

2

[
λ13

Λ33

+
1

2

(
Λ11

λ21

+
λ12

Λ22

)
λ23

Λ33

]
,

где Λii — наибольший корень уравнения det[Dii − ΛEn] = 0, −λij — наибольший
корень уравнения det[Dij − λEn] = 0, X(t) — фундаментальная матрица систе-
мы ẋ = A(t)x, X(ϑ) = En (i, j = 1, 2, 3; j 6= i), а симметричные матрицы Θi(t)

(i = 1, 2, 3) определены в (20).

Доказательство. Во-первых, из D11 > 0 следует сразу два вывода: отсутствие в Γ

ситуации равновесия по Нэшу и наличие угрозы UT
1 со стороны первого игрока на

максимальную по Парето ситуацию UP в трехкритериальной задаче Γν (замечание 3).
Существование максимальной по Парето ситуации и максимальных по Парето вы-
игрышей в Γν (а также их явный вид при этом) получены в утверждениях 1 и 2
соответственно. Условие D21 < 0 позволяет построить неполную контругрозу UC

2

второго игрока в ответ на угрозу первого (лемма 4), а D22 > 0 и лемма 5 дают
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возможность довести второму игроку неполную контругрозу UC
2 до полной ŪC

2 . Од-
новременно требование D22 > 0 влечет отсутствие ситуации равновесия по Нэшу
(не существует max

U1

J (U1, U
e
2 , U

e
3 , t0, x0) при ∀U1 ∈ A1) и возможность аналитически

сконструировать второму игроку угрозу UT
2 ∈ A2 на UP в игре Γ:

J2(UC
1 , U

T
2 , U

P
3 , t0, x0) ≤J2(UP , t0, x0). (29)

Условие D21 < 0 и лемма 6 обеспечивают существование неполной контругрозы
UC

1 ∈ A1 первого игрока на угрозу UT
2 второго:

J2(UC
1 , U

T
2 , U

P
3 , t0, x0) < J2(UP , t0, x0). (30)

Наконец, из максимальности по Парето UP и свойства 1 будет следовать

J1(UP
1 , U

T
2 , U

P
3 , t0, x0) < J1(UP , t0, x0), (31)

а из D11 > 0 и леммы 3 получаем существование ŪC
1 ∈ A1 такого, что

J1(ŪC
1 , U

T
2 , U

P
3 , t0, x0) > J1(UP

1 , U
T
2 , U

P
3 , t0, x0). (32)

Аналогичны построения контругрозы в ответ на угрозу третьего на UP .
Таким образом, установили, что в игре Γ в ответ на угрозу любого игрока на мак-

симальную по Парето ситуацию UP у одного из оставшихся имеется полная контру-
гроза, что и доказывает теорему 1.

Заключение
Итак, в предлагаемой читателю статье установлено, что в линейно-квадратичной

позиционной дифференциальной игре Γ при выполнении ограничений (11) не суще-
ствует ситуации равновесия по Нэшу и одновременно существует равновесие угроз
и контругроз. Этот факт показывает настоятельную необходимость дополнитель-
ных исследований свойств этого равновесия, вопросов существования, нахождения
других классов игр (и не дифференциальных тоже!), обладающих выявленным тео-
ремой 1 свойством (отсутствием ситуации равновесия по Нэшу и одновременного
существования равновесия угроз и контругроз). Интерес представляют и вопросы
устойчивости коалиционных структур [15]. Этому вопросу авторы надеются посвя-
тить дальнейшие исследования.

В конце статьи хотелось бы остановиться на некоторых задачах, которые возник-
ли при подготовке настоящей статьи.

1. Построение максимальной по Парето ситуации здесь сведено к нахождению
постоянных β > 0 и γ > 0, удовлетворяющих системе из трех строгих неравенств
(10). Явный вид возможных β и γ приведен перед замечанием 1, но хотелось бы
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иметь общий вид решений (10) и связь его с РУИК игры Γ (при этом исключая вид
β и γ из замечания 1).

2. РУИК для дифференциальных игр с числом участников больше трех и учет
при этом интервальной неопределенности.
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On a consistency of orthogonal series estimators with respect to
Jacobi polynomials system.

Novikov V. V., Hudoshina A. O.

Abstract. Consider a nonparametric regression model

Yi = m(Xi) + εi , i = 1, . . . , n,

where m(x) is the unknown regression function to be estimated, {(Xi, Yi)}ni=1 is a dataset and
{εi}ni=1 are observation errors. Suppose that the regression function can be represented as a
Fourier series

m (x) =
∞∑
j=0

βjϕj (x) ,

where the system of functions {ϕj (x)}∞j=0 constitutes an orthonormal basis on [−1, 1], with
respect to inner product

(f, g) =

1∫
−1

f (x) g (x) ρ(x) dx,

and {βj} are Fourier coeffcients. Next assume that observations {Yi}ni=1 have been taken at
equidistant points {Xi}ni=1 over the interval [−1, 1] and let {Ai}ni=1 be a set of disjoint intervals
such that ∪ni=1Ai = [−1, 1] and Xi ∈ Ai, i = 1, ..., n. Put

m̂N(n) (x) =

N(n)∑
j=0

β̂jϕj (x) , β̂j =
n∑
i=1

Yi

∫
Ai

ϕj (x) ρ(x) dx,

where N(n) is a suitable finite number. This estimator is called an orthogonal series estimator
of m(x).

In the present paper, we give the consistency condition for m̂(x) provided that the regression
function m(x) is Lipschitz continuous and ϕj (x) = P

(α,β)
j (x), j = 0, 1, . . . , is the Jacobi

orthonormal polynomials system with certain restrictions for exponents α, β. The main result is
as follows.
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Theorem 1. Suppose that the following conditions are satisfied:
i) Eεi = 0, E(εiεj) = 0, i 6= j, and Eε2

i < C, i = 1, . . . , n;
ii)

m(·) ∈ LipM1;

iii)
p := min{α;β} ≥ −1/2;

iv)
(N(n))2 = o {An(α;β)} , n→∞,

where An(α, β) = n, if p > −1/2 and An(α, β) = n/ log n, if p = −1/2. Then
m̂N (x)

p−→ m (x) , N (n)→∞ for every x ∈ (−1, 1).

Theorem 2. Let the conditions i)–iii) of previous theorem are satisfied, q = max{α;β} < 1/2,
and

(N(n))2q+3 = o {An(α, β)} , n→∞.

Then m̂N (x)
p−→ m (x), N (n)→∞, for every x ∈ [−1, 1].

Keywords: nonparametric regression, consistency, estimator, orthogonal series, Jacobi
polynomials

Введение

Рассмотрим непараметричесую регрессионную модель

Yi = m(Xi) + εi , i = 1, ..., n, (1)

где m(x) = E (Y |X = x) – неизвестная функция регрессии, подлежащая оцениванию
на основе эмпирических данных {(Xi, Yi)}ni=1, {εi}ni=1 – случайные ошибки. В настоя-
щей заметке обсуждаются достаточные условия состоятельности оценок ортогональ-
ного разложения m̂(x), основанных на представлении функции m (x) рядом Фурье

m (x) =
∞∑
j=0

βjϕj (x) (2)

по некоторой заранее выбранной ортонормированной системе {ϕj (x)}∞j=0. При по-
строении таких оценок бесконечный ряд (2) заменяется его частичной суммой под-
ходящего порядка N (n), а коэффициенты Фурье βj — их оценками β̂j. Хотя методы
оценивания непараметрической регрессии, связанные с ортогональными разложени-
ями, уступают в популярности ядерным методам (см., например, [1] и библиографию
там же), они также представляют значительный интерес. Это связано, прежде все-
го, с простотой и естественностью конструкции таких оценок, а также с не слишком
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обременительными условиями, обеспечивающими их состоятельность. Обсуждению
условий состоятельности и прикладным аспектам оценок ортогонального разложе-
ния посвящена, например, серия работ [2]–[4]. Эти вопросы рассматриваются также
в известных книгах [5], [6].

Пусть система {ϕi (x)}∞i=0 ортонормирована на [−1, 1] относительно скалярного
произведения

(f, g) =

1∫
−1

f (x) g (x) ρ(x) dx,

где ρ(x) — весовая функция. Предположим, далее, что переменная X принимает
равноотстоящие значения

Xi = −1 +
2(i− 1)

n
+ θn, i = 1, . . . , n, (3)

где θn ∈ [0, 2/n] — постоянные числа и {Ai}ni=1 — разбиение отрезка [−1, 1] на нена-
легающие интервалы такие, что Xi ∈ Ai, i = 1, . . . , n. Тогда

βj =
n∑
i=1

∫
Ai

m (x) ϕj (x) ρ(x) dx ≈
n∑
i=1

m (Xi)

∫
Ai

ϕj (x) ρ(x) dx.

Заменяя значение m (Xi) на Yi, получим оценку для коэффициента βj:

β̂j =
n∑
i=1

Yi

∫
Ai

ϕj (x) ρ(x) dx, (4)

после чего, ограничиваясь конечным числом N (n) членов разложения (2), получаем
искомую оценку для функции регрессии

m̂N(n) (x) =

N(n)∑
j=0

β̂jϕj (x) . (5)

Очевидно, что для удовлетворительного приближения интегралов βj конечны-
ми суммами β̂j количество наблюдений n должно заметно превосходить номер
j = 0, . . . , N(n) любого из оцениваемых коэффициентов. Возникает вопрос, насколь-
ко быстро может расти последовательность N (n) при заданной гладкости функции
m(x) и при том, чтобы имела место приемлемая аппроксимация m(x) посредством
m̂(x), иными словами, состоятельность m̂(x)?

Полученное в настоящей статье утверждение дает ограничение на порядок ро-
ста величин N (n) по сравнению с n, гарантирующее состоятельность оценки (5) для
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случая, когда ϕj (x), j = 0, 1, . . . , — ортонормированные многочлены Якоби с неко-
торыми ограничениями на показатели α, β.

1. Обозначения и вспомогательные утверждения

Пусть P (α,β)
j (x), j = 0, 1, . . . , — многочлены Якоби, ортонормированные на от-

резке [−1, 1] с весом ρ(x) = (1− x)α (1 + x)β, α, β > −1 и пусть p := min{α; β},
q := max{α; β}. Через LipM α, 0 < α ≤ 1, обозначается класс функций f , удовлетво-
ряющих на отрезке [−1, 1] условию Липшица порядка α с константой M > 0, т. е. та-
ких, что |f(x)− f(y)| ≤M |x−y|α для любых x, y ∈ [−1, 1]. Далее, как обычно, запись
f(n) ∼ g(n), n→∞, означает, что существует последовательность h(n)→ 1, n→∞,
такая, что для достаточно больших n имеет место равенство f(n) = h(n)g(n). На-
конец, через C, C(p), C(p, q) и т. п. будем обозначать постоянные (вообще говоря,
различные), соответственно, абсолютные или зависящие от одного или нескольких
параметров.

Лемма 1. [7] При условии p ≥ −1/2 имеет место следующее весовое неравенство
для ортонормированных многочленов Якоби

(1− x)
α
2

+ 1
4 (1 + x)

β
2

+ 1
4

∣∣∣P (α,β)
j (x)

∣∣∣ ≤ C(α, β), x ∈ [−1, 1],

или
ρ(x)

∣∣∣P (α,β)
j (x)

∣∣∣ ≤ C(α, β) (1− x)
α
2
− 1

4 (1 + x)
β
2
− 1

4 . (6)

Лемма 2. [8] В каждой точке x ∈ (−1, 1) для ортонормированных многочленов
Якоби справедливо соотношение

P
(α,β)
j (x) = Ox(1), (7)

которое выполняется равномерно на каждом интервале [a, b] ⊂ (−1, 1).

Лемма 3. Положим для n ≥ 2

An(α, β) :=

n, если p > −1/2;

n/ log n, если p = −1/2.
(8)

Тогда при α, β ≥ −1/2 справедливо неравенство

n∑
i=1

∫
Ai

P
(α,β)
j (x)ρ(x) dx

2

≤ C(α, β)

An(α, β)
. (9)
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Доказательство. Обозначим γ = α/2− 1/4 и δ = β/2− 1/4. Тогда в силу (6)

n∑
i=1

∫
Ai

P
(α,β)
j (x)ρ(x) dx

2

≤ C(α, β)
n∑
i=1

∫
Ai

(1− x)γ(1 + x)δ dx

2

. (10)

Докажем неравенство (9) сначала для случая p > −1/2. Заметим, что если
min{γ; δ} ≥ 0 или, что то же самое, min{α; β} ≥ 1/2, то (9) непосредственно сле-
дует из (10). Поэтому предположим, для определенности, что γ ∈ (−1/2, 0) и пусть
индекс i таков, что Ai ⊂ [0, 1], причем i ≤ n−2. Тогда по теореме о среднем найдется
ti ∈ Ai для которого∫

Ai

(1− x)γ(1 + x)δ dx ≤ C(β)

∫
Ai

(1− x)γ dx ≤ C(β)

n
(1− ti)γ. (11)

Поскольку

ti ≤ Xi+1 = −1 +
2 i

n
+ θn ≤ −1 +

2(i+ 1)

n
< 1,

из (11) находим∫
Ai

(1− x)γ(1 + x)δ dx ≤ C(β)

n

(
2− 2(i+ 1)

n

)γ
=
C(β)

n1+γ
(n− i− 1)γ .

Учитывая, что
n∑
k=1

kr ∼ nr+1

r + 1
, n→∞, r > −1, (12)

и ∫
An−1

(1− x)γ(1 + x)δ dx ≤ C(β)

1∫
1− 6

n

(1− x)γ dx ≤ C(α, β)

n1+γ
,

∫
An

(1− x)γ(1 + x)δ dx ≤ C(β)

1∫
1− 4

n

(1− x)γ dx ≤ C(α, β)

n1+γ
,

получаем,

∑
i:Ai∈[0,1]

∫
Ai

(1− x)γ(1 + x)δ dx

2

<
C(α, β)

n2(1+γ)

n−2∑
i=1

(n− i− 1)2γ +
C(α, β)

n2(1+γ)

≤ C(α, β)

n2(1+γ)
· n2γ+1 +

C(α, β)

n2(1+γ)
≤ C(α, β)

n
.

Если окажется, что не только γ, но и δ ∈ (−1/2, 0), то применяя аналогичные рас-
суждения (с заменой γ на δ) к сумме по i таким, что Ai ⊂ [−1, 0), получим для нее
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ту же оценку сверху величиной C(α, β)n−1. В противном случае, т. е. если δ ≥ 0,
то требуемая оценка для этой суммы, как было указано, получается сразу. Наконец,
оставшееся слагаемое с номером i0 для которого 0 ∈ Ai0 6⊂ [−1, 0), Ai0 ∩ [−1, 0) 6= ∅
сразу оценивается сверху величиной C(α, β)n−2. Таким образом, неравенство (9) для
случая p > −1/2 доказано.

Для доказательства (9) в случае p = −1/2 следует провести те же рассуждения,
воспользовавшись вместо (12) соотношением

∑n
k=1 k

−1 ∼ log n, n→∞. �

2. Основные результаты

Теорема 1. Пусть выполнены условия:
i) Eεi = 0, E(εiεj) = 0, i 6= j, и Eε2

i < C, i = 1, . . . , n, где C — некоторая
постоянная;

ii)
m(·) ∈ LipM1; (13)

iii)
p = min{α; β} ≥ −1/2; (14)

iv)
(N(n))2 = o {An(α; β)} , n→∞. (15)

Тогда при N (n)→∞ для оценки (5) имеем

m̂N (x)
p−→ m (x) , x ∈ (−1, 1). (16)

Доказательство. Прежде всего, заметим, что из (13) следует (см., например, [7],
гл.VII) равномерная сходимость ряда Фурье–Якоби (2) c произвольными α, β > −1

на любом интервале [a, b] ⊂ (−1, 1), и тем более, в каждой точке x ∈ (−1, 1). Далее,
в предположениях теоремы справедливо равенство

E(β̂j) =
n∑
i=1

m(xi)

∫
Ai

P
(α,β)
j (x)ρ(x) dx,

так что, учитывая (13), будем иметь

|Em̂N(x)−m(x)| =

∣∣∣∣∣E
(

N∑
j=0

β̂jP
(α,β)
j (x)

)
−m(x)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=0

P
(α,β)
j (x)

n∑
i=1

∫
Ai

(m(xi)−m(u))P
(α,β)
j (u)ρ(x) du

∣∣∣∣∣∣
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+

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=0

P
(α,β)
j (x)

n∑
i=1

∫
Ai

P
(α,β)
j (u)m(u)ρ(x) du−m(x)

∣∣∣∣∣∣
≤ CMn−1

N∑
j=0

|P (α,β)
j (x)|

1∫
−1

|P (α,β)
j (u)|ρ(u) du+

∣∣∣∣∣
∞∑

j=N+1

βjP
(α,β)
j (x)

∣∣∣∣∣ ,
откуда в силу леммы 1 получаем

|Em̂N(x)−m(x)| ≤ C(α, β)n−1

N∑
j=0

∣∣∣P (α,β)
j (x)

∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑

j=N+1

βjP
(α,β)
j (x)

∣∣∣∣∣ . (17)

Применив лемму 2, найдем

|Em̂N(x)−m(x)| ≤ C(α, β, x)Nn−1 +

∣∣∣∣∣
∞∑

j=N+1

βjP
(α,β)
j (x)

∣∣∣∣∣ . (18)

Оценим дисперсию m̂N(x). Имеем

D(m̂N(x)) =
N∑
j=0

(
P

(α,β)
j (x)

)2

D(β̂j)+

2
∑

0≤k<j≤N

P
(α,β)
j (x) P

(α,β)
k (x) cov(β̂j, β̂k) ≡ A+B.

В силу условий i), лемм 2 и 3

A ≤ C(α, β, x)
N∑
j=0

n∑
i=1

D (εi)

∫
Ai

P
(α,β)
j (x)ρ(x) dx

2

≤ C(α, β, x)
N∑
j=0

n∑
i=1

∫
Ai

P
(α,β)
j (x)ρ(x) dx

2

≤ C(α, β, x)N

An(α, β)
.

Далее, в силу (7)
|B| ≤ C(α, β, x)

∑
0≤k≤j≤N

∣∣∣cov(β̂k, β̂j)
∣∣∣.

Положим

β̂j =
n∑
i=1

Yi

∫
Ai

P
(α,β)
j (x) ρ(x)dx ≡

n∑
i=1

ai,j Yi, j = 0, 1, ..., N.

Тогда, учитывая, вытекающее из условия равенство,

cov(Yi, Ys) = D(Yi)δis = D(εi)δis,

«Таврический вестник информатики и математики», №2 (43)’ 2019



74 В. В. Новиков, А.О. Худошина

будем иметь ∣∣∣cov(β̂k, β̂j)
∣∣∣ =

∣∣∣ n∑
i=1

n∑
s=1

ai,k as,j cov(Yi, Ys)
∣∣∣

≤
n∑
i=1

|ai,k ai,j|D(Yi) ≤ C

n∑
i=1

|ai,k ai,j| ≤ C

√√√√ n∑
i=1

a2
i,k

n∑
i=1

a2
i,j .

Применяя к последнему выражению лемму 3, найдем

|B| ≤ N(N + 1)

2
· C(α, β, x)

An(α, β)
≤ N2C(α, β, x)

An(α, β)
,

так что
D(m̂N(x)) ≤ N2C(α, β, x)

An(α, β)
. (19)

Таким образом, из (15), (17)–(19) и сходимости ряда (2) следует, что

|Em̂N(x)−m(x)| → 0, n→∞, (20)

и
|Dm̂N(x)| → 0, n→∞. (21)

Докажем теперь (16). Фиксируем произвольное ε > 0. В силу (20) существует такой
номер n0(ε, x), что для всех n > n0∣∣Em̂N(n) (x)−m (x)

∣∣ < ε

2
,

поскольку предполагается, что N (n)→∞ при n→∞. Тогда

P (|m̂N (x)−m (x)| > ε) ≤ P (|m̂N (x)− Em̂N (x)|+ |Em̂N (x)−m (x)| > ε)

≤ P
(
|m̂N (x)− Em̂N (x)| > ε

2

)
.

Применив неравенство Чебышева, на основании (21) получим

P
(
|m̂N (x)− Em̂N (x)| > ε

2

)
<

4Dm̂N(x)

ε2
→ 0, n→∞.

�

Замечание. Легко видеть, что в условиях теоремы соотношение (16) выполняется
равномерно относительно параметра x на любом замкнутом интервале [a, b] ⊂ (−1, 1),
поскольку правые части соотношений (17), (20) и (21) стремятся к нулю равномерно
по x ∈ [a, b].

Теорема 2. Пусть выполнены условия i)–iii) предыдущей теоремы, q < 1/2, и,
кроме того,

(N(n))2q+3 = o {An(α, β)} , n→∞. (22)
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Тогда
m̂N (x)

p−→ m (x) , x ∈ [−1, 1]. (23)

Доказательство. Известно (см. [7], гл. VII), что если q ≥ −1/2, m ∈ Cs[−1, 1] и
m(s) ∈ LipMγ, 0 < γ ≤ 1, причем выполнено условие s + γ > q + 1/2, то ряд Фурье–
Якоби функции m сходится к ней на всем замкнутом промежутке ортогональности.
Поэтому в предположениях теоремы имеет место равномерная сходимость ряда на
всем отрезке [−1, 1]. Далее (см. там же), при условии q ≥ −1/2 для ортонормирован-
ного многочлена Якоби имеет место равномерная оценка∣∣∣P (α,β)

j (x)
∣∣∣ ≤ C(α, β)j q+1/2, x ∈ [−1, 1]. (24)

Легко видеть, что неравенство (17) остается в силе, только теперь оно выполнено
на всем [−1, 1]. Поскольку −1/2 ≤ p ≤ q < 1/2, условия (22) и (24) гарантируют
равномерное по x ∈ [−1, 1] стремление к нулю правой части (17).

Оценим дисперсию. Рассуждая как при доказательстве теоремы 1 и учитывая
(24), для любого x ∈ [−1, 1] получим

D(m̂N(x)) =
N∑
j=0

∣∣∣P (α,β)
j (x)

∣∣∣2 D(β̂j) + 2
∑

0≤k≤j≤N

P
(α,β)
j (x) P

(α,β)
k (x) cov(β̂j, β̂k) ≤

≤ C
N∑
j=0

∣∣∣P (α,β)
j (x)

∣∣∣2 n∑
i=1

∫
Ai

P
(α,β)
j (x) ρ(x)dx

2

+2
∑

0≤k<j≤N

∣∣∣P (α,β)
j (x) P

(α,β)
k (x) cov(β̂j, β̂k)

∣∣∣ ≤
≤ C(α, β)

An(α, β)

(
N∑
j=0

sup
−1≤x≤1

∣∣∣P (α,β)
j (x)

∣∣∣2 + 2
∑

0≤k<j≤N

sup
−1≤x≤1

∣∣∣P (α,β)
j (x) P

(α,β)
k (x)

∣∣∣)

≤ C(α, β)

An(α, β)

(
N∑
j=0

j2q+1 + 2
∑

0≤k<j≤N

(kj)q+
1
2

)
.

Поскольку ∑
0≤k<j≤N

(kj)q+
1
2 =

N∑
j=1

jq+
1
2

j−1∑
k=0

kq+
1
2 ≤ C

N∑
j=1

jq+
1
2 (j − 1)q+

3
2

≤ C

N∑
j=1

j2q+2 ≤ CN2q+3,
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окончательно находим

D(m̂N(x)) ≤ C(α, β)N2q+3

An(α, β)
.

Таким образом, мы вновь получаем соотношения (20) и (21), которые теперь выпол-
няются уже равномерно по x ∈ [−1, 1]. Для обоснования (23) следует дословно по-
вторить соответствующие рассуждения из доказательства предыдущей теоремы. �
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t-discriminants with parameters.

Piskunova V. V., Tretyakov D. V.

Abstract. Quadratic irrationalities which have continues fractions decomposes of next
forms:

α(h, t) =

√
D − b
a

= [q0, q1, q2, ..., qn, h, qn, ...q2, q1, tq0],

α1(h, t) =

√
D1 − b1
a1

= [q0, q1, q2, ..., qn, h, h, qn, ...q2, q1, tq0],

α2(h1, h2, t) =

√
D2 − b2
a2

= [q0, q1, q2, ..., qn, h1, h2, qn, ...q2, q1, tq0]

are considered in this paper. h, h1, h2, t ≥ 2 are natural parameters and number system
〈q1, q2, ..., qn, qn, ...q2, q1〉 is palindrome.

Formulas for calculating D, Di, a, ai, b, bi, i = 1, 2 are obtained.
Monotone irrationalities properties with respect to parameters are investigated. Case t = 2

is previously considered.
In first of two cases indicated monotonicity is depend on "semiperiod" length n for everyone

t ≥ 2.
In third case for everyone t ≥ 2 the monotone dependence is a more complicated. For fixed h1

α2 is monotonically increasing (decreasing) with respect to h2 and for fixed h2 α2 is monotonically
decreasing (increasing) with respect to h1 depending on "semiperiod" length n.

The monotonicity with respect to parameter t ≥ 2 investigated too. Obtained dependence is
rather different and is not depending on "semiperiod".

Oblique asymptote is found in all cases.
Every considered case is illustrated by examples.

Keywords: t-discriminants, continued periodic fractions with parameters, monotonicity.
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Введение

Предлагаемая работа посвящена решению некоторых частных случаев одной из
нерешенных задач теории цепных дробей, которая заключается в упорядочении двух
цепных дробей по их внешнему виду.

Более точно, в данной статье исследуются свойства монотонности цепных дробей
следующего вида:

α(h, t) =

√
D − b
a

= [q0, q1, . . . , qn, h, qn, . . . , q1, tq0],

α(h, t) =

√
D − b
a

= [q0, q1, . . . , qn, h, h, qn, . . . , q1, tq0],

α(h1, h2, t) =

√
D − b
a

= [q0, q1, . . . , qn, h1, h2, qn, . . . , q1, tq0],

где h, h1, h2, t — натуральные параметры и t > 2.
Случай t = 2 рассмотрен в работе [5]. Найдена наклонная асимптота для каж-

дого вида указанных цепных дробей. Некоторые результаты работы анонсированы
в [3, 4, 6].

1. Исследование цепных дробей вида

α =

√
D − b
a

= [q0, q1, . . . , qn, h, qn, . . . , q1, tq0]

Определение 1. [7] Квадратичные иррациональности α =

√
D − b
a

, которые рас-

кладываются в ЦД вида [q0, q1, q2, . . . , q2, q1, tq0], где t ≥ 2 — натуральное число, на-
зываются t-дискриминантами.

Теорема 1. [7] Равенство

α =

√
D − b
a

= [q0, q1, q2, . . . , q2, q1, tq0],

где t ≥ 2 — натуральный параметр, возможно тогда и только тогда, когда

2b = (t− 2)q0a, q0 = [α] > 1.

Если это условие выполнено, то

b = (t− 2)q0Pn−1, a = 2Pn−1, D = (tq0Pn−1 + 2Qn−1)2 + 4(−1)n,

где
Pn−1

Qn−1

= [q1, q2, . . . , q2, q1].
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Используя известные сведения и теоремы из теории бесконечных цепных дробей
(см., напр., [1, 2, 8]), убеждаемся в справедливости следующего предложения.

Лемма 1. [3] 1) если α(h, t) =

√
D − b
a

= [q0, q1, . . . , qn, h, qn, . . . , q1, tq0] — t-
дискриминант, то

D =
(
h(tq0P

2
n−1 + 2Pn−1Qn−1) +

(
2tq0Pn−1Pn−2 + 2(Qn−1Pn−2 + Pn−1Qn−2)

))2

− 4,

b = (t− 2)q0Pn−1(hPn−1 + 2Pn−2), a = 2
(
hP 2

n−1 + 2Pn−1Pn−2

)
;

2) если α(h, t) =

√
D − b
a

= [q0, q1, . . . , qn, h, h, qn, . . . , q1, tq0] — t-дискриминант,
то

D =
(
tq0(µ2(h) + P 2

n−1) + (2µ(h)β(h) + Pn−1Qn−1)
)2

+ 4, a = 2(µ2(h) + P 2
n−1),

b = (t− 2)q0(µ2(h) + P 2
n−1),

где
µ(h) = Pn−1h+ Pn−2, β(h) = Qn−1h+Qn−2;

3) если α(h1, h2, t) =

√
D − b
a

= [q0, q1, . . . , qn, h1, h2, qn, . . . , q1, tq0], то

D =
(
tq0γ(h)+(h1−h2)(−1)n+2δ(h)

)2
+4, b = (t−2)q0γ(h)+(−1)n+1(h1−h2), a = 2γ(h).

Здесь
γ(h) = µ(h1)µ(h2) + P 2

n−1, δ(h) = β(h1)µ(h2) + Pn−1Qn−1.

Доказательство этой леммы при t = 2 было проведено в [5]. Доказательство
настоящей леммы проводится аналогично.

Рассмотрим дробь

α =

√
D − b
a

= [q0, q1, . . . , qn, h, qn, . . . , q1, tq0].

В силу леммы 1, α принимает вид:

α =

(
2−t
)
q0Pn−1

(
hPn−1+2Pn−2

)
+

√[
h
(
tq0P 2

n−1+2Pn−1Qn−1

)
+
(

2tq0Pn−1Pn−2+2(Qn−1Pn−2+Pn−1Qn−2)
)]2
−4

2
[
hP 2

n−1+2Pn−1Pn−2

] ,

где
(2− t)q0Pn−1(hPn−1 + Pn−2) 6= 0.

Для удобства в формуле для α введем следующие обозначения:

tq0P
2
n−1 + 2Pn−1Qn−1 = A, 2tq0Pn−1Pn−2 + 2(Qn−1Pn−2 + Pn−1Qn−2) = B,
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P 2
n−1 = C, 2Pn−1Pn−2 = E, (2− t)q0Pn−1(hPn−1 + Pn−2) = M.

Исследуем теперь величину α на монотонность, считая, что h ∈ [1,+∞) — неза-
висимая переменная. Тогда α = α(h) является непрерывно дифференцируемой на
[1,+∞) функцией и, следовательно, можно применить дифференциальное исчисле-
ние. Вычислим функцию α′(h) :

α′ =

(
(2− t)q0P

2
n−1 +

(hA+B)A√
(hA+B)2 − 4

)(
2(hC + E)

)
− 2C

(
M +

√
(hA+B)2 − 4

)
(
2(hC + E)

)2

Рассмотрим подробнее числитель данной дроби:

2(2−t)q0P
2
n−1(hC+E)+

2A(hA+B)(hC + E)√
(hA+B)2 − 4

−2(2−t)Chq0P
2
n−1−4C(2−t)q0Pn−1Pn−2−

−2C
√

(hA+B)2 − 4 =
2A(hA+B)(hC + E)− 2C

(
(hA+B)2 − 4

)√
(hA+B)2 − 4

.

Отсюда

α′ =
A(hA+B)(hC + E)− C

(
(hA+B)2 − 4

)
2(hC + E)2 ·

√
(hA+B)2 − 4

.

Очевидно, что:
2(hC + E)2 ·

√
(hA+B)2 − 4 > 0.

Нам необходимо узнать, при каких условиях производная функции положительна, а
при каких отрицательна. Для этого преобразуем числитель α′:

A
(
ACh2+(AE+BC)h+BE

)
−A2Ch2−2hABC−CB2+4C = (Ah+B)(AE−BC)+4C.

Так как

Ah+B = (tq0P
2
n−1 + 2Pn−1Qn−1)h+ (2tq0Pn−1Pn−2 + 2Qn−1Pn−2 + 2Pn−1Qn−2) > 0,

AE −BC = (tq0P
2
n−1 + 2Pn−1Qn−1)(2Pn−1Pn−2)− (2tq0Pn−1Pn−2 + 2Qn−1Pn−2+

+2Pn−1Qn−2)P 2
n−1 = 2(−1)n+1P 2

n−1,

то α′ > 0 при нечетном n и, следовательно, α′ < 0 при четном n, h = 1 — точка
экстремума для α(h) (max при четном n и min при нечетном).

Таким образом, доказана

Теорема 2. t-дискриминанты [q0, q1, . . . , qn, h, qn, . . . , q1, tq0] при нечетном n возрас-
тают, а при четном n убывают, с ростом натурального параметра h и для любо-
го t.
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Для функции α вычислим наклонную асимптоту, которая задается уравнением
y = kh+ b, где

k = lim
h→+∞

α(h)

h
, b = lim

h→+∞
(α(h)− kh).

k = lim
h→+∞

α(h)

h
= lim

h→+∞

(
(2− t)q0Pn−1(hPn−1 + 2Pn−2)

)
+
√

(Ah+B)2 − 4

2h(Ch+ E)
=

= lim
h→+∞

(
(2− t)q0P

2
n−1 +

2

h
(2− t)q0Pn−1Pn−2

)
+

√
A2 +

2

h
AB +

B2

h2
−

4

h2

2h
(
C +

E

h

) =

= lim
h→+∞

(2− t)q0P
2
n−1 + A

2Ch
= 0.

Так как k = 0, то

b = lim
h→+∞

α(h) = lim
h→+∞

(
(2− t)q0Pn−1(hPn−1 + 2Pn−2)

)
+
√

(Ah+B)2 − 4

2(Ch+ E)
=

= lim
h→+∞

h

(
(2− t)q0P

2
n−1 +

2

h
(2− t)q0Pn−1Pn−2 +

√
A2 +

2

h
AB +

B2

h2
−

4

h2

)

2h
(
C +

E

h

) =

= lim
h→+∞

(2− t)q0P
2
n−1 + A

2C
=

(2− t)q0P
2
n−1 + A

2C
.

Поскольку A = tq0P
2
n−1 + 2Pn−1Qn−1, C = P 2

n−1, то b принимает вид:

b =
(2− t)q0P

2
n−1 + A

2C
=

(2− t)q0

2
+
tq0

2
+
Qn−1

Pn−1

= q0 +
Qn−1

Pn−1

.

Таким образом, доказана

Теорема 3. Для t-дискриминантов [q0, q1, . . . , qn, h, qn, . . . , q1, tq0] наклонная асимп-

тота задается уравнением y = q0 +
Qn−1

Pn−1

.

Следствие 1. 1) [q0, q1, . . . , qn, h, qn, . . . , q1, tq0] = o(h);

2) [q0, q1, . . . , qn, h, qn, . . . , q1, tq0] ∼ q0 +
Qn−1

Pn−1

, при h→ +∞.

Рассмотрим примеры периодических ЦД вида [q0, q1, . . . , qn, h, qn, . . . , q1, tq0],
когда h = 1, . . . , 8, t = 4 и t = 10, при постоянных q0, q1, . . . , qn.
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Пример 1. а) при четном n:

α(1) = [2, 1, 2, 1, 2, 1, 8] =
4
√

35− 10

5
≈ 2, 7328 . . .

α(2) = [2, 1, 2, 2, 2, 1, 8] =

√
798− 12

6
≈ 2, 7081 . . .

α(3) = [2, 1, 2, 3, 2, 1, 8] =
2
√

6006− 66

33
≈ 2, 6968 . . .

α(4) = [2, 1, 2, 4, 2, 1, 8] =

√
22− 2

1
≈ 2, 6904 . . .

α(5) = [2, 1, 2, 5, 2, 1, 8] =
4
√

3570− 102

51
≈ 2, 6862 . . .

α(6) = [2, 1, 2, 6, 2, 1, 8] =

√
4935− 30

15
≈ 2, 6833 . . .

α(7) = [2, 1, 2, 7, 2, 1, 8] =
6
√

322− 46

23
≈ 2, 6811 . . .

α(8) = [2, 1, 2, 8, 2, 1, 8] =

√
33306− 78

39
≈ 2, 6794 . . .

б) при нечетном n:

α(1) = [1, 2, 3, 4, 2, 5, 1, 5, 2, 4, 3, 2, 10] = −4 +

√
979141914255

182135
≈ 1, 432871 . . .

α(2) = [1, 2, 3, 4, 2, 5, 2, 5, 2, 4, 3, 2, 10] = −4 +

√
566248955

4380
≈ 1, 432873 . . .

α(3) = [1, 2, 3, 4, 2, 5, 3, 5, 2, 4, 3, 2, 10] = −4 +

√
5939485655235

448585
≈ 1, 4328744 . . .

α(4) = [1, 2, 3, 4, 2, 5, 4, 5, 2, 4, 3, 2, 10] = −4 +

√
99912951318

58181
≈ 1, 4328749 . . .

α(5) = [1, 2, 3, 4, 2, 5, 5, 5, 2, 4, 3, 2, 10] = −4 +

√
1676762556935

238345
≈ 1, 432875 . . .

α(6) = [1, 2, 3, 4, 2, 5, 6, 5, 2, 4, 3, 2, 10] = −4 +

√
5309547324270

424130
≈ 1, 4328755 . . .

α(7) = [1, 2, 3, 4, 2, 5, 7, 5, 2, 4, 3, 2, 10] = −4 +

√
28433273985795

981485
≈ 1, 4328756 . . .

α(8) = [1, 2, 3, 4, 2, 5, 8, 5, 2, 4, 3, 2, 10] = −4 +
2
√

254695257490

185785
≈ 1, 4328758 . . .

Таким образом, рассматриваемые дроби ведут себя следующим образом: возрас-
тают при нечетном n, а при четном n — убывают.
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Теорема 4. 1) t-дискриминанты [q0, q1, . . . , qn, h, qn, . . . , q1, tq0] возрастают по t
для любого h и n;

2) для ЦД вида [q0, q1, . . . , qn, h, qn, . . . , q1, tq0] наклонная асимптота задается

уравнением y =

(
4Ã2 + 2B̃C̃q0

)
2B̃(Ã+ B̃q0)

.

Доказательство. 1) считая t вещественным параметром, меняющимся на полу-
интервале [2,+∞), продифференцируем функцию

α(h, t) =
(2− t)Ã+

√(
B̃tq0 + C̃

)2 − 4

2Ẽ
по t на указанном промежутке:

α′(h, t) =
1

2Ẽ

(
−Ã+

(B̃tq0 + C̃)B̃q0√
(B̃tq0 + C̃)2 − 4

)
=

=
1

2Ẽ
√(

B̃tq0 + C̃
)2 − 4

·
((
B̃tq0 + C̃

)
B̃q0 − Ã

√
(B̃tq0 + C̃)2 − 4

)
=

=
1

2Ẽ
√(

B̃tq0 + C̃
)2 − 4

·
(
B̃tq0 + C̃

)2
B̃2q2

0 − Ã2
(
B̃tq0 + C̃

)2
+ 4Ã2(

B̃tq0 + C̃
)
B̃q0 + Ã

√(
B̃tq0 + C̃

)2 − 4
=

=

(
B̃tq0 + C̃

)2(
B̃2q2

0 − Ã2
)

+ 4Ã2

2Ẽ
√(

B̃tq0 + C̃
)2 − 4 ·

((
B̃tq0 + C̃

)
B̃q0 + Ã

√(
B̃tq0 + C̃

)2 − 4

) =

=
4Ã2

2Ẽ
√(

B̃tq0 + C̃
)2 − 4 ·

((
B̃tq0 + C̃

)
B̃q0 + Ã

√(
B̃tq0 + C̃

)2 − 4

) > 0.

Здесь
B̃2q2

0 − Ã2 = 0, Ã = q0Pn−1(hPn−1 + 2Pn−2),

C̃ = 2hPn−1Qn−1 + 2Pn−2Qn−1 + 2Pn−1Qn−2, B̃ = Ẽ = hP 2
n−1 + 2Pn−1Pn−2.

2) теперь найдем наклонную асимптоту функции α(h, t) по t:

k = lim
t→+∞

α(t)

t
= lim

t→+∞

− Ã+
2Ã

t
+

√(
B̃q0 +

C̃

t

)2

−
4

t2

2Ẽ
=
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=
− Ã+ B̃q0

2B̃
=

1

2B̃

(
−q0

(
hP 2

n−1 + 2Pn−1Pn−2

)
+
(
hP 2

n−1 + 2Pn−1Pn−2

)
q0

)
= 0.

b = lim
t→+∞

α(t) = lim
t→+∞

(2− t)Ã+
√(

B̃tq0 + C̃
)2 − 4

2B̃
=

=
1

2B̃
lim
t→+∞

(2− t)2Ã2 −
(
B̃tq0 + C̃

)2
+ 4

(2− t)Ã−
√(

B̃tq0 + C̃
)2 − 4

=

= −
1

2B̃
lim
t→+∞

t2
(
Ã2 − B̃2q2

0

)
−
(
4Ã2 + 2B̃C̃q0

)
t+ 4Ã2 − C̃2 + 4

(t− 2)Ã−
√(

B̃tq0 + C̃
)2 − 4

=

= −
1

2B̃
lim
t→+∞

−
(
4Ã2 + 2B̃C̃q0

)
+

4Ã2

t
−
C̃2

t
+

4

t

Ã−
2Ã

t
−

√(
B̃q0 +

C̃

t

)2

−
4

t2

=

= −
−
(
4Ã2 + 2B̃C̃q0

)
2B̃(Ã+ B̃q0)

=

(
4Ã2 + 2B̃C̃q0

)
2B̃(Ã+ B̃q0)

.

�

Рассмотрим t-дискриминанты вида [q0, q1, . . . , qn, h, qn, . . . , q1, tq0], когда h = 1,
t ≥ 2, при постоянных q0, q1, . . . , qn.

Пример 2.

α(2) = [2, 1, 2, 1, 2, 1, 4] =
4
√

105

15
≈ 2, 732520 . . .

α(3) = [2, 1, 2, 1, 2, 1, 6] =

√
3135− 15

15
≈ 2, 732738 . . .

α(4) = [2, 1, 2, 1, 2, 1, 8] =
4
√

35− 10

5
≈ 2, 732863 . . .

α(5) = [2, 1, 2, 1, 2, 1, 10] =

√
7395− 45

15
≈ 2, 732945 . . .

α(6) = [2, 1, 2, 1, 2, 1, 12] =
2
√

102− 12

3
≈ 2, 733003 . . .

α(7) = [2, 1, 2, 1, 2, 1, 14] =

√
1495− 25

5
≈ 2, 733045 . . .

α(8) = [2, 1, 2, 1, 2, 1, 16] =
2
√

4290− 90

15
≈ 2, 733078 . . .

α(9) = [2, 1, 2, 1, 2, 1, 18] =
7
√

435− 105

15
≈ 2, 733105 . . .
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α(10) = [2, 1, 2, 1, 2, 1, 20] =
24
√

5− 40

5
≈ 2, 733126 . . .

Следствие 2. 1) [q0, q1, . . . , qn, h, qn, . . . , q1, tq0] = o(t);

2) [q0, q1, . . . , qn, h, qn, . . . , q1, tq0] ∼
(
4Ã2 + 2B̃C̃q0

)
2B̃(Ã+ B̃q0)

, при t→ +∞.

2. Исследование цепных дробей вида

α =

√
D − b
a

= [q0, q1, . . . , qn, h, h, qn, . . . , q1, tq0]

Теорема 5. 1) t-дискриминанты [q0, q1, . . . , qn, h, h, qn, . . . , q1, tq0] при нечетном n

возрастают, а при четном n убывают, с ростом натурального параметра h
и для любого t;

2) для ЦД вида [q0, q1, . . . , qn, h, h, qn, . . . , q1, tq0] наклонная асимптота задается

уравнением y = q0 +
Qn−1

Pn−1

.

Доказательство. 1) рассмотрим дробь

α =

√
D − b
a

= [q0, q1, . . . , qn, h, h, qn, . . . , q1, tq0],

которая в силу леммы 1 принимает следующий вид:

α =

q0(2− t)(µ2(h) + P 2
n−1) +

√(
tq0

(
µ2(h) + P 2

n−1

)
+ 2
(
µ(h)β(h) + Pn−1Qn−1

))2

+ 4

2
(
µ2(h) + P 2

n−1

) ,

(2.1)
где

(2− t)q0(µ2(h) + P 2
n−1) 6= 0.

Для удобства введем следующие обозначения:

F (h) = µ2(h) + P 2
n−1, G(h) = µ(h)β(h) + Pn−1Qn−1.

Тогда

α =
(2− t)q0F (h) +

√(
tq0F (h) + 2G(h)

)2
+ 4

2F (h)
.

Вычисление функции α′(h) проводится аналогично пункту 1.
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Таким образом, α′(h) примет следующий вид:

α′(h) =

F (h)
(
tq0F (h) + 2G(h)

)(
tq0F

′(h) + 2G′(h)
)√(

tq0F (h) + 2G(h)
)2

+ 4
− F ′(h)

√(
tq0F (h) + 2G(h)

)2
+ 4

2F 2(h)
=

= 2(−1)n+1
(
tq0F (h) + 2G(h)

)(
P 2
n−1(h− 1)2 − 2P 2

n−1 + P 2
n−2

)
+

+2hP 2
n−1

(
2(−1)n+1

(
tq0F (h)+2G(h)

)
−4

)
+2Pn−1Pn−2

(
2(−1)n+1

(
tq0F (h)+2G(h)

)
h−4

)
,

где (
tq0F (h) + 2G(h)

)
> 0.

Нам необходимо узнать, при каких условиях производная функции положитель-
на, а при каких отрицательна.

Так как
(tq0F (h) + 2G(h)) > 0,

то α′(h) > 0 при нечетном n и, следовательно, α′(h) < 0 при четном n, h = 1 — точка
экстремума для α(h) (max при четном n и min при нечетном n).

2) наклонная асимптота для α(h) вычисляется аналогичным образом (см. преды-
дущий пункт):

k = lim
h→+∞

α(h)

h
= 0, b = lim

h→+∞
α(h) = q0 +

Qn−1

Pn−1

.

�

Следствие 3. 1) [q0, q1, . . . , qn, h, h, qn, . . . , q1, tq0] = o(h);

2) [q0, q1, . . . , qn, h, h, qn, . . . , q1, tq0] ∼ q0 +
Qn−1

Pn−1

, при h→ +∞ и для любого t.

Рассмотрим примеры периодических ЦД вида [q0, q1, . . . , qn, h, h, qn, . . . , q1, tq0],
когда h = 1, . . . , 8, t = 5 и t = 6, при постоянных q0, q1, . . . , qn.

Пример 3. а) при четном n:

α(1) = [2, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 10] =

√
818− 15

5
≈ 2, 7201 . . .

α(2) = [2, 1, 2, 2, 2, 2, 1, 10] =

√
109562− 174

58
≈ 2, 7069 . . .

α(3) = [2, 1, 2, 3, 3, 2, 1, 10] =

√
385642− 327

109
≈ 2, 6972 . . .
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α(4) = [2, 1, 2, 4, 4, 2, 1, 10] =

√
1026170− 534

178
≈ 2, 6910 . . .

α(5) = [2, 1, 2, 5, 5, 2, 1, 10] =

√
90842− 159

53
≈ 2, 6867 . . .

α(6) = [2, 1, 2, 6, 6, 2, 1, 10] =

√
4422610− 1110

370
≈ 2, 6837 . . .

α(7) = [2, 1, 2, 7, 7, 2, 1, 10] =

√
7845602− 1479

493
≈ 2, 6815 . . .

α(8) = [2, 1, 2, 8, 8, 2, 1, 10] =

√
12967202− 1902

634
≈ 2, 6798 . . .

б) при нечетном n:

α(1) = [1, 2, 3, 5, 1, 1, 5, 3, 2, 6] =

√
5146546− 1322

661
≈ 1, 4320 . . .

α(2) = [1, 2, 3, 5, 2, 2, 5, 3, 2, 6] =

√
740765090− 15860

7930
≈ 1, 4321 . . .

α(3) = [1, 2, 3, 5, 3, 3, 5, 3, 2, 6] =
13
√

9698− 746

373
≈ 1, 43222 . . .

α(4) = [1, 2, 3, 5, 4, 4, 5, 3, 2, 6] =

√
7596691282− 50788

25394
≈ 1, 43226 . . .

α(5) = [1, 2, 3, 5, 5, 5, 5, 3, 2, 6] =

√
17220525530− 76466

38233
≈ 1, 43229 . . .

α(6) = [1, 2, 3, 5, 6, 6, 5, 3, 2, 6] =

√
1364460170− 21524

10762
≈ 1, 43231 . . .

α(7) = [1, 2, 3, 5, 7, 7, 5, 3, 2, 6] =

√
2451378730− 28850

14425
≈ 1, 43233 . . .

α(8) = [1, 2, 3, 5, 8, 8, 5, 3, 2, 6] =

√
102284192762− 186356

93178
≈ 1, 43234 . . . .

Таким образом, рассматриваемые дроби возрастают при нечетном n, а при чет-
ном n — убывают.

3. Исследование цепных дробей вида

α =

√
D − b
a

= [q0, q1, . . . , qn, h1, h2, qn, . . . , q1, tq0]

Рассмотрим дробь

α =

√
D − b
a

= [q0, q1, . . . , qn, h1, h2, qn, . . . , q1, tq0],
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которая принимает следующий вид по лемме 1:

α =
q0(2− t)γ(h) + (−1)n+1(h1 − h2) +

√(
tq0γ(h) + (h1 − h2)(−1)n + 2δ(h)

)2
+ 4

2γ(h)
,

(3.1)
где

µ(h1) = h1Pn−1 + Pn−2, µ(h2) = h2Pn−1 + Pn−2, β(h1) = h1Qn−1 +Qn−2,

β(h2) = h2Qn−1 +Qn−2, γ(h) = µ(h1)µ(h2) + P 2
n−1, δ(h) = β(h1)µ(h2) + Pn−1Qn−1.

Для удобства введем следующие обозначения:

A = (2− t)q0γ(h), B = (−1)n+1(h1−h2), C = γ(h), F = (−1)n(h1−h2), E = 2δ(h).

Тогда

α =
A+B +

√(
tq0C + F + E

)2
+ 4

2C
.

Теперь вычислим функцию α′h1(h1, h2), считая h2 постоянной:

α′h1(h1, h2) =

2CA′ + 2CB′ + 2C

(
tq0C+F+E

)(
tq0C′+F ′+E′

)√(
tq0C+F+E

)2
+4

− 2C ′
(
A+B +

√
(tq0C + F + E)2 + 4

)
4C2

=

=

√(
tq0C+F+E

)2
+4
(
C(A′+B′)−(A+B)C′

)
+
(
tq0C+F+E

)(
C(tq0C′+F ′+E′)−(tq0C+F+E)C′

)
−4C′

2C2

√(
tq0C+F+E

)2
+4

.

Преобразуем выражения, составляющие числитель:

CA′−AC ′ = (2− t)q0

(
µ(h1)µ(h2) +P 2

n−1

)′
γ(h)− (2− t)q0

(
µ(h1)µ(h2) +P 2

n−1

)′
γ(h) = 0.

CB′−BC ′ = (−1)n+1γ(h)−(−1)n+1(h1−h2)µ(h1)µ(h2) + P 2
n−1
′
= (−1)n+1

(
µ2(h2)+P 2

n−1

)
.

C(tq0C
′ + F ′ + E ′)− (tq0C + F + E)C ′ = γ(h)

(
tq0µ(h2)Pn−1 + (−1)n + 2µ(h2)Qn−1

)
−

−
(
tq0γ(h) + (−1)n(h1 − h2) + 2δ(h)

)
µ(h2)Pn−1 = (−1)n

(
P 2
n−1 − µ2(h2)

)
.

Таким образом, получаем следующую формулу:

α′h1(h1, h2) =

=

√(
tq0C+F+E

)2
+4

(
(−1)n+1

(
P 2
n−1+µ2(h2)

))
+
(
tq0C+F+E

)(
(−1)n

(
P 2
n−1−µ2(h2)

))
−4µ(h2)Pn−1

2
(
µ(h1)µ(h2)+P 2

n−1

)2√(
tq0C+F+E

)2
+4

.

Рассмотрим подробнее числитель данной дроби, считая, что n нечетное:(
P 2
n−1 + µ2(h2)

)√(
tq0C + F + E

)2
+ 4−

(
tq0C + F + E

)(
P 2
n−1 − µ2(h2)

)
− 4µ(h2)Pn−1.
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Заметим, что выражение

−(tq0C+F+E)(P 2
n−1−µ2(h2)) = (tq0C+F+E)

(
(h2

2−1)P 2
n−1+2h2Pn−1Pn−2+P 2

n−2

)
> 0,

где (h2
2 − 1) ≥ 0.

Остается определить, какой знак принимает оставшаяся часть числителя при
нечетном n.(
P 2
n−1+µ2(h2)

)√(
tq0C + F + E

)2
+ 4 −4µ(h2)Pn−1 = A−4µ(h2)Pn−1 ≥ A−(µ(h2)+Pn−1)2 ≥

≥ 2(µ2(h2) +P 2
n−1)− (µ(h2) +Pn−1)2 = 2µ2(h2) + 2P 2

n−1− µ2(h2)− 2µ(h2)Pn−1−P 2
n−1 =

= µ2(h2) + P 2
n−1 − 2µ(h2)Pn−1 ≥ 0.

Пусть теперь n — четное, тогда

−
(
P 2
n−1+µ2(h2)

)√(
tq0C + F + E

)2
+ 4 +

(
tq0C+F+E

)(
P 2
n−1−µ2(h2)

)
−4µ(h2)Pn−1 < 0,

где P 2
n−1 − µ2(h2) = P 2

n−1(1− h2
2)− 2h2Pn−1Pn−2 − P 2

n−2 < 0, (1− h2
2) ≤ 0.

Таким образом, при фиксированном h2 функция α′h1 ведет себя следующим об-
разом: при нечетном n она положительна, а при четном — отрицательна.

Следовательно, доказана

Теорема 6. Если h2 — фиксированный параметр, то ЦД вида
[q0, q1, . . . , qn, h1, h2, qn, . . . , q1, tq0] при нечетном n возрастают, а при четном
n убывают, с ростом параметра h1 и для любого t.

Наклонная асимптота для α(h) вычисляется аналогичным образом (см. пункт 1):

k = lim
h1→+∞

α(h1, h2)

h1

= lim
h1→+∞

(2− t)q0A1 + (−1)n+1 +
√
C1

2h1A1

= 0,

где

A1 = h2P
2
n−1+Pn−1Pn−2, C1 = t2q2

0(h2
2P

4
n−1+2h2P

3
n−1Pn−2+P 2

n−1P
2
n−2)+1+tq0(2(−1)nh2P

2
n−1+

+2(−1)nPn−1Pn−2 + 4h2
2P

3
n−1Qn−1 + 8h2P

2
n−1Pn−2Qn−1 + 4Pn−1P

2
n−2Qn−1)+

+4(−1)n(h2Pn−1Qn−1 +Qn−1Pn−2).

b = lim
h1→+∞

α(h1, h2) = q0 +
Qn−1

Pn−1

.

Таким образом, доказана

Теорема 7. Для ЦД вида [q0, q1, . . . , qn, h1, h2, qn, . . . , q1, tq0] наклонная асимптота

задается уравнением y = q0 +
Qn−1

Pn−1

.

Следствие 4. 1) [q0, q1, . . . , qn, h1, h2, qn, . . . , q1, tq0] = o(h1);
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2) [q0, q1, . . . , qn, h1, h2, qn, . . . , q1, tq0] ∼ q0 +
Qn−1

Pn−1

, при h1 → +∞.

Рассмотрим примеры периодических ЦД вида [q0, q1, . . . , qn, h1, h2, qn, . . . , q1, tq0],
когда h1 = 1, . . . , 8, h2 = 1, t = 5 и t = 3, при постоянных q0, q1, . . . , qn.

Пример 4. а) при n четном:

α(1) = [2, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 10] =

√
818− 15

5
≈ 2, 7201 . . .

α(2) = [2, 1, 2, 2, 1, 2, 1, 10] =

√
178933− 223

74
≈ 2, 7027 . . .

α(3) = [2, 1, 2, 3, 1, 2, 1, 10] =

√
78401− 148

49
≈ 2, 6939 . . .

α(4) = [2, 1, 2, 4, 1, 2, 1, 10] =

√
485813− 369

122
≈ 2, 6885 . . .

α(5) = [2, 1, 2, 5, 1, 2, 1, 10] =

√
173890− 221

73
≈ 2, 6849 . . .

α(6) = [2, 1, 2, 6, 1, 2, 1, 10] =

√
942845− 515

170
≈ 2, 6823 . . .

α(7) = [2, 1, 2, 7, 1, 2, 1, 10] =

√
306917− 294

97
≈ 2, 6804 . . .

α(8) = [2, 1, 2, 8, 1, 2, 1, 10] =

√
1550029− 661

218
≈ 2, 6789 . . .

б) при n нечетном:

α(1) = [2, 1, 2, 3, 1, 1, 3, 2, 1, 6] =

√
988037− 269

269
≈ 2, 6951 . . .

α(2) = [2, 1, 2, 3, 2, 1, 3, 2, 1, 6] =

√
8696605− 797

798
≈ 2, 6967 . . .

α(3) = [2, 1, 2, 3, 3, 1, 3, 2, 1, 6] =

√
3822026− 528

529
≈ 2, 6975 . . .

α(4) = [2, 1, 2, 3, 4, 1, 3, 2, 1, 6] =

√
23726645− 1315

1318
≈ 2, 6980 . . .

α(5) = [2, 1, 2, 3, 5, 1, 3, 2, 1, 6] =

√
8503057− 787

789
≈ 2, 6983 . . .

α(6) = [2, 1, 2, 3, 6, 1, 3, 2, 1, 6] =

√
46144853− 1833

1838
≈ 2, 6985 . . .

α(7) = [2, 1, 2, 3, 7, 1, 3, 2, 1, 6] =

√
15031130− 1046

1049
≈ 2, 6987 . . .
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α(8) = [2, 1, 2, 3, 8, 1, 3, 2, 1, 6] =

√
75951229− 2351

2358
≈ 2, 6988 . . . .

Таким образом, при фиксированном параметре h2 рассматриваемые дроби воз-
растают при нечетном n, а убывают при четном n.

Теперь зафиксируем переменную h1.
Аналогично доказывается

Теорема 8. Если h1 — фиксированный параметр, то ЦД вида
[q0, q1, . . . , qn, h1, h2, qn, . . . , q1, tq0] при нечетном n убывают, а при четном n

возрастают, с ростом параметра h2 и для любого t.

Так же, как и в пункте 1, получаем:

k = lim
h2→+∞

α(h1, h2)

h2

= lim
h2→+∞

(2− t)q0K − (−1)n+1 +R1

2h2K
= 0,

где
R1 = tq0h1P

2
n−1 + tq0Pn−1Pn−2 − (−1)n + 2h1Pn−1Qn−1 + 2Pn−1Qn−2,

K = h1P
2
n−1 + Pn−1Pn−2.

Так как k = 0, то

b = lim
h2→+∞

α(h1, h2) = q0 +
h1Qn−1 +Qn−2

h1Pn−1 + Pn−2

.

Таким образом, имеет место

Теорема 9. Для ЦД вида [q0, q1, . . . , qn, h1, h2, qn, . . . , q1, tq0] наклонная асимптота

задается уравнением y = q0 +
h1Qn−1 +Qn−2

h1Pn−1 + Pn−2

.

Следствие 5. 1) [q0, q1, . . . , qn, h1, h2, qn, . . . , q1, tq0] = o(h2);

2) [q0, q1, . . . , qn, h1, h2, qn, . . . , q1, tq0] ∼ q0 +
h1Qn−1 +Qn−2

h1Pn−1 + Pn−2

, при h2 → +∞.

Рассмотрим примеры периодических ЦД вида [q0, q1, . . . , qn, h1, h2, qn, . . . , q1, tq0],
когда h2 = 1, . . . , 8, h1 = 1, t = 3 и t = 5, при постоянных q0, q1, . . . , qn.

Пример 5. а) при четном n:

α(1) = [2, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 6] =

√
346− 5

5
≈ 2, 7202 . . .

α(2) = [2, 1, 2, 1, 2, 2, 1, 6] =

√
75629− 73

74
≈ 2, 7298 . . .
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α(3) = [2, 1, 2, 1, 3, 2, 1, 6] =
25
√

53− 48

49
≈ 2, 7347 . . .

α(4) = [2, 1, 2, 1, 4, 2, 1, 6] =

√
205213− 119

122
≈ 2, 7377 . . .

α(5) = [2, 1, 2, 1, 5, 2, 1, 6] =

√
73442− 71

73
≈ 2, 7397 . . .

α(6) = [2, 1, 2, 1, 6, 2, 1, 6] =

√
398165− 165

170
≈ 2, 7411 . . .

α(7) = [2, 1, 2, 1, 7, 2, 1, 6] =

√
129601− 94

97
≈ 2, 7422 . . .

α(8) = [2, 1, 2, 1, 8, 2, 1, 6] =

√
654485− 211

218
≈ 2, 7431 . . .

б) при нечетном n:

α(1) = [2, 1, 2, 3, 1, 1, 3, 2, 1, 10] =
5
√

93881− 807

269
≈ 2, 6951 . . .

α(2) = [2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 2, 1, 10] =

√
20657029− 2395

798
≈ 2, 6942 . . .

α(3) = [2, 1, 2, 3, 1, 3, 3, 2, 1, 10] =

√
9078170− 1588

529
≈ 2, 6937 . . .

α(4) = [2, 1, 2, 3, 1, 4, 3, 2, 1, 10] =

√
56355053− 3957

1318
≈ 2, 6934 . . .

α(5) = [2, 1, 2, 3, 1, 5, 3, 2, 1, 10] =

√
20196037− 2369

789
≈ 2, 6932 . . .

α(6) = [2, 1, 2, 3, 1, 6, 3, 2, 1, 10] =

√
109599965− 5519

1838
≈ 2, 6931 . . .

α(7) = [2, 1, 2, 3, 1, 7, 3, 2, 1, 10] =

√
35700626− 3150

1049
≈ 2, 6930 . . .

α(8) = [2, 1, 2, 3, 1, 8, 3, 2, 1, 10] =

√
180391765− 7081

2358
≈ 2, 6929 . . . .

Таким образом, при фиксированном параметре h1 рассматриваемые дроби воз-
растают при четном n, а убывают при нечетном n.

Исследуем теперь поведения указанных ЦД по параметру t.

1) будем считать, что параметр t меняется непрерывно на полуинтервале [2,+∞).

Продифференцируем функцию

α(h1, h2, t) =
(2− t)A+B +

√(
tq0C + F + E

)2
+ 4

2C

по переменной t:
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α′(h1, h2, t) =
1

2C

(
−A+

2(tq0C + F + E) · Cq0

2
√(

tq0C + F + E
)2

+ 4

)
=

=
1

2C
√(

tq0C + F + E
)2

+ 4
·
((
tq0C + F + E

)
Cq0 − A

√(
tq0C + F + E

)2
+ 4

)
=

=
1

2C
√(

tq0C + F + E
)2

+ 4
·
(
tq0C + F + E

)2
C2q2

0 − A2
(
tq0C + F + E

)2 − 4A2(
tq0C + F + E

)
Cq0 + A

√(
tq0C + F + E

)2
+ 4

=

=

(
tq0C + F + E

)2
(q2

0C
2 − A2)− 4A2

2C
√(

tq0C + F + E
)2

+ 4

((
tq0C + F + E

)
q0C + A

√(
tq0C + F + E

)2
+ 4

) =

=
− 4A2

2C
√(

tq0C + F + E
)2

+ 4

((
tq0C + F + E

)
q0C + A

√(
tq0C + F + E

)2
+ 4

) < 0.

Здесь
q2

0C
2 − A2 = q2

0γ
2(h)− q2

0γ
2(h) = 0,

A = q0γ(h), B = (−1)n+1(h1 − h2), C = γ(h), F = (−1)n(h1 − h2), E = 2δ(h),

где
γ(h) = µ(h1)µ(h2) + P 2

n−1, δ(h) = β(h1)µ(h2) + Pn−1Qn−1,

µ(h1) = Pn−1h1 + Pn−2, µ(h2) = Pn−1h2 + Pn−2, β(h1) = Qn−1h1 +Qn−2.

2) теперь найдем наклонную асимптоту функции α(h1, h2, t) по t:

k = lim
t→+∞

α(t)

t
= lim

t→+∞

− A+
2A+B

t
+

√(
q0C +

F + E

t

)2

+
4

t2

2C
=

=
− A+ q0C

2C
=
− q0γ(h) + q0γ(h)

2C
= 0.

b = lim
t→+∞

α(t) = lim
t→+∞

(2− t)A+B +
√(

tq0C + F + E
)2

+ 4

2C
=

=
1

2C
lim
t→+∞

(2− t)2A2 +B2 + 2(2− t)AB −
(
tq0C + F + E

)2 − 4

(2− t)A+B −
√(

tq0C + F + E
)2

+ 4
=

«Таврический вестник информатики и математики», №2 (43)’ 2019



94 В. В. Пискунова, Д. В. Третьяков

= −
1

2C
lim

t→+∞

t2
(
A2 − q2

0C
2
)
−
(
4A2 + 2AB + 2q0C(F + E)

)
t+ 4A(A+B) +B2 − F 2 − E2 − 4

(t− 2)A+B +
√(

tq0C + F + E
)2

+ 4
=

= −
−
(
4A2 + 2AB + 2q0C(F + E)

)
2C(A+ q0C)

=

(
4A2 + 2AB + 2q0C(F + E)

)
2C(A+ q0C)

.

Сформулируем то, что получилось в пунктах 1) и 2) в виде следующего предло-
жения:

Теорема 10. 1) ЦД вида [q0, q1, . . . , qn, h1, h2, qn, . . . , q1, tq0] убывают по t для лю-
бых h1, h2 и n;

2) для ЦД вида [q0, q1, . . . , qn, h1, h2, qn, . . . , q1, tq0] наклонная асимптота задается

уравнением y =

(
4A2 + 2AB + 2q0C(F + E)

)
2C(A+ q0C)

.

Следствие 6. 1) [q0, q1, . . . , qn, h1, h2, qn, . . . , q1, tq0] = o(t);

2) [q0, q1, . . . , qn, h1, h2, qn, . . . , q1, tq0] ∼
(
4A2 + 2AB + 2q0C(F + E)

)
2C(A+ q0C)

, при t→ +∞

для любых h1, h2.

Следствие 7. Для ЦД вида [q0, q1, . . . , qn, h, h, qn, . . . , q1, tq0] на-

клонная асимптота задается уравнением y =
F (h)q0 +G(h)

F (h)
, где

F (h) = µ2(h) + P 2
n−1, G(h) = β(h)µ(h) + Pn−1Qn−1 (формулы для β(h), µ(h)

смотреть в доказательстве теоремы 9).

В случае, когда h1 = h2, приходим к следствию 3.
Рассмотрим периодические ЦД вида α(t) = [q0, q1, . . . , qn, h1, h2, qn, . . . , q1, tq0], ко-

гда h1 = h2 = 1, t ≥ 2, при постоянных q0, q1, . . . , qn.

Пример 6.

α(2) = [2, 3, 4, 1, 1, 4, 3, 4] =

√
38573

85
≈ 2, 310589433 . . .

α(3) = [2, 3, 4, 1, 1, 4, 3, 6] =

√
274− 5

5
≈ 2, 310589071 . . .

α(4) = [2, 3, 4, 1, 1, 4, 3, 8] =

√
134249− 170

85
≈ 2, 310588877 . . .

α(5) = [2, 3, 4, 1, 1, 4, 3, 10] =

√
203762− 225

85
≈ 2, 310588756 . . .

α(6) = [2, 3, 4, 1, 1, 4, 3, 12] =

√
11509− 68

17
≈ 2, 310588673 . . .
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α(7) = [2, 3, 4, 1, 1, 4, 3, 14] =

√
386138− 425

85
≈ 2, 310588613 . . .

α(8) = [2, 3, 4, 1, 1, 4, 3, 16] =

√
499001− 510

85
≈ 2, 310588568 . . .

α(9) = [2, 3, 4, 1, 1, 4, 3, 18] =
13
√

3706− 595

85
≈ 2, 310588532 . . .

α(10) = [2, 3, 4, 1, 1, 4, 3, 20] =

√
768077− 680

85
≈ 2, 310588503 . . .

Рассмотрим периодические ЦД вида α(t) = [q0, q1, . . . , qn, h, h, qn, . . . , q1, tq0], когда
h = 1, . . . , 8, t = 5 и t = 6, при постоянных q0, q1, . . . , qn.

Пример 7. При четном n, t=5.

α(1) = [2, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 10] =

√
818− 15

5
≈ 2, 7201 . . .

α(2) = [2, 1, 2, 2, 2, 2, 1, 10] =

√
109562− 174

58
≈ 2, 7069 . . .

α(3) = [2, 1, 2, 3, 3, 2, 1, 10] =

√
385642− 327

109
≈ 2, 6972 . . .

α(4) = [2, 1, 2, 4, 4, 2, 1, 10] =

√
1026170− 534

178
≈ 2, 6910 . . .

α(5) = [2, 1, 2, 5, 5, 2, 1, 10] =

√
90842− 159

53
≈ 2, 6867 . . .

α(6) = [2, 1, 2, 6, 6, 2, 1, 10] =

√
4422610− 1110

370
≈ 2, 6837 . . .

α(7) = [2, 1, 2, 7, 7, 2, 1, 10] =

√
7845602− 1479

493
≈ 2, 6815 . . .

α(8) = [2, 1, 2, 8, 8, 2, 1, 10] =

√
12967202− 1902

634
≈ 2, 6798 . . .

Пример 8. При нечетном n, t=6.

α(1) = [1, 2, 3, 5, 1, 1, 5, 3, 2, 6] =

√
5146546− 1322

661
≈ 1, 4320 . . .

α(2) = [1, 2, 3, 5, 2, 2, 5, 3, 2, 6] =

√
740765090− 15860

7930
≈ 1, 4321 . . .

α(3) = [1, 2, 3, 5, 3, 3, 5, 3, 2, 6] =
13
√

9698− 746

373
≈ 1, 43222 . . .

α(4) = [1, 2, 3, 5, 4, 4, 5, 3, 2, 6] =

√
7596691282− 50788

25394
≈ 1, 43226 . . .
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α(5) = [1, 2, 3, 5, 5, 5, 5, 3, 2, 6] =

√
17220525530− 76466

38233
≈ 1, 43229 . . .

α(6) = [1, 2, 3, 5, 6, 6, 5, 3, 2, 6] =

√
1364460170− 21524

10762
≈ 1, 43231 . . .

α(7) = [1, 2, 3, 5, 7, 7, 5, 3, 2, 6] =

√
2451378730− 28850

14425
≈ 1, 43233 . . .

α(8) = [1, 2, 3, 5, 8, 8, 5, 3, 2, 6] =

√
102284192762− 186356

93178
≈ 1, 43234 . . . .

Таким образом, рассматриваемые дроби возрастают при нечетном n, а при чет-
ном n — убывают.

Пример 9. Построим график (см. рис. 1) функции

α(h1, h2) = [1, 2, 1, 2, h1, h2, 2, 1, 2, 2], n = 3,
Pn−1

Qn−1

=
P2

Q2

= [2, 1, 2] =
8

3
,

на котором можно наблюдать возрастание данной функции по h2 и убывание по h1.

Рис. 1
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Пример 10. Аналогично строится график функции в случае четного n (см. рис. 2).

α(h1, h2) = [1, 2, 1, h1, h2, 1, 2, 2], n = 2,
Pn−1

Qn−1

=
P1

Q1

= [2, 1] =
3

1
.

Рис. 2

Заключение

Таким образом, в работе рассмотрены свойства монотонности t - дискриминантов,
а также ЦД более общего вида, при различном количестве параметров по каждому
из них. Полученные результаты являются обобщением работы [5].

Основными результатами данной работы являются теоремы 2 — 4, 6 — 10.
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РЕФЕРАТЫ ИНФОРМАТИКА И МАТЕМАТИКА

Андреищева Е. Н. Трансформация Шура для обобщенной функции Ка-
ратеодори на окружности / Е. Н. Андреищева // Таврический вестник
информатики и математики. — 2019. — №2 (43). — C. 7 – 25.

УДК: 517.58

В данной работе приведена схема построения преобразования Шура на окружности
для обобщённой функции Каратеодори. Преобразованием Шура функции f(z) назы-
вается дробно-линейное преобразование вида f̂(z) = χΘ−1(f(z)), где Θ – матричная
функция, f̂(z) также является обобщённой функцией Каратеодори. Получена фор-
мула представления матрицы Θ для случая, когда функция f(z) имеет асимптоти-
ческое разложение в некоторой точке на окружности. Также в статье доказывается
теорема о факторизации рациональных матричных функций и исследуется основная
граничная интерполяционная задача для функций Каратеодори.

Ключевые слова: индефинитная метрика, пространство Понтрягина, преобразование
Шура, обобщённая функция Каратеодори, основная интерполяционная задача, факториза-
ция рациональных матричных функций.

Дубровская В. А., Переварюха А. Ю. Модели специфических форм
биологических вспышек в модификациях уравнений Базыкина и
Ферхюльста–Пирла / В. А. Дубровская, А. Ю. Переварюха // Таври-
ческий вестник информатики и математики. — 2019. — №2 (43). —
C. 26 – 38.

УДК: 519.688, 573.7

В статье рассматривается экологически обоснованные модификации двух популяр-
ных популяционных моделей Базыкина и Ферхюльста-Пирла для задачи описания
особых нетривиальных изменений в популяционных процессах. Моделируется раз-
новидность экстремального характера динамики численности инвазионного вида на-
секомых — вспышечной активности. Проблема прикладного вычислительного моде-
лирования переходных режимов осциллирующих и разрушительных вспышек ак-
туальна для многих случаев спорадического массового размножения насекомых-
вредителей без биологического контроля. В результате анализа свойств извест-
ных экологических моделей нами предлагается модификация, объединяющая наи-
более актуальные варианты поведения траектории после бифуркации рождения
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цикла. В новом уравнении динамики численности с отклоняющимся аргументом
ẋ = rx(t − h)f(xk(t − τ)) предлагается альтернативная унимодальная функция-
регулятор f(x), limx→∞ f(x) > ε вместо традиционного r(x/K)k и rx 3

√
(x− L) — для

порогового варианта. При возрастании запаздывания в подобных уравнениях услож-
няется поведение траектории. Удалось преодолеть недостаток нереалистично низ-
ких минимумов в уравнении Хатчинсона при возникновении релаксационного цикла
значительной амплитуды. Предложено уравнение, описывающее эффект критиче-
ского минимума на основе модификации модели Базыкина с функцией-регулятором
lnK/N(t− h). В экстремальном расширении уравнения Ферхюльста-Пирла с запаз-
дыванием описано разрушение релаксационных колебаний как переходного режима
специфической вспышки численности насекомых, воздействующих на агроценоз.

Ключевые слова: уравнение с отклоняющимся аргументом, циклы, бифуркация
Андронова–Хопфа, функции-регуляторы, формы запаздывания в биосистемах, вспышки и
инвазии насекомых.

Жуковский В. И., Смирнова Л. В., Житенева Ю. Н., Бель-
ских Ю. А. Дифференциальная игра трех лиц, в которой не суще-
ствует равновесия по Нэшу, но имеется равновесие угроз и контругроз /
В. И. Жуковский, Л. В. Смирнова, Ю. Н. Житенева, Ю. А. Бельских //
Таврический вестник информатики и математики. — 2019. — №2 (43). —
C. 39 – 66.

УДК: 519.833.2:519.837

Рассматривается линейно-квадратичная позиционная дифференциальная игра трех
лиц. Установлены коэффициентные критерии, при выполнении которых в игре не
существует ситуации равновесия по Нэшу и одновременно существует равновесие
угроз и контругроз.

Ключевые слова: бескоалиционные игры, равновесие по Нэшу, активное равновесие, рав-
новесие угроз и контругроз.

Новиков В. В., Худошина А. О. О состоятельности оценок ортогональ-
ного разложения по системе многочленов Якоби / В. В. Новиков,
А. О. Худошина // Таврический вестник информатики и математики. —
2019. — №2 (43). — C. 67 – 76.
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УДК: 519.23

Рассмотривается непараметрическая регрессионная модель Yi = m(Xi) + εi,
i = 1, ..., n, где m(x) — неизвестная функция регрессии, подлежащая оценива-
нию на основе эмпирических данных {(Xi, Yi)}ni=1, {εi}ni=1 — случайные ошибки.
Предполагается, что X неслучайна, m(x) удовлетворяет условию Липшица поряд-
ка 1, Eεi = 0, E(εiεj) = 0, i 6= j, и Eε2

i < C, i = 1, . . . , n. Кроме того, счи-
таем, что наблюдения {Yi}ni=1 проведены в равноотстоящих точках {Xi}ni=1 ин-
тервала [−1, 1]. В статье получено условие состоятельности оценки ортогональ-
ного разложения вида m̂N(n) (x) =

∑N(n)
j=0 β̂jϕj (x) , β̂j =

∑n
i=1 Yi

∫
Ai
ϕj (x) ρ(x) dx,

где {Ai}ni=1 — множество неналегающих интервалов таких, что ∪ni=1Ai = [−1, 1],
Xi ∈ Ai, i = 1, ..., n, N(n) — подходящим образом подобранный номер и
ϕj (x) = P

(α,β)
j (x), j = 0, 1, . . . , — многочлены Якоби, ортонормированные на [−1, 1] с

весом ρ(x) = (1− x)α (1 + x)β, α, β > −1. Показано, что если в дополнение к перечис-
ленным выше ограничениям выполнены условия (N(n))2 = o(n), min{α; β} > −1/2

и (N(n))2 = o(n/ log n), min{α; β} = −1/2, то при N (n) → ∞ справедливо соотно-
шение m̂N(n) (x)

p−→ m (x) , x ∈ (−1, 1). Если к тому же q = max{α; β} < 1/2 и ука-
занным выше ограничениям на рост удовлетворяет последовательность (N(n))2q+3,
то m̂N(n) (x)

p−→ m (x) для всех x из отрезка [−1, 1].

Ключевые слова: непараметрическая регрессия, состоятельность, оценка, ортогональ-
ные ряды, многочлены Якоби.

Пискунова В. В., Третьяков Д. В. t-дискриминанты с параметрами /
В. В. Пискунова, Д. В. Третьяков // Таврический вестник информатики
и математики. — 2019. — №2 (43). — C. 77 – 99.

УДК: 511.41

Решена задача о монотонности цепных периодических дробей с параметрами. Дока-
зано, что монотонность непрерывных дробей по параметрам зависит только от длины
их периода, независимо от поведения параметра t.

Ключевые слова: t-дискриминанты, бесконечные периодические дроби с параметрами,
монотонность.
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