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Guaranteed Risks and Payoffs in a One-criterion Problem.

Zhukovskiy V. I., Boldyrev M. V.

Abstract. The concept of a weakly guaranteed simultaneously under payoffs and risks
solution of a one-criterion problem under uncertainty (OCPU) is proposed. Formalization is
based on the concept of a vector saddle point from the theory of multicriteria problems with
uncertainty.

Keywords: strategy, uncertainty, criterion, Slater optimum, vector saddle point.

Introduction

A one-criterion problem under uncertainty is defined by the following triplet:

• the set of possible decision maker’s strategies; a strategy is a rule according to
which each current decision maker’s state of awareness is assigned some action
that is permissible with the given information; in economic systems, these can be:
choice of the price of a product, conclusion of supply contracts, introduction of new
technologies, distribution of the wage fund, bonuses, and so on;
• the set of possible uncertainties; an uncertainty is the incompleteness or inaccuracy
of information about conditions for the implementation of the chosen strategy;
uncertainties arise in economic, mechanical controlled systems, during decision
making (see more on this in [1–3] and numerous articles; even according to the
French proverb “Entre bouche et cuiller, pour un petit de fait, vient souvent
encombrier” — while you carry a spoon in your mouth, an obstacle often arises; by
the way, an obstacle is a type of uncertainty; moreover, accounting for uncertainties
during modeling real conflicts allows one to get more adequate results, which is
confirmed, for example, by a large number of publications (over 1 million search
results for Google Scholar query “mathematical modelling under uncertainty”);



8 Zhukovskiy V. I., Boldyrev M. V.

• the criterion, called the payoff function, whose value (winnings) is determined by
the decision maker’s chosen strategy and the implemented uncertainty (regardless
of the decision maker’s actions).

Using these three components (the criterion, the set of strategies, and the set of
uncertainties), the decision maker finds their risk. Economic literature emphasizes the
possibility of the following requirements for decision making in a one-criterion problem
under uncertainty [4, p. 32; 5, p. 21]: optimal combination of values of the criterion
(payoff, winnings) and risk value. This requirement arised because in a majority of
applied problems, the more “profitable” a strategy is, the higher the degree (magnitude)
of risk. What is risk? Well-known Russian optimization theory expert Talgat Sirazetdinov
believes that there is currently no rigorous mathematical definition of risk [7, p. 31]. In
the monograph [8, c. 15], sixteen possible definitions of risk are considered. Most of them
require statistical data on uncertainty. However, such information is often missing (for
one reason or another). These are the cases that are considered in the present article.

By risk, we mean the possibility of deviation of the implemented values from the desired
ones. Note that this definition echoes “ordinary” microeconomic risks, as described, for
example, in [9].

The desire for an optimal combination of the payoff value and the magnitude of risk is
manifested in the fact that the decision maker evaluates the expected values of gain and
risk and chooses a strategy that allows them to get the greatest possible payoff and, at the
same time, the lowest risk. From the point of view of the theory of multicriteria problems
under uncertainty, [6] in this case, one should consider two equally valid criteria: the initial
criterion (the payoff function) and an auxiliary one (the risk function). In such a problem,
the decision maker chooses (from the possible ones) the strategy, in which the criterion
itself would assume the maximum value, and the risk would assume the minimum value.
At the same time, the decision maker has to take into account the fact any uncertainty
(from the possible ones) could arise.

Accounting for uncertainties in decision making is not an easy task. The recently
published series of articles [11–13] and the book [14] are devoted to possible approaches.
While the so-called strong guarantees (oriented on “the worst”—-minimum with respect
to uncertainties—values of each individual criterion) were used to take account of the
uncertainties in the article [10], in this paper, we focus on the so-called “vector guarantees”
are made a focus on; these take into account both the value of the payoff function and the
“negative” risk function (“in the spirit of” vector optimization [6, 13]). Then, as in [10], a
transition is made to the two-criterion “problem of guarantees”, in which uncertainties are
no longer present. For the latter, the entire arsenal of different vector maxima, “dictated”

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2019, 1
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by the theory of multicriteria problems [13]. The fact is that strong guarantees ultimately
reduce the possible values of each criterion, and, after all, the goal of the decision maker
in the problem of guarantees is to maximize values of both criteria at the same time.

So, the proposed article differs from [10] in that:
first, when choosing the “good for themselves” strategies, the decision maker focuses

not only on their payoff, but also on the risk associated with this payoff, and not only
when choosing solutions, but also during formalization of guarantees;

second, while an analog of the maximin from [12] is used in [10] for “combatting
uncertainty”, here, an analog of the vector saddle point from [11] is used.

Finally, in publications on macroeconomics [2, p. 103; 9, p. 5] all decision makers are
divided into three categories: risk-averse, risk-loving, and risk-neutral.

How would each of the three types of decision makers approach an OCPU? When
making a decision, the concept of a guaranteed result (maximin) appeals the most to the
risk-averse, and the principle of minimax regret appeals the most to the risk-loving. The
similar question for risk-neutral remained open. [10] and the present work are devoted
to attempts to resolve it. Generally speaking, we refer to the risk-averse as to pessimists
(they expect “the worst” for themselves), to the risk-loving as to optimists (oppositely,
they expect “the best”), and only the risk-neutral unite these two seemingly opposite
trends.

So, in this article we will consider the one-criterion problem under
uncertainty (OCPU):

Γ(1) = 〈X, Y, f(x, y)〉 , (1)

where the choice of the strategy x from the set X ⊆ R is made by the decision maker. The
goal of the decision maker is the choice of x ∈ X, for which the scalar criterion f(x, y)

assumes the maximum value. In this case, the decision maker must take into account the
effect of interference, errors, and other types of uncertainties y, which are only known to
assume a value from the given set Y ⊆ Rm, the so-called interval uncertainties.

Presence of uncertainties in (1) leads to appearance of a set of results (payoffs,
winnings)

f(x, Y ) = {f(x, y) | ∀y ∈ Y },
“generated” by x ∈ X. The set f(x, y) can be “narrowed down” using risks. As in [10], we
confine ourselves to the Niehans–Savage risks. These risks are estimated by the value of
the Niehans–Savage risk function

Rf (x, y) = max
z∈X

f(z, y)− f(x, y), (2)

«Таврический вестник информатики и математики», №1 (42)’ 2019
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proposed in the 1950s by American mathematician Leonard Savage and Swiss
mathematician Jürg Niehans. They independently developed the principle of minimax
regret (PMR), according to which the solution of (1) is the pair (xr, Rr

f ) ∈ X×R, defined
by the following chain of equations:

Rr
f = min

x∈X
max
y∈Y

Rf (x, y) = max
y∈Y

Rf (x
r, y). (3)

Requirement (3) characterizes the decision maker as an optimist, who strives for “the best”
payoff.

Note that pessimists follow (xg, f g) ∈ X × R, where

f g = max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) = min
y∈Y

f(xg, y), (4)

for they focus on “the worst” payoff.
Next, we propose the notion of a weakly guaranteed simultaneous payoffs and risks

of a solution to a OCPU (formalization is based on the m vector saddle point from the
theory of multicriteria problems with uncertainty [6]). Sufficient conditions of existence
are established, with the help of which an explicit form of the introduced solution is found
for a fairly general linear-quadratic version of OCPU with limited uncertainty.

1. Definition

Concept of weakly guaranteed solution of a OCPU. As already mentioned in
the introduction, economic literature repeatedly emphasizes the relevance of the following
requirement for decision making in a one-criterion problem under uncertainty: the solution
should optimally combine payoff and risk. That is, after evaluating the expected payoffs
and risks, the decision maker chooses the strategy that allows them to get the greatest
possible payoff and, at the same time, the smallest possible risk. In fact, this means a
transition from a one-criterion OCPU (1) to a two-criterion

〈X, Y, {f(x, y), Rf (x, y)}〉 , (5)

in which the two criteria are the payoff function f(x, y) and the risk function Rf (x, y).
In problem (5), the decision maker chooses the strategy x ∈ X for which their payoff
(value of f(x, y)) would be maximized and at the same time their risk (value of Rf (x, y))
would be minimized. In this case, the decision maker has to take into account that any
uncertainty y ∈ Y could arise.

The following concept meets these requirements; in fact, it unites pessimists and
optimists:

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2019, 1
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Definition 1. A weakly guaranteed under payoffs and risks solution (WGPR) of
problem (1) is the triplet (xS, fS, RS

f ) ∈ X×R2, for which there is an uncertainty yS ∈ Y
such that fS = f(xS, yS), RS

f = Rf (x
S, yS), and

(1) for all strategies x ∈ X, the following system of inequalities is incompatible:

f(x, yS) > fS, Rf (x, yS) < RS
f , (6)

(2) for all uncertainties y ∈ Y , the following system of two inequalities is incompatible:

f(xS, y) < fS, Rf (x
S, y) > RS

f , (7)

where the risk function Rf (x, y) is defined in (2).
In this case, xS is called a weakly guaranteeing strategy, and (xS, yS) is the pair that

implements the WGPR.

According to the definition, for the construction of a WGPR—the weakly guaranteed
under payoffs and risks solution (xS, fS, RS

f ) of problem (1)—it is sufficient to find the
pair (xS, yS) from the conditions of incompatibility of two inequalities, both (6) and (7),
and then build the numbers fS = f(xS, yS), RS

f = Rf (x
S, yS).

Let us turn to some meaningful explanations of this definition.
Reduction of (1) to a two-criterion problem. As before, for analytical

construction of a WGPR, we must first consider the multicriteria problem under
uncertainty

〈X, Y, f(x, y)〉
and the risk function (2)

Rf (x, y) = max
z∈X

f(z, y)− f(x, y).

Then we construct the two-criterion problem (5) under uncertainty. From the perspective
of the theory of multicriteria problems under uncertainty (MCPU) [6], this is not quite
an ordinary task, because in it the decision maker strives to maximize the value of the
first criterion f(x, y) and to minimize the value of the second criterion Rf (x, y) by an
appropriate choice of their strategy. At the same time, the decision maker has to take into
account the fact any uncertainty y ∈ Y could arise.

Analog of the saddle point. One way to formalize a solution of an MCPU is the
“analog of the saddle point” proposed by the first author in the book [6]. It was based on
the notion of the saddle point in the antagonistic game with the scalar payoff function
F (x, y):

〈X, Y, F (x, y)〉 . (8)

«Таврический вестник информатики и математики», №1 (42)’ 2019
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In (8), the first player chooses their strategy x ∈ X ⊂ Rn in order to maximize
the scalar payoff function F (x, y) (defined on the product X × Y ); on the contrary, the
second player chooses their strategy y ∈ Y in order to minimize F (x, y). One of the
possible solutions of the game (8) is the saddle point (xo, yo) ∈ X × Y defined by the
following chain of equations:

max
x∈X

F (x, yo) = F (xo, yo) = min
y∈Y

F (xo, y). (9)

In the case where F (x, y) is a vector (not scalar!) payoff function, during the
formalization of the solution, scalar optima (9) should be replaced with vector optima:
the scalar maximum in the left equation of (9) should be replaced with a vector maximum,
the minimum in the right equation of (9) should be replaced with a vector minimum. The
obtained pair (xo, yo) is called in [6] a vector saddle point. In the theory of multicriteria
problems, various concepts of vector optima have been proposed (according to Slater,
Pareto, Borwaine, Geoffrion, as well as the A-optimum; for more details, see [6]). We will
now provide one of them, which we just used in Definition 1 during formalization of a
weakly guaranteed under payoffs and risks solution of problem (1). So, we consider the
MCPU

Γ = 〈X, Y, F (x, y)〉 , (10)

where the strategies chosen by the decision maker are x ∈ X ⊆ Rn, uncertainties
y ∈ Y ⊆ Rm, the components of the now vector criterion F (x, y) = (F1(x, y), F2(x, y))

defined on X × Y . In problem (10), the decision maker seeks to simultaneously increase
both criteria F1(x, y) and F2(x, y) by choosing their strategy x ∈ X, considering that
“uncertainty maximally counteracts this” (minimizes F1(x, y) and F2(x, y)). Problem (10)
is assigned two auxiliary two-criterion problems

Γ(yo) = 〈X,F (x, yo)〉 , Γ(xo) = 〈Y, F (xo, y)〉 ,

which we obtain from (10) after fixing the uncertainty y = yo ∈ Y and the strategy
x = xo ∈ X, respectively.

The strategy xo ∈ X is Slater maximal (synonyms: weakly effective, weakly Pareto
maximal) in problem Γ(yo), if for all x ∈ X the following system of strict inequalities is
incompatible:

Fi(x, y
o) < Fi(x

o, yo) (i = 1, 2).

The uncertainty yo ∈ Y is Slater minimal for problem Γ(xo) if the following system
of strict inequalities is incompatible:

Fi(x
o, y) > Fi(x

o, yo) (i = 1, 2) ∀y ∈ Y.
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The pair (xo, yo) that satisfies both conditions (is both Slater maximal and minimal),
is named in [6] Slater saddle point of problem (10).

Slater maximal strategy xo of problem Γ(yo) has the following property: if the decision
maker chooses any strategy x ∈ X, both components of the vector criterion from F (x, yo)

cannot simultaneously become greater than the corresponding components of the vector
F (xo, yo). Similarly for problem Γ(xo): if any uncertainty y ∈ Y is implemented, both
components Fi(x, yo) (i = 1, 2) of the vector F (xo, y) cannot simultaneously become less
than F (xo, yo) (with respect to the corresponding components).

Let us clarify the “conceptual meaning” of the requirement for incompatibility
of inequalities (7). In these, the decision maker uses strategy xS (from the WGPR
(xS, fS, RS

f )) and any uncertainty (from the set Y ). Inequalities (7) are incompatible
if, for any implemented y, either they both or at least one of them is violated.

In the first case, there may be f(xS, y) > fS and Rf (x
S, y) 6 RS

f . Satisfaction of
these two inequalities means that payoff f(xS, y) cannot become less than fS and at the
same time the corresponding risk Rf (x

S, y) cannot become greater than RS
f . Thus, the

number fS is the lower bound on the possible payoff f(xS, y), and RS
f is the upper bound

on the possible risk Rf (x
S, y) (under same uncertainties). System (7) is incompatible if

only the first inequality in (7) is violated (that is, for f(xS, y) > fS and great risks
Rf (x

S, y) > RS
f ). This case can be interpreted by “familiar” statements from the financial

economics: “excessively large gains are associated with large risks” or “large risks can lead
to large gains”.

Finally, the “conceptual meaning” of inconsistency of (7) is that the player’s use of
the strategy xS from the WGPR (xS, fS, RS

f ) and the implementation of any uncertainty
y ∈ Y result in that the payoff f(xS, y) cannot be less than the guaranteed payoff fS

and, at the same time, the corresponding risk Rf (x
S, y) cannot become greater than the

guaranteed risk RS
f . That is why a triplet was chosen as a solution to problem (1): the

strategy xS and the guarantees on the payoffs fS and on the risks RS
f : using xS, the

decision maker guarantees themselves a payoff not less than fS with a simultaneous risk
not greater than RS

f (no matter what uncertainty y ∈ Y is implemented). Note that
incompatibility of inequalities (6) means that it is possible to increase the payoff f(x, yS)

and at the same time to reduce the risk Rf (x, yS) while expecting “maximum resistance”
from the uncertainty yS. Finding guarantees fS = f(xS, yS) and RS

f = Rf (x
S, yS) can be

(as shown below) reduced to building a situation of the Nash equilibrium of a special non-
cooperative two-person game (effectively constructed using problem (1)) and is carried out
by the decision maker independently from the uncertainties that are actually implemented
in problem (1).
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14 Zhukovskiy V. I., Boldyrev M. V.

Remark 1. We emphasise once again that the system of inequalities (6) is built on the
basis of the above-mentioned “analog of the saddle point” and corresponds to “the greatest
opposition” to the aspirations of the decision maker on the part of uncertainty (analogous
to the game with “nature”).

Remark 2. If, instead of the risk function Rf (x, y), the criterion −Rf (x, y) is used, then
incompatibility of the system (7) is equivalent to incompatibility of the system of two
inequalities

f(xS, y) < fS, −Rf (x
S, y) < −RS

f ∀y ∈ Y, (11)

and incompatibility of (6) is equivalent to incompatibility of

f(x, yS) > f(xS, yS), −Rf (x, yS) > −Rf (x
S, yS) ∀x ∈ X. (12)

But incompatibility of (11) for all y ∈ Y means that yS ∈ Y is the Slater
minimal uncertainty in

〈
Y, {f(xS, y),−Rf (x

S, y)}
〉
, and incompatibility of (12) for all

x ∈ X means that xS ∈ X is the Slater maximal strategy in the two-criterion problem
〈X, {f(x, yS),−Rf (x, yS)}〉.

Thus, the pair (xS, yS) is the Slater saddle point for a two-criterion problem under
uncertainty

〈X, Y, {f(x, y),−Rf (x, y)}〉 (13)

(analog of (10), in which the decision maker seeks to maximize the value of each of the
two criteria f(x, y) and −Rf (x, y) by making a suitable choice of strategy x ∈ X. At the
same time, the the decision maker has to take into account the fact any uncertainty y ∈ Y
could arise.

A possible guaranteed solution is the Slater saddle point (xS, yS), determined
by incompatibility of the systems (11) and (12). Thus, finding the WGPR
(xS, f(xS, yS), Rf (x

S, yS)) is equivalent to constructing the Slater saddle point (13).

Remark 3. Pareto (and not Slater, as in Definition 1) optima could also be used as a
basis for definition of the WGPR of problem (1). In this case, it would be necessary to
apply a Pareto saddle point in problem (13).

Namely, the pair (xP , yP ) ∈ X × Y is called a Pareto saddle point of problem (13) if
(a) xP is the Pareto maximal strategy of problem 〈X, {f(x, y),−Rf (x, y)}〉 under

y = yP , that is, for all x ∈ X, the following system of inequalities is incompatible:

f(x, yP ) > f(xP , yP ), −Rf (x, yP ) > −Rf (x
P , yP ),
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Guaranteed risks and payoffs in a one-criterion problem 15

where at least one of the inequalities is strict;
(b) yP is the Pareto minimal uncertainty in problem

〈
Y, {f(xP , y),−Rf (x

P , y)}
〉
, that

is, for all y ∈ Y , the following system of inequalities is incompatible:

f(xP , y) 6 f(xP , yP ), −Rf (x
P , y) 6 −Rf (x

P , yP ),

where at least one of the two inequalities is strict.
Obviously, a Pareto saddle point is also a Slater saddle point; the opposite is, generally

speaking, not true.

2. Sufficient conditions

Method of constructing a weakly guaranteed solution. Suppose that for
problem 1 we found

max
z∈X

f(z, y). (14)

Note that function (14) is continuous on Y if f(x, y) is continuous on X × Y and the
set X is a non-empty compact in Rn. Then the risk function Rf (x, y) is continuous on
X × Y (as a difference of continuous functions).

Statement 1. If there are constants α, β ∈ [0, 1] and a pair (xS, yS) ∈ X × Y such that

max
x∈X

(
f(x, yS)− αmax

z∈X
f(z, yS)

)
=

= f(xS, yS)− αmax
z∈X

f(z, yS),
(15)

min
y∈Y

(
f(xS, y)− βmax

z∈X
f(z, y)

)
=

= f(xS, yS)− βmax
z∈X

f(z, yS),
(16)

then the weakly guaranteed under payoffs solution of problem 1 takes form of
(xS, f(xS, yS), Rf (x

S, yS)).

Proof. Deductio ad absurdum. Suppose there are constant α, β ∈ [0, 1] and the
corresponding pair (xS, yS) ∈ X × Y such that equations (15) and (16) are valid, but
this pair satisfies neither requirement of Definition 1. Consider two cases.

Case 1. (15) is valid, but the first requirement of Definition 1 is not. Then there is a
strategy x ∈ X, for which

f(x, yS) > f(xS, yS) = fS, Rf (x, yS) < Rf (x
S, yS) = RS

f ,
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or, equivalently,

f(x, yS) > f(xS, yS), −Rf (x, yS) > −Rf (x
S, yS). (17)

After multiplying the first of these inequalities by the number 1 − α (the constant
α ∈ [0, 1] participates in (15)), the second by α and summing the left and right parts of
(17), we have

(1− α)f(x, yS)− αRf (x, yS) > (1− α)f(xS, yS)− αRf (x
S, yS) (18)

where the strict inequality sign follows from the following condition: constants α ∈ [0, 1]

and 1 − α do not simultaneously vanish. Taking into account the explicit form of the
risk function Rf (x, yS) = max

z∈X
f(z, yS) − f(x, y) (for all x ∈ X), we find from (18) the

following:

(1− α)f(x, yS)− α
(

max
z∈X

f(z, yS)− f(x, y)

)
=

= f(x, yS)− αmax
z∈X

f(z, yS) >

> (1− α)f(xS, yS)− α
(

max
z∈X

f(z, yS)− f(x, y)

)
=

= f(xS, yS)− αmax
z∈X

f(z, x).

This is why the following strict inequality is valid:

f(x, yS)− αmax
z∈X

f(z, x) > f(xS, yS)− αmax
z∈X

f(z, yS)

which contradicts (15).
Case 2. (16) is valid, but the second requirement of Definition 1 is not. In this case,

there is an uncertainty y, for which

f(xS, y) < f(xS, yS), Rf (x
S, y) > Rf (x

S, yS)

Again, multiplying the first of these inequalities by the number 1 − β ∈ [0, 1] from
(16), and the second one by −β and summing them, we find, as in case 1, that

f(xS, y)− βmax
z∈X

f(z, y) < f(xS, yS)− βmax
z∈X

f(z, yS).

This inequality contradicts (16).
�
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Remark 4. From Statement 1 we have the following method of finding the WGPR
(xS, fS, RS

f ) of problem 1:

(a) find the vector function x(y) : Y → X, based on the equation

max
z∈X

f(z, y) = f(x(y), y) ∀y ∈ Y ;

(b) using the found x(y), build two functions

Fα(x, y) = f(x, y)− αf(x(y), y),

Fβ(x, y) = f(x, y)− βf(x(y), y),

where constants α ∈ [0, 1] and β ∈ [0, 1];

(c) find constants α∗, β∗ ∈ [0, 1] and pair (xS, yS) ∈ X × Y such that the following
equations are satisfied:

max
x∈X

Fα∗(x, yS) = Fα∗(x
S, yS),

min
y∈Y

Fα∗(x
S, y) = Fα∗(x

S, yS);
(19)

(d) using this pair (xS, yS), write down the guaranteed under payoffs and risks solution
as

(xS, fS, RS
f ) = (xS, f(xS, yS), Rf (x

S, yS)).

Reduction to finding a saddle point.

Remark 5. If in the method of finding a weakly guaranteed solution (from the remark
4) one required that the constants α = β ∈ [0, 1], then the equations (19) transform into

max
x∈X

Fα∗(x, yS) = Fα∗(x
S, yS) = min

y∈Y
Fα∗(x

s, y). (20)

Satisfcation of the chain of equations (20) means that the pair (xS, yS) ∈ X × Y is
the saddle point of the antagonistic game

〈X, Y, Fα∗(x, y)〉 . (21)

In game (21), the first player, by choosing their strategy x ∈ X, seeks to maximize the
value of the scalar payoff function Fα∗(x, y), and the second, on the contrary, seeks to
minimize Fα∗(x, y) using their strategy y ∈ Y . The solution of game (21) is the saddle
point (xS, yS), defined by chain of equations (20). The algorithm for constructing a weakly
guaranteed solution proposed in Remarks 4 and 5 will be applied later in obtaining its
explicit form for one sufficiently general class of problems of the form (1).
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Remark 6. Since
max
z∈X

f(z, yS)

is not a function of x ∈ X, then the strategy xS ∈ X, found from equation (15), coincides
with the strategy xS that satisfies the following equation:

max
x∈X

f(x, yS) = f(xS, yS).

Therefore, Statement 1 can be represented in an equivalent form:
If there is a constant β ∈ [0, 1] and a pair of (xS, yS) ∈ X × Y such that

max
x∈X

f(x, yS) = f(xS, yS),

min
y∈Y

(f(xS, y)− βmax
x∈X

f(x, y)) = f(xS, yS)− βmax
x∈X

f(x, yS),

then the WGPR of problem (1) has the form (xS, f(xS, yS), Rf (x
S, yS)).

Conclusion

The simplest conflict problem under uncertainty was and remains “playing with
nature” where one should choose an action (strategy) that optimizes a given criterion (for
example, profit). In addition, each action is accompanied by incompleteness or inaccuracy
of information (uncertainty) about the results of such an action. At the same time, the risk
that accompanies the result achieved is also of interest. A particular kind of uncertainty,
for which only the bounds of change are known but no statistical characteristics are
available, stands out from such research.

An example of such uncertainties is the problem of diversification between the various
currencies of a one-year deposit [19].

Uncertainties, of which only the bounds of change are known, were called in Russia
“bad uncertainties” because of unpredictability of their implementations. For assessment
of the “actions” of such uncertainties, the Niehans–Savage risk function is used, the value
of which for a particular strategy is a measure of risk (the decision maker seeks to reduce
the risk), and the best value for the decision maker is characterized by zero risk.

In addition, we recall that economists subdivide decision makers into three groups:
risk-averse, risk-loving, and risk-neutral. In Definition 1, we restricted ourselves to risk-
neutral decision makers, although it would be of undoubted interest to consider cases
in games where different players fall into different categories. We hope to consider these
questions in the future when transferring the approach to multicriteria problems under
uncertainty.
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The decision making process in OCPU Γ(1) proceeds as follows. The decision maker
chooses and uses their strategy x ∈ X ⊂ Rn. Independently of decision maker’s actions
in Γ(1), the uncertainty y is implemented (can be any from the set Y ). The payoff function
f(x, y) is defined for all pairs (x, y) ∈ X × Y . At the substantive level and before the
article [10], the decision maker’s task was to choose such a strategy (under the said Γ(1)

procession rule) so that their gain becomes as large as possible. In this case, the decision
maker must take into account the possibility of implementation of any uncertainty y ∈ Y .
The latter requirement leads to the need for the decision maker to estimate the set

f(x, Y ) =
⋃
y∈Y

f(x, y).

Such ambiguity of f(x, y), in turn, necessitates choice of such a function f [x] that would
have the guaranteeing property. The most obvious and illustrative guarantee for the
decision maker in Γ(1) is the so-called [12] strong guarantee implemented by the scalar
function

f [x] = min
y∈Y

f(x, y) (22)

Indeed, from (22) immediately follows satisfation of the following inequality for all
situations x ∈ X:

f [x] 6 f(x, y) ∀y ∈ Y.
So, f [x] is a guarantee because for all uncertainties y ∈ Y and all situations

x ∈ X, the value of f(x, y) cannot become less than f [x]. As proposed in [10] to build
another guarantee min

y
Rf (x, y) = −Rf [x], where Rf (x, y) is the Niehans–Savage risk

function (2). Finally, the strongly guaranteeing strategy xP , which is a part of the strongly
guaranteeing solution (xP , f [xP ], Rf [x

P ]) is the Pareto maximum in the two-criterion
problem of “strong guarantees” Γ2 = 〈X, f [x],−Rf [x]〉 and the problem is reduced to the
problem of constructing the maximizer xP in max

x
(f [x]−Rf [x]) = f [xP ]−Rf [x

P ], hereby
implementing the analog of maximin proposed in [12] by the first author. In this approach,
“in terms of maximin”, the internal minimum is replaced by two minima min

y∈Y
f(x, y) and

min
y∈Y
−Rf (x, y), and the external maximum is replaced by the Pareto maximum in Γ2.

In [12], existence of (xP , f [xP ], Rf [x
P ]) given compactness ofX and Y as well as continuity

of f(x, y) is established on X × Y . We emphasize once again that in [12], we limited
ourselves only to strong guarantees f [x],−Rf [x]. They are called “strong” because they
are the “lowest” possible. One could also use the so-called “vector” guarantees, which was
done in this article: the components f [x],−Rf [x] form the vector guarantee for the vector
(f(x, y),−Rf (x, y)), if for all y ∈ Y and all x ∈ X, two strict inequalities cannot be
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satisfied simultaneously:

f(x, y) < f [x], −Rf (x, y) < −Rf [x],

in other words, all components of the vector guarantee (f [x],−Rf [x]) cannot be
simultaneously reduced by choosing y ∈ Y using the vector function (f(x, y),−Rf (x, y)).
From the perspective of the vector optimization theory, for each situation x ∈ X, the
vector (f [x],−Rf [x]) is the Slater minimum (weakly effective) in the two-criterion problem
Γ(x) = 〈Y, {f(x, y),−Rf (x, y)}〉.

Similarly, using other vector optima (more precisely, according to Pareto, Borwaine,
Geoffrion minima, and the conical optimality), one can introduce a whole set of vector
guarantees (respectively, according to Pareto, Borwaine, and so on). These guarantees
have the following property: their value, first, is not less than the corresponding
components of the strong guarantee vector (f [x],−Rf [x]), but second may also be
large. But we are striving for a possible increase in the payoffs of each player (which
is achieved, in particular, by increasing their guarantees!). In this regard, the listed
vector guarantees are preferable to the strong ones. However, one should not forget: to
make the transition from 〈X, Y, {f(x, y),−Rf (x, y)}〉 under uncertainty to the problem
of guarantees 〈X, {f [x],−Rf [x]}〉 and then use Remarks 4–6, it is necessary that the new
guarantee criteria f [x],−Rf [x] are continuous on X.

Finally, the “uncertainty combatting” method for OCPUs is the embodiment of the
“analog of a saddle point” method from [11], where in the definition of the saddle point,
the minimum is replaced by the Slater minimum, and the maximum is replaced by the
Slater maximum.

Why is then the weakly guaranteed under payoffs and risks solution suggested as a
“good” solution of an OCPU?

First, it answers the traditional Russian question: “What is to be done?”, when
strong guarantees from [10] are “too bad”; in response, it is proposed to follow the triplet
(xS, f [xS], Rf [x

S]), formalized by Definition 1.
Second, this strategy xS “provides” the decision maker with the largest payoffs

f(xS, y) not less than f [xS] with the risk of Rf (x
S, y) not greater than Rf [x

S] in case of
implementation of any uncertainty y ∈ Y (that is, xS sets the lower bounds for the payoffs
with x = xS and the upper bounds for the risks accompanying this implementation).

Third, the situation xS implements the “greatest” (in the “vector sense”)—Slater
maximal outcomes and the corresponding “negative” risks; in other words, there is no
other strategy x 6= xS that would increase the guarantee on payoffs and at the same time
decrease the guarantee Rf [x

S] on risks.
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Fourth, an increase in decision maker’s guaranteed payoffs (as compared to f [xS])
will inevitably cause an increase in guaranteed risks (again, as compared to Rf [x

S]); a
decrease in such risks, again, automatically “provokes” a decrease in guaranteed profit.

Fifth, if we demand that X, Y are compacts and f(x, y) is continuous on X × Y ,
then guarantees f [x] and Rf [x] exist and are continuous on X. Therefore, the question of
existence of a solution formalized by Definition 1, “rests” on the question of existence of
a saddle point for the antagonistic game of “guarantees” (21); here the possibility of wide
application of numerous theorems of existence of a saddle point, including from [18] and
successors, already arises.

The authors thank participants of the seminar “Risks in complex control systems” of
the Faculty of Computational Mathematics and Cybernetics of Moscow State University
for their discussion of the work and comments.
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Solution of the Contact Problem Using Mortar-Method and Schwarz
Alternating Method on Mismatched Grids.

Aronov P. S., Galanin M. P., Rodin A. S., Stankevich I. V.

Abstract.
The article discusses the implementation of the algorithms based on mortar-method and

Schwarz alternating method for solving contact problems of elasticity theory. Solving such
problems is often associated with necessity of using mismatched grids. Their joining can be
carried out both with the help of iterative procedures that form the so-called Schwarz alternating
methods, and with the help of the Lagrange multipliers method or the penalty method. The
algorithm constructed in the article uses the mortar method for matching the finite elements
on the contact line. All these methods of joining the grids make it possible to ensure continuity
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of displacements and stresses near the contact line. However, one of the main advantages of
the mortar method is the possibility of independent choice of different types of finite elements
and form functions on both boundaries of two bodies on the contact line, and when integrating
along it. The application of this method in conjunction with the classical formulation of the
finite element method based on the minimization of the Lagrange functional leads to a system
of linear algebraic equations with a saddle point. The article discusses in detail its numerical
solution based on the modified symmetric successive upper relaxation method.

One of the main advantages of the Schwarz method is the ability to reduce the solution of
the general contact problem of several bodies to a sequence of solutions of standard problems
of mechanics for each body separately. But the competitiveness of this method compared to the
methods of penalty functions and Lagrange multipliers is largely determined by the convergence
rate of the considered iterative process.

On the example of a test problem with various combinations of grid steps, some regularities
are revealed. The influence of the master and slave bodies choice on the distribution of
displacements and stresses on the contact line is investigated. In the case of matched grids, there
are no oscillations in the graphs of the distribution of displacements and stresses, regardless of the
choice of active and passive bodies. In the case of mismatched grids, the choice of a master body
with a finer mesh leads to a significant decrease in oscillations of both displacements and stresses.
When using the Schwarz method, fluctuations in the graphs of distributions of displacements and
stresses are absent.

Keywords: contact problem of the elasticity theory; finite element method; mortar-method;
Schwarz alternating method; successive over-relaxation method

Введение

Расчет прочности и надежности различных ответственных элементов конструк-
ций, функциональных узлов оборудования является обязательным этапом проекти-
рования. Многие из этих элементов контактируют между собой в пределах некоторой
поверхности. Данные о напряженно-деформированном состоянии таких элементов и
узлов можно получить, используя современный аппарат математического моделиро-
вания. Лишь для сравнительно малого количество контактных задач теории упру-
гости получены аналитические решения, поэтому наиболее перспективным способом
исследования контактного взаимодействия тел являются численные методы. Веду-
щее место среди численных методов, используемых для решения контактных задач,
занимает метод конечных элементов. При контактном взаимодействии нескольких
тел зачастую отсутствует возможность использовать согласованные сетки. Числен-
ное решение подобных задач на несогласованных сетках можно осуществлять с по-
мощью итерационного метода Шварца, обеспечивающего поочередное выполнение
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на контактной границе кинематических и силовых условий (см., например, [1, 2]).
Также возможно использование прямых процедур, использующих метод множите-
лей Лагранжа [3, 4], метода штрафа [5] и mortar-метода [6, 7].

В данной работе описана реализация алгоритмов решения контактных задач тео-
рии упругости с помощью mortar-метода и метода Шварца. Рассмотрены случаи со-
гласованных и несогласованных сеток для двумерной тестовой задачи.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проек-
ты № 18-01-00252 и № 18-31-20020).

1. Математическая постановка задачи

Рассмотрим в двумерном пространстве R2 группу тел, занимающих область

G = ∪αGα

(α — индекс, обозначающий номер тела) с кусочно-гладкой границей ∂G.
При решении контактной задачи на поверхностях контакта тел дополнительно

должны быть выполнены условия контактного взаимодействия по перемещениям и
напряжениям. Для построения алгоритма достаточно ограничиться случаем двух тел
с одной парой контактных поверхностей. Рассмотрим два упругих контактирующих
тела, занимающих в пространстве области G1 и G2, ограниченные кусочно-гладкими
границами ∂G1 и ∂G2.

Математическая формулировка контактной задачи теории упругости для случая,
когда объемные силы отсутствуют, включает в себя следующие соотношения [8] для
каждого тела Gα ⊂ R2, участвующего в контакте, α ∈ {1, 2}:

• уравнения равновесия

σji,j(u) = 0, i, j = 1, 2, x ∈ Gα; (1)

• кинематические граничные условия

u(x)|S2 = u0(x), x ∈ S1 ∪ S2 ∪ S3 ⊂ ∂G1 ∪ ∂G2; (2)

• силовые граничные условия

σji(u)nj|S1 = gi(x), i, j = 1, 2, x ∈ S4 ⊂ ∂G1; (3)

• соотношения Коши

εij(x) =
1

2
(ui,j(x) + uj,i(x)) , i, j = 1, 2, x ∈ Gα; (4)
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• определяющие уравнения (закон Гука)

σij(x) = Cijkl
(
εkl(x)− ε0

kl(x)
)
, i, j = 1, 2, x ∈ Gα; (5)

• кинематическое контактное условие

u1
n(x) = −u2

n(x), x ∈ Sk; (6)

• силовое контактное условие

σ1
n(x) = σ2

n(x) 6 0, x ∈ Sk, (7)

где xi — координаты вектора x ∈ Gα; σij — компоненты тензора напряжений; εkl —
компоненты тензора деформации; ε0

kl — компоненты тензора начальной деформа-
ции; ui — компоненты вектора перемещения; Cijkl — компоненты тензора упругих
постоянных; gi — компоненты вектора поверхностных сил; nj — компоненты вектора
внешней нормали к соответствующей поверхности Si; uin — проекции векторов пе-
ремещений граничных точек на направление внешней нормали ni к границе тела i;
σin — проекции векторов напряжений на направления внешних нормалей ni; Sk —
контактная поверхность.

x1

x2
P

S1

S4

S3

S2

Sk

G1

G2

Рис. 1. Схема контактного взаимодействия двух тел.
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Для рассматриваемого двумерного случая векторы напряжений σ и перемещений
u записываются следующим образом:

σ =


σ1

σ2

τ12

 , u =

{
u1

u2

}
. (8)

Решение задачи (1)–(7) эквивалентно [11] минимизации функционала:

Π =
1

2

∫
G

σT ε dG−
∫
S2

uTg dS +

∫
Sk

λ
(
u2
n(x)− u1

n(x)
)
dS (9)

при выполнении кинематических граничных условий (2), где G = G1 ∪ G2;
S2 = S2

1 ∪ S2
2 ; λ — вектор множителей Лагранжа, состоящий из проекций векторов

напряжений на направления внешних нормалей.

2. Основные матричные соотношения метода конечных
элементов

Для численного решения задачи (1)–(7) будем использовать метод конечных эле-
ментов. Конечно-элементная сетка состоит из четырехугольных элементов. Приме-
ним функции формы либо первого порядка (метод Шварца), либо второго порядка
(mortar-метод).

Компоненты u
(e)
1 , u(e)

2 вектора перемещения u внутри конечного элемента с номе-
ром e определяются с помощью зависимости{

u
(e)
1

u
(e)
2

}
= [N ](e){u}(e), (10)

где [N ](e) — матрица функций форм конечного элемента [12] с номером e, а {u}(e) —

объединенный вектор компонент во всех узлах конечного элемента с номером e.

Соотношения между деформациями и перемещениями в двумерном случае запи-
сываются следующим образом [13]:

{ε}(e) = [B](e){u}(e), (11)

где [B](e) — матрица градиентов конечного элемента [12] с номером e.
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Напряжения выражаются через деформации с помощью закона Гука:

{σ}(e) = [Dα](e){ε}(e) (12)

или, с учетом (11),
{σ}(e) = [Dα](e)[B](e){u}(e), (13)

где [Dα](e) — локальные матрицы упругости конечного элемента с номером e для тела
с номером α.

3. Применение mortar-метода для решения контактных задач

Mortar-метод решения контактных задач теории упругости основан на незави-
симой конечно-элементной дискретизации непересекающихся подобластей. Сетки на
этих подобластях являются, вообще говоря, несогласованными на линии контакта,
а непрерывность решения достигается за счет использования множителей Лагран-
жа [14]. Среди основных преимуществ mortar-метода можно отметить возможность
независимого выбора различных типов конечных элементов и функций формы как
на границах контактирующих тел, так и при интегрировании вдоль линии контакта.

Пусть тело G1 является активным (master), а тело G2 — пассивным (slave). Ли-
нию контакта со стороны тела G1 обозначим через Γm, а со стороны тела G2 — Γs.
Рассмотрим одномерные конечные элементы второго порядка на линиях контакта Γm
и Γs. Из узлов этих элементов на линии контакта Γm проведем нормали на линию
контакта Γs. По образованным при пересечении нормалей и Γs конечным элементам
будем вести дальнейшее интегрирование, считая их также одномерными квадратич-
ными элементами с аналогичными функциями формы. Деление тел на master/slave
во многом является условным и неочевидным. Но в конечном счете в mortar-методе
этот выбор определяет дискретизацию множителей Лагранжа.

Рассмотрим следующий интеграл:∫
Γ

λT (um − us) dγ =
km∑
i=1

∫
Γmi

λTum dγ −
ks∑
i=1

∫
Γsi

λTus dγ, (14)

где Γ = Γm ∪ Γs, km и ks — общее число конечных элементов, на которые разбиты
линии контакта Γm и Γs соответственно, векторы um и us состоят из нормальных
компонент векторов перемещений узлов конечного элемента на линиях контакта Γm
и Γs, а вектор λ состоит из множителей Лагранжа, соответствующих проекциям
векторов напряжений на направления внешних нормалей на линии контакта Γs.

Минимизация функционала (9) совместно с интегралом (14) приводит к форми-
рованию следующей системы линейных алгебраических уравнений [15]:
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u1

u2

λ

 =


R1

R2

0

 , (15)

где

[A11] =

k1∑
e=1

[aG](e)
T

 ∫
G1

[B](e)[D1](e)[B](e) dG

 [aG](e), (16)

[A13] =
ks∑
e=1

[aS](e)
T

 ∫
Γs

[N ](e)
T [N ]

(e)

dγ

 [aS](e), (17)

[A22] =

k2∑
e=1

[aG](e)
T

 ∫
G2

[B](e)[D2](e)[B](e) dG

 [aG](e), (18)

[A23] =
km∑
e=1

[aS](e)
T

 ∫
Γm

[N ](e)
T [N ]

(e)

dγ

 [aS](e), (19)

{R1} =

k1∑
e=1

[aS](e)
T

∫
S

[N ](e)
T

[g1](e) dV

 , (20)

{R2} =

k2∑
e=1

[aS](e)
T

∫
S

[N ](e)
T

[g2](e) dV

 , (21)

Здесь [aG](e), [aS](e), [aS](e) — матрицы геометрических связей конечного элемен-
та e, [Dα](e) — локальные матрицы упругости конечного элемента, {ρα}(e) и {gα}(e) —
локальные векторы объемных и поверхностных сил соответственно, а k1 и k2 — ко-
личество конечных элементов, на которые разбиты тела G1 и G2.

4. Алгоритм решения системы линейных алгебраических
уравнений

Система линейных алгебраических уравнений (15) с седловой точкой является
плохо обусловленной и имеет нулевой блок на главной диагонали, поэтому вместо
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прямых или классических итерационных численных методов будем использовать мо-
дифицированный метод симметричной последовательной верхней релаксации [16]:

1

τ
A11

(
u1

k+
1
2 − u1

k

)
+ A11u1

k + A13λ
k = R1,

1

τ
A22

(
u2

k+
1
2 − u2

k

)
+ A22u2

k + A23λ
k = R2,

− α

2τ
B
(
λk+1 − λk

)
+ AT13u1

k+
1
2 + AT23u2

k+
1
2 = 0,

1

τ
A11

(
u1

k+1 − u1
k+

1
2

)
+ A11u1

k+
1
2 + A13λ

k+1 = R1,

1

τ
A22

(
u2

k+1 − u2
k+

1
2

)
+ A22u2

k+
1
2 + A23λ

k+1 = R2,

(22)

где k — номер итерации, α и τ — итерационные параметры, B — матрица-
предобуславливатель.

Перед первой итерацией необходимо задать начальное (нулевое) значение вектора
множителей Лагранжа λ и затем вычислить глобальный вектор перемещений u1 из
первого уравнения системы (15).

Использование схемы (22) позволяет свести решение общей плохо обусловленной
системы уравнений для всех контактирующих тел к последовательному решению
систем уравнений отдельно для каждого тела. Причем матрица для каждой системы
является стандартной для задач теории упругости: симметричной и положительно
определенной.

В частности, для случая двух тел возникает необходимость решения
на каждой итерации пяти систем линейных алгебраических уравнений. Все
эти системы уравнений решаются с помощью метода сопряженных гради-
ентов. Матрица-предобуславливатель выбрана в виде диагональной матрицы

B = diag

{
1

a11

,
1

a22

, . . . ,
1

ann

}
, а значения итерационных параметров заданы следу-

ющими: α = 0, 75, τ = 0, 5.

5. Применение метода Шварца для решения контактных задач

Одним из альтернативных численных методов решения контактной задачи яв-
ляется метод Шварца [17]. Суть метода состоит в следующем: на нулевом шаге на
контактных поверхностях тел задается некоторое начальное приближение для ком-
понент вектора перемещений (приближение выбирают из диапазона ожидаемых зна-
чений для зоны контактного взаимодействия). После решения данной задачи кине-
матическое условие (6) (условие непроникания одного тела в другое) на контактной
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поверхности будет выполнено, но вычисленные контактные давления для взаимо-
действующих тел оказываются различными. На следующем шаге с помощью спе-
циальным образом выполненной коррекции [18] добиваются равенства контактных
напряжений (7), но полученные перемещения не удовлетворяют условию непрони-
кания. Далее, на очередной итерации снова используют скорректированные кинема-
тические условия (6) (совмещают контактирующие поверхности). Чередование си-
ловых и кинематических итераций выполняется до достижения сходимости, когда и
кинематические и силовые условия на контакте выполнены с заданной точностью.
В формулах, которые используются для коррекции перемещений и напряжений на
контактных поверхностях, присутствуют итерационные параметры, которые можно
задавать различными способами [18]. Одним из главных преимуществ метода Швар-
ца является сведение решения общей задачи контактного взаимодействия нескольких
тел к последовательности решений стандартных задач механики для каждого тела
по отдельности. Конкурентноспособность данного метода по сравнению с методами
штрафных функций и множителей Лагранжа во многом определяется скоростью
сходимости используемого итерационного процесса.

6. Результаты численного моделирования

В качестве тестовой рассмотрим следующую задачу: две двумерные пластины
шарнирно закреплены и нагружены так, как это показано на рис. 1. Обе пластины
выполнены из одинакового материала с модулем упругости E = 210 ГПа и коэф-

фициентом Пуассона ν = 0, 3, давление P (x1) = p0

(
1 + cos

2πx1

3

)
, p0 = 10 МПа.

Размер тела G1 по x1 равен 0,6 м, размер по x2 — 0,2 м, размер тела G2 по x1 равен
0,9 м, размер по x2 — 0,4 м; h1 и h2 — шаги конечно-элементной сетки в направле-
нии x1 для тел G1 и G2 соответственно. Ячейки сетки являются почти квадратными.
Также будем рассматривать различные варианты выбора активного (master) и пас-
сивного (slave) тел. Данный выбор влияет на структуру системы (15), так как вектор
множителей Лагранжа λ состоит из проекций векторов напряжений на направления
внешних нормалей на линии контакта пассивного тела, а, следовательно, в случае
h1 6= h2 размерность вектора λ зависит от того, какое тело является активным, а
какое — пассивным.

Для начала рассмотрим согласованные сетки с h1 = h2 = 0, 025. Для данной
комбинации сеток выбор активного и пассивного тел не оказывает существенного
влияния на распределение перемещений и напряжений на линии контакта.

Получаемые в mortar-методе результаты сильно зависят от точности решения
системы линейных алгебраических уравнений (22). В качестве критерия остановки
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итерационного процесса решения систем уравнений методом сопряженных градиен-
тов выбрано условие достижения заданной относительной точности ε решения на
двух последовательных итерациях в сеточной норме L2.

На рис. 2 показаны зависимости относительной точности от количества итераций
(два графика соответствуют различным вариантам выбора master/slave). Из графи-
ков видно, что после первых 6-10 итераций ошибка начинает убывать очень мед-
ленно. Для варианта, когда активным является нижнее тело, получаемая точность
несколько больше, чем для случая, когда активным является верхнее тело.

Для сравнения приведем графики перемещений на контактной поверхности в
случае, когда выполнено только 3 итерации (ε = 10−3). На рис. 3 видно, что между
графиками возникает существенный разрыв (максимальное относительное расхож-
дение, вычисленное в C-норме, равно 0, 0433).
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Рис. 2. Зависимости относительной точности от количества итераций
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Рис. 3. Зависимости перемещения u2(x1), G1 — master, G2 — slave, ε = 10−3
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Рис. 4. Зависимости перемещения u2(x1), G1 — master, G2 — slave
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Рис. 5. Зависимости нормального напряжения σ2(x1), G1 — master,
G2 — slave

Приведенные на рис. 4–6 результаты получены после 109 итераций (ε = 5 · 10−6).
На рис. 4 представлены два графика распределения перемещений в узлах конечно-
элементной сетки двух тел на линии контакта. Графики визуально не отличимы,
максимальное относительное расхождение составляет 0, 0007. На рис. 5 показано
распределение напряжений в узлах. Графики напряжений в узлах визуально сов-
падают всюду, кроме окрестности угловой точки, где имеются осцилляции. Больше
осцилляций не наблюдается. В mortar-методе напряжение в узлах получается путем
осреднения значений σ2, полученных в каждом конечном элементе, в который входит
рассматриваемый узел. В методе Шварца приведенные значения контактных давле-
ний в узлах являются независимыми величинами, которые вычисляются отдельно с
помощью специальных процедур.
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Рис. 6. Зависимости нормального напряжения σ2(x1), G1 — master,
G2 — slave

Приведенные графики демонстрируют, что на контактной границе выполнены
и кинематические (6), и силовые (7) условия, что может служить доказательством
того, что задача решена корректно. На рис. 6 приведены распределения напряжений
в центрах прилегающих к линии контакта элементов. Графики близки друг к другу,
но не совпадают, так как относятся к разным сечениям.

Рассмотрим случай несогласованных сеток (h1 = 0, 01875, h2 = 0, 01). В этом ва-
рианте шаги h1 и h2 отличаются друг от друга почти в два раза. Характер сходимо-
сти итерационного процесса решения системы уравнений остается прежним (рис. 2),
но различие между графиками по сравнению со случаем согласованных сеток для
разных пар master/slave становится заметно больше. Приведенные на рис. 7–10 ре-
зультаты получены после 108 итераций (ε = 10−5) в случае, когда тело G1 является
активным, а G2 — пассивным.

На рис. 7 показаны распределения перемещений. Они близки друг к другу, но
на графике для нижнего тела появляются небольшие осцилляции (для наглядности
этот график отдельно показан на рис. 8).

На графике распределения напряжений в узлах конечных элементов (рис. 9) ос-
цилляции становятся еще более существенными. В то же время на графике распре-
деления напряжений в центрах прилегающих к линии контакта элементов нижнего
тела (рис. 10) колебания остаются, но их амплитуда значительно уменьшается.
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Рис. 7. Зависимости перемещения u2(x1), G1 — master, G2 — slave
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Рис. 8. Зависимость перемещения u2(x1), G1 — master, G2 — slave
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Рис. 9. Зависимости нормального напряжения σ2(x1), G1 — master,
G2 — slave
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Рис. 10. Зависимости нормального напряжения σ2(x1), G1 — master,
G2 — slave

Далее рассмотрим те же шаги сеток h1 = 0, 01875, h2 = 0, 01, но в качестве ак-
тивного (master) выберем нижнее тело G2 (с более мелкой сеткой), а в качестве пас-
сивного (slave) — верхнее тело G1. Приведенные на рис. 11–12 результаты получены
после проведения 125 итераций (ε = 5 · 10−7).

График распределения перемещений в этом случае визуально совпадает с гра-
фиком на рис. 4.
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Рис. 11. Зависимости нормального напряжения σ2(x1), G1 — slave,
G2 — master

Графики напряжений в узлах конечных элементов в среднем совпадают, но на
нижнем теле сохраняются осцилляции. На рис. 11 отдельно показано распределение
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Рис. 12. Зависимости нормального напряжения σ2(x1), G1 — slave,
G2 — master

напряжений для нижнего тела. Осцилляции становятся существенно меньше по срав-
нению с графиком на рис. 9. В центрах прилегающих к линии элементов колебания
почти исчезают (рис. 12).

Таким образом, выбор в качестве активного тела с меньшим шагом сетки при-
водит к уменьшению амплитуды колебаний в распределениях как перемещений, так
и напряжений. Данную закономерность можно трактовать следующим образом: в
реализованном варианте mortar-метода вводимые поверхностные элементы, на кото-
рых задаются множители Лагранжа, в качестве базовых используют поверхностные
элементы пассивного тела, и на них дополнительно проецируются узлы активного
тела. Поэтому если в пределах одного элемента контактное давление меняется су-
щественным образом, то проецирование узлов с мелкой сетки на сетку с большим
шагом является более устойчивым процессом.

Для обоих вариантов шагов сеток проведены аналогичные расчеты с помощью
метода Шварца, но с использованием конечных элементов 1-го порядка. Полученные
результаты визуально не отличимы друг от друга, на рис. 13 показаны два распреде-
ления перемещений, а на рис. 14 — распределения напряжений в узлах для расчета
с несогласованными сетками h1 = 0, 01875, h2 = 0, 01. На приведенных графиках
осцилляций не наблюдается.
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Рис. 13. Зависимости перемещения u2(x1), метод Шварца
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Рис. 14. Зависимости контактного давления в узлах, метод Шварца

Заключение

В статье представлены результаты реализации алгоритмов решения двумерных
контактных задач теории упругости с помощью mortar-метода и метода Шварца.
Исследовано влияние выбора активного (master) и пассивного (slave) тел на распре-
деление перемещений и напряжений на линии контакта. Результаты представлены
на примере тестовой задачи с различными комбинациями шагов сеток. В случае
согласованных сеток колебания рассчитанных распределений и перемещений и на-
пряжений отсутствуют вне зависимости от выбора активного и пассивного тел. Если
сетки на линии контакта двух тел являются несогласованными, то выбор в качестве
активного (master) тела с более мелкой сеткой приводит к существенному уменьше-
нию осцилляций как перемещений, так и напряжений. При использовании метода
Шварца колебания распределений перемещений и напряжений отсутствуют.
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Abstract. In the present work, we consider the integral equation

y(t) = x0 − iJ
∫

[a,t)

dp(s)y(s)− iJ
∫

[a,t)

dm(s)f(s),

where t ∈ [a, b], b > a; y is a unknown function; p, m are operator-valued measures defined
on Borel sets ∆ ⊂ [a, b] and taking values in the set of linear bounded operators acting in a
separable Hilbert space H; J is a linear operator in H, J = J∗, J2 = E. We assume that p, m
are measures with bounded variations; p is a self-adjoint measure; m is a continuous measure;
x0 ∈ H; a function f ∈ L2(H, dm; a, b). We define a minimal relation L0 generated by this
integral equation and give a description of the adjoint relation L∗0. We construct a space of
boundary values (a boundary triplet) under the condition that the measure p has single-point
atoms {tk} such that tk < tk+1 and tk→b as k→∞. We use the obtained results to a description
of self-adjoint extensions of the minimal relation L0.

Keywords: Hilbert space, integral equation, operator measure, linear relation, symmetric
relation, self-adjoint extension, boundary value.

Введение

При изучении расширений операторов, порожденных дифференциальными выра-
жениями, часто возникает задача: выделить граничные условия, которые порождают
расширения с некоторыми заданными свойствами; например, выделить граничные
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условия, порождающие самосопряженные расширения минимального симметриче-
ского оператора. При решении этой задачи в статье Ф.С.Рофе–Бекетова [1] впервые
были использованы линейные отношения. Эта работа стимулировала появление мно-
гочисленных статей, обобщающих результаты [1] в различным направлениях. Среди
них отметим статьи [2, 3] (см. также [4]), где введены абстрактные пространства гра-
ничных значений.

В данной работе строится пространство граничных значений (граничная тройка
в другой терминологии) для интегрального уравнения с операторными мерами. На
отрезке [a, b] рассматривается интегральное уравнение

y(t) = x0 − iJ
∫

[a,t)

dp(s)y(s)− iJ
∫

[a,t)

dm(s)f(s), (1)

где t ∈ [a, b]; y — неизвестная функция; p, m — операторные меры, определенные
на борелевских множествах ∆ ⊂ [a, b] и принимающие значения в множестве огра-
ниченных линейных операторов, действующих в сепарабельном гильбертовом про-
странстве H; x0 ∈ H; J — линейный оператор в H, J = J∗, J2 = E. Предполагается,
что меры p, m имеют ограниченные вариации; p — самосопряженная мера; m —
непрерывная мера; функция f ∈ L2(H, dm; a, b).

В случае, если меры p, m абсолютно непрерывны, уравнение (1) переходит в
дифференциальное уравнение с неотрицательной весовой операторной функцией. Та-
кие дифференциальные уравнения, вообще говоря, порождают линейные отношения
(многозначные операторы). Эти линейные отношения изучались во многих работах
(см. [5–7], дальнейшая библиография приведена, например, в [8]).

В данной работе определяется минимальное отношение, порожденное интеграль-
ным уравнением (1). Дается описание сопряженного отношения L∗0 в предположе-
нии, что мера p имеет одноточечные атомы tk, которые можно расположить в виде
возрастающей последовательности tk < tk+1 и tk → b при k → ∞. Далее строится
пространство граничных значений (граничная тройка) отношения L0 и в терминах
граничных значений дается описание самосопряженных расширений L0. В доказа-
тельствах существенно используется теорема о решении интегрального уравнения с
операторной мерой из [9] и аналог формулы Лагранжа из [10], который учитывает
наличие одноточечных атомов в операторных мерах. Если в уравнении (1) m явля-
ется “обычной”, мерой Лебега (т. е. m([α, β)) = β − α при всех α, β ∈ [a, b], α < β),
то отношение L0 является оператором. В этом случае при условии, что мера p име-
ет конечное число одноточечных атомов, описание самосопряженных расширений
оператора L0 приведено в [10].
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1. Решения интегральных уравнений

Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство со скалярным произведени-
ем (·, ·) и нормой ‖·‖. Рассмотрим функцию ∆→ P(∆), определенную на борелев-
ских множествах ∆ ⊂ [a, b] и принимающую значения в множестве ограниченных
линейных операторов, действующих в H. Функция P называется операторной ме-
рой на [a, b] (см., например, [11, гл. 5]), если P равна нулю на пустом множестве
и для любых непересекающихся борелевских множеств ∆n справедливо равенство
P (
⋃∞
n=1 ∆n) =

∑∞
n=1 P(∆n) со слабо сходящимся рядом. Далее всякую меру P, опре-

деленную на борелевских множествах ∆⊂ [a, b], продолжаем на некоторый отрезок
[a, b0]⊃ [a, b0)⊃ [a, b], полагая P(∆)=0 для всех борелевских множеств ∆⊂ [a, b0]\[a, b].

Положим V∆(P)=ρ(∆)=sup
∑

k ‖P(∆k)‖, где sup распространяется на конечные
суммы непересекающихся борелевских множеств ∆k ⊂∆. Число V∆(P) называется
вариацией меры P на множестве ∆. Пусть P имеет ограниченную вариацию на [a, b].
Тогда для ρ-почти всех ξ∈ [a, b] существует такая операторная функция ξ→ΨP(ξ) со
значениями в множестве линейных ограниченных операторов вH, ‖ΨP(ξ)‖= 1, что
для любого борелевского множества ∆⊂ [a, b] справедливо равенство

P(∆) =

∫
∆

ΨP(ξ)dρ. (2)

Этот интеграл сходится в смысле обычной нормы операторов, а функция ΨP опре-
делена однозначно с точностью до значений на множестве нулевой ρ-меры [11, гл. 5].

Далее символ
∫ t
t0

обозначает
∫

[t0,t)
, если t0<t; −

∫
[t,t0)

, если t0>t; и 0, если t0 = t.
Функция h интегрируема по мере P на множестве ∆, если существует интеграл (в
смысле Бохнера)

∫
∆

ΨP(t)h(t)dρ =
∫

∆
(dP)h(t). Если функция h интегрируема по мере

P на [a, b0], то функция y(t)=
∫ t
t0
(dP)h(s) непрерывна слева в сильном смысле.

Через SP обозначим множество одноточечных атомов меры P (т. е. множество
таких t ∈ [a, b], что P({t}) 6= 0). Множество SP не более чем счетно. Мера P непре-
рывная, если SP = ∅; самосопряженная, если (P(∆))∗= P(∆) для любого борелев-
ского множества ∆⊂ [a, b]; неотрицательная, если для любого борелевского множе-
ства ∆⊂ [a, b] и любого элемента x ∈ H выполняется неравенство (P(∆)x, x) > 0.

В следующей лемме 1 p1, p2, q — операторные меры, имеющие ограниченные
вариации на [a, b], принимающие значения в множестве линейных ограниченных опе-
раторов, действующих в H, причем мера q самосопряженная. Предполагается, что
меры p1,p2,q продолжены на отрезок [a, b0]⊃ [a, b0)⊃ [a, b] описанным выше способом.
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Лемма 1. [10] Пусть f , g — функции интегрируемые на [a, b0] по мере q; y0, z0 ∈ H.
Тогда для любых функций y, z вида

y(t)=y0 − iJ
t∫

t0

dp1(s)y(s)− iJ
t∫

t0

dq(s)f(s),

z(t)=z0 − iJ
t∫

t0

dp2(s)z(s)− iJ
t∫

t0

dq(s)g(s) (a 6 t0< b0, t06 t 6 b0)

справедлива формула (аналог формулы Лагранжа):

c2∫
c1

(dq(t)f(t), z(t))−
c2∫
c1

(y(t), dq(t)g(t)) = (iJy(c2), z(c2))− (iJy(c1), z(c1))+

+

c2∫
c1

(y(t), dp2(t)z(t))−
c2∫
c1

(dp1(t)y(t), z(t))−
∑

t∈Sp1∩Sp2∩[c1,c2)

(iJp1({t})y(t),p2({t})z(t))−

−
∑

t∈Sq∩Sp2∩[c1,c2)

(iJq({t})f(t),p2({t})z(t))−
∑

t∈Sp1∩Sq∩[c1,c2)

(iJp1({t})y(t),q({t})g(t))−

−
∑

t∈Sq∩[c1,c2)

(iJq({t})f(t),q({t})g(t)) , t0 6 c1 < c2 6 b0. (3)

Пусть отрезок [l1, l2]⊂ [a, b0]. Рассмотрим множество измеримых по Борелю функ-
ций со значениями в H, ограниченных на [l1, l2], непрерывных слева на (l1, l2] и по-
стоянных на [l1, l2] ∩ (b, b0]. Определим норму равенством ‖u‖[l1,l2] = sup

t∈[l1,l2]

‖u(t)‖. По-

лученное банахово пространство обозначим C̃[l1, l2].
Рассмотрим уравнение

y(t) =

t∫
t0

dp(ξ)y(ξ) + g(t), a 6 t0 6 b0, (4)

где мера p имеет ограниченную вариацию на [a, b] (как и выше, полагаем p(∆) = 0

для всех борелевских множеств ∆⊂(b, b0]). Следующая теорема доказана в [9].

Теорема 1. Для любой функции g ∈ C̃[a, b0] существует единственное решение
уравнения (4),принадлежащее пространству C̃[t0−δ, b0], где δ=δ(t0)>0 достаточно
мало и δ=0 при t0 =a.

Следствие 1. Пусть t0 = a. Тогда для любой функции g ∈ C̃[a, b0] уравнение (4)
имеет единственное решение, принадлежащее пространству C̃[a, b0].
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Замечание 1. При t < t0 решение уравнения (4) может быть не единственным.
Кроме того, решение может не продолжаться влево. Примеры приведены в [9].

Лемма 2. Пусть в уравнении (4) мера p непрерывна и имеет ограниченную ва-
риацию. Тогда для любой функции g ∈ C̃[a, b0] уравнение (4) имеет единственное
решение, принадлежащее пространству C̃[a, b0].

Доказательство. Обозначим Iδ,t0 = [t0 − δ, t0 + δ], где δ > 0, t0 − δ > a, t0 + δ 6 b0 и
Iδ,a = [a, a + δ], Iδ,b0 = [b0 − δ, b0]. Из определения вариации V∆(p) = ρ(∆) следует,
что меры p и ρ одновременно непрерывны или нет. Обозначим через ρ̂ непрерывную
на [a, b0] функцию, порождающую меру ρ. В теореме 1 установлено существование и
единственность решения уравнения (4) на отрезке [t0− δ(t0), b0]. Докажем, что реше-
ние можно продолжить влево вплоть до точки a. Для этого достаточно установить,
что если решение u существует на интервале (c, t0 + δ(t0)], где c > a, то u можно
расширить на интервал [c1, t0 + δ(t0)], where c1 < c.

Обозначим t′0 = c. Из непрерывности функции ρ̂ следует, что для любого ε > 0

существует такое δ = δ(t′0) > 0, что выполняется неравенство |ρ̂(t)− ρ̂(t′0)| < ε при
всех t ∈Iδ,t′0

. Для ε < 1/4 выберем соответствующее δ > 0 (t′0 − δ > a, если t′0 > a)

и зафиксируем t1 = t′0 + δ/8. Тогда для всех t таких, что |t− t1| 6 δ/2, выполняется
неравенство

|ρ̂(t)− ρ̂(t1)|6 |ρ̂(t)− ρ̂(t′0)|+|ρ̂(t′0)− ρ̂(t1)|<2ε<1/2. (5)

Введем оператор B в пространстве C̃(Iδ/2,t1) равенством

(By)(t) =

t∫
t1

dp(ξ)y(ξ) =

t∫
t1

Ψp(ξ)y(ξ)dρ̂(ξ).

Из (5) следует, что sup
t∈Iδ/2,t1

‖(By)(t)‖6(1/2) sup
t∈Iδ/2,t1

‖y(t)‖. Поэтому оператор E−B имеет

всюду определенный обратный в пространстве C̃(Iδ/2,t1). Обозначим v=(E−B)−1z1,
где z1(t)=u(t1)−g(t1) + g(t). Тогда для всех t ∈ [t1−δ/2, t1] выполняется равенство

v(t) =

t∫
t1

Ψp(ξ)v(ξ)dρ̂(ξ) + u(t1)− g(t1) + g(t). (6)

Функция u является решением уравнения (4) на (t′0, t0 + δ(t0)]. Следовательно,

u(t)=

t∫
t0

(dp)u(ξ) + g(t) = u(t1)− g(t1) +

t∫
t1

(dp)u(ξ) + g(t), (7)
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где t′0 < t 6 t0 + δ. Из (6), (7) и единственности решения интегрального урав-
нения в пространстве C̃(Iδ/2,t1) вытекает что функции u, v совпадают на интер-
вале (t′0, t1]. Таким образом, функция v является продолжением u на интервал
[t′0 − (3/8)δ(t′0), t0 + δ(t0)). Из приведенного доказательства следует единственность
продолжения. Лемма доказана. �

Далее предполагается, что меры p, m имеют ограниченные вариации, мера p

самосопряженная, а мера m непрерывная и неотрицательная. Рассмотрим уравнение

y(t) = x0 − iJ
t∫

a

dp(s)y(s)− iJ
t∫

a

dm(s)f(s), (8)

где J — линейный оператор в H, J=J∗, J2 =E; f интегрируема по мере m; x0 ∈ H.
По мере p построим непрерывную меру p0 следующим образом. Для всех tk∈Sp

полагаем p0({tk}) = 0, а для всех борелевских множеств ∆ таких, что ∆ ∩ Sp = ∅,
полагаем p0(∆)=p(∆). Мера p0 самосопряженная.

Рассмотрим уравнение, которое получается из (8) заменой меры p на p0,

y(t) = x0 − iJ
t∫

a

dp0(s)y(s)− iJ
t∫

a

dm(s)f(s). (9)

Согласно следствию 1 уравнения (8), (9) имеют единственные решения.
Обозначим через W операторное решение уравнения

W (t, λ)x0 = x0 − iJ
t∫

a

dp0(ξ)W (ξ, λ)x0 − iλJ
t∫

a

dm(ξ)W (ξ, λ)x0, (10)

где x0 ∈ H, λ ∈ C. В лемме 1 возьмем p1 = p0 + λm, p2 = p0 + λm, q = m,

f = g = 0, y(t) =W (t, λ)x0, z(t) =W (t, λ)z0, z0 ∈ H. Учитывая самосопряженность и
непрерывность мер p0 и m, получим для всех c1, c2 (a 6 c1 6 c2 6 b0) равенство

(iJW (c2, λ)x0,W (c2, λ)z0)− (iJW (c1, λ)x0,W (c1, λ)z0) = 0.

Полагая здесь c2 = t, c1 = a и учитывая произвольность x0, z0 ∈ H, будем иметь

W ∗(t, λ)JW (t, λ) = J. (11)

Функция (t, λ)→W (t, λ) непрерывна по t в равномерной операторной топологии и
голоморфна по λ.
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Лемма 3. Функция y тогда и только тогда является решением уравнения

y(t) = x0 − iJ
t∫

a

dp0(s)y(s)x− iλJ
t∫

a

dm(s)y(s)− iJ
t∫

a

dm(s)f(s), (12)

где x0 ∈ H, a 6 t 6 b0, когда y имеет вид

y(t) = W (t, λ)x0 −W (t, λ)iJ

t∫
a

W ∗(ξ, λ)dm(ξ)f(ξ). (13)

Доказательство. Из следствия 1 следует, что решение уравнения (12) единственно.
При t = a правые части (12), (13) равны x0. Обозначим p̃0 = p0 + λm. Для дока-
зательства требуемого утверждения нужно убедиться в том, что при подстановке
правой части равенства (13) вместо y в уравнение (12) получается тождество. При
такой подстановке правая часть (12) примет вид

x0 − iJ
t∫

a

dp̃0(s)

W (s, λ)x0 −W (s, λ)iJ

s∫
a

W ∗(ξ, λ)dm(ξ)f(ξ)

− iJ t∫
a

dm(s)f(s) =

= x0−iJ
t∫

a

dp̃0(s)W (s, λ)x0−J
t∫

a

dp̃0(s)W (s, λ)J

s∫
a

W ∗(ξ, λ)dm(ξ)f(ξ)−iJ
t∫

a

dm(s)f(s).

(14)

Сменим пределы интегрирования в третьем слагаемом в правой части (14).Получим

J

t∫
a

dp̃0(s)W (s, λ)J

s∫
a

W ∗(ξ, λ)dm(ξ)f(ξ)=

= J

∫
[a,t)

 ∫
(ξ,t)

dp̃0(s)W (s, λ)

 JW ∗(ξ, λ)dm(ξ)f(ξ) =

= J

∫
[a,t)

 ∫
[ξ,t)

dp̃0(s)W (s, λ)

 JW ∗(ξ, λ)dm(ξ)f(ξ)−

− J
∫

[a,t)

 ∫
{ξ}

dp̃0(s)W (s, λ)

 JW ∗(ξ, λ)dm(ξ)f(ξ). (15)

Последнее слагаемое в (15) равно нулю, так как меры p0, m непрерывны. Отсюда,
учитывая (10), продолжаем равенство (14)
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W (t, λ)x0 −
t∫

a

J

 t∫
ξ

dp̃0(s)W (s, λ)

JW ∗(ξ, λ)dm(ξ)f(ξ)− iJ
t∫

a

dm(s)f(s).

Из (10) следует, что это выражение равно

W (t, λ)x0−
t∫

a

i((W (t, λ)−E)−(W (ξ, λ)−E))JW ∗(ξ, λ)dm(ξ)f(ξ)− iJ
t∫

a

dm(s)f(s)=

= W (t, λ)x0 − i
t∫

a

W (t, λ)JW ∗(ξ, λ)dm(ξ)f(ξ)+

+ i

t∫
a

W (ξ, λ)JW ∗(ξ, λ)dm(ξ)f(ξ)− iJ
t∫

a

dm(s)f(s).

Учитывая (11), продолжим последнее равенство

W (t, λ)x0− iW (t, λ)J

t∫
a

W ∗(ξ, λ)dm(ξ)f(ξ)+ iJ

t∫
a

dm(ξ)f(ξ)− iJ
t∫

a

dm(s)f(s)=y(t).

Теорема доказана. �

2. Линейные отношения, порожденные интегральными
уравнениями

Пусть H — гильбертово пространство. Линейным отношением в H называется
любое линейное многообразие T ⊂ H ×H. Терминологию, связанную с линейными
отношениями, можно найти, например, в [12], [4]. Далее используются следующие
обозначения: {·, ·} — упорядоченная пара; kerT — множество элементов x ∈ H та-
ких, что {x, 0} ∈ T ; D(T ) — область определения T ; R(T ) — область значений.
Сопряженным к отношению T называется отношение T ∗, состоящее из таких пар
{y, y′}, для которых равенство (x′, y) = (x, y′) выполняется при всех {x, x′} ∈ T .
Отношение T называется симметрическим, если T ⊂ T ∗, и самосопряженным, если
T = T ∗. Линейные операторы считаются линейными отношениями, поэтому обозна-
чение {x1, x2} ∈ T используется для оператора T . Поскольку все рассматриваемые
отношения являются линейными, слово “линейное”, будет опускаться.

На множестве непрерывных на отрезке [a, b0] функций, принимающих значения
в H, вводим квазискалярное произведение

(x, y)m =

b0∫
a

((dm)x(t), y(t)).
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Отождествляя с нулем функции y, для которых (y, y)m =0, и производя пополнение,
получим гильбертово пространство, обозначаемое H=L2(H, dm; a, b). Элементы H —
это классы функций, отождествленных между собой по норме ‖y‖m = (y, y)

1/2
m . Класс

функций с представителем y обозначаем тем же символом и пишем y ∈ H. Равен-
ства между функциями из H понимаются как равенства соответствующих классов
эквивалентности. Описание пространства H имеется в [13] (см. библиографию там).

Определим минимальное отношение L0 следующим образом. Отношение L0 со-
стоит из пар {ỹ, f̃} ∈ H × H, для каждой из которых существует пара {y, f}, отож-
дествленная в H×H с {ỹ, f̃}, удовлетворяющая уравнению (8) и граничным условиям

y(a) = y(b0) = y(tk) = 0, tk ∈ Sp. (16)

Отношение L0, вообще говоря, не будет оператором, так как может случиться, что
функция y отождествлена с нулем в H, а f отлична от нуля. Из леммы 1 следует,
что отношение L0 симметрическое.

Лемма 4. Для любой пары{y, f}∈L0 равенства (8), (9) выполняются одновременно.

Доказательство. Положим p1 = p−p0. Тогда p1({tk}) = p({tk}), tk ∈ Sp и p1(∆)=0

для любого борелевского множества ∆ такого, что ∆ ∩Sp =∅. Из (8) следует

y(t) = x0 − iJ
t∫

a

(dp0)y(s)− iJ
t∫

a

(dp1)y(s)− iJ
t∫

a

dm(s)f(s).

Теперь равенства (16) влекут требуемое утверждение. �

Из леммы 4 и равенств m({a}) = m([b, b0]) = 0 следует, что отношение L0 не
зависит от того, имеет ли мера p в точках a, b одноточечные атомы. Поэтому, без
ограничения общности, при изучении отношений L0, L∗0 можно считать, что b0 = b.

Лемма 5. Отношение L0 замкнуто. Отношение L0−λE состоит из тех и только
тех пар {ỹ, f̃} ∈ H × H, для каждой из которых существует такая пара {y, f},
отождествленная в H× H с {ỹ, f̃}, что выполняются равенства

y(t)=−W (t,λ)iJ

t∫
a

W ∗(s,λ)dm(s)f(s), y(tk)=W (tk,λ)iJ

tk∫
a

W ∗(s,λ)dm(s)f(s)=0, (17)

где tk ∈ Sp ∪ {b}.
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Доказательство. Равенства (17) следуют из лемм 3, 4 и (16). Докажем, что отноше-
ние L0 замкнуто. Пусть последовательности {yn}, {fn} сходятся в H к y, f соответ-
ственно и {yn, fn} ∈ L0. Тогда

yn(t)=−W (t, 0)iJ

t∫
a

W ∗(s, 0)dm(s)fn(s), yn(tk)= W (tk, 0)iJ

tk∫
a

W ∗(s, 0)dm(s)fn(s) = 0,

где tk ∈ Sp ∪ {b}. Переходя в последних равенствах к пределу при n→∞ получим,
что {y, f} ∈ L0. Лемма доказана. �

Следствие 2. Область значений отношения L0 − λE состоит из функций f ∈ H,
удовлетворяющих при всех tk ∈ Sp ∪ {b} условию

tk∫
a

W ∗(s, λ)dm(s)f(s) = 0. (18)

Замечание 2. Равенства (18) эквивалентны следующим
tk∫
tj

W ∗(s, λ)dm(s)f(s) = 0, tk, tj ∈ Sp ∪ {b}. (19)

Далее предположим, что множество Sp одноточечных атомов {tk} может быть
упорядочено в виде t1 < t2 < ... < tk < ... и предельной точкой является b. Символом
χk обозначаем характеристическую функция интервала [tk−1, tk).

Обозначим wk(t, λ) = χk(t)W (t, λ)W−1(tk−1, λ), t0 = a, k ∈N. Пусть Qk,0 множе-
ство таких x ∈ H, для которых функция t→ wk(t, 0) отождествлена с нулем в H. Из
равенства

χk(t)W (t, 0)x = χk(t)W (t, λ)x+ χk(t)λW (t, λ)iJ

t∫
tk−1

W ∗(s, λ)dm(s)W (s, 0)x, (20)

которое следует из леммы 3, получим, что множество Qk,0 не изменится, если в его
определении wk(t, 0) заменить на wk(t, λ).

Положим Qk = H	Qk,0. На линейном многообразии Qk введем норму равенством

‖ξk‖− = ‖wk(·, 0)ξk‖H =

 tk∫
tk−1

((dm)wk(s, 0)ξk, wk(s, 0)ξk)

1/2

, ξk ∈ Qk. (21)

Пополнение Qk по норме (21) обозначим Q−k . Из (20) вытекает, что замена в (21)
w(t, 0) на w(t, λ) приводит к тому же множеству Q−k с эквивалентной нормой. Норма
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(21) порождается скалярным произведением (ξk, ηk)− = (wk(·, 0)ξk, wk(·, 0)ηk)H. Из
формулы (2), в которой мера P заменена на m, получим

‖ξk ‖− 6 γ ‖ξk‖ , γ > 0, ξk ∈ Qk. (22)

Из (22) следует, что пространство Q−k можно рассматривать как пространство с
негативной нормой относительно Qk ([11, гл. 1], [4, гл.2]). Соответствующее простран-
ство с позитивной нормой обозначим Q+

k . Из определения пространств с позитивной
и негативной нормами следует, что Q+

k ⊂ Qk. Скалярное произведение и норму в Q+
k

обозначаем (·, ·)+ и ‖·‖+ соответственно.
Предположим, что последовательность {xkn} сходится в пространстве Q−k к эле-

менту x0 ∈ Q−k . Тогда последовательность {w(·, λ)xkn} фундаментальна в H и, следо-
вательно, сходится к некоторому элементу из H. Через wk(·, λ)x0 обозначим этот эле-
мент. Пусть Q̃−n =Q−1× ...×Q−n (Q̃+

n = Q+
1 × ...×Q+

n ) — декартово произведение первых
n множеств Q−k (Q+

k соответственно); Wn(t, λ) = (w1(t, λ), ..., wn(t, λ)) — операторная
однострочная матрица. При фиксированных λ и m-почти всех t оператор Wn(t, λ)

отображает Q̃−n в H. Удобно рассматривать элементы из Q̃−n как одностолбцовые
матрицы, при этом Wn(t, λ)ξ̃n=

∑n
k=1 wk(t, λ)ξk, где ξ̃n=col(ξ1, ..., ξn)∈Q̃−n , ξk∈Q−k .

Пусть kerk(λ) — линейное пространство функций вида t→ wk(t, λ)ξk, ξk ∈ Q−k .
Пространство kerk(λ) замкнуто в H и kerk(λ), kerj(λ) ортогональны при k 6= j. Обо-
значим Kn(λ) = ker1(λ)⊕ ...⊕ kern(λ). Очевидно, Kn(λ) ⊂ Km(λ), если n < m.

Лемма 6. Множество ∪nKn(λ) плотно в ker(L∗0 − λE).

Доказательство. Из следствия 2 и (19) вытекает, что область значений R(L0− λE)

состоит из функций f ∈ H, ортогональных функциям вида wk(·, λ)ξk, где ξk ∈ H,
k ∈ N. Равенство ker(L∗0 − λE) ⊕ R(L0 − λE) = H влечет требуемое утверждение.
Лемма доказана. �

Оператор ξ̃n→Wn(·, λ)ξ̃n (ξ̃n∈Q̃−n ) обозначим Wn(λ). Этот оператор непрерывно и
взаимно однозначно отображает Q̃−n на Kn(λ) ⊂ H. Поэтому сопряженный оператор
W ∗
n (λ) непрерывно отображает H на Q̃+

n . Найдем вид W ∗
n (λ). Для всех ξ̃n ∈ Hn, f ∈H

имеем

(f,Wn(λ) ξ̃n)H =

b∫
a

(dm(s)f(s),Wn(s, λ)ξ̃n) =

b∫
a

(W ∗
n(s, λ)dm(s)f(s), ξ̃n) = (W ∗

n (λ)f, ξ̃n).

Учитывая, что Hn плотно в Q̃−n , получим
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W ∗
n (λ)f =

b∫
a

W ∗
n(s, λ)dm(s)f(s). (23)

Таким образом, доказано следующее утверждение.

Лемма 7. Оператор Wn(λ) непрерывно и взаимно однозначно отображает Q̃−n на
Kn(λ).Сопряженный операторW ∗

n (λ)непрерывно отображает Hна Q̃+
n и действует

по формуле (23).Кроме того, W ∗
n (λ) взаимно однозначно отображает Kn(λ) на Q̃+

n .

Пусть Q−, Q+, Q — линейные пространства последовательностей τ̃ = {τk},
ϕ̃ = {ϕk}, ξ̃ = {ξk}, соответственно, для которых сходятся ряды

∑∞
k=1 ‖τk‖

2
−,∑∞

k=1 ‖ϕk‖
2
+,
∑∞

k=1 ‖ξk‖
2, где τk ∈ Q−k , ϕk ∈ Q+

k , ξk ∈ Qk. Эти пространства явля-
ются гильбертовыми относительно скалярных произведений

(τ̃ , η̃)−=
∞∑
k=1

(τk, ηk)−, τ̃ , η̃∈Q−, (ϕ̃, ψ̃)+ =
∞∑
k=1

(ϕk, ψk)+, ϕ̃, ψ̃∈Q+,

(ξ̃, ζ̃) =
∞∑
k=1

(ξk, ζk), ξ̃, ζ̃ ∈ Q.

Нормы в этих пространствах определяется равенствами

‖τ̃‖2
− =

∞∑
k=1

‖τk‖2
−, ‖ϕ̃‖

2
+ =

∞∑
k=1

‖ϕk‖2
+,
∥∥∥ξ̃∥∥∥2

=
∞∑
k=1

‖ξk‖2 .

Пространства Q+, Q− можно рассматривать как пространства с позитивной
и негативной нормами относительно Q ([11, гл. 1], [4, гл.2]). Таким образом,
Q+ ⊂ Q ⊂ Q− и α ‖ϕ̃‖− 6 ‖ϕ̃‖ 6 β ‖ϕ̃‖+, где ϕ̃ ∈ Q+, α, β > 0. Для всех ϕ̃ ∈ Q+,
τ̃ ∈ Q− определено “скалярное произведение”, (τ̃ , ϕ̃). Если τ̃ ∈ Q, то (τ̃ , ϕ̃) совпадает
со скалярным произведением в Q.

Пусть T ⊂ Q− — множество последовательностей, обращающихся в нуль, на-
чиная с некоторого номера (своего для каждой последовательности). Это множе-
ство плотно в Q−. Оператор Wn(λ) является сужением Wn+1(λ) на Q̃−n . Символом
W ′(λ) обозначим оператор в T такой, что W ′(λ)τ̃ = Wn(λ)τ̃n для всех n ∈ N, где
τ̃ = (τ̃n, 0, ...). Из (21) следует, что W ′(λ) допускает расширение по непрерывности
на все пространство Q−. Расширенный оператор обозначаем W (λ). Этот оператор
взаимно однозначно отображает Q− на ker(L∗0 − λE) ⊂ H. Кроме того, обозначим
W̃ (t, λ)τ̃ = (W (λ)τ̃)(t), где τ̃ = {τk} ∈ Q−.

Сопряженный оператор W ∗(λ) отображает непрерывно H на Q+. Найдем вид
оператора W ∗(λ). Пусть f ∈ H, ξ̃ ∈ T , ξ̃ = {ξ̃n, 0, ...}. Тогда
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(ξ̃,W ∗(λ)f)=(W (λ)ξ̃, f)H =

b∫
a

(dm(t)W̃ (t, λ)ξ̃, f(t)) =

b∫
a

(ξ̃, W̃ ∗(t, λ)dm(t)f(t)).

Учитывая плотность множества T в Q−, получим

W ∗(λ)f =

b∫
a

W̃ ∗(t, λ)dm(t)f(t). (24)

Отсюда и лемм 6, 7 вытекает следующее утверждение.

Лемма 8. Оператор W (λ) непрерывно и взаимно однозначно отображает Q− на
ker(L∗0 − λE). Функция z тогда и только тогда принадлежит ker(L∗0 − λE), ко-
гда существует такой элемент τ̃ = {τk} ∈ Q−, что z(t) = (W (λ)τ̃)(t) = W̃ (t, λ)τ̃ .
Оператор W ∗(λ) непрерывно отображает H на Q+, действует по формуле (24)
и ker W ∗(λ) = R(L0−λE). Кроме того, W ∗(λ) взаимно однозначно отображает
ker(L∗0 − λE) на Q+.

Далее обозначаем W̃ (t, 0) = W̃ (t), w(t, λ) = w(t), W (0) = W .

Лемма 9. Пусть f ∈ H и функция F̃an определена равенством

F̃an(t) = −Wn(t)iJ̃n

t∫
a

W ∗
n(s)dm(s)f(s). (25)

Если функция f обращается в нуль на (tn, b], то {F̃an, f} ∈ L∗0. Здесь J̃n — оператор
в Hn, действующий по формуле J̃nξ̃n = (Jξ1, ..., Jξn).

Доказательство. Из (25) следует

F̃an(t) =
n∑
k=1

Fk(t), Fk(t) = −wk(t)iJ
t∫

tk−1

w∗k(s)dm(s)f(s).

Функция Fk непрерывна на интервале [tk−1, tk) и обращается в нуль вне этого ин-
тервала. Мера m непрерывна. Поэтому функция Fk не изменится в пространстве H,
если ее изменить в одной точке. Следовательно, без ограничения общности, можно
считать, что функция Fk непрерывна слева в точке tk. Тогда из леммы 3 получим,
что Fk является на отрезке [tk−1, tk] решением уравнения (9) (в котором a = tk−1).
Из леммы 4 следует, что всякая функция y ∈ D(L0) является решением уравнения
(9), в котором функция f заменена на g = L0y. Поэтому можно применить формулу
Лагранжа (3) к функциям y, g, Fk, f при c1 = tk−1, c2 = tk, q = m, p1 = p2 = p0. Учи-
тывая непрерывность и самосопряженность мер p0, m, равенство y(tk−1) = y(tk) = 0,
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получим
tk∫

tk−1

(f(s), dm(s)y(s)) =

tk∫
tk−1

(Fk(s), dm(s)g(s)).

Отсюда следует, что {F̃an, f} ∈ L∗0, если f(t) = 0 при t > tn. Лемма доказана. �

Теорема 2. Пара {ỹ, f̃} ∈ H × H тогда и только тогда принадлежит отноше-
нию L∗0, когда существует такая пара {y, f}, отождествленная в H × H с {ỹ, f̃},
что выполняется равенство

y(t) = W̃ (t)τ̃ −
∞∑
k=1

wk(t)iJ

t∫
a

w∗k(s)dm(s)f(s), τ̃ = {τk} ∈ Q−, (26)

где ряд в (26) сходится в H.

Доказательство. Сначала докажем, что если функции y, f связаны равенством (26),
то пара {y, f} ∈ L∗0. Из леммы 8 следует, что W (λ)τ̃ ∈ker(L∗0 − λE). Функция

zk(t)=−wk(t, λ)iJ

t∫
a

w∗k(s, λ)dm(s)f(s)=−wk(t, λ)iJ

t∫
tk−1

w∗k(s, λ)Ψm(s)f(s)dρm(s) (27)

обращается в нуль вне интервала [tk−1, tk). (Здесь Ψm, ρm — функции из формулы
(2), в которой мера P заменена на m.) Обозначим fk(t) = χk(t)f(t). Из (27) и (2)
следует

‖zk(t)‖ 6 α ‖wk(t, λ)‖
tk∫

tk−1

∥∥w∗k(s, λ)
∥∥∥∥Ψ1/2

m (s)fk(s)
∥∥ dρm(s) 6

6 β

 tk∫
tk−1

∥∥Ψ1/2
m (s)fk(s)

∥∥2
dρm(s)

1/2

= β ‖fk‖H , α, β > 0.

Отсюда получаем

‖zk‖2
H =

tk∫
tk−1

(Ψm(t)zk(t), zk(t))dρm(t) 6 β2ρm([tk−1, tk)) ‖fk‖2
H . (28)
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Обозначим un(t) =
∑n

k=1 zk(t) и докажем, что последовательность {un} сходится в H.
Из (28) имеем

‖un‖2
H =

n∑
k=1

‖zk‖2
H 6 β2

n∑
k=1

ρm([tk−1, tk)) ‖fk‖2
H 6 β2ρm([a, b]) ‖f‖2

H .

Следовательно, последовательность {un} сходится к некоторой функции u ∈ H и

u(t) = −
∞∑
k=1

wk(t, λ)iJ

t∫
a

w∗k(s, λ)dm(s)f(s), ‖u‖H 6 β1 ‖f‖H , β1>0. (29)

Из леммы 9 вытекает, что пара {un,
∑n

k=1 fk} ∈ L∗0. Отношение L∗0 замкнуто. Поэтому
{u, f} ∈ L∗0.

Предположим теперь, что пара {ŷ, f} ∈ L∗0. Для функции f находим функцию
u по формуле (29). Тогда пара {u, f} ∈ L∗0. Следовательно, ŷ − u∈ kerL∗0. Лемма 8
влечет существование такого элемента τ̃ ∈ Q−, что ŷ − u = W τ̃ . Поэтому ŷ имеет
вид (26). Теорема доказана. �

Эта теорема позволяет устранить ошибку, допущенную в [13] при доказательстве
аналогичной теоремы.

Замечание 3. Равенство (26) можно записать в сокращенной форме

y(t) = W̃ (t)τ̃ − W̃ (t)iJ̃

t∫
a

W̃ ∗(s)dm(s)f(s), τ̃ ∈ Q− f ∈ H, (30)

где J̃ — оператор в Q, действующий по формуле J̃ ξ̃ = {Jξk}, ξ̃ = {ξk} ∈ Q.

3. Описание самосопряженных расширений отношения L0

Пусть пара {ỹ, f̃} ∈ L∗0. Тогда согласно теореме 2 существует такая пара {y, f},
отождествленная в H×H с {ỹ, f̃}, что справедливы равенства (26), (30). Поставим в
соответствие каждой такой паре {y, f} пару граничных значений {Y, Y ′} ∈ Q−×Q+

по формулам

Y = τ̃ − 2−1iJ̃

b∫
a

W̃ ∗(s)dm(s)f(s) = τ̃ − 2−1iJ̃W ∗f, Y ′=

b∫
a

W̃ ∗(s)dm(s)f(s)=W ∗f.

Обозначим через Γ оператор, сопоставляющий каждой паре {y, f}∈L∗0 пару гранич-
ных значений {Y, Y ′}, т. е. Γ{y, f} = {Y, Y ′}. Положим Γ1{y, f} = Y , Γ2{y, f} = Y ′.
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Теорема 3. Область значений R(Γ) оператора Γ совпадает с Q−×Q+ и “справед-
лива формула Грина”

(f, z)H − (y, g)H = (Y ′, Z)− (Y, Z ′), (31)

где {y, f}, {z, g} ∈ L∗0, Γ{y, f} = {Y, Y ′}, Γ{z, g} = {Z,Z ′}.

Доказательство. Лемма 8 влечет равенство R(Γ) = Q−×Q+. Докажем (31). Пред-
положим, что функция y имеет вид (30) и

z(t)=W̃ (t)η̃ − W̃ (t)iJ̃

t∫
a

W̃ ∗(s)dm(s)g(s), (32)

где η̃ ∈ Q−, g ∈ H. Тогда

(f,W η̃) = (W ∗f, η̃) = (Y ′, Z+2−1iJ̃Z ′); (W τ̃ , g) = (τ̃ ,W ∗g) = (Y +2−1iJ̃Y ′, Z ′). (33)

В (30), (32) обозначим

F̃a(t)=−W̃ (t)iJ̃

t∫
a

W̃ ∗(s)dm(s)f(s)=−
∞∑
k=1

2−1wk(t)iJ

t∫
a

w∗k(s)dm(s)f(s),

G̃a(t) = −W̃ (t)iJ̃

t∫
a

W̃ ∗(s)dm(s)g(s) = −
∞∑
k=1

2−1wk(t)iJ

t∫
a

w∗k(s)dm(s)g(s).

Определим функции Fk, Gk равенствами

Fk(t)=−wk(t)iJ
t∫

tk−1

w∗k(s)dm(s)f(s), Gk(t)=−wk(t)iJ
t∫

tk−1

w∗k(s)dm(s)g(s).

Так же, как в доказательстве леммы 9, можно считать без ограничения общности, что
функции Fk, Gk непрерывны слева в точке tk. Используя такую же аргументацию,
как в доказательстве леммы 9, применим формулу Лагранжа (3) к функциям Fk, f
и Gk, g на отрезке [tk−1, tk]. Тогда, учитывая (11), получим

tk∫
tk−1

(f(s), dm(s)Gk(s))−
tk∫

tk−1

(Fk(s), dm(s)g(s)) =

=

iJw(tk)iJ

tk∫
tk−1

w∗(s)dm(s)f(s), w(tk)iJ

tk∫
tk−1

w∗(s)dm(s)g(s)

 =
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=

iJ tk∫
tk−1

w∗(s)dm(s)f(s),

tk∫
tk−1

w∗(s)dm(s)g(s)

 .

Поэтому (f, G̃a)H − (F̃a, g)H = (iJ̃W ∗f,W ∗g) = (iJ̃Y ′, Z ′). Отсюда и из (30), (32), (33)
получим

(f, z)H − (y, g)H = (Y ′, Z + 2−1iJ̃Z ′)− (Y + 2−1iJ̃Y ′, Z ′) + (iJ̃Y ′, Z ′) =

= (Y ′, Z)− (Y, Z ′) + 2−1(Y ′, iJ̃Z ′)− 2−1(iJ̃Y ′, Z ′) + (iJ̃Y ′, Z ′) = (Y ′, Z)− (Y, Z ′).

Теорема доказана. �

Из теории пространств с негативной и позитивной нормами ([11, гл. 1], [4, гл.2])
следует существование таких изометрических операторов δ− : Q−→Q, δ+ : Q+→Q,
что для всех τ̃ ∈ Q−, ϕ̃ ∈ Q+ выполняется равенство (τ̃ , ϕ̃) = (δ−τ̃ , δ+ϕ̃). Пусть
{y, f} ∈ L∗0. Положим Y = γ1{y, f} = δ−Γ1{y, f}; Y ′ = γ2{y, f} = δ+Γ2{y, f} и
γy = {γ1y, γ2y}. Тогда R(γ) = Q ×Q. Из (31) получаем

(L∗0y, z)H − (y, L∗0z)H = (Y ′,Z )− (Y ,Z ′), (34)

где {y, f}, {z, g} ∈ L∗0, γ{y, f} = {Y ,Y ′}, γ{z, g} = {Z ,Z ′}.
Отсюда следует, что тройка (Q, γ1, γ2) является пространством граничных зна-

чений (или граничной тройкой в другой терминологии) в смысле работ [2, 3], [14]
(см. также [4, гл. 3]). В [2, 3] рассматривался случай, когда L∗0 является оператором,
а в [14] — линейным отношением.

Из [1, 4], [14] вытекает следующее утверждение.

Теорема 4. Всякое самосопряженное расширение отношения L0 состоит из тех и
только тех пар {y, f} ∈ L∗0, которые удовлетворяют условию

(U − E)γ2{y, f}+ i(U + E)γ1{y, f} = 0, (35)

где U — унитарный оператор в Q, определяемый по расширению однозначно.

Аналогичным образом могут быть описаны диссипативные и аккумулятивные
расширения оператора L0.
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About One Unsolved Problem in Matrix Ordinary Differential
Equations.

Zhukovskiy V. I., Smirnova L. V., Vysokos M. I.

Abstract. Finding the Nash equilibrium situation in linear-quadratic differential game of
three persons reduces to construction of explicit form solving of matrix system of Riccati model
differential equations. The question is that the existence of such solution, its properties is the
unsolved problem. In proposed article this problem is solved only for the game of one player.
We tried to apply the Poincare method of small parameter (from the theory of oscillation) but
only for special form model of controlled system where two of three players affect in a small
way on the rate of change of phase vector. But the question about solving of matrix system
of Riccati model equations is open. In cases where Nash equilibrium situation doesn’t exist we
recommend to apply other equilibrium concepts (active equilibrium, equilibrium of objections
and counterobjections, Berge equilibrium). We note that in the present article we singled out the
case (the section 3) when in differential game the Nash equilibrium situation is absent.
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1. Постановка задачи

Рассматривается линейно-квадратичная дифференциальная позиционная игра
трех лиц

Γ = 〈{1, 2, 3},Σ, {Ai}i=1,2,3, {Ji(U, t0, x0)}i=1,2,3〉,

где управляемая динамическая система Σ ÷ x = A(t)x + u1 + u2 + u3, x(t0) = x0,
фазовый вектор x и управляющее воздействие i-го игрока ui — вектора из Rn; момент
окончания игры ϑ = const > 0; позиция игры Γ (t, x) ∈ [t0, ϑ]×Rn, начальная позиция
(t0, x0) ∈ [0, ϑ] × Rn и время t ∈ [t0, ϑ]; n × n матрица A(·) ∈ Cn×n[0, ϑ]; множество
стратегий i-го игрока

Ai = {Ui ÷ ui(t, x) = Qi(t)x | ∀Qi(·) ∈ Cn×n[0, ϑ]} (i = 1, 2, 3).

Множество ситуаций A =
3∏
i=1

Ai, U ÷ u(t, x) = (u1(t, x), u2(t, x), u3(t, x)) =

= (Q1(t)x,Q2(t)x,Q3(t)x).
Партия игры происходит следующим образом: каждый игрок выбирает свою

стратегию Ui ÷ ui(t, x) = Qi(t)x (i = 1, 2, 3), затем строится решение векторного
уравнения ẋ(t) = [A(t) + Q1(t) + Q2(t) + Q3(t)]x(t), x(t0) = x0, с помощью x(t),
t ∈ [t0, ϑ], находятся реализации выбранных игроками стратегий ui[t] = Qi(t)x(t)

(i = 1, 2, 3), т. е. x(t)→ u[t] = (u1[t] = Q1(t)x(t), u2[t] = Q2(t)x(t), u3[t] = Q3(t)x(t)).
На непрерывных четверках (x(t), u1[t], u2[t], u3[t] | t ∈ [t0, ϑ]) определена функция

выигрыша i-го игрока

Ji(U, t0, x0) = x′(ϑ)Cix(ϑ) +

ϑ∫
t0

3∑
j=1

u′j[t]Dijuj[t] dt (i = 1, 2, 3),

где n× n-матрицы Ci, Dij постоянны и симметричны.
Каждый игрок стремится за счет выбора и использования своей стратегии уве-

личить свой выигрыш (значение своей функции выигрыша).

Определение 1. Ситуация U = (U e
1 , U

e
2 , U

e
3 ) ∈ A называется равновесной по Нэшу в

игре Γ, если при ∀ (t0, x0) ∈ [0, ϑ)× Rn, x0 6= 0n имеют место три равенства

max
U1∈A1

J1(U1, U
e
2 , U

e
3 , t0, x0) = J1(U e, t0, x0) = J e

1 [t0, x0],

max
U2∈A2

J2(U e
1 , U2, U

e
3 , t0, x0) = J2(U e, t0, x0) = J e

2 [t0, x0],

max
U3∈A3

J3(U e
1 , U

e
2 , U3, t0, x0) = J3(U e, t0, x0) = J e

3 [t0, x0].

Тройка (J e
1 [t0, x0],J e

2 [t0, x0],J e
3 [t0, x0]) составляет равновесные выигрыши.
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2. Достаточные условия

Применение метода динамического программирования к задаче построения рав-
новесия по Нэшу (U e,J e

1 [t0, x0],J e
2 [t0, x0],J e

3 [t0, x0]) приводит к следующему утвер-
ждению, где V = (V1, V2, V3) ∈ R3, ∂Vi

∂x
= gradxVi(t, x), для симметричной постоянной

n × n-матрицы D < 0 (>) означает, что квадратичная форма x′Dx определенно от-
рицательна (положительна), штрих сверху означает операцию транспонирования.

Теорема 1. Если в игре Γ матрицы Dii < 0 (i = 1, 2, 3) и система матричных
обыкновенных дифференциальных уравнений типа Риккати



Θ̇1 + Θ1[A(t)−D−1
22 Θ2 −D−1

33 Θ3] + [A′(t)−Θ2D
−1
22 −Θ3D

−1
33 ]Θ1−

−Θ1D
−1
11 Θ1 + Θ2D

−1
22 D12D

−1
22 Θ2 + Θ3D

−1
33 D13D

−1
33 Θ3 = 0n×n

Θ̇2 + Θ2[A(t)−D−1
11 Θ1 −D−1

33 Θ3] + [A′(t)−Θ1D
−1
11 −Θ3D

−1
33 ]Θ2−

−Θ2D
−1
22 Θ2 + Θ1D

−1
11 D21D

−1
11 Θ1 + Θ3D

−1
33 D23D

−1
33 Θ3 = 0n×n

Θ̇3 + Θ3[A(t)−D−1
22 Θ2 −D−1

33 Θ3] + [A′(t)−Θ2D
−1
22 −Θ3D

−1
33 ]Θ3−

−Θ3D
−1
33 Θ3 + Θ1D

−1
11 D31D

−1
11 Θ1 + Θ2D

−1
22 D32D

−1
22 Θ2 = 0n×n

(1)

имеет продолжимое на [0, ϑ] решение в виде симметричных n× n-матриц
Θ1(t),Θ2(t),Θ3(t), то ситуация U e = (U e

1 , U
e
2 , U

e
3 ), U e

i ÷−D−1
ii Θi(t)x (i = 1, 2, 3) явля-

ется равновесной по Нэшу, а равновесные выигрыши J e
1 [t0, x0],J e

2 [t0, x0],J e
3 [t0, x0]

будут J e
i [t0, x0] = x′0Θi(t0)x0 (i = 1, 2, 3).

Доказательство. Согласно методу динамического программирования, достаточ-
ными условиями выполнения всех трех равенств из определения 1 является
существование единственных непрерывно-дифференцируемых скалярных функ-
ций Беллмана Vi(t, x) и n-вектор-функций ui(t, x, V ) (i = 1, 2, 3), при которых
для ∀ (t, x) ∈ [0, ϑ)× Rn и

Wi(t, x, u1, u2, u3, V ) =
∂Vi
∂t

+

[
∂Vi
∂x

]′
[A(t)x+ u1 + u2 + u3] +

3∑
j=1

u′jDijuj (i = 1, 2, 3)

10. выполнены тождества (Idem{ui → ui(t, x, V )} означает замену в фигурных
скобках ui на ui(t, x, V )):

max
u1

{W1(t, x, u1, u2(t, x, V ), u3(t, x, V ), V )} = Idem{u1 → u1(t, x, V )},

max
u2

{W2(t, x, u1(t, x, V ), u2, u3(t, x, V ), V )} = Idem{u2 → u2(t, x, V )},

max
u3

{W3(t, x, u1(t, x, V ), u2(t, x, V ), u3, V )} = Idem{u3 → u3(t, x, V )};

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2019, 1



Об одной нерешенной задаче в матричных дифференциальных уравнениях 65

20. система уравнений в частных производных

Wi[t, x] = Wi(t, x, u1(t, x, V ), u2(t, x, V ), u3(t, x, V ), V ) = 0 (2)

с граничными условиями Vi(ϑ, x) = x′Cix ∀x ∈ Rn (i = 1, 2, 3) имеет един-
ственное решение V (t, x) = (V1(t, x), V2(t, x), V3(t, x)) вида Vi(t, x) = x′Θi(t)x,
(i = 1, 2, 3), элементы симметричных n × n-матриц Θi(t) = Θ′i(t) (i = 1, 2, 3)

непрерывно дифференцируемы (по t);
30. n-вектор-функции ui (t, x, Vi(t, x) = x′Θi(t)x) = Qe

i (t)x, Qe
i (·) ∈ Cn×n[t0, ϑ].

Требования 10 имеют место, если

∂Wi

∂ui

∣∣∣∣
ui(t,x,V )

=
∂Vi
∂x

+ 2Diiui(t, x, V ) = 0n,

∂2Wi

∂u2
i

∣∣∣∣
ui(t,x,V )

= 2Dii < 0 (i = 1, 2, 3). (3)

Из (3) следует

ui(t, x, V ) = −1

2
D−1
ii

∂Vi
∂x

(i = 1, 2, 3), (4)

а при Vi(t, x) = x′Θi(t)x→ ∂Vi(t,x)
∂x

= 2Θi(t)x будет

ui(t, x, Vi = x′Θi(t)x) = −D−1
ii Θi(t)x (i = 1, 2, 3)

(тем самым выполнено требование 30, если Θi(·) ∈ Cn×n[0, ϑ]).
Наконец тогда с учетомWi[t, x] = ∂Vi

∂t
+(∂Vi

∂x
)′[A(t)x− 1

2
(D−1

11
∂V1

∂x
+D−1

22
∂V2

∂x
+D−1

33
∂V3

∂x
)]+

+1
4

∑3
j=1(

∂Vj
∂x

)′D−1
jj DijD

−1
jj

∂Vj
∂x

, подставляя Vi = x′Θi(t)x в (4) получаем, что тождества
Wi[t, x] ≡ 0 и Vi(ϑ, x) = x′Cix при ∀x ∈ [Rn \{0n}] выполняются, если система из трех
матричных дифференциальных уравнений типа Риккати (1) имеет продолжимое на
[t0, ϑ] решение Θ1(t),Θ2(t),Θ3(t). По требованию теоремы 1 такие Θi(t) (i = 1, 2, 3)

существуют, что завершает доказательство.
�

Замечание 1. Итак, построение равновесного по Нэшу решения свелось к постро-
ению n × n-матриц Θ1(t),Θ2(t),Θ3(t), удовлетворяющих системе (1). Это как раз и
является нерешенной задачей. Однако в случае, когда в дифференциальной игре Γ

участвует лишь один игрок (пусть под номером 1), то такое решение удается постро-
ить [2]. В этом случае система (1) превращается в

Θ̇1 + Θ1A(t) + A′Θ1 −Θ1D
−1
11 Θ1 = 0n×n, Θ1(ϑ) = C1. (5)
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Покажем, что решение (5) при D11 < 0, C1 < 0 существует и имеет вид

Θ1(t) = [X−1(t)]′
{
C−1

1 +

ϑ∫
t

X−1(τ)D−1
11 [X−1(τ)]′dτ

}−1

X−1(t), (6)

где X(t) — фундаментальная матрица решения ẋ = A(t)x, X(ϑ) = En — единичная
n × n-матрица. Заметим, что для X(t) справедливо dX(t)

dt
= A(t)X(t), X(ϑ) = En.

Но тогда, так как [detX(t) 6= 0] ⇒
[
∃X−1(t) ∀t ∈ [0, ϑ]

]
, а X(t)X−1(t) = En ⇒

Ẋ(t)X−1(t) + X(t)Ẋ−1(t) = 0n×n ⇒ dX−1(t)
dt

= −X−1(t)A(t)X(t)X−1(t) = −X−1(t)A(t)

⇒ [Ẋ−1(t)]′ = −A′(t)X−1(t), X−1(ϑ) = [X−1(t)]′ = En.
Затем, подставляя Θ1(t) из (6), с учетом Ẋ−1(t) = −X−1(t)A(t) и

[X−1(t)]′ = −A′(t)[X−1(t)]′, Ẏ −1 = −Y −1Ẏ Y −1 для det Y (t) 6= 0, нетрудно проверить,
что (6) является решением (5), а Θ1(ϑ) = C1.

Было бы интересно найти явный вид решения (1) в игре двух, трех и более иг-
роков. Авторам это сделать не удалось. Однако, если в системе Σ рассматривается
случай малого влияния второго и третьего игроков на скорость изменения ẋ(t), т. е.

Σ÷ ẋ = A(t) + u1 + εu2 + εu3, x(t0) = x0,

где ε > 0 малый параметр, то применяя метод малого параметра Пуанкаре можно
строить последовательность (по степеням ε), равномерно (по t) сходящуюся к реше-
нию системы (1). Этому варианту игры двух лиц посвящена статья [1].

Наконец, как показал случай одного игрока в игре Γ, здесь следует ограничиться
условиями Dii < 0, Ci < 0.

Переход на случай Dii > 0 хотя бы для одного игрока уже приводит к отсутствию
равновесия по Нэшу. Доказательству этого факта и будет посвящена следующая
теорема 2.

3. Случай отсутствия равновесия по Нэшу

Теорема 2. Если в Γ для хотя бы одного игрока i будет Dii > 0 (т. е. квадратич-
ная форма x′Diixi определенно положительна), то при любой начальной позиции
(t0, x0) ∈ [0, ϑ)×Rn, x0 6= 0n в дифференциальной игре Γ не существует равновесной
по Нэшу ситуации.

Доказательство. Согласно определению 1 в игре Γ не существует ситуации равно-
весия по Нэшу, если невозможен хотя бы один из трех максимумов в определении 1.
Покажем, что при D11 > 0 не существует первый максимум. Он не существует, если
для каждой ситуации U = (U1, U2, U3) ∈ A найдется стратегия U1 ∈ A1 и начальная

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2019, 1



Об одной нерешенной задаче в матричных дифференциальных уравнениях 67

позиция (t0, x0) ∈ [0, ϑ)× Rn, x0 6= 0n такие, что

J1(U1, U2, U3, t0, x0) > J1(U1, U2, U3, t0, x0). (7)

Докажем это неравенство в два этапа.
Этап 1. На этом этапе по ситуации U = (U1, U2, U3) ÷ (u1(t, x), u2(t, x), u3(t, x)) =

= (Q1(t)x,Q2(t)x,Q3(t)x) найдем функцию Беллмана V (t, x) такую, что
J1(U1, U2, U3, t0, x0) = V (t0, x0) ∀ (t0, x0) ∈ [0, ϑ) × Rn, x0 6= 0n (нулевой n-вектор).
Для этого составим функцию

W (t, x, u1, u2, u3, V ) =
∂V

∂t
+

(
∂V

∂x

)′
[A(t)x+ u1 + u2 + u3] +

+u′1D11u1 + u′2D12u2 + u′3D13u3. (8)

Для заданной ситуации U = (U1, U2, U3) ÷ (Q1(t)x,Q2(t)x,Q3(t)x), где
Qi(·) ∈ Cn×n[0, ϑ], найдем функцию Беллмана V (t, x) = x′Θ(t)x, Θ′(t) = Θ(t)

∀ t ∈ [0, ϑ], и такую, что

W [t, x] = W (t, x, u1 = Q1(t)x, u2 = Q2(t)x, u3 = Q3(t)x, V = V (t, x)) = 0, (9)

V (ϑ, x) = x′C1x. (10)

Первые два слагаемых функции W [t, x] из (8) представляют собой полную произ-
водную (по t) от функции Беллмана V (t, x) взятую вдоль решения x(t) векторного
дифференциального уравнения ẋ = A(t)x + u1 + u2 + u3, где ui = Qi(t)x есть ре-
ализация стратегии i-го игрока Ui ÷ Qi(t)x (i = 1, 2, 3), т. е. ui[t] = Qi(t)x(t). По-
этому ẋ(t) = A(t)x(t) + u1[t] + u2[t] + u3[t]. Кроме того, последние три слагаемых
из (8) есть подынтегральные слагаемые в функции выигрыша первого игрока, т. е.
u′1[t]D11u1[t] + u′2[t]D12u2[t] + u′3[t]D13u3[t]. Проинтегрируем теперь обе части равен-
ства (9) в пределах от t0 до ϑ. Тогда, с учетом (9) и (10)

0 =

ϑ∫
t0

W [t, x(t)]dt =

ϑ∫
t0

dV (t, x(t))

dt
dt+

+

ϑ∫
t0

(u′1[t]D11u1[t] + u′2[t]D12u2[t] + u′3[t]D13u3[t]) dt =

= V (ϑ, x(ϑ))− V (t0, x0) +

ϑ∫
t0

3∑
j=1

u′j[t]Dijuj[t] dt =
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= x′(ϑ)C1x(ϑ) +

ϑ∫
t0

3∑
j=1

u′j[t]Dijuj[t] dt− V (t0, x0).

Отсюда сразу следует справедливость равенства

J1(U1, U2, U3, t0, x0) = V (t0, x0). (11)

Найдем из (9) и (10) явный вид функции Беллмана V (t, x). Именно, будем стро-
ить решение V (t, x) равенств (9) и (10) в виде V (t, x) = x′Θ(t)x, Θ′(t) = Θ(t) при
∀ t ∈ [0, ϑ]. Тогда для V (t, x) получаем уравнение

∂V

∂t
+

(
∂V

∂x

)′
[A(t) +Q1(t) +Q2(t) +Q3(t)]x+

+x′
[
Q′1(t)D11Q

′
1(t) +Q′2(t)D12Q

′
2(t) +Q′3(t)D13Q

′
3(t)
]
x = 0, V (ϑ, x) = x′C1x.

Эти два тождества (по x ∈ Rn) имеют место, если

x′
[
Θ̇ + Θ

(
A(t) +

3∑
i=1

Qi(t)
)

+
(
A′(t) +

3∑
i=1

Q′i(t)
)

Θ +
3∑
j=1

Q′j(t)D1jQj(t)
]
x = 0,

Θ(ϑ) = C1. (12)

В свою очередь (12) выполнено, если симметричная n×n-матрица Θ(t) удовлетворяет
линейному неоднородному матричному дифференциальному уравнению

Θ̇ + Θ
(
A(t) +

3∑
i=1

Qi(t)
)

+
(
A′(t) +

3∑
i=1

Q′i(t)
)

Θ +
3∑
j=1

Q′j(t)D1jQj(t) = 0n×n,

с граничным условием Θ(ϑ) = C1. Можно простой подстановкой проверить, что это-
му уравнению удовлетворяет

Θ(t) = [X−1(t)]′
{
C +

ϑ∫
t

3∑
j=1

X ′(τ)Q′j(τ)D1jQj(τ)X(τ)dτ
}
X−1(t), (13)

где X(t) — фундаментальная матрица решения системы
dx

dt
= [A(t) +

3∑
i=1

Qi(t)]x,

X(ϑ) = En. Как было показано в замечании 1

d[X−1(t)]′

dt
= −

[
A′(t) +

3∑
i=1

Q′i(t)
]
[X−1(t)]′,

dX−1(t)

dt
= −X−1(t)

[
A(t) +

3∑
i=1

Qi(t)
]
, X−1(ϑ) = [X−1(ϑ)]′ = En. (14)
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Действительно, если через {. . .} обозначить выражение в фигурных скобках из (13),
то, согласно (13) и (14) получаем

dΘ(t)

dt
=
d[X−1(t)]′

dt

{
C +

ϑ∫
t

3∑
j=1

X ′(τ)Q′j(τ)D1jQj(τ)X(τ)dτ
}
X−1(t)+

+[X−1(t)]′
d{. . .}
dt

X−1(t) + [X−1(t)]′{. . .}dX
−1(t)

dt
=

= −
[
A′(t) +

3∑
i=1

Q′i(t)
]
[X−1(t)]′{. . .}X−1(t)−

3∑
j=1

Q′j(t)D1jQj(t)−

−[X−1(t)]′{. . .}X−1(t)
[
A(t) +

3∑
i=1

Qi(t)
]

=

= −
[
A′(t) +

3∑
i=1

Q′i(t)
]
Θ(t)−Θ(t)

[
A(t) +

3∑
i=1

Qi(t)
]
−

3∑
j=1

Q′j(t)D1jQj(t),

Θ(ϑ) = EnC1En = C1.

Итак, далее на этапе 2 будем использовать функцию Беллмана V (t, x) = x′Θ(t)x,
где симметричная n × n-матрица Θ(t) непрерывна и имеет явный вид (13), приме-
няем также ту же, что и на первом этапе, начальную позицию (t0, x0), стратегии
U2 ÷Q2(t)x, U3 ÷Q3(t)x второго и третьего игроков соответственно.

Этап 2. Перейдем непосредственно к доказательству строгого неравенства (7).
Здесь учтем импликацию [D11 > 0]⇒ [∃λ = const > 0 такая, что при ∀u1 ∈ Rn будет

u′1D11u1 ≥ λu′1u1 = λ ‖u1‖2 ], (15)

здесь λ > 0 — наименьший корень характеристического уравнения det[D11−λEn] = 0,
En — единичная матрица, ‖·‖ — евклидова норма. С учетом (8), (11), (15), при
u1 = βx, где постоянную β определим ниже, получаем

W (t, x, u1 = βx, u2 = Q2(t)x, u3 = Q3(t)x, V = V (t, x) = x′Θ(t)x) ≥

≥ ∂V (t, x)

∂x
+

[
∂V (t, x)

∂x

]′
[A(t)x+ βEnx+Q2(t)x+Q3(t)x]x+

+λβ2Enx
′x+ x′ [Q′2(t)D12Q2(t) +Q′3(t)D13Q3(t)]x =

= x′
{dΘ(t)

dt
+ Θ(t) [A(t) +Q2(t) +Q3(t)] + [A′(t) +Q′2(t) +Q′3(t)] Θ(t)+

+Q′2(t)D12Q2(t) +Q′3(t)D13Q3(t)
}
x+ x′λβ2Enx+ 2x′βΘ(t)x = x′M1(t, β)x,

где M1(t, β) = λβ2En + 2βΘ(t) +K1(t), причем n× n-матрица K1(t) не зависит от β.
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Перейдем к доказательству существования постоянной α∗ = α(U2, U3, t0, x0) > 0

такой, что при всех α ≥ α∗ квадратичная форма x′M(t, α)x будет определенно поло-
жительной для ∀ t ∈ [0, ϑ] и ∀x ∈ Rn. Заметим, что n×n-матрицаM(t, α) симметрич-
на. По критерию Сильвестра [3, с. 88] квадратичная форма x′M(t, α)x определенно
положительна, если положительны все ведущие (угловые) миноры ∆r (r = 1, . . . , n)

матрицы M(t, α), т. е. миноры, расположенные в первых r строках и первых r столб-
цах матрицы M(t, α), именно,

∆r(t, α) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λα2 + αl11(t) + k11(t) αl12(t) + k12(t) . . . αl1r(t) + k1r(t)

αl21(t) + k21(t) λα2 + αl22(t) + k22(t) . . . αl2r(t) + k2r(t)
...

... . . . ...
αlr1(t) + kr1(t) αlr2(t) + kr2(t) . . . λα2 + αlrr(t) + krr(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(r = 1, . . . , n).

Здесь скалярные функции lij(t), kij(t) непрерывны на [0, ϑ]. Раскрывая определитель
∆r(t, α) по убывающей степени параметра α, получаем

∆r(t, α) = a0α
2r + a1(t)α2r−1 + . . .+ a2r−1(t)α + a2r(t),

причем постоянная a0 = λr = ∆, а коэффициенты a1(t), . . . , a2r(t) непрерывны на
компакте [0, ϑ] и поэтому равномерно ограничены. Заметим, что равномерная огра-
ниченность приводит к существованию γr = const > 0 такой, что max

0≤t≤ϑ
|ap(t)| ≤ γr при

∀ p = 1, . . . , 2r. Покажем, что при α > γr
a0

+ 1 = α(U2, U3, t0, x0) = α∗ знак многочлена
при достаточно больших α определяется знаком его старшего члена, именно∣∣a1(t)α2r−1 + a2(t)α2r−2 + . . .+ a2r(t)

∣∣ < a0 α
2r.

Действительно∣∣a1(t)α2r−1 + a2(t)α2r−2 + . . .+ a2r(t)
∣∣ ≤ |a1(t)|α2r−1 + |a2(t)|α2r−2 + . . .+ |a2r(t)| ≤

≤ γr(α
2r−1 + . . .+ 1) = γr

α2r − 1

α− 1
.

Кроме того, [α > γr
a0

+ 1] ⇒ [γr < a0(α − 1)]. Поэтому, подставляя в предыдущее
неравенство вместо γr заведомо большую величину a0(α− 1), получаем∣∣a1(t)α2r−1 + a2(t)α2r−2 + . . .+ a2r(t)

∣∣ < a0(α− 1)
α2r − 1

α− 1
= a0(α2r − 1) < a0α

2r.

Итак, при ∀α ≥ γr = const > 0 и ∀ t ∈ [0, ϑ] имеет место∣∣a1(t)α2r−1 + a2(t)α2r−2 + . . .+ a2r(t)
∣∣ < a0α

2r
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и поэтому, напомним, знак многочлена ∆r(t, α) определяется при достаточно боль-
шом α знаком его старшего члена.

Аналогично для всех ведущих (угловых) миноров, выбрав ∀α > max
r=1,...,n

γr = α∗ мы
с помощью стратегии первого игрока U1÷αx обеспечиваем положительность всех ∆r

(r = 1, . . . , n) и значит (по критерию Сильвестра) положительную определенность
квадратичной формы x′M(t, α)x при ∀x ∈ Rn, x 6= 0n, t ∈ [0, ϑ].

Перейдем, наконец, к доказательству существования стратегии первого игрока
U1 ∈ A1 такой, что выполнено неравенство (7). Для этого снова составим скалярную
функцию (8):

Wt[t, x] = W (t, x, u1 = αx, u2 = Q2(t)x, u3 = Q3(t)x, V (t, x) = x′Θ(t)x) = x′M1(t, α)x.

В стратегии первого игрока U1 ÷ αx используем те α, при которых

x′M1(t, α)x > 0 ∀ t ∈ [0, ϑ], x ∈ Rn, x 6= 0n.

Пусть теперь x(t), t ∈ [t0, ϑ] — решение системы

ẋ(t) = [A(t) + βEn +Q1(t) +Q2(t)]x, x(t0) = x0 6= 0n.

Это решение, в силу x0 6= 0n будет x(t) 6= 0n ∀ t ∈ [t0, ϑ]. В самом деле, если бы
∃ t1 ∈ (t0, ϑ] такой момент времени, что x(t1) = 0n, то тогда бы в момент t1 через точ-
ку 0n «проходили» бы два решения: тривиальное x(t) ≡ 0, t ∈ [t0, ϑ] и x(t), что про-
тиворечит теореме о единственности решения однородной линейной системы обык-
новенных дифференциальных уравнений. Итак, по импликации x0 6= 0n ⇒ x(t) 6= 0n
∀ t ∈ [t0, ϑ] получаем (с учетом определенной положительности квадратичной формы
x′M(t, α)x)

x′(t)M(t, α)x(t) > 0 ∀ t ∈ [t0, ϑ].

Возвращаясь к (8), приходим к

W [t] = W (t, x, u1 = βx, u2 = Q2(t)x, u3 = Q3(t)x, V (t, x) = x′Θ(t)x)
∣∣∣
x=x(t)

=

= x′(t)M(t, α)x(t) > 0 ∀ t ∈ [t0, ϑ].

Интегрируя обе части полученного неравенства в пределах от t0 до ϑ

0 <

ϑ∫
t0

W [t]dt =

ϑ∫
t0

dV (t, x(t))

dt
dt+
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+

ϑ∫
t0

(
u′1[t]D11u1[t] + u′2[t]D12u2[t] + u′3[t]D13u3[t]

)
dt =

= V (ϑ, x(ϑ))− V (t0, x0) +

ϑ∫
t0

3∑
j=1

u′j[t]D1juj[t] dt =

= x′(ϑ)C1x(ϑ) +

ϑ∫
t0

3∑
j=1

u′j[t]D1juj[t] dt− V (t0, x0),

здесь u1[t] = βx(t), u2[t] = Q2(t)x(t), u3[t] = Q3(t)x(t).
С учетом (11) отсюда сразу следует строгое неравенство (7). Как уже упомянуто

в начале доказательства, получаем, что при D11 > 0 в игре Γ не существует ситуации
равновесия по Нэшу. �

Замечание 2. Так как если Dij > 0 при хотя бы одном i ∈ {1, 2, 3}, то в этом случае
использовать концепцию равновесия по Нэшу в качестве решения игры Γ не имеет
смысла. В дальнейшем будет показано, что при Dii > 0 и Ci > 0 (i = 1, 2, 3) в игре Γ

могут существовать равновесие возражений и контрвозражений.
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Model of Oscillations of Earth’s Poles Based on Gravitational Tides.

Kumakshev S. A.

Abstract.
A model of oscillations of Earth’s poles is constructed on the basis of the analysis of the

gravitational torques from Sun and Moon. The model reflects physical processes and does not
imply using curve fitting techniques, based, for example, on the polynomial approximation.
Within the framework of this model, the Chandler frequency is interpreted as the fundamental
frequency of oscillations of the mechanical system and the annual frequency as the frequency of
the excitation force. A fine mechanism of excitation of the oscillations based on the combination
of natural and forced frequencies is revealed. The model has only six parameters that can be
identified by applying the least squares technique to the experimental data of the International
Earth Rotation and Reference Systems Service. The prediction provided by the proposed model
has high degree of accuracy for an interval of several years.

Keywords: Earth’s Pole Oscillations, Gravitational Torques

1. Физические основы модели

Если бы Земля представляла собой идеальный твердый шар и ее движение было
бы невозмущенным, то точки пересечения оси вращения с поверхностью Земли (по-
люса) были бы неподвижны. В конце XVIII в. Эйлер, строя теорию вращательного
движения твердого тела с закрепленной точкой в отсутствие внешних сил, показал,
что если учесть эллипсоидальную форму Земли, то ось вращения будет совершать
круговые (прецессионные) движения с периодом 305 суток. Это означает периоди-
ческие изменения широт наземных пунктов, так как они измеряются относительно
“неподвижных” звезд. Астроном Чандлер, наблюдая за движением звезд, в 1891 году
открыл, что на самом деле периодичность имеет две основных компоненты: годичная
и с плавающим периодом 410–435 суток (чандлеровская). Сейчас это явление назы-
вают движением полюсов Земли. Этот процесс проиллюстрирован на рис. 1. Размах
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колебаний полюса в течении года может достигать несколько десятков метров [1, 2].
Из-за этой неравномерности вращения Земли помимо оперативного внесения попра-
вок в современные системы навигации ГЛОНАСС/GPS также нужно вносить по-
правку в длину суток [3]. Построение простой модели с ясным физическим смыслом
является актуальной задачей.

Рис. 1. Движение полюса Земли с 1996 г. по 2000 г. (пунктир) и эво-
люция условного центра спиралевидного движения с 1890 г. по 2000 г.
(сполшная линия).

В соответствии с классической теорией колебаний процесс движения полюсов
Земли состоит из колебаний на собственных частотах и колебаний с частотами вы-
нуждающих сил.

В рамках предложенной модели, вынуждающие силы — это силы гравитацион-
ной природы, действующие от других тел в солнечной системе. Земля испытывает не
только океанические приливы, но и ежесуточные поднятия и опускания поверхности
материков с размахом примерно 1 м. Такой “горб”, бегущий по поверхности Земли
и созданный каким-либо массивным небесным телом, создает “плечо” для возникно-
вения гравитационных моментов от воздействия других небесных тел. Эти моменты
(наиболее заметны два из них — солнечный и лунный) и играют роль вынуждающих
сил. Наиболее сильное воздействие Земля испытывает от Солнца (примерно в 200
раз больше, чем от Луны), поэтому наиболее заметная вынуждающая сила имеет
период обращения Земли вокруг Солнца — 1 год.
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Колебания на собственных частотах должны со временем затухать, но для Земли
этого не происходит. Дело в резонансе (совпадении) первой собственной частоты Зем-
ли (известной как чандлеровской частоты) и комбинации частот вынуждающих сил.
Этот резонанс обеспечивает поступление энергии и продолжение колебаний с соб-
ственной частотой. Комбинационный резонанс возникает при совпадении собствен-
ной частоты Земли с комбинацией частот внешних воздействий — от Солнца и Луны.
Движение Луны является довольно сложным по сравнению с движением Земли во-
круг Солнца. Выделим четыре основные особенности.

Орбита Луны вокруг Земли имеет форму эллипса, в одном из фокусов которого
находится Земля. Эксцентриситет орбиты меняется почти в два раза (от 0,04 до
0,07) с периодом 8,85 лет. Ближе всего к нашей планете спутник оказывается в точке
перигея; дальше всего — в апогее. Прямая, соединяющая две эти точки, проходит
через центр Земли и называется линией апсид (совпадает с большой осью эллипса).
Линия апсид вращается и делает полный оборот за 8,85 лет.

Плоскость орбиты Луны наклонена к плоскости эклиптики (плоскости вращения
Земли вокруг Солнца). Угол между плоскостями испытывает колебания в диапазоне
от 4◦59’ до 5◦19’ с периодом 18,6 лет. Точки пересечения лунной орбиты плоскости
эклиптики названы восходящим и нисходящим узлами. Воображаемая прямая, ко-
торая соединяет две эти точки, называется линия узлов. Линия узлов совершает
полный оборот за 18,6 лет.

Таким образом, комбинационный резонанс возникает при совпадении собствен-
ной частоты Земли (чандлеровская частота 0,84) с разностью частот внешних воз-
действий — вращения Земли вокруг Солнца (с периодом 1 год и частотой 1) и пе-
риодическими возмущениями орбиты Луны (с периодом 8,85 и 18,6 лет и частотами
соответственно 0,11 и 0,05): 1-0,11-0,05=0,84, см. [4].

Фурье анализ колебаний полюса, приведенный на рис. 2, подтверждает наличие
двух основных гармоник с периодом год и 14 месяцев. При этом годичная гармо-
ника имеет острый пик, а пик на чандлеровской частоте (в районе 0.84) является
размытым и более мощным за счет резонанса.

Некоторые исследователи полагают, что годичная частота имеет “сезонный” ха-
рактер и обусловлена перемещением масс в атмосфере и океане. Однако такие пере-
мещения не регулярны от года к году и имеют довольно хаотичный характер. Уже в
силу только этого они не могут обеспечить остроту годичного пика — в отличии от
регулярного обращения Земли вокруг Солнца.

В силу физического смысла предложенной модели естественным и принципи-
альным следствием будет размытость чандлеровского пика, поскольку собственная
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Рис. 2. Частотный анализ движения полюса Земли.

частота Земли зависит от формы и меняется при гравитационных приливах в ее ман-
тии. Очевидно, что и нерегулярные (даже хаотические) перемещения в атмосфере и
океанах вносят свой вклад именно в размытость чандлеровской гармоники.

2. Математическая модель первого приближения

Введем связанную с Землей декартову систему координат, оси которой направ-
лены вдоль главных центральных осей инерции A, B и C. Предположим, что малые
деформации Земли происходят, главным образом, в радиальном направлении. Для
построения модели вращательного движения относительно центра масс представим
уравнения вращения Земли в форме классических уравнений Эйлера-Лиувилля с
переменным тензором инерции J [1], [2], [9], [10]:

Jω̇ + ω × Jω = M, ω = (p, q, r)T , J = J∗ + δJ, J∗ = const

J∗ = diag(A∗, B∗, C∗), δJ = δJ(t), ‖δJ‖ � ‖J∗‖.
(1)

Здесь ω — вектор угловой скорости в некоторой связанной с Землей системе
координат (референц-системе [5]), которая приближенно совпадает с главными цен-
тральными осями инерции J∗ “замороженной” Земли [1]-[5], [8]. Дополнительные воз-
мущающие члены, получающиеся при дифференцировании вектора кинетического
момента деформируемой Земли [7], отнесены к вектору M . Считается, что малые
вариации тензора инерции δJ могут содержать различные гармонические составля-
ющие, обусловленные влиянием суточных приливов от Солнца и Луны и, возможно,
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другие (годичные, полугодичные, месячные, полусуточные и более короткопериоди-
ческие). В качестве основных возмущающих внешних моментов силM , вызывающих
нутационные колебания, принимаются гравитационные воздействия. Возможное на-
личие слагаемого типа J̇ω не приводит к уточнению модели первого приближения.

Кинематические уравнения Эйлера, задающие ориентацию связанных осей отно-
сительно орбитальной системы координат, имеют вид [9]:

θ̇ = p cosϕ− q sinϕ− ω0(ν) sinψ, ν̇ = ω0(ν) = ω∗(1 + e cos ν)2

ψ̇ =
p sinϕ+ q cosϕ

sin θ
− ω0(ν) ctg θ cosψ, e = 0.0167

ϕ̇ = r − (p sinϕ+ q cosϕ) ctg θ + ω0(ν)
cosψ

sin θ

(2)

Здесь ν(t) — истинная аномалия, e — эксцентриситет орбиты, ω∗ — постоянная,
определяемая гравитационным и фокальным параметрами. При исследовании систе-
мы (1), (2) в ситуации, отвечающей движению полюса, пропорциональные ω0 члены
уравнений (2) оказываются существенно бoльшими по сравнению с p, q (приблизи-
тельно в 300 раз) и определяющими для θ̇, ϕ̇. В научной литературе это важное
свойство не отмечено, а указанные выше члены необоснованно отбрасывались [1]-[5].

Структура выражений для компонент момента сил гравитации от Солнца имеет
вид [10]:

Mq = 3ω2 [(A∗ + δA− (C∗ + δC))γrγp + δJpqγrγq+

+δJpr(γ
2
r − γ2

p)− δJrqγpγq
]
, ω = ω∗(1 + e cos ν)3/2

γp = sin θ sinϕ, γq = sin θ cosϕ, γr = cos θ

(3)

Для вычисления Mp,r в (3) делается циклическая перестановка индексов p, q,
r. Из анализа (3) следует, что годичная компонента колебаний полюса может быть
обусловлена слагаемым, содержащим произведения направляющих косинусов γpγr и
γqγr. Для их вычисления в первом приближении интегрируются уравнения (3):

r = r0, ϕ ≈ rt+ ϕ0, ν ≈ ω∗t+ ν0, cos θ(ν) = a(θ0, ψ0) cos ν

θ(0) = θ0 = 66◦33′, 0.4 ≤ a ≤ 1, 0 ≤ ψ0 ≤ 2π

cos θ sin θ = b(θ0, ψ0) cos ν + d cos 3ν + . . . , 0.4 ≤ b ≤ 4

3π
, |d| � 1

(4)

Вторая и более высокие гармоники по ν приводят к величинам, меньшим основ-
ных в 102−103 раз, и поэтому не учитываются. Величина B∗−A∗ также существенно
меньше, чем C∗ − A∗ (приблизительно в 160 раз). Оценка членов уравнений (1) для
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p, q приводит с учетом выражений (4) после усреднения по быстрой фазе ϕ к упро-
щенной аналитической модели вида

ṗ+Npq = κqr
2 + 3bω2

∗χp cos ν, Np,q ≈ N =
2π

T1

≈ 0.84ω∗

q̇ −Nqp = −κpr2 − 3bω2
∗χq cos ν, p(0) = p0, q(0) = q0

(5)

Здесь κp, κq — средние значения δJpr/B∗, δJqr/A∗, которые могут быть медлен-
ными функциями. Величины χp, χq получаются в результате усреднения по ϕ коэф-
фициентов при cos ν в компонентах момента гравитационных сил Солнца. Они обу-
словлены, как отмечалось, суточными приливами. Моменты сил гравитации Луны
не учитываются из-за относительной малости их влияния на нутационные колеба-
ния вследствие значительного различия частот. Правые части уравнений (5) содер-
жат в явной форме гармоническое воздействие с годичным периодом, объясняющее
механизм нутационных колебаний, регистрируемых наблюдениями МСВЗ. Хотя чув-
ствительность коэффициентов κp,q на 5 порядков выше, чем χp,q, явный регулярный
механизм годичного (силомоментного) воздействия с требуемой согласно оценкам
амплитудой Mh ∼ 1020кг м2с−2 посредством внутренних геофизических факторов
(атмосферных, океанических, сезонных и т. п.) представляется несостоятельным в
механическом аспекте. Частотный анализ годичной компоненты колебаний также
свидетельствует о несостоятельности геофизической интерпретации [1].

3. Численные результаты

Величины коэффициентов κp,q, χp,q и начальные значения p0, q0 в (5) неизвестны.
Они подлежат определению на основе данных наблюдений МСВЗ [3]. Вводя пере-
менные x(τ) = p(t), y(τ) = q(t), где τ = t/Th — время, измеряемое годами, получим
структуру решения системы (5) вида [10]:

x(τ) = c0
x + c1

xτ − acx cos 2πΩτ + asx sin 2πΩτ−

− Ω
1−Ω2d

c
x cos 2πτ − 1

1−Ω2d
s
x sin 2πτ ;

y(τ) = c0
y + c1

yτ + acy cos 2πΩτ + asy sin 2πΩτ−

− Ω
1−Ω2d

c
y cos 2πτ + 1

1−Ω2d
s
y sin 2πτ ;

Ω = 0.845.

(6)
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Здесь ac,sx,y, c0,1
x,y, dc,sx,y величины, подлежащие вычислению с помощью метода наи-

меньших квадратов [11] по данным измерений МСВЗ [3]. Эти коэффициенты одно-
значно связаны с неизвестными, содержащимися в системе (5). При этом следует
иметь в виду равенства

−acx = asy, asx = acy; −Ωdcx = dsy, dsx = Ωdcy, (7)

являющиеся структурным свойством модели.
Далее излагаются результаты расчетов на основе метода наименьших квадра-

тов [11], который применялся независимо к переменным x(τ), y(τ) в виде шестимер-
ной аппроксимации согласно модели (6):

x(τ) = 0.0839 + 0.0033τ − 0.0027 cos(2πΩτ)− 0.0464 sin(2πΩτ)−
−0.0221 cos(2πτ)− 0.0946 sin(2πτ),

y(τ) = 0.3266 + 0.0062τ − 0.0482 cos(2πΩτ) + 0.0027 sin(2πΩτ)−
−0.0862 cos(2πτ) + 0.0170 sin(2πτ).

Ω = 0, 845.

(8)

Сравнение коэффициентов (в соответствии со структурным свойством (7)) опре-
деляющих чандлеровские составляющие колебаний, а также коэффициентов (с уче-
том множителя Ω = 0, 845), отвечающих годичной компоненте подтверждает указан-
ное выше структурное свойство модели.

На фиг. 3 и 4 приводятся экспериментальные данные и теоретические кривые
соответственно x(τ) и y(τ), состоящие из интерполяции ежедневных измерений на 7-
летнем промежутке времени, начиная с 2010 г. по конец 2016 г., и прогноза до конца
2018 г. Максимальные отклонения интерполяционной кривой от экспериментальных
данных равны ∆x = 0, 0472, ∆y = 0, 0318, что свидетельствует об удовлетворительной
точности построенной модели.

Заключение

Надежный прогноз движения полюса весьма важен при решении задач инерци-
альной навигации [6] на достаточно длительных для практических целей интервалах
времени и при исследованиях ряда астрометрических и геофизических проблем [1, 5].

Данная модель участвовала в международном конкурсе [12], где были представ-
лены другие модели, построенные на использовании разного рода математических
подгонок и аппроксимаций и содержащие большое количество подгоночных коэф-
фициентов. Несмотря на простоту и малое количество параметров (всего 6), данная
модель по предсказанию положения полюса вошла в число лидеров.
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Рис. 3. Компонента x: экспериментальные данные и теоретическая
кривая, состоящая из интерполяции на 7-летнем промежутке времени,
начиная с 2010 г. по конец 2016 г., и прогноза на два года.

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

2010 2016 2019

y

Рис. 4. Компонента y: экспериментальные данные и теоретическая
кривая, состоящая из интерполяции на 7-летнем промежутке времени,
начиная с 2010 г. по конец 2016 г., и прогноза на два года.
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On Some Dilation Problem.

Elsaev Ya. V.

Abstract. The study of completely positive linear maps is motivated by applications of
the theory of completely positive linear maps to quantum information theory, where operator
valued completely positive linear maps on C∗-algebras are used as a mathematical model for
quantum operations and quantum probability. Stinespring in the first part of 20 century showed
that a completely positive linear map ϕ from A to the C∗-algebra L (H ) of all bounded linear
operators acting on a Hilbert space H is of the form ϕ(·) = S∗π(·)S, where π is a ∗-representation
of A on a Hilbert space K and S is a bounded linear operator from H to K . The aim of this
article is to consider some dilation problem for completely positive maps defined on an abstract
Hilbert C∗-module and taking value in a Hilbert C∗-module of linear continuous operators from
a Hilbert space H to a Hilbert space K. We prove an analogue of Stinespring theorem for these
maps and show that any two minimal Stinespring representations are unitarily equivalent.

Keywords: Completely positive maps, ∗-representation, locally compact group, Stinespring
representation, Hilbert C∗-module, locally C∗-algebra.

Предварительные сведения

Теория модулей над инволютивными топологическими алгебрами является ак-
тивно развивающейся областью современной математики, находящейся на стыке
многих высокоразвитых дисциплин, что нашло отражение и в монографической ли-
тературе [3, 15]. В последние годы в поле зрения исследователей оказались вполне
положительные отображения, действующие в таких модулях ([1, 2, 4, 5, 9, 13, 14]). Из-
вестная конструкция Стайнспринга ([16]), позволяющая рассматривать вполне поло-
жительное отображение на C?-алгебре со значением в гильбертовом пространстве H,
как ∗-представление этой же алгебры, но в некотором другом гильбертовом про-
странстве K, в некотором смысле имеет место и для гильбертовых C?-модулей. Цель
настоящей заметки — продолжить этот круг исследований и получить обобщенную
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конструкцию Стайнспринга для конечных наборов ковариантных относительно дей-
ствия локально компактной группы, вполне положительных отображений, заданных
на гильбертовом модуле над локальной C∗-алгеброй.

Здесь мы приведем некоторые предварительные сведения, необходимые для даль-
нейшего. Цель настоящего раздела — зафиксировать терминологию, обозначения и
ввести требуемые понятия. Все необходимые сведения о локальных C?-алгебрах и
гильбертовых модулях над ними можно найти в [6, 12]. Все алгебры рассматриваются
над полем комплексных чисел.

Алгебра с инволюцией A называется инволютивной LMC-алгеброй, если A — это
локально выпуклое топологическое векторное пространство, где топология задается
семейством полунорм (pλ)λ∈Λ, удовлетворяющих следующим условиям:

a) pλ(xy) ≤ pλ(x)pλ(y) для любых x, y ∈ A и любого λ ∈ Λ;
b) pλ(x) = pλ(x

?) для любых x ∈ A,λ ∈ Λ.

Если инволютивная LMC-алгебра полна, то она называется локальной C?-алгеброй,
если справедливо равенство

c) pλ(xx
?) = pλ(x)2 для любых x, y ∈ A, λ ∈ Λ.

Полунормы, обладающее указанными свойствами называется C?-полунормами.
Множество всех C?-полунорм алгебры A обозначим через S(A). На множестве S(A)

можно ввести частичный порядок p ≤ q если p(x) ≤ q(x) для любого x ∈ A. Если
в локальной C?-алгебре существует единица, то алгебра называется унитальной.
Рассмотрим некоторые примеры локальных C?-алгебр.

Пример 1. Каждая C?-алгебра является локальной C?-алгеброй.

Пример 2. Каждая замкнутая ?-подалгебра локальной C?-алгебры также является
локальной C?-алгеброй.

Пример 3. П усть ∆ — направленное вверх множество индексов, {Hλ}λ∈∆ — семей-
ство гильбертовых пространств, таких что Hλ ⊂ Hµ и

〈·, ·〉λ = 〈·, ·〉µ|Hλ , λ ≤ µ,

где 〈·, ·〉λ — скалярное произведение в пространстве Hλ, λ ∈ ∆. Рассмотрим теперь
локально выпуклое пространство

H := lim
→
Hλ =

⋃
λ

Hλ.
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Это пространство с топологией индуктивного предела называется локальным
гильбертовым пространством. Обозначим через L(H) пространство линейных опе-
раторов T : H → H, таких что

T = lim
→
Tλ, Tλ ∈ L(Hλ),

где L(Hλ) — пространство линейных ограниченных операторов, действующих в Hλ

и (Tλ)λ∈∆ — семейство операторов Tλ ∈ L(Hλ) для любого λ ∈ ∆. Тогда L(H) бу-
дет алгеброй и кроме того с каждым семейством (Tλ)λ∈∆ можно связать семейство
(Tλ)

?
λ∈∆, где T ?λ ∈ L(Hλ). Тогда отображение

? : L(H)→ L(H); T 7→ T ? = lim
→
T ?λ

будет инволюцией, заданной на L(H). Если ‖ · ‖λ — операторная норма, заданная на
L(Hλ), то функция

pλ(T ) := ‖Tλ‖λ; T ∈ L(H)

будет C?-полунормой на L(H) для каждого λ ∈ ∆ и L(H) — это локальная C?-алгебра
относительно семейства полунорм {pλ}λ∈∆.

Пусть H = lim
→
Hλ и K = lim

→
Kλ — локальные гильбертовы пространства. Ли-

нейный оператор T : H → K называется унитарным (изометрическим), если для
любого λ ∈ Λ, Tλ : Hλ → Kλ — унитарный (изометрический) оператор, действую-
щий в гильбертовых пространствах Hλ и Kλ и T = lim

→
Tλ. Аналогично определяется

частичная изометрия T : H → K. Линейный оператор T : H → K называется ча-
стичной коизометрией, если T ? : K → H – частичная изометрия.

Имеет место следующее утверждение.

Теорема 1. ([7], Теорема 5.1). Каждая локальная C?-алгебра A изоморфна замкну-
той ?-подалгебре L(H), где H — некоторое локальное гильбертово пространство.

Пусть A и B локальные C?-алгебры. Линейное отображение ϕ : A → B назы-
вается (?)-гомоморфизмом алгебр A и B, если для любых x, y ∈ A выполняются
равенства:

ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y); ϕ(x?) = ϕ(x)?.

Пусть A — локальная C?-алгебра, а H — локальное гильбертово пространство. Пред-
ставлением алгебры A в H называется непрерывный ?-гомоморфизм из A в L(H).

Напомним, что для локальной C?-алгебры A элемент x ∈ A называется
положительным, если x = x? и σ(x) ⊂ R+, где σ(x) — это спектр элемента x.

Через Mn(A) обозначим ?-алгебру всех матриц над алгеброй A, где сложение и
умножение матриц, а также умножение на элемент основного поля задаются как и в
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случае скалярных матриц. Линейное отбражение ϕ : A→ B локальных C?-алгебр на-
зывается вполне положительным, если линейное отображение ϕn : Mn(A)→Mn(B),
заданное формулой

ϕn([aij]
n
i,j=1) = [ϕ(aij)]

n
i,j=1,

является положительным для всех n ∈ N.
Квадратную n × n матрицу линейных отображений (ϕij)

n
i,j=1 из A в B можно

рассматривать как линейное отображение [ϕ] : Mn(A) → Mn(B) матричных алгебр,
заданное формулой

[ϕ]((aij)
n
i,j=1) = (ϕij(aij))

n
i,j=1.

Будем говорить, что матрица (ϕij)
n
i,j=1 — это n-вполне положительное отображение

из A в B, если [ϕ] — вполне положительное отображение из Mn(A) в Mn(B).
Предгильбертовым A-модулем называется комплексное векторное пространство

E, которое также является правым A-модулем, снабженное полуторалинейной фор-
мой 〈·, ·〉 : E × E → A, удовлетворяющее свойствам

〈x, x〉 ≥ 0 для любого x ∈ E; (1)

〈x, x〉 = 0⇔ x = 0 для любого x ∈ E; (2)

〈x, y〉? = 〈y, x〉 для любых x, y ∈ E; (3)

〈x, ya〉 = 〈y, x〉a для любых x, y ∈ E; a ∈ A. (4)

Будем говорить, что E — это гильбертов A-модуль, если E полон как топологическое
векторное пространство относительно топологии, задаваемой системой полунорм:

{p}p∈S(A), где p :=
√
p〈x, x〉, x ∈ V.

Гильбертов модуль E над локальной C?-алгеброй A называется полным, если A сов-
падает с подалгеброй, порожденной элементами {〈x, y〉 : x, y ∈ E}. Пусть E и F —
гильбертовы модули над локальной C?-алгеброй A. C-линейное и A-линейное отобра-
жение T : E → F называется ограниченным оператором из E в F , если для каждой
полунормы p ∈ S(A) найдется такое число Mp > 0, что справедливо неравенство
pF (Tx) ≤ MppE(x) для любых x ∈ E. Будем говорить, что ограниченный опера-
тор T : E → F допускает сопряженный, если существует ограниченный оператор
T ? : F → E, такой что для любых x ∈ E, y ∈ F справедливо равенство

〈y, Tx〉 = 〈T ?y, x〉.

Множество всех операторов, допускающих сопряженный, действующих в гильберто-
вых A-модулях E в F , обозначается через LA(E,F ). Множество LA(E,F ) является
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локальной C?-алгеброй с топологией, задаваемой семейством C?-полунорм (p)p∈S(A)

и инволюцией T 7→ T ?.
Следующая конструкция доставляет важный пример гильбертовых A-модулей.

Пусть H и K — локальные гильбертовы пространства. Тогда L(H,K) будет гильбер-
товым L(H)-модулем со следующими операциями:

модульное отображение — (T, S) 7→ TS : L(H,K)×L(H)→ L(H,K), для любых
T ∈ L(H,K), S ∈ L(H);

внутреннее произведение — (T, S) 7→ T ?S : L(H,K) × L(H,K) → L(H), для
любых T, S ∈ L(H,K).

Пусть A,B — локальные C?-алгебры, E,F — гильбертовы модули над алгебрами
A и B соответственно. Отображение u называется ϕ-морфизмом (ϕ-отображением)
гильбертовых модулей, если найдется непрерывный ?-гомоморфизм (отображение)
ϕ : A→ B, такой что 〈u(x), u(y)〉 = ϕ(〈x, y〉) для любых x, y ∈ E. Пусть ϕ : A→ B —
непрерывный ?-гомоморфизм. Отметим, что для ϕ-морфизма u : E → F справедли-
вы следующие свойства ([10], Замечание 3.2):

1) u — линейное, непрерывное отображение;
2) u(xa) = u(x)ϕ(a) для любых x ∈ E, a ∈ A. Можно показать, что непрерыв-

ность отображения ϕ : A → B влечет непрерывность ϕ-отображения u : E → F .
Изоморфизмом гильбертовых модулей E и F называется биективное отображение
u : E → F , такое что u и u−1 — морфизмы гильбертовых модулей. Если E и F пол-
ные гильбертовы модули, а u : E → F — изоморфизм, то ϕ : A → B — изоморфизм
локальных C?-алгебр ([10], Утверждение 3.4). Пусть A — локальная C?-алгебра, H и
K — локальные гильбертовы пространства. Представлением гильбертова A-модуля
E в пространствах H и K называется непрерывный морфизм πE : E → L(H,K).

ПустьX — топологическое векторное пространство и A ⊂ X. Через [A] обозначим
замкнутое линейное подпространство в X, порожденное множеством A.

1. Основной результат

Рассмотрим гильбертов A-модуль E над локальной C?-алгеброй A. Пусть
H,K — локальные гильбертовы пространства и Φi, i ∈ {1, . . . , n} — отображения
Φi : E → L(H,K).

Набор n отображений Φ = (Φ1, . . . ,Φn) называется вполне положительным, если
существует n-вполне положительное отображение [ϕ] из A в L(H), такое что

[〈Φi(x),Φj(y)〉]ni,j=1 = [ϕij〈x, y〉]ni,j=1, ∀x, y ∈ E.
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Пусть G — локально компактная группа и E — полный гильбертов A-модуль.
Непрерывным действием G на E называется унитарный гомоморфизм групп t 7→ ηt,
из G в Aut(E) — группу всех изоморфизмов гильбертова A-модуля, такой что отоб-
ражение t 7→ ηt(x) из G в E непрерывно для любого x ∈ E. Тройка (G, η, E) на-
зывается динамической системой на гильбертовом A-модуле E. Пусть t 7→ ut и
t 7→ u′t — унитарные представления G на локальных гильбертовых пространствах
H и K. Конечный набор {Φ1, . . . ,Φn} вполне положительных, непрерывных отбра-
жений Φi : E → L(H,K) называется (u′, u)-ковариантным относительно (G, η,E),
если для любых x ∈ E, i ∈ {1, . . . , n}, t ∈ G выполняется равенство

Φi(ηt(x)) = u′tΦi(x)u?t .

Отметим, что непрерывное действие t 7→ ηt группы G на E индуцирует од-
нозначно определенное непрерывное действие αηt группы G на алгебре A ([10],
Утверждение 3.8). Пусть (G, η, E) динамическая система на гильбертовом A-модуле
E. Ковариантным представлением динамической системы (G, η, E) называет-
ся пятерка (w, πE, v,H,K), где H и K — локальные гильбертовы пространства,
πE : E → L(H,K) представление гильбертова A-модуля E, v : G → U(H) и
w : G → U(K) — унитарные ?-представления G в H и K соответственно, такие,
что

πE(ηt(x)) = wtπE(x)v?t

для любых t ∈ G и x ∈ E.

Следующая теорема является обобщенной, ковариантной версией конструкции
Стайнспринга для [ϕ]-отображений, где [ϕ] — n-вполне положительное, непрерывное
отображение.

Теорема 2. Пусть A — унитальная локальная C?-алгебра относительно семей-
ства полунорм (Pλ)λ∈Λ, E — полный гильбертов A-модуль, H = lim

→
Hλ и K = lim

→
Kλ,

λ ∈ Λ — локальные гильбертовы пространства, [ϕ] : A → L(H) — непрерывное, n-
вполне положительное отображение, Φi : E → L(H,K), i ∈ {1, . . . , n} — [ϕ]-вполне
положительный, (u′, u)-ковариантный относительно (G, η,E) набор отображений.
Тогда существует локальные гильбертовы пространства — HΦ, KΦ, ковариантное
представление гильбертова модуля E — (wΦ, πΦ, vΦ, HΦ, KΦ), семейства изометрий
SΦ
i : H → HΦ и частичных коизометрий WΦ

i : K → KΦ, i ∈ {1, . . . , n}, такие что:
1. Φi(x) = W ?

i π
Φ(x)Si для любого x ∈ E и каждого i ∈ {1, . . . , n};
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2. vΦ
t S

Φ
i = SΦ

i ut для любого t ∈ G и каждого i ∈ {1, . . . , n};

3. wΦ
t W

Φ
i = WΦ

i u
′
t для любого t ∈ G и каждого i ∈ {1, . . . , n};

4. [{πΦ(E)SΦ
i (H)}; 1 ≤ i ≤ n] = KΦ;

5. [{π[ϕ](A)SΦ
i (H)}; 1 ≤ i ≤ n] = HΦ, где π[ϕ] : L(HΦ) → L(HΦ) — непрерывный

?-гомоморфизм, ассоциированный с πΦ.

Доказательство. Докажем существование πΦ, HΦ и SΦ
1 , . . . , S

Φ
n . Мы обозначим через

(A ⊗ H)n прямую сумму n-копий алгебраического тензорного произведения A ⊗ H.
Отметим, что произвольный элемент векторного пространства (A⊗H)n имеет вид

(

m1∑
s=1

a1s ⊗ ξ1s, . . . ,
mn∑
s=1

ans ⊗ ξns) и m = max{m1, . . . ,mn}.

Дополнив суммы при необходимости нулями, можем полагать, что произволь-

ный элемент пространства (A ⊗ H)n можно представить как
m∑
s=1

(ais ⊗ ξis)
n
i=1. Рас-

смотрим теперь на векторном пространстве (A ⊗ H)n семейство отображений
〈·, ·〉λ : (A⊗H)n × (A⊗H)n → C, λ ∈ Λ, заданных следующим образом:

〈 m∑
s=1

(ais ⊗ ξis)ni=1,
l∑

t=1

(bjt ⊗ ηjt)nj=1

〉
λ

=

m,l∑
s,t=1

n∑
i,j=1

〈ξis, ϕij(a?isbjt)ηjt〉λ.

При каждом λ ∈ Λ отображение является C-линейным по второй переменной и
сопряженно-линейным по первой. Кроме того, справедливо следующее равенство:

(〈 m∑
s=1

(ais ⊗ ξis)ni=1,

l∑
t=1

(bjt ⊗ ηjt)nj=1

〉
λ

)?
=

m,l∑
s,t=1

n∑
i,j=1

(
〈ξis, ϕij(a?isbjt)ηjt〉λ

)?
=

=

m,l∑
s,t=1

n∑
i,j=1

〈ηjt, (ϕij(a?isbjt))?ξis〉 =
〈 l∑
t=1

(bjt ⊗ ηjt)nj=1,
m∑
s=1

(ais ⊗ ξis)ni=1

〉
λ

для любых (ais ⊗ ξis)ni=1, (bjt ⊗ ηjt)nj=1 ∈ (A ⊗H1)n, λ ∈ Λ. Наконец, имеет место еще
одно свойство отображения 〈·, ·〉λ, позволяющее задать на подходящем факторпро-
странстве (A⊗H)n скалярное произведение〈 m∑

s=1

(ais ⊗ ξis)ni=1,

m∑
s=1

(ais ⊗ ξis)ni=1

〉
λ
≥ 0.
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Неотрицательность в последнем неравенстве обеспечивается тем, что [ϕ] является
вполне положительным отображением из Mn(A) в Mn(L(H)). Пусть теперь

Mλ := {ζ : (A⊗H)n); 〈ζ, ζ〉λ = 0}.

Используя неравенство Коши–Шварца, получаем что Mλ — подпространство в
(A⊗H)n. Тогда на факторпространстве (A⊗H)n/Mλ можно задать скалярное про-
изведение следующей формулой

〈ζ1 +Mλ, ζ2 +Mλ〉 := 〈ζ1, ζ2〉λ.

Оставим для такого скалярного произведения то же обозначение 〈·, ·〉λ. Пополнение
(A⊗H)n/Mλ относительно нормы, заданной скалярным произведением 〈·, ·〉λ обозна-
чим через HΦ

λ . Пусть кроме того M = lim
→
Mλ. Имеет место вложения гильбертовых

пространствHΦ
λ ↪→ HΦ

µ , λ ≤ µ иHΦ = lim
→
HΦ
λ — локальное гильбертово пространство.

Отметим, что HΦ совпадает с пополнением (A ⊗ H)n/M относительно топологии,
индуцированной семеством полунорм, ассоциированных с 〈·, ·〉λ, λ ∈ Λ. Обозначим
через ξi элемент в (A⊗H)n, где i-компонента имеет вид 1⊗ξ и на остальных позициях
стоят нули. Теперь мы можем задать отображения SΦ

i : H → HΦ формулой

SΦ
i (ξ) = ξi +M.

Обозначим через ξa,i такой элемент пространства (A ⊗ H)n/M , что i-компонента
имеет вид a⊗ ξ и на остальных позициях находятся нули. Пусть a ∈ A. Рассмотрим
линейное отображение π[ϕ](a) : (A⊗H)n → (A⊗H)n, заданное формулой

π[ϕ](a)(ai ⊗ ξi)ni=1 = (aai ⊗ ξi)ni=1.

Оператор π[ϕ](a) можно продолжить по непрерывности до линейного отображения
из HΦ в HΦ. При этом мы сохраним то же обозначение — π[ϕ](a). Доказательство
того факта, что π[ϕ] является представлением алгебры A в локальном гильбертовом
пространстве HΦ, проводится по той же схеме, что и доказательство теоремы 3.3.2
из [8]. Непосредственно проверяется, что π[ϕ](ai)S

Φ
i ξi = ξi,a + M . Таким образом,

подпространство, порожденное элементами π[ϕ](ai)S
Φ
i ξi, i ∈ {1, . . . , n}, ξi ∈ H, ai ∈ A,

есть в точности (A⊗H)n/M . Отсюда получаем равенство (5).
Введем пространствоKΦ := [{Φi(E)(H)}], (i = 1, . . . , n). Теперь мы можем задать

оператор πΦ : E → L(HΦ, KΦ) формулой

πΦ(x)
( m∑
s=1

π[ϕ](a1s)S
Φ
1 ξ1s, . . . ,

m∑
s=1

π[ϕ](ans)S
Φ
n ξns

)
:=
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m∑
s=1

Φ1(xa1s)ξ1s + . . .+
m∑
s=1

Φn(xans)ξns =
n∑
i=1

m∑
s=1

Φi(xais)ξis,

где x ∈ E, ais ∈ A, ξis ∈ H, 1 ≤ s ≤ m, m ∈ N. Покажем, что линейное отображение
πΦ(x) непрерывно. Действительно, для любого λ ∈ Λ имеют место формулы:∣∣∣∣∣∣πΦ(x)

( m∑
s=1

π[ϕ](a1s)S
Φ
1 ξ1s, . . . ,

m∑
s=1

π[ϕ](ans)S
Φ
n ξns

)∣∣∣∣∣∣2
λ

=

∣∣∣∣∣∣ m∑
s=1

Φ1(xa1s)ξ1s + . . .+
m∑
s=1

Φn(xans)ξns

∣∣∣∣∣∣2
λ

=

=
〈 m∑
s=1

n∑
i=1

Φi(xais)ξis,
m∑
r=1

n∑
j=1

Φj(xajr)ξjr

〉
λ

=

=
m∑

s,r=1

n∑
i,j=1

〈ξis,Φi(xais)
?Φj(xajr)ξjr〉λ =

=
m∑

s,r=1

n∑
i,j=1

〈ξis, ϕij(〈xais, xajr〉)ξjr〉λ =

=
m∑

s,r=1

n∑
i,j=1

〈ξis, (SΦ
i )?π[ϕ](a?is〈x, x〉ajr)SΦ

j ξjr〉λ =

=
m∑

s,r=1

n∑
i,j=1

〈π[ϕ](ais)S
Φ
i (ξis), π

[ϕ](〈x, x〉)π[ϕ](ajr)S
Φ
j ξjr〉λ =

=
〈 m∑
s=1

n∑
i=1

π[ϕ](ais)S
Φ
i (ξis), π

[ϕ](〈x, x〉)
( m∑
r=1

n∑
j=1

πϕ(ajr)S
Φ
j ξjr

)〉
λ
≤

≤
∣∣∣∣∣∣π[ϕ](〈x, x〉)

∣∣∣∣∣∣
λ

∣∣∣∣∣∣( m∑
r=1

n∑
i=1

π[ϕ](ai,r)S
Φ
i ξi,r)

∣∣∣∣∣∣2
λ
≤

≤ ||x||2λ
∣∣∣∣∣∣( m∑

r=1

n∑
i=1

π[ϕ](ai,r)S
Φ
i ξi,r)

∣∣∣∣∣∣2
λ
.

Таким образом оператор πΦ(x) непрерывен на плотном подпространстве HΦ и может
быть продолжен на все пространство HΦ. Для продолженного оператора сохраним
то же обозначение. Покажем, что отображение πΦ является представлением гильбер-
тового A-модуля. Рассмотрим x, y ∈ E; ais, bjr ∈ A; ξis, ηjr ∈ H; 1 ≤ i, j ≤ n; 1 ≤ s ≤ l,
1 ≤ r ≤ m; n,m ∈ N, λ ∈ Λ. Тогда можем написать —〈

(πΦ(x))?πΦ(y)
( m∑
r=1

n∑
j=1

π[ϕ](bj,r)S
Φ
j ηj,r

)
,

l∑
s=1

n∑
i=1

π[ϕ](ai,s)S
Φ
i ξi,s

〉
λ

=
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=
〈 m∑
r=1

n∑
j=1

Φj(ybjr)ηjr,
l∑

s=1

n∑
i=1

Φi(xais)ξis

〉
λ

=

=
l∑

s=1

m∑
r=1

n∑
i,j=1

〈Φi(xais)
?Φj(ybjr)ηjr, ξis〉λ =

=
l∑

s=1

m∑
r=1

n∑
i,j=1

〈ϕij(〈xais, ybjr〉)ηjr, ξis〉λ =

=
l∑

s=1

m∑
r=1

n∑
i,j=1

〈(SΦ
i )?π[ϕ](a?is〈x, y〉ajr)SΦ

j ηjr, ξis〉λ =

=
〈
π[ϕ](〈x, y〉)

( m∑
r=1

n∑
j=1

π[ϕ](bj,r)S
Φ
j ηj,r

)
,

l∑
s=1

n∑
i=1

π[ϕ](ai,s)S
Φ
i ξi,s

〉
λ

Таким образом, равенство

πΦ(x)?πΦ(y) = 〈πΦ(x), πΦ(y)〉 = π[ϕ](〈x, y〉)

выполняется на плотном подпространстве пространства HΦ. Отсюда, в силу непре-
рывности, получаем, что операторы 〈πΦ(x), πΦ(y)〉 и π[ϕ](〈x, y〉 совпадают на всем
пространстве HΦ. Заметим, что KΦ ⊂ K. Обозначим замкнутое подпространст-
во [Φi(E)(H)] пространства K через KΦ

i . Пусть WΦ
i := PKΦ

i
, i ∈ {1, . . . , n} —

ортогональный проектор на подпространство KΦ
i . Тогда получаем, что оператор

(WΦ
i )? : KΦ

i → K является оператором включения. Следовательно WΦ
i (WΦ

i )? = IKΦ
i

для любого i ∈ {1, . . . , n}. Для любых x ∈ E, i ∈ {1, . . . , n} и ξ ∈ H, имеем

Φi(x)(ξ) = (WΦ
i )?πΦ(x)SΦ

i (ξ).

Также выше нами установлено равенство (4). Зададим теперь
vΦ : G → Aut(HΦ) = U(HΦ)-действие группы G в локальном гильбертовом
пространстве HΦ. На первом этапе определим vΦ на плотном подпространстве
(A⊗H)n/M формулой

vΦ(t)
( m∑
s=1

π[ϕ](a1s)S
Φ
1 ξ1s, . . . ,

m∑
s=1

π[ϕ](ans)S
Φ
n ξns

)
=

vΦ(t)
( m∑
s=1

a1s ⊗ ξ1s, . . . ,
m∑
s=1

ans ⊗ ξns
)

=

( m∑
s=1

αηt a1s ⊗ utξ1s, . . . ,
m∑
s=1

αηt ans ⊗ utξns
)

=
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( m∑
s=1

π[ϕ](αηt a1s)S
Φ
1 (utξ1s), . . . ,

m∑
s=1

π[ϕ](αηt ans)S
Φ
n (utξns)

)
.

Ясно, что это действие непрерывно. На втором этапе продолжим унитарный опера-
тор vΦ(t) по непрерывности до унитарного оператора, заданного на всем простран-
стве HΦ. Для продолженного оператора оставим то же обозначение. Пусть ξ ∈ H,
1 ≤ i ≤ n. Тогда имеем

SΦ
i ut(ξ) =

(
0, . . . , 1⊗ ut(ξ), . . . , 0

)
= vΦ(t)SΦ

i (ξ),

где элемент 1⊗ut(ξ) стоит на i-позиции. Таким образом равенство (2) доказано. Так
как для любого 1 ≤ i ≤ n отображение Φi (u′, u)-ковариантно, то

u′t

( m∑
s=1

Φi(xs)ξs

)
=

m∑
s=1

Φi(ηt(xs))utξs

для любых t ∈ G, xis ∈ E, ξis ∈ H, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ s ≤ m, n,m ∈ N. Таким образом,
пространство [Φi(E)H] инвариантно относительно операторов u′t, t ∈ G. Отсюда по-
лучаем, что wΦ

t W
Φ
i = WΦ

i u
′
t для любого t ∈ G и каждого i ∈ {1, . . . , n}, и равенство (3)

доказано. Осталось показать, что (wΦ, πΦ, vΦ, HΦ, KΦ) – ковариантное представление
динамической системы (G, η, E). Действительно

πΦ(ηt(x))
( m∑
s=1

π[ϕ](a1s)S
Φ
1 ξ1s, . . . ,

m∑
s=1

π[ϕ](ans)S
Φ
n ξns

)
=

n∑
i=1

m∑
s=1

Φi(ηt(x)ais)ξis =
n∑
i=1

m∑
s=1

Φi(ηt(xα
η
t−1(ais))ξis =

n∑
i=1

m∑
s=1

u′tΦi(xα
η
t−1(ais))u

?
t ξis.

С другой стороны,

wΦ
t π

Φ(x)vΦ
t−1

( m∑
s=1

π[ϕ](a1s)S
Φ
1 ξ1s, . . . ,

m∑
s=1

π[ϕ](ans)S
Φ
n ξns

)
=

wΦ
t π

Φ(x)
( m∑
s=1

vΦ
t−1π[ϕ](a1s)S

Φ
1 ξ1s, . . . ,

m∑
s=1

vΦ
t−1π[ϕ](ans)S

Φ
n ξns

)
=

wΦ
t π

Φ(x)
( m∑
s=1

π[ϕ](αηt−1(a1s))v
Φ
t−1SΦ

1 ξ1s, . . . ,
m∑
s=1

π[ϕ](αΦ
t−1(ans))v

Φ
t−1SΦ

n ξns

)
=

wΦ
t π

Φ(x)
( m∑
s=1

π[ϕ](αηt−1(a1s))S
Φ
1 u

?
t ξ1s, . . . ,

m∑
s=1

π[ϕ](αΦ
t−1(ans))S

Φ
n u

?
t ξns

)
=
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n∑
i=1

m∑
s=1

u′tΦi(xα
η
t−1(ais))u

?
t ξis.

Так как операторы wΦ
t πΦ(x)vΦ

t−1 и πΦ(ηt(x)) совпадают на плотном подпространстве
локального гильбертова пространства HΦ для любых x ∈ E, t ∈ G, получаем, что
(wΦ, πΦ, vΦ, HΦ, KΦ) — ковариантное представление. �

Ниже мы покажем, что локальные гильбертовы пространства HΦ и KΦ, фигу-
рирующие в теореме 2, являются каноническими. Установим необходимую для даль-
нейшего техническую лемму.

Лемма 1. Пусть H, K — локальные гильбертовы пространства,
Φ = (Φ1, . . . ,Φn) : E → L(H,K) — [ϕ]-вполне положительный набор непре-
рывных отображений, (u′, u)-ковариантных относительно динамической системы
(G, η,E). Тогда n-вполне положительное, непрерывное отображение [ϕ], ассоци-
ированное с Φ, является u-ковариантным относительно динамической системы
(G,αη, A).

Доказательство. Имеет место следующее равенство

ϕij(α
η
t (〈x, y〉)) = ϕij(〈ηt(x), ηt(y)〉) =

(〈Φi(ηt(x)),Φj(ηt(y)〉)) = (〈u′tΦi(x)u?t , u
′
tΦj(y)u?t 〉) =

(u′tΦi(x)u?t )
?u′tΦj(y)u?t = utϕij(〈x, y〉)u?t .

Доказанное равенство выполняется для всех x, y ∈ E, t ∈ G. В силу полноты гиль-
бертова L(H)-модуля L(H,K), получаем, что [ϕ] является u-ковариантным отоб-
ражением. �

Пусть [ϕ], Φ, G и (u′, u) такие же, как в теореме 2. Семерку
(w, π, v,H ′, K ′, (S ′i)

n
i=1, (W

′
i )
n
i=1) будем называть ковариантным представлением

Стайнспринга для ([ϕ],Φ), если выполняются условия (1) − (3) теоремы 2. Такое
представление называется минимальным, если выполняются следующие условия:

1. [{π(E)S ′i(H)}; 1 ≤ i ≤ n] = K ′;

2. [{ρ(A)S ′i(H)}; 1 ≤ i ≤ n] = H ′, где ρ : L(H ′) → L(H ′) — непрерывный ?-
гомоморфизм, ассоциированный с π.

Ясно, что ковариантное представление Стайнспринга, представленное в теоре-
ме 2, является минимальным. Следующее утверждение показывает, что минимальное
ковариантное представление Стайнспринга единственно с точностью до унитарной
эквивалентности.
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Теорема 3. Пусть H,K, [ϕ], u, u′,Φ такие же, как в теореме 2.1, и
(w, π, v,H ′, K ′) — минимальное ковариантное представление Стайнспринга.
Тогда существуют унитарные операторы U1 : HΦ → H ′, U2 : KΦ → K ′, такие что:

1. U2π
Φ(x) = π(x)U1; S ′i = U1S

Φ
i ; W ′

i = U2W
Φ
i , 1 ≤ i ≤ n;

2. vtU1 = vΦ
t U1; wtU2 = wΦ

t U2 для любых x ∈ E, t ∈ G.

Доказательство. Докажем существование унитарного оператора U1 : HΦ → H ′. За-
дадим линейный оператор U1 на плотном подпространстве (A⊗H)n/M формулой

U1

( m∑
s=1

π[ϕ](a1s)S
Φ
1 ξ1s, . . . ,

m∑
s=1

π[ϕ](ans)S
Φ
n ξns

)
:=

( m∑
s=1

ρ(a1s)S
′
1ξ1s, . . . ,

m∑
s=1

ρ(ans)S
′
nξns

)
,

где ρ : A → L(H ′) — непрерывный ?-гомоморфизм, ассоциированный с π. Пря-
мым вычислением показывается, что данное отбражение является изометрией на
плотном подпространстве. Распространим оператор по непрерывности на все про-
странство, оставив для него прежнее обозначение. Зададим теперь оператор U2

на плотном подпространстве — линейном пространстве, порожденном множеством
{πΦ(E)SΦ

i (H); 1 ≤ i ≤ n}.

U2

( m∑
s=1

πΦ(x1s)S
Φ
1 ξ1s + · · ·+

m∑
s=1

πΦ(xns)S
Φ
n ξns

)
:=

( m∑
s=1

π(x1s)S
′
1ξ1s + · · ·+

m∑
s=1

π(xns)S
′
nξns

)
,

где xis ∈ V , ξis ∈ H, m ∈ N. Используя тот факт, что SΦ
i , S

′
i — изометрические

операторы для любого i ∈ {1, . . . , n}, имеем

U2

( m∑
s=1

πΦ(xis)S
Φ
i ξns

)
=

m∑
s=1

π(xis)S
′
iξns,

и, следовательно, U2(KΦ
i ) = K ′i. Теперь для любого λ ∈ Λ можем написать∣∣∣∣∣∣( m∑
s=1

π(x1s)S
′
1ξ1s + · · ·+

m∑
s=1

π(xns)S
′
nξns

)∣∣∣∣∣∣2
λ

=

=
〈 n∑

i=1

m∑
s=1

π(xis)S
′
iξis,

n∑
j=1

m∑
r=1

π(xjr)S
′
jξjr

〉
λ

=
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=
m∑

s,r=1

n∑
i,j=1

〈π(xis)S
′
iξis, π(xjr)S

′
jξjr〉λ =

=
m∑

s,r=1

n∑
i,j=1

〈ξis, S ′?i ρ(〈xis, xjr〉)S ′j(ξjr)〉λ =

=
m∑

s,r=1

n∑
i,j=1

〈ξis, ϕij(〈xais, xajr〉)(ξjr)〉λ =

=
m∑

s,r=1

n∑
i,j=1

〈ξis, (SΦ
i )?π[ϕ](〈xis, xjr〉)SΦ

j (ξjr)〉λ =

=
m∑

s,r=1

n∑
i,j=1

〈πΦ(xis)S
Φ
i ξis, π

Φ(xjr)S
Φ
j ξjr〉λ =

=
〈 n∑

i=1

m∑
s=1

πΦ(xis)S
Φ
i ξis,

n∑
j=1

m∑
r=1

πΦ(xjr)S
Φ
j ξjr

〉
λ

=

∣∣∣∣∣∣ m∑
s=1

πΦ(x1s)S
Φ
1 ξ1s + · · ·+

m∑
s=1

πΦ(xns)S
Φ
n ξns

∣∣∣∣∣∣2
λ
.

Отсюда получаем, что U2 — это изометрия, и оператор U2 может быть продол-
жен на все пространство KΦ и U2(KΦ) = K ′. Сохраним для продолженного опе-
ратора то же обозначение. Оператор U2 является унитарным. В силу того, что
(w, π, v,H ′, K ′, (S ′i)

n
i=1, (W

′
i )
n
i=1) и (wΦ, πΦ, vΦ, HΦ, KΦ, (SΦ

i )ni=1, (W
Φ
i )ni=1) — представле-

ния Стайнспринга для ([ϕ],Φ), для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем

Φi(x) = (WΦ
i )?πΦ(x)SΦ

i = W ′?
i π(x)S ′i =

= W ′?
i U2π

Φ(x)SΦ
i .

Далее
((WΦ

i )? −W ′?
i U2)πΦ(x)SΦ

i = 0⇒
((WΦ

i )? −W ′?
i U2)πΦ(x)SΦ

i (ξ) = 0, ∀x ∈ E, ξ ∈ H, i ∈ {1, . . . , n}.
Таким образом, U2Wi = W ′

i для любого i ∈ {1, . . . , n}. Наконец, установим, что
U2π

Φ(x) = π(x)U1 на плотном подпространстве{ m∑
s=1

n∑
i=1

π[ϕ](ais)S
Φ
i (ξis); ais ∈ A, ξis ∈ H, m ∈ N

}
.

Напомним, что каждое представление π : E → L(K1, K2) гильбертовых A-модулей A-
линейно в следущем смысле: π(xa) = π(x)π(a) для любых x ∈ E и a ∈ A. Используя
тот факт, что π и πΦ это представления гильбертовых A-модулей, ассоциированные
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с ρ и π[ϕ] соответственно, получаем

U2π
Φ(x)

( m∑
s=1

n∑
i=1

π[ϕ](ais)S
Φ
i (ξis)

)
= U2

( m∑
s=1

n∑
i=1

πΦ(xais)S
Φ
i ξis

)
=

m∑
s=1

n∑
i=1

π(xais)S
′
iξis = π(x)

( m∑
s=1

n∑
i=1

ρ(ais)S
′
i(ξis)

)
=

= π(x)U1

( m∑
s=1

n∑
i=1

π[ϕ](ais)S
Φ
i (ξis)

)
.

В силу непрерывности, равенство U2π
Φ(x) = π(x)U1 выполняется на всем про-

странстве KΦ для любого x ∈ E. Докажем (2). Согласно лемме 1 n-вполне поло-
жительное отображение [ϕ] : Mn(A) → Mn(L(H)) является (u, u′)-ковариантным
и (π[ϕ], vΦ, HΦ, (SΦ

i )ni=1) будет его ковариантным представлением Стайнспринга. Со-
гласно теореме 6.1.3 из [8], любое другое ковариантное представление Стайнспринга
(ρ, v,H ′, (S ′i)

n
i=1) унитарно эквивалентно (π[ϕ], vΦ, HΦ, (SΦ

i )ni=1) и кроме того S ′i = U ′1S
Φ
i ,

vtU
′
1 = U ′1v

Φ
t для любых t ∈ G, 1 ≤ i ≤ n, где U ′1 : HΦ → H ′ — унитарный оператор,

реализующий унитарную эквивалентность между HΦ и H ′. При этом

U ′1

( m∑
s=1

n∑
i=1

π[ϕ](ais)S
Φ
i (ξis)

)
=
( m∑
s=1

n∑
i=1

ρ(ais)S
′
i(ξis)

)
,

Отсюда выводим, что U1 = U ′1. Далее имеем

wtU2

( m∑
s=1

n∑
i=1

πΦ(xis)S
Φ
i (ξis)

)
= wt

( m∑
s=1

n∑
i=1

π(xis)S
′
i(ξis)

)
=

m∑
s=1

n∑
i=1

π(ηt(xis))vtS
′
i(ξis) =

m∑
s=1

n∑
i=1

π(ηt(xis))S
′
ivt(ξis) =

U2

( m∑
s=1

n∑
i=1

πΦ(ηt(xis))S
Φ
i vt(ξis)

)
= U2

( m∑
s=1

n∑
i=1

wΦ
t π

Φ((xis))S
Φ
i (ξis)

)
=

U2w
Φ
t

( m∑
s=1

n∑
i=1

πΦ((xis))S
Φ
i (ξis)

)
,

и таким образом wtU2 = U2w
Φ
t для любого t ∈ G. �

Заметим, что частный случай теорем 2 и 3, когда A является унитальной C∗-
алгеброй, а H и K — гильбертовыми пространствами, был установлен в работе [11].

«Таврический вестник информатики и математики», №1 (42)’ 2019



98 Я. В. Эльсаев

Заключение

В работе представлена ковариантная версия теоремы Стайнспринга для конеч-
ных наборов вполне положительных отображений в гильбертовых модулей над ло-
кальными C?-алгебрами. Показано, что любые минимальные представления Стайн-
спринга являются унитарно эквивалентными.
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РЕФЕРАТЫ ИНФОРМАТИКА И МАТЕМАТИКА

Zhukovskiy V. I., Boldyrev M. V. Guaranteed Risks and Payoffs in a One-
criterion Problem / V. I. Zhukovskiy, M. V. Boldyrev // Таврический вест-
ник информатики и математики. — 2019. — №1 (42). — C. 7 – 23.

УДК: 517.958

Предлагается понятие слабо гарантированного одновременно по выигрышам и рис-
кам решения однокритериальной задачи при неопределенности (ОЗН). Формализа-
ция основана на понятии векторной седловой точки из теории многокритериальных
задач при неопределенности.

Ключевые слова: стратегия, неопределенность, критерий, оптимум по Слейтеру, век-
торная седловая точка.

Аронов П. С., Галанин М. П., Родин А. С., Станкевич И. В. Решение за-
дачи контакта двух упругих тел mortar-методом и методом Шварца
на несогласованных сетках / П. С. Аронов, М. П. Галанин, А. С. Родин,
И. В. Станкевич // Таврический вестник информатики и математики. —
2019. — №1 (42). — C. 24 – 42.

УДК: 519.6

В статье рассмотрены алгоритмы решения двумерных контактных задач теории
упругости с помощью mortar-метода и метода Шварца. Для mortar-метода исследо-
вано влияние выбора активного (master) и пассивного (slave) тел на распределение
перемещений и напряжений на линии контакта на примере тестовой задачи с разны-
ми комбинациями шагов конечно-элементной сетки и обсуждается вопрос численного
решения возникающей при дискретизации задачи системы линейных алгебраических
уравнений с седловой точкой с помощью модифицированного метода симметричной
последовательной верхней релаксации.

Ключевые слова: контактная задача теории упругости, метод конечных элементов,
mortar-метод, метод Шварца, метод верхней релаксации.

Брук В. М. О самосопряженных расширениях линейных отношений, по-
рожденных интегральными уравнениями / В. М. Брук // Таврический
вестник информатики и математики. — 2019. — №1 (42). — C. 43 – 61.

УДК: 517.983
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В статье определяется минимальное отношение, порожденное интегральным урав-
нением с операторными мерами, и дается описание отношения, сопряженного к ми-
нимальному. Строится пространство граничных значений (граничная тройка) и в
терминах граничных значений описываются самосопряженные расширения мини-
мального отношения.

Ключевые слова: гильбертово пространство, интегральное уравнение, операторная ме-
ра, линейное отношение, симметрическое отношение, самосопряженное расширение, гра-
ничное значение.

Жуковский В. И., Смирнова Л. В., Высокос М. И. Об одной нерешенной
задаче в матричных обыкновенных дифференциальных уравнениях /
В. И. Жуковский, Л. В. Смирнова, М. И. Высокос // Таврический вест-
ник информатики и математики. — 2019. — №1 (42). — C. 62 – 72.

УДК: 517.833

Нахождение ситуации равновесия по Нэшу в линейно-квадратичной дифференциаль-
ной игре трех лиц сводится к построению явного вида решения матричной системы
уравнений типа Риккати. Вопрос о существовании такого решения, его свойствах и
есть нерешенная задача. В предлагаемой статье эта задача решена только для иг-
ры с одним участником. Ранее была предпринята попытка применить к этой задаче
метод малого параметра Пуанкаре (из теории колебаний), но только для специаль-
ного вида модели управляемой системы, где двое из трех игроков мало влияют на
скорость изменения фазового вектора. Однако вопрос о решениии матричной систе-
мы уравнений типа Риккати все же остался открытым. Предлагается в случаях, где
не существует ситуации равновесия по Нэшу применять другие концепции равнове-
сия (активное равновесие, равновесие возражений и контрвозражений, равновесие по
Бержу). Заметим, что в настоящей статье выделен случай, когда в дифференциаль-
ной игре ситуация равновесия по Нэшу отсутствует.

Ключевые слова: дифференциальные бескоалиционные игры, равновесие по Нэшу, ситу-
ация, стратегия.

Кумакшев С. А. Модель колебаний полюсов Земли, основанная на грави-
тационных моментах / С. А. Кумакшев // Таврический вестник инфор-
матики и математики. — 2019. — №1 (42). — C. 73 – 82.

УДК: 521.93:531.35
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102 Рефераты

Построена модель первого приближения колебаний полюсов Земли. В основу модели
положен анализ гравитационных моментов со стороны Солнца и Луны, приводящих
к деформации формы планеты (гравитационные приливы). Эволюция оси враще-
ния Земли рассматривается с точки зрения теории колебаний. Выяснен смысл двух
основных гармоник этого движения: годичная частота трактуется как частота вы-
нуждающей силы, а чандлеровская частота имеет смысл основной собственной часто-
ты колебаний механической системы. В рамках такой модели, диссипация энергии,
приводящая к затуханию собственных колебаний, нивелируется комбинационным ре-
зонансом, основанным на комбинации собственной (чандлеровской) и вынужденной
(годичной) частот. Модель весьма проста для понимания: она имеет всего шесть пара-
метров, находимых методом наименьших квадратов по экспериментальным данным
МСВЗ. Полученный прогноз имеет высокую точность на интервале нескольких лет.

Ключевые слова: колебания полюса Земли, гравитационные моменты.

Эльсаев Я. В. Об одной проблеме дилатации / Я. В. Эльсаев // Тавриче-
ский вестник информатики и математики. — 2019. — №1 (42). — C. 83 – 99.

УДК: 517.98; 519.46

В статье представлена ковариантная версия теоремы Стайнспринга для конечных на-
боров вполне положительных отображений в гильбертовых модулях над локальными
C?-алгебрами. Доказывается, что любые минимальные представления Стайнспринга
являются унитарно эквивалентными.

Ключевые слова: вполне положительное отображение, ∗-представление, локально ком-
пактная группа, представление Стайнспринга, гильбертов C∗-модуль, локальная C∗-
алгебра.
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