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О МАЛЫХ ДВИЕНИХ ГИДРОСИСТМЫ
“ВКОУПРУГА ИДКОСТ – БАРОТРОПНЫЙ ГА”1

c© Н. Д. Копачевский
Крымский федералный университет им. В. И. Вернадского

Таврическа академи
факултет математики и информатики

просп. Академика Вернадского, 4, Симферопол, 295007, Российска Федераци
e-mail: kopachevsky@list.ru

On Small Movements of a System “fluid – gas” in a Bounded Region.

Kopachevsky N. D.

Abstract. In the paper, we consider a problem on small motions of a system of viscoelastic
fluid and gas in a stationary container. One of models of such viscoelastic fluid is Oldroid’s
model. It is described, for example, in the book Eirich, F. R. Rheology. Theory and Applications.
New York: Academic Press, 1956. It should be noted that the present paper is based on the
previous N. D. Kopachevsky works together with Azizov, T. Ya., Orlova L. D., Krein, S. G. Namely,
problem on small movements of one viscoelastic fluid for generalized Oldroid’s model, small
motions of a viscoelastic fluid in an open container, oscillations of a system of ideal fluids were
investigated in these papers.

The aim of this paper is to use an operator approach of mentioned works, to develop new
approach and to prove the theorem on strong solvability for initial-boundary-value problem
generated by a problem on small motions of a system of viscoelastic fluid and gas in an immovable
container.

This paper is organized as follows. Section 1 is an introduction. In section 2 we formulate
mathematical statement of the problem: linearized equations of movements, stickiness condition,
kinematic and dynamic conditions. Further, in this section we receive the law of full energy
balance. In section 3 we choose the functional spaces generated by the problem for each fluid.
For applying of method of orthogonal projection we need to choose orthogonal decomposition on
corresponding spaces. Section 4 is devoted to the method of orthogonal projection which allow us
to get new statement of the problem without some trivial equations. Important part of section 4
is formulation of auxiliary problems which help us to make transition to the Cauchy problem
for a system of integro-differential equation in some Hilbert space. In section 5 we reduce this
problem to a system of integro-differential equation. This system can be rewrite in section 6 as
operator integro-differential equation in the sum of Hilbert spaces. Properties of main operator
of this problem are studied in section 6 too. Transition to operator differential equation in the
1Работа выполнена при частичной поддерке гранта Российского научного фонда (16-11-10125,
выполнемого в Воронеском госуниверситете).



8 Н. Д. Копачевский

sum of Hilbert spaces is realized in section 7. Section 8 is devoted to the existence and uniqueness
theorems for final operator differential equation as for original initial boundary-value problem.
This result based on factorization, closure and accretivity property of operator matrix. Finally, in
section 9 we consider the spectral problem on normal oscillations corresponding to the evolution
problem.

Keywords: viscoelastic fluid, gas, hydrodynamic system, orthogonal projector, Cauchy problem

1. Введение

Одними и первых работ, сванных с применением методов функционалного
аналиа к исследовани проблемы малых двиений и нормалных колебаний в-
коупругой идкости в частично аполненном сосуде, влтс работы А. И. Ми-
лославского [1–3]. В них дл обобщенной модели Олдройта (m  1) применен опе-
раторный подход, равиващий построени, проведенные ранее С. Г. Крейном и его
учениками (см. [4–6]) применително к адаче о малых колебаних вкой идко-
сти в частично аполненном сосуде. Исследовани А. И. Милославского отраены, в
частности, в монографии [7], гл. 8. Случай полного аполнени сосуда вкоупругой
идкост рассмотрен в [8], а таке в [7, п. 7.1]. Наконец, вариант, когда нин
идкост  обычна вка, а верхн  идеална симаема идкост, т. е. га,
иучен Б. М. Вронским и Н. Д. Копачевским [9–11].

Данна работа посвщена исследовани операторными методами начално-
краевой адачи о малых двиених составной гидросистемы “вкоупруга ид-
кост – баротропный га”. Предполагаетс, что идкост анимает в состонии поко
нин част сосуда, а га находитс под ней. В процессе малых колебаний такой
гидросистемы учитываетс действие гравитационного пол с постонным ускорени-
ем, а таке малого пол внешних сил, налоенных на это поле.

Илоим кратко содерание работы. После введени (параграф 1) в парагра-
фе 2 даетс математическа постановка начално-краевой адачи о малых двие-
них гидросистемы. атем выводитс акон баланса полной энергии гидросистемы
дл классического решени адачи. Это дает вомоност в параграфе 3 осуще-
ствит выбор функционалных гилбертовых пространств и их подпространств, в
которых естественно проводит исследование адачи. Далее в параграфе 4 прово-
дитс применение метода ортогоналного проектировани на выбранные подпро-
странства и на его основе  иучение свойств операторов вспомогателных краевых
адач, действущих в выбранных подпространствах. атем в параграфе 5 осуществ-
летс преобраование операторными методами уравнений двиени вкоупругой
идкости, а таке кинематического услови на границе радела “идкост – га”

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2018, 4
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и уравнени двиени гаа. В параграфе 6 исходна начално-краева адача пе-
реформулируетс в векторно-матричной форме в виде адачи Коши дл интегро-
дифференциалного уравнени первого пордка в ортогоналной сумме пространств.
При этом иучатс свойства воникших операторных матриц, влщихс опера-
торными коэффициентами уравнени. Далее в параграфе 7 с исполованием фор-
мы модели Олдройта вкоупругой идкости проводитс далнейшее видоимене-
ние адачи и ее переформулировка в виде адачи Коши дл дифференциално-
операторного уравнени в расширенном гилбертовом пространстве. Выснетс,
что основной оператор адачи (операторна матрица) влетс аккретивным и мо-
ет быт расширен путем его амыкани до максималного аккретивного оператора.
Это дает вомоност в параграфе 8 исполоват теори симащих полугрупп
операторов, действущих в гилбертовом пространстве, и на этой основе докаат
теорему существовани силного (по времени) решени адачи Коши дл интегро-
дифференциалного уравнени первого пордка, к исследовани которого была при-
ведена исходна начално-краева адача. В параграфе 9, влщимс последним в
работе, дана постановка адачи о нормалных (собственных) колебаних гидросисте-
мы и сформулирована соответствуща спектрална адача дл оператор-функции
(операторного пучка), обобщащей как ивестный пучок С. Г. Крейна (вка ид-
кост в частично аполненном сосуде), так и операторный пучок, отвечащий про-
блеме нормалных колебаний вкоупругой идкости в полност аполненном со-
суде.

2. Математическа постановка адачи

Будем считат, что неподвиный сосуд Ω ⊂ R3 аполнен двум средами: в-
коупругой идкост (обобщенна модел Олдройта, см. [1], [12]) и баротропным
гаом. Эта гидросистема находитс в поле сил тести, и в состонии поко гра-
ница Γ радела идкости и гаа горионтална, т. е. располоена перпендикулрно
действи гравитационного пол. При этом идкост анимает област Ω1, ограни-
ченну твердой стенкой S1 и поверхност Γ, а га находитс выше идкости и
ограничен твердой стенкой S2 и сниу равновесной поверхност Γ (см. рис.1). Вы-
берем декартову систему координат Ox1x2x3 таким обраом, чтобы ее начало было
на Γ, а ос Ox3 была направлена вертикално вверх. Тогда ускорение силы тести
g = −ge3, g > 0.

В состонии поко давление в идкости P1,0(x) именетс по акону Архимеда:

P1,0 = P1,0(0)− ρ1gx3,

Таврический вестник информатики и математики, 4 (41)’ 2018
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Рис. 1

где ρ1 = const > 0  плотност идкости, а P1,0(0)  давление на границе Γ. Далее,
га наыват баротропным, если его давление P2(t, x) свано с полем плотности ρ̃2
соотношением

P2(t, x) = a2ρ̃2(t, x), x = (x1; x2; x3) ∈ Ω2, (1)

a2  квадрат скорости вука. В состонии поко имеем св

P2,0(x) = a2ρ2,0(x), ∇P2,0 = −gρ2,0(x)e3, (2)

откуда следует, что

ρ2,0 = ρ2,0(x3) = ρ2,0(0)e
−gx3
a2 , ρ2,0(0) > 0,

P2,0 = P2,0(x3) = P2,0(0) + a2ρ2,0(0)e
−gx3
a2 , P2,0 = P1,0(0).

(3)

Рассмотрим малые двиени гидросистемы, бликие к состони поко. В каче-
стве искомых функций, описыващих двиение системы, будем рассматриват:
дл идкости  малое поле скоростей u(t, x), x ∈ Ω1, и функци x3 = ζ(t, x̂),
x̂ = (x1, x2) ∈ Γ,  вертикалное отклонение границы радела идкости и гаа;
дл гаа соответственно считаем искомыми p2(t, x)  отклонение давлени от равно-
весного (2), (3), u2(t, x)  поле скоростей в гае, а таке ρ2(t, x)  отклонение пол
плотности от равновесного пол (3).

аметим еще, что идкост считаем вкоупругой, подчиненной обобщенной мо-
дели Олдройта, когда напрени в ней определетс не полем u1(t, x), а полем

v1(t, x) = u1(t, x) +
m

k=1

αk

t

0

e−βk(t−s)u1(s, x)ds =: I01(t)u1, (4)

где αk  0, βk > 0, k = 1,m (см. [1],[2]),  коэффициенты вкоупругости. При αk = 0,
k = 1,m, получаем, в частности, модел обычной вкой несимаемой идкости, а
при k = 1  модел Олдройта.
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Выпишем тепер полну постановку начално-краевой адачи о малых двие-
них рассматриваемой гидросистемы.

Линеариованные уравнени Наве – Стокса имет вид

ρ1
∂u1

∂t
− µ1△v1 +∇p1 = ρ1 f1(t, x), divu1 = 0 (в Ω1), (5)

где µ1 > 0  коэффициент динамической вкости, а f1(t, x)  малое поле внешних
сил, налоенное на гравитационное поле g = −ge3. Линеариованные уравнени
двиени гаа и уравнение нерарывности таковы

ρ2,0
∂u2

∂t
+∇p2 + ρ2ge3 = ρ2,0 f2, p2 = a2ρ2, (6)

∂ρ2
∂t

+ div(ρ2,0u2) = 0, (в Ω2), (7)

где f2(t, x)  аданное малое поле внешних сил в гае.

Выпишем тепер краевые услови в исследуемой проблеме. Дл вкой идко-
сти  это услови прилипани на твердой стенке:

u1 = 0 (на S1), (8)

а дл гаа  условие непротекани:

u2 · n = 0 (на S2), (9)

где n  внешн нормал к S2.

Далее, на границе радела Γ долны выполнтс кинематические услови

u1 · e3 = u2 · e3 =
∂ζ

∂t
, (10)

а таке динамические услови

µ1τj3(v1) = 0, j = 1, 2, τjk(v1) :=
∂v1,j
∂xk

+
∂v1,k
∂xj

,

[−p1 + µ1τ33(v1)]− [−p2] = −g(ρ1 − ρ2,0(0))ζ.

(11)

Кроме того, долно выполнтс линеариованное условие сохранени обема ид-
кости: 

Γ

ζdΓ = 0. (12)

Наконец, в началный момент времени t = 0 следует адат началные услови
дл полей скоростей, а таке дл отклонени границы радела и пол давлений в
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гае:
uk(0, x) = u0

k(x), x ∈ Ωk, k = 1, 2,

p2(0, x) = p02(x), x ∈ Ω2, ζ(0, x1, x2), (x1, x2) ∈ Γ.
(13)

Таким обраом, начално-краева адача о малых совместных двиених вко-
упругой идкости и баротропного гаа, аполнщих неподвиный сосуд Ω, состоит
в находении искомых функций и уравнений двиени (5)–(7), краевых условий
(8), (9), кинематических условий (10), динамических условий (11), условий сохране-
ни обема (12) и началных условий (13).

Будем считат, что адача (5)–(13) имеет классическое решение, т. е. все слага-
емые в уравнених, краевых и началных услових влтс непрерывными функ-
цими своих переменных. Дл вывода акона баланса полной энергии гидросистемы
восполуемс следущими тодествами.

Первое тодество следует и (1)–(3):

∇p2 + ρ2ge3 = a2ρ2,0∇(ρ−1
2,0ρ2) = ρ2,0∇(ρ−1

2,0p2). (14)

Второе тодество  это формула Грина дл соленоидалных векторных полей, удо-
влетворщих услови прилипани на твердой стенке:



Ω1

u1 · (−µ1△v1 +∇p1)dΩ1 = µ1E1(u1,v1)−

−


Γ


3

j,k=1

u1j cos(n,ek)[τjk(v1)− p1δjk]


dΓ,

divu1 = divv1 = 0 (в Ω1), u1,v1 = 0 (на S1).

(15)

дес

E1(u1, u1) :=
1

2



Ω1

3

j,k=1

|τjk(u1)|2dΩ1,

а E1(u1,v1)  соответствущее полуторалинейное выраение. Величина µ1E1(u1,v1)

равна скорости диссипации энергии в вкоупругой идкости, анимащей об-
ласт Ω1.

И уравнени (5) получаем соотношение

ρ1



Ω1

u1 ·
∂u1

∂t
dΩ1 +



Ω1

u1 · (−µ1△v1 +∇p1)dΩ1 = ρ1



Ω1

u1 · f1dΩ1. (16)
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И (6) с учетом (14) имеем


Ω2

ρ2,0u2 ·
∂u2

∂t
dΩ2 +



Ω2

u2 · (ρ2,0∇(ρ−1
2,0p2))dΩ2 =



Ω2

ρ2,0u2 · f2dΩ2. (17)

Второе слагаемое слева в (16) с учетом (15) и граничных условий (10), (11), а
таке уравнени (7), преобрауетс следущим обраом:



Ω1

u1 · (−µ1△v1 +∇p1)dΩ1 = µ1E1(u1,v1)−

−


Γ


3

j,k=1

u1j cos(n,ek)[τjk(v1)− p1δjk]


dΓ =

= µ1E1(u1,v1)−


Γ

u1,3p2dΓ+ g(ρ1 − ρ2,0(0))



Γ

(u1 · e3)ζdΓ =

= µ1E1(u1,v1)−


Γ

u1,3p2dΓ+ g(ρ1 − ρ2,0(0))



Γ

(u1 · e3)ζdΓ =

= µ1E1(u1,v1)− g(ρ1 − ρ2,0(0))



Γ

∂ζ

∂t
ζdΓ+



Γ

(u1 · n)p2dΓ =

µ1E1(u1,v1)−
1

2
g(ρ1 − ρ2,0(0))

d

dt



Γ

|ζ|2dΓ+



Γ

(u1 · e3)p2dΓ.

(18)

Второе слагаемое слева в (17) преобрауетс с учетом (7), (10) и сви p2 = a2ρ̃2 так:


Ω2

u2 · (ρ2,0∇(ρ−1
2,0p2))dΩ2 =



Ω2

div(p2u2)dΩ2−



Ω2

ρ−1
2,0p2div(ρ2,0u2)dΩ2 = −



Γ

p2u2 · e3dΓ+ a−2



Ω2

ρ−1
2,0p2

∂p2
∂t

dΩ2 =

= −


Γ

p2u2 · e1dΓ+ a−2 d

dt



Ω2

ρ−1
2,0|p2|2dΩ2.

(19)
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Складыва левые и правые части (16) и (17) и учитыва (18), (19), приходим к
тодеству

1

2

d

dt




ρ1



Ω1

|u1|2dΩ1 +



Ω2

ρ2,0(x)|u2|2dΩ2




+

+
1

2

d

dt




a−2



Ω2

ρ−1
2,0(x)|p2|2dΩ2 + g(ρ1 − ρ2,0(0))



Γ

|ζ|2dΓ




 =

= −µ1E1(u1,v1) + ρ1



Ω1

u1 · f1dΩ1 +



Ω2

ρ2,0u2 · f2dΩ2,

(20)

которое влетс аконом баланса полной энергии исследуемой гидросистемы, апи-
санным в дифференциалной форме. дес слева в фигурных скобках стоит удвоен-
на кинетическа энерги (первое слагаемое), отвечаща пол скоростей в ид-
кости и гае, а второе слагаемое  это потенциална энерги, отвечаща откло-
нени ζ границы радела Γ и именени плотности в баротропном гае (p2 = a2ρ̃2)
в процессе малых колебаний. Справа в (20) стоит мощност сил, действущих на
систему: это внутренние вкоупругие силы (первое слагаемое) и внешние силы в
областх Ω1, Ω2 (осталные слагаемые).

3. Выбор функционалных пространств

И формулы (20) следует, что дл описани двиени гидросистемы следует
привлеч к рассмотрени такие функционалные гилбертовы пространства, дл
которых пол скоростей и давлений долны приводит в лбой момент времени
к конечной кинетической и потенциалной энергим системы, а таке к конечной
скорости диссипации энергии.

Перейдем к подробному рассмотрени этого вопроса и введем соответствущие
пространства и их подпространства.

1. Преде всего введем (комплексное) гилбертово пространство L2(Ω1) вектор-
ных полей {u1(x)}, x ∈ Ω1, с квадратом нормы

||u1||2L2(Ω1)
:=



Ω1

|u1(x)|2dΩ1

и соответствущим скалрным проиведением. Как ивестно (см. [13],[14]), простран-
ство L2(Ω1) имеет ортогоналное ралоение

L2(Ω1) = J0(Ω1)⊕ Gh,S1(Ω1)⊕ G0,Γ(Ω1), (21)
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J0(Ω1) := {w1 ∈ L2(Ω2) : divw1 = 0 (в Ω1), w1 · n1 = 0 (на ∂Ω1)},

Gh,S1(Ω1):={v1=∇Φ1∈L2(Ω1) : △Φ1=0 (в Ω1),
∂Φ1

∂n1

=0 (на S1),



Γ

Φ1dΓ=0},

G0,Γ(Ω1) := {∇ϕ1 ∈ L2(Ω1) : ϕ1 = 0 (на Γ)}. (22)

дес n1  внешн нормал к ∂Ω1, n1 = e3 (на Γ), а операции div и
∂

∂n1

понимат

в смысле обобщенных функций (распределений).
Будем считат, что части S1 и Γ границы ∂Ω1 области Ω1 влтс липшицевыми,

причем контур ∂S1 = ∂Γ таке липшицев (см. [15]-[17]). Тогда дл функций и

H1
Γ(Ω1) := {Φ(x) ∈ H1(Ω1) :



Γ

ΦdΓ = 0}, ||Φ||2H1
Γ(Ω1)

:=



Ω1

|∇Φ|2dΩ1,

имеет место обобщенна формула Грина дл оператора Лапласа (см. [18]):

(Ψ,Φ)H1
Γ(Ω1):=



Ω1

∇Ψ ·∇ΦdΩ1=〈Ψ,−△Φ〉L2(Ω1)+〈γΨ,
∂Φ

∂n1

〉L2,Γ
, ∀Ψ,Φ∈H1

Γ(Ω1). (23)

дес L2,Γ := L2(Γ) ⊖ {1Γ}  подпространство пространства L2(Γ), ортогоналное
единичной функции 1Γ := 1|Γ,

−△Φ ∈

H1

Γ(Ω1)
∗

, H1
Γ(Ω1) ⊂→⊂→ L2(Ω1) ⊂→⊂→


H1

Γ(Ω1)
∗

,

∂Φ

∂n1

∈(H
1/2
Γ )∗, H

1/2
Γ :=H1/2(Γ) ∩ L2,Γ⊂→⊂→L2,Γ⊂→⊂→ (H

1/2
Γ )∗, n1=e3,

γΨ := Ψ|Γ, γ : L (HΓ(Ω1);H
1/2
Γ )

(24)

ест оператор следа на Γ. Косыми скобками в (23) обоначатс начени соответ-
ствущих функционалов, отвечащих оснащеним в (24).

Отметим, что в силу постановки адачи (см.(5), (8), (10)) поле скоростей u1(t, x)

долно принадлеат при лбом t  0 подпространству J0(Ω1) ⊕ Gh,S1(Ω1), а поле
градиентов давлений  подпространству Gh,S1(Ω1)⊕ G0,Γ(Ω1).

2. Введем тепер пространство L2(Ω2; ρ2,0) с квадратом нормы

||u2||2L2(Ω2;ρ2,0)
:=



Ω2

ρ2,0(x)|u2|2dΩ2,

отвечащее пол скоростей в гае. Его ортогоналное ралоение, которое далее
понадобитс, таково:

L2(Ω2; ρ2,0) = J0(Ω2; ρ2,0)⊕ G(Ω2; ρ2,0), (25)

J0(Ω2; ρ2,0) :={v∈ L2(Ω2; ρ2,0) : div(ρ2,0v)=0 (в Ω2), ρ2,0v · n2=0 (на ∂Ω2)}, (26)

Таврический вестник информатики и математики, 4 (41)’ 2018



16 Н. Д. Копачевский

G(Ω2; ρ2,0) := {∇ϕ2 ∈ L2(Ω2; ρ2,0) :



Ω2

ρ2,0ϕ2dΩ2 = 0} =

G0,Γ(Ω2; ρ2,0)⊕ Gh,S2(Ω2; ρ2,0),

(27)

G0,Γ(Ω2; ρ2,0) := {∇ψ2 ∈ L2(Ω2; ρ2,0) : ψ2 = 0 (на Γ)},

Gh,S2(Ω2; ρ2,0):={∇Φ2∈L2(Ω2; ρ2,0) :div(ρ2,0∇Φ2)=0 (в Ω2), ρ2,0
∂Φ2

∂n2

=0 (на S2)}.

И (6), (7), (9) следует, что поле скоростей u2(t, x), x ∈ Ω2, дл гаа следует счи-
тат (при лбом t  0) элементом подпространства J0(Ω2; ρ2,0)⊕ Gh,S2(Ω2; ρ2,0).

3. Дл пол давлений p2(t, x) в гае введем, опирас на (20), гилбертово про-
странство

L2(Ω2; ρ
−1
2,0) := {p2 : ||p2||2L2(Ω2;ρ

−1
2,0)

:=



Ω2

ρ−1
2,0(x)|p2|2dΩ2 < ∞}

с нормой, эквивалентной норме L2(Ω2).
4. Далее, дл конечности потенциалной энергии системы, отвечащей отклоне-

ни ζ двиущейс границы радела меду идкост и гаом, введем уе встре-
тившеес выше (см. (24)) подпространство

L2,Γ := {ζ ∈ L2(Γ) : ||ζ||2L2,Γ
:=



Γ

|ζ|2dΓ < ∞,



Γ

ζdΓ = 0}

пространства L2(Γ).
5. Наконец, дл конечности скорости диссипации энергии в вкоупругой идко-

сти (снова см. (20)) введем пространство вектор-функций H1(Ω1) и его подпростран-
ство

J1
0,S1

(Ω1) :={u1∈ H1(Ω1) : E1(u1; u1) < ∞, u1 = 0 (на S1), divu1 = 0 (в Ω1)}.

Отметим, что норма в J1
0,S1

(Ω1) эквивалентна стандартной норме пространства
H1(Ω1) при условии прилипани u1 = 0 (на S1), так как в этом случае имеет ме-
сто неравенство Корна (см. [4])

||u1||2J1
0,S1

(Ω1)
:= E1(u1, u1)  c||u1||2H1(Ω1)

:= c

3

k=1

||u1,k||2H1(Ω1)
, c > 0. (28)

Таким обраом, далее в исследуемой проблеме искомые векторные и скалрные
пол будем считат функцими переменной t со наченими в соответствущих вве-
денных выше пространствах и подпространствах.
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4. Применение метода ортогоналного проектировани дл
уравнений двиени гаа

Введем согласно ралоеним (25)–(27), ортопроекторы

P0,2 : L2(Ω2; ρ2,0) → J0(Ω2; ρ2,0), PG,2 : L2(Ω2; ρ2,0) → G(Ω2; ρ2,0),

и перепишем уравнени двиени гаа (6), (7) с учетом (14) в виде

∂u2

∂t
+∇(ρ−1

2,0p2) =
f2, a−2∂p2

∂t
+ div(ρ2,0u2) = 0 (29)

Будем тепер считат, что поле скоростей в гае имеет вид

u2 = w2 +∇Φ2, w2 ∈ J0(Ω2; ρ2,0), ∇Φ2 ∈ G(Ω2; ρ2,0)

(см. параграф 3, п.2). Примен ортопроекторы P0,2 и PG,2 к левой и правой частм
первого уравнени (29), получим два соотношени

∂ w2

∂t
= P0,2

f2,
∂

∂t
∇Φ2 +∇(ρ−1

2,0p2) = PG,2
f2 =: ∇F2. (30)

Далее, в силу (26) второе уравнение (29) приобретает вид

a−2∂p2
∂t

+ div(ρ2,0∇Φ2) = 0. (31)

аметим тепер, что первое уравнение (30) тривиално рарешимо, если адано
началное условие w2(0, x) = P0,2u

0
2(x). Поэтому в далнейшем будем рассматриват

сви дл p2 и Φ2, исход и второго соотношени (30), уравнени (31) и с учетом
краевых и началных условий. В частности, и (9), определени (26) подпространства
J0(Ω2; ρ2,0) и и кинематического услови (10) имеем:

∂Φ2

∂n
= −∂Φ2

∂e3
= −u1 · e3 = −∂ζ

∂t
(на Γ),

∂Φ2

∂n
= 0 (на S2).

Отсда получаем краеву адачу, описыващу св функций Φ2 и p2:

−△0Φ2 := −ρ−1
2,0div(ρ2,0∇Φ2) = a−2ρ−1

2,0

∂p2
∂t

=: f (в Ω2),

ρ2,0
∂Φ2

∂n
= 0 (на S2), ρ2,0

∂Φ2

∂n
= −ρ2,0(0)u1 · e3 =: ϕ (на Γ).

(32)

Будем исследоват адачу (32), исполу теори обобщенных и слабых реше-
ний краевых адач в негладких (липшицевых) областх. аметим, что однородна
адача (32), т. е. отвечаща случа f = 0, ϕ = 0, имеет нетривиалное решение
Φ2 = c2 = const. Поэтому решение адачи (32) моно представит в виде

Φ2 = Φ21 + Φ22 + c2,
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где Φ21 и Φ22  решени адач при однородном краевом условии и однородном урав-
нении соответственно:

−△0Φ21 = f (в Ω2), ρ2,0
∂Φ2

∂n
= 0 (на ∂Ω2),



Ω2

ρ2,0Φ21dΩ2 = 0, (33)

−△0Φ22 = 0 (в Ω2), ρ2,0
∂Φ2

∂n
= 0 (на S2), ρ2,0

∂Φ2

∂n
= ϕ (на Γ),



Γ

Φ22dΓ = 0, (34)

а c2 = const.
При иучении этих адач понадобитс обобщенна формула Грина, аналогична

формуле (23), применително к оператору △0 и (32). Отметим сначала, что необхо-
димым условием рарешимости адачи (33) влетс условие

(f, 1Ω2)L2(Ω2;ρ2,0) :=



Ω2

|f |2dΩ2. (35)

Обоначим соответствущее подпространство функций чере L2,Ω2,ρ2,0 . Введем
тепер пространство H1(Ω2; ρ2,0) с квадратом нормы

||Φ||2H1(Ω2;ρ2,0)
:=



Ω2

ρ2,0|∇Φ|2dΩ2 +



Ω2

ρ2,0ΦdΩ2


2

,

эквивалентной норме H1(Ω2), и его подпространство H1
Ω2
(Ω2; ρ2,0) тех элементов ко-

торые удовлетворт услови (35), т. е.


Ω2

ρ2,0ΦdΩ2 = 0. (36)

Тогда нетрудно видет, что (H1
Ω2
(Ω2; ρ2,0);L2,Ω2,ρ2,0)  гилбертова пара про-

странств, причем H1
Ω2
(Ω2; ρ2,0) компактно влоено в L2,Ω2,ρ2,0 . Дл элементов Ψ2, Φ2

и H1
Ω2
(Ω2; ρ2,0) имеет место обобщенна формула Грина

(Ψ2,Φ2)H1
Ω2,ρ2,0

=



Ω2

ρ2,0∇Ψ2 ·∇Φ2dΩ2 = 〈Ψ2,−△0Φ2〉L2,Ω2,ρ2,0
+

+〈γS2Ψ2, ρ2,0
∂Φ2

∂n
〉L2(S2) + 〈γΓΦ2, ρ2,0

∂Φ2

∂n
〉L2(Γ),

(37)

где γS2 и γΓ  операторы следа на S2 и Γ, а косыми скобками обоначены начени
соответствущих функционалов.

Уточним некоторые факты, сванные с формулой (37) (см. [18]). Она справед-
лива дл тех элементов и H1

Ω2
(Ω2; ρ2,0), которые обладат следущими свойствами:

дл этих элементов проиводные по нормали на S2 и Γ обладат тем свойством,
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что они продолимы нулем с S2 и Γ соответственно на оставшус част границы
∂Ω2 в класссе функций и H−1/2(∂Ω2). Соответствущу совокупност элементов и
H1

Ω2
(Ω2; ρ2,0) обоначим чере Ȟ1

Ω2
, так что формула (37) справедлива дл элементов

и Ȟ1
Ω2

. При этом класс таких продолимых нулем проиводных по нормали обо-
начаетс чере H̃−1/2(S2) и H̃−1/2(Γ) соответственно, причем эти подпространства
влтс сопренными к H1/2(S2) и H1/2(Γ) (см. [16],[17]).

Опирас на формулу Грина (37), определим слабое решение адачи (33) как
такой элемент Φ21 и H1

Ω2
(Ω2; ρ2,0), дл которого выполнено тодество

(Ψ2,Φ21)H1
Ω2

(Ω2,ρ2,0) = 〈Ψ2, f〉L2,Ω2,ρ2,0
, ∀Ψ2 ∈ H1

Ω2
(Ω2; ρ2,0). (38)

Тогда и теории пар гилбертовых пространств следует, что адача (33) имеет слабое
решение тогда и толко тогда, когда

f ∈ (H1
Ω2
(Ω2; ρ2,0))

∗ ⊃ L2,Ω2,ρ2,0 .

При f ∈ L2,Ω2,ρ2,0 эта адача имеет обобщенное решение, определемое тодеством

(Ψ2,Φ21)H1
Ω2

(Ω2;ρ2,0) = (Ψ2, f)L2,Ω2,ρ2,0
, ∀Ψ2 ∈ H1

Ω2
(Ω2; ρ2,0). (39)

Оба решени адач (38), (39) выраатс одной формулой:

Φ21 = A−1
2 f,

где A2  оператор гилбертовой пары (H1
Ω2
(Ω2; ρ2,0);L2,Ω2,ρ2,0). При этом дл

слабого решени Φ21 ∈ D(A
1/2
2 ) = H1

Ω2
(Ω2; ρ2,0), а дл обобщенного решени

Φ21 ∈ D(A2) ⊂ D(A
1/2
2 ).

Таким обраом, при f ∈ L2,Ω2,ρ2,0 адача (33) равносилна соотношени

A2Φ21 = f = a−2ρ−1
2,0

∂p2
∂t

, (40)

0 ≪ A2 = A∗
2 : D(A2) → L2,Ω2,ρ2,0 , A−1

2 ∈ S∞(L2,Ω2,ρ2,0).

Перейдем тепер к рассмотрени адачи (34). Опирас формулу Грина (37),
аметим сначала, что необходимым условием рарешимости этой адачи влетс
условие

〈1Γ,ϕ〉L2(Γ) = 0. (41)

Если ϕ ∈ L2(Γ), то получаем условие


Γ

ϕdΓ = 0,
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т. е. условие ортогоналности с L2(Γ) аданной функции ϕ к единичной функции 1Γ,
определенной на Γ. В сви с этим введем в H1(Ω2; ρ2,0) норму

||Φ||2H1(Ω2;ρ2,0)
:=



Ω2

ρ2,0|∇Φ|2dΩ2 +



Γ

ΦdΓ
2,

эквивалентну стандартной норме пространства H1(Ω2), и подпространство
H1

Γ(Ω2, ρ2,0) функций, дл которых


Γ

ΦdΓ = 0.

Снова опирас на формулу Грина (37) определим слабое решение адачи (34)
как такой элемент и Φ22 и H1

Γ(Ω2; ρ2,0), дл которого выполнено тодество

(Ψ2,Φ22)H1
Ω2

(Ω2,ρ2,0) = 〈γ2Ψ2,ϕ〉L2(Γ), ∀Ψ2 ∈ H1
Γ(Ω2; ρ2,0), (42)

γ2Ψ2 := Ψ|Γ. И (34) следует, что дл слабого решени функци ϕ долна быт
продолима нулем в классе H−1/2(∂Ω2), т. е. необходимым и достаточным услови
рарешимости адачи (34) влетс условие

ϕ ∈ H̃
−1/2
Γ = (H

1/2
Γ )∗, H

1/2
Γ := H1/2(Γ) ∩ L2,Γ.

тогда эта адача имеет единственное слабое решение

Φ22=:V ϕ=V (−ρ2,0(0)u1 · e3)=V (−ρ2,0(0)
∂ζ

∂t
), V ∈ L (H̃

−1/2
Γ ;H1

Γ,h(Ω2; ρ2,0)), (43)

H1
Γ,h(Ω2; ρ2,0) =


Φ22 ∈ H1

Γ(Ω2; ρ2,0) : −△0Φ22 = 0 (в Ω2),

ρ2,0
∂Φ22

∂n
= 0 (на S2),



Γ

ρ2,0(0Φ22dΓ = 0)

⊂ H1

Γ(Ω2; ρ2,0).
(44)

аметим тепер, что дл области Ω2 с липшицевой границей ∂Ω2, рабитой на
липшицевы куски S2 и Γ, имеет место теорема Галрдо (см. [19]), согласно которой
оператор следа γ2 обладает свойством

γ2 ∈ L (H1
Γ(Ω2; ρ2,0);H

1/2
Γ ). (45)

Отсда получаем следущее утвердение.

Лемма 1. Операторы V : H̃
−1/2
Γ → H1

Γ,h(Ω2; ρ2,0) ⊂ H1
Γ(Ω2; ρ2,0) и

γ2 : H1
Γ(Ω2; ρ2,0) → H̃

−1/2
Γ влтс ваимно сопренными (ограниченными)

операторами:
V = γ∗

2 .
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Докаателство. Оно следует и тодества (42) и определени оператора V :

(Ψ2, V ϕ)H1
Γ(Ω2;ρ2,0) = 〈γ2Ψ2,ϕ〉L2,Γ

.

□

Итогом рассмотрени адачи (32) и вспомогателных адач (33), (34) влетс
такой вывод: адача (32) имеет решение и пространства H1(Ω2; ρ2,0), которое выра-
аетс формулой

Φ2|Ω2 = Φ21 + Φ22 + c2 = A−1
2 (a−2ρ−1

2,0

∂p2
∂t

) + V (−ρ2,0(0)
∂ζ

∂t
) + c2, (46)

где c2  проиволна функци t.

5. Преобраовани операторными методами уравнений двиени
идкости

Преобрауем тепер уравнени двиени идкости (5) в области Ω1 с учетом
граничных условий (8), (11). Опирас на ортогоналные ралоени (21)–(22), бу-
дем считат при кадом t поле u1(t, x) элементом J1

0,S1
(Ω1) ⊂ J0,S1(Ω1), а ∇p1 

элементом подпространства G(Ω1) = G0,Γ(Ω1) ⊕ Gh,S1(Ω1). Введем далее ортопроек-
тор

P0,S1 : L2(Ω1) → J0,S1(Ω1)

и подействуем им на обе части уравнени (5). Будем имет соотношени

ρ1
∂u1

∂t
− µ1P0,S1△v1 +∇p̃1 = ρ1P0,S1

f1, ∇p̃1 := P0,S1∇p1, (47)

△p̃1 = 0 (в Ω1),
∂p̃1
∂n

= 0 (на S1),



Γ

p̃1dΓ = 0, (48)

v1 = 0 (на S1), µ1τj3(v1) = 0, j = 1, 2 (на Γ),

[−p̃1µ1τ33(v1)]− [−p2] = −g(ρ1 − ρ2,0(0))ζ (на Γ).
(49)

дес уе учтено, что в силу (22) будет p1 = p̃1 (на Γ).
Представим тепер поле ∇p̃1 в виде

∇p̃1 = ∇p11 +∇p12, ∇p1l ∈ Gh,S1(Ω1), l = 1, 2,

и рассмотрим две вспомогателные краевые адачи, сумма решений которых дает
решение адачи (47)–(49).
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Перва вспомогателна адача (ее наыват адачей С.Г. Крейна, см. [4, 20]):

−µ1P0,S1△v1 +∇p11 = F1 := −∇p12 − ρ1
∂u1

∂t
+ ρ1P0,S1

f1,

divv1 = 0 (в Ω1), v1 = 0 (на S1),

µ1τj3(v1) = 0 (на Γ), j = 1, 2;

−p11 + µ1τ33(v1) = 0 (на Γ).

(50)

Втора вспомогателна адача (адача арембы):

△p12 = 0 (в Ω1),
∂p12
∂n

= 0 (на S1), p12 = p2 + g(ρ1 − ρ2,0(0))ζ =: η (на Γ). (51)

Рассмотрим сначала адачу о слабых решених проблемы (51). аметим предва-
рително, что в силу условий



Γ

p12dΓ = 0,



Γ

ζdΓ = 0

воникает требование нормировки дл давлени в гае:


Γ

p2dΓ = 0. (52)

Тогда адача арембы (51) имеет при η ∈ H
1/2
Γ единственное решение p12, дл кото-

рого
∇p12 =: Qη = Q(p2|Γ + g(ρ1 − ρ2,0(0))ζ), Q ∈ L (H

1/2
Γ ; Gh,S1(Ω1)). (53)

Чтобы получит окончателное выраение дл ∇p12, найдем начение p2|Γ с уче-
том нормировки (52). C этой цел восполуемс следствием и второй формулы
(30), которое наыват интегралом Коши-Лаграна:

∂Φ2

∂t
+ ρ−1

2,0p2 = F2 + c(t) (в Ω2),

где c(t)  проиволна функци t. Отсда получаем, что

p2|Γ = ρ2,0(0)γ2(−
∂Φ2

∂t
+ F2) + ρ2,0(0)c(t),

откуда с учетом (46) приходим к формуле

p2|Γ = ρ2,0(0)γ2{−
∂

∂t
Φ21 − ρ2,0(0)V γn,1u1}+ ρ2,0(0)(γ2F2 + c(t)).

Наконец, учитыва интегралное условие (52), окончателно имеем

p2|Γ = −ρ2,0(0)
∂

∂t
{PΓγ2∇−1(∇Φ21)− ρ2,0(0)γ2V γn,1u1}+ ρ2,0(0)PΓγ2F2, (54)
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где PΓ : L2(Γ) → L2,Γ  ортопроектор.
Рассмотрим тепер перву вспомогателну адачу (50), счита F1 аданным

элементом. дес понадобитс обобщенна формула Грина дл соленоидалных по-
лей и векторного оператора Лапласа. Дл гладких полей она имеет вид (15), а дл
полей и J1

0,S1
(Ω1) эта формула приобретает вид (см. [13],[18])

µ1E1(u1,v1)=〈u1,−µ1P0,S1△v1+∇p1〉L2(Ω1)
+

3

j,k=1

〈u1j cos (n,e3), [τjk(v1)−p1δjk]〉L2(Γ). (55)

Исполу формулу (55), определим слабое решение адачи (50) как такой эле-
мент v1 ∈ J1

0,S1
(Ω1), дл которого выполнено тодество

µ1E1(η1,v1) = 〈η1, F1〉L2(Ω1)
, ∀ η1 ∈ J1

0,S1
(Ω1).

аметим тепер, что в силу неравенства Корна (28) пространство J1
0,S1

(Ω1) ком-
пактно влоено в J0,S1(Ω1). Поэтому эти пространства обраут гилбертову пару
(J1

0,S1
(Ω1); J0,S1(Ω1)), причем оператор этой гилбертовой пары

A1 : D(A1) ⊂ J0,S1(Ω1) → J0,S1(Ω1) (56)

неограничен, полоително определен и имеет компактный обратный оператор A−1
1 .

При этом

E1(η1,v1) = (η1,v1) J1
0,S1

(Ω1)
= (A1/2η1, A

1/2
1 v1) J0,S1

(Ω1)
= 〈η1, A1v1〉 J0,S1

(Ω1)
,

∀ η1,v1 ∈ J1
0,S1

(Ω1).

Эти рассудени покаыват, что адача (50) имеет слабое решение
v1 ∈ J1

0,S1
(Ω1) тогда и толко тогда, когда выполнено условие

F1 ∈ ( J1
0,S1

(Ω1))
∗, (57)

и это решение вырааетс формулой

v1 = µ−1
1 A−1

1
F1. (58)

Если F1 ∈ J0,S1(Ω1) ⊂ ( J1
0,S1

(Ω1))
∗, то формула (58) дает обобщенное решение адача

(50), и при этом v1 ∈ D(A1) ⊂ D(A
1/2
1 ) = J1

0,S1
(Ω1).

Формула (58) поволет с учетом определени F1 (см. (50)) выписат
дифференциално-операторну св меду искомыми функцими в исследуемой
проблеме и данными адачи. Как уе упоминалос выше, все эти функции считаем
функцими переменной t со наченими в соответствущем гилбертовом простран-

стве и в соответствии с этим далее проиводные
∂

∂t
аменим на

d

dt
.
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Подставл выраение дл F1 в соотношение µ1A1v1 = F1, следущее и (57), и
исполу формулы (53) и (54) дл ∇p12 и p2|Γ, приходим к соотношени

d

dt
{[ρ1u1 + (ρ2,0(0))

2(Qγ2)(V γn,1)u1]− ρ2,0(0)(QPΓγ2∇−1)(∇Φ21)}+

+µ1A1v1 + g(ρ1 − ρ2,0(0))Qζ = ρ1P0,S1
f1 − ρ2,0(0)QPΓγ2F2,

(59)

γn,1u1 := (u1 · n)Γ, v1 = u1(t, x) +
m

k=1

αk

t

0

e−βk(t−s)u1(s, x)ds := I01(t)u1.

Выпишем тепер дополнително к (59) другие соотношени, сванные с иучаемой
адачей. Перепишем кинематические услови (10) в эквивалентной форме:

g(ρ1 − ρ2,0(0))
dζ

dt
− g(ρ1 − ρ2,0(0))γn,1u1 = 0, (60)

приведем таке выведенные ранее соответствущие сви (31), (40) дл гаа и учтем
формулу (43). Будем имет соотношени

d

dt
(∇Φ21 − ρ2,0(0)∇(V γn,1u1)) +∇(ρ2,0(0)

−1p2) = PG,2
f2 =: ∇F2, (61)

a−2dp2
dt

+ div(ρ2,0∇Φ21) = 0. (62)

Итогом проведенных рассудений влетс следущее утвердение. Исходна
начално-краева адача о малых двиених системы, состощей и вкоупругой
идкости и баротропного гаа, аполнщих проиволный неподвиный сосуд,
приводитс, кроме тривиалной сви (30) (первое уравнение), к адаче Коши дл
системы дифференциално-операторных уравнений (59)–(62) с соответствущими
началными условими. Искомыми функцими влтс: поле скоростей u1(t, x) со
наченими в J0,S1(Ω1), вертикалное отклонение ζ(t, x1, x2), (x1, x2) ∈ Γ, границы
радела со наченими в L2,Γ, потенциална компонента ∇Φ21(t, x), описываща
одно и полей скоростей гаа, со наченими в G(Ω1; ρ2,0), а таке поле давлений в
гае p2(t, x) со наченими в L2(Ω1; ρ

−1
2,0).

6. Формулировка адачи в векторно-матричной форме. Свойства
операторных коэффициентов адачи

Перепишем адачу (59)–(62) в векторно-матричном виде, введ в качестве иско-
мого обекта вектор-столбец

z(t) := (u1; ζ;∇Φ21; p2)
τ
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со наченими в пространстве

H := J0,S1(Ω1)⊕ L2,Γ ⊕ G(Ω2; ρ2,0)⊕ L2(Ω2; ρ
−1
2,0). (63)

Введем таке операторные матрицы

C=





ρ1I1 + (ρ2,0)
2(Qγ2)(V γn,1) 0 −ρ2,0(0)QPΓγ2∇−1 0

0 g(ρ1 − ρ2,0(0))I2 0 0

−ρ2,0(0)∇V γn,1 0 I3 0

0 0 0 a−2I4




, (64)

где Ik  единичные операторы в пространствах (63),

B =





µ1A1I01(t) g(ρ1 − ρ2,0(0))Q 0 0

−g(ρ1 − ρ2,0(0))γn,1 0 0 0

0 0 0 B34

0 0 B43 0




,

B34p2 := ∇(ρ−1
2,0p2), B43(∇Φ21) := div(ρ2,0∇Φ21),

а таке вектор-столбец аданных функций:

f := (ρ1P0,S1
f1 − ρ2,0(0)QPΓγ2F2; 0;∇F2; 0)

τ .

Тогда систему дифференциалных уравнений (59)–(62) вместе с началны-
ми условими моно коротко аписат в виде адачи Коши дл интегро-
дифференциалного уравнени первого пордка в пространстве H :

C
dz

dt
+Bz = f, z(0) = z0. (65)

Цел далнейших рассмотрений  иучит свойства коэффициентов оператор-
ных матриц C и B и преобраоват адачу (65) таким обраом, чтобы моно было
докаат теорему существовани ее решени на проиволном отреке времени и на
этой основе докаат теорему существовани решени исходной начално-краевой
адачи (5)–(13).

Напомним сначала, что по лемме 1 операторы V ∈ L (H̃
−1/2
Γ ;H1

Γ,h(Ω2; ρ2,0)) и
γ2 ∈ L (H1

Γ(Ω2; ρ2,0);H
1/2
Γ ) ваимно сопрены. Докаем тепер аналогичное свой-

ство дл операторов Q и γn,1 (см. (53), (59), (60)).

Лемма 2. Операторы

Q ∈ L (H
1/2
Γ ; Gh,S1(Ω1)) и γn,1 ∈ L ( Gh,S1(Ω1); H̃

−1/2
Γ ) (66)

ваимно сопрены.

Таврический вестник информатики и математики, 4 (41)’ 2018



26 Н. Д. Копачевский

Докаателство. Пуст η  проиволный элемент и H
1/2
Γ , а u1 = w1 + ∇Φ1 

гладкий элемент и J0,S1(Ω1) = J0(Ω1) ⊕ Gh,S1(Ω1). Тогда согласно (53),
Qη = ∇p ∈ Gh,S1(Ω1). Опирас на свойства элементов и J0(Ω1), будем имет

(Qη, u1)L2(Ω1)
=



Ω1

∇p · u1tdΩ1 =



Ω1

div(pu1)dΩ1 −


Ω1

pdivu1dΩ1 =

=



Γ

p(u1 · n)dΓ = 〈η, γn,1u1〉L2,Γ
.

амыка это тодество с гладких u1 на проиволные элементы и J0,S1(Ω1), прихо-
дим к выводу, что γn,1 ∈ L ( Gh,S1(Ω1); H̃

−1/2
Γ ) и Q∗ = γn,1. □

Следствием лемм 1 и 2 влетс такой вывод.

Лемма 3. Оператор (Qγ2)(V γn,1) влетс ограниченным неотрицателным опе-
ратором, действущем в пространстве J0,S1(Ω1) ⊃ Gh,S1(Ω1).

Докаателство. В самом деле, на подпространстве J0(Ω1) = J0,S1(Ω1) ⊖ Gh,S1(Ω1)

этот оператор нулевой, а на Gh,S1(Ω1) он полоителен. Кроме того, в силу свойств
Q, γ2, V и γn,1 получаем, что

Qγ2V γn,1 ∈ L ( J0,S1(Ω1), J0,S1(Ω1)), R(Qγ2V γn,1) ⊂ Gh,S1(Ω1) ⊂ J0,S1(Ω1).

□

Лемма 4. Операторы

QPΓγ2∇−1 : G(Ω2; ρ2,0) → Gh,S1(Ω1)

и
∇V γn,1 : J0,S1(Ω1) → Gh,Γ(Ω2; ρ2,0) ⊂ G(Ω2; ρ2,0)

ваимно сопрены и ограничены:

QPΓγ2∇−1∈L ( G(Ω2; ρ2,0); Gh,S1(Ω1)), ∇V γn,1∈L ( J0,S1(Ω1);Gh,Γ(Ω2; ρ2,0)). (67)

Докаателство. Проверим сначала, что эти операторы обладат свойства-
ми (67). В самом деле, пуст ∇Φ21  элемент и G0(Ω2; ρ2,0). Тогда
Φ21|Ω2 = ∇−1(∇Φ21)  элемент и H1

Ω2
(Ω2; ρ2,0), γ2∇−1(△Φ21) ∈ H1/2(Γ) (теорема

Галрдо), PΓγ2∇−1(∇Φ21) ∈ L2,Γ ∩ H1/2(Γ) = H
1/2
Γ , QPΓγ2∇−1(∇Φ21) ∈ Gh,S1(Ω1),

(см. (53)), причем кадый и операторов влетс непрерывным и одного простран-
ства в другое.

Аналогично моно проверит второе свойство (67). Действително, если u1 
проиволный элемент и J0,S1(Ω1), то γn,1u1 ∈ H̃

−1/2
Γ , V γn,1u1 ∈ H1

Γ,h(Ω2; ρ2,0)
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(см. (43), (44)), ∇(V γn,1u1) ∈ GΩ2(Ω2; ρ2,0) и влетс градиентом слабого решени
адачи (33). дес снова все переходы осуществлтс с помощ операторов, огра-
ниченных и одного пространства в другое.

Докаем тепер свойство ваимной сопренности этих операторов. Пуст
u1 = ∇ψ1 ∈ Gh,S1(Ω1) ⊂ J0,S1(Ω1), ∇Φ21 ∈ G(Ω2; ρ2,0). Тогда



Ω2

ρ2,0∇(V (−ρ2,0(0))γn,1u1) ·∇Φ21dΩ2 =



Ω2

ρ2,0∇Φ22 ·∇Φ21dΩ2, (68)

где Φ22 ∈ H1
Γ,h(Ω2; ρ2,0)  слабое решение адачи (34) при

ϕ = −ρ2,0(0)(u1 · e3)Γ = −ρ2,0(0)γn,1u1 (см. (43)).

Далее, дл другого оператора и (67) имеем дл гладкого u1 = ∇ψ1 ∈ Gh,S1(Ω1):


Ω1

[(−ρ2,0(0))QPΓγ2∇−1(∇Φ21)] ·∇ψ1dΩ1 =



Γ

(PΓγ2Φ21)(−ρ2,0(0))γn,1u1dΓ =

=



Γ

(γ2Φ21)(−ρ2,0(0))γn,1u1dΓ = (Φ21, V ((−ρ2,0(0))γn,1u1)H1
Γ(Ω2;ρ2,0) =

=



Ω2

ρ2,0∇Φ21 ·∇Φ22dΩ2.

(69)

дес при выводе были исполованы следущие свойства: ваимна сопренност
Q и γn,1, свойства PΓ = P ∗

Γ и PΓγn,1u1 = γn,1u1, а таке ваимна сопренност γ2
и V .

Переход в (69) от гладких u1 = ∇ψ1 к проиволным элементам и Gh,S1(Ω1),
убедаемс, что тодество (69) справедливо и дл проиволных ∇ψ1. Сравнива
тогда (68) и (69), получаем, что операторы (67) ваимно сопрены. □

Опирас на докаанные свойства элементов операторной матрицы C и (64),
установим тепер общие свойства этой матрицы как оператора, действущего в про-
странстве H (см. (63)).

Лемма 5. Операторна матрица C : H → H влетс ограниченным полои-
телно определенным оператором, ее квадратична форма равна удвоенной полной
энергии исследуемой гидромеханической системы и отвечает потенциалным дви-
еним баротропного гаа и проиволным двиеним вкоупругой идкости.
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Докаателство. Факт ограниченности операторной матрицы C следует и лемм
1, 2–4, и ее вида (64). Вычислим квадратичну форму матрицы C, учитыва свой-
ства операторных коэффициентов, формулы (68), (69), а таке св (43), т. е.

Φ22|Ω2 = V (−ρ2,0(0)γn,1u1), (70)

и которой следует соотношение

(ρ2,0(0))
2



Ω1

(Qγ2)(V γn,1u1) · u1dΩ1 =



Ω2

ρ2,0|∇Φ22|2dΩ2.

Отсда получаем формулу

(Cz, z)H = ρ1



Ω1

|u1|2dΩ1 +



Ω2

ρ2,0|∇Φ21 +∇Φ22|2dΩ2+

+g(ρ1 − ρ2,0(0))



Γ

|ζ|2dΓ+ a−2



Ω2

|p2|2dΩ2,

(71)

в которой права част ест удвоенна полна энерги гидросистемы, отвечаща
потенциалным двиеним гаа с полем скорости ∇Φ2 = ∇Φ21 +∇Φ22 (см. (20)).

И (71) следует, что C  самосопренный неотрицателный оператор.
Покаем, что он полоително определен. И представлени (70) и свойств опе-

раторов V и γn,1 (см. леммы 1 и 2) следует, что имеет место неравенство

||Φ22||H1
Ω2

(Ω2;ρ2,0) =






Ω2

]ρ2,0∇Φ22|2dΩ2




1/2

 c||u1|| J0,S1
(Ω1)

, c > 0.

Отсда при α + β = 1, α, β > 0, получаем что

ρ1



Ω1

|u1|2dΩ1 +



Ω2

ρ2,0|∇Φ21 +∇Φ22|2dΩ2  ρ1α||u1||2J0,S1
(Ω1)

+

ρ1βc
−2



Ω2

ρ2,0|∇Φ22|2dΩ2 +



Ω2

ρ2,0|∇Φ22|2dΩ2 +



Ω2

|∇Φ21|2dΩ2−

−ε



Ω2

ρ2,0|∇Φ21|2dΩ2 − ε−1



Ω2

ρ2,0|∇Φ22|2dΩ2  ρ1α||u1||2J0,S1
(Ω1)

+

+(ρ1βc
−2 + 1− ε−1)



Ω2

ρ2,0|∇Φ22|2dΩ2 + (1− ε)



Ω2

|∇Φ21|2dΩ2, ε > 0.

(72)
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Выбира ε так, чтобы было выполнено условие

(1 + ρ1βc
−2)−1  ε < 1,

приходим к выводу, что квадратична форма в левой части (72) полоително опре-
делена в пространстве J0,S1(Ω1)⊕ G(Ω2; ρ2,0).

Отсда и и (71) следует, что оператор C полоително определен
в H = J0,S1(Ω1)⊕ L2,Γ ⊕ G(Ω2; ρ2,0)⊕ L2(Ω2; ρ

−1
2,0). □

7. Далнейшие преобраовани адачи

Иучив свойства оператора полной энергии C и (65), продолим рассмотрение
этой адачи и напомним, что оператор B и (65) содерит интегралный оператор
Волтерра I01(t) (см. (4)), отвечащий обобщенной модели Олдройта. Это повол-
ет перейти от (65) к дифференциалному уравнени в гилбертовом пространстве,
введ новые искомые функции в иучаемой адаче.

Проделаем соответствущие преобраовани дл простоты при m = 2 (дл дру-
гих m ∈ N преобраовани аналогичные). Именно, введем функции

wk(t, x) := µ
1/2
1 αkA

1/2
1

t

0

e−βk(t−s)u1(s, x)ds, wk(0, x) = 0, k = 1, 2. (73)

Отсда имеем
dwk

dt
= µ

1/2
1 α

1/2
k A

1/2
1 u1 − βk wk, k = 1, 2. (74)

Введем таке новый искомый вектор-столбец

z̃(t) := (zτ1 ; z
τ )τ, zτ1 = (u1; w1; w2; ζ), zτ2 = (∇Φ21; p2). (75)

Тогда адача (65) перейдет с учетом (74) в адачу Коши дл системы дифференци-
алных уравнений первого пордка следущего вида

C̃
dz̃

dt
+ B̃z̃ = f̃ , z̃(0) = z̃0, (76)

C̃ :=


C̃11 C̃12

C̃21 C̃22


, B :=


B11 0

0 B22


,

f̃ = (ρ1P0,S1
f1 − ρ2,0(0)QPΓγ2F2;0;0; 0;∇F2; 0)

τ (77)

C̃11 := diag(ρ1Ĩ1 + (ρ2,0(0))
2(Qγ2)(V γn,1); Ĩ2; Ĩ3; g(ρ1 − ρ2,0(0))Ĩ4);

C̃22 := diag(Ĩ5; a−2Ĩ6),
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где Ĩk  единичные операторы в пространствах элементов и (75). Далее,

C̃12 :=





−ρ2,0(0)QPΓγ2∇−1 0

0 0

0 0

0 0




, C̃21 :=


−ρ2,0(0)∇V γn,1 0 0 0

0 0 0 0


,

B11 :=





µ1A1 µ
1/2
1 α

1/2
1 A

1/2
1 µ

1/2
1 α

1/2
2 A

1/2
1 g(ρ1 − ρ2,0(0))Q

−µ
1/2
1 α

1/2
1 A

1/2
1 β1Ĩ2 0 0

−µ
1/2
1 α

1/2
2 A

1/2
1 0 β2Ĩ3 0

−g(ρ1 − ρ2,0(0))γn,1 0 0 0




, (78)

B22 :=


0 B34

B43 0


. (79)

аметим, что искомые элементы z̃(t) тепер считатс функцими переменной t

со наченими в пространстве (см. (63))

H̃ =

J0,S1(Ω1)⊕ J0,S1(Ω1)⊕ J0,S1(Ω1)⊕ L2,Γ


⊕


G(Ω2; ρ2,0)⊕ L2(Ω2; ρ

−1
2,0)


=:

=: H̃1 ⊕ H̃2.

Далнейший план исследований  иучит свойства операторных матриц C̃ и B̃

в (76) и докаат теорему существовани силного по переменной t решени этой
адачи.

Отметим предварително следущий факт.

Лемма 6. Оператор C̃ : H̃ → H̃ влетс ограниченным полоително опреде-
ленным оператором, действущим в H̃ .

Докаателство. Оно непосредственно следует и леммы 5 с учетом вида оператор-
ной матрицы C̃11, в частности, с учетом добавлени единичных элементов Ĩ2, Ĩ3 на
диагонали. □

Иучим тепер свойства операторных блоков B11 и B22 в операторной матрице
B̃ (см. (78), (79)).

Лемма 7. Операторна матрица B11 аданна на области определени

D(B11) = D(A1)⊕ D(A1)⊕ D(A1)⊕H
1/2
Γ ,

плотной в пространстве

H̃1 = J0,S1(Ω1)⊕ J0,S1(Ω1)⊕ J0,S1(Ω1)⊕ L2,Γ,
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допускает факториаци с симметричными крайними мноителми:

B11 = diag(µ1/2
1 A

1/2
1 ; Ĩ2; Ĩ3; Ĩ4) · E0 · diag(µ1/2

1 A
1/2
1 ; Ĩ2; Ĩ3; Ĩ4), (80)

E0:=





Ĩ1 α
1/2
1 Ĩ2 α

1/2
2 Ĩ3 gµ

−1/2
1 (ρ1 − ρ2,0(0))A

−1/2
1 Q

−α
1/2
1 Ĩ1 β1Ĩ2 0 0

−α
1/2
2 Ĩ1 0 β2Ĩ3 0

−gµ
−1/2
1 (ρ1 − ρ2,0(0))γn,1A

−1/2
1 0 0 0





(81)
Эта операторна матрица влетс аккретивным оператором:

Re(B11z1, z1)H̃1
 0, ∀ z1 ∈ D(B11). (82)

При лбом b > 0 операторна матрица

B11,b := B11 + bP4, P4 := diag(0; 0; 0; Ĩ4) (83)

влетс равномерно аккретивным оператором:

Re(B11,bz1, z1)H̃1
 c||z1||2H̃1

, c > 0, ∀ z1 ∈ D(B11,b) = D(B11). (84)

Докаателство. Факториаци (80) матрицы B11 проверетс непосредственно.
Свойство аккретивности (82) следует и равенства

Re(B11z1, z1)H̃1
= µ1||A1/2

1 u1||2J0,S1
(Ω1)

+
2

k=1

βk||wk||2J0,S1
(Ω1)

.

Отсда получаем свойство равномерной аккретивности (84), если аметит, что

||A1/2
1 u1||2J0,S1

(Ω1)
 λ1(A1)||u1||2J0,S1

(Ω1)
,

где λ1(A1) > 0  первое собственное начение оператора A1. Тогда в (84) имеем

c = max{µ1λ1(A1); β1, β2; b} > 0. (85)

□

Лемма 8. Оператор γn,1A
−1/2
1 : J0,S1(Ω1) → L2,Γ компактен. Оператор

A
−1/2
1 Q : D(Q) → J0,S1(Ω1) обладает следущими свойствами:

A
−1/2
1 Q = (γn,1A

−1/2
1 )∗|D(Q),

а его амыкание
A

−1/2
1 Q = (γn,1A

−1/2
1 )∗. (86)

Докаателство. Оператор A
−1/2
1 переводит J0,S1(Ω1) в J1

0,S1
(Ω1) ⊂ H1(Ω1), а то-

гда (по теореме Галрдо, см.[19]) γn,1A
−1/2
1 ограниченно действует и J0,S1(Ω1) в
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H
1/2
Γ = H1/2(Γ) ∩ L2,Γ. Так как H

1/2
Γ компактно влоено в L2,Γ, то γn,1A

−1/2
1  ком-

пактный оператор.
Далее, пуст u1  проиволный элемент и J0,S1(Ω1), а ζ ∈ D(Q) ⊂ L2,Γ. Тогда

(γn,1A
−1/2
1 u1, ζ)L2,Γ

= (A
−1/2
1 u1, Qζ) J0,S1

(Ω1)
= (u1, A

−1/2
1 Qζ) J0,S1

(Ω1)
.

Отсда следует, что A
−1/2
1 Q = (γn,1A

−1/2
1 )∗|D(Q), и так как D(Q) ⊂ H

1/2
Γ плотно в L2,Γ,

то имеет место свойство (86), причем A
−1/2
1 Q  компактный оператор. □

аметим тепер, что оператор B11,b и (83) таке допускает факториаци вида
(80) с теми е крайними мноителми и со средним мноителем

Eb:=





Ĩ1 α
1/2
1 Ĩ2 α

1/2
2 Ĩ3 gµ

−1/2
1 (ρ1 − ρ2,0(0))A

−1/2
1 Q

−α
1/2
1 Ĩ1 β1Ĩ2 0 0

−α
1/2
2 Ĩ1 0 β2Ĩ3 0

−gµ
−1/2
1 (ρ1 − ρ2,0(0))γn,1A

−1/2
1 0 0 bĨ4




.

(87)
Следствием приведенных фактов влетс такое утвердение.

Лемма 9. Оператор B11,b и (83) допускает расширение путем амыкани среднего
мноител (87) на основе (86). При этом амыкание B11,b имеет факториаци

B11,b = diag(µ1/2
1 A

1/2
1 ; Ĩ2; Ĩ3; Ĩ4) · Eb · diag(µ1/2

1 A
1/2
1 ; Ĩ2; Ĩ3; Ĩ4), (88)

влетс максималным равномерно аккретивным оператором в H̃1, аданным на
области определени

D(B11,b) =

z1 = (u1; w1; w2; ζ)

τ :

µ
1/2
1 A

1/2
1 u1 +

2

k=1

α
1/2
k wk + gµ

−1/2
1 (ρ1 − ρ2,0(0))(γn,1Q)∗ζ ∈ D(A

1/2
1 )

 (89)

и действует по акону

B11,bz1=





µ
1/2
1 A

1/2
1 (µ

1/2
1 A

1/2
1 u1 +

2
k=1

α
1/2
k wk + gµ

−1/2
1 (ρ1 − ρ2,0(0))(γn, 1A

−1/2)∗ζ)

−µ
1/2
1 α

1/2
1 A

1/2
1 u1 + β1 w1

−µ
1/2
1 α

1/2
2 A

1/2
1 u1 + β2 w2

−gµ
−1/2
1 (ρ1 − ρ2,0(0))γn,1u1 + bζ





Докаателство. В докаателстве нудаетс лиш свойство максималности опе-
ратора B11,b. Однако этот факт следует и того, что в представлении (88) када
операторна матрица ограниченно обратима в H̃1, в частности, дл Eb это следует
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и того, что неравенство (84) сохранетс и дл B11,b и потому област начений
R(B11,b) ест все пространство H̃1. □

И леммы 9 получаем такой ваный вывод.

Лемма 10. Оператор −B11,b влетс генератором симащей полугруппы
U1(t), причем ||U1(t)||  e−ct, c > 0 (см. (84), (85)). При этом оператор
−B11 := −(B11,b − bP4) таке влетс генератором симащей полугруппы опе-
раторов. □

Перейдем тепер к иучени свойств оператора B22 и (79), отвечащего
двиени гаа в исследуемой системе. Этот оператор действует в пространстве
H̃2 = G(Ω2; ρ2,0) ⊕ L2(Ω2; ρ

−1
2,0) с элементами z2 = (∇Φ21; p2)

τ . Очевидно, это опе-
ратор неограничен и его област начений долна совпадат с H̃2. Поэтому далее
будем считат, что

D(B22) =

∇Φ21 ∈ G(Ω2; ρ2,0) : div(ρ2,0∇Φ21) ∈ L2(Ω2; ρ

−1
2,0),

ρ2,0
∂Φ21

∂n
= 0 (на ∂Ω2)


⊕


p2 ∈ L2(Ω2; ρ

−1
2,0) : ∇(ρ−1

2,0p2) ∈ G(Ω2; ρ2,0)

.

(90)

Лемма 11. Оператор B22 : D(B22) ⊂ H̃2 → H̃2 влетс кососамосопренным,
то ест

B∗
22 = −B22. (91)

Докаателство. Пуст z2 = (∇Φ21; p2)
τ ∈ D(B22), y2 = (∇Ψ21; q2)

τ ∈ D(B22). Тогда,
исполу формулу вида div(ϕ A) = ϕdiv A+∇ϕ · A, вычислим выраение

(B22z2, y2)H̃2
=



Ω2

ρ2,0∇Φ21 ·∇Ψ21dΩ2 +



Ω2

ρ−1
2,0div(ρ2,0∇Φ21)q2dΩ2 =

= {


Ω2

div(ρ−1
2,0p2ρ2,0∇Ψ21)dΩ2 −



Ω2

ρ−1
2,0p2div(ρ2,0∇Ψ21)dΩ2}+

{


Ω2

div(ρ−1
2,0q2ρ2,0∇Φ21)dΩ2 −



Ω2

ρ2,0∇Φ21 ·∇(ρ−1
2,0q2)dΩ2} =

= −[



Ω2

ρ2,0∇Φ21 ·∇(ρ−1
2,0q2)dΩ2 +



Ω2

ρ−1
2,0p2div(ρ2,0∇Ψ21)dΩ2] =

= −(z2, B22y2)H̃2
, ∀ z2, y2 ∈ D(B22).

(дес при выводе исполовано граничное условие на ∂Ω2 см. (90) и теорема Гаусса-
Остроградского). Отсда и следует свойство (91). □
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Рассмотрим подробней другие свойства оператора B22 и его св с оператором
адачи Неймана (33).

Лемма 12. Оператор B22 : D(B22) ⊂ H̃2 → H̃2 обратим.

Докаателство. Рассмотрим уравнение B22z2 = y2 ∈ H̃2, z2 = (∇Φ21; p2)
τ , причем

y2 представим в виде y2 = (∇(ρ−1
2,0ψ2); ρ2,0q2)

τ , с аданными проиволными функци-
ми ψ2 и q2. Тогда будем имет соотношени

∇(ρ−1
2,0p2) = ∇(ρ−1

2,0ψ2),

div(ρ2,0∇Φ21) = ρ2,0q2 (в Ω2), ρ2,0
∂Φ21

∂n
= 0 (на ∂Ω2). (92)

Отсда в силу нормировки


Ω2

ρ2,0(ρ
−1
2,0ψ2)dΩ2 = 0 (см. (27)) дл элементов и

G(Ω2; ρ2,0) получаем p2 = ψ2, а в адаче (92) воникает проблема

−△0Φ21 = −ρ−1
2,0div(ρ2,0∇Φ21) = −q2 (в Ω2),

ρ2,0
∂Φ21

∂n
= 0 (на ∂Ω2),



Ω2

ρ2,0Φ21dΩ2 = 0,

(см. (36)), равносилна уравнени

A2Φ21 = −q2 ∈ L2,Ω2,ρ2,0 (93)

(см. (35)), где A2  оператор гилбертовой пары (H1
Ω2
(Ω2; ρ2,0);L2,Ω2,ρ2,0), иу-

ченный в параграфе 4. Отсда следует, что адача (93) одноначно рарешима:
Φ21 = −A−1

2 q2 ∈ H1
Ω2
(Ω2; ρ2,0) и потому ∇Φ21 ∈ G(Ω2; ρ2,0) (меду элементами и

G(Ω2; ρ2,0) и H1
Ω2
(Ω2; ρ2,0) имеетс иоморфим, осуществлемый операторами ∇ и

∇−1). □
Лемма 13. Спектр оператора B22 дискретен и располоен на мнимой оси. Его
собственные начени обраут мноество {λ±

k (B22)}∞k=1 с двум ветвми:

λ±
k (B22) = ±iλk(A2), k = 1, 2, . . . ,

где {λk(A2)}∞k=1  собственные начени оператора A2 (см. (93)):

0 < λ1(A2)  λ2(A2)  . . .  λk(A2)  . . . ,

λk(A2) =


|Ω2|
6π2

−2/3

k2/3[1 + o(1)] (k → ∞).
(94)

Собственные элементы

{z±k }∞k=1 = {(∇Φ±
21,k; p

±
2,k)

τ}∞k=1
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отвечащие собственным наченим оператора B22, обраут ортогоналный ба-
ис в H̃2 и выраатс чере ортонормированные собственные элементы опера-
тора A2, т. е. решени спектралной адачи

−△0Φ21 = λΦ21 (в Ω2), ρ2,0
∂Φ21

∂n
= 0 (на ∂Ω2),



Ω2

ρ2,0Φ21dΩ2 = 0, (95)

по формулам
z±k = (∇Φ21,k;λ

±
k ρ2,0Φ21,k)

τ , k = 1, 2, . . . .

При этом дл ортонормированных в L2,Ω2,ρ2,0 собственных элементов адачи (95)
выполнены следущие формулы ортогоналности дл ортонормированных элемен-
тов {z±k }∞k=1:

(z±k , z
±
l )H̃2

= ((1 + (±1)(±1))/2)1/2δkl,

где учтены все четыре варианта наков слева.

Докаателство. Оно проводитс непосредственной проверкой всех свей воника-
щих адач дл операторов B22 и A2. Асимптотическа формула (94)  это ивест-
на асимптотика Вейл в спектралной адаче Неймана дл оператора Лапласа при
ρ2,0 = const. □

Подвод итоги исследовани свойств оператора B̃ = diag(B11, B22) в адаче Ко-
ши (76), отметим, что первый блок B11 характериует диссипативну вкоупругу
част исследуемой гидросистемы (идкост), а второй блок B22  консервативну
част (га). В итоге приходим к следущему выводу.

Лемма 14. После амыкани (оператора B11) оператор B̃ влетс максималным
аккретивным оператором, действущим в H̃ = H̃1 ⊕ H̃2 и аданным на области
определени

D(B̃) = D(B̃11)⊕ D(B22), D(B11) = D(B11,b), R(B̃) = H̃ .

Докаателство. Так как B22 кососамосопрен в H̃2, то он влетс генератором
группы унитарных операторов, действущих в H̃2. Поэтому вместе с утверденими
лемм 9 и 10 получаем утвердение данной леммы. □

8. О рарешимости исходной начално-краевой адачи

Опирас на установленные факты, докаем утвердение о рарешимости ада-
чи Коши (65), к которой была приведена исходна начално-краева адача (5)–(13).

Определение 1. Будем говорит, что адача Коши (65) имеет силное по пере-
менной t решение z(t) = (u1; ζ;∇Φ21; p2)

τ на отреке [0, T ], если все слагаемые в
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уравнении (65) влтс непрерывными функцими t со наченими в простран-
стве H := J0,S1(Ω1)⊕ L2,Γ ⊕ G(Ω2; ρ2,0)⊕ L2(Ω2; ρ

−1
2,0) и выполнено началное условие

z(0) = z0. □

Согласно этому определени дл силного решени адачи все слагаемые в урав-
нении (59) долны быт элементами и C([0, T ]; J0,S1(Ω1)), в уравнении (60)  эле-
ментами и C([0, T ];L2,Γ), в уравнении (61)  элементами и C([0, T ]; G(Ω2; ρ2,0)), а в
уравнении (62)  элементами и C([0, T ];L2(Ω2; ρ

−1
2,0)).

Теорема 1. Пуст в адаче (65) выполнены услови

u0
1 ∈ D(A1) ⊂ D(A

1/2
1 ) = J1

0,S1
(Ω1), ζ0 ∈ D(Q) = H

1/2
Γ ,

Φ0
21 ∈ D(A2) ⊂ D(A

1/2
2 ) = H1

Ω2
(Ω2; ρ2,0), ∇(ρ−1

2,0p
0
2) ∈ G(Ω2; ρ2,0),

(96)

а таке услови

f1(t, x) ∈ C1([0, T ]; L2(Ω1)), f2(t, x) ∈ C1([0, T ]; L2(Ω2)). (97)

Тогда адача (65) имеет силнее по переменной t решение z(t) на отреке [0, T ] (в
смысле определени 1).

Докаателство. Оно состоит и несколких этапов.
1. Рассмотрим адачу Коши вида (76), однако с оператором B̃ = diag(B11;B22),

который, согласно леммам 9–11, 14, влетс максималным аккретивным:

C̃
dz̃

dt
+ B̃z̃ = f̃(t), z̃(0) = z̃0. (98)

При этом началные данные выберем в виде (96), т. е. и области определени опе-
ратора B и (65), и дополним их тривиалными началными условими

wk(0) = 0, k = 1, 2,

(см. (73), (74)). Тогда эти услови породат началный элемент

z̃0 = (u0
1;0;0; ζ

0;∇Φ0
21; p

0
2)

τ ∈ D(B̃) ⊂ D(B̃). (99)

Аналогично проверем, что если выполнено условие (97), то аданна функци
f̃(t) (см. (77)) обладает свойством

f̃(t) ∈ C1([0, T ]; H̃ ), (100)

(см. (77)). Восполуемс тепер тем фактом, что оператор C̃ в (98) полоително
определен и ограничен в H̃ , и введем в H̃ эквивалентну норму, породенну
скалрным проиведением

(z̃, ỹ)C̃ := (C̃z̃, ỹ)H̃ . (101)
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Перепишем атем адачу (98) в виде

dz̃

dt
= −C̃−1B̃z̃ + C̃−1f̃(t), z̃(0) = z̃0, (102)

и аметим, что оператор  С̃−1B̃ влетс максималным диссипативным в про-
странстве H̃C̃ со скалрным проиведением (101). Поэтому (см., например, [21], с.166)
при услових (99), (100) адача (102) имеет единственное силное решение z̃(t), т. е.
такое, что все слагаемые в (102) влтс элементами и C([0, T ]; H̃C̃). Отсда сле-
дует, что z̃(t) влетс таке силным решением адачи Коши (98), где все слагаемые
влтс непрерывными функцими t со наченими в H̃ .

2. Выпишем тепер эту систему уравнений построчно с учетом представлени
операторной матрицы B̃ в факториованном виде (см. (80), (81), (87)–(89)). Будем
имет адачу

d

dt
{[ρ1u1 + (ρ2,0(0))

2(Qγ2)(V γn,1)u1]− ρ2,0(0)(QPΓγ2∇−1)(∇Φ21)}+

+µ
1/2
1 A

1/2
1 {µ1/2

1 A
1/2
1 u1 +

2

k=1

α
1/2
k wk + gµ

−1/2
1 (ρ1 − ρ2,0(0))(γn,1A

−1/2
1 )∗ζ} =

= ρ1P0,S1
f1 − ρ2,0(0)QPΓγ2F2, ∇F2 = PG,2

f2, u1(0) = u0
1,

w1

dt
− µ

1/2
1 α

1/2
1 A

1/2
1 u1 + β1 w1 = 0, w1(0) = 0,

w2

dt
− µ

1/2
1 α

1/2
2 A

1/2
1 u1 + β1 w2 = 0, w2(0) = 0,

g(ρ1 − ρ2,0(0))
dζ

dt
− g(ρ1 − ρ2,0(0))γn,1u1 = 0, ζ(0) = ζ0,

d

dt
(∇Φ21−ρ2,0(0)∇(V γn,1u1))+∇(ρ2,0(0)

−1p2)=PG,2
f2=:∇F2, ∇Φ21(0)=∇Φ0

21,

a−2dp2
dt

+ div(ρ2,0∇Φ21) = 0, p2(0) = p2.

(103)

аметим про этом, что система уравнений, отвечаща адаче (76) с неамкну-
тым оператором B̃, отличаетс от (103) лиш тем, что в первом уравнении (103) слева
раскрыты вторые скобки, а таке оператор (γn,1A

−1/2
1 )∗ аменен на A−1

1 Q (см. лем-
му 8). Таким обраом, тепер воникает проблема докаат, что при услових данной
теоремы (см. (96), (97)) моно раскрыт упомнутые скобки, и тогда все полученные
слагаемые в первом уравнении (103) будут элементами и C([0, T ]; J0,S1(Ω1)).

3. Переход к докаателству этого факта, отметим, что дл силного решни
адачи (98) функци переменной t в упомнутых скобках влетс элементом и
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C([0, T ];D(A
1/2
1 )) = C([0, T ]; J1

0,S1
(Ω1)). Но тогда

v1 :=

u1 +

2

k=1

α
1/2
k µ

−1/2
1 A

−1/2
1 wk+

+gµ
−1/2
1 (ρ1 − ρ2,0(0))A

−1/2
1 (γn,1A

−1/2
1 )∗ζ


∈ C([0, T ];D(A1)).

(104)

Однако и второго, третего и четвертого уравнений адачи (103) следует, что
(см. (73), (74))

wk(t) = µ
1/2
1 α

1/2
k A

1/2
1

t

0

e−βk(t−s)u1(s)ds, k = 1, 2, ζ(t) =

t

0

γn,1u1(s)ds+ ζ0. (105)

Подставл эти выраени в (104), приходим к соотношени

u1(t) +
2

k=1

α
1/2
k

t

0

e−βk(t−s)u1(s)ds+

+gµ−1
1 (ρ1 − ρ2,0(0))A

−1/2
1 (γn,1A

−1/2
1 )∗




t

0

γn,1u1(s)ds+ ζ0



 =

= v1(t) ∈ C([0, T ];D(A1)).

(106)

Рассмотрим (106) как интегралное уравнение Волтерра в пространстве
H (A1) с нормой графика оператора A1. Тогда в силу леммы 8 имеем дл
u1(t) ∈ C([0, T ];H (A1)) = C([0, T ];D(A1)) соотношение

A
−1/2
1 (γn,1A

−1/2
1 )∗(γn,1u1) = A

−1/2
1 (A

−1/2
1 Q)(γn,1u1) =

= A−1
1 (Qγn,1u1) ∈ C([0, T ];D(A1)).

(см. лемму 2 и свойство (66)). Отсда следует, что в интегралном уравнении Вол-
терра (106) дро влетс непрерывной по t, s оператор функцией в треуголнике
△T := {(t, s) : 0  s  t  T}, принимащей начени и L (H (A1)). Поэто-
му уравнение (106) имеет единственное решение u1(t) ∈ C([0, T ];D(A1)), причем все
осталные слагаемые в (106) таке принадлеат этому пространству.

4. Но тогда в первом уравнении (103) моно раскрыт скобки во втором слага-
емом слева, а атем и системы исклчит функции wk(t), k = 1, 2 (см. (105)). В
итоге воникает система уравнений (59)–(62), где все слагаемые влтс непрерыв-
ными функцими t со наченими в соответствущих пространствах. начит, адача
(59)–(62), т. е. адача (65), имеет единственное силное решение в смысле определе-
ни 1. □
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В качестве амечани к теореме 96 отметим, что дл силного решени адачи
(65) при услових (96), (97) имет место свойства:

u1 ∈ C([0, T ];D(A1)) ∩ C1([0, T ]; J0,S1(Ω1));

∇Φ21 ∈ C1([0, T ]; G(Ω2; ρ2,0));

ζ ∈ C1([0, T ];H
1/2
Γ );

p2 ∈ C1([0, T ];L2,Ω2,ρ
−1
2,0
) ∩ C([0, T ];H1

Ω2
(Ω2; ρ2,0)).

Опирас на теорему 96, моно получит утвердение об одноначной рареши-
мости исходной начално-краевой адачи (5)–(13) на проиволном отреке време-
ни [0, T ].

9. К проблеме нормалных колебаний системы
“вкоупруга идкост–баротропный га”

Рассмотрим решени однородной адачи (98), ависщие от времени по акону

z̃(t) = z̃e−λt.

Функции такого вида наыват нормалными двиеними исследуемой системы,
числа λ  комплексными декрементами атухани нормалных двиений, а z̃ ∕= 0 
амплитудными элементами.

Дл находени амплитудных элементов и чисел λ воникает и (98) спектрал-
на адача

B̃z̃ = λC̃z̃, z̃ ∈ D(B̃) ⊂ H̃ ,

котора, в частности, следует и системы уравнений (103) и выглдит следущим
обраом:

µ
1/2
1 A

1/2
1 {µ1/2

1 A
1/2
1 u1 + α

1/2
1 w1 + α

1/2
2 w2 + gµ

−1/2
1 (ρ1 − ρ2,0(0))(γn,1A

−1/2
1 )∗ζ} =

= λ[ρ1u1 + (ρ2,0(0))
2(Qγ2)(V γn,1)u1]− ρ2,0(0)QPΓγ2Φ21),

−µ
1/2
1 α

1/2
1 A

1/2
1 u1 + β1 w1 = λw1,

−µ
1/2
1 α

1/2
2 A

1/2
1 u1 + β2 w2 = λw2,

−g(ρ1 − ρ2,0(0))γn,1u1 = λg(ρ1 − ρ2,0(0))ζ,

∇(ρ2,0(0)
−1p2) = λ(∇Φ21 − ρ2,0(0)∇(V γn,1u1)),

div(ρ2,0∇Φ21) = λa−2p2.

(107)

Наша далнейша цел  исклчит и системы уравнений (107) част неивест-
ных, перейти к спектралной адаче дл операторного пучка (оператор-функции от
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λ) с ограниченными операторными коэффициентами (см., например, [20]) и исследо-
ват ее методами спектралной теории.

Установим сначала следущий простой факт.

Лемма 15. Числа λ = 0, λ = βk, k = 1, 2, не влтс собственными наченими
спектралной адачи (107).

Докаателство. 1. Полоим в (107) λ = 0. Тогда и предпоследнего уравнени
получаем, что ∇(ρ2,0(0)

−1p2) = 0. Так как это элемент и G(Ω2; ρ2,0) (см. (27)), то
p2 = 0. Далее, и последнего уравнени и граничных условий дл Φ21 воникает
адача

−△0Φ21 = 0 (в Ω2), ρ2,0
∂Φ21

∂n
= 0 (на ∂Ω2),



Ω2

ρ2,0Φ21dΩ2 = 0,

котора имеет лиш тривиалное решение: Φ21 = 0.
И второго-четвертого уравнений (107) имеем таке сви

βk wk = µ
1/2
1 αkβ

−1
k A

1/2
1 u1, k = 1, 2, γn,1u1 = 0,

а тогда и первого уравнени получаем соотношение

µ
1/2
1


1 +

2

k=1

αk

βk


A

1/2
1 u1 + gµ

−1/2
1 (ρ1 − ρ2,0(0))(γn,1A

−1/2
1 )∗ζ = 0.

Отсда следует, что

1 +

2

k=1

αk

βk


||µ1/2

1 A
1/2
1 u1||2L2(Ω1)

= 0,

так как

((γn,1A
−1/2
1 )∗ζ, A

1/2
1 u1)L2(Ω1)

= (ζ, (γn,1A
−1/2
1 )A

1/2
1 u1)L2,Γ

= (ζ, γn,1u1)L2,Γ
= 0.

начит, u1 = 0.
Наконец, и оставшейс сви (γn,1A

−1/2
1 )∗ζ = 0 при лбом η ∈ J0,S1(Ω1) имеем

(η, (γn,1A
−1/2
1 )∗ζ) J0,S1

(Ω1)
= (γn,1A

−1/2
1 η, ζ)L2,Γ

= 0,

и так как совокупност элементов вида γn,1A
−1/2
1 η при η ∈ J0,S1(Ω1) обраует мное-

ство H
1/2
Γ , плотное в L2,γ, то ζ = 0. Это докаывает первое утвердение леммы.

2. Полоим тепер в (107) λ = β1. Тогда и второго уравнени получаем
A

1/2
1 u1 = 0 и потому u1 = 0. Поэтому и третего уравнени следует (β1 ∕= β2),

что w2 = 0, а и четвертого имеем ζ = 0.
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Далее, дл функций Φ21 и p2 воникает адача

∇(ρ2,0(0)
−1p2) = β1∇Φ21, div(div(ρ2,0∇Φ21)) = β1a

−2p2 (в Ω2),

ρ2,0
∂Φ21

∂n
= 0 (на ∂Ω2),



Ω2

ρ2,0Φ21dΩ2

котора приводитс к адаче на собственные начени

A2Φ21 = −β2
1Φ21, Φ21 ∈ H1

Ω2
(Ω2; ρ2,0),

(см. (32), (33), (40)). Посколку оператор A2 имеет дискретный полоителный
спектр, то эта адача имеет лиш нулевое решение, и потому ∇Φ21 = 0, p2 = 0.
Тепер и первого уравнени (107) получаем, что α

1/2
1 w1 = 0, т. е. w1 = 0.

Случай λ = β2 рассматриваетс аналогично, что и докаывает полност утвер-
дени леммы. □

Опирас на лемму 15, исклчим при λ ∕= 0, λ ∕= βk, k = 1, 2 в уравнених (107)
все искомые элементы, кроме u1 и ∇Φ21. И второго-четвертого соотношений будем
имет

wk =
µ
1/2
1 α

1/2
k

βk − λ
A

1/2
1 u1, k = 1, 2, ζ = −λ−1γn,1u1.

Подставл их в первое уравнение и осуществл амену

A
1/2
1 u1 = η1 ∈ J0,S1(Ω1),

приходим к уравнени

µ1e2(λ)η1 = λ{A−1/2
1 (ρ1I1 + (ρ2,0(0))

2(Qγ2)(V γn,1))A
−1/2
1 η1−

−ρ2,0(0)A
−1/2
1 QPΓγ2Φ21}+

+λ−1g(ρ1 − ρ2,0(0))(γn,1A
−1/2
1 )∗(γn,1A

−1/2
1 )η1, e2(λ) := 1 +

2

k=1

αk

βk − λ
.

(108)

Последние два уравнени (107) приводт к сви

A2Φ21 = −λ2a−2(Φ21 − ρ2,0V (γn,1A
−1/2
1 )η1). (109)

Осуществл еще дес амену

A
1/2
2 Φ21 = ϕ2 ∈ L2,Ω2,ρ2,0 , (110)

(см.(40), (41)), получим окончателно и (108)–(110) адачу на собственные начени

µ1e2(λ)η1 = λ(A11η1 + A12ϕ2) + λ−1B1η1, ϕ2 = −λ2a−2(A21η1 + A22ϕ2), (111)
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A11 := A
−1/2
1 (ρ1I1 + (ρ2,0(0))

2(Qγ2)(V γn,1))A
−1/2
1 , A22 := A−1

2 ,

A12 := −ρ2,0(0)A
−1/2
1 QPΓγ2A

−1/2
1 , A21 := −ρ2,0(0)(A

−1/2
2 V )(γn,1A

−1/2
1 ),

B1 := g(ρ1 − ρ2,0(0))(γn,1A
−1/2
1 )∗(γn,1A

−1/2
1 ).

(112)

Перепишем адачу (111)–(112) в векторно-матричном виде в двух формах. Пер-
ва форма такова:


µ1e2(λ)I1 0

0 0


η1
ϕ2


=λ


A11 A12

A21 A22


η1
ϕ2


+λ−1


B1 0

0 a2I2


η1
ϕ2


. (113)

Втора форма выглдит следущим обраом:


µ1e2(λ)I1 0

0 I2


η1
ϕ2


= λ


A11 A12

0 0


η1
ϕ2


−

−λ2a−2


0 0

A21 A22


η1
ϕ2


+ λ−1


B1 0

0 0


η1
ϕ2


.

(114)

(η1;ϕ2)
τ ∈ J0,S1(Ω1)⊕ L2,Ω2,ρ2,0 .

Лемма 16. Операторные коэффициенты Ajk, j, k = 1, 2, компактны, причем
Ajk = A∗

kj, Akk  0. Кроме того, операторный коэффициент B1  компактный
неотрицателный оператор, действущий в J0,S1(Ω1).

Докаателство. Эти свойства следут непосредственно и определений (112) опе-
раторов и лемм 1, 2–4, 8, 13, а таке свойств, описанных в (41), (45), (56). □

Опирас на эти факты, укаем на некоторые простые свойства спектра иссле-
дуемой адачи (111).

Первое свойство. Спектр адачи (111) симметричен относително вещественной
оси.

Докаателство. Перепишем коротко адачу (113) в виде

L1(λ)ξ = 0, ξ := (η1;ϕ2)
τ , (115)

и аметим, что операторный пучок L1(λ) влетс самосопренным (см. [22]), т. е.

(L1(λ))
∗ = L1(λ).

Отсда и следует данное утвердение. □

Второе свойство. Спектр адачи (111) дискретен, т. е. состоит и счетного мно-
ества конечнократных собственных начений с вомоными пределным точками
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λ = 0, λ = ∞, λ = βk, k = 1, 2, а таке точками λ = δk, e2(δk) = 0, k = 1, 2, то ест
нулми функции e2(λ).

Докаателство. адачу (114) коротко перепишем в виде

L2(λ)ξ = 0, ξ = (η1;ϕ2)
τ ,

и аметим, что она приводитс к спектралной проблеме

(I + Φ(λ))ξ = 0,

где I  единичный оператор в J0,S1(Ω1) ⊕ L2,Ω2,ρ2,0 , а Φ(λ)  аналитическа
оператор-функци, принимаща компактные начени. аметим тепер, что опе-
ратор (I + Φ(λ))|λ=−1 обратим, так как

L1(−1) =


µ1e2(−1)I1 0

0 a−2I2


+


A11 A12

A21 A22


+ a−2


B1 0

0 0


.

 полоително определенный оператор, посколку операторна матрица
(Ajk)

2
jk=1  компактный полоителный оператор (факт полоителности провер-

етс непосредственно), а e2(−1) > 0. Поэтому по теореме Келдыша (см. [22]; иногда
ее наыват теоремой Гохберга, см. [23]) получаем докаываемое утвердение. □

Трете свойство. Спектр адачи (111)–(112) располоен в правой комплексной
полуплоскости.

Докаателство. Оно основано на неравенстве

Reλ =

µ1


1 +

2

k=1

αkβk

|βk − λ|2


||η1||2L2(Ω1)

+ ||ϕ||2L2,Ω2,ρ2,0


/

/
 2

k=1

αk

|βk − λ|2 ||η1||
2
L2(Ω1)

+ (Aξ, ξ) + |λ|−2(Baξ, ξ)

> 0,

которое моно вывести и уравнени (113) либо (115) и учест, что квадратичные
формы операторных матриц A и Ba справа в (113)  полоителна и неотрица-
телна соответственно. □

Далнейшее подробное исследование свойств решений адачи (111)–(112) будет
проведено в другой работе. Будут получены свойства полноты и баисности системы
корневых (собственных и присоединенных) элементов этой адачи, наличие шести
ветвей собственных начений, их асимптотическое поведение и фиический смысл.
Будут рассмотрены таке и другие бликие вопросы.
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Order Properties of Nonlinear Superposition Operators.

Abasov N. M.

Abstract. This article is devoted to orthogonally additive operators in vector lattices.
Orthogonally additive operators acting between vector lattices were introduced and studied in
1990 by Mazón and Segura de León. Today the theory of orthogonally additive operators is
an active area of Functional Analysis. Let E be a vector lattice and F a real linear space. We
say that an operator T : E → F is called orthogonally additive if T (x + y) = T (x) + T (y)

whenever x, y ∈ E are disjoint. It follows from the definition that T (0) = 0. It is immediate that
the set of all orthogonally additive operators is a real vector space with respect to the natural
linear operations. Let E and F be vector lattices. We say that an orthogonally additive operator
T : E → F is order bounded if T maps order bounded sets in E to order bounded sets in F . The
aim of this notes is to continue this line of investigation. In this paper, we prove some new results
for abstract Nemytskii operators, an important subclass of orthogonally additive operators. We
say that an orthogonally additive operator T : E → E defined on a vector lattice E is called an
abstract Nemytskii operator if the equality Tπ = πT holds for any order projection on E. We’ve
showws that any abstract Nemytskii operator T : E → E defined on a vector lattice with the
principal projection property E has a module. We’ve proved that the set of all abstract Nemytskii
operators defined on a Dedekind complete vector lattice E is a band in the vector lattice of all
order bounded orthogonally additive operators acted on E. We’ve got the formula for the order
projection onto this band.

Keywords: Orthogonally additive operator, abstract Nemytskii operator, nonlinear superposition
operator, disjointness preserving operator, order projection, vector lattice.

Введение и предварителные сведени

Ортогонално аддитивные операторы в векторных решетках были введены и ис-
следованы в работах [8, 9]. В настощее врем теори ортогонално аддитивных
операторов влетс активной област функционалного аналиа (см. далеко не
полный список [3–6, 10]). дес мы приведем некоторые предварителные сведени,
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необходимые дл далнейшего. Цел настощего параграфа  афиксироват тер-
минологи, обоначени и ввести требуемые понти. Все необходимые сведени о
векторных решетках моно найти в монографих [1, 7]. Все векторные решетки,
рассматриваемые ние в тексте, влтс архимедовыми.

Пуст E  векторна решетка. Сет (xα)α∈Λ ⊂ E наываетс пордково сход-

щейс к элементу x ∈ E (исполуетс обоначение xα
(o)−→ x), если существует сет

(uα)α∈Λ в E+, така что uα ↓ 0 и |xα − x| ≤ uα дл всех индексов α ∈ Λ удовле-
творщих неравенству α ≥ α0 дл некоторого α0 ∈ Λ. Два элемента x, y вектор-
ной решетки E наыватс динктными (исполуетс обоначение x⊥y), если
|x| ∧ |y| = 0. Сумма x + y двух динктных элементов x и y обоначаетс x ⊔ y.

апис x =
n

i=1

xi оначает, что x =
n

i=1

xi и xi⊥xj if i ∕= j. Элемент y ∈ E наываетс

осколком элемента x ∈ E, если y⊥(x − y). апис y ⊑ x выраает тот факт, что
y – осколок элемента x. Мноество всех осколков элемента x ∈ E обоначаетс Fx.
Полоителный линейный оператор π : E → E наываетс пордковым проектором,
если имет место следущие услови:

• π = π2;
• 0 ≤ π ≤ Id, где Id  единичный оператор в E.

Мноество всех пордковых проекторов в E обоначаетс B(E). Мноество
B(E) упордоченное отношением π ≤ ρ ⇔ π ◦ ρ = π влетс булевой алгеброй
относително булевых операций:

π ∧ ρ := π ◦ ρ; π ∨ ρ := π + ρ− π ◦ ρ; π = Id− π.

Элемент x векторной решетки E наываетс проекционным элементом, если поло-
са, породенна элементом x, допускает пордковое проектирование. Говорт, что
векторна решетка E влетс решеткой с проекцими на главные полосы, если ка-
дый элемент решетки E влетс проекционнным. Отметим, что када пордково
σ-полна векторна решетка влетс решеткой с проекцими на главные полосы.
Пордковый проектор на полосу {x}⊥⊥ будем обоначат πx.

Определение 1. Пуст E  векторна решетка и пуст F  действителное век-
торное пространство. Оператор T : E → F наываетс ортогонално аддитивным,
если T (x+ y) = T (x) + T (y) дл лбых динктных элементов x, y ∈ E.

сно, что T (0) = 0. Мноество всех ортогонално аддитивных операторов вл-
етс действителным векторным пространством относително естественных линей-
ных операций слоени векторов и умноени вектора на элемент пол.
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Определение 2. Пуст E и F  векторные решетки. Ортогонално аддитивный
оператор T : E → F наываетс:

• полоителным, если Tx ≥ 0 дл лбого x ∈ E;
• пордково ограниченным, если T отобраает пордково ограниченные мное-

ства в E в пордково ограниченные мноества в F .

Пордково ограниченный, ортогонално аддитивный оператор T : E → F наы-
ваетс абстрактным оператором Урысона. Векторное пространство всех абстракт-
ных операторов Урысона и E в F обоначаетс U (E,F ).

Векторное пространство U (E,F ) : S ≤ T наделено отношением частичного по-
рдка  S ≤ T ⇔ T − S ≥ 0. Отметим, что в случае пордковой полноты векторной
решетки F дл упордоченного пространства U (E,F ) справедлива следуща тео-
рема.

Теорема 1. ([8],Theorem 3.2). Пуст E и F  векторные решетки, и решетка F

пордково полна. Тогда U (E,F ) влетс пордково полной векторной решеткой.
Кроме того дл лбых S, T ∈ U (E,F ) и x ∈ E справедливы формулы:

1. (T ∨ S)(x) := sup{Ty + Sz : x = y ⊔ z}.
2. (T ∧ S)(x) := inf{Ty + Sz : x = y ⊔ z}.
3. (T )+(x) := sup{Ty : y ⊑ x}.
4. (T )−(x) := − inf{Ty : y ⊑ x}.
5. |Tx| ≤ |T |(x).

Рассмотрим некоторые примеры.

Пример 1. Кадый линейный оператор T ∈ L+(E,F ) адает полоителный аб-
страктный оператор Урысона G : E → F , где G(f) = T |f | дл лбого f ∈ E.

Пример 2. Напомним, что векторное пространство Rm, m ∈ N влетс векторной
решеткой с покоординатным пордком: дл лбых x, y ∈ Rm имеем x ≤ y тогда и
толко тогда, когда e∗i (x) ≤ e∗i (y) дл лбых i = 1, . . . ,m, где (e∗i )

m
i=1  координатные

функционалы на Rm. Пуст T : Rn → Rm. Тогда T ∈ P(Rn,Rm) если и толко если
существут действителноначные функции Ti,j : R → R, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n,
отобраащие ограниченные в R мноества в ограниченные мноества, такие, что
Ti,j(0) = 0 и

e∗i

T (x1, . . . , xn)


=

n

j=1

Ti,j(xj),

В этом случае пишут, что T = (Ti,j).
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1. Основные реултаты

В настощем раделе мы покаем, что мноество всех абстрактных операто-
ров Немыцкого обраут полосу в векторной решетке всех абстрактных операторов
Урысона и найдем формулу проектировани на эту полосу.

Определение 3. Пуст E,F  векторные решетки. Отобраение T : E → E наы-
ваетс абстрактным оператором Немыцкого, если дл лбого пордкового проек-
тора π ∈ B(E) имеет место равенство Tπ = πT .

Следущий пример поснет исполуему терминологи.

Пример 3. Пуст (A,Σ, µ)  пространство с σ-конечной мерой, L0(A,Σ, µ) (или
L0(µ) дл краткости)  пространство имеримых почти всду конечных функций
на A и пуст N : A× R → R  функци удовлетворща следущим условим:

(C0) N(t, 0) = 0 дл µ-п.в. t ∈ A;
(C1) N(·, r) влетс µ-имеримой дл всех r ∈ R;
(C2) N(t, ·) непрерывна на R дл µ-почти всех t ∈ A.

Говорт, что функци N : B × R → R удовлетворет условим Каратеодори, ес-
ли выполнтс услови C1 и C2. Отметим, что дл функции N , удовлетвор-
щей услови Каратеодори и дл лбой функции f ∈ L0(µ) выполнетс вклчение
N(·, f(·)) ∈ L0(µ) ( [2], Глава 1.4). Тогда определен оператор T : L0(µ) → L0(µ), где

(Tf)(t) = N(t, f(t)); f ∈ L0(µ).

Хорошо ивестно, что булева алгебра B(L0(µ)) пордковых проекторов на L0(µ) ио-
морфна булевой алгебре Σ  всех имеримых подмноеств A и кадый пордковый
проектор ρ : L0(µ) → L0(µ) влетс оператором умноени ρ(f) = f1Dρ на ха-
рактеристическу функци подходщего имеримого мноества Dρ ∈ Σ. Тогда дл
лбой функции f ∈ L0(µ) и ρ ∈ B(L0(µ)) имеем

Tρ(f) = T (f1Dρ) = N(t, f1Dρ(t)) =

N(t, f(t))1Dρ(t) = ρT (f).

Таким обраом оператор T коммутирует со всеми пордковыми проекторами
на L0(µ). Данный оператор наываетс нелинейным оператором суперпоиции или
оператором Немыцкого. Теори операторов Немыцкого хорошо представлена в ли-
тературе (см. [2]).

При доволно общих предполоених кадый абстрактный оператор Немыцкого
влетс ортогонално аддитивным.
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Лемма 1. Пуст E  векторна решетка с проекцими на главные полосы и T 
абстрактный оператор Немыцкого на E. Тогда T  ортогонално аддитивный опе-
ратор.

Докаателство. Пуст x, y ∈ E и x ⊥ y. Тогда моем написат

T (x+ y) = T (πx + πy)(x+ y) =

T (πx ∨ πy)(x+ y) = (πx ∨ πy)T (x+ y) =

(πx + πy)T (x+ y) = πxT (x+ y) + πyT (x+ y) =

Tπx(x+ y) + Tπy(x+ y) = Tx+ Ty.

□

Мноество всех пордково ограниченных абстрактных операторов Немыцкого
на E обоначаетс N (E). Следуща теорема влетс первым основным реулта-
том работы.

Теорема 2. Пуст E  пордково полна векторна решетка. Тогда N (E) в-
летс полосой в векторной решетке U (E) и дл лбых T, S ∈ N (E) и x ∈ E

справедливы равенства:
1. (T ∨ S)x = Tx ∨ Sx;
2. (T ∧ S)x = Tx ∧ Sx;
3. (T )+x = (Tx)+;
4. (T )−(x) = (Tx)−;
5. |T |x = |Tx|.

Докаателство. Пуст T, S ∈ N (E,F ) и x ∈ E. Согласно теореме 1 имеем

(T ∨ S)(x) = sup{Ty + Sz : x = y ⊔ z} ≥ Tx ∨ Sx.

Отметим, что y = πyx = πyy, z = πzx = πzz, πy ⊥ πz, πx = πy + πz и
πx(Tx ∨ Sx) = Tx ∨ Sx. Далее моем написат

Ty + Sz = Tπyy + Sπzz = Tπyx+ Sπzx = πyTx+ πzSx ≤

πy(Tx ∨ Sx) + πz(Tx ∨ Sx) = πx(Tx ∨ Sx) = Tx ∨ Sx.

Переход в левой части части вышеприведенного неравенства к супремуму по всем
y, z ∈ Fx таким, что x = y ⊔ z, получаем

(T ∨ S)(x) ≤ Tx ∨ Sx

и таким обраом равенство (T ∨ S)(x) = Tx ∨ Sx установлено. Тепер, основывас
на докаанном равенстве дл супремума операторов, выводим требуемые формулы
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дл инфимума двух операторов, а таке модул, полоителной и отрицателной
части абстрактного оператора Немыцкого.

(T ∧ S)(x) = −

(−T ) ∨ (−S)(x)


= −


(−Tx) ∨ (−Sx)


= Tx ∧ Sx;

T+(x) = (T ∨ 0)(x) = Tx ∨ 0 = (Tx)+;

T−(x) = (−T ∨ 0)(x) = −Tx ∨ 0 = (Tx)−;

|T |x = (T ∨ (−T ))(x) = Tx ∨ (−Tx) = |Tx|.

Пуст λ ∈ R, T, S ∈ N (E), x ∈ E и π ∈ B(E). Тогда моем написат

πλT (x) = λπT (x) = λTπ(x);

π(T + S)(x) = πT (x) + πS(x) =

Tπ(x) + Sπ(x) = (T + S)π(x)

и отсда выводим, что N (F ) влетс векторным подпространством U (E). Напом-
ним, что равенство |π(x)| = π|x| справедливо дл лбого x ∈ E π ∈ B(E). Тогда

|T |π(x) = |Tπ(x)| = |Φ(π)T (x)| =

π(|T (x)|) = π|T |(x)

и получаем, что N (E)  подрешетка векторной решетки S ∈ U (E). Пуст тепер
S ∈ U (E), 0 ≤ S ≤ T и T ∈ N (E). Тогда ≤ Sπ(x) ≤ Tπ(x) дл лбого π ∈ B(E) и
x ∈ E. Так как πT = Tπ и π ⊥ π⊥ = 0, то получаем, что

(π⊥Tπ(x) = 0 ⇒ π⊥Sπ(x) = π⊥S(x) = 0.

Таким обраом Sπ(E) ⊂ πS(E) и следователно πS = Sπ. В аклчение установим,

что N (E)  полоса в U (E). Пуст π ∈ B(E) и Tλ
(o)−→ T , где (Tλ)λ∈Λ ⊂ U (E) и

T ∈ U (E). Тогда моем написат

|Tπ − πT | = |Tπ − Tλπ + Tλπ − πT | ≤

|Tπ − Tλπ|+ |πT − Tλπ| = |Tπ − Tλπ|+ |πT − Φ(π)Tλ|.

Так как сет

|Tπ − Tλπ| + |πT − πTλ|


пордково сходитс к 0 выводим, Tπ = πT

дл лбого π ∈ B(E). Теорема полност докаана. □

Требуетс отметит, что в случае проиволной векторной решетки E упор-
доченное пространство U (E) не будет векторной решеткой. Тем не менее моно
покаат, что кадый пордково ограниченный абстрактный оператор Немыцкого
на E обладает модулем.
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Лемма 2. Пуст E  векторна решетка с проекцими на главные полосы и
T ∈ N (E). Тогда существует пордково ограниченный абстрактный оператор
Немыцкого R : E → E, такой что R = T ∨ (−T ).

Докаателство. Рассмотрим отобраение R : E → E, аданной формулой

Rx := |Tx|, x ∈ E.

Покаем, что R  ортогонално аддитивный оператор. Дл этого требуетс уста-
новит, что T влетс оператором, сохранщим динктност. Действително,
так как пордковые проекторы πx и πy влтс динктными элементами буле-
вой алгебры B(E) дл лбой пары динктных элементов s x и y, то справедливы
следущие формулы:

Tx = Tπxx = πxTx; Ty = Tπyy = πyTy ⇒

Tx ⊥ Ty.

Тепер моем написат

R(x+ y) = |T (x+ y)| = |Tx+ Ty| =

|Tx|+ |Ty| = Rx+Ry.

Дл лбого x ∈ E имеем

Tx ≤ |Tx| = Rx; (−Tx) ≤ |Tx| = Rx.

Таким обраом T ≤ R и (−T ) ≤ R. Пордкова ограниченност оператора R очевид-
на. Предполоим, что найдетс пордково ограниченный ортогонално аддитивный
оператор G на E такой, что T ≤ G и (−T ) ≤ G. Тогда дл лбого x ∈ E моем
написат

Tx ≤ Gx; (−Tx) ≤ Gx ⇒

Tx ∨ (−Tx) = |Tx| = Rx ≤ Gx

и таким обраом получаем, что R = T ∨ (−T ). Наконец покаем, что R влетс
абстрактным оператором Немыцкого. Вомем проиволный пордковый проектор
π ∈ B(E) и x ∈ E. Тогда моем написат

Rπ(x) = |Tπ(x)| = |πTx| = π|Tx| = πRx

и лемма полност докаана. □

Согласно теореме 2 кадый полоителный абстрактный оператор Урысона
T : E → E допускает единственное ралоение T = T1 + T2, где 0 ≤ T1 ∈ N (E)
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и T2 ∈ N (E)⊥. дес чере D0(E), или D0 дл краткости обоначено мноество всех
конечных рабиений единичного оператора Id

D0 =

(πi) : πk ∧ πj = 0, k ∕= j;

n

i=1

πi = Id; n ∈ N

.

Следуща теорема влетс вторым основным реултатом стати.

Теорема 3. Пуст E  пордково полна векторна решетка и T ∈ U+(E). Тогда
проекци T1 ∈ N (E) оператора T на полосу N (E) адаетс формулой

T1 = inf
 n

i=1

πiTπi : (πi) ∈ D0


.

Докаателство. Дл лбого T ∈ U+(E) чере A(T ) обоначим мноество
 n

i=1

πiTπi : (πi) ∈ D0


.

аметим, что A(T ) влетс частично упордоченным, направленным вверх мное-
ством полоителных ортогонално аддитивных операторов. Принима во внимание
пордкову полноту векторной решетки U (E), выводим существование оператора
R(T ) := inf A(T ). Требуетс установит. что дл лбого T ∈ U+(E):

(1) 0 ≤ R(T ) ≤ T ;
(2) R(R(T )) = R(T );
(3) R(T ) = T ⇔ T ∈ N (E);
(4) R : U (E) → U (E)  линейный оператор.

Справедливост неравенства (1) не выывает сомнений. Формула (3) влетс след-
ствием следущей цепочки эквивалентностей:

R(T ) = T ⇔ ∀(πi) ∈ D0



i

πiTπi = T =


i

Tπi.

Если T1, T2 ≥ 0, тогда дл проиволных πi), (πk) ∈ D0 имеем


i

πiT1πi +


j

πjT2πj ≥



k

πk(T1 + T2)πk =



k

πkT1πk +


k

πkT2πk,
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где (πk) ∈ D0 более тонкое рабиение чем (πi) и (πj). Переход к инфимуму, получаем

R(T1) +R(T2) = R(T1 + T2).

Осталос установит равенство (2). Полоим W = R(T ), где T ∈ U+(E). Дл лбого
ρ ∈ B(E) моем написат

Wρ = inf


i

πiTπiρ : (πi) ∈ D0


=

inf


i

π′
iTπ

′
iρ :



i

(π′
i) = ρ


=

inf


i

ρ(π′
i)Tπ

′
i :



i

(π′
i) = ρ


.

Отсда выводим, что Wρ = ρW дл лбого ρ ∈ B(E). Таким обраом, эквивалент-
ност (3) установлена и W = R(W ). Теорема полност докаана. □

аклчение

В работе установлено, что пордково ограниченные абстрактные операторы
Немыцкого, действущие в пордково полной векторной решетке E, обраут по-
лосу в пространстве всех абстрактных операторов Урысона на E. Покаано, что
решеточные операции в пространстве пордково ограниченных абстрактных опера-
торов Немыцкого вычислтс поточечно. Докаано, что дае в случае неполной
векторной решетки E, дл кадого пордково ограниченного абстрактного операто-
ра Немыцкго существует модул. Найдено аналитическое представление оператора
проектировани, действущего и пространства абстрактных операторов Урысона
на полосу пордково ограниченных абстрактных операторов Немыцкого.
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Movement of Two Liquids in a Layer Porous Medium.

Balashova G. S.

Abstract. In this paper, we consider the problem of displacement of one incompressible fluid
by another in a particular model of a linear layered bounded reservoir consisting of two layers
separated by a small permeable bridge. This problem is extremely important both practical and
theoretical.

In the two-dimensional formulation for the rectilinear case, the problem reduces to solving a
system of two elliptic equations for the pressures in each of the media separated by an unknown
moving boundary under given boundary conditions and satisfying the conditions of equality of
pressures and normal components of the filtration rates of displaced and displacing liquids at the
movable interface.

The process is considered to be isothermal, non-deformable porous medium, immiscible and
chemically mixed not reacting with each other, phase permeability, capillary and gravitational
forces are not taken into account. In this way the real picture of repression is idealized, and it
is believed that injection fluid completely pushes back the previously filled reservoir fluid and
between them there is a clear interface. In such In this case, the entire flow area D is divided into
two zones: the D1 zone, occupied by the invading fluid, and the D2 is the area of the fluid being
displaced, separated from one another by a clear moving border of section Γ, the law of motion
of which is to be determined. Unfortunately, it is impossible to present a solution in analytical
form.

To simplify the investigation of the system, its equations are averaged over the thickness of
the upper layer. The main feature of this averaging is the specification of the vertical component
of the filtration rate in the form of a linear function from the vertical coordinate so that the
boundary conditions on the roof and the base of the formation are satisfied. Within the framework
of these assumptions, the problem is reduced to solving a system of averaged equations in the
upper layer containing functions that describe the interface between two liquids in the upper
layer and in the bridge. Integration of the equations in the resulting system in a closed form
is not possible without strong restrictions on the law of changing the interface of liquids in
the interlayer. In connection with this, two limiting schemes for the displacement of liquids are
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proposed. The first scheme assumes that there is no overflow of the displacing liquid, which
corresponds to the acceleration of the advance of the displacement front in the upper layer. The
second scheme assumes a complete overflow of the displacing liquid, which corresponds to the
slowing of the displacement front in the upper layer. With such a scheme of motion, the position
of the interface in the bridge does not significantly affect the distribution of average pressures
in the upper formation. To find the law of displacement of each of the required boundaries,
we obtain the Cauchy problems for ordinary differential equations. Numerical calculations have
shown that the limit schemes considered differ little from each other, and consequently from the
true solution concluded between them. The difference in the times of the complete displacement
of one liquid by another, corresponding to these limiting schemes, does not exceed 5 percent.

Keywords: incompressible fluid, elliptic equations, filtration rate, averaging, overflow displacing,
moving boundary, limiting schemes

В работе рассмотрена двумерна адача вытеснени одной несимаемой идко-
сти другой (например, вытеснение нефти водой) в неоднородной слоистой пористой
среде с аналиом перетоков идкостей меду сломи раличной проницаемости. Эта
адача представлет болшой интерес как в теории многофаной филтрации, так и
в практике раработки нефтных местородений.

Итак, имеетс пориста среда, насыщенна одной несимаемой идкост. В
некоторый момент времени в нее начинат нагнетат другу несимаему ид-
кост. Процесс считаетс иотермическим, пориста среда недеформируемой, ид-
кости несмешиващимис и химически не реагирущими друг с другом, фаовые
проницаемости, капиллрные и гравитационные силы не учитыватс. При этом
считаетс, что нагнетаема идкост полност оттеснет ранее аполнвшу пласт
идкост и меду ними имеетс четка граница радела. В таком случае вс област
течени D рабиваетс на две оны: D1  она, анта вторгшейс идкост, и
D2  она вытеснемой идкости, отделенных одна от другой четкой подвиной
границей радела Γ, акон двиени которой подлеит определени. Таким обра-
ом, реална картина вытеснени идеалиируетс.

Давлени идкостей P1(x, y, t) и P2(x, y, t) в кадой и укаанных он D1 и D2

удовлетворт соответствущим дифференциалным уравненим

div [k(x, y)∇Pi(x, y, t)] = 0, i = 1, 2; (x, y) ∈ Di, (1)

влщимис следствием уравнений нерарывности

div w̄i = 0 (2)
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и акона Дарси

w̄i = −k(x, y)

µi

∇Pi(x, y, t). (3)

дес и далее индексом 1 отмечатс все параметры, характериущие вытесн-
щу идкост, а индексом 2  вытеснему; w̄i  скорости филтрации соот-
ветствущих идкостей; k(x, y)  абсолтна проницаемост среды; µi  вкости
вытеснщей и вытеснемой идкостей соответственно.

Рассматриваетс слоиста пориста среда, т.е. предполагаетс, что проницае-
мост менетс толко по мощности пласта k(x, y) = k(y) и влетс кусочно-
постонной функцией вертикалной координаты y. Причем проницаемост перемыч-
ки kn начително менше проницаемости верхнего пласта k0, т.е. kn ≪ k0. Тогда
уравнени (1) принимат вид

∂2Pi(x, y, t)

∂x2
+

∂2Pi(x, y, t)

∂y2
= 0, (4)

при i = 1 0 < x < x0(t); при i = 2 x0(t) < x < L;

0 < y < h0, (x, y) ∈ Di.

На подвиной границе Γ во все врем двиени выполнтс следущие усло-
ви сопрени, влщиес следствием непрерывности потока массы и импулса:

1) нормална составлща скорости филтрации непрерывна при переходе че-
ре Γ

w1n = w2n

или с учетом акона Дарси (3)

1

µ1

∂P1

∂n


Γ

=
1

µ2

∂P2

∂n


Γ

, (5)

где n̄  нормал к границе Γ, направленна (дл определенности) внутр области
D1;

2) давление при переходе чере контур Γ именетс непрерывно

P1


Γ
= P2


Γ
. (6)

На внешних неподвиных границах области филтрации аданы постонные
давлени: p01 на левой границе, p02  на правой.

Вытеснение рассматриваетс в частной модели линейного слоистого ограничен-
ного пласта, имещего длину L, состощего и двух пластов, раделенных малопро-
ницаемой перемычкой. Предполагаетс, что в пласте ние перемычки поддерива-
етс постонное началное давление p0 = const.
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В верхний пласт, имещий мощност h0, полност насыщенный нефт, в на-
чалный момент времени чере галере, располоенну на линии x = 0, начинат
нагнетат воду под давлением p01. При этом его верхн граница считаетс непро-
ницаемой, т.е.

∂Pi

∂y


y=0

= 0, i = 1, 2. (7)

акон двиени границы радела нефт–вода в верхнем пласте ищетс в виде
x = x0(t). Предполоение о прмолинейности фронта вытеснени в верхнем пласте
представлетс раумным, так как горионталный рамер пласта L обычно суще-
ственно болше его мощности h0 (h0 ≪ L).

Вследствие повышени давлени в верхнем пласте будет происходит переток
идкости в перемычку, в реултате чего в ней таке обрауетс граница радела
Γn меду водной и нефтной онами, форма которой представлетс выраением

yn = h0 + h(x, t); 0 ≤ h(x, t) ≤ hn. (8)

Схема филтрации представлена на рис. 1. Така схема будучи простой учиты-
вает характерные особенности процесса вытеснени в слоистых грунтах.

адача состоит в находении распределени давлений в кадой и он в верхнем
пласте, удовлетворщих соответственно уравненим (4) и граничным условим (5)
и (6), а таке в определении акона двиени границ радела нефт–вода в верхнем
пласте x = x0(t) и в перемычке h(x, y). адача математически труднодоступна дае
при исполовании современной вычислителной техники.

Дл упрощени исследований осредним точные уравнени двиени (4) по мощ-
ности верхнего пласта, полус схемой, описанной в работе [1]. Дл этого проин-
тегрируем уравнени (4) по мощности верхнего пласта

1

h0

h0

0

∂2Pi(x, y, t)

∂x2
dy +

1

h0

h0

0

∂2Pi(x, y, t)

∂y2
dy = 0, (9)

откуда, ввод обоначение дл средних давлений

pi(x, t) =
1

h0

h0

0

Pi(x, y, t)dy, i = 1, 2, (10)

получим
∂2pi(x, t)

∂x2
+

1

h0

∂Pi

∂y


y=h0

y=0

= 0. (11)
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Исполу условие (7) и акон Дарси (3), представим

∂Pi

∂y


y=h0

= −µi

k0
vi(x, h0, t) = −µi

k0
vi(x, t), i = 1, 2 (12)

(дес vi(x, y)  скорости перетока на границе y = h0).
Подставив (12) в (11), получим систему дл осредненных давлений

∂2pi(x, t)

∂x2
− µi

k0h0

vi(x, t) = 0, i = 1, 2. (13)

В качестве основной гипотеы примем допущение о том, что вертикална состав-
лща скорости филтрации в верхнем пласте от координаты y ависит линейно:

vi(x, y, t) =
vi(x, t)

h0

y, 0 ≤ y ≤ h0, i = 1, 2.

Тогда акон Дарси (3) апишетс в следущем виде:

vi(x, t)

h0

y = −k0
µi

∂Pi

∂y
. (14)

Проинтегрировав (14) по y, найдем выраени дл давлений:

Pi(x, y, t) = −µi

k0


vi(x, t)

h0

ydy + Ci(x, t) =

= −µi

k0

vi(x, t)

h0

y2

2
+ Ci(x, t), i = 1, 2, (15)

где Ci(x, y)  проиволные функции своих аргументов.
Проивод осреднение соотношений (15) по мощности верхнего пласта, выраим

укаанные константы чере соответствущие средние давлени и скорости перетока

Ci(x, t) = pi(x, t) +
µih

2
0

6k0
vi(x, t). (16)

Формулы (15), (16) поволт найти выраени дл давлений в верхнем пласте
чере соответствущие им средние давлени и скорости перетока

Pi(x, y, t) = − µi

k0h0

vi(x, t)
y2

2
+ pi(x, t) +

µih
2
0

6k0
vi(x, t). (17)

Дл рассматриваемой модели пласта с малопроницаемой перемычкой вследствие
услови kn ≪ k0 горионтална филтраци в перемычке пренебреимо мала по
сравнени с вертикалным двиением.

В рамках этих допущений распределение давлений P
(i)
n (x, y, t) в перемычке мо-

но считат линейным по y, т.е.

P (i)
n (x, y, t) = ai(x, t)y + bi(x, t), i = 1, 2. (18)
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Исполу далее услови равенства давлений верхнего пласта и перемычки на по-
верхности их радела y = h0, давлений в водной и нефтной онах на двиущейс
границе в перемычке y = h0 + h(x, y), а таке давлений в перемычке и в нинем
пласте на поверхности их радела y = h0 + hn в области 0 < x < x0(t) и амеча, что
и формулы (18) ai(x, t) =

µi

kn
vi(x, t), получим систему трех линейных уравнений с

трем неивестными v1(x, t), b1(x, t), b2(x, t):





P1(x, h0, t) = P
(1)
n (x, y, t)


y=h0

,

P
(1)
n (x, y, t)


y=h0+h(x,t)

= P
(2)
n (x, y, t)


y=h0+h(x,t)

,

P
(2)
n (x, y, t)


y=h0+hn

= p0.

(19)

И системы (19) дл скорости перетока вторгшейс воды имеем

v1(x, t) =
3knk0

µ1{3k0[h(x, t) + µ21(hn − h(x, t))] + knh0}
(p1(x, t)− p0). (20)

(дес введено обоначение µ21 = µ2/µ1). Аналогично реша систему, получащу-
с и условий равенства давлений на границах y = h0 и y = h0 + hn в области
x0(t) < x < L 

P2(x, h0, t) = P
(2)
n (x, y, t)


y=h0

,

P
(2)
n (x, y, t)


y=h0+hn

= p0,
(21)

находим скорост перетока оттеснемой нефти

v2(x, t) =
3knk0

µ2(3k0hn + knh0)
(p2(x, t)− p0). (22)

Со следущими обоначеними

α2
1(x, t) =

3knk0
3k0[h(x, t) + µ21(hn − h(x, t))] + knh0

, (23)

α2
2(x, t) =

3knk0
3k0hn + knh0

(24)

дл скоростей перетока получим

vi(x, t) = vi(x, h0, t) = − 1

µi

∂Pi

∂y
(x, h0, t) =

=
α2
i

µi

(pi(x, t)− p0), i = 1, 2. (25)

С учетом (25) уравнени (13) примут вид

∂2p1(x, t)

∂x2
− α2

1(x, t)(p1(x, t)− p0) = 0 (0 < x < x0(t)), (26)
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∂2p2(x, t)

∂x2
− α2

2(p2(x, t)− p0) = 0 (x0(t) < x < L). (27)

И ивестного кинематического соотношени Келвина
∂F

∂t
+

∂F

∂n
vn = 0

(дес F (x, y, t) = 0  уравнение границы радела в невном виде; vn  истинна
скорост ее перемещени по нормали к ней) с учетом прмолинейности, а таке
акона Дарси (3) получим адачи Коши дл определени акона двиени границ
радела x = x0(t) в верхнем пласте

m
dx0(t)

dt
= −k0

µ2

∂P2

∂x
(x0, t), x(0) = 0 (28)

и в перемычке

m
∂h

∂t
= v1(x, h0, t) = −k0

µ1

∂P1

∂y
(x, h0, t), h(x, 0) = 0. (29)

адача (29) после исполовани равенства (25) апишетс в виде

m
∂h

∂t
=

1

µ1

α2
1(x, t)(p1(x, t)− p0), h(x, 0) = 0, (30)

где x  параметр (0 ≤ x ≤ x0(t)). Дл решени уравнений (26) и (27) исполутс
следущие граничные услови:

p1(0, t) = p01, p2(L, t) = p02,

p1(x0(t), t) = p2(x0(t), t), µ21
∂p1(x0, t)

∂x
=

∂p1(x0, t)

∂x
.

(31)

Однако, адача все еще остаетс слоной. В частности, не представлетс во-
моным проинтегрироват уравнени (26), (27), не накладыва силных ограниче-
ний на вид функции h(x, t). Чтобы сделат далнейшие упрощени, будем исходит
и двух пределных схем течени, полага в (23) и (26):

1) h(x, t) = 0, т.е. перемычка аполнена толко вытеснемой идкост;
2) h(x, t) = hn, т.е. перемычка насыщена толко вытеснщей идкост.
Перва схема соответствует ускорени продвиени фронта вытеснени x0(t) по

сравнени с истинным течением, а втора  его амедлени. Сравнение решений
поволило сделат вывод о раумности такого подхода. Окаалос, что при такой
схематиации процесса полоение границы радела Γn в перемычке не влиет на
распределение средних давлений в верхнем пласте. В этом случае удаетс найти
распределение давлений в верхнем пласте и найти акон двиени границы радела
в нем. После этого и уравнени (30) моно определит форму границы в перемычке.
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Дл иллстрации реултатов проведены численные расчеты при следущих
начених параметров: L = 105 см, h0 = 103 см, hn = 5 · 102 см, k0 = 1 дарси,
kn = 5 · 10−5 дарси, p01 = 80 ат, p0 = 50 ат, µ1 = 1 сп, µ2 = 3 сп, T = 1 год. При
расчетах начение давлени p02 в одном случае полагалос равным p0, в другом 
p0/2.

На рис. 2 иобраены кривые, описыващие акон двиени фронта вытеснени
в верхнем пласте; кривые 1 соответствут начени p02 = p0, кривые 2  начени
p02 = p0/2. При этом дес и на рис. 3, 4 индексы a и b отностс к первой и второй
пределным схемам соответственно.

На рис. 3 приведены кривые 1, 2, 3, 4 распределени давлений Pi в верхнем
пласте дл случа p02 = p0/2 в раличные моменты времени τ (τ1 = 0, 48; τ2 = 1, 44;
τ3 = 1, 92; τ4 = 2, 34) и форма границы радела Γn идкостей в перемычке дл тех
е моментов времени.

На рис. 4 приведены кривые 1, 2, 3, 4 распределени давлений Pi в верхнем пласте
дл случа p02 = p0 при τ1 = 0, 66; τ2 = 1, 95; τ3 = 2, 4; τ4 = 3, 99 соответственно и
форма границы радела идкостей в перемычке дл тех е моментов времени.

Все переменные на рис. 2, 3, 4 приведены в берамерном виде, а именно:

ξ =
x

L
, τ =

t

T
, H(ξ, η) =

h(x, t)

h0

, σn =
kn
k0

,

Pi(ξ, τ) =
pi(x, t)− p0

p0
, P01 =

p01 − p0
p0

, P02 =
p02 − p0

p0
,

где T  некоторое характерное дл адачи врем.

Рис. 1

Реултаты расчетов поволт сделат вывод, что рассмотренные пределные
схемы мало отличатс одна от другой, а следователно, и от истинного процесса,
которое аклчено меду ними. Раличие во временах полного вытеснени нефти
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Рис. 2

Рис. 3

Рис. 4

водой (рис. 2), соответствущих этим пределным схемам, не превышает 5%. Следо-
вателно, при оценочных иненерных расчетах моно половатс одной и пред-
лоенных схем вытеснени в ависимости от свойств вытеснемой и вытеснщей
идкостей и геодеических характеристик рассматриваемых пластов.
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Investigation of the Dissipative Solvability for Alpha-Maxwell
Model.
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Abstract. We study initial-boundary value problems for the Lagrangian averaged alpha
model for the equations of motion for the corotational Maxwell and inviscid fluids in 2D and 3D.
We show existence of (global in time) dissipative solutions to these problems.

The Maxwell model is one of the basic and classical models of a viscoelastic material.
Its mechanical analogy is comprised of a spring and a dashpot connected in series. The
multidimensional Maxwell models generate complicated systems of PDEs due the frame-
indifference restrictions and consecutive involvement of objective derivatives. Very few
mathematical results are known for the corotational Maxwell fluid equations. In particular, there
is no global solvability theorem, even in 2D. Moreover, there is evidence of non-existence of
smooth solutions. In these circumstances, if we want the problem to be solvable globally, a
possible way out is to consider a kind of a generalized solution different from the standard
hydrodynamical weak solution framework.

We are going to use the concept of dissipative solution due to Lions. It was suggested for the
Euler equations of ideal fluid flow, which have only been proven to be globally weakly solvable on
the torus (this is a very recent result, and that wild weak solutions are necessarily not dissipative
solutions). Later, in addition to the Euler equation, the existence of such solutions was established
for Boltzmann’s equation, and for various models arising in magnetohydrodynamics, diffusion in
polymers, and image restoration.
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The objective of our paper is to introduce dissipative solutions for the corotational Maxwell-
alpha problem, and to show their existence and basic properties. These solutions are always
global in time.

Keywords: alpha model of hydrodynamic, Maxwell model, dissipative solution, existence theorem,
topological approximation method.

Введение

В последние тридцат лет интенсивное равитие и популрност получили алфа-
модели гидродинамики. По сравнени с исходными моделми, они представлт
собой своего рода аппроксимации, которые авист от параметра α. Алфа-модел
отличаетс от исходной модели тем, что функци скорости v в рде слагаемых а-
менена на более гладку u, сванну с v. Иде исполоват дл исследовани
исходных моделей такие аппроксимации впервые воникла в работе . Лере [1].
Поднее на этой идее и была построена теори алфа-моделей, в которой функци
скорости v в рде слагаемых аменена на более гладку u, сванну с v именно
эллиптической системой v = u− α2∆u. Исполуемый при этом оператор сглаива-
ни представлет и себ ивестный оператор Гелмголца. Выбор такого оператора
сван с его хорошими математическими свойствами. Пионерскими работами в этой
теории были стати по исследовани алфа-моделей Эйлера [2, 3] и Наве-Стокса [4].

Болша част работ по исследовани рарешимости алфа-моделей посвщена
моделм двиени идеалной или нтоновской идкости (см. оборну стат [5]).
Это уе упомнутые нами алфа-модели Эйлера, Наве–Стокса [6] и ее раличных
модификаций: алфа-модели Лере [7, 9], алфа-модел Кларка [10], алфа-модел
Бардина [11] и др. Рассмотренные алфа-модели раделтс на два класса, в ави-
симости от свойств ортогоналности сглаенного нелинейного члена (согласно клас-
сификации, приведенной в [12]). Так, например, алфа-модел Лере принадлеит
классу I, а алфа-модел Наве-Стокса  классу II. Причем со временем эти систе-
мы, как правило, стали рассматриватс как неависимые корректно определенные
системы уравнений.

Интерес к иучени алфа-моделей таке сван с их применением к исследова-
ни эффектов турбулентности дл потоков идкости [13]. Таке делалис шаги по
исполовани алфа-моделей в исследованих двиени потоков воды в Атланти-
ческом океане, циркулции атмосферы дл глобалного моделировани климата [14].
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В последние несколко лет повилис работы, посвщенные алфа-моделм
дл нентоновской идкости (см., например, [15, 17]). Данна работа на приме-
ре алфа-модели I класса дл начално-краевой адачи, соответствущей алфа-
модели Максвелла, продолает исследовани рарешимости алфа-моделей нен-
тоновских идкостей.

Пуст Ω  ограниченна област в пространстве Rn, n = 2, 3, с достаточно глад-
кой границей ∂Ω. Мы будем исследоват рарешимост следущей начално-краевой
адачи:

∂v

∂t
+

n

i=1

ui
∂v

∂xi

+∇p = Div σ + f, (1)

σ + λ
∂σ
∂t

+
n

i=1

ui
∂σ

∂xi


= 2ηE (v), (2)

v = u− α2∆u, (3)

div u = 0, (4)

u|∂Ω = 0, ∆u|∂Ω = 0, (5)

u|t=0 = u0, σ|t=0 = σ0. (6)

дес, u = (u1(t, x), . . . , un(t, x))  вектор-функци скорости, v = (v1(t, x), . . . ,

vn(t, x))  вектор-функци модифицированной скорости, p = p(t, x)  функци дав-
лени, f = f(t, x)  функци плотности внешних сил, σ = (σij(u))  девиатор тен-
ора напрений. Дивергени Div σ тенора σ влетс вектором с координатами
(Div σ)j =

n
i=1(∂σij/∂xi). Чере

E = (Eij(v)), Eij(v) =
1

2

 ∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi


, i, j = 1, . . . , n,

обоначим тенор скоростей деформации, и чере

W = (Wij(v)), Wij(v) =
1

2

 ∂vi
∂xj

− ∂vj
∂xi


, i, j = 1, . . . , n,

обоначим тенор авихренности. Кроме того, символом α > 0 обоначим скалрный
параметр, отраащий ширину шкалы пространственной филтрации дл модифи-
цированной скорости, η > 0  вкост среды, λ  врем релаксации, u0 и σ0 
началные начени. дес (2)  реологическое (определщее) соотношение Макс-
велла. Далее, (3)  действие оператора Гелмголца на вектор-функци u, (4) 
условие несимаемости идкости, (5)  граничное условие "прилипани" и (6) 
началные услови.

Таврический вестник информатики и математики, 4 (41)’ 2018



70 А. В. вгин, Д. М. Полков

В настощей работе мы установим существование диссипативного решени, ко-
торое впервые было введено П.-Л. Лионсом дл уравнени Эйлера двиени идеал-
ной идкости (см. [18, § 4.4], а таке оборну стат [19]). Отметим, что понтие
диссипативного решени играет клчеву рол в адаче перемещени кинетической
энергии в гидродинамике. В качестве основного метода исследовани будет высту-
пат аппроксимационно-топологический метод исследовани адач гидродинамики,
раработанный В. Г. вгиным (см. [20]).

Работа органиована следущим обраом. В § 2 введем необходимые обоначени
и функционалные пространства, сформулируем определение диссипативного реше-
ни и основну теорему, посвщенну существовани решени дл алфа-модели
Максвелла. В § 3 рассмотрим вспомогателну адачу с более хорошими свойствами
и, исполу теори топологической степени, дл этой адачи докаем существова-
ние слабого решени. Наконец, последний параграф посвщен пределному переходу
и докаателству существовани диссипативных решений у исходной алфа-модели.

1. Предварителные сведени и основной реултат

Чере Rn×n мы обоначим пространство матриц рамера n × n и чере Rn×n
S 

его подпространство симметричных матриц. Всду далее чере E обоначаетс одно
и следущих пространств: Rn, Rn×n, Rn×n

S .
Чере Lp(Ω), 1  p < ∞, будем обоначат мноество имеримых функций

u : Ω → E, суммируемых с p-ой степен. Чере Hm(Ω) = Wm
2 (Ω), m  1, будем

обоначат гилбертово пространство Соболева функций u : Ω → E, которые со сво-
ими проиводными до пордка m вклчително принадлеат пространству L2(Ω).

Чере C∞
0 (Ω)n мы обоначим пространство бесконечно-дифференцируемых

вектор-функций и Ω в Rn с компактным носителем в Ω и чере V мноество
{v ∈ C∞

0 (Ω)n, div v = 0}. Чере V 0 мы обоначим амыкание V по норме L2(Ω),
чере V 1  по норме H1(Ω) и чере V 2 пространство V 2 = H2(Ω)∩ V 1. Таке будем
исполоват ралоение Вейл векторных полей и L2(Ω): L2(Ω) = V 0 ⊕ ∇H1(Ω),
где ∇H1(Ω) = {∇p : p ∈ H1(Ω)} (т. е. пространства V 0 и ∇H1(Ω) ортогоналны в
L2(Ω)).

Введем шкалу пространств V β, β ∈ R (см. [21, § 4.2]). Дл этого рассмотрим про-
ектор Лере P : L2(Ω) → V 0 и оператор A = −P∆, определенный на D(A) = V 2.
Этот оператор моет быт продолен в V 0 до амкнутого оператора, который вл-
етс самосопренным полоителным оператором с компактным обратным. Пуст
0 < λ1  λ2  · · ·  λk  . . .  собственные начени оператора A. В силу теоремы
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Гилберта о спектралном ралоении компактных операторов, собственные функ-
ции {ej} оператора A обраут ортонормированный баис в V 0. Обоначим чере

E∞ =


v =

N

j=1

vjej : vj ∈ R, N ∈ N

,

мноество конечных линейных комбинаций, составленных и ej и определим про-
странство V β, β ∈ R, как пополнение пространства E∞ по норме

vV β =

 ∞

k=1

λβ
k |vk|2

 1
2

, где v =
∞

k=1

vkek. (7)

В [21, Лемма 4.5] покаано, что на пространстве V β, β > −1/2, норма (7) эк-
вивалентна обычной норме  · Hβ(Ω) пространства Hβ(Ω). Кроме того, согласно [22,
Следствие 4.2.1] нормы в пространствах V 1, V 2, V 3 и V 5 могут быт аданы следу-
щим обраом:

vV 1 =



Ω

∇v(x) : ∇v(x) dx

 1
2

, vV 2 =



Ω

∆v(x)∆v(x) dx

 1
2

,

vV 3 =



Ω

∇∆v(x) : ∇∆v(x) dx

 1
2

, vV 5 =



Ω

∇∆2v(x) : ∇∆2v(x) dx

 1
2

.

дес символ ” : ” обоначает покомпонентное матричное проиведение, т. е. дл

C = (cij), D = (dij), i, j = 1, . . . n, имеем C : D =
n

i,j=1

cijdij.

Далее, чере V −β = (V β)∗, β ∈ N, мы будем обоначат сопренное простран-
ство к V β. Кроме того, и определени шкалы пространств V β следует, что оператор
A : V β → V β−2 непрерывно обратим.

По теореме Рисса будем отодествлт гилбертово пространство V 0 с его со-
пренным (V 0)∗. Следователно, справедливы следущие влоени

V 5 ⊂ V 3 ⊂ V 1 ⊂ V 0 ≡ (V 0)∗ ⊂ V −1 ⊂ V −3,

где кадое пространство плотно в последущем и влоени непрерывны.
Чере C([0, T ];F ), Cw([0, T ];F ), Lp(0, T ;F ) мы обоначим банаховы пространства

непрерывных, слабо непрерывных и суммируемых с p-степен функций на [0, T ]

со наченими в банаховом пространстве F . Чере 〈f,φ〉 будем обоначат действие
функционала f и V −1 на элемент φ и V 1. Кроме того, согласно [23, Глава III,
Лемма 1.1] имеет место равенство

〈u,φ〉 = d

dt
(u,φ), u,φ ∈ V 1.
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Нарду со скалрным проиведением в пространстве V 1 мы рассмотрим скалрное
проиведение

(u, v)V = (u, v) + (α∇u,α∇v), u, v ∈ V 1.

Тогда согласно [24, Ch. II] имеет место равенство

〈∆αu,φ〉 =
d

dt
(u,φ)V = 〈u′,φ〉, u,φ ∈ V 3.

Всду далее символом C с индексами вниу мы будем обоначат полоителные
константы.

Тепер перейдем к определени диссипативного решени. Но преде вве-
дем некоторые дополнителные понти. Определим оператор Гелмголца
∆α = I−α2∆, где I  тодественный оператор. Кроме того, введем амену µ = η/λ.
Рассмотрим следущие выраени, где w и ρ векторно- и матрично-начные функ-
ции по времени:

E1(w, ρ) = −∂∆αw

∂t
− P

n

i=1

wi
∂∆αw

∂xi

+ PDiv ρ+ Pf,

E2(w, ρ) = −ρ

λ
− ∂ρ

∂t
−

n

i=1

wi
∂ρ

∂xi

+ 2µE (∆αw).

Кроме того, дл далнейшего исследовани потребутс аналогичные выраени,
ависщие от скалрной величины ξ > 0:

E1(w, ρ, ξ) = −∂∆αw

∂t
− ξP

n

i=1

wi
∂∆αw

∂xi

+ ξPDiv ρ+ Pf,

E2(w, ρ, ξ) = −ρ

λ
− ∂ρ

∂t
− ξ

n

i=1

wi
∂ρ

∂xi

+ 2ξµE (∆αw).

Следу [18, § 4.4], введем определение диссипативного решени дл алфа-модели
Максвелла.

Определение 1. Пуст u0 ∈ V 2, σ0 ∈ V 0. Пара (u, σ) и класса u ∈ Cw([0,∞);V 2),
σ ∈ Cw([0,∞);V 0), наываетс диссипативным решением адачи (1) – (6), если дл
всех функций k ∈ C1([0,∞);V 5), θ ∈ C1([0,∞);V 3), и почти всех t  0 имеет место
неравенство

2µu(t)− k(t)2V 0 + σ(t)− θ(t)2V 0  exp

 t

0

Γ(s) ds


2µ∆αu0 −∆αk(0)2V 0+
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+ σ0 − θ(0)2V 0 +

t

0

exp

 0

s

Γ(ψ) dψ


[4µ(E1(k, θ)(s),∆α(u(s)− k(s)))+

+ 2(E2(k, θ)(s), σ(s)− θ(s))] ds


, (8)

где
Γ(t) = C0(∆αk(t)V 3 + θ(t)2V 3). (9)

Основным реултатом настощей работы влетс следуща

Теорема 1. Пуст Ω ⊂ Rn, n = 2, 3,  ограниченна област с достаточно гладкой
границей ∂Ω. Тогда:

(a) Дл u0 ∈ V 2 и σ0 ∈ V 0 существует диссипативное решение начално-краевой
адачи (1) – (6).

(b) Если, дл некоторых u0 ∈ V 2, σ0 ∈ V 0, существует силное решение
(uT , σT ) ∈ C1([0, T ];V 5)× C1([0, T ];V 3) начално-краевой адачи (1) – (6), то суе-
ние лбого диссипативного решени (с теми е началными условими) на [0, T ]

совпадает с (uT , σT ).
(c) Кадое силное решение (uT , σT ) ∈ C1([0, T ];V 5) × C1([0, T ];V 3) влетс

единственным диссипативным решением.

2. Исследование семейства вспомогателных адач

Всду в этом параграфе будем предполагат, что u0 ∈ V 2, σ0 ∈ V 0,
f ∈ L2(0, T ;V

0). Мы рассмотрим следущее семейство вспомогателных адач:

∂∆αu

∂t
+ ξ

n

i=1

ui
∂∆αu

∂xi

+∇p+ εA2u = ξDiv σ + f, (10)

∂σ

∂t
+

σ

λ
+ ξ

n

i=1

ui
∂σ

∂xi

+ εA3σ = 2µξE (∆αu), (11)

div u = 0, u|∂Ω = 0, ∆u|∂Ω = 0, ∆2u|∂Ω = 0, (12)

u|t=0 = u0, σ|t=0 = σ0. (13)

дес 0 < ε  1, 0  ξ  1  константы. Операторы A2 : V
5 → V −3 и A3 : V

3 → V −3

адатс соответственно следущим обраом

〈A2u,ϕ〉 = (∇∆∆αu,∇∆ϕ), ϕ ∈ V 3, 〈A3σ,Φ〉 = (∇∆σ,∇∆Φ), Φ ∈ V 3.

Эта адача будет рассматриватс в следущих функционалных пространствах:

W1 = {u ∈ L2(0, T ;V
5), u′ ∈ L2(0, T ;V

−3)}
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с нормой uW1 = uL2(0,T ;V 5) + u′L2(0,T ;V −3) и

W2 = {u ∈ L2(0, T ;V
3), u′ ∈ L2(0, T ;V

−3)}

с нормой uW2 = uL2(0,T ;V 3) + u′L2(0,T ;V −3).

Определение 2. Пара функций u ∈ W1 и σ ∈ W2 наываетс слабым решением
вспомогателной адачи (10) – (13), если выполнены началные услови (13) и дл
всех ϕ ∈ V 3, Φ ∈ V 3, и почти всех t ∈ [0, T ] имет место равенства

d

dt
(∆αu,ϕ)− ξ

n

i=1


ui∆αu,

∂ϕ

∂xi


+ ξ(σ,∇ϕ) + ε(∇∆∆αu,∇∆ϕ) = 〈f,ϕ〉, (14)

d

dt
(σ,Φ) +

1

λ
(σ,Φ)− ξ

n

i=1


uiσ,

∂Φ

∂xi


+ 2µξ(∆αu,DivΦ) + ε(∇∆σ,∇∆Φ) = 0. (15)

амечание 1. Согласно [24, Lemma 2.2.7] справедливы влоени W1 ⊂ C([0, T ];V 2),
W2 ⊂ C([0, T ];V 0). Таким обраом, началные услови (13) имет смысл.

Перепишем вспомогателну адачу (10) – (13) в удобной операторной форме.
Исполу слагаемые в равенстве (14), дл почти всех t ∈ (0, T ) мы введем операторы
с помощ следущих равенств:

K1 : W1 → L2(0, T ;V
−3), 〈K1(u),ϕ〉 =

n

i=1


ui∆αu,

∂ϕ

∂xi


, u ∈ W1, ϕ ∈ V 3,

S1 : W2 → L2(0, T ;V
−3), 〈S1(σ),ϕ〉 = −(σ,∇ϕ), σ ∈ W2, ϕ ∈ V 3,

A2 : W1 → L2(0, T ;V
−3), 〈A2u,ϕ〉 = (∇∆∆αu,∇∆ϕ), u ∈ W1, ϕ ∈ V 3.

Аналогичным обраом мы ададим операторы дл слагаемых и равенства (15):

K2 : W1 ×W2 → L2(0, T ;V
−3),

〈K2(u, σ),Φ〉 =
n

i=1


uiσ,

∂Φ

∂xi


, u ∈ W1, σ ∈ W2, Φ ∈ V 3,

S2 : W2 → L2(0, T ;V
−3), 〈S2(σ),ϕ〉 = (σ,Φ), σ ∈ W2, Φ ∈ V 3,

S3 : W1 → L2(0, T ;V
−3), 〈S3(u),Φ〉 = −(∆αu,DivΦ), u ∈ W1, Φ ∈ V 3,

A3 : W2 → L2(0, T ;V
−3), 〈A3σ,Φ〉 = (∇∆σ,∇∆Φ), σ ∈ W2, Φ ∈ V 3.

Таке мы определим операторы следущими равенствами:

A : W1 ×W2 → L2(0, T ;V
−3)× L2(0, T ;V

−3)× V 2 × V 0,

A(u, σ) = (u′ + εA2u, σ
′ + εA3σ + 1/λS2(σ), u|t=0, σ|t=0),
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Q : W1 ×W2 → L2(0, T ;V
−3)× L2(0, T ;V

−3)× V 2 × V 0,

Q(u, σ) = (K1(u) + S1(σ), K2(u, σ) + 2µS3(u), u0, σ0).

Таким обраом, вспомогателна адача эквивалентна следущему операторно-
му уравнени

A(u, σ) = ξQ(u, σ) + (f, 0, u0, σ0). (16)

Исследуем свойства операторов, входщих в уравнение (16). Чтобы не нагро-
модат обоначений, мы будем исполоват одну и ту е букву дл обоначений
операторов, действущих в раных функционалных пространствах.

Лемма 1. Операторы A2 : W1 → L2(0, T ;V
−3), A3 : W2 → L2(0, T ;V

−3) и
S2 : W2 → L2(0, T ;V

−3) влтс непрерывными операторами.

Докаателство. Сначала установим непрерывност оператора A2 : L2(0, T ;V
5) →

L2(0, T ;V
−3). Дл докаателства непрерывности линейного оператора A2 необходи-

мо установит его ограниченност. Исполу неравенство Гелдера, а таке непре-
рывност влоени V 5 ⊂ V 3 дл лбых u ∈ L2(0, T ;V

5) и ϕ ∈ V 3 получим

|〈A2u,ϕ〉| = |(∇∆∆αu,∇∆ϕ)|  u− α2∆uV 3ϕV 3  C1(1 + α2)uV 5ϕV 3 .

Следователно, A2uV −3  C1(1+α2)uV 5 . Воведем в квадрат последнее неравен-
ство и проинтегрируем его по t в пределах от 0 до T . Тогда

A2u2L2(0,T ;V −3)  C2
1(1 + α2)2u2L2(0,T ;V 5).

Таким обраом, оператор A2 : L2(0, T ;V
5) → L2(0, T ;V

−3) влетс непрерывным.
Следователно, имеет место следуща суперпоици влоений:

W1 ⊂ L2(0, T ;V
5)

A2−→ L2(0, T ;V
−3),

где влоение непрерывно и отобраение A2 таке непрерывно. Таким обраом,
отобраение A2 : W1 → L2(0, T ;V

−3)  непрерывно. Непрерывност отобраений
A3 : W2 → L2(0, T ;V

−3) и S2 : W2 → L2(0, T ;V
−3) докаываетс аналогичным обра-

ом. Лемма докаана. □

Лемма 2. Операторы K1 : W1 → L2(0, T ;V
−3) и K2 : W1 × W2 → L2(0, T ;V

−3)

влтс вполне непрерывными операторами.

Докаателство. Сначала докаем утвердение леммы дл опера-
тора K1. Сначала установим непрерывност билинейного оператора
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K1 : L6(0, T ;V
1)× L3(0, T ;V

2) → L2(0, T ;V
−3) вида

〈K1(u, w),ϕ〉 =
n

i=1


ui∆αw,

∂ϕ

∂xi


.

Исполу неравенство Гелдера, дл ϕ ∈ V 3 мы получим

|〈K1(u, w),ϕ〉| =


n

i,j=1


ui∆αwj,

∂ϕj

∂xi

 =


n

i,j=1



Ω

ui∆αwj
∂ϕj

∂xi

dx

 


n

i,j=1



Ω

ui
∂ϕj

∂xi


2

dx

 1
2


Ω

|∆αwj|2 dx
 1

2

 C2∇ϕL∞(Ω)uL2(Ω)∆αwL2(Ω) 

 C3(1 + α2)uV 1wV 2∇ϕV 2 = C3(1 + α2)uV 1wV 2ϕV 3 .

Кроме того, дес мы восполовалис тем фактом, что и непрерывного влое-
ни V 2 ⊂ L∞(Ω) следует неравенство ϕL∞(Ω)  C4ϕV 2 , ϕ ∈ V 2. Следователно,
K1(u, w)V −3  C3(1 + α2)uV 1wV 2 . Воведем обе части последнего неравенства
в квадрат и проинтегрируем его по t в пределах от 0 до T . Тогда, внов исполу
неравенство Гелдера, получим

K1(u, w)2L2(0,T ;V −3) =

T

0

K1(u, w)2V −3 dt  C2
3(1 + α2)2

T

0

u2V 1w2V 2 dt 

 C2
3(1 + α2)2

 T

0

u6V 1 dt

 2
6
 T

0

w3V 2 dt

 2
3

= C2
3(1 + α2)2u2L6(0,T ;V 1)w2L3(0,T ;V 2).

Таким обраом, билинейный оператор K1 влетс непрерывным.
По теореме Симона (см. [25, Corollary 8]) влоени

W1 ⊂ Lp(0, T ;V
1), W1 ⊂ Lq(0, T ;V

2),

влтс вполне непрерывными дл лбых p < ∞ и q < 8. Следователно, имеем
следущу суперпоици влоений:

W1 ×W1 ⊂ L6(0, T ;V
1)× L3(0, T ;V

2)
K1−→ L2(0, T ;V

−3),

где влоение влетс вполне непрерывным и оператор K1  непрерывен. Таким
обраом, билинейный оператор K1 : W1×W2 → L2(0, T ;V

−3) влетс вполне непре-
рывным. Следователно, дл u = w оператор K1 : W1 → L2(0, T ;V

−3) таке влетс
вполне непрерывным.
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Тепер установим вполне непрерывност отобраени K2. Сначала докаем, что
оператор K2 : L4(0, T ;V

1)× L4(0, T ;V
0) → L2(0, T ;V

−3) влетс непрерывным. Ис-
полу неравенство Гелдера, а таке непрерывност влоени V 1 ⊂ L4(Ω) дл
Φ ∈ V 3 получим

|〈K2(u, σ),Φ〉| =


n

i,j=1



Ω

uiσj
∂Φj

∂xi

dx

 
n

i,j=1



Ω

ui
∂Φj

∂xi


2

dx

 1
2


Ω

|σj|2 dx
 1

2



 C5uL4(Ω)∇ΦL4(Ω)σV 0  C6uV 1σV 0ΦV 3 .

Следователно, K2(u, σ)V −3  C6uV 1σV 0 . Воведем в квадрат и проинтегриру-
ем по t в пределах от 0 до T обе части последнего неравенства. Исполу неравенство
Гелдера, имеем

K2(u, σ)2L2(0,T ;V −3) =

T

0

K2(u, σ)2V −3 dt  C2
6

T

0

u2V 1σ2V 0 dt 

 C2
6

 T

0

u4V 1 dt

 1
2
 T

0

σ4V 0 dt

 1
2

= C2
6u2L4(0,T ;V 1)σ2L4(0,T ;V 0).

Следователно, оператор K2 : L4(0, T ;V
1)× L4(0, T ;V

0) → L2(0, T ;V
−3).

По теореме Симона (см. [25, Corollary 8]) влоени

W1 ⊂ Lp(0, T ;V
1), W2 ⊂ Lp(0, T ;V

0),

влтс вполне непрерывными дл лбого p < ∞.
Таким обраом, имеет место следуща суперпоици влоений:

W1 ×W2 ⊂ L4(0, T ;V
1)× L4(0, T ;V

0)
K2−→ L2(0, T ;V

−3),

где влоение влетс вполне непрерывным и оператор K2  непрерывен. Таким
обраом, отобраение K2 : W1 ×W2 → L2(0, T ;V

−3) влетс вполне непрерывным.
Лемма докаана. □

Лемма 3. Операторы S1 : W2 → L2(0, T ;V
−3), S3 : W1 → L2(0, T ;V

−3) влтс
вполне непрерывными операторами.

Докаателство проводитс аналогичным обраом как и [26, Theorem 3.1].
Перейдем к получени основных оценок.

Лемма 4. Пуст Ω ⊂ Rn, n = 2, 3,  ограниченна област c достаточно гладкой
границей ∂Ω. Пуст u ∈ W1 и σ ∈ W2,  слабое решение вспомогателной адачи
(10) – (13). Тогда дл лбых k ∈ C1([0,∞);V 5) и θ ∈ C1([0,∞);V 3) и почти всех
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t ∈ [0, T ] справедливо следущее неравенство

2µ∆αu(t)−∆αk(t)2V 0 + σ(t)− θ(t)2V 0 + 2ε

t

0

(2µ∆αu(s)−∆αk(s)2V 3+

+ σ(s)− θ(s)2V 3) ds  exp

 t

0

Γ(s) ds


2µ∆αu0 −∆αk(0)2V 0 + σ0 − θ(0)2V 0+

+

t

0

exp

 0

s

Γ(ψ) dψ


4µ(E1(k, θ, ξ),∆α(u(s)− k(s))) + 2(E2(k, θ, ξ), σ(s)− θ(s))−

− 4µε(∇∆∆αk(s),∇∆∆α(u(s)− k(s)))− 2ε(∇∆θ(s),∇∆(σ(s)− θ(s)))


ds


, (17)

где Γ определетс формулой (9).

Докаателство. Рассмотрим равенства (14) и (15) от функций k ∈ C1([0,∞);V 5) и
θ ∈ C1([0,∞);V 3) с дополнителными слагаемыми:

d

dt
(∆αk,ϕ)− ξ

n

i=1


ki∆αk,

∂ϕ

∂xi


+ ξ(θ,∇ϕ) + ε(∇∆∆αk,∇∆ϕ)+

+ (E1(k, θ, ξ),ϕ) = 〈f,ϕ〉+ ε(∇∆∆αk,∇∆ϕ), (18)

d

dt
(θ,Φ) +

1

λ
(θ,Φ)− ξ

n

i=1


kiθ,

∂Φ

∂xi


+ 2µξ(∆αk,DivΦ) + ε(∇∆θ,∇∆Φ)+

+ (E2(k, θ, ξ),Φ) = ε(∇∆θ,∇∆Φ), (19)

дл ϕ ∈ V 3, Φ ∈ V 3, и почти всех t ∈ (0, T ). Чере w и ζ обоначим величины
w = u−k и ζ = σ−θ, соответственно. Дл почти всех t ∈ (0, T ) полоим ϕ = ∆αw(t)

и Φ = ζ(t)/(2µ). Слоим раност меду (14) и (18) вместе с раност меду (15)
и (19). Тогда

1

2

d

dt
(∆αw,∆αw) +

1

4µ

d

dt
(ζ, ζ)− ξ

n

i=1


wi∆αw,

∂∆αw

∂xi


− ξ

n

i=1


ki∆αw,

∂∆αw

∂xi


−

− ξ

n

i=1


wi∆αk,

∂∆αw

∂xi


+

1

2µλ
(ζ, ζ)− ξ

2µ

n

i=1


uiζ,

∂ζ

∂xi


−

− ξ

2µ

n

i=1


wiθ,

∂ζ

∂xi


+

ε

2µ
(∇∆ζ,∇∆ζ) + ε(∇∆∆αw,∇∆∆αw)+

= − ε

2µ
(∇∆θ,∇∆ζ)− ε(∇∆∆αk,∇∆∆αw)− ξ(ζ,∇∆αw)− ξ(∆αw,Div ζ)+
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+ (E1(k, θ, ξ),∆αw) +
1

2µ
(E2(k, θ, ξ), ζ). (20)

Приступим к оценке всех имещихс слагаемых в последнем равенстве. Отметим
очевидное равенство −ξ(ζ,∇∆αw)−ξ(∆αw,Div ζ) = 0. Рассмотрим одно и слагаемых
в рассматриваемом равенстве. Дл u ∈ W1 имеем

− ξ

2µ

n

i=1


uiζ,

∂ζ

∂xi


= − ξ

2µ

n

i,j=1



Ω

uiζj
∂ζj
∂xi

dx = − ξ

4µ

n

i,j=1



Ω

ui

∂ζ2j
∂xi

dx =

=
ξ

4µ

n

i,j=1



Ω

ζ2j
∂ui

∂xi

dx = 0.

Рассуда аналогичным обраом, получим, что

ξ
n

i=1


wi∆αw,

∂∆αw

∂xi


= 0, ξ

n

i=1


ki∆αw,

∂∆αw

∂xi


= 0.

Перейдем к следущему слагаемому. Дл этого мы восполуемс ивестным
неравенством (см. [24, Corollary 2.1.1]):

uvL2(Ω)  C7uH2(Ω)vL2(Ω), u ∈ H2(Ω), v ∈ L2(Ω). (21)

Интегриру по частм и исполу равенство (4), мы получим
n

i=1


wiθ,

∂ζ

∂xi





n

i,j=1



Ω

wiθj
∂ζj
∂xi

dx

 


n

i,j=1



Ω

∂wi

∂xi

θjζj dx

+


n

i,j=1



Ω

wi
∂θj
∂xi

ζj dx

 


n

i,j=1



Ω

wi
∂θj
∂xi


2

dx

 1
2


Ω

|ζj|2 dx
 1

2

=
n

i,j=1

wi
∂θj
∂xi

ζj 

 C8wV 0∇θH2(Ω)ζV 0  C9∆αwV 0∇θV 2ζV 0 = C9∆αwV 0θV 3ζV 0 .

дес мы восполовалис непрерывност влоени V 2 ⊂ H2(Ω), а таке следу-
щими соотношеними:

∆αwV 0 =


Ω

(w − α2∆w)(w − α2∆w) dx
1/2

=

=

w2V 0 + 2α2w2V 1 + α4w2V 2

1/2  wV 0 . (22)
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Далее рассмотрим следущее слагаемое в (20). Исполу неравенство Гелдера,
оценки (21) и (22), а таке учитыва, что w ∈ W1, мы получим

n

i=1


wi∆αk,

∂∆αw

∂xi





n

i,j=1



Ω

wi(∆αk)j
∂(∆αw)j

∂xi

dx

 =

=

−
n

i,j=1



Ω

∂wi

∂xi

(∆αk)j(∆αw)j dx−
n

i,j=1



Ω

wi
∂(∆αk)j

∂xi

(∆αw)j dx

 


n

i,j=1

(∆αw)jV 0

wi
∂(∆αk)j

∂xi


L2(Ω)



 C10

n

i,j=1

(∆αw)jV 0wiV 0


∂(∆αk)j

∂xi


H2(Ω)

 C11∆αw2V 0∆αkV 3 .

Вернемс к равенству (20). Учитыва полученные выше неравенства, умноим
обе части этого равенства на 4µ и оценим по модул обе части этого равенства.
Имет место следущие соотношени:

d

dt
(2µ∆αw2V 0 + ζ2V 0) + 2ε


2µ∆αw2V 3 + ζ2V 3


 4µξC11∆αkV 3∆αw2V 0+

+ 2C9ξ∆αwV 0θV 3ζV 0 +
2

λ
ζ2V 0 + 4µ(E1(k, θ, ξ),∆αw)+

+ 2(E2(k, θ, ξ), ζ)− 4µε(∇∆∆αk,∇∆∆αw)− 2ε(∇∆θ,∇∆ζ) 

 ξC12


2µ∆αw2V 0(∆αkV 3 + θ2V 3) + ζ2V 0


+ 4µ(E1(k, θ, ξ),∆αw)+

+ 2(E2(k, θ, ξ), ζ)− 4µε(∇∆∆αk,∇∆∆αw)− 2ε(∇∆θ,∇∆ζ) 
 ξΓ(2µ∆αw2V 0 + ζ2V 0) + 4µ(E1(k, θ, ξ),∆αw) + 2(E2(k, θ, ξ), ζ)−

− 4µε(∇∆∆αk,∇∆∆αw)− 2ε(∇∆θ,∇∆ζ), (23)

где Γ определено в (9).
Далее нам потребуетс следущий реултат.

Лемма 5. [27, Лемма 3.1] Пуст f , χ, L, M : [0, T ] → R  скалрные функции,
причем χ, L, M ∈ L1(0, 1) и f ∈ W 1

1 (0, T ). Если

χ(t)  0, L(t)  0 и f ′(t) + χ(t)  L(t)f(t) +M(t)

дл почти всех t ∈ (0, T ), то

f(t) +

t

0

χ(s) ds  exp

 t

0

L(s) ds


f(0) +

t

0

exp

 0

s

L(ξ) dξ


M(s) ds
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дл почти всех t ∈ [0, T ].

Примен эту лемму к последнему неравенству в (23), получим требуему оцен-
ку (17). Лемма докаана. □

Лемма 6. Пуст u ∈ W1 и σ ∈ W2  слабое решение вспомогателной адачи
(10) – (13). Тогда справедливы следущие оценки:

∆αuL∞(0,T ;V 0) + σL∞(0,T ;V 0)  C13(∆αu0V 0 + σ0V 0 + fL2(0,T ;V 0) + 1), (24)

∆αuL2(0,T ;V 3) + σL2(0,T ;V 3) 
C14√
ε
(∆αu0V 0 + σ0V 0 + fL2(0,T ;V 0) + 1), (25)

u′L2(0,T ;V −3)+σ′L2(0,T ;V −3)  C15(1+ε)(∆αu02V 0 +σ02V 0 +f2L2(0,T ;V 0)+1), (26)

где постонные C13, C14, C15 не авист от ε.

Докаателство. Дл докаателства первых трех оценок рассмотрим неравенство
(17) при k = θ = 0. Тогда

2µ∆αu(t)2V 0 + σ(t)2V 0 + 2ε

t

0

(2µ∆αu(s)2V 3 + σ(s)2V 3) ds 

 2µ∆αu02V 0 + σ02V 0 + 4µ

t

0

〈f(s),∆αu(s)〉 ds. (27)

Интеграл в правой части моно оценит следущим обраом. Примен неравенство
Гелдера, получим

4µ

t

0

〈f(s),∆αu(s)〉 ds  4µ



t

0

〈f(s),∆αu(s)〉 ds
  4µ

t

0

f(s)V 0∆αu(s)V 0 ds 

 4µ

T

0

f(t)V 0∆αu(t)V 0 dt  4µ

 T

0

f(t)2V 0 dt

1/2 T

0

∆αu(t)2V 0 dt

1/2

=

= 4µfL2(0,T ;V 0)∆αuL∞(0,T ;V 0)T
1/2  4µTf2L2(0,T ;V 0) + µ∆αu2L∞(0,T ;V 0).

дес мы восполовалис неравенством Коши

bc  δb2

2
+

c2

2δ

дл δ = 2T 1/2.
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Следователно, неравенство (27) перепишетс в виде

2µ∆αu(t)2V 0 + σ(t)2V 0 + 2ε

t

0

(2µ∆αu(s)2V 3 + σ(s)2V 3) ds 

 2µ∆αu02V 0 + σ02V 0 + 4µTf2L2(0,T ;V 0) + µ∆αu2L∞(0,T ;V 0).

И неотрицателности величин σ(t)2V 0 , ∆αu(s)2V 0 , ∆αu(s)2V 3 , σ(s)2V 3 сле-
дут оценки:

2µ∆αu(t)2V 0  2µ∆αu02V 0 + σ02V 0 + 4µTf2L2(0,T ;V 0) + µ∆αu2L∞(0,T ;V 0),

σ(t)2V 0  2µ∆αu02V 0 + σ02V 0 + 4µTf2L2(0,T ;V 0) + µ∆αu2L∞(0,T ;V 0),

2ε

t

0

(2µ∆αu(s)2V 3 + σ(s)2V 3) ds  2µ∆αu02V 0 + σ02V 0+

+ 4µTf2L2(0,T ;V 0) + µ∆αu2L∞(0,T ;V 0).

Так как права част во всех приведенных неравенствах не ависит от t, то перейдем
к максимуму по t ∈ [0, T ] в левой части. Тогда

µ∆αu(t)2L∞(0,T ;V 0)  2µ∆αu02V 0 + σ02V 0 + 4µTf2L2(0,T ;V 0),

σ(t)2L∞(0,T ;V 0)  2µ∆αu02V 0 + σ02V 0 + 4µTf2L2(0,T ;V 0) + µ∆αu2L∞(0,T ;V 0),

4εµ∆αu2L2(0,T ;V 3) + 2εσ2L2(0,T ;V 3)  2µ∆αu02V 0 + σ02V 0+

+ 4µTf2L2(0,T ;V 0) + µ∆αu2L∞(0,T ;V 0).

Складыва все укаанные неравенства, получим (24) и (25).
Осталос установит оценку (26). Исполу равенство (14), имеем

|〈u′,ϕ〉| 
ξ

n

i=1


ui∆αu,

∂ϕ

∂xi

+ |ξ(σ,∇ϕ)|+ ε|(∇∆∆αu,∇∆ϕ)|+ |〈f,ϕ〉|.

Оценим первое слагаемое в последнем неравенстве. С учетом неравенства Гел-
дера, оценки (22), а таке непрерывных влоений V 1 ⊂ L4(Ω) и V 2 ⊂ L∞(Ω) дл
ϕ ∈ V 3 будут справедливы соотношени:

ξ
n

i=1


ui∆αu,

∂ϕ

∂xi

 
n

i,j=1



Ω

ui
∂ϕ

∂xi


2

dx

 1
2


Ω

|∆αu|2 dx
 1

2



 C16∇uV 0∇ϕL∞(Ω)∆αuV 0  C17∆αu2V 0∇ϕV 2  C17∆αu2V 0ϕV 3 .
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Перейдем к оценке оставшихс слагаемых. Справедливы следущие неравенства:

|ξ(σ,∇ϕ)|+ ε|(∇∆∆αu,∇∆ϕ)|+ |〈f,ϕ〉|  σV 0∇ϕV 0 + ε∆αuV 3ϕV 3+

+ fV 0ϕV 0  C18(σV 0 + ε∆αuV 3 + fV 0)ϕV 3 .

Таким обраом, учитыва все полученные оценки, получим

|〈u′,ϕ〉|  C19(∆αu2V 0 + σV 0 + ε∆αuV 3 + fV 0)ϕV 3 .

Следователно, u′V −3  C19(∆αu2V 0 + σV 0 + ε∆αuV 3 + fV 0). Воведем по-
следнее неравенство в квадрат и проинтегрируем по t в пределах от 0 до T . Тогда

u′2L2(0,T ;V −3) =

T

0

u′2V 3 dt  C2
19

 T

0

∆αu4V 0 dt+

T

0

σ2V 0 dt+

+ ε2
T

0

∆αu2V 3 dt+

T

0

f2V 0 dt


 C2

19(∆αu4L∞(0,T ;V 0)T+

+ σ2L∞(0,T ;V 0)T + ε2u2L2(0,T ;V 3) + f2L2(0,T ;V 0)).

Ивлека квадратный корен и обеих частей полученного неравенства, а таке
примен оценки (24) и (25), имеем

u′L2(0,T ;V −3)  C20(1 + ε)(∆αu02V 0 + σ02V 0 + f2L2(0,T ;V 0) + 1), (28)

где постонна C20 > 0 не ависит от ε.
Рассуда аналогичным обраом дл (15), получим

|〈σ′,Φ〉|  C21(σV 0 + ∆αuV 0σV 0 + ∆αuV 0 + εσV 3)ΦV 3 .

Следователно, σ′V −3  C21(σV 0 + ∆αuV 0σV 0 + ∆αuV 0 + εσV 3). Во-
ведем последнее неравенство в квадрат и проинтегрируем по t в пределах от 0 до T .
Тогда

σ′2L2(0,T ;V −3) =

T

0

σ′2V −3 dt  C2
21

 T

0

σ2V 0 dt+

T

0

∆αu2V 0σ2V 0 dt+

+

T

0

∆αu2V 0 dt+ ε2
T

0

σ2V 3 dt


 C2

21(σ2L∞(0,T ;V 0)T+

+ ∆αu2L∞(0,T ;V 0)σ2L∞(0,T ;V 0)T + ∆αu2L∞(0,T ;V 0)T + ε2σ2L2(0,T ;V 3)).

Ивлечем и обеих частей квадратный корен и применим оценки (24) и (25). Скла-
дыва полученну оценку с (28), мы имеем (26). Лемма докаана. □

Таврический вестник информатики и математики, 4 (41)’ 2018



84 А. В. вгин, Д. М. Полков

Следствие 1. Пуст u ∈ W1 и σ ∈ W2  слабое решение вспомогателной адачи
(10) – (13). Тогда имет место оценки:

uW1 + σW2  C22(ε), (29)

α2uL∞(0,T ;V 2)  C23(∆αu0V 0 + σ0V 0 + fL2(0,T ;V 0) + 1), (30)

где постонна C22 ависит от ε и постонна C23 не ависит от ε.

Докаателство. Имет место следущие соотношени

∆αu2V 3 = u2V 3 + 2α2u2V 4 + α4u2V 5  α4u2V 5 .

Таким обраом, и полученного соотношени и неравенства (25) имеем

α2uL2(0,T ;V 5) + σL2(0,T ;V 3) 
C14√
ε
(∆αu0V 0 + σ0V 0 + fL2(0,T ;V 0) + 1).

Складыва это неравенство с оценкой (26), мы получим (29).
Оценка (30) непосредственно следует и неравенств (22) и (24). Следствие дока-

ано. □

Лемма 7. Пуст Ω ⊂ Rn, n = 2, 3,  ограниченна област с достаточно гладкой
границей ∂Ω и u0 ∈ V 2, σ ∈ V 0, f ∈ L2(0, T ;V

0). Тогда существует слабое решение
u ∈ W1 и σ ∈ W2 вспомогателной адачи (10) – (13).

Докаателство. Дл докаателства данной леммы восполуемс теорией степени
Лере-Шаудера дл вполне непрерывных векторных полей. Рассмотрим операторное
уравнение (16), которое соответствует начално-краевой адаче (10) – (13):

A(u, σ)− ξQ(u, σ) = (f, 0, u0, σ0), где ξ ∈ [0, 1]. (31)

И оценки (29) следует, что все решени уравнени (31) леат в шаре
BR ⊂ W1 × W2 с центром в нуле и радиусом R = C22 + 1. По лемме 1 операторы
S2, A2 и A3 влтс непрерывными. Тогда согласно [24, Lemma 3.1.3] оператор A
влетс непрерывно обратимым. Следователно, ни одно решение семейства урав-
нений

(u, σ)− ξ A−1Q(u, σ) = A−1(f, 0, u0, σ0), где ξ ∈ [0, 1], (32)

не принадлеит границе того е шара BR.
Оператор Q : W1 ×W2 → L2(0, T ;V

−3)×L2(0, T ;V
−3)× V 2 × V 0 влетс вполне

непрерывным как сумма вполне непрерывных операторов (см. леммы 2 и 3). Следо-
вателно, оператор A−1Q(u, σ) : W1 ×W2 → W1 ×W2 влетс вполне непрерывным,
как проиведение непрерывного и вполне непрерывного операторов.
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Таким обраом, вполне непрерывное векторное поле (u, σ)−ξ A−1Q(u, σ) невыро-
дено на границе шара BR, а начит дл этого векторного пол определена степен
Лере-Шаудера degLS(I − ξ A−1Q,BR, A−1(f, 0, u0, σ0)). По свойствам гомотопической
инвариантности и нормировки степени получим, что

degLS(I − ξ A−1Q,BR, A−1(f, 0, u0, σ0)) = degLS(I, BR, A−1(f, 0, u0, σ0)) = 1.

Отличие от нул степени отобраени обеспечивает существование хот бы одного
решени u ∈ W1, σ ∈ W2 уравнени (32), а следователно, и вспомогателной адачи
(10) – (13). Теорема докаана. □

3. Докаателство теоремы 1

Вомем ворастащу последователност полоителных чисел Tm → ∞ и
убыващу последователност полоителных чисел εm → 0. По лемме 7 суще-
ствует пара um ∈ W1, σm ∈ W2, котора влетс решением вспомогателной адачи,
где T = Tm, ε = εm, ξ = 1. Обоначим чере um и σm функции, которые совпадат с
um и σm на отреке [0, Tm] и равны нул на (Tm,∞) соответственно.

По лемме 4 дл лбых k ∈ C1([0,∞);V 5), θ ∈ C1([0,∞);V 3), и 0  t  T  Tm,
имеет место следущее неравенство

2µ∆αum(t)−∆αk(t)2V 0 + σm(t)− θ(t)2V 0  exp

 t

0

Γ(s) ds


·

·

2µ∆αu0 −∆αk(0)2V 0 + σ0 − θ(0)2V 0 +

t

0

exp

 0

s

Γ(ψ) dψ


·

·

4µ(E1(k, θ),∆α(um(s)− k(s))) + 2(E2(k, θ), σm(s)− θ(s))−

− 4µεm(∇∆∆αk(s),∇∆∆α(um(s)− k(s)))−

− 2εm(∇∆θ(s),∇∆(σm(s)− θ(s)))


ds


, (33)

где Γ определетс формулой (9).
афиксируем проиволный интервал [0, T ]. Согласно априорным оценкам (24),

бе ограничени общности, мы предполоим, что ∆αum → ∆αu *-слабо в
L∞(0,∞;V 0) и σm → σ *-слабо в L∞(0,∞;V 0).

Кроме того, и (26) бе ограничени общности, моно предполоит, что u′
m → u′

слабо в L2(0, T ;V
−3), σ′

m → σ′ в L2(0, T ;V
−3). Следователно, u ∈ C([0, T ];V −3),
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σ ∈ C([0, T ];V −3). Тогда с учетом оценки (30) по лемме Лионса-Маденеса (см. [23,
Глава III, Лемма 1.4]) получим, что u ∈ Cw([0, T ];V

2), σ ∈ Cw([0, T ];V
0).

Вомем скалрное проиведение в L2(0, T ) в неравенстве (33) со скалрной
функцией ψ с компактным носителем в (0, T ). Исполу неравенство (25) и нера-
венство Коши-Бунковского-Шварца, мы получим:

T

0


2µ∆αum(t)−∆αk(t)2V 0 + σm(t)− θ(t)2V 0


ψ(t) dt 


T

0

exp

 t

0

Γ(s) ds


2µ∆αu0 −∆αk(0)2V 0 + σ0 − θ(0)2V 0+

+

t

0

exp

 0

s

Γ(ψ) dψ


4µ(E1(k, θ),∆α(um(s)− k(s)))+

+ 2(E2(k, θ),∇∆(σm(s)− θ(s))) + C24(
√
εm + εm)


ds


ψ(t) dt. (34)

Перейдем к пределу в (34) при m → ∞. Принима во внимание полученные сходимо-
сти, а таке тот факт, что норма слабого предела последователности не превосходит
нинего предела нормы последователности, и учитыва неравенство (22) и прои-
волност выбора ψ и T , мы приходим к (8). Таким обраом, докаано существование
диссипативного решени адачи (1) – (6).

Докаем пункт (b). Предполоим, что существует силное решение uT , σT с теми
е началными наченими, что и диссипативное решение u, σ. Полоим k = uT и
θ = σT в (8) дл t ∈ [0, T ]. Учитыва, что E1(uT , σT ) = E2(uT , σT ) = 0 на [0, T ], то
мы получаем, что права част (8) равна нул. Таким обраом, и лева част равна
нул, что и докаывает (b).

Пункт (c) прмо следует и (a) и (b). А именно, лбое достаточно гладкое ре-
шение, если оно существует, будет совпадат со всеми диссипативными решеними.
Теорема докаана.
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On Multiple Completeness of the Root Functions of the Nonregular
Pencils of Differential Operators with Constant Coefficients and
Splitting boundary Conditions.
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Abstract. In the space of square summable functions on the main segment [0,1], the class
of polynomial pencils of ordinary differential operators of the n-th order is considered. The
coefficients of the differential expression are assumed to be constants. The boundary conditions
are assumed to be splitting and two-point at the ends 0 and 1 (l of boundary conditions are
taken only at the point 0, and the remaining n − l at point 1). The differential expression and
the boundary forms are assumed to be homogeneous, that is, they contain only main parts.
It is supposed that roots of the characteristic equation of the pencils of this class are simple,
non-zero and lie on two rays emanating from the origin in quantities k and n − k. Sufficient
conditions for m-fold completeness (with a possible finite defect) of the system of root functions
of the pencils of this class in the space of square integrable functions on the main segment
are formulated and proved. In the case of l ≤ min{k, n − k} sufficient conditions of 2l-fold
completeness are proved, and in a case l ≥ max{k, n − k} sufficient conditions of 2(n − l)-
fold completeness are proved. These sufficient conditions consist in difference from zero some
quite concrete determinants, constructed on coefficients of boundary conditions and the roots of
the characteristic polynomial. Upper bounds are given for possible finite defects. The proof is
carried out according to a somewhat modernized “classical” scheme of the proof of completeness
(going back to the works of M. B. Keldysh, A. P. Khromov, A. A. Shkalikov and others). In the
remaining case, when min{k, n−k} < l < max{k, n−k}, the (n−k)-fold completeness of the root
function system is established. In this case, the “method of generating functions” (proposed earlier
by the author) is used. This method consists in use instead of “classical” generating functions
for the system of root functions introduced by the author of the new “generalized generating
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functions” depending on arbitrary vector of parameters, and in selection of these vectors of
parameters so that classic proof scheme still works.

Keywords: pencil of ordinary differential operators, polynomial pencil of differential operators,
homogeneous differential expression, homogeneous boundary forms, multiple completeness, root
functions, eigen- and associated functions, derived chains, splitting boundary conditions

Введение

В L2[0, 1] рассмотрим пучок обыкновенных дифференциалных операторов L(λ),
породенный однородным (присутствут толко главные члены) дифференциал-
ным выраением (д.в.) n-го пордка

ℓ(y,λ) :=


j+s=n

pjsλ
sy(j), pjs ∈ C, pn0 ∕= 0, p0n ∕= 0, (1)

и линейно неависимыми однородными двухточечными распадащимис нормиро-
ванными краевыми условими

Ui(y,λ) :=


j+s=κi

λsαijsy
(j)(0) = 0, i = 1, l, (2)

Ui(y,λ) :=


j+s=κi

λsβijsy
(j)(1) = 0, i = l + 1, n, (3)

где λ,αijs, βijs ∈ C, κi,∈ N ∪ {0}, 1 ≤ l ≤ n− 1.
Далее исполуем, не повтор в данном тексте, ивестные определени собствен-

ных и присоединенных функций или, кратко, корневых функций (к. ф.), m-кратной
(1 ≤ m ≤ n) полноты к. ф. и [1–3].

Решаетс адача о находении условий на параметры пучка L(λ), при которых
имеет место m-кратна полнота к. ф. этого пучка в пространстве L2[0, 1].

Основополагащей по этой проблеме влетс работа [4], в которой была сфор-
мулирована теорема об n-кратной полноте к. ф. пучка L(λ), породенного д.в. со
специалной главной част

ℓ(y,λ) := y(n) + λny + {вомущение}

и распадащимис краевыми условими. Эта теорема была докаана в [5] в случае
аналитических коэффициентов д.в. и в [6] в случае суммируемых коэффициентов.
Случай проиволной главной части д.в. был рассмотрен в [7, 8]. Деталное иссле-
дование вопроса об m-кратной (1 ≤ m ≤ n) полноте к. ф. пучка L(λ), д.в. которого
имеет постонные коэффициенты, а краевые услови  полураспадащиес, прове-
дено в [9]. Полураспадащиес краевые услови  это такие краевые услови, когда
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l (2l ≥ n) краевых условий берутс толко в одном конце основного отрека [0, 1]

(например, в 0), а осталные n− l краевых условий берутс и в 0 и в 1.
Более подробно истори вопроса илоена в [10, 11].
В частности, в [11] рассмотрен случай, когда корни характеристического урав-

нени пучка располоены на двух лучах, исходщих и начала. В теореме 1 и [11]
получены достаточные услови кратной полноты в пространстве L2[0, 1] системы
к. ф. дл более общего класса пучков вида (1)–(3), когда краевые услови полурас-
падащихс в широком смысле (то ест, когда вомоно выполнени не толко
неравенства 2l ≥ n, но и неравенства 2l < n в случае 1 ≤ l ≤ n− 1). Но, несмотр на
то, что краевые услови (2)–(3) влтс частным случаем полураспадащихс в
широком смысле краевых условий и [11], тем не менее, теорема 1 о полноте и [11]
не моет быт непосредственно применена к случа распадащихс краевых усло-
вий (2)–(3), так как не все параметры в формулировке теоремы 1 и [11] определены
дл распадащихс краевых условий (2)–(3).

Видоименив докаателство теоремы 1 и [11], удалос получит достаточные
услови кратной полноты и дл распадащихс краевых условий, но, к соалени,
не во всех случах. Чтобы сформулироват полученные реултаты, введем необхо-
димые предполоени и обоначени.

Предполоим, что корни ω1,ω2, . . . ,ωn характеристического уравнени
j+s=n

pjsω
j = 0 попарно раличны, отличны от нул и леат на двух или од-

ном лучах, исходщих и начала, в количествах k и n − k (0 ≤ k ≤ n). Не наруша
общности моно считат, что корни ωj располоены следущим обраом:

ωne
i(π−ϕ) < ωn−1e

i(π−ϕ) < · · · < ωk+1e
i(π−ϕ) < 0 < ω1 < ω2 < · · · < ωk, (4)

где 0 < |ϕ| < π (см. рис. 1). То ест первые k корней ωj леат на полоителном
луче, а осталные n−k корней  на луче, исходщем и начала под углом ϕ. В случае
одного луча (k = n или k = 0), ради единообраи далнейших выкладок, считаем,
что ϕ = 0 и k = n, то ест формално тое два луча, но один луч не содерит
корней.

Обоначим [p, q]− = min{p, q}, [p, q]+ = max{p, q}, [p]+ = [p, 0]+ и полоим при
j = 1, n

aij =


ν+s=κi

αiνsω
ν
j , i = 1, l; bij =



ν+s=κi

βiνsω
ν
j , i = l + 1, n.

Исполу эти обоначени, введем следущие услови отличи от нул главного
члена асимптотики характеристического определител пучка L(λ) (то, что это так,
будет видно и докаателства):
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Рис. 1. Располоение характеристик

det(aij)
j=1,k+l−n;k+1,n

i=1,l
∕= 0, det(bij)

j=k+l−n+1,k

i=l+1,n
∕= 0 при n− k ≤ l; (5)

det(aij)
j=n−l+1,n

i=1,l
∕= 0, det(bij)

j=1,n−l

i=l+1,n
∕= 0 при n− k ≥ l; (6)

det(aij)
j=1,l

i=1,l
∕= 0, det(bij)

j=l+1,n

i=l+1,n
∕= 0 при k ≤ l; (7)

det(aij)
j=k−l+1,k

i=1,l
∕= 0, det(bij)

j=1,k−l;k+1,n

i=l+1,n
∕= 0 при k ≥ l. (8)

Отметим, что в крайнем случае n−k = l услови (5) и (6) совпадат. Аналогично,
в крайнем случае k = l совпадат услови (7) и (8).

Теорема 1. Если [k, n−k]+ ≤ l и выполнтс услови (5) и (7), то при m = 2(n−l)

система к.ф. пучка (1)–(3) m-кратно полна в L2[0, 1] с вомоным конечным де-

фектом, не превышащим числа d1 :=
n

i=l+1

[m− 1− κi]+.

Теорема 2. Если [k, n − k]− ≥ l и выполнтс услови (6) и (8), то при m = 2l

система к.ф. пучка (1)–(3) m-кратно полна в L2[0, 1] с вомоным конечным де-

фектом, не превышащим числа d2 :=
l

i=1

[m− 1− κi]+.

Два крайних подслуча и теорем 1 и 2 обединим в отделной теореме. Это
соответствует случа регулрного пучка.
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Теорема 3. Если [k, n− k]− = [k, n− k]+ = l или, что эквивалентно, n = 2k = 2l и
выполнтс услови (5) (или (6)) и (7) (или (8)), то система к.ф. пучка (1)–(3) n-
кратно полна в L2[0, 1] с вомоным конечным дефектом, не превышащим числа
[d1, d2]−, в случае, если по-крайней мере дл одного i = 1, n выполнетс неравенство
κi > n− 1, и с нулевым дефектом в противном случае.

В докаателстве теорем 1 и 2 отмечено, что в случае

[k, n− k]− < l < [k, n− k]+, (9)

который исклчен и рассмотрени в теоремах 1–3, исполуемый метод рассуде-
ний не проходит и-а пока непреодолимых трудностей. Условие (9)  случай пучка
L(λ) с устойчивой силной нерегулрност, то ест такой силной нерегулрност
(см. определение в [3]), котора имеет место при лбых начених коэффициентов
краевых условий αijs и βijs.

Исполование другого подхода, предлоенного в [3], поволило получит доста-
точные услови кратной полноты к. ф. и в случае (9).

Пуст мноество Ω состоит и 0, точек ω1, ω2, . . . , ωn, всевомоных сумм этих
точек, содеращих по два раличных слагаемых (суммы ωi + ωj, i ∕= j), по три
раличных слагаемых (суммы ωi+ωj +ωk, i ∕= j ∕= k)), и так далее, n раличных сла-
гаемых (сумму ω1+ω2 · · ·+ωn). Обоначим M = convΩ. На рис. 2 и 3 многоуголник
M  это четырехуголник A′B′C ′D′, граница которого обоначена тонкой сплошной
линией. дес A′ = 0 и B′ = ω1 + · · ·+ ωk  крайние лева и права точки, леащие
на вещественной оси, C ′ = ω1 + · · · + ωn и D′ = ωk+1 + · · · + ωn, причем, очевид-
но, прма C ′D′ параллелна вещественной прмой. дес и далее исполутс бе
подробного поснени обоначени и [3]. Чере M∆ обоначим характеристический
многоуголник пучка L(λ). Этот многоуголник выглдит примерно так, как пока-
ано на рис. 2 и 3  многоуголник ABCD, граница которого обоначена толстой
сплошной линией. Выглдит примерно так потому, что некоторые вершины могут
отсутствоват, ввиду специфики краевых условий и величин ωj.

Теорема 4. Пуст выполнтс услови (4), (9) и характеристический много-
уголник M∆ пучка (1)–(3) касаетс сторон A′B′ и C ′D′ многоуголника M . Тогда
если m = [k, n − k]−, то система его к.ф. m-кратно полна в L2[0, 1] с вомоным
конечным дефектом.

Сформулированные реултаты частично анонсированы в статх [12] и [13].
Оставшас част стати посвщена докаателству сформулированных теорем.
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1. Случаи k ≤ l и n− k ≥ l

Схема докаателства соответствует схеме докаателства теоремы 1 в [11]. Цен-
тралну рол в докаателстве играет основна лемма об оценке, котора форму-
лируетс и докаываетс в следущем подраделе.

1.1. Предварителные утвердени и лемма об оценке. В силу однородности
д.в. (1), уравнение ℓ(y,λ) = 0 имеет фундаменталну систему решений (ф.с.р.)
{yj(x,λ)}nj=1 вида

yj(x,λ) = eλωjx, j = 1, n. (10)

Нарду с ф.с.р. (10) будет исполоватс ф.с.р. {ỹj(x,λ)}nj=1, удовлетворща
началным условим

ỹ
(s−1)
j (0,λ) = δjs, j, s = 1, n,

где δjs ест символ Кронекера. И теории обыкновенных дифференциалных урав-
нений ивестно, что ỹj(x,λ) ест целые аналитические функции по λ.

Будем далее обоначат обекты, построенные по ф.с.р. {ỹj(x,λ)}nj=1, теми е
буквами, что и обекты, построенные по ф.с.р. {yj(x,λ)}nj=1, но с волной наверху.

Собственные начени λν , ν = 1, 2, . . . , пучка (1)–(3) влтс нулми целой
функции ∆̃(λ) := det


Ui(ỹj(x,λ),λ)

n
i,j=1

.
Обоначим чере Φ̃i(x,λ) функци, полученну и ∆̃(λ) в реултате амены i-й

строки на строку (ỹ1(x,λ), . . . , ỹn(x,λ)). Непосредственно моно убедитс в том, что
при фиксированном m ∈ {1, 2, . . . , n} (этот параметр определет кратност полноты
к. ф. и будет выбран пое) столбцы


∂rΦ̃i(x,λ)

∂λr
, . . . ,

∂r

λm−1Φ̃i(x,λ)



∂λr

T

λ=λν

, (11)

где i = 1, n, r = 0, sν , влтс проиводными по Келдышу m-цепочками дл к. ф.,
соответствущих с.. λν , которое влетс нулем ∆̃(λ) кратности sν + 1.

Введем в рассмотрение функции

Θ̃i(λ) =

1

0

m

j=1

λj−1Φ̃i(x,λ)

∆(λ)
hj(x) dx, i = 1, n, (12)

где hj(x) ∈ L2[0, 1], j = 1,m, и обоначим h(x) =

h1(x), . . . , hm(x)

T .
Перепишем (12) в виде

Θ̃i(λ) =
∆̃i(λ)

∆̃(λ)
, i = 1, n, (13)
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где ∆̃i(λ) получаетс и ∆̃(λ) аменой i-й строки строкой (ũn+1,1(λ), . . . , ũn+1,n(λ)), в
которой

ũn+1,j(λ) =

1

0

m

ν=1

hν(x)λ
ν−1ỹj(x,λ) dx = λm−1

1

0

hm(x,λ)ỹj(x,λ) dx

и hm(x,λ) =
m

ν=1 hν(x)λ
ν−m.

Справедливо следущее утвердение.

Утвердение 1. Функции Φ̃1(x,λ), . . . , Φ̃l(x,λ) влтс линейно неависимы-
ми решеними уравнени ℓ(y,λ) = 0, удовлетворщими последним n − l краевым
условим (3), а функции Φ̃l+1(x,λ), . . . , Φ̃n(x,λ) влтс линейно неависимыми
решеними того е уравнени, удовлетворщими первым l краевым условим (2).

Докаателство аналогично докаателству соответствущего утвердени в [9,
c. 48–49]. Там е сформулировано и докаано другое утвердение.

Утвердение 2. Функции Θ̃1(λ), . . . , Θ̃n(λ) не авист от выбора ф.с.р. уравнени
ℓ(y,λ) = 0.

И утвердени 2 и формулы (13) получим

Θ̃i(λ) ≡ Θi(λ) ≡
∆i(λ)

∆(λ)
, i = 1, n. (14)

Введем в рассмотрение следущие мноества:

Π+
ε =


λ ∈ C

 arg λ ∈

(−1)ν

π

2
− ϕ

2
− ε, (−1)ν

π

2
− ϕ

2
+ ε


,

Π−
ε =


λ ∈ C

 arg λ ∈

(−1)ν

3π

2
− ϕ

2
− ε, (−1)ν

3π

2
− ϕ

2
+ ε


;

где ε > 0 и достаточно мало, ν = 0 в случае 0 < ϕ < π и ν = 1 в случае −π < ϕ < 0.
Cправедлива следуща лемма об оценке, котора влетс основной при дока-

ателстве сформулированных теорем.

Лемма 1 (основна лемма об оценке). Предполоим, что дл пучка L(λ) вы-
полнтс неравенства (4). Тогда при |λ| ≫ 1 имет место оценки

|Θi(λ)| ≤ C(ε)|λ|m− 3
2
−κi , (15)

где C(ε)  константа, ависща толко от ε, при следущих предполоених:

1) в случае λ ∈ Π+
ε

а) при n− k < l, i = l + 1, n и выполнении услови (5);
б) при n− k = l, i = 1, n и выполнении услови (5) или (6) (услови (5) и (6)

в этом случае совпадат);
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в) при n− k > l, i = 1, l и выполнении услови (6);
2) в случае λ ∈ Π−

ε

а) при k < l, i = l + 1, n и выполнении услови (7);
б) при k = l, i = 1, n и выполнении услови (7) или (8) (услови (7) и (8) в

этом случае совпадат);
в) при k > l, i = 1, l и выполнении услови (8).

Докаателство. Справедливы следущие формулы:

(i) при σ = 1, l, j = 1, n

Uσ(yj,λ) =


ν+s=κσ

ασνsω
ν
j λ

ν+s = λκσ


ν+s=κσ

ασνsω
ν
j = λκσaσj; (16)

(ii) при σ = l + 1, n, j = 1, n

Uσ(yj,λ) =


ν+s=κσ

βσνsω
ν
j λ

ν+seλωj = λκσeλωj



ν+s=κσ

βσνsω
ν
j = λκσeλωjbσj. (17)

Дл болшей сности раобем докаателство основной леммы на рд лемм.
1) Рассмотрим сначала случай λ ∈ Π+

ε .
Так как справедливы соотношени (14), то чтобы оценит сверху |Θi(λ)|, пред-

варително оценим сниу |∆(λ)|.

Лемма 2. Если λ ∈ Π+
ε и |λ| ≫ 1, то при n−k ≤ l и выполнении условий (5) имеет

место следуща оценка сниу

|∆(λ)| ≥ C(ε)|λ|
n

i=1 κi

eλ
k

ν=k+l+1−n ων

 , (18)

а при n− k ≥ l и выполнении условий (6)  оценка сниу

|∆(λ)| ≥ C(ε)|λ|
n

i=1 κi

eλ
n−l

ν=1 ων

 , (19)

где C(ε) > 0 ест константа, ависща толко от ε и от параметров пучка L(λ).

Докаателство. Подставл (16)–(17) в ∆(λ) и вынос мноители λκi и кадой
строки, получим представление

∆(λ) = λ
n

i=1 κi



a11 . . . a1k a1,k+1 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . alk al,k+1 . . . aln
eλω1bl+1,1 . . . eλωkbl+1,k eλωk+1bl+1,k+1 . . . eλωnbl+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

eλω1bn1 . . . eλωkbnk eλωk+1bn,k+1 . . . eλωnbnn



. (20)

Рассмотрим два подслуча.
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а) Пуст n − k ≤ l или n − l ≤ k. Раскладываем определител ∆(λ) по пер-
вым l строкам, выделем главный член, требу отличи от нул соответствущих
определителей, а именно, выполнени условий (5). Получим при |λ| ≫ 1

∆(λ) = ±λ
n

i=1 κieλ
k

ν=k−n+l+1 ων det(aσj)
j=1,k+l−n;k+1,n

σ=1,l
det(bσj)

j=k+l−n+1,k

σ=l+1,n
[1]ε. (21)

Таким обраом, в случае выполнени условий (5) и |λ| ≫ 1 получим оценку (18).
б) Пуст n− k ≥ l или n− l ≥ k. Раскладываем определител ∆(λ) по первым l

строкам, выделем главный член, требу отличи от нул соответствущих опреде-
лителей, а именно, выполнени условий (6). Получим при |λ| ≫ 1 аналогично (21)

∆(λ) = ±λ
n

i=1 κieλ
n−l

ν=1 ων det(aσj)
j=n−l+1,n

σ=1,l
det(bσj)

j=1,n−l

σ=l+1,n
[1]ε.

Таким обраом, в случае выполнени условий (6) и |λ| ≫ 1 получим оценку (19).
□

Оценим тепер сверху ∆i(λ), i = 1, n. В соответствии с определением ∆i(λ) после
вынесени мноител λm−1 и i-й строки и ралоени оставшегос определител
по элементам этой строки получим формулу

∆i(λ) = λm−1

n

j=1

(−1)i+j∆ij

1

0

hm(ξ,λ)e
λωjξ dξ, (22)

где ∆ij(λ) ест минор элемента (i, j) в определителе ∆(λ). Учитыва формулу (20),
получим представление

∆ij(λ) = λ
n

σ=1 κσ−κi



a11 . . . a1k a1,k+1 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . alk al,k+1 . . . aln
eλω1bl+1,1 . . . eλωkbl+1,k eλωk+1bl+1,k+1 . . . eλωnbl+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

eλω1bn1 . . . eλωkbnk eλωk+1bn,k+1 . . . eλωnbnn


ij

,

(23)
где индекс “ij” у определител дес и далее оначает, что в этом определителе
отсутствует i- строка и j-й столбец.

Лемма 3. Если |λ| ≫ 1, то в случае 1) и леммы 1, то ест когда λ ∈ Π+
ε , имет

место следущие утвердени:

а) при n− k < l, i = l + 1, n справедлива оценка сверху

|∆i(λ)| ≤ C(ε)|λ|m− 3
2
+
n

σ=1 κσ−κi

eλ
k

ν=k+l+1−n ων

 ; (24)
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б) при n− k = l, i = 1, n справедлива та е оценка (24);
в) при n− k > l, i = 1, l справедлива оценка сверху

|∆i(λ)| ≤ C(ε)|λ|m− 3
2
+
n

σ=1 κσ−κi

eλ
n−l

ν=1 ων

 . (25)

Отметим, что при n− k = l оценки (24) и (25) совпадат.

амечание 1. Отметим, что в случае λ ∈ Π+
ε при n−k < l, i = 1, l вместо оценки (24)

имеет место не улучшаема оценка сверху

|∆i(λ)| ≤ C(ε)|λ|m− 3
2
+
n

σ=1 κσ−κi

eλ
k

ν=k+l−n ων

 ,

котора не поволет получит в далнейшем требуемый дл докаателства основ-
ных теорем не более чем степенной рост функции |Θi(λ)|. Аналогично обстоит дело
в случае λ ∈ Π+

ε при n− k > l, i = l + 1, n.

Докаателство. Рассмотрим отделно три случа: n− k < l, n− k = l и n− k > l.
а) Пуст n − k < l или n − l < k. Предполоим i = l + 1, n. Вомоны два

подслуча 1 ≤ j ≤ k и k + 1 ≤ j ≤ n.
Пуст 1 ≤ j ≤ k. В этом подслучае ралоим определител в (23) по минорам

первых l строк и выделим главну част. Так как n − l − 1 ≤ k − 1, то главна
част ест член, который равен проиведени минора l-го пордка на алгебраическое
дополнение n−l−1-го пордка с элементами, стощими в n−l−1 столбцах с номерами
от k + l + 2− n до k в случае 1 ≤ j ≤ k + l + 1− n, и с номерами от k + l + 1− n до
j − 1 и от j + 1 до k в случае k + l + 2− n ≤ j ≤ k.

Следователно, аналогично выводу формулы (21), получим формулы
(i) в подслучае 1 ≤ j ≤ k + l + 1− n при |λ| ≫ 1

∆ij(λ) = ±λ
n

σ=1 κσ−κieλ
k

ν=k+l+2−n ων×

×

det(aστ )

τ=1,j−1;j+1,k+l+1−n;k+1,n

σ=1,l
det(bστ )

τ=k+l+2−n,k

σ=l+1,i−1;i+1,n
+Oε(1/|λ|)


.

Таким обраом, в этом подслучае при |λ| ≫ 1 получим следущу оценку сверху

|∆ij(λ)| ≤ C(ε)|λ|
n

σ=1 κσ−κi

eλ
k

ν=k+l+2−n ων

 . (26)

(ii) в подслучае k + l + 2− n ≤ j ≤ k при |λ| ≫ 1

∆ij(λ) = ±λ
n

σ=1 κσ−κieλ(
k

ν=k+l+1−n ων−ωj)×

×

det(aστ )

τ=1,k+l−n;k+1,n

σ=1,l
det(bστ )

τ=k+l+1−n,j−1;j+1,k

σ=l+1,i−1;i+1,n
+Oε(1/|λ|)


.

Таким обраом, в этом подслучае при |λ| ≫ 1 получим следущу оценку сверху

|∆ij(λ)| ≤ C(ε)|λ|
n

σ=1 κσ−κi

eλ(
k

ν=k+l+1−n ων−ωj)
 . (27)
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Пуст тепер k + 1 ≤ j ≤ n. В этом подслучае ралоим определител в (23)
таке по минорам первых l строк и выделим главну част. Так как n− l − 1 < k,
то главна част ест член, который равен проиведени минора l-го пордка на
алгебраическое дополнение n− l − 1-го пордка с элементами, стощими в n− l − 1

столбцах с номерами от k + l + 2− n до k.
Следователно, аналогично случа (i), получим следущие формулы:

∆ij(λ) = ±λ
n

σ=1 κσ−κieλ
k

ν=k+l+2−n ων×

×

det(aστ )

τ=1,k+l+1−n;k+1,j−1;j+1,n

σ=1,l
det(bστ )

τ=k+l+2−n,k

σ=l+1,i−1;i+1,n
+Oε(1/|λ|)


.

Таким обраом, в этом подслучае при |λ| ≫ 1 получим следущу оценку сверху

|∆ij(λ)| ≤ C(ε)|λ|
n

σ=1 κσ−κi

eλ
k

ν=k+l+2−n ων

 . (28)

Подставим найденные оценки (26)–(28) в (22). Получим при |λ| ≫ 1 и i = l + 1, n

∆i(λ) = Oε


|λ|m−1+

n
σ=1 κσ−κi

eλ
k

ν=k+l+1−n ων

×

×


k+l+1−n

j=1

eλ(ωj−ωk+l+1−n)



1

0

hm(ξ,λ)e
λωj(ξ−1) dξ

+
k

j=k+l+2−n



1

0

hm(ξ,λ)e
λωj(ξ−1) dξ

+

+
n

j=k+1

e−λωk+l+1−n)



1

0

hm(ξ,λ)e
λωjξ dξ




.

Оценива тепер интегралы сверху аналогично тому, как это сделано в [10, с. 351–
352], получим укаанну в формулировке леммы 3 оценку сверху (24).

б) В случае n − k = l предыдущие рассудени полност проходт с оценкой
сверху (24) не толко при i = l + 1, n, но и при i = 1, l.

в) Рассмотрим тепер оставшийс случай n− k > l. дес проходт практически
дословно рассудени, аналогичные случа n−k < l, но при i = 1, l, если примент
их к определителм ∆ij(λ) (см. формулу (22)), представленным в виде:

∆ij(λ) = λ
n

σ=1 κσ−κieλ
n

β=1 ωβ



e−λω1a11 . . . e−λωka1k e−λωk+1a1,k+1 . . . e−λωna1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

e−λω1al1 . . . e−λωkalk e−λωk+1al,k+1 . . . e−λωnaln
bl+1,1 . . . bl+1,k bl+1,k+1 . . . bl+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bn1 . . . bnk bn,k+1 . . . bnn


ij

.
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Примен к определител в этой формуле такие е рассудени, что и в случае
n− k > l, но предполага i = 1, l, получим в итоге оценку сверху (25).

□

2) Рассмотрим тепер случай λ ∈ Π−
ε .

Лемма 4. Если λ ∈ Π−
ε и |λ| ≫ 1, то при k ≤ l и выполнении условий (7) имеет

место следуща оценка сниу

|∆(λ)| ≥ C(ε)|λ|
n

i=1 κi

eλ
n

ν=l+1 ων

 , (29)

а при k ≥ l и выполнении условий (8)  оценка сниу

|∆(λ)| ≥ C(ε)|λ|
n

i=1 κi

eλ(
n−l

ν=k+1 ων+
k−l

ν=1 ων)
 . (30)

Докаателство. Рассмотрим два подслуча:
Пуст k ≤ l или n − l ≤ n − k. Раскладываем определител ∆(λ) по первым l

строкам, выделем главный член, требу отличи от нул соответствущих опреде-
лителей, а именно, выполнени условий (7). Получим при |λ| ≫ 1

∆(λ) = ±λ
n

i=1 κieλ
n

ν=l+1 ων det(aστ )
τ=1,l

σ=1,l
det(bστ )

j=l+1,n

σ=l+1,n
[1]ε. (31)

Таким обраом, при выполнени условий (7) и |λ| ≫ 1 получим оценку сниу (29).
Пуст k ≥ l или n − l ≥ n − k. Раскладываем определител ∆(λ) по первым l

строкам, выделем главный член, требу отличи от нул соответствущих опре-
делителей, а именно, выполнени условий (8). Получим при |λ| ≫ 1 по аналогии
с (31)

∆(λ) = ±λ
n

i=1 κieλ(
n

ν=k+1 ων+
k−l

ν=1 ων) det(aστ )
j=k−l+1,k

σ=1,l
det(bστ )

j=1,k−l;k+1,n

σ=l+1,n
[1]ε.

Таким обраом, при выполнени условий (8) и |λ| ≫ 1 получим оценку сниу (30).
□

Оценим тепер сверху ∆i(λ), i = 1, n. Справедлива следуща лемма.

Лемма 5. Если |λ| ≫ 1, то

а) при k < l, i = l + 1, n справедлива оценка сверху

|∆i(λ)| ≤ C(ε)|λ|m− 3
2
+
n

σ=1 κσ−κi

eλ
n

ν=l+1 ων

 ; (32)

б) при k = l, i = 1, n справедлива та е оценка (32);
в) при k > l, i = 1, l справедлива оценка сверху

|∆i(λ)| ≤ C(ε)|λ|m− 3
2
+
n

σ=1 κσ−κi

eλ(
n

ν=k+1 ων+
k−l

ν=1 ων)
 . (33)
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Отметим, что при k = l оценки (32) и (33) совпадат.

амечание 2. Отметим, что в случае λ ∈ Π−
ε при k < l, i = 1, l вместо оценки (32)

имеет место не улучшаема оценка сверху

|∆i(λ)| ≤ C(ε)|λ|m− 3
2
+
n

σ=1 κσ−κi

eλ
n

ν=l ων

 ;

котора не поволет получит в далнейшем требуемый дл докаателства основ-
ных теорем не более чем степенной рост функции |Θi(λ)|. Аналогично обстоит дело
в случае λ ∈ Π−

ε при k > l, i = l + 1, n.

Докаателство. Докаателство проводитс по той е схеме, что и докаателство
соответствущей леммы 3. Поэтому не приводим подробности. □

На основании формул (14) и лемм 2–5 получаем утвердени докаываемой ос-
новной леммы. Таким обраом, лемма 1 полност докаана. □

1.2. Докаателство теоремы 1. Пуст выполнтс предполоени теоремы 1,
то ест [k, n− k]+ ≤ l, справедливы услови (5) и (7) и m = 2(n− l).

Пуст h̄ := (h̄1, . . . h̄m)
T ∈ Lm

2 [0, 1] и ортогонална всем проиводным m-
цепочкам (11). Тогда, в силу (12)–(14), все особенности мероморфных функций Θ̃i(λ),
i = l + 1, n, устранимы и они влтс, тем самым, целыми функцими. На основа-
нии оценок (15) и принципа Фрагмена-Линделёфа в случах, когда m − 2 − κi ≥ 0,
функции Θ̃i(λ) ест полиномы степени m − 2 − κi, которые могут быт аписаны в
виде

Θ̃i(λ) ≡ λm−2−κi

h̄, ζi0


+ λm−3−κi


h̄, ζi1


+ · · ·+


h̄, ζi,m−2−κi


,

где ζiν ∈ Lm
2 [0, 1] ест вполне определенные вектор-функции (в.-ф.), а в случах,

когда m− 2− κi < 0, получим тодества

Θ̃i(λ) ≡ 0.

Провод, далее, рассудени, полност аналогичные рассуденим [11, с. 295–
297], получим, что справедливы тодества

k

j=1

1

0

γi
je

λωjx

m

β=1

λβ−1hβ(x) dx ≡ 0, i = 1, n− l (34)

дл мноества решений (γi
1, γ

i
2, . . . , γ

i
n), i = 1, n− l, системы

n

j=1

aijγj = 0, i = 1, l, (35)
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дл которых выполнетс условие

G1 =



γ1
k−n+l+1 . . . γ1

k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γn−l
k−n+l+1 . . . γn−l

k


∕= 0. (36)

При получении последнего услови существенно исполовалос первое неравенство
в предполоении (5).

Далее проводим рассудени, которые немного отличатс от рассудений [11,
с. 297–298]. Переписываем систему (35) в виде

l

j=1

aijγj = −
n

j=l+1

aijγj, i = 1, l.

Если в правой части этой системы вомем неивестные γl+1, . . . , γn проивол-
но, то в силу первого неравенства в предполоении (7) неивестные γ1, . . . , γl могут
быт одноначно определены. Следователно, существует такое мноество решений
(γi

1, γ
i
2, . . . , γ

i
n), i = n− l + 1,m (m = 2(n−l)), системы (35), дл которых выполнетс

условие

G2 =



γn−l+1
l+1 . . . γn−l+1

n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γm
l+1 . . . γm

n


∕= 0. (37)

Дл этого мноества решений системы (35) аналогично [11, с. 297–298] моно
установит, что справедливы тодества

n

j=k+1

1

0

γi
je

λωjx

m

β=1

λβ−1hβ(x) dx ≡ 0, i = n− l + 1,m. (38)

аверша рассудени совершенно аналогично [11, с. 298–299] и исполу со-
отношени (34), (36)–(38), приходим к выводу, что hj(x) = 0, j = 1,m, дл п.в.
x ∈ [0, 1].

Следователно, в случае выполнени условий теоремы 1 система к. ф. рассмат-
риваемого пучка m-кратно полна в L2[0, 1] с вомоным конечным дефектом, не
превышащим числа d1. Тем самым теорема 1 полност докаана.

амечание 3. Отметим, что при m = n или, что эквивалентно, при n = 2k = 2l,
в случае, когда κi ∈ {0, 1, . . . , n − 1} при i = 1, n дефект системы к. ф. будет равен
нул, так как в этом случае рассматриваемый пучок моет быт линеариован в
пространстве Ln

2 [0, 1] и справедливо предлоение [9, лемма 2.1, с. 49].
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1.3. Докаателство теоремы 2. Предполоим, что выполнтс предполое-
ни теоремы 2, то ест [k, n− k]− ≥ l, справедливы услови (6) и (8) и m = 2l.

Пуст h̄ := (h̄1, . . . h̄m)
T ∈ Lm

2 [0, 1] и ортогонална всем проиводным m-
цепочкам (11). Тогда, в силу (12)–(14), все особенности мероморфных функций Θ̃i(λ),
i = 1, l, устранимы и они влтс, тем самым, целыми функцими. На основании
оценок (15) и принципа Фрагмена-Линделёфа в случах, когда m−2−κi ≥ 0, функ-
ции Θ̃i(λ) ест полиномы степени m− 2− κi, которые могут быт аписаны в виде

Θ̃i(λ) ≡ λm−2−κi

h̄, ζi0


+ λm−3−κi


h̄, ζi1


+ · · ·+


h̄, ζi,m−2−κi



где ζiν ∈ Lm
2 [0, 1] ест вполне определенные в.-ф., а в случах, когда m− 2− κi < 0,

получим тодества
Θ̃i(λ) ≡ 0.

Отсда аналогично [11, с. 295], требу дополнителну ортогоналност к. ф.
некоторому вполне конкретному набору в.-ф., состощему и d2 в.-ф., получим спра-
ведливост тодеств

∆̃i(λ) =

1

0

m

j=1

λj−1Φ̃i(x,λ)hj(x) dx ≡ 0, i = 1, l. (39)

В соответствии с предлоением 1 система функций Φ̃1, . . . , Φ̃l ест система ли-
нейно неависимых решений уравнени ℓ(y,λ) = 0, удовлетворщих последним n−l

краевым условим (3) в точке 1. Тогда (39) влечет тодества
1

0

y(x,λ)
m

j=1

λj−1hj(x) dx ≡ 0 (40)

дл лбого решени y(x,λ) уравнени ℓ(y,λ) = 0, удовлетворщего последним n− l

краевым условим (3) в точке 1.
Ищем эти решени в виде (как ра в этом и состоит одно и главных отличий

докаателства теоремы 2 от докаателства теоремы 1)

y(x,λ) = γ̂1e
λω1(x−1) + γ̂2e

λω2(x−1) + · · ·+ γ̂ne
λωn(x−1). (41)

Удовлетвор краевые услови (3) в точке 1, получим следущу однородну си-
стему n− l линейных алгебраических уравнений дл находени неивестных γ̂j:

n

j=1

bij γ̂j = 0, i = l + 1, n. (42)
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Проводим, далее, рассудени, аналогичные соответствущим рассуденим
при докаателстве теоремы 1, но толко вместо системы (35) рассматриваем си-
стему (42), а вместо первых неравенств в услових (5) и (7) исполуем вторые нера-
венства в услових (6) и (8).

Тогда и (40)–(42) получим, что справедливы тодества

n

j=k+1

1

0

γ̂i
je

λωj(x−1)

m

β=1

λβ−1hβ(x) dx ≡ 0, i = 1, l, (43)

дл мноества решений (γ̂i
1, γ̂

i
2, . . . , γ̂

i
n), i = 1, l, системы (42), дл которых выполн-

етс условие

Ĝ1 =



γ̂1
n−l+1 . . . γ̂1

n

. . . . . . . . . . . . . . .

γ̂l
n−l+1 . . . γ̂l

n


∕= 0. (44)

При получении последнего услови существенно исполовалос второе неравенство
в предполоении (6).

Совершенно аналогично докаателству теоремы 1, переписываем систему (42) в
виде

k−l

j=1

bij γ̂j +
n

j=k+1

bij γ̂j = −
k

j=k−l+1

bij γ̂j, i = l + 1, n.

Если в правой части этой системы вомем неивестные γ̂k−l+1, . . . , γ̂k проивол-
но, то в силу второго неравенства в предполоении (8) оставшиес неивестные
γ̂1, . . . , γ̂k−l, γ̂k+1, . . . , γ̂n могут быт одноначно определены. Следователно, суще-
ствует такое мноество решений (γ̂i

1, γ̂
i
2, . . . , γ̂

i
n), i = l + 1,m (m = 2l), системы (42),

дл которых выполнетс условие

Ĝ2 =



γ̂l+1
k−l+1 . . . γ̂l+1

k

. . . . . . . . . . . . . . . .

γ̂m
k−l+1 . . . γ̂m

k


∕= 0. (45)

Дл этого мноества решений системы (42) аналогично [11, с. 297–298] моно
установит, что справедливы тодества

n

j=k+1

1

0

γ̂i
je

λωj(x−1)

m

β=1

λβ−1hβ(x) dx ≡ 0, i = l + 1,m. (46)

аверша рассудени совершенно аналогично [11, с. 298–299] и исполу соот-
ношени (43)–(46), приходим к выводу, что hj(x) = 0, j = 1,m, дл п.в. x ∈ [0, 1].
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Следователно, в случае выполнени условий теоремы 2 система к. ф. рассмат-
риваемого пучка m-кратно полна в L2[0, 1] с вомоным конечным дефектом, не
превышащим числа d2. Тем самым теорема 2 полност докаана.

амечание 4. Отметим, что при m = n или, что эквивалентно, при n = 2k = 2l в
случае, когда κi ∈ {0, 1, . . . , n − 1} при i = 1, n, дефект системы к. ф. будет равен
нул, так как в этом случае рассматриваемый пучок моет быт линеариован в
пространстве Ln

2 [0, 1] и справедливо предлоение [9, лемма 2.1, с. 49].

1.4. Докаателство теоремы 3. Докаателство теоремы 3 вытекает и теорем 1
и 2 при n = 2k = 2l и амечаний 3 и 4.

2. Случай n− k < l < k

2.1. Докаателство теоремы 4. Дл простоты будем считат, что [k, n−k]+ = k.
Далее будем характеристический многоуголник вектор-столбца Γ(λ) обоначат как
M(Γ) (см. подробности в [3]). В качестве Γ(λ) будем брат вектор-столбцы Vj(λ),
Wk(λ), j, k = 1, n, которые определтс соотношеними

Vj(λ) + eλωjWj(λ) := (U1(yj,λ), U2(yj,λ), . . . , Un(yj,λ))
T , j = 1, n.

Так как краевые услови (2)–(3) полураспадащиес, то вектор-столбцы Vj(λ) и
Wk(λ) имет следущие структуры

Vj(λ) = (∗, . . . , ∗,  
l

0, . . . , 0  
n−l

)T , Wk(λ) = (0, . . . , 0,  
l

∗, . . . , ∗  
n−l

)T . (47)

где ведочками обоначены компоненты, которые могут быт отличными от нул.
Следователно, с исполованием этих обоначений характеристический опреде-

лител рассматриваемого пучка будет имет вид

∆(λ) = det (Ui(yj,λ))
n
i,j=1 =

=
V1(λ) + eλω1W1(λ), . . . , Vn(λ) + eλωnWn(λ)

 =


ω∈Ω

F ω(λ)eλω, (48)

где F ω(λ) ест определител

|V1(λ), . . . , Vj1−1(λ),Wj1(λ), Vj1+1(λ), . . . , Vjk−1(λ),Wjk(λ), Vjk+1(λ), . . . , Vn(λ)| , (49)

если ω = ωj1 + ωj2 + · · ·+ ωjk .
Ввиду (47), (49), получим, что в сумме (48) отличными от нул будут толко те

слагаемые, которые соответствут экспонентам с покаателми λω, где ω влтс
суммами ровно n− l раличных слагаемых и чисел ωs, s = 1, n.
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Отсда следует, что характеристический многоуголник рассматриваемого пуч-
ка содеритс в выпуклой оболочке всех точек мноества Ω, влщихс суммами
раличных характеристик ωs, s = 1, n, в количестве ровно n− l. Обоначим эту вы-
пуклу оболочку чере Mn−l. То ест, в рассматриваемом случае M∆ ⊂ Mn−l, причем
в случае общего полоени будет M∆ = Mn−l.

На рис. 2 и 3 мноество Mn−l ест многоуголник ABCD, граница которого обо-
начена сплошной толстой линией. дес A = ω1+· · ·+ωn−l  сама лева вомона
углова точка, леаща на вещественной оси, а B = ωl−n+k+1+ · · ·+ωk  сама пра-
ва вомона углова точка, леаща на вещественной оси. По услови теоремы 4
точки D и C леат на прмой D′C ′, где D = ω1+ · · ·+ωk−k +ωk+1+ · · ·+ωn  сама
лева углова точка многоуголника Mn−l на этой прмой, а C = ωl+1 + · · · + ωn 
сама права углова точка этого многоуголника, леаща на этой прмой. Линии
BC и AD влтс ломаными. Кроме того, и услови (9) докаываемой теоремы
следует, что многоуголник Mn−l, а начит и характеристический многоуголник
M∆, не касаетс боковых сторон четырехуголника M , то ест сторон A′D′ и B′C ′.

Рис. 2. Многоуголник conv{M∆,Ωs}

Далее дл проведени докаателства потребутс точки F = ωs и
G = ω1 + · · ·+ ωs при лбом фиксированном s ∈ {k + 1, . . . , n}.

По лемме 2 и [3] имеем

M(Vs) ⊂ conv{M∆,Ωs},
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где Ωs  мноество всевомоных сумм раличных характеристик ωj, в которых
обателно ест слагаемое ωs.

Построим многоуголник conv{M∆,Ωs}. Очевидно, A′ = 0 /∈ Ωs. сно, что точка
F = ωs будет самой блиней к точке A′ и точек мноества Ωs на отреке A′D′, а
точка D′ ∈ Ωs  самой далней от точки A′ точкой мноества Ωs на этом отреке.
Очевидно, что точка B′ /∈ Ωs. сно, что точка G′ будет самой блиней к точке B′ и
точек мноества Ωs на отреке B′C ′, а точка C ′ ∈ Ωs  самой далней от точки B′

точкой мноества Ωs на этом отреке (см. рис. 2).
Таким обраом, conv{M∆,Ωs} ест многоуголник ABGC ′D′FA (см. рис. 2), где

лини BG  всегда отреок, а FA моет быт ломаной  это ависит от того, как
располоены вершины M∆ и каково начение ωs.

Далее нам потребуетс проверка услови (α) дл вектора Vs(λ). Определение
услови (α), ввиду его громодкости, не приводим, а отсылаем к соответствущему
определени в работе [3]. И рис. 2 видно, что Vs(λ) удовлетворет услови (α) или
кратко Vs ∈ (α), так как M∆ касаетс сторон A′B′, D′C ′, D′F и BG, а углы меду
соседними перпендикулрами к этим сторонам и лбой внутренней фиксированной
точки многоуголника M∆, очевидно, менше π.

Рис. 3. Многоуголник conv{M∆,Ω
s}

Далее, по лемме 2 и [3] имеем

M(Ws) ⊂ conv{M∆,Ω
s},
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где Ωs  мноество, содеращее точку 0 и всевомоные суммы раличных ωj,
среди слагаемых которых нет точки ωs.

Построим многоуголник conv{M∆,Ω
s}. сно, что A′ ∈ Ωs. Пуст P ест сама

далн от точки A′ = 0 точка мноества Ωs на отреке A′D′. сно, что точка P

леит блие к A′, чем точка D′, так как D′ /∈ Ωs. Далее, очевидно, B′ ∈ Ωs. Пуст
Q ест сама далн от точки B′ точка мноества Ωs на отреке B′C ′. Очевидно,
что точка Q леит блие к B′, чем точка C ′, так как C ′ /∈ Ωs. Кроме того, сно, что
PQ  A′B′ (см. рис. 3).

Таким обраом, conv{M∆,Ω
s} ест многоуголник A′B′QCDPA′ (см. рис. 3), где

лини DP  всегда отреок, а QC моет быт ломаной  это ависит от того, как
располоены вершины M∆ и каково начение ωs.

И рис. 3 видно, что Ws(λ) ∈ (α), так как M∆ касаетс сторон A′B′, D′C ′, B′Q

и DP , а углы меду соседними перпендикулрами к этим сторонам и лбой внут-
ренней фиксированной точки многоуголника M∆, очевидно, менше π.

Так как иметс n − k пар {Vs(λ),Ws(λ)} таких, что Vs(λ),Ws(λ) ∈ (α), то по
теореме 2 и [3] получаем, что имеет место (n − k)-кратна полнота к. ф. рассмат-
риваемого пучка в пространстве L2[0, 1] с вомоным конечным дефектом. Таким
обраом, теорема 4 полност докаана.

И-а того, что многоуголник Mn−l не касаетс сторон A′D′ и C ′D′ много-
уголника M (как уе было отмечено выше) следует, что других аналогичных пар
{Vs(λ),Ws(λ)}, которые бы удовлетворли услови (α) при s = 1, k, нет.

аклчение

В работе получены достаточные услови кратной полноты к. ф. в пространстве
L2[0, 1] дл обыкновенного дифференциалного полиномиалного пучка с постон-
ными коэффициентами, однородным относително спектралного параметра диф-
ференциалным выраением и однородными распадащимис двухточечными кра-
евыми условими.
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On Almost Periodic at Infinity Distributions from Harmonic Spaces.

Strukov V. E.

Abstract. The article under consideration is devoted to some problems of harmonic analysis
of almost periodic at infinity functions from homogeneous spaces and distributions from harmonic
spaces. We introduce the definition of an abstract homogeneous space F (R, X) of functions
defined on real axis R and with values in a complex Banach space X. The homogeneous function
spaces under investigation are contained in Stepanov space S1(R, X), convolutions with complex-
valued functions from Banach algebra L1(R) and shifts do not take out any function from
the corresponding homogeneous space. Thanks to the convolution with functions from L1(R)
any homogeneous function space can be endowed with Banach module structure. We provide
a number of examples of homogeneous function spaces including spaces Lp(R, X), p ∈ [1,∞],
Stepanov spaces S1(R, X), p ∈ [1,∞), Wiener amalgam spaces (Lp(R, X), lq(R, X), p, q ∈ [1,∞),
continuous function spaces Cb(R, X), Cb,u(R, X) and C0(R, X), Hoelder spaces etc. Then we
introduce the notions of the subspaces Fsl,∞(R, X) and AP∞F (R, X) of slowly varying and
almost periodic at infinity functions from F (R, X). For functions from AP∞F (R, X) we
construct a notion of Fourier series, which is ambiguous, i.e., its coefficients can be chosen
differently. We prove the Fourier coefficients to be slowly varying at infinity.

However, Borel measures on R with bounded variation and values in a Banach space X

do not satisfy the definition of a homogeneous function space and force us to introduce an
applicable extension. We consider the space S′(R, X) of distributions of slow growth. On the
space S′(R, X) we define a group of shift operators and convolution with a function from a
Banach algebra L1(R). For a homogeneous space F (R, X) (denoted also as F (0)(R, X)) we
introduce a countable set of spaces F (n)(R, X) = {fn ∗ x |x ∈ F (R, X)}, n ∈ N, with the
norm fn ∗ xF (n) = fn ∗ xF + xF , where fn ∈ L1(R), fn = tne−t/n! for t > 0 and
f(t) = 0 for t ≤ 0. By the symbol F−n(R, X) for any n ∈ N we denote a harmonic distribution
space defined as linear subspace of S′(R, X) of distributions Φ ∈ S′(R, X) such that there is

1Исследование выполнено при финансовой поддерке РФФИ в рамках научного проекта  18-31-
00097
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a function ϕ from corresponding homogeneous space F (R, X) defined by Φ = (D + I)nϕ and
Φ = ϕ. It should be noted that ϕ = fn ∗Φ. Further we consider all function and distribution
spaces F (n)(R, X) with n ∈ Z as harmonic distribution spaces and prove that every such space
is isometrically isomorphic to the corresponding homogeneous space F (R, X). Every harmonic
space F (n)(R, X) with n ∈ Z is proved to be a Banach L1(R)-module with shift operators group
and a structure endowed by a convolution with a function from L1(R).

On the basis of definitions of slowly varying and almost periodic at infinity functions from
F (R, X) we design the concept of slowly varying and almost periodic at infinity distributions
from harmonic spaces. By means of the methods of abstract harmonic analysis we study the
properties of those distributions. For almost periodic at infinity distributions we construct Fourier
series and study their properties. The results of the article are obtained with essential use of
methods of isometric representations and Banach modules theories.

Keywords: slowly varying at infinity function, almost periodic at infinity function, homogeneous
space, Banach space, distribution of slow growth, Fourier series

1. Однородные пространства функций

Пуст X  комплексное банахово пространство, EndX  банахова алгебра ли-
нейных ограниченных операторов (эндоморфимов), действущих в X.

Символом L1
loc(R, X) обоначим линейное пространство локално суммируемых

(имеримых по Бохнеру) на R (классов эквивалентности) функций со наченими в
банаховом пространстве X.

Чере Sp(R, X), где p ∈ [1,∞), будет обоначатс пространство Степа-
нова, состощее и функций x ∈ L1

loc(R, X), дл которых конечна величина

xSp = sup
s∈R


1
0

x(s+ t)pXdt
1/p

, p ∈ [1,∞), принимаема а норму.

Определение 1. Банахово пространство F (R, X) функций, определенных на R, со
наченими в комплексном банаховом пространстве X, наываетс однородным, если
выполнены следущие услови:

(a) пространство F (R, X) содеритс в пространстве Степанова S1(R, X), при-
чем влоение F (R, X) ⊂ S1(R, X) инективно и непрерывно (инективност
оначает инективност оператора влоени);

(b) в F (R, X) определена и ограничена группа иометрий S(t), t ∈ R, операторов
сдвигов функций

(S(t)x)(s) = x(s+ t), s, t ∈ R, x ∈ F (R, X); (1)
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(c) дл лбых функций f ∈ L1(R), x ∈ F (R, X) их свертка

(f ∗ x)(t) =


R

f(τ)x(t− τ)dτ =



R

f(τ)(S(−τ)x)(t)dτ, t ∈ R, (2)

принадлеит F (R, X) и выполнено неравенство f ∗ x ≤ Cf1x дл неко-
торой постонной C ≥ 1 (как правило, C = 1);

(d) ϕx ∈ F (R, X) дл лбой x ∈ F (R, X) и лбой бесконечно дифференцируемой
функции ϕ ∈ Cb(R) с компактным носителем suppϕ, причем ϕx ≤ ϕ1x
и отобраение t → ϕS(t)x : R → F (R, X) непрерывно.

Такое определение однородного пространства исполовалос в [1, 2]. Примерами
однородных пространств влтс:

1) пространства L∞(R, X) и Lp = Lp(R, X), p ∈ [1,∞);

2) пространства Степанова Sp(R, X), p ∈ [1,∞);

3) пространства амалгам Винера (Lp(R, X), lq(R, X)), p, q ∈ [1,∞);

4) пространства Cb(R, X), Cb,u(R, X) и C0(R, X);

5) пространства Гелдера Ck,α(R, X)

и другие (более подробно см. [1, 2]).

Банахово пространство M(R, X) векторных (со наченими в X) борелевских
мер ограниченной вариации на R со сверткой мер в качестве умноени не влетс
пространством функций, но его моно рассматриват как гармоничное пространство
распределений (см. определение 7).

Далее символом F (R, X) будем обоначат однородное пространство.
Чере Fc(R, X) обоначим амкнутое подпространство и F (R, X) вида
{x ∈ F (R, X) : функци t → S(t)x : R → F (R, X) непрерывна}. Чере F0(R, X)

обоначим наименшее амкнутое подпространство и F (R, X), содеращее все
функции ϕx, x ∈ F (R, X), где ϕ ∈ Cb(R, X) бесконечно дифференцируема и
suppϕ  компакт.

Непосредственно и определени 1 следует, что все перечисленные однородные
пространства F (R, X) влтс банаховыми L1(R)-модулми, в которых действу-
ет группа S сдвигов вида (1) и модулна структура определетс сверткой функ-
ций (2). Таким обраом, повлетс вомоност исполовани основных пон-
тий и реултатов и спектралной теории банаховых модулей над алгеброй L1(R)
(см. [2–5]). В частности, пространства Fc(R, X) совпадат с пространствами S-
непрерывных векторов (см. [2, 3]).
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2. Почти периодические на бесконечности функции и
однородных пространств

В [2] были введены четыре эквивалентных определени почти периодической на
бесконечности функции и однородного пространства F (R, X). Приведем два и них.

Определение 2. Пуст ε > 0. Число ω ∈ R наываетс ε-периодом на бесконеч-
ности функции x ∈ F (R, X), если существует функци x0 ∈ F0(R, X) така, что
S(ω)x− x− x0 < ε.

Мноество ε-периодов на бесконечности функции x ∈ F (R, X) обоначим тем
е символом Ω∞(ε, x).

Определение 3. Функци x ∈ Fc(R, X) наываетс почти периодической на беско-
нечности, если дл лбого ε > 0 мноество Ω∞(ε, x) ее ε-периодов на бесконечности
относително плотно на R.

Дл формулировки второго определени почти периодической на бесконечно-
сти функции нам потребуетс определение медленно менщейс на бесконечности
функции и однородного пространства (см. [1, 2]).

Определение 4. Функци x ∈ Fc(R, X) наываетс медленно менщейс на бес-
конечности, если S(α)x− x ∈ F0(R, X) дл лбого α ∈ R.

Мноество медленно менщихс на бесконечности функций и однородного
пространства F (R, X) обоначим символом Fsl,∞(R, X). В работах [6–8] давалос
определение медленно менщейс на бесконечности функции и Cb,u(R, X) и иу-
чалис свойства таких функций.

Определение 5. Функци x ∈ Fc(R, X) наываетс почти периодической на бес-
конечности, если дл лбого ε > 0 моно укаат числа λ1, ...,λn ∈ R и мед-
ленно менщиес на бесконечности функции x1, ..., xn ∈ Fsl,∞(R, X) такие, что

x−
n

k=1

xkek < ε, где функции ek, 1 ≤ k ≤ n, имет вид ek(t) = eiλkt, t ∈ R.

Отметим, что при F (R, X) = Cb(R, X) приведенные определени соотвествут
определеним, данным в стате [9].

Определение рда Фуре функции и AP∞F (R, X) введем аналогично понти
рда Фуре непрерывных почти периодических на бесконечности функций (см. [10]).

Пуст x ∈ AP∞F (R, X) и рд x ∼

n≥1

yn, ΛB(x) = {λ1, λ2, ...}, Λ( yn) = λn, вл-

етс рдом Фуре класса эквивалентности x ∈ AP (X ), построенного по функции x,

где символом ΛB(x) обоначен спектр Бора x.
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Определение 6. Рд x(t) ∼

n≥1

xn(t)e
iλnt, t ∈ R, где функции zn, n ≥ 1, вида

zn(t) = xn(t)e
iλnt, t ∈ R, xn ∈ Fc(R, X), влтс представителми соответствущих

классов эквивалентности yn, n ≥ 1, наываетс рдом Фуре функции x. Функции
xn, n ≥ 1, будем наыват коэффициентами Фуре функции x ∈ AP∞F (R, X).

Следует отметит неединственност рда Фуре функции x ∈ AP∞F (R, X).

Непосредственно и определений 5 и 6 следует

Теорема 1. Коэффициенты лбого рда Фуре функции x ∈ AP∞F (R, X) принад-
леат пространству Fsl,∞(R, X).

3. Гармоничные пространства распределений и их свойства

Пуст X – комплексное банахово пространство. Символом S = S (R, X)

обоначим пространство Шварца, т.е. линейное полинормированное пространство
всех бесконечно дифференцируемых функций ϕ : R → X таких, что дл всех
m,n ∈ N ∪ {0} существует C > 0 такое, что дл всех t ∈ R выполнетс условие
sup
t∈R

tmϕ(n)(t)X < C. Такие функции наыват пробными.

Будем говорит, что последователност (ϕk, k ∈ N), ϕk ∈ S (R, X), сходитс к
функции ϕ ∈ S (R, X), если при всех m,n ∈ N∪{0} последователност t → tmϕ

(n)
k (t),

k ∈ N, t ∈ R, равномерно сходитс к функции t → tmϕ(n)(t), t ∈ R.
Пуст Φ : S (R, X) → X – линейный оператор. Будем обоначат начение опе-

ратора Φ на ϕ ∈ S (R, X) символом Φ(ϕ). Линейный оператор Φ : S (R, X) → X

наыват непрерывным, если Φ(ϕk) сходитс к Φ(ϕ) вский ра, когда {ϕk} сходитс
к ϕ в S (R, X). Вский непрерывный линейный оператор Φ : S (R, X) → X наыват
распределением (или обобщенной функцией) медленного роста на R со наченими
в X. Обоначим символом S ′ = S ′(R, X) линейное пространство всех распределе-
ний медленного роста с естественными операцими слоени и умноени на число
(более подробно дл скалрных распределений и S ′(R) см. [11]).

Проиводной распределени Φ ∈ S ′(R, X) будем наыват распределение
DΦ ∈ S ′(R, X), определенное формулой (DΦ)(ϕ) = −Φ(ϕ′), ϕ ∈ S (R, X). Отме-
тим, что оператор дифференцировани D : S ′(R, X) → S ′(R, X) – линейный и
непрерывный оператор. И определени пространства S (R, X) следует, что лбое
распределение Φ ∈ S ′(R, X) дифференцируемо бесконечное число ра.

В пространстве распределений S ′(R, X) действует группа S : R → EndS ′(R, X)

операторов сдвига

(S(t)F )(ϕ) = F (S(−t)ϕ), ϕ ∈ S (R, X), t ∈ R. (3)
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Свертка распределени F ∈ S ′(R, X) с функцией f ∈ L1(R) определетс фор-
мулой

(f ∗ F )(ϕ) = F ( f ∗ ϕ), F ∈ S ′(R, X), ϕ ∈ S (R, X), f ∈ L1(R), (4)

где функци f имеет вид f(τ) = f(−τ), τ ∈ R.
Далее введем понтие гармоничного пространства распределений.
Рассмотрим последователност (fn, n ∈ N) функций и алгебры L1(R), вида

fn(t) =


tn

n!
e−t , t > 0,

0 , t ≤ 0.
(5)

Отметим, что преобраование Фуре fn : R → C функции fn, n ∈ N, имеет вид
fn(λ) = 1

(iλ+1)n
, λ ∈ R.

Кадому однородному пространству функций F (R, X) моно по-
ставит в соответствие счетное мноество пространств F (n)(R, X),

n ∈ N, которые определтс как линейные пространства функций вида
F (n)(R, X) = {fn ∗x | x ∈ F (R, X)}, n ∈ N, с нормой fn ∗xF (n) = fn ∗xF +xF ,

где функции fn, n ∈ N, адатс формулой (5). Отметим, что все пространства
F (n)(R, X), n ∈ N, таке влтс однородными.

Определение 7. Линейное подпространство F(R, X) ⊂ S ′(R, X) наываетс гармо-
ничным пространством распределений, если существует такое n ∈ N, что дл л-
бого распределени Φ и F(R, X) найдетс функци ϕ и однородного пространства
F (R, X) така, что Φ = (D+ I)nϕ и Φ = ϕ. При этом дл пространства F(R, X)

будем исполоват обоначение F (−n)(R, X) и говорит, что пространство распре-
делений F(R, X) соответствует однородному пространству функций F (R, X).

аметим, что в определении 7 функци ϕ представима в виде ϕ = fn ∗ Φ, где
функци fn и алгебры L1(R) определетс формулой (5).

Под пространством F (0)(R, X) будем понимат само однородное пространство
F (R, X). Тогда кадому однородному пространству F (R, X) моно поставит в со-
ответствие счетное мноество однородных пространств F (n)(R, X), n ∈ Z. И опре-
делени 7 вытекает, что лбое и этих пространств моно рассматриват как гар-
моничное пространство распределений.

В кадом и пространств F (n)(R, X), n ∈ Z, рассмотрим операторы
Dm

n : D(Dm
n ) ⊂ F (n)(R, X) → F (n−m)(R, X) вида

Dm
n = (D + I)m, m ∈ N, (6)
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и операторы D−m
n : D(D−m

n ) ⊂ F (n)(R, X) → F (n+m)(R, X), действущие по правилу

D−m
n Φ = fm ∗ Φ, Φ ∈ F (n)(R, X), m ∈ N, (7)

где функци fm и алгебры L1(R) определетс формулой (5).
Когда сно, о каком именно пространстве идет реч, вместо обоначени Dm

n бу-
дем исполоват более короткое обоначение Dm, m ∈ Z. При этом под оператором
D0 будем понимат тодественный оператор I, действущий в соответствущем
пространстве F (n)(R, X), n ∈ Z. Следует отметит, что операторы Dm, m ∈ Z, обла-
дат свойством D−mDm = I, m ∈ Z.

Кроме того, в кадом и пространств F (n)(R, X), n ∈ Z, рассмотрим оператор
Sn(f) : F (n)(R, X) → F (n)(R, X) свертки распределени Φ и F (n)(R, X) с функцией
f и алгебры L1(R), адаваемый формулой Sn(f)Φ = f ∗ Φ. При n = 0 вместо S0(f)

будем писат просто S(f).
Далее символом F(R, X) будет обоначатс одно и пространств функций или

распределений F (n)(R, X), n ∈ Z, рассматриваемое как гармоничное пространство
распределений.

Теорема 2. Лбое гармоничное пространство распределений F(R, X) (т.е.
F(R, X) = F (n)(R, X) дл некоторого n ∈ Z) иометрически иоморфно соответ-
ствущему однородному пространству функций F (R, X).

Утвердение тоеремы 2 следует непосредственно и определени 7. При этом
иоморфим осуществлет оператор Dn вида (6) и обратный к нему оператор D−n

вида (7).
И теоремы 2 и определени 7 следует

Теорема 3. Пуст F(R, X) = F (n)(R, X) дл некоторого n ∈ Z, т.е. F(R, X)  гар-
моничное пространство распределений. Тогда имет место следущие свойства:

1) F(R, X)  банахово пространство;
2) S(τ)Φ ∈ F(R, X) и S(τ)Φ = Φ дл лбого τ ∈ R и лбого распределени

Φ ∈ F(R, X);

3) f ∗ Φ ∈ F(R, X) и f ∗ Φ ≤ f1Φ дл лбой функции f и алгебры L1(R)
и лбого распределени Φ ∈ F(R, X);

4) существует m ∈ Z такое, что D−m F(R, X) ⊂ S1(R, X).

Услови 1)-3) теоремы 3 оначат, что кадое гармоничное пространство рас-
пределений F(R, X) обраует банахов L1(R)-модул (см. [3–5]), в котором действует
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группа S сдвигов вида (3) и модулна структура адаетс формулой (4), в кото-
рой распределение F принадлеит соответствущему гармоничному пространству
распределений F(R, X).

4. Почти периодические на бесконечности распределени и
гармоничных пространств

В соответствии с определением 7 дл проиволного распределени Φ и гармо-
ничного пространства распределений F(R, X), где F(R, X) = F (n)(R, X) дл некото-
рого n ∈ Z, найдетс функци y и однородного пространства F (R, X) така, что
Φ = Dny, где оператор Dn, n ∈ Z, определетс одной и формул (6) или (7). При
этом y = D−nΦ, n ∈ Z.

Введем понти медленно менщихс и почти периодических на бесконечности
распределений и пространств F(R, X).

Пространства Fc(R, X) и F0(R, X) определим следущим обраом:
Fc(R, X) = {Φ ∈ F(R, X) : Φ = Dny, y ∈ Fc(R, X)};
F0(R, X) = {Φ ∈ F(R, X) : Φ = Dny, y ∈ F0(R, X)}.

Определение 8. Распределение Φ ∈ Fc(R, X) наываетс медленно менщимс
на бесконечности, если S(α)Φ− Φ ∈ F0(R, X) дл всех α ∈ R.

Мноество медленно менщихс на бесконечности распределений обоначим
символом Fsl,∞(R, X). Непосредственно и определени следует, что Fsl,∞(R, X) об-
раует амкнутое линейное подпространство и Fc(R, X), инвариантное относително
группы сдвигов S.

И теоремы 2 следует

Теорема 4. Пространства Fsl,∞(R, X) и Fsl,∞(R, X) иоморфны, т.е. распределение
Φ ∈ F(R, X) влетс медленно менщимс на бесконечности тогда и толко
тогда, когда функци y = D−nΦ ∈ F (R, X) влетс медленно менщейс на
бесконечности.

И теоремы 4 следует, что Fsl,∞(R, X) = {Φ ∈ F(R, X) : Φ = Dny, y ∈ Fsl,∞(R, X)}.
На основании определени 5 с исполованием теоремы 2 дадим определение

почти периодического на бесконечности гармоничного распределени и построим его
рд Фуре.
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Определение 9. Распределение Φ ∈ Fc(R, X) наываетс почти периодическим на
бесконечности, если дл лбого ε > 0 моно укаат числа λ1, ...,λm ∈ R и медлен-
но менщиес на бесконечности распределени Φ1, ...,Φm ∈ Fsl,∞(R, X) такие, что

Φ−
m
k=1

Φkek < ε, где функции ek, 1 ≤ k ≤ m, имет вид ek(t) = eiλkt, t ∈ R.

Мноество почти периодических на бесконечности распределений AP∞F(R, X)

и гармоничного пространства распределений F(R, X) обраует амкнутое подпро-
странство F(R, X).

И теоремы 2 следует

Теорема 5. Пространства AP∞F(R, X) и AP∞F (R, X) иоморфны, т.е. распреде-
ление Φ ∈ F(R, X) влетс почти периодическим на бесконечности тогда и тол-
ко тогда, когда функци y = D−nΦ ∈ F (R, X) влетс почти периодической на
бесконечности.

И теоремы 5 следует, что

AP∞F(R, X) = {Φ ∈ F(R, X) : Φ = Dny, y ∈ AP∞F (R, X)}.

Таким обраом, все реултаты, справедливые дл почти периодических на бес-
конечности функций и однородных пространств, справедливы таке и дл почти
периодических на бесконечности гармоничных распределений.

Другие определени почти периодических на бесконечности гармоничных рас-
пределений стротс аналогично соответствущим определеним дл функций и
однородных пространств. В частности, приведем определение, основанное на понтии
ε-периода на бесконечности. Оно соотвествует определени 3 почти периодической
на бесконечности функции и однородного пространства.

Определение 10. Пуст ε > 0. Число ω ∈ R наываетс ε-периодом на бесконеч-
ности распределени Φ ∈ F(R, X), если существует распределение Φ0 ∈ F0(R, X)

такое, что S(ω)Φ− Φ− Φ0 < ε.

Мноество ε-периодов на бесконечности распределени Φ ∈ F(R, X) обоначим
тем е символом Ω∞(ε,Φ).

Определение 11. Распределение Φ ∈ Fc(R, X) наываетс почти периодическим
на бесконечности, если дл лбого ε > 0 мноество Ω∞(ε,Φ) ее ε-периодов на бес-
конечности относително плотно на R.

И теоремы 5 следует, что так е, как и дл функций и однородных пространств,
приведенные определени почти периодических на бесконечности гармоничных рас-
пределений будут эквивалентны.
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Рассмотрим функции ek, k ≥ 1, следущего вида ek(t) = eiλkt, t ∈ R.

Определение 12. Рдом Фуре распределени Φ ∈ AP∞F(R, X) будем наы-
ват рд вида


k≥1

Φkek, где Φk, k ≥ 1,  такие распределени и Fc(R, X), что

функции yk = D−nΦk ∈ F (R, X) влтс коэффициентами Фуре функции
y = D−nΦ ∈ AP∞F (R, X) (см. определение 6). Такие распределени Φk, k ≥ 1,

будем наыват коэффициентами Фуре распределени Φ.

Так е, как и дл функций и AP∞F (R, X), отметим неединственност рда
Фуре распределени Φ ∈ AP∞F(R, X).

И приведенных рассудений и теоремы 1 следует

Теорема 6. Коэффициенты лбого рда Фуре распределени Φ ∈ AP∞F(R, X) при-
надлеат пространству Fsl,∞(R, X).
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Копачевский Н. Д. О малых двиених гидросистемы “вкоупруга
идкост – баротропный га” / Н. Д. Копачевский // Таврический вест-
ник информатики и математики.  2018.  4 (41).  C. 7 – 47.

УДК: 517.958

В работе иучаетс проблема малых двиений гидросистемы, состощей и вко-
упругой идкости обобщенной модели Олдройта (см., например, [1], [12]) и баро-
тропного гаа, находщегос над идкост. идкост и га целиком аполнт
неподвиный сосуд и находтс в поле сил тести, так что граница радела меду
ними горионтална. В процессе малых колебаний гидросистемы учитываетс дей-
ствие гравитационного пол с постонным ускорением, а таке малого пол внешних
сил, налоенных на него. С помощ применени операторного подхода проблема
приведена к адаче Коши дл дифференциално-операторного уравнени в некото-
ром гилбертовом пространстве. На этой основе докаана теорема о корректной ра-
решимости проблемы на проиволном конечном отреке времени. В случае нормал-
ных колебаний гидросистемы сформулирована спектрална адача дл оператор-
функции, обобщащей как ивестный операторный пучок С. Г. Крейна (вка ид-
кост в частично аполненном сосуде), так и спектралну адачу о нормалных
колебаних вкоупругой идкости, полност аполнщей неподвиный сосуд
(см. [8]). Подробное исследование свойств решений спектралной адачи планирует-
с провести в другой работе.

Клчевые слова: вкоупруга идкост, баротропный га, гидродинамическа систе-
ма, адача Коши, ортопроектор.

Абасов Н. М. Пордковые свойства нелинейных операторов суперпои-
ции / Н. М. Абасов // Таврический вестник информатики и математи-
ки.  2018.  4 (41).  C. 48 – 57.

УДК: 517.9

В стате представлены новые реултаты дл абстрактных операторов Немыцкого 
ваного дл прилоений подкласса ортогонално аддитивных операторов. Установ-
лено, что абстрактный оператор Немыцкого T : E → E, аданный на векторной ре-
шетке E с проекцими на главные полосы, обладает модулем. Таке докаано, что
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мноество всех абстрактных операторов Немыцкого, действущих в пордково пол-
ной векторной решетке E, влетс полосой в векторной решетке пордково ограни-
ченных ортогонално аддитивных операторов на E. Найдена формула пордкового
проектировани на эту полосу.

Клчевые слова: ортогонално аддитивный оператор, абстрактный оператор Немыц-
кого, нелинейный оператор суперпоиции, оператор, сохранщий динктност, порд-
ковый проектор, векторна решетка.

Балашова Г. С. Двиение двух идкостей в слоистом пористом пласте /
Г. С. Балашова // Таврический вестник информатики и математики. 
2018.  4 (41).  C. 58 – 67.

УДК: 532.54

В данной работе рассмотрена адача вытеснени одной несимаемой идкости дру-
гой в частной модели линейного слоистого ограниченного пласта, состощего и двух
слоев, раделенных мало проницаемой перемычкой. Така адача имеет чревычай-
но ваное начение как практическое, так и теоретическое. В докладе обсудаетс
алгоритм решени этой адачи с помощ процедуры осреднени.

Клчевые слова: несимаема идкост, эллиптические уравнени, скорост фил-
трации, осреднение, смещение переполнени, граница перемещени, пределные схемы.

вгин А. В., Полков Д. М. Исследование диссипативной рарешимости
алфа-модели Максвелла / А. В. вгин, Д. М. Полков // Таврический
вестник информатики и математики.  2018.  4 (41).  C. 68 – 90.

УДК: 517.958

В стате исследуетс рарешимост дл алфа-модели Максвелла. На основе
аппроксимационно-топологического метода докаываетс существование диссипа-
тивного решени начално-краевой адачи дл рассматриваемой модели. Кроме того,
устанавливаетс св меду диссипативным решением и силным решением алфа-
модели Максвелла.

Клчевые слова: алфа-модел гидродинамики, модел Максвелла, диссипативное реше-
ние, теорема существовани, аппроксимационно-топологический метод.
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Рыхлов В. С. О кратной полноте корневых функций нерегулрных пуч-
ков дифференциалных операторов с постонными коэффициентами и
распадащимис краевыми условими / В. С. Рыхлов // Таврический
вестник информатики и математики.  2018.  4 (41).  C. 91 – 113.

УДК: 517.927.25

В пространстве суммируемых с квадратом функций на отреке [0, 1] рассматриваетс
класс полиномиалных пучков обыкновенных дифференциалных операторов n-го
пордка. Коэффициенты дифференциалного выраени предполагатс постон-
ными. Краевые услови влтс распадащимис и двухточечными в концах 0 и 1
(l краевых условий берутс толко в точке 0 (1 ≤ l ≤ n − 1), а осталные n − l 
в точке 1). Дифференциалное выраение и краевые формы предполагатс одно-
родными, то ест содерат толко главные части. Предполагаетс, что корни харак-
теристического уравнени пучков этого класса простые, отличны от нул и леат
на двух лучах, исходщих и начала координат, в количествах k и n − k. Форму-
лирутс достаточные услови m-кратной полноты с вомоным конечным дефек-
том системы корневых функций пучков этого класса в пространстве суммируемых с
квадратом функций на основном отреке. В случае l ≤ min{k, n − k} датс доста-
точные услови 2l-кратной полноты, а в случае l ≥ max{k, n− k}  2(n− l)-кратной
полноты. Достаточные услови аклчатс в отличии от нул некоторых вполне
конкретных определителей, построенных по коэффициентам краевых условий и кор-
нм характеристического многочлена. Датс оценки сверху вомоны конечных
дефектов. Докаателство проводитс по несколко модерниированной классиче-
ской схеме докаателства, восходщей к работам M. B. Келдыша, А. П. Хромова,
А. А. Шкаликова и др.. В случае е, когда min{k, n − k} < l < max{k, n − k}, уста-
новлена (n−k)-кратна полнота системы корневых функций. При этом исполуетс
предлоенный ранее автором метод породащих функций. Этот метод аклча-
етс в исполовании вместо классических породащих функций дл системы
корневых функций введенных автором новых обобщенных породащих функ-
ций, ависщих от проиволного вектора параметров, и в подборе этих векторов
параметров так, чтобы классическа схема докаателства по-пренему работала.

Клчевые слова: пучок обыкновенных дифференциалных операторов, полиномиалный
пучок, распадащиес краевые услови, однородное дифференциалное выраение, посто-
нные коэффициенты, собственные и присоединенные функции, корневые функции, одно-
кратна полнота системы корневых функций, однократна полнота системы собствен-
ных и присоединенных функций.
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УДК: 517.9

Стат посвщена некоторым ибранным вопросам гармонического аналиа почти
периодических на бесконечности функций и однородных пространств и распределе-
ний и гармоничных пространств. В работе вводитс определение однородного про-
странства функций, приводитс рд примеров однородных пространств. Вводитс
понтие гармоничного пространства распределений, которое строитс по одному и
однородных пространств функций. Иучатс свойства гармоничных пространств
распределений, они наделтс структурой банаховых модулей. Докаываетс, что
кадое такое пространство иометрически иоморфно соответствущему однород-
ному пространству функций. На основе определени почти периодической на беско-
нечности функции и однородного пространства вводитс понтие почти периоди-
ческого на бесконечности распределени и гармоничного пространства. Стротс
рды Фуре таких распределений и докаываетс, что коэффициенты Фуре вл-
тс медленно менщимис на бесконечности распределеними.

Клчевые слова: медленно менщас на бесконечности функци, почти периодиче-
ска на бесконечности функци, однородное пространство, банахово пространство, рас-
пределение медленного роста, рд Фуре.
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