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ГАРАНТИРОВАННОЕ ПО РИСКАМ И СОАЛЕНИМ РЕШЕНИЕ
ДЛ ИЕРАРХИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

c© А. Е. Бардин, . Н. итенева
Государственный гуманитарно-технологический университет

фиико-математический факултет
ул. елена, 22, г. Орехово-уево, Московска обл., 142611, Российска Федераци

e-mail: inth2006@rambler.ru, ulya_zhiteneva@mail.ru

The Guaranteed on Risks and Regrets Solution for a Hierarchical
Model with Informed Uncertainty.

Bardin A. E., Zhiteneva Ju. N.

Abstract.
The paper formalizes a new model of solution-making under the conditions of uncontrolled

(uncertain) factors in the form of a hierarchical game.
The problem of solution-making under uncertainty in the form of a hierarchical game with

nature is considered
Γ = 〈U, {Y [u] | u ∈ U}, f0(u, y(u))〉.

In this game U is a set of top-level player strategies (center). Not an empty set Y [u] is a
set of uncertainties (lower level player strategies, that is, nature). It that can be realized as a
result of the chosen center strategy u ∈ U . The basic difference between the game and the known
models [3]–[5] is that nature reacts to the choice of the solution maker, changing the area of
possible uncertainties.

Solution-making in the game Γ is as follows. The first move is made by the top-level player
using a certain strategy u ∈ U . The second move is made by nature, which realizes an any
informed uncertainty y(u) ∈ Y [u]. As a result of this procedure in the game Γ there is a situation
(u, y(u)). In this situation the payoff function value of the center for equal to f0(u, y(u)).

In the game Γ center, choosing a strategy u ∈ U that seeks to maximize its payoff function
f0(u, y(u)). A top-level player should consider the possibility of realization of any uncertainty
y(u) ∈ Y [u]. In this case, it can use different concepts of solution-making in problems under
uncertainty.

The article discusses the approach to solution-making in this model, based on the concept
of optimality Pareto and the principles of Wald and Savage.

A two-criterion problem is considered

P = 〈U, {RV (u), RS(u)}〉.
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In this problem the function

RV (u) = max
u

min
y(u)

f0(u, y(u))−min
y(u)

f0(u, y(u))

is a risk on Wald for the center, the function

RS(u) = max
y(u)

Φ0(u, y(u))−min
u

max
y(u)

Φ0(u, y(u))

is a strategic regret of the center. The regret function is defined by the following equality

Φ0(u, y(u)) = max
u∈U

f0(u, y(u))− f0(u, y(u)).

The strategy of the center u∗ ∈ U will be called a guaranteed risk and regret solution for
the game Γ, if it is the minimum Pareto solution to the problem P .

The article describes an algorithm for constructing a formalized optimal solution. The
performance of the specified algorithm for finding the regret function and constructing a
guaranteed risk and regret solution for the game on the example of a linear-quadratic optimization
problem in terms of possible supply of imported products to the market is investigated.

Keywords: hierarchical game under uncertainty, Pareto minimum, risk function, regret function,
informed uncertainty

Введение

В работах [1]–[5] исследутс конфликты в услових действи неконтролируемых
факторов. Там е формалиованы раличные понти решени, которые баирут-
с на принципах оптималного поведени и теории адач при неопределенности.
В данной работе формалиуетс нова игрова модел принти решений в подоб-
ных адачах. Принципиалное отличие от ивестных моделей [3]–[5] состоит в том,
что природа реагирует на выбор лица, принимащего решение (ЛПР), имен
област вомоных неопределенностей.

Дл принти решени в услових неопределенности исполуетс рд крите-
риев. Согласно максиминному критери Валда игра с природой рассматриваетс
как конфликт с раумным и агрессивным противником, делащим все дл того,
чтобы помешат лицу, принимащему решение, достигнут успеха. Таким обраом,
осторона (максиминна) стратеги ЛПР влетс оптималной согласно этому
критери. Этот критерий олицетворет поици пессимима. Он ориентируетс
на саму неблагопритну дл ЛПР реалиаци неопределенности.

Критерий минимаксного соалени Сэвида при выборе оптималной стратегии
ориентируетс не на выигрыш, а на соалени. В качестве оптималной стратегии
выбираетс та стратеги, при которой величина соалени в наихудших услових

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2018, 3
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минимална. Така стратеги поведени часто соответствует принципам аартного
игрока.

Очевидно, раумный игрок долен учитыват как воникащие риски при при-
нтии решени, так и вомоност получени болшего выигрыша. Воникает иде
формалиации нового подхода к принти решений в игре с природой, который мог
бы соединит поитивные особенности обоих принципов и ослабит их негативные
свойства.

В данной работе формалиуетс понтие гарантированного по рискам и соа-
леним решени иерархической игры с природой и укаан алгоритм построени оп-
тималного решени. Исследована работа укаанного алгоритма дл находени
функции соалени и построени гарантированного по рискам и соаленим реше-
ни дл игры на примере линейно-квадратичной адачи оптимиации проиводства
в услових вомоной поставки импортной продукции на рынок.

1. Постановка адачи

Рассматриваетс адача принти решений при неопределенности в форме иерар-
хической игры

Γ = 〈U, {Y [u] | u ∈ U}, f0(u, y(u))〉,
где мноество U – совокупност стратегий игрока верхнего уровн (центра). Непу-
стое мноество Y [u] ест совокупност неопределенностей y (стратегий игрока ни-
него уровн, то ест природы), которые могут реалиоватс в реултате выбранной
центром стратегии u ∈ U .

В игре Γ центр, выбира стратеги u ∈ U , стремитс максимиироват сво
функци выигрыша f0(u, y(u)). Игрок верхнего уровн при выборе своей стратегии
долен учитыват вомоност реалиации лбой неопределенности y ∈ Y [u], при
этом он моет исполоват раличные концепции принти решений в адачах при
неопределенности, например, принципы Валда и Сэвида.

Перейдем к иерархической процедуре принти решений в игре Γ.
Первый ход делает игрок верхнего уровн, исполу конкретну стратеги

u ∈ U . Второй ход делает природа, котора реалиует проиволну информиро-
ванну неопределенност y(u) ∈ Y [u]. В реултате укаанной процедуры в игре Γ

воникает ситуаци (u, y(u)), при этом выигрыш центра равен f0(u, y(u)).
Аналогично подходу в работах [1]–[2], определим стратегический риск по Валду

дл центра
RV (u) = max

u
min
y(u)

f0(u, y(u))−min
y(u)

f0(u, y(u)), (1)

Таврический вестник информатики и математики, 3 (40)’ 2018
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а таке его стратегическое соаление

RS(u) = max
y(u)

Φ0(u, y(u))−min
u

max
y(u)

Φ0(u, y(u)), (2)

где функци соалений

Φ0(u, y(u)) = max
u∈U

f0(u, y(u))− f0(u, y(u)).

дес предполагаетс существование экстремалных начений соответствущих
функций. Будем таке полагат, что центр, выбира стратеги u ∈ U , стремитс
получит вомоно меншие начени как функции риска RV (u), так и функции
соалени RS(u).

Определение 1. Стратеги центра u∗ ∈ U будем наыват гарантированным по
рискам и соаленим решением дл игры Γ, если u∗ влетс минималным по
Парето решением дл двухкритериалной адачи

P = 〈U, {RV (u), RS(u)}〉, (3)

т.е. дл всех начений u ∈ U несовместна система неравенств


RV (u) ≤ RV (u∗),

RS(u) ≤ RS(u∗),

причем по крайней мере одно и неравенств строгое.

Рассмотрим пошаговый алгоритм вычислени функции соалений Φ0(u, y(u)).
Первый шаг состоит в выборе центром определенного решени u ∈ U .
Второй шаг совершает природа, примен стратеги y(u) ∈ Y [u].
Третий шаг снова выполнет центр, реша оптимиационну адачу

P (u, y(u)) :


f0(z, y(u)) → max,

z ∈ U∗,
(4)

где афиксирована неопределенност y ∈ Y [u]. Мноество U∗ состоит и всех допу-
стимых стратегий центра z ∈ U , дл которых фиксированное начение неопределен-
ности y(u) принадлеит мноеству Y [u], именно,

U∗ = {z ∈ U | y(u) ∈ Y [u]}. (5)

Предполоим, что оптималное решение z∗(y(u)) адачи P (u, y(u)) существует
дл всех стратегий u ∈ U и фиксированных неопределенностей y ∈ Y [u]. Оконча-
телно имеем:

Φ0(u, y(u)) = f0(z
∗(y(u)), y(u))− f0(u, y(u)). (6)
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Отметим, что в адаче P (u, y(u)) фиксирована стратеги u ∈ U и неопределен-
ност y(u) ∈ Y [u].

Далее рассмотрим работу укаанного алгоритма находени функции соа-
лени и построени гарантированного по рискам и соаленим решени игры Γ на
примере линейно-квадратичной адачи оптимиации проиводства в услових во-
моной поставки импортной продукции на рынок.

2. Линейно-квадратична адача оптимиации проиводства с
учетом импорта

Пуст фирма проиводит и поставлет на рынок определенный вид продукции.
Обем этого продукта обоначим u ∈ U = [0, c0]. После принти решени о ко-
личестве проиведенной продукции повлетс новый игрок (компани-импортер).
Причем о действих импортера имеетс неполна информаци. Далее будем счи-
тат, что обем поставлемой импортной продукции ависит от величины u ∈ [0, c0]

и равен y(u) ∈ Y [u], где мноество

Y [u] = {y(u) ∈ [0, d] | 0 ≤ y(u) ≤ d− lu}. (7)

Суммарный обем укаанного вида продукции на рынке равен u + y(u). Будем
считат, что идерки проиводства дл данной фирмы влтс линейными функ-
цими от выпуска u, именно, атраты равны величине k0u, где константа k0 > 0.

Предполоим, что на рынке в ависимости от спроса устанавливаетс цена, опре-
делема следущей формулой:

p(u, y(u)) = a− b(u+ y(u)), (8)

где число a > 0 – начална цена товара, а константа b > 0 – коэффициент, который
покаывает, как уменшаетс цена продукта при поступлении на рынок единицы
продукции. Тогда выручка фирмы равна

f0(u, y(u)) = p(u, y(u))u− k0u

или, с учетом (8),

f0(u, y(u)) = b


− u2 + 2


h0 −

y

2


u


, (9)

где параметр

h0 =
a− k0
2b

.

Далее предполагаем выполнение услови a > k0, тогда параметр h0 > 0. Предпо-
лагаем таке, что выполнено неравенство d− lc0 > 0 и справедливы услови h0 ≤ c0,
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h0 − d
2
> 0, где параметры d > 0, 0 < l < 1. Тогда дл лбого y ∈ [0, d] получаем

неравенство
0 < h0 −

y

2
≤ c0.

Формалиуем адачу оптимиации проиводства в форме иерархической игры с
природой

Γ = 〈U, {Y [u] | u ∈ U}, f0(u, y(u))〉. (10)

В игре (10) фирма-проиводител влетс игроком верхнего уровн (центром).
Совокупност ее стратегий описываетс мноеством U = [0, c0]. Фирма-импортер
рассматриваетс в качестве игрока нинего уровн (природы, неопределенности).
Мноество Y [u], аданное в (7), ест совокупност вомоных действий компании-
импортера (неопределенности) y(u), которые могут реалиоватс в реултате вы-
бранной центром стратегии u ∈ U .

В игре (10) центр стремитс максимиироват сво функци выигрыша
f0(u, y(u)), определенну в (9). При этом он долен учитыват вомоност ре-
алиации лбой неопределенности y(u) ∈ Y [u] при выборе собственной стратегии
u ∈ U .

Будем считат, что центр при выборе оптималного решени в игре Γ, руковод-
ствуетс принципом Сэвида.

Перейдем к пошаговому построени функции соалений центра Φ0(u, y(u)), а-
данной равенством (6).

Первый шаг. Игрок верхнего уровн рассматривает вомоност исполова-
ни проиводственной стратегии u ∈ U .

Второй шаг. Предполагаем, что в этом случае природа реалиует информи-
рованну неопределенност y(u) ∈ Y [u], то ест количество импортной продукции
поставленной на рынок равно y(u).

Третий шаг. Если данна фирма имела бы точну информаци о количестве
импортной продукции y(u), то она именила бы сво исходну стратеги u ∈ [0, c0]

на нову стратеги z∗(y(u)), на которой достигалс бы максимум функции

f0(z, y(u)) = b


− z2 + 2


h0 −

y(u)

2


z


, z ∈ U∗. (11)

В равенстве (11) адана стратеги u ∈ U и афиксирована неопределенност
y(u) ∈ Y [u], мноество U∗ определено в (5).

Дл решени оптимиационной адачи P (u, y(u)), описанной в (4), необходимо
описат мноество U∗. Рассмотрим несколко вомоных случаев.
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Первый случай. Пуст обем импорта y(u) ∈ [0, d− lc0], тогда мноество U∗ = U

(рис. 1). Поэтому получаем адачу максимиации функции f0(z, y(u)) по переменной
z ∈ [0, c0], где фиксирована неопределенност y(u).

Рис. 1. Первый случай

Исполу свойства квадратичной функции, получаем следущее утвердение.

Лемма 1. Пуст в игре с природой (10) выполнено условие

(∀y ∈ [0, d])


0 < h0 −

y

2
≤ c0


, (12)

при этом центр выбрал проиволну стратеги u ∈ [0, c0]. Тогда при фиксирован-
ном начении y(u) ∈ [0, d − lc0] наиболшее начение функции f0(z, y(u)), аданной
равенством (11), на отреке [0, c0] достигаетс в точке

z∗(y(u)) = h0 −
y(u)

2
.

Если при аданной стратегии u ∈ [0, c0] реалиовалас неопределенност
y(u) ∈ [d − lc0, d − lu], то максималное начение функции f0(z, y(u)) ищетс на
отреке


0, d−y(u)

l


при фиксированном начении y(u).

Второй случай. Максималное начение функции f0(z, y(u)) достигаетс во внут-
ренней точке отрека


0, d−y(u)

l


(рис. 2).

Введем обоначение:
ỹ =

2

2− l
(d− lh0). (13)
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Лемма 2. Пуст в игре с природой (10) выполнено условие (12), а таке центр
выбрал проиволну стратеги u ∈ [0, c0]. Тогда при фиксированном начении
y(u) ∈ [d−lc0, d−lu], которое удовлетворет услови y(u) ≤ ỹ, наиболшее начение
функции f0(z, y(u)) на отреке [0, c0] достигаетс в точке

z∗(y(u)) = h0 −
y(u)

2
.

При этом справедливы неравенства d− lc0 < ỹ < d.

Рис. 2. Второй случай

Докаателство. Пуст при аданной стратегии u ∈ [0, c0] реалиовалас неопре-
деленност y(u) ∈ [d − lc0, d − lu]. Тогда наиболшее начение функции f0(z, y(u))

на отреке

0, d−y(u)

l


достигаетс в точке z∗(y(u)) = h0 − y(u)

2
толко тогда, когда

выполнено условие

h0 −
y(u)

2
≤ d− y(u)

l
.

Реша полученное неравенство, имеем y(u) ≤ ỹ, где ỹ определено в (13).
Покаем, что ỹ > d− lc0.
Действително, справедлива следуща цепочка импликаций


c0 ≥ h0,

d− lc0 > 0
⇒ 2(c0 − h0) + d− lc0 > 0 ⇒ 2d− 2lh0 > 2d− 2lc0 − ld+ l2c0 ⇒
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⇒ 2(d− lh0) > (2− l)(d− lc0) ⇒
2

2− l
(d− lh0) > d− lc0 ⇒ ỹ > d− lc0.

Аналогично моно покаат, что ỹ < d.
□

Введем обоначение:

ũ =
d− ỹ

l
=

2

2− l


h0 −

d

2


. (14)

Рассмотрим свойства стратегии ũ. Покаем, что центру невыгодно исполоват
стратегии u ∈ [0, ũ), если он елает максимиироват сво функци выигрыша.

Лемма 3. Пуст при аданной стратегии u ∈ [0, c0] реалиовалас неопределен-
ност y(u) ∈ [0, d− lu], при этом y(u) ≤ ỹ. Тогда согласно предыдущим утверде-
ним центр выбирает нову стратеги

z∗(y(u)) = h0 −
y(u)

2
,

причем выполнено неравенство z∗(y(u)) ≥ ũ.

Докаателство. Если в данных услових реалиовалас неопределенност y = ỹ,
то

z∗(y(u)) = h0 −
ỹ

2
= ũ.

В этом случае точка локалного экстремума квадратичной функции f0(u, y(u))

совпадает с граничной точкой zb =
d−y(u)

l
.

Если y < ỹ, то

z∗(y(u)) = h0 −
y(u)

2
>

d− ỹ

l
=

2

2− l


h0 −

d

2


= ũ.

□

Отметим, что при выборе центром стратегии u ∈ [0, ũ) соответствуща страте-
ги природы (неопределенност) y(u) принимает начени от нул до числа d−lu > ỹ.

Лемма 4. Пуст при аданной стратегии u ∈ [0, ũ) реалиовалас неопределен-
ност y(u) ≤ ỹ, где стратеги природы ỹ определена в (13). Тогда, исполу стра-
теги ũ, центр гарантирует себе болший выигрыш, чем при выборе проиволной
стратегии u ∈ [0, ũ), дл лбой допустимой неопределенности y(u) ∈ [0, ỹ].

Докаателство. Согласно предыдущей лемме, при фиксированной неопределенно-
сти y(u) ∈ [0, ỹ] квадратична функци f0(u, y(u)), аданна равенством (9), строго
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ворастает на промеутке u ∈ [0, ũ]. Поэтому выполнено неравенство

f0(ũ, y(u)) = b


− ũ2 + 2


h0 −

y

2


ũ


> b


− u2 + 2


h0 −

y

2


u


= f0(u, y(u)),

где y(u) ∈ [0, ỹ].
□

Третий случай. Осталос рассмотрет случай, когда при аданной стратегии
u ∈ [0, ũ) реалиуетс неопределенност y(u) ∈ (ỹ, d− lu] (рис. 3). дес при фиксиро-
ванной неопределенности y(u) максималное начение функции f0(z, y(u)), аданной
в (11), на промеутке [0, ũ) достигаетс в граничной точке zb =

d−y(u)
l

.

Рис. 3. Третий случай

Лемма 5. Пуст при аданной стратегии u ∈ [0, ũ) реалиовалас неопределен-
ност y(u) ∈ (ỹ, d − lu], где стратеги природы ỹ определена в (13). Тогда, ис-
полу стратеги ũ, центр гарантирует себе болший выигрыш, чем при выбо-
ре проиволной стратегии u ∈ [0, ũ), дл лбой допустимой неопределенности
y(u) ∈ (ỹ, d− lu].
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Докаателство. И предыдущих рассудений следует, что дл лбой стратегии
u ∈ [0, ũ) и лбой неопределенности y(u) ∈ (ỹ, d− lu] оптималное решение адачи

P (u, y(u)) :





b


− z2 + 2


h0 − y(u)

2


z


→ max,

z ∈ {z ∈ U | y(u) ∈ (ỹ, d− lu]}

достигаетс в граничной точке

zb(y(u)) =
d− y(u)

l
, zb(y(u)) ∈ [0, ũ).

Следователно, дл всех стратегий u ∈ [0, ũ) и проиволной неопределенности
y(u) ∈ (ỹ, d− lu] выполнено неравенство

f0(u, y(u)) ≤ f0(zb, y(u)).

Так как
h0 −

y(ũ)

2
> h0 −

y(u)

2
дл всех стратегий u ∈ [0, ũ), неопределенностей y(ũ) ∈ Y [ũ] и y(u) ∈ (ỹ, d− lu], то с
учетом предыдущей леммы имеем

f0(u, y(u)) ≤ b


− z2b + 2


h0 − y(u)

2


zb


< b


− z2b + 2


h0 − y(ũ)

2


zb


<

< b


− ũ2 + 2


h0 − y(ũ)

2


ũ


.

Таким обраом, выполнено неравенство

f0(u, y(u)) < f0(ũ, y(ũ)), u ∈ [0, ũ), y(ũ) ∈ Y [ũ], y(u) ∈ (ỹ, d− lu].

□

Обобща реултаты, полученные в приведенных выше утвердених, вместе со
случаем, когда параметр l = 0, получаем основной вывод.

Теорема. Рассматриваетс адача принти решений при неопределенности в
форме иерархической игры (10):

Γ = 〈U, {Y [u] | u ∈ U}, f0(u, y(u))〉,

где мноество U = [0, c0] – совокупност стратегий игрока верхнего уровн (цен-
тра). Непустое мноество Y [u] = [0, d− lu] ест совокупност неопределенностей
y(u) (стратегий игрока нинего уровн, то ест природы), которые могут ре-
алиоватс в реултате выбранной центром стратегии u ∈ U . Предполагаем,

Таврический вестник информатики и математики, 3 (40)’ 2018



18 А. Е. Бардин, . Н. итенева

что выполнено условие d − lc0 > 0 и дл лбого y ∈ [0, d] справедливо неравенство
0 < h0 − y

2
≤ c0, где параметры d > 0, 0 ≤ l < 1.

Тогда
1) при лбом фиксированном начении y(u) ∈ [0, d− lc0] наиболшее начение функ-
ции

f0(z, y(u)) = b


− z2 + 2


h0 −

y(u)

2


z



на отреке [0, c0] достигаетс в точке z∗(y(u)) = h0 − y(u)
2

;
2) при лбом фиксированном начении y(u) ∈ [d−lc0, d−lu], которое удовлетворет
услови y(u) ≤ ỹ = 2

2−l
(d− lh0), наиболшее начение функции f0(z, y(u)) на отреке

[0, c0] достигаетс в точке z∗(y(u)) = h0− y(u)
2

и при этом справедливы неравенства
d− lc0 < ỹ < d;
3) если при аданной стратегии u ∈ [0, ũ) реалиовалас неопределенност
y(u) ∈ (ỹ, d − lu], то исполу стратеги ũ = h0 − ỹ

2
, центр гарантирует себе

болший выигрыш, чем при выборе проиволной стратегии u ∈ [0, ũ), дл лбой
допустимой неопределенности y(u) ∈ (ỹ, d− lu].

амечание. На содерателном уровне данное утвердение оначает, что в фор-
малиованной выше иерархической игре (10) существует погранична стратеги
ũ = 2

2−l


h0 − d

2


, котора ависит толко от параметров исходной адачи и при этом

центру невыгодно исполоват стратегии u ∈ [0, ũ), если он елает максимииро-
ват сво функци выигрыша.

Отметим, что дл классической адачи принти решений при неопределенно-
сти, котора соответствует параметру l = 0, погранична стратеги ũ = h0 − d

2

соответствует остороному (оптималному по Валду) поведени в игре.

Окончателно получаем, что функци соалени, аданна в (6), принимает вид

Φ0(u, y(u)) = b


h0 −

y(u)

2
− u

2

.

Имеем:

max
y(u)∈Y [u]

Φ0(u, y(u)) =






b(h0 − u)2, 0 ≤ u ≤ h0 − d
4
,

b


h0 − u− d

2

2

, h0 − d
4
≤ u ≤ c0.

Тогда гарантированное соаление центра равно

min
u∈U

max
y∈Y

Φ0(u, y) =
bd2

16
,
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соответственно, решение

uS = h0 −
d

4
влетс гарантированным по Сэвиду, именно,

(∀y ∈ Y )(Φ0(u
S, y) ≤ Φ0(u

S, yS)),

где неопределенност

yS(u) =


0, 0 ≤ u ≤ h0 − d

4
,

d, h0 − d
4
≤ u ≤ c0.

Тогда стратегическое соаление по Сэвиду (2) имеет вид

RS(u) =





b

(h0 − u)2 − d2

16


, 0 ≤ u ≤ h0 − d

4
,

b


h0 − u− d
2

2

− d2

16


, h0 − d

4
≤ u ≤ c0.

Дл находени стратегического риска по Валду (1) предполоим, что центр
ориентируетс на вомоност реалиации самой неблагопритной дл него неопре-
деленности yV (u) = d− lu. Тогда

min
y(u)

f0(u, y(u)) = f0(u, y
V (u)) = b1


− u2 + 2


h1 −

d1
2


,

где параметры

b1 = (1− l)b, h1 =
a− k0
2b1

, d1 =
d

1− l
, 0 ≤ l < 1.

Далее предполагаем выполнение услови a > k0, тогда параметр h1 > 0. Пуст
таке справедливы услови 0 < h1 − d1

2
≤ c0. Тогда гарантированное по Валду

решение центра:

uV = h1 −
d1
2
.

Стратегический риск по Валду (1) дл центра ест

RV (u) = b1(u− uV )2.

Выполн построение гарантированного по рискам и соаленим решени иг-
ры (10), необходимо получит минималное по Парето решение двухкритериалной
адачи P , определенной в (3).

Дл выделени единственного гарантированного по рискам и соаленим реше-
ни центра получаем классическу оптимиационну адачу







RV (u)

2

+

RS(u)

2

→ min,

u ∈ U = [0, d].
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Решение последней адачи дл допустимого набора параметров находим, испол-
у численные методы.

аклчение

В данной стате исследуетс иерархическа структура принти решений в кон-
фликтной ситуации, когда действут неконтролируемые лицом, принимащим ре-
шение, факторы. При этом в рассматриваемой математической модели конфликта
учитыватс как оидаемые потери при принтии рискованных решений, так и во-
моност благопритных дл ЛПР (игрока) действий внешних факторов. Именно,
наличие риска в процессе принти решений не всегда влетс негативной осо-
бенност реалной проблемы. Конкретные адачи, сванные с экономическими,
социалными, политическими и военными конфликтами, свидетелствут о вони-
кащей часто необходимости принти рискованного выбора.

Дл конкретного класса линейно-квадратичных моделей иерархических систем
конфликтов с двум уровнми иерархии сформулирована и решена адача формали-
ации оптималного решени. Таке исследована проблема построени эффектив-
ного алгоритма находени оптималных решений дл поставленных адач.
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On Small Motions of a Physical Pendulum with Cavity Filled with
a System of Three Homogeneous Immiscible Viscous Fluids.

Voytitsky V. I., Kopachevsky N. D.

Abstract. Let G be a physical pendulum of mass m. Suppose that it has a cavity filled with
a system of three homogeneous immiscible viscous fluids situated in domains Ω1, Ω2 and Ω3 with
free boundaries Γ1(t),Γ2(t) and rigid parts S1, S2, S3. Let ρ1, ρ2, ρ3 be densities of fluids, and
µ1, µ2, µ3 be dynamical viscosities. We suppose that the system oscillates (with friction) near the
fixed point O of spherical hinge.

We use the vector of small angular displacement δ(t) =
3

j=1
δj(t)e j

1 to determine motion of the

removable coordinate system Ox11x
2
1x

3
1 (connected with pendulum) relative to stable coordinate

system Ox1x2x3. Then angular velocity ω(t) of body G is equal to dδ/dt.
Let uk(x, t) and pk(x, t) (k = 1, 2, 3) be fields of fluids velocities and dynamical pressures

in Ωk (in removable coordinate systems), ζj(x, t) (j = 1, 2) are functions of normal deviation of
Γj(t) from equilibrium plane surfaces Γj(0) = Γj . Then we consider linearized initial boundary
value problem (2)–(4).

We formulate the law of full energy balance. Using the method of orthogonal projections to
the necessary Hilbert spaces and studying auxiliary boundary value problems initial problem can
be reduced to the Cauchy problem for the deferential-operator equation (19)–(20)

C1
dz1
dt

+A1z1 + gB12z2 = f1(t), z1(0) = z01 ,

gC2
dz2
dt

+ gB21z1 = 0, z2(0) = z02 ,

1Данна работа выполнена при частичной поддерке первого соавтора грантом дл молодых учё-
ных и средств программы равити Крымского федералного университета им. В. И. Вернадско-
го на 2015–2024 гг., и второго соавтора грантом Министерства обраовани и науки РФ (проект
14.Z50.31.0037).
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in Hilbert space H := H1⊕H2 := ( J0,S,Γ(Ω)⊕C3)⊕(L2,Γ⊕C2). Here operator of kinetic energy C1

is bounded and positive definite, operator of potential energy C2 is bounded and selfadjoint, A1

is unbounded positive definite, B12 and B21 are unbounded skew self-adjoint operators. General
properties of such problem are studied earlier in paper [4]. It has a unique strong solution for
t ∈ [0;T ] if the natural conditions for initial data and function f1(t) are satisfied. As a corollary
we obtain theorem on solvability of initial boundary value problem.

Corresponding spectral problem reduces to the operator pencil of S. Krein. The spectrum
consists of λ = 0, two branches of positive eigenvalues with limit points +0 and +∞, and probably
finite number of negative and complex eigenvalues. The systems of eigenelements corresponding
to each of positive branches of eigenvalues form so called p-basis in Hilbert space H1 (probably
with finite defect). The number of negative eigenvalues in problem is equal to number of negative
eigenvalues of the operator of potential energy C2.

This work was partially supported by the Ministry of Education and Science of the Russian
Federation (grant 14.Z50.31.0037), and by the V.I. Vernadsky Crimean Federal University
development program for 2015 – 2024 within the framework of grant support for young scientists.

Key words: physical pendulum, viscous fluid, auxiliary boundary value problems,
strong solution, self-adjoint operator, operator pencil of S. Krein.

Введение

Данна работа посвщена иучени проблемы малых двиений и нормалных
колебаний фиического матника с полост, целиком аполненной системой трёх
несмешиващихс однородных вких идкостей. Данна линеариованна поста-
новка адачи влетс новой и осуществлетс на основе предыдущих работ со-
авторов [1]–[6], где иучалис адачи дл сочленённых фиических матников, ча-
стично аполненных однородной несимаемой идкост, а таке сопутствущие
дифференциално-операторные уравнени. Данные исследовани влтс продол-
ением работ Н. Д. Копачевского и Э. И. Батыра, см. [7]–[9], посвщённых проблемам
малых двиений сочлененных тел-гиростатов, целиком аполненных идеалной ли-
бо вкой идкост. Отметим, что ваные реултаты в теории колебаний тел,
соединенных сферическими или цилиндрическими шарнирами в проиволном по-
рдке, получил П. В. Харламов. Бликие адачи исследовал в докторской диссерта-
ции . Н. Кононов.

Исследовани малых колебаний матника с полост, полност либо частично
аполненной идеалной или вкой идкост либо системой и несмешиващихс
идкостей, посвщено болшое количество работ. В качестве основных моно от-
метит работы С. Г. Крейна и Н. Н. Моисеева, Г. А. Моисеева, Н. Д. Копачевского,
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О. Б. Иевлевой, П. С. Краснощекова, Ф. Л. Черноуско, И. А. Луковского, М. . Бар-
нка и др. Операторный подход к иучени линейных проблем гидродинамики в-
кой идкости илоен в монографих Н.Д. Копачевского с соавторами [10], [11].

1. Постановка начално-краевой адачи. акон баланса полной
энергии

Пуст имеетс тело G массы m. Внутри этого тела имеетс одна полост,
полност аполненна системой трёх несмешиващихс однородных несимае-
мых вких идкостей. Пуст в состонии равновеси идкости с плотностми
ρ1 > ρ2 > ρ3 > 0 анимат соответственно области Ω1, Ω2 и Ω2, раделённые плоски-
ми горионталными поверхностми Γ1 и Γ2, перпендикулрными ускорени свобод-
ного падени g и ограниченными твёрдыми стенками S1, S2, S3. А в процессе малых
колебаний идкости относително неподвиной точки акреплени O (сферический
шарнир) анимат области Ω1(t),Ω2(t),Ω3(t), см. рисунок.

Будем считат, что на данну гидромеханическу систему в состонии поко
действует однородное гравитационное поле g, а в процессе малых двиений  сило-
вое поле F := g+ f(t, x), где f(t, x) – мала динамическа добавка к гравитационному
пол.

Дл описани малых двиений системы введём неподвину систему координат
Ox1x2x3 c ортами e j (j = 1, 2, 3), так, чтобы g = −ge 3. Кроме того, введём подвину
систему координат Ox1

1x
2
1x

3
1, ёстко сванну с телом. Единичные векторы вдол

осей Oxj
1 обоначим чере e j

1 . И услови равновеси следует, что в состонии поко
центр масс матника находитс на оси Ox3

1 = Ox3.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2018, 3
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Полоение подвиной системы координат Ox1
1x

2
1x

3
1 относително неподвиной

системы Ox1x2x3 в процессе малых двиений будем адават малым вектором уг-

лового перемещени (см. [10], с. 130) δ(t) =
3

j=1

δj(t)e j
1 . Тогда углова скорост ω(t)

тела будет равна dδ/dt, а угловое ускорение этого тела  величине d2δ/dt2 = dω/dt.
Введем обоначение



G

(. . .)dm :=



Ω0

(. . .)ρ0dΩ0 +



Ω1

(. . .)ρ1dΩ1 +



Ω2

(. . .)ρ2dΩ2 +



Ω3

(. . .)ρ3dΩ3, (1)

где Ω0 ⊂ G  област, анта твердым телом плотности ρ0. Обоначим чере
rk (k = 0, 1, 2, 3)  радиус-вектор, идущий и полса O в лбу точку области Ωk.
Тогда векторы абсолтных скоростей v проиволной точки тела сваны с малыми
векторами относителных скоростей u по формуле v = ω × r + u.

Будем считат, что момент силы трени в шарнире пропорционален угловой ско-
рости ω с коэффициентом α > 0. Вычисл кинетический момент гидромеханической
системы и сумму моментов всех сил, прилоенных к телу G, после линеариации в
подвиной системе координат получаем уравнение именени кинетического момен-
та относително точки O:



ρ0


Ω0

r0 × (
dω

dt
× r0) dΩ0 +

3

k=1

ρk



Ωk

rk × (
dω

dt
× rk) dΩk



+

+
3

k=1

ρk



Ωk

rk ×
∂uk

∂t
dΩk + αω + gmlP2

δ − g (ρ1 − ρ2)



Γ1

(e 3
1 × r1)ζ1 dΓ1−

− g (ρ2 − ρ3)



Γ2

(e 3
1 × r2)ζ2 dΓ2 =

3

k=0

ρk



Ωk

rk × fk dΩk =: M(t), (2)

где первое слагаемое в квадратных скобках (обоначаемое далее Jω) влетс тен-
ором инерции тела с идкостми относително точки O.

дес и далее чере ζj(x, t) (x ∈ Γk) обоначены функции, описыващие малые
отклонени свободных поверхностей Γj(t) (j = 1, 2) вдол нормалей, относително
плоских равновесных поверхностей Γj. И услови сохранени обёмов идкостей
во врем колебаний следует, что


Γj
ζj dΓj = 0. Таке исполованы обоначени:

l := |−→OC|  расстоние от точки подвеса O до центра масс C тела G, P2
δ :=

2
j=1

δ je j
1 ,

fk := f |Ωk
.
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С учетом вращени около неподвиной точки, малые двиени идкостей опи-
сыватс линеариованными уравненими Наве-Стокса в подвиной системе коор-
динат Ox1

1x
2
1x

3
1:

ρk


dω

dt
× rk +

∂uk

∂t


= −∇pk + µk∆uk + ρk fk, div uk = 0 ( в Ωk ), k = 1, 2, 3, (3)

где pk  малое поле динамических давлений, µk > 0  аданные динамические
вкости идкостей.

На твердых стенках считаем выполненными услови прилипани, т. е.

uk = 0 (на Sk) .

На свободных границах радела Γj выполнены кинематические услови

∂ζ1
∂t

= u1 · n1 = u2 · n1, n1 = e 3
1 ;



Γ1

ζ1 dΓ1 = 0; γ11u1 = γ12u2 ( на Γ1 ),

∂ζ2
∂t

= u2 · n2 = u3 · n2, n2 = e 3
1 ;



Γ2

ζ2 dΓ2 = 0; γ22u2 = γ23u3 ( на Γ2 ).

дес и далее чере γjkuk (k = 1, 2, 3, j = 1, 2) обоначен след пол скорости uk на
Γj. Кроме того выполнены услови сви

d

dt
P2
δ = P2ω,

d

dt
δ 3 = ω 3.

Таке на свободных границах выполнены динамические услови

µ1τj3(u1)− µ2τj3(u2) = 0, j = 1, 2 (на Γ1) ,

µ2τj3(u2)− µ3τj3(u3) = 0, j = 1, 2 (на Γ2) ,

где τjk(u2l) :=
∂uk

2l

∂xj
2l

+
∂uj

2l

∂xk
2l

,

[−p1 + µ1τ33(u1)]− [−p2 + µ2τ33(u2)] = −g(ρ1 − ρ2)

ζ1 + θ1((P2

δ × r1) · e 3
1 )


(на Γ1) ,

[−p2 + µ2τ33(u2)]− [−p3 + µ3τ33(u3)] = −g(ρ2 − ρ3)

ζ2 + θ2((P2

δ × r2) · e 3
1 )


(на Γ2) .

Отметим, что в данных граничных услових все слагаемые влтс элементами
соответствущих подпространств

L2,Γj
:= L2(Γj)⊖ sp {1Γj

}.
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Чере θj обоначены ортопроекторы и L2(Γj) на L2,Γj
. С учётом сохранени обемов

идкостей ζj ∈ L2,Γj
, отсда воникает естественное нормировочное условие дл

давлений pj ∈ H1(Ωj) ∩ L2,Γj
:= H1

Γj
(Ωj).

Дл полной постановки адачи необходимо таке адат началные услови:

uk(0, x) = u 0
k (x), x ∈ Ωk, k = 1, 2, 3, ζj(0, x) = ζ0j (x), x ∈ Γj, j = 1, 2,

ω(0) = ω 0, δ(0) = δ 0. (4)

Будем считат, что поставленна адача имеет классическое решение, т. е. все
функции в уравнених, граничных и началных услових непрерывны относително
своих переменных. Выведем акон баланса полной энергии исследуемой гидромеха-
нической системы.

Дл этого обе части уравнени (2) умноим скалрно на ω, а обе части уравнений
(3) умноим скалрно соответственно на uk (k = 1, 2, 3), а атем проинтегрируем по
областм Ωk. Левые и правые части полученных четырех соотношений слоим.

С учётом первой формулы Грина дл векторного оператора Лапласа и соленои-
далных векторных полей в областх Ωk c липшицевыми границами ∂Ωk = Γk ∪ Sk

(см. [10], с. 115, а таке [12], с. 62):



Ωk

vk · (−µk∆uk +∇pk) dΩk = µkEk(vk, uk)−


Γk

3

j=1

vjk|Γk
(τj3(µkuk)− pkδj3) dΓk,

vk, uk ∈ J1
0,Sk

(Ωk), (5)

где билинейна форма

Ek(vk, uk) :=
1

2



Ωk


3

j,l=1

τjl(vk)τjk(uk)


dΩk, τjl(vk) :=

∂vjk
∂xl

+
∂vlk
∂xj

, (6)

определет скорост диссипации энергии в идкости Ωk и адаёт скалрное прои-
ведение в пространстве

J1
0,Sk

(Ωk) := {uk ∈ H1(Ωk) : div uk = 0, uk = 0 (на Sk)},

после преобраований получаем акон баланса полной энергии в дифференциалной
форме

1

2

d

dt




ρ0



Ω0

|ω × r0|2 dΩ0 +
3

k=1

ρk



Ωk

|ω × rk + uk|2 dΩk




+
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1

2
g
d

dt


(ρ1 − ρ2)






Γ1

|ζ1 + θ1((P2
δ × r1) · e 3

1 )|2 dΓ1 −


Γ1

|θ1((P2
δ × r1) · e 3

1 )|2 dΓ1



+

+(ρ2−ρ3)






Γ2

|ζ2 + θ2((P2
δ × r2) · e 3

1 )|2 dΓ2 −


Γ2

|θ2((P2
δ × r2) · e 3

1 )|2 dΓ2



+ml|P2
δ|2


=

= −

α|ω|2 + µ1E1(u1, u1) + µ2E1(u2, u2) + µ3E1(u3, u3)


+

3

k=1

ρk



Ωk

fk ·uk dΩk+ M(t)·ω.

Первое слагаемое в левой части, стощее в фигурных скобках, ест удвоенна ки-
нетическа энерги системы. Второе слагаемое слева в фигурных скобках  потен-
циална энерги гидромеханической системы, отсчитываема от состони поко.
Справа в фигурных скобках имеем мощност сил трени, осталными слагаемыми
влтс мощност внешних сил, обусловленна действием дополнителных к гра-
витационным силам f1, f2, f3 соответственно, а таке мощност момента M , который
вырааетс чере эти силы.

2. Выбор функционалных пространств

Пуст u := {uk}3k=1  набор полей скоростей в идкостх Ωk. Будем считат, что

u ∈ L2(Ω) : (u,v)L2(Ω) =
3

k=1

ρk



Ωk

uk · vk dΩk.

Введём обоначение
γn,kuk := uk · nk.

С учётом условий прилипани и соленоидалности полей скоростей идкостей имеем

uk ∈ J0,Sk
(Ωk) :=


uk ∈ L2(Ωk) : div uk = 0 (Ωk), γn,kuk = 0 (Sk)


, k = 1, 2, 3.

Имеет место ралоение (см. [10], с. 106)

L2(Ωk) = J0,Sk
(Ωk)⊕ G0,Γ(Ωk),

где G0,Γ(Ωk) := {∇ψk ∈ L2(Ωk) : ϕk = 0 (на Γ)} (при этом считаем, что
Γ = Γ1 (k = 1), Γ = Γ1 ∪ Γ2 (k = 2), Γ = Γ2 (k = 3)).

Введём вспомогателные гилбертовы пространства

J0,S(Ω) :=

{uk}3k=1 : uk ∈ J0,Sk

(Ωk)

,

G0,Γ(Ω) := G0,Γ1(Ω1)⊕ G0,Γ1∪Γ2(Ω2)⊕ G0,Γ2(Ω3),
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J1
0,S(Ω) :=

3

k=1

J1
0,Sk

(Ωk), (u,v) J1
0,S(Ω) :=

3

k=1

µkEk(uk,vk).

В силу неравенства Корна билинейна форма Ek(uk, uk) определет в про-
странстве J1

0,Sk
(Ωk) квадрат нормы, эквивалентной стандартной норме пространства

H1
0 (Ω). Отсда и теорем влоени С. Л. Соболева следует (см. [10], с. 113) ком-

пактное влоение J1
0,S(Ω) ⊂→⊂→ J0,S(Ω). Данное влоение поволет ввести шкалу

гилбертовых пространств с породащим оператором Ak : J1
0,Sk

(Ωk) → ( J1
0,Sk

(Ωk))
∗,

дл которого выполнены тодества

(uk,vk) J1
0,Sk

(Ωk)
= (A

1/2
k uk, A

1/2
k vk) J0,Sk

(Ωk)
= 〈uk, Akvk〉 J0,Sk

(Ωk)
.

дес последнее выраение влет собой начение функционала, определемого эле-
ментом Akvk ∈ ( J1

0,Sk
(Ωk))

∗, на элементе uk ∈ J1
0,Sk

(Ωk).
И вышескаанного неслоно аклчит, что гилбертовы пространства

J1
0,S(Ω) и J0,S(Ω) таке обраут гилбертову пару с породащим оператором

A := diag (µkAk)
3
k=1, дл которого выполнены тодества

(u,v) J1
0,S(Ω) = (A1/2u,A1/2v) J0,S(Ω) =

3

k=1

µkEk(uk,vk) =
3

k=1

µk(A
1/2
k uk, A

1/2
k vk) J0,Sk

(Ωk)
=

= 〈u,Av〉 J0,S(Ω) =
3

k=1

〈uk, µkAkvk〉 J0,Sk
(Ωk)

, ∀u,v ∈ J1
0,S(Ω).

Введём тепер основные гилбертовы пространства:

J0,S,Γ(Ω) :=

u = {u1; u2; u3} ∈ J0,S(Ω) : γn,1u1 = γn,1u2 (Γ1), γn,2u2 = γn,2u3 (Γ2)


.

J1
0,S,Γ(Ω) :=


u = {u1; u2; u3} ∈ J1

0,S(Ω) : γ11u1 = γ12u2 (Γ1), γ22u2 = γ23u3 (Γ2)

.

Будем искат обобщенные решени начално-краевой адачи среди троек полей-
скоростей u := {uk}3k=1 ∈ J1

0,S,Γ(Ω) ⊂ J0,S,Γ(Ω). Моно докаат, что пара пространств
( J1

0,S,Γ(Ω);
J0,S,Γ(Ω)) влетс гилбертовой, с породащим оператором A, который

влетс суением оператора A = diag (µAk)
3
k=1 с пространства J1

0,S(Ω) на подпро-
странство J1

0,S,Γ(Ω), при этом выполнены тодества

(u,v) J1
0,S,Γ(Ω) = ( A1/2u, A1/2v) J0,S,Γ(Ω) =

3

k=1

µkEk(uk,vk) = 〈u, Av〉 J0,S,Γ(Ω),

∀u,v ∈ J1
0,S,Γ(Ω). (7)
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В работе [13] применително к проблеме малых двиений трёх вкоупругих
идкостей в амкнутом сосуде исполованы аналогичные гилбертовы простран-
ства и выведены вные формулы, описыващие действи ортопроекторов

P0 : J0,S(Ω) → J0,S,Γ(Ω), P1 : J1
0,S(Ω) → J1

0,S,Γ(Ω).

Будем считат их далее аданными.

3. Вспомогателные краевые адачи и свойства операторных
коэффициентов

Перепишем уравнени двиени идкостей (3) в виде

∂uk

∂t
+

dω

dt
× rk + ρ−1

k ∇pk − µkρ
−1
k ∆uk = fk (в Ωk).

Подействуем на обе части данных уравнений соответствущими ортопроекторами
P0,Sk

: L2(Ωk) → J0,Sk
(Ωk) (k = 1, 2, 3). Получаем соотношение дл троек


∂uk

∂t

3

k=1

+


P0,Sk


dω

dt
× rk

3

k=1

+

P0,Sk

ρ−1
k ∇pk

3

k=1
−


µkρ

−1
k P0,Sk

∆uk

3

k=1
=

=

P0,Sk

fk

3

k=1
.

Обоначим P0,Sk
ρ−1
k ∇pk =: ρ−1

k ∇ pk. Действу на обе части полученного соотношени
ортопроектором P0, получаем уравнение

du

dt
+ P0


P0,Sk


dω

dt
× rk

3

k=1

+ P0


ρ−1
k ∇ pk

3

k=1
− P0


µkρ

−1
k P0,Sk

∆uk

3

k=1
=

= P0


P0,Sk

fk

3

k=1
=: P0


fk

3

k=1
.

Будем считат, что P0


ρ−1
k ∇ pk

3

k=1
=


ρ−1
k ∇p1k

3

k=1
+

ρ−1
k ∇p2k

3

k=1
, где наборы

{uk}3k=1, {ρ−1
k ∇p1k}3k=1 влтс решеними первой вспомогателной адачи

− P0


µkρ

−1
k P0,Sk

∆uk

3

k=1
+ {ρ−1

k ∇p1k}3k=1 =

= −du

dt
− P0


P0,Sk


dω

dt
× rk

3

k=1

− {ρ−1
k ∇p2k}3k=1 + P0


fk

3

k=1
, (8)

uk = 0 (на Sk),

µ1τj3(u1)− µ2τj3(u2) = 0, j = 1, 2 (на Γ1) ,

µ2τj3(u2)− µ3τj3(u3) = 0, j = 1, 2 (на Γ2) ,
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[−p11 + µ1τ33(u1)]− [−p12 + µ2τ33(u2)] = 0 (на Γ1) ,

[−p12 + µ2τ33(u2)]− [−p13 + µ3τ33(u3)] = 0 (на Γ2) ,

а второй набор {ρ−1
k ∇p2k}3k=1 влетс решением второй вспомогателной адачи

дл потенциалов (адачи Стеклова):

−∆p2k = 0 (в Ωk) ,
∂p2k
∂n

= 0 (на Sk) , k = 1, 2, 3, (9)

ρ−1
1

∂p21
∂n

= ρ−1
1

∂p22
∂n

=: ξ1 (на Γ1) , ρ−1
2

∂p22
∂n

= ρ−1
2

∂p23
∂n

=: ξ2 (на Γ2) , (10)

p21 − p22 = (ρ1 − ρ2)ζ1 := g(ρ1 − ρ2)

ζ1 + θ1((P2

δ × r1) · e 3
1 )


(на Γ1) , (11)

p22 − p23 = (ρ2 − ρ3)ζ2 := g(ρ2 − ρ3)

ζ2 + θ2((P2

δ × r2) · e 3
1 )


(на Γ2) . (12)

3.1. Преобраование кинематических граничных условий. Рассмотрим сна-
чала втору вспомогателну адачу. Пуст элементы ξk ивестны, тогда согласно
постановке они долны принадлеат классам (см., например [14], с. 95)

H−1/2
Γj

:= (H
1/2
Γj

)∗ := (H1/2(Γj) ∩ L2,Γj
)∗, j = 1, 2.

Тогда, рассматрива три адачи Неймана относително неивестных pij, с учетом
обобщённой формулы Грина дл оператора Лапласа (см., например, [15], с. 78) по-
лучаем, что када и этих адач имеет слабое решение, которое имеет вид

p21|Ω1 = ρ1V11ξ1 + c1, p23|Ω3 = −ρ3V32ξ2 + c2, p22|Ω2 = ρ2V22ξ2 − ρ2V21ξ1. (13)

дес операторы Vij : H−1/2
Γj

→ H1(Ωi) влтс ограниченными, сопрёнными к
операторам следа γij, а c1, c2  проиволные постонные.

Отсда граничные услови (11)–(12) моно переписат в виде операторного со-
отношени


ρ1γ11V11 + ρ2γ12V21 −ρ2θ1γ12V22

−ρ2θ2γ22V21 ρ2γ22V22 + ρ3γ23V32


ξ1
ξ2


=


(ρ1 − ρ2)ζ̂1
(ρ2 − ρ3)ζ̂2


.

Операторна матрица слева влетс полоителным оператором (оператором
Стеклова), действущим и H−1/2

Γ1
× H−1/2

Γ2
на сопрённое пространство H

1/2
Γ1

×H
1/2
Γ2

.
Отсда получаем, что существует ограниченна обратна к ней операторна матри-
ца, на котору, неивестные пол давлений p2k моно найти по формулам (13).

Опирас на вышескаанное, существует корректно аданный линейный огра-
ниченный оператор G, который ставит в соответствие паре функций ζ := {ζj}2j=1

Таврический вестник информатики и математики, 3 (40)’ 2018



32 В. И. Войтицкий, Н. Д. Копачевский

решение второй вспомогателной адачи {ρ−1
k ∇p2k}3k=1 :

Gζ := {ρ−1
k ∇p2k}3k=1 : H

1/2
Γ1

×H
1/2
Γ2

→ J0,S,Γ(Ω).

Это решение имеет вид

{ρ−1
k ∇p2k}3k=1 = gG{[ζj + θj((P2

δ × rj) · e 3
1 )]}2j=1. (14)

Введём еще оператор

γnu := {γn,1u1; γn,2u2}, γn : J0,S,Γ(Ω) → H−1/2
Γ1

× H−1/2
Γ2

.

Лемма 1. Имеет место соотношение G∗ = {(ρj − ρj+1)}2j=1γ̂n.

Докаателство. Пуст ζ = {ζ̂j}2j=1 ∈ H
1/2
Γ1

× H
1/2
Γ2

, Gζ := {ρ−1
k ∇φk}3k=1 ∈ J0,S,Γ(Ω),

η = {ηk}3k=1 ∈ J0,S,Γ(Ω). Тогда с учётом обобщённой формулы Гаусса-Остроградского
дл негладких полей (см, например, [12], с. 13)

(∇φk, ηk)L2(Ωk)
+ 〈φk, div ηk〉L2(Ωk) = 〈γφk, ηk · n〉L2(∂Ωk), ∀ηk ∈ L2(Ωk), φk ∈ H1(Ωk),

где γ  это след элемента φk на вс границу ∂Ωk области Ωk, получаем, что дл
элементов ηk ∈ J0,Sk

(Ωk) выполнено равенство

(Gζ̂, η)L2(Ω) = ρ1



Ω1

ρ−1
1 ∇φ1 · η1 dΩ1 + ρ2



Ω2

ρ−1
2 ∇φ2 · η2 dΩ2 + ρ3



Ω3

ρ−1
3 ∇φ3 · η3 dΩ3 =

= [〈γ11φ1, γn,1η1〉L2(Γ1)−〈γ12φ2, γn,1η2〉L2(Γ1)]+[〈γ22φ2, γn,2η2〉L2(Γ2)−〈γ23φ3, γn,2η3〉L2(Γ2)] =

= 〈γ11φ1 − γ12φ2, γn,1η1〉L2(Γ1) + 〈γ22φ2 − γ23φ3, γn,2η3〉L2(Γ2) =

= (ρ1 − ρ2)〈ζ̂1, γn,1η1〉L2(Γ1) + (ρ2 − ρ3)〈ζ̂2, γn,2η2〉L2(Γ2) =

= 〈ζ̂1, (ρ1 − ρ2)γn,1η1〉L2(Γ1) + 〈ζ̂2, (ρ2 − ρ3)γn,2η2〉L2(Γ2) =: 〈ζ̂, G∗η〉L2(Γ).

□

Введём оператор потенциалной энергии

C2z2 =




(ρ1 − ρ2)[ζ1 + θ1((P2

δ × r1) · e 3
1 )]

(ρ2 − ρ3)[ζ2 + θ2((P2
δ × r2) · e 3

1 )]

−(ρ1 − ρ2)

Γ1
(e 3

1 × r1)ζ1 dΓ1 − (ρ2 − ρ3)

Γ2
(e 3

1 × r2)ζ2 dΓ2 +mlP2
δ



 (15)

действущий в гилбертовом пространстве H2 := L2,Γ1 ⊕ L2,Γ2 ⊕ C2 на элементы
z2 = (ζ1; ζ2; P2

δ)τ .

Лемма 2. При выполнении услови

∆2 := det


ml − [(ρ1 − ρ2)β

(1)
22 + (ρ2 − ρ3)β

(2)
22 ] (ρ1 − ρ2)β

1
21 + (ρ2 − ρ3)β

(2)
21

(ρ1 − ρ2)β
(1)
12 + (ρ2 − ρ3)β

(2)
12 ml − [(ρ1 − ρ2)β

(1)
11 + (ρ2 − ρ3)β

(2)
11 ]


∕= 0,
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где β
(k)
jl :=


Γk

xj
kθkx

l
k dΓk (j, l = 1, 2; k = 1, 2), система граничных условий

dζ1
dt

− γn,1u1 = 0,
dζ2
dt

− γn,2u2 = 0,
d

dt
P2δ − P2ω = 0

эквивалентна системе условий

(ρ1 − ρ2)


dζ1
dt

− γn,1u1


+


d

dt
θ1[(P2δ × r1) · e 3

1 ]− θ1[(P2ω × r1) · e 3
1 ]


= 0,

(ρ2 − ρ3)


dζ2
dt

− γn,2u2


+


d

dt
θ2[(P2δ × r2) · e 3

1 ]− θ2[(P2ω × r2) · e 3
1 ]


= 0,

−(ρ1 − ρ2)



Γ1

(e 3
1 × r1)


dζ1
dt

− γn,1u1


dΓ1 − (ρ2 − ρ3)



Γ2

(e 3
1 × r2)


dζ2
dt

− γn,2u2


dΓ2+

+ml(
d

dt
P2δ − P2ω) = 0.

Докаателство. В праву сторону импликаци влетс очевидной, проверим её
в леву сторону. Дл этого обоначим

ϕ1 :=
dζ1
dt

− γn,1u1, ϕ2 :=
dζ2
dt

− γn,2u2, ψ :=
d

dt
P2
δ − P2ω,

тогда получаем

ϕ1 + θ1[(ψ × r1) · e 3
1 ] = 0, ϕ2 + θ2[(ψ × r2) · e 3

1 ] = 0,

−(ρ1 − ρ2)



Γ1

(e 3
1 × r1)ϕ1 dΓ1 − (ρ2 − ρ3)



Γ2

(e 3
1 × r2)ϕ2 dΓ2 +mlψ = 0.

Отсда

mlψ + (ρ1 − ρ2)



Γ1

(e 3
1 × r1)


θ1[(ψ × r1) · e 3

1 ]

dΓ1+

+(ρ2 − ρ3)



Γ2

(e 3
1 × r2)


θ2[(ψ × r2) · e 3

1 ]

dΓ2 = 0.

Если ψ =
2

j=1 ψjej, то с учетом равенств rj × e 3
1 = x2

je1 − x1
je2, получаем

θ1[(ψ × r1) · e 3
1 ] = ψ1(θ1x

2
1)− ψ2(θ1x

1
1), θ2[(ψ × r2) · e 3

1 ] = ψ1(θ2x
2
2)− ψ2(θ2x

1
2).

Следователно

mlψ1−(ρ1−ρ2)



Γ1

x2
1


ψ1(θ1x

2
1)− ψ2(θ1x

1
1)

dΓ1−(ρ2−ρ3)



Γ2

x2
2


ψ1(θ2x

2
2)− ψ2(θ2x

1
2)

dΓ2 =

= mlψ1 − (ρ1 − ρ2)

ψ1β

(1)
22 − ψ2β

(1)
21


− (ρ2 − ρ3)


ψ1β

(2)
22 − ψ2β

(2)
21


=
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= ψ1


ml − (ρ1 − ρ2)β

(1)
22 − (ρ2 − ρ3)β

(2)
22


+ ψ2


(ρ1 − ρ2)β

(1)
21 − (ρ2 − ρ3)β

(2)
21


= 0.

Аналогично и соотношени

mlψ2 + (ρ1 − ρ2)



Γ1

x1
1


ψ1(θ1x

2
1)− ψ2(θ1x

1
1)

dΓ1+

+(ρ2 − ρ3)



Γ2

x1
2


ψ1(θ2x

2
2)− ψ2(θ2x

1
2)

dΓ2 = 0

получаем второе уравнение дл ψ1,ψ2 :

ψ1


(ρ1 − ρ2)β

(1)
12 + (ρ2 − ρ3)β

(2)
12


+ ψ2


ml − (ρ1 − ρ2)β

(1)
11 − (ρ2 − ρ3)β

(2)
11


= 0.

Система будет имет лиш нулевые решени, если ее определител ∆2 ∕= 0. В этом
случае, очевидно, ψ = 0, ϕ1 = ϕ2 = 0. □

Лемма 3. Оператор потенциалной энергии (15) обладает свойством:
C2 = C∗

2 ∈ L (H2).

Докаателство.
(C2z2, z2)H2 =

= (ρ1 − ρ2)



Γ1

[ζ1 + θ1((P2
δ × r1) · e 3

1 )]ζ1 dΓ1 + (ρ2 − ρ3)



Γ2

[ζ2 + θ2((P2
δ × r2) · e 3

1 )]ζ2 dΓ2−

−(ρ1 − ρ2)



Γ1

(e 3
1 × r1)ζ1 dΓ1 · P2

δ − (ρ2 − ρ3)



Γ2

(e 3
1 × r2)ζ2 dΓ2 · P2

δ +ml|P2
δ|2 =

= (ρ1 − ρ2)



Γ1


|ζ1|2 + 2Re


ζ1θ1((P2

δ × r1) · e 3
1 )


dΓ1+

+(ρ2 − ρ3)



Γ2


|ζ2|2 + 2Re


ζ2θ2((P2

δ × r2) · e 3
1 )


dΓ2 +ml|P2
δ|2 =

= (ρ1 − ρ2)






Γ1

|ζ1 + θ1((P2
δ × r1) · e 3

1 )|2 dΓ1 −


Γ1

|θ1((P2
δ × r1) · e 3

1 )|2 dΓ1



+

(ρ2 − ρ3)






Γ2

|ζ2 + θ2((P2
δ × r2) · e 3

1 )|2 dΓ2 −


Γ2

|θ2((P2
δ × r2) · e 3

1 )|2 dΓ2



+ml|P2
δ|2.

□
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Таким обраом эквивалентные кинематические услови приводт к операторному
соотношени

gC2
dz2
dt

+ gB21z1 = 0, (16)

где оператор обмена энергими

B21z1 :=




−(ρ1 − ρ2)[γn,1u1 + θ1((P2ω × r1) · e 3

1 )]

−(ρ2 − ρ3)[γn,2u2 + θ2((P2ω × r2) · e 3
1 )]2

j=1 (ρj − ρj+1)

Γj
(e 3

j × rj)γn,juj dΓj −mlP2ω



 (17)

влетс линейным оператором, действущим на элементы z1 = (u1; u2; u3; ω)
τ и

пространства H1 := J0,S,Γ(Ω)⊕ C3 в H2.

3.2. Постановка адачи Коши дл дифференциално-операторного уравне-
ни. Перейдём тепер к рассмотрени первой вспомогателной адачи. Счита, что
права част (8) влетс элементом пространства C([0;T ]; J0,S,Γ(Ω)), найдём опера-
тор, соответствущий действи левой части уравнени (8) на неивестные элементы
u = {uk}3k=1 ∈ J1

0,S,Γ(Ω) с соответствущими краевыми условими. Обоначим его A.
С помощ абстрактной формулы Грина дл оператора Стокса (см., например, [16],
с. 81) дл лбого элемента v = {vk}3k=1 ∈ J1

0,S,Γ(Ω), исполу граничные услови дл
uk и vk, моно установит, что

〈v,Au〉 J0,S,Γ(Ω) =
3

k=1

〈vk, µkP0,Sk
∆uk +∇p1k〉 J0,Sk

(Ω) =
3

k=1

Ek(vk, uk) = (v, u)J1
0,S,Γ(Ω),

∀u, v ∈ J1
0,S,Γ(Ω).

С другой стороны, согласно формуле (7) аналогичное тодество справедливо дл
оператора A гилбертовой пары ( J1

0,S,Γ(Ω);
J0,S,Γ(Ω)). Отсда A = A. Отметим, что

действие оператора аналогичной гилбертовой пары в случае двух примыкащих
областей установлено в стате [17], с. 37.

амен леву част (8) на Au, и исполу формулу дл решений второй вспо-
могателной адачи (14), перву вспомогателну адачу моно переписат в виде

du

dt
+ Au+P0


P0,Sk


dω

dt
× rk

3

k=1

+gG{[ζj+θj((P2
δ×rj) ·e 3

1 )]}2j=1 = P0


fk

3

k=1
.

Вместе с уравнением двиени матника (см. (2))

J
dω

dt
+

3

k=1

ρk



Ωk

rk ×
duk

∂t
dΩk +αω+ gmlP2

δ−
2

j=1

(ρj − ρj+1) g



Γj

(e 3
j ×rj)ζj dΓj = M(t),
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оба соотношени моно кратко аписат в виде операторного уравнени

C1
dz1
dt

+ A1z1 + gB12z2 = f1(t),

где f1(t) := {P0{fk}3k=1,
M(t)}τ ∈ H1,

C1z1 :=


{uk}3k=1 + P0 {P0,Sk

(ω × rk)}3k=1
Jω +

3
k=1 ρk


Ωk

rk × uk dΩk


, A1 :=


A 0

0 α


,

B12z2 :=




G{[ζj + θj((P2

δ × rj) · e 3
1 )]}2j=1

−
2

j=1 (ρj − ρj+1)


Γj

(e 3
j × rj)ζj dΓj +mlP2

δ



 . (18)

Лемма 4. Оператор кинетической энергии обладает свойствами:
0 ≪ C1 = C∗

1 ∈ L (H1).

Докаателство. Очевидно, C1 влетс ограниченным оператором в H1. В силу
равенства ( Jω) · ω =

3
k=0 ρk


Ωk

|ω × rk|2 dΩk получаем

(C1z1, z1) =
3

k=1

ρk



Ωk

|uk|2 dΩk +
3

k=1

ρk



Ωk

(P0,Sk
(ω × rk)) · uk dΩk dΩk+

+( Jω) · ω +
3

k=1

ρk



Ωk

(rk × uk) dΩk · ωk =

= ρ0



Ω0

|ω × r0|2 dΩ0 +
3

k=1

ρk



Ωk


|uk|2 + (ω × rk) · uk + (rk × uk) · ωk + |ω × rk|2


dΩk =

= ρ0



Ω0

|ω × r0|2 dΩ0 +
3

k=1

ρk



Ωk

|ω × rk + uk|2 dΩk ≥ 0.

Так как (C1z1; z1) = 0 толко лиш при ω = 0, uk = 0 (k = 1, 2, 3), то C1 > 0. В силу
ралоени C1 = C10+C11, где C12 = diag ({Ik}3k=1;

J) ≫ 0 получаем, что C1 ≫ 0. □

В силу того, что оператор αI действует в конечномерном пространстве C3, а
оператор A гилбертовой пары ( J1

0,S,Γ(Ω);
J0,S,Γ(Ω)) влетс полоително опреде-

лённым в J0,S,Γ(Ω), справедливо следущее утвердение.

Лемма 5. Оператор диссипации энергии A1 влетс неограниченным полои-
телно определённым оператором в H1, при этом A−1

1 ∈ S∞(H1).

Лемма 6. Операторы обмена энергими (17) и (18) влтс неограниченными
кососамосопрёнными, т. е. B∗

21 = −B12.
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Докаателство. Проведём докаателство поэлементно.
1. Дл элементов z1 = ({uk}3k=1; 0)

τ ∈ D(B21), z2 = ({ζj}2j=1; 0)
τ ∈ D(B12) в силу

определени оператора G, определщего решени {ρ−1
k ∇φk}3k=1 второй вспомога-

телной адачи (9)–(12) на элементах {ζj}2j=1, получаем

(z1, B12z2)H1 = ({uk}3k=1, G{ζj}2j=1)L2(Ω) =

= ρ1



Ω1

u1 · ρ−1
1 ∇φ1 dΩ1 + ρ2



Ω2

u2 · ρ−1
2 ∇φ2 dΩ2 + ρ3



Ω3

u3 · ρ−1
3 ∇φ3 dΩ3 =

= [γn,1u1, γ11φ1〉L2(Γ1)−〈γn,1u2, γ12φ2, 〉L2(Γ1)]+[〈γn,2u2, γ22φ2〉L2(Γ2)−〈γn,2u3, γ23φ3〉L2(Γ2)] =

= (ρ1 − ρ2)〈γn,1u1, ζ1〉L2(Γ1) + (ρ2 − ρ3)〈γn,2u2, ζ2〉L2(Γ2) = (−B21z1, z2)H2 .

2. Дл элементов z1 = ({uk}3k=1; 0)
τ ∈ D(B21), z2 = (0;P2δ)

τ ∈ D(B12)

решени {ρ−1
k ∇ψk}3k=1 второй вспомогателной адачи (9)–(12) на элементах

{θj((P2δ × rj) · e 3
1 )}2j=1 аналогично предыдущему пункту приводт к тодеству

(z1, B12z2)H1 = ({uk}3k=1, G{θj((P2δ × rj) · e 3
1 )}2j=1)L2(Ω) =

= (ρ1 − ρ2)〈γn,1u1, θ1((P2δ × r1) · e 3
1 )〉L2(Γ1) + (ρ2 − ρ3)〈γn,2u2, θ2((P2δ × r2) · e 3

1 )〉L2(Γ2) =

= −(ρ1−ρ2)



Γ1

(e 3
1×r1)γn,1u1 dΓ1·P2δ−(ρ2−ρ3)



Γ2

(e 3
1×r2)γn,2u2 dΓ2·P2δ = (−B21z1, z2)H2 .

3. Дл элементов z1 = (0; ω)τ ∈ D(B21), z2 = ({ζj}2j=1; 0)
τ ∈ D(B12) имеем

B21z1 =




−(ρ1 − ρ2)θ1((P2ω × r1) · e 3

1 )

−(ρ2 − ρ3)θ2((P2ω × r2) · e 3
1 )

−mlP2ω



 ,

B12z2 =


G{ζj}2j=1

−(ρ1 − ρ2)

Γ1
(e 3

1 × r1)ζ1 dΓ1 − (ρ2 − ρ3)

Γ2
(e 3

1 × r2)ζ2 dΓ2


.

Отсда имеем

(z1, B12z2)H1 = ω · [−(ρ1 − ρ2)



Γ1

(e 3
1 × r1)ζ1 dΓ1 − (ρ2 − ρ3)



Γ2

(e 3
1 × r2)ζ2 dΓ2] =

= (ρ1 − ρ2)



Γ1

((P2ω × r1) · e 3
1 )ζ1 dΓ1 + (ρ2 − ρ3)



Γ2

((P2ω × r2) · e 3
1 )ζ2 dΓ2.

С другой стороны

(−B21z1, z2)H2 =

{(ρj − ρj+1)θj((P2ω × r2) · e 3

1 )}2j=1, {ζj}2j=1


L2,Γ1

⊕L2,Γ2

=
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= (ρ1−ρ2)



Γ1

θ1((P2ω×r1)·e 3
1 )ζ1 dΓ1+(ρ2−ρ3)



Γ2

θ2((P2ω×r2)·e 3
1 )ζ2 dΓ2 = (z1, B12z2)H1 .

4. Дл элементов z1 = (0; ω)τ ∈ D(B21), z2 = (0;P2
δ)τ ∈ D(B12) имеем

B21z1 =




−(ρ1 − ρ2)θ1((P2ω × r1) · e 3

1 )

−(ρ2 − ρ3)θ2((P2ω × r2) · e 3
1 )

−mlP2ω



 , B12z2 =


G{ζj}2j=1

mlP2
δ


.

Отсда
(z1, B12z2)H1 = ω ·mlP2

δ = mlP2ω · P2
δ = (−B21z1, z2)H2 .

□

Итогом проделанных выше рассмотрений влетс следущее утвердение.

Теорема 1. Исходна начално-краева адача (2)–(4) равносилна адаче Коши

C1
dz1
dt

+ A1z1 + gB12z2 = f1(t), z1(0) = z01 , (19)

gC2
dz2
dt

+ gB21z1 = 0, z2(0) = z02 , (20)

в гилбертовом пространстве H = H1 ⊕ H2, где
z1 = ({uk}3k=1; ω)

τ , z2 = ({ζj}2j=1;P2
δ)τ , {uk}3k=1 ∈ J1

0,S,Γ(Ω), ω ∈ C3,
{ζj}2j=1 ∈ L2,Γ := L2,Γ1 ⊕ L2,Γ2 , P2

δ ∈ C2, H1 = J0,S,Γ(Ω)⊕ C3, H2 = L2,Γ ⊕ C2.
При этом оператор кинетической энергии 0 ≪ C1 ∈ L (H1), оператор

потенциалной энергии C2 = C∗
2 ∈ L (H2), оператор диссипации энергии

0 ≪ A1 : D(A1) ⊂ H1 → H1, оператор обмена энергими B :=


0 B12

B21 0


= −B∗.

4. Теорема существовани и единственности силного решени

Перепишем адачу Коши (19)–(20) в виде одного уравнени

C
dz

dt
+ Az + gBz = f(t), z(0) = z0, f(t) := (f1(t); 0)

τ , (21)

в гилбертовом пространстве H = H1 ⊕H2, где

C = diag(C1; gC2), A = diag(A1; 0), B =


0 B12

B21 0


, D(B) = D(B21)⊕D(B12).

(22)

Определение 1. Будем говорит, что адача (21) имеет силное решение
z(t) = {z1(t), z2(t)}τ на отреке [0, T ], если выполнены следущие услови.
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1◦. Функци

z(t) ∈ C([0, T ]);D(A) ∩ D(B)) ∩ C1([0, T ];H ),

D(A) = D(A1)⊕ H2, D(B) = D(B21)⊕ D(B12).

2◦. При лбом t ∈ [0, T ] выполнено уравнение (21), где все слагаемые влтс
элементами и C([0, T ];H ).

3◦. Выполнено началное условие (21).

Отметим, что адача Коши (19)–(20) с аналогичными свойствами операторных
коэффициентов иучалас ранее в работе [4], где рассматривалас адача о малых
двиених системы двух сочленённых тел с полостми, частично аполненными в-
кими идкостми. В частности, на с. 763 докаано следущее утвердение

Теорема 2. Пуст в адаче (19)–(20) выполнены следущие услови

f(t) = (f1(t); 0)
τ ∈ Cβ([0, T ];H ) (0 < β ≤ 1),

z0 = (z01 ; z
0
2), z01 ∈ D(A1), z02 ∈ D(B12). (23)

Тогда эта адача имеет единственное силное (в смысле определени 1) решение на
отреке [0, T ].

Опирас на теорему 2 моно докаат утвердение о корректной рарешимости
исходной начално-краевой адачи (2)–(4).

Теорема 3. Пуст выполнены услови теоремы 2, т. е.

f1(t) := {P0{fk}3k=1; M(t)}τ ∈ Cβ([0, T ];H1), 0 < β  1,

z01 = (u0
1; u0

2; u0
3; ω0)τ ∈ D(A1) = D( A)⊕ C3, (24)

z02 = (ζ01 ; ζ02 ; P2
δ0)τ ∈ D(B12) = (H

1/2
Γ1

×H
1/2
Γ2

)⊕ C2. (25)

Тогда исходна начално-краева адача (2)–(4) имеет единственное решение на
отреке [0, T ], которое обладает следущими свойствами.

1◦. Функции

z1(t) = (u1(t, x); u2(t, x); u3(t, x); ω(t))τ ∈

C1([0, T ]; J0,S,Γ(Ω)⊕ C3) ∩ C([0, T ];D( A)⊕ C3), (26)

z2(t) = (ζ1(t, x); ζ2(t, x); P2
δ(t))τ ∈

C1([0, T ];L2,Γ1 ⊕ L2,Γ2 ⊕ C2) ∩ C([0, T ]; (H
1/2
Γ1

×H
1/2
Γ2

)⊕ C2). (27)
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2◦. При лбом t ∈ [0, T ] выполнены уравнени (3) двиени вких идкостей
в полостх, где все слагаемые влтс элементами C([0, T ]; J0,Sk

(Ωk)), k = 1, 2, 3.
3◦. При лбом t ∈ [0, T ] выполнено уравнение (2) двиени матника, где все

слагаемые влтс элементами и C([0, T ];C3).
4◦. При лбом t ∈ [0, T ] выполнены кинематические и динамические граничные

услови, где слагаемые  элементы и C([0, T ];H
1/2
Γk

), а таке кинематические
услови дл угловых скоростей и угловых перемещений.

5◦. Выполнены началные услови (4).

5. Спектралные свойства адачи

Сформулируем еще бе докаателства спектралные свойства адачи (19)–(20),
полученные ранее в работе [4], см. таке [1] и [5].

Рассмотрим решени однородной адачи (19)–(20), ависщие от t по акону

zk(t) = exp(−λt)zk, λ ∈ C, k = 1, 2, (28)

где λ  комплексный декремент атухани, а zk ∈ Hk  амплитудный элемент.
Приходим к спектралной проблеме

A1z1 + gB12z2 = λC1z1, B21z1 = λC2z2. (29)

Моно докаат (см. [4], с. 672), что число λ = 0 влетс собственным наче-
нием адачи, которому отвечает новое состоние поко гидромеханической системы,
получаемое и исходного состони поко поворотом матника на проиволный угол
δ3e 3

1 .
Дл ненулевых чисел λ в силу обратимости оператора C2 получаем, что

z2 = λ−1C−1
2 B21z1. Подставл z2 в первое уравнение (29), приходим к адаче

A1z1 = λC1z1 + gλ−1B∗
21C

−1
2 B21z1, (30)

где уе учтено, что B12 = −B∗
21.

Осуществл еще в (30) амену

A
1/2
1 z1 = ϕ1

и действу слева оператором A
−1/2
1 , получаем спектралну адачу

L1(λ)ϕ1 = (I1 − λA
−1/2
1 C1A

−1/2
1 − gλ−1A

−1/2
1 B∗

21C
−1
2 B21A

−1/2
1 )ϕ1 = 0. (31)

В этой адаче оператор

A1 := A
−1/2
1 C1A

−1/2
1 : H1 → H1 (32)
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влетс компактным полоителным оператором, а оператор

B1 := A
−1/2
1 B∗

21C
−1
2 B21A

−1/2
1 : H1 → H1 (33)

при условии C2 ≫ 0 (система статически устойчива по линейному приблиени)
влетс компактным неотрицателным оператором. Таким обраом при этом усло-
вии пучок L1(λ) влетс хорошо иученным пучком С. Крейна (см., например, [10],
главу 7, параграфы 1–3).

Напомним, что спектр пучка С. Крейна состоит и двух ветвей полоителных
собственных начений с пределными точками +0 и +∞, а таке, вомоно, и ко-
нечного числа комплексно сопрённых пар невещественных собственных начений
в правой полуплоскости. Кадой ветви моно поставит в соответствие систему кор-
невых элементов, котора обраует баис Рисса (а таке так наываемый p-баис) в
пространстве H1 либо в его подпространстве (вомоно с конечным дефектом).

В случае статической неустойчивости оператор C2 влетс лиш ограниченным
сниу. В этом случае на основании вариационного принципа Пуанкаре-Ритца (см.
[18]) в [4] докааны следущие утвердени.

Лемма 7. Если квадратична форма оператора потенциалной энергии C2 индефи-
нитна и имеет κ отрицателных квадратов, тогда оператор B1 имеет бесконеч-
номерное дро, а квадратична форма оператора B1 таке индефинитна и имеет
ровно κ отрицателных квадратов.

Теорема 4. В случае статической неустойчивости по линейному приблиени
спектрална адача кроме собственных начений в правой комплексной полуплос-
кости имеет конечное число отрицателных собственных начений, равное чис-
лу отрицателных собственных начений оператора потенциалной энергии C2.
При этом выполнено обращение теоремы Лаграна об устойчивости, а именно
гидромеханическа система влетс таке динамически неустойчивой, причем
неустойчивост системы теретс на экспоненциално ворастащих по време-
ни нормалных двиених (см. (28) при λ < 0), т. е. неколебателным обраом
( Imλ = 0).
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Abstract.
In the middle of the last century, the American mathematician and statistician Professor

of the University of Michigan Leonard Savage (1917–1971) and the famous Swiss economist,
Professor of the University of Zurich Jurg Niehans (1919–2007) independently proposed an
approach to the choice of the solution in the one-criterion problem under uncertainty (OPU),
called the principle of minimax regret (according to Niehans–Savage). This principle, along with
the Wald’s principle of guaranteed result (maximin), plays a crucial role in making a guaranteed
decision in OPU. The main role in the principle of minimax regret is the function of regret, which
determines the risk according to the Niehans–Savage in the OPU. This risk has been widely used
in practical management tasks in recent years. In this article, one of the possible approaches
to finding a solution in OPU from the position of risk-neutrality  the person making the
decision, who simultaneously tries to improve its gain (outcome) and reduce the risk (to kill
two birds with one stone with one shot ) is proposed. As an application, the explicit form of
such solution is found for a linear-quadratic variant of the OPU in general form.
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1. Введение

1.1. Интервалные неопределенности. Математическа модел принти ре-
шени в конфликте в настощей стате представлена в виде ОН  однокритери-
алной адачи при неопределенных факторах (интервалных неопределенностх).
Считаем, что о неопределенностх ЛПР (лицу, принимащему решение) ивестны
лиш границы именени, а какие-либо веротностные характеристики отсутствут
(по тем или иным причинам). Сами неопределенности воникат а счет неполноты
(неточности) наний о реалиацих выбранных ЛПР стратегий. Например, эконо-
мическа система, как правило, подвергаетс неоиданным трудно прогноируемым
вомущеним как ивне (именение количества и номенклатуры поставок, скачки
спроса на товары, выпускаемые данным проиводством), так и инутри (повление
новых технологий, поломка и амена оборудовани, несовпадение реалных сроков
пуска нового оборудовани с планируемыми и так далее). Естественно воникает во-
прос: как при выборе стратегий учитыват наличие неопределенностей? Наконец, в
публикацих по экономике отмечаетс, что

во-первых, современные экономические системы отличатс болшим количе-
ством элементов и свей меду ними, высокой степен динамичности, наличи-
ем нефункционалных свей меду элементами, а таке действием субективных
факторов, обусловленных участием человека или коалиции в процессах функциони-
ровани экономических систем; иначе говор, экономическа система обычно функ-
ционирует в услових неопределенности внешней и внутренней среды;

во-вторых, как уе упоминалос, источниками неопределенностей в экономиче-
ских системах влтс: отсутствие достаточных сведений об экономических про-
цессах и услових их протекани, случайное или преднамеренное противодействие
со стороны других субектов, действие случайных факторов, которые нел преду-
гадат, предскаат в силу неоиданности их воникновени;

в-третих, дл оценки неопределенности исполут детерминированные,
веротностно-статистические подходы, а таке подходы, основанные на понтии
лингвистической переменной и нечеткого мноества.

В экономической литературе, вообще говор, складываетс следуща класси-
фикаци неопределенностей:

– по степени неопределенности: веротностна, лингвистическа, интервална,
полна неопределенност;

– по характеру неопределенности: параметрическа, структурна, ситуационна,
стратегическа;
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– по исполовани получаемой в ходе управлени информации: устранима и
неустранима.

аметим, что у Диева В. С. в [1] приводитс более подробна классификаци
неопределенностей в современных экономических системах.

Обор интервалных неопределенностей моно найти так е в книгах [2, 3] и
других публикацих.

Кадый и видов неопределенностей требует (дл ее учета) своего подхода. В
настощей стате мы ограничимс толко интервалными неопределенностми (о
них ивестны лиш границы именени, а какие-либо веротностные характеристи-
ки отсутствут по тем или иным причинам), а учет самих неопределенностей бу-
дет осуществлтс способом, предлоенным В. И. уковским в [4–6], который дает
вомоност перехода от исходной адачи принти решени в однокритериалной
адаче при неопределенности (ОН) к однокритериалной адаче, но уе бе неопре-
деленности.

1.2. Принцип минимаксного соалени. Одной и ванейших адач матема-
тической теории ОН традиционно считаетс выработка принципов оптималности,
т. е. ответ на вопрос: какое поведение ЛПР следует считат оптималным (раумным,
целесообраным), а таке исследование вопросов существовани и способов постро-
ени гарантированного решени. Как ра вомоному ответу на эти вопросы дл
ОН и посвщена настоща стат.

Во главу понти оптималности математическа теори игр рекомендует ста-
вит концепци устойчивости: отклонение ЛПР от рекомендованной в настощей
стате оптималной стратегии не моет улучшит, но моет и ухудшит выигрыш
и сванный с его получением риск.

Перейдем к постановке адачи. Рассматриваетс однокритериална адача при
неопределенности Γ(1) = 〈X, Y, f(x, y)〉. В Γ(1) ЛПР выбирает сво стратеги
x ∈ X ⊆ Rn, старас максимиироват начение скалрного критери f(x, y), ори-
ентирус на всевомоные реалиации неопределенности y ∈ Y ⊆ Rm. Напомним,
что о неопределенности ивестны толко границы, внутри которых она принимает
начени.

Присутствие неопределенностей приводит к повлени мноества реултатов

f(x, Y ) = {f(x, y)| ∀y ∈ Y } ,

породенных x ∈ X. Мноество f(x, Y ) моно суит, исполу риски.
Учет рисков влетс актуалной адачей в экономике, что подтвердает Но-

белевска преми 1990 года, присуденна Гарри Максу Марковицу [7] а новый
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подход к исследовани риска инвестиционных доходов. Что е такое риск? Ивест-
ный российский специалист по теории оптимиации Талгат Касимович Сираетдинов
считает, что в настощее врем не существует строгого математического определе-
ни риска [8, c. 31]. В монографии [9, c. 15] рассматриваетс шестнадцат раличных
определений риска. Болшинство и них требут статистических данных о неопре-
деленности. Однако ачасту исследовател операций (ИО) не обладает подобной
информацией (по тем или иным причинам). Именно такие ситуации и рассматрива-
тс в настощей стате.

Под риском будем понимат вомоност отклонени реалиущихс начений
критери от елаемых. аметим, что это определение перекликаетс с обычными
микроэкономическими рисками, подробно описанными, например, в [10, c. 40–50].

Напомним, что в 1939 году румынский математик, эмигрировавший в 1938 году
в Америку, Абрахам Валд (1902–1950) ввел [11, 12] принцип максимина (гаранти-
рованного реултата), поволщего находит гарантированный исход в частности
и дл однокритериалной адачи при неопределенности (ОН). Почти чере 10 лет
ивестный швейцарский экономист рг Ниханс в 1948 году и американский мате-
матик, экономист и статистик Леонард Сэвид (1917–1971) в 1951 году неависимо
предлоили в [13, 14] принцип минимаксного соалени, поволщий дл ОН
строит гарантированный риск, получивший в литературе навание риск по Сэви-
ду (поднее наван критерием Ниханса-Сэвида). аметим, что Леонард Сэ-
вид во врем Второй мировой войны работал ассистентом по статистике у самого
Дона фон Неймана, что несомненно скаалос на повлении принципа минимаксно-
го соалени, а с 1997 года в США утвердена преми Сэвида, котора еегодно
присудаетс авторам двух самых выдащихс диссертаций в области экономики и
статистики.

Дл однокритериалной адачи Γ(1) = 〈X, Y, f(x, y)〉 принцип минимаксного со-
алени аклчаетс в построении пары (xr, Rr

f ) ∈ X×R, удовлетворщей цепочке
равенств

Rr
f = max

y∈Y
Rf (x

r, y) = min
x∈X

max
y∈Y

Rf (x, y), (1)

где функци риска (по Нихансу–Сэвиду)

Rf (x, y) = max
z∈X

f(z, y)− f(x, y). (2)

Само начение Rr
f и (1) наыват риском (по Нихансу–Сэвиду) в адаче Γ(1).

Функци риска Rf (x, y) оценивает насколко реалиовавшеес начение крите-
ри f(x, y) не достает до самого лучшего (дл ЛПР в адаче Γ(1)) начени
maxz∈X f(z, y). Очевидно, что ЛПР стремитс (а счет выбора своей стратегии x ∈ X)
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вомоно уменшит Rf (x, y), естественно рассчитыва (по принципу гарантиро-
ванного реултата) на наиболшее противодействие со стороны неопределенно-
сти (см. (1)). Поэтому следу (1) и (2), ЛПР влетс оптимистом (стремитс к са-
мому хорошему дл себ начени maxx∈X f(x, y), в отличиe от ЛПР-пессимиста
(ориентированного на самый плохой дл него случай: на валдовское максиминное
решение (x0, f 0 = maxx∈X miny∈Y f(x, y) = miny∈Y f(x0, y)).

Далее будем считат, что ЛПР в адаче Γ(1) выступает как оптимист: он при
принтии решени формирует дл f(x, y) функци риска (по Нихансу–Сэвиду)
(2), начение которой принто наыват риском (по Нихансу–Сэвиду). Отметим
два обстотелства: во-первых, критери f(x, y) и Γ(1) будет отвечат свой риск
Rf (x, y) (см. (2)), во-вторых, ЛПР стремитс выбрат стратегии x ∈ X таким об-
раом, чтобы вомоно уменшит риск Rf (x, y), одновременно ориентирус на
реалиаци лбой стратегической неопределенности y(·) ∈ Y X , y(x) : X → Y .

амечание 1. Модели вида Γ(1) повлтс, например, на рынке, когда продавец
в услових непредвиденного импорта пытаетс максимиироват сво прибыл и
уменшит сванный с этим свой риск.

Учет рисков влетс актуалной адачей в экономике, что, как упоминалос вы-
ше, подтвердает Нобелевска преми 1990 года, присуденна Гарри Максу Мар-
ковицу [7] а новый подход к исследовани риска инвестиционных доходов. Таке
во многих публикацих по макроэкономике [2, 10] всех ЛПР делт на три катего-
рии. К первой отностс те, кто не лбит рисковат (рискофобы - греч. phobos
оначает бон чего-либо), вторые - лбители риска (рискофилы - греч. philia
оначает лбов к чему-либо) и, наконец, трети, кто решил одновременно учи-
тыват как исходы, так и риски (рисконейтралы). В этой стате будем считат ЛПР
рисконейтралом (и, конечно, как упомнуто выше, оптимистом).

1.3. Иерархическа интерпретаци принципа минимаксного соалени.
Перейдем к двум иерархическим интерпретацим: перва воникает при самом фор-
мировании функции риска по Нихансу–Сэвиду Rf (x, y) = maxz∈X f(z, y) − f(x, y),
втора  при находении решени (xr, Rr

f ) ∈ X × R адачи Γ(1) с точки рени
рискофила.

Иерархическа интерпретаци процесса построени функции риска по
Нихансу–Сэвиду. Иерархические игры представлт собой математическу мо-
дел конфликта с фиксированной последователност ходов и обменов информа-
цией меду его участниками [19, c. 477]. Активное равитие иерархических игр в
России началос во второй половине прошлого века, воглавллос рием Борисо-
вичем Гермейером [15] (содателем кафедры исследовани операций на факултете
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вычислителной математики и кибернетики МГУ имени М.В. Ломоносова) и продол-
аетс сейчас его учениками. Дл игр двух лиц такие игры описыват ваимодей-
ствие меду верхним (ведущим) и ниним (ведомым) уровнми иерархии. адаетс
последователност ходов игроков, т. е. очередност выбора стратегий и (вомоно)
сообщение об этом выборе партнеру.

Ваной част иерархических игр влетс выбор класса исполуемых страте-
гий в ависимости от доступной игрокам информации. В теории иерархических игр
четко сформулировано [16] математическое определение информационного расшире-
ни игры, которое, например, в частном случае, приводит к исполовани в Γ(1)

нарду с чистыми неопределенностми y ∈ Y и так наываемых информированных
(стратегических) неопределенностей  m-вектор-функций y(x) : X → Y, y(·) ∈ Y X .

Перейдем непосредственно к иерархической интерпретации построени функции
риска дл ОН Γ(1). Будем предполагат, что ведомый игрок моет примент тол-
ко сво чисту стратеги y ∈ Y , а ведущий имеет вомоност исполоват л-
бу мыслиму информаци [17, c. 353]. Итак, ограничимс чистыми стратегими
ведомого y ∈ Y и контрстратегими ведущего x(y) : Y → X, x(·) ∈ XY (мноество
функций x(y), определенных на Y со наченими в X). При формировании функции
риска будем рассматриват следущу двухуровневу двухшагову иерархическу
игру

ΓR =

XY , Y, f(x, y)


.

В ней первый ход а ведомым (игроком нинего уровн иерархии): он сообщает на
верхний уровен свои вомоные чистые стратегии y ∈ Y .

Второй ход а ведущим (игроком верхнего уровн): он, во-первых, аналитически
конструирует сво контрстратеги x(y) : Y → X:

x(y) ∈ Y (x) = Argmax
x∈X

f(x, y) ∀y ∈ Y,

т. е. находит скалрну функци f [y] = f(x(y), y) = maxx∈X f(x, y); во-вторых, фор-
мулирует атем саму функци риска по Нихансу–Сэвиду

Rf (x, y) = f [y]− f(x, y).

Построение решени игры Γ(1) дл рискофила. дес считаем, что уе най-
ден вный вид функции риска Ниханса-Сэвида Rf (x, y) = maxz∈X f(z, y)− f(x, y),
а адача сводитс к построени пары (xr, Rr

f ) ∈ X × R, определемой как реше-
ние ОН Γ(1) с поиции рискофила (лбител рисков):

Rr
f = min

x∈X
max
y∈Y

Rf (x, y) = max
y∈Y

Rf (x
r, y).
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Рассматрива адачу Γ(1), предполагаем, что ведущий ограничилс толко выбором
чистой стратегии x ∈ X, а другой игрок (ведомый) моет исполоват лбу мыс-
лиму информаци [17, c. 353], в том числе и нание стратегии x ∈ X (информацион-
на дискриминаци ведущего); атем формирует сво стратеги (неопределенност)
как функци y(x) : X → Y, y(·) ∈ Y X . В таком случае критерий в Γ(1) определетс
скалрной функцией f(x, y(x)).

Напомним, что функции вида y(·) ∈ Y X (мноество m-вектор-функций, опре-
деленных на X со наченими в Y ) в теории дифференциалных игр наыватс
контрстратегими, а адача вида Γ(1), где контрстратегии исполутс дл пред-
ставлени неопределенности, навана в [17] минимаксной игрой.

Итак дес рассматриваем иерархическу двухуровневу трехшагову игру
двух лиц (ведущего и ведомого), но в отличие от ΓR ведущий исполует чисту
стратеги x ∈ X, а ведомый  контрстратеги y(x) : X → Y, y(·) ∈ Y X .

Первый ход а ведущим: он передает на ниний уровен свои вомоные стра-
тегии x ∈ X.

Второй ход а ведомым: он аналитически конструирует y(x), согласно

max
y(·)∈Y X

Rf (x, y) = Rf (x, y(x)) = Rf [x] ∀x ∈ X,

предполага, что вектор-функци y(x) единственна (например, дл строго вогнутой
по y при кадом x ∈ X скалрной функции Rf (x, y)), передает Rf [x] на верхний
уровен.

Третий ход а ведущим: он строит стратеги xr ∈ X таку, что
minx∈X Rf [x] = Rf [x

r] = Rr
f .

Приведенное трехходовое понтие укладываетс полност в определение га-
рантированного реултата первого (ведущего) игрока в игре Γ(1) (по Гермейеру), ес-
ли в работе [5, c. 104] аменит функци выигрыша ведомого на −Rf (x, y). Не трудно
видет таке, что находс в рамках игры ΓR, ведущий игрок, если нает прави-
ло поведени ведомого, моет сам вычислит реакци ведомого и сау реалиоват
третий ход. Еще ра подчеркнем, что аналог и модификаци такого трехходового
понти удобно примент к построени гарантированного решени дл рискофи-
ла с учетом исходов и рисков дл бескоалиционного и кооперативного вариантов
конфликта.

амечание 2. Минимаксное решение дл рискофила определетс парой
xr, Rr

f = minx∈X maxy(·)∈Y X Rf (x, y) = maxy∈Y Rf (x
r, y)


по двум причинам:

а) кадой стратегии x ∈ X (в реултате операции внутреннего максимума и
второго хода maxy∈Y Rf (x, y) = Rf (x, y(x)) = Rf [x]) ставитс в соответствие самый
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болшой и воникащих при стратегии x риск по Нихансу–Сэвиду

Rf [x] = max
y∈Y

Rf (x, y) ≥ Rf (x, y) ∀y ∈ Y,

т. е. Rf (x, y) не моет при ∀y ∈ Y стат болше Rf [x] и поэтому Rf [x] моно
считат гарантией, обеспеченной рискофилу при выборе им стратегии x; аметим,
что согласно (2), всегда Rf (x, y) ≥ 0, поэтому вомоные начени функции риска
по Нихансу–Сэвиду Rf (x, y) ∈ [0, Rf [x]] при всех (x, y) ∈ X × Y ;

b) рискофил, как лбой ЛПР, хотел бы реалиоват свои решени (выбор x ∈ X)
с наименшим риском (лучше с нулевым!); этим обстотелством как ра и выван
третий ход  при принтии решени рискофилом.

Таким обраом, рискофилу предлагаетс применит в адаче Γ(1) страте-
ги xr, тем самым обеспечива себе наименшу (минималну) гаранти
Rf [x

r] = Rf (x
r, y(xr)) ≥ R(xr, y) ∀y ∈ Y . Этот е прием применим при формали-

ации силно гарантированного по исходам и рискам решени адачи Γ(1).
Приведем реултат и теории исследовани операций, касащийс информиро-

ванных неопределенностей и стратегий.

Лемма 1. Если в Γ(1) = 〈X, Y, f(x, y)〉 мноества X, Y сут компакты, а
функци f(x, y) непрерывна на X × Y , то функци максимума (минимума)
maxx∈X f(x, y) (miny∈Y f(x, y)) непрерывна на Y (X).

Лемма 1  ивестный факт, имещийс в почти всех учебных пособих по ис-
следовани операций, например [18, c. 54,187].

амечание 3. И леммы 1 следует непрерывност функции риска (2) на X × Y

(толко если в Γ(1) мноества X и Y компактны и f(x, y) непрерывна на X × Y ).
амечание 4. Пуст в Γ(1) мноества X ∈ comp Rn (мноество компактов и

Rn), Y ∈ comp Rm и f(·) ∈ C(X×Y ) (непрерывна на X×Y ), тогда гарантированное
по риску решение (xr, Rr

f ) существует.
Действително, функци риска по Нихансу–Сэвиду Rf (x, y) и (2) непрерыв-

на на X × Y (амечание 2). Но тогда, согласно лемме 1, непрерывной на X будет
и функци maxy∈Y Rf (x, y) = Rf [x] (существует имерима по Борел контрстрате-
ги  селектор y(x) : X → Y така, что

max
y∈Y

Rf (x, y) = Rf (x, y(x)) = Rf [x] ∀x ∈ X,

и Rf [x] непрерывна на X). По теореме Вейерштрасса непрерывна на компакте X

функци Rf [x] достигает минимума в точке xr ∈ X. Тогда, если оба мноества X

и Y компакты и функци f(x, y) непрерывна, гарантированное по рискам решение
(xr, Rr

f ), определенное в (1), существует.
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Таким обраом, следу хr, рискофил обеспечивает себе гаранти по риску
Rr

f ≥ Rf (x
r, y) ∀y ∈ Y и эта гаранти ∀x ∈ X будет наименшей по сравнени с

осталными гарантими Rf [x] ≥ Rf (x, y) дл всех стратегий x ∈ X. Подчеркнем еще
ра, что така процедура характерна дл рискофила (лбител рисковат). Мы е
далше в данной стате обсудим аналогичну процедуру дл рисконейтрала.

2. Новый подход к принти решени в ОН дл рисконейтрала

2.1. Предварителные амечани. дес исполуем подход, предлоенный
дл бескоалиционных игр в [21]. Дл этого от ОН Γ(1) (при неопределенности) пе-
рейдем к адаче гарантий, но уе бе неопределенностей.

На содерателном уровне адачей ЛПР до сих пор было выбор им стратегии
таким обраом, чтобы добитс вомоно болшего своего выигрыша. Но рисконей-
тралу этого мало! Он стремитс выбрат стратеги таким обраом, чтобы не толко
его выигрыш стал бы вомоно болшим, но и одновременно воникший при этом
риск вомоно меншим. Именно, напомним, что ЛПР формирует функци риска по
Нихансу–Сэвиду Rf (x, y) (2), начение которой наываетс риском ЛПР, а сам риск
по Нихансу–Сэвиду Rr

f определетс цепочкой равенств (1). Пара (xr, Rr
f ) обраует

решение адачи Γ(1) дл рискофила (лбител рисковат), ибо число Rf (x, y) харак-
териует риск ЛПР при выборе и реалиации стратегии x ∈ X. Причем считаем,что
именно такой риск ЛПР стремитс по вомоности уменшит. дес естественно
воникат два вопроса:

1. Как совместит дл ЛПР укаанные два елани (увеличение выигрыша и
одновременно уменшение риска) с помощ толко одного критери?

2. Как ЛПР осуществит оба елани единой ситуацией и при этом дополни-
телно учест действи неопределенностей?

2.2. Как обединит елание ЛПР увеличит выигрыш и одновремен-
но уменшит риск?

Построение функции риска по Нихансу–Сэвиду. Напомним, что, соглас-
но принципу минимаксного соалени (по Нихансу–Сэвиду) и раделу 1.3 и на-
стощей стати, риск у ЛПР определетс начением функции риска (соалени)
Rf (x, y) = maxz∈X f(z, y) − f(x, y), где f(x, y)  платена функци ЛПР в ада-
че Γ(1). Итак, чтобы построит функци риска Rf (x, y) дл ЛПР следует, в перву
очеред, определит ависимый максимум f [y] = maxx∈X f(x, y) при ∀y ∈ Y . Дл
находени f [y] приходитс в сво очеред предполагат (в соответствии с при-
веденной в раделе 1.3 теории двухуровневых иерархических игр) дискриминаци
игрока нинего уровн, формирущего неопределенност y ∈ Y и передащего эту
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информаци на верхний уровен при построении контрстратегии x(y) : Y → X та-
кой, что

max
x∈X

f(x, y) = f(x(y), y) = f [y] ∀y ∈ Y.

Мноество таких контрстратегий обоначаетс чере XY (мноество n-вектор-
функций x(y) : Y → X, определенных на Y со наченими в X). Итак, при на-
ходении первого слагаемого в (2) на верхнем уровне иерархии следует дл кадой
неопределенности y ∈ Y решит однокритериалну адачу


XY , Y, f(x, y)


, где на-

помним XY  мноество контрстратегий x(y) : Y → X. адача состоит в построении
скалрной функции f [y], котора определетс формулой

f [y] = max
x(·)∈XY

f(x, y) ∀y ∈ Y. (3)

А уе атем стротс функции риска (по Нихансу–Сэвиду) по формуле (2).
Непрерывност функции риска, силно гарантированные выигрыши и

силно гарантированные риски. дес и ранее мноество компактов евклидова
пространства Rk обоначалис comp Rk, факт непрерывности скалрной функции
ψ(x) на мноестве X обоначаем ψ(·) ∈ C(X).

Основну рол в этом подраделе будет играт (см. лемму 1)

Утвердение 1. Если X ∈ comp Rn, Y ∈ comp Rm и функци f(·) ∈ C(X × Y ),
то

a) функци максимума maxx∈X f(x, y) таке будет непрерывной на Y ;
b) функци минимума miny∈Y f(x, y) непрерывна на X.

Следствие 1. Если в адаче Γ(1) мноество X ∈ comp Rn, Y ∈ comp Rm и
f(·) ∈ C(X × Y ), то функци риска по Нихансу–Сэвиду Rf (x, y) будет непрерыв-
ной на X × Y (см. амечание 3).

Перейдем к силно гарантированным выигрышу и риску в ОН Γ(1). В серии
статей [4, 5] предлоено три раных способа учета неопределенностей дл прин-
ти решени в конфликтных адачах при неопределенности. Ограничимс дес
одним и трех. Он аклчаетс в том, что платеной функции f(x, y) в адаче
Γ(1) ставитс в соответствие ее силна гаранти f [x] = miny∈Y f(x, y). Отсда
е следует, что ЛПР, выбира свои стратегии x ∈ X, обеспечивает себе выигрыш
f [x] ≤ f(x, y) ∀y ∈ Y (при реалиации лбой неопределенности y ∈ Y ). Такой силно
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гарантированный выигрыш (исход) f [x] достаточно естественен при рассматривае-
мых в этой стате интервалных неопределенностх y ∈ Y , ибо о y кроме инфор-
мации о мноестве вомоных начений Y ⊆ Rm никаких дополнителных верот-
ностных характеристик у ЛПР не имеетс. Наконец, утвердение 1, следствие 1, а
таке непрерывност f(x, y) и Rf (x, y) на X × Y поволет срау установит

Утвердение 2. Если в ОН Γ(1) мноества X и Y сут компакты, а плате-
на функци f(x, y) непрерывна на X × Y , то силно гарантированный выигрыш

f [x] = min
y∈Y

f(x, y) (4)

и силно гарантированный риск

Rf [x] = max
y∈Y

Rf (x, y) (5)

будут непрерывными на Х скалрными функцими.

амечание 5. Во-первых, смысл гарантированного выигрыша f [x] и (4) в том,
что дл лбых y ∈ Y реалиовавшийс выигрыш f(x, y) будет не менше, чем f [x],
то ест исполу в Γ(1) сво стратеги x ∈ X, ЛПР обеспечит себе выигрыш
f(x, y) не менший, чем f [x] при лбой неопределенности y ∈ Y . Таким обраом,
силно гарантированный выигрыш (исход) f [x] ограничивает сниу вомоные вы-
игрыши f(x, y), которые толко воникат, когда неопределенност y пробегает
все начени и Y . Во-вторых, силно гарантированный риск Rf [x], наоборот, огра-
ничивает сверху все риски (по Нихансу–Сэвиду Rf (x, y)), которые толко могут
реалиоватс при лбых неопределенностх y ∈ Y . Действително, и (5) срау
следует неравенство

Rf [x] ≥ Rf (x, y) ∀y ∈ Y.

Итак, примен сво стратеги x ∈ X, ЛПР, с одной стороны обеспечивает
себе силну гаранти по выигрышу f [x], и, с другой стороны, одновременно сил-
ну гаранти по риску Rf [x].

Переход от ОН Γ(1) к двухкритериалной адаче векторной оптимиа-
ции. Отвечает елани ЛПР увеличит свой выигрыш и одновременно уменшит
риск нова математическа модел двухкритериалной адачи при неопределенно-
сти и двухкомпонентным векторным критерием

Γ2 = 〈X, Y, {f(x, y),−Rf (x, y)}〉 .

дес X и Y те е, что и в Γ(1), новым влетс лиш переход от однокомпонентного
f(x, y) к двухкомпонентному критери {f(x, y),−Rf (x, y)}, причем Rf (x, y) влет-
с функцией риска (по Нихансу–Сэвиду) дл ЛПР. аметим, что Rf (x, y) в адаче
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Γ2 вто со наком минус, ибо в этом случае ЛПР выбором своей стратегии x ∈ X

стремитс вомоно увеличит оба критери одновременно. При этом предполага-
етс реалност повлени лбой неопределенности y ∈ Y . аметим, что в силу
Rf (x, y) ≥ 0 при ∀(x, y) ∈ X × Y , увеличение −Rf (x, y) эквивалентно уменшени
Rf (x, y).

Исполование в адаче Γ2 лиш интервалных неопределенностей y ∈ Y (о них
ивестны лиш границы именени), обосновывает дл ЛПР вомоност ориенти-
роватс на силно гарантированный выигрыш f [x] и (4) и силно гарантированный
риск Rf [x] и (5). Такой подход приводит к переходу от Γ(1) к двухкомпонентной а-
даче векторной оптимиации, но уе бе неопределенности

Γg
2 = 〈X, {f [x],−Rf [x]}〉 ,

в которой ЛПР следует выбрат сво стратеги x ∈ X таким обраом, чтобы достич
вомоно болших начений обоих критериев f [x] и −Rf [x] одновременно.

атем дл практического построени силно гарантированных выигрыша и рис-
ка в Γg

2 следует привлеч многочисленные реултаты математической теории век-
торной оптимиации, например, и [22] с ее раличными подходами и реултатами.
Остановимс дес на решении многокритериалной адачи, предлоенной в 1909
году италнским экономистом и социологом Вилфредо Парето [23]. Дл Γg

2 мак-
сималност по Парето (эффективност) стратегии xP сводитс к несовместности,
дл лбых x ∈ X, системы и двух неравенств f [x] ≥ f [xP ], −Rf [x] ≥ −Rf [x

P ], и
которых хот бы одно строгое. В реултате приходим к следущему понти

Определение 1. Тройку

xP , f [xP ], Rf [x

P ]


наовем силно гарантированным па-
ретовским решением по исходам и рискам (СГИР) адачи Γg

2, если
а) xP  максимално по Парето в адаче Γg

2;
b) f [xP ]  начение силно гарантированного выигрыша f [x] = miny∈Y f(x, y)

в Γg
2 при x = xP ;
c) Rf [x

P ]  начение силно гарантированного риска Rf [x] = maxy∈Y Rf (x, y)

таке при x = xP .

амечание 6. В определение 1 моно было бы привлеч и другие концепции
оптималности и теории многокритериалных адач: максималност по Слейтеру,
по Борвейну, по Доффриону, А-максималност, конусну оптималност. Все эти
концепции моно найти в книге [24], там таке охвачена и св меду раличными
векторными оптималными стратегими.

Согласно определени максималности по Парето
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а) если xP  максимална по Парето, то увеличение одного и критериев при
x̄ ∕= xP и x̄ ∈ X, неибено приведет к уменшени одного и оставшихс;

b) не существует такой стратегии x ∈ X, при которой начени всех критериев
увеличатс по сравнени со наченими x = xP .

Отметим, что впервые термин максималност по Слейтеру повилс в России,
повидимому, в книге [25] в стате Гурвица Л.

Если вместо оптималности по Парето в определении 1 применит максимал-
ност по Слейтеру (слаба эффективност), то определение 1 примет вид

Определение 2. Тройку

xS, f [xS], Rf [x

S]


наовем силно гарантированным слей-
теровским решением адачи Γg

2, если
а) стратеги xS ∈ X  максимална по Слейтеру в адаче Γg

2, т. е. при лбых
x ∈ X несовместна система и двух строгих неравенств

f [x] > f [xS], −Rf [x] > −Rf [x
S];

b) f [xS]  начение силно гарантированного выигрыша при x = xS в игре Γg
2;

c) Rf [x
S]  начение силно гарантированного риска при x = xS в игре Γg

2.

Лба эффективна (максимална по Парето) стратеги влетс одновремен-
но слабо эффективной, что срау следует и определений 1 и 2, обратное утверде-
ние, вообще говор, не имеет места, таке свойство b) и амечани 6 справедливо
и дл силно гарантированного слейтеровского решени адачи Γ(1). Очевидно сле-
дущее

Утвердение 3. Если в адаче Γg
2 существует xP ∈ X и числа α, β ∈ (0, 1) такие,

что хP влетс максимиатором скалрной функции Φ[x] = αf [x] − βRf [x], то
ест

Φ[xP ] = max
x∈X

(αf [x]− βRf [x]) , (6)

то xP будет максималной по Парето в адаче Γg
2, то ест при лбых x ∈ X

несовместна систем и двух неравенств

f [x] ≥ f [xP ], Rf [x] ≤ Rf [x
P ], (7)

и которых хот бы одно строгое (будем исполоват α = β = 1).

амечание 7. Свертка критериев (4) и (5) в виде Φ[x] = αf [x] − βRf [x] пред-
ставлет интерес. Действително, если дае при x̄ ∕= xP получим увеличение гаран-
тированного исхода f [x̄] > f [xP ], то, в силу максималности по Парето стратегии
xP и Rf [x̄] ≥ 0, такое улучшение гарантированного выигрыша f [x̄] > f [xP ] неи-
бено приведет к увеличени гарантированного риска Rf [x̄] > Rf [x

P ] и, наоборот,
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уменшение гарантированного риска Rf [x̄] < Rf [x
P ] по тем е причинам приведет

к уменшени исхода f [x̄] < f [xP ] (оба случа дл ЛПР неелателны). Таким
обраом, во-первых, амена двухкритериалной адачи Γg

2 на однокритериалну
〈X,Φ[x] = αf [x]− βRf [x]〉 отвечает елани ЛПР увеличит f [x] и одновременно
уменшит Rf [x]. Во-вторых, увеличение раности αf [x] − βRf [x], в силу Rf [x] ≥ 0

и α, β ∈ (0, 1), отвечает таке елани ЛПР увеличит гарантированный выигрыш
f [x] и одновременно уменшит гарантированный риск Rf [x].

Перейдем к ответу на второй вопрос и радела 2.1: как осуществит оба елани
ЛПР единой стратегией и учест при этом наличие именно интервалной неопреде-
ленности? Дл этого от адачи Γ(1) последователно перейдем к адачам Γ1,Γ2,Γ3,
где

Γ1 = 〈X, Y, {f(x, y),−Rf (x, y)}〉 ,
Γ2 = 〈X, {f [x],−Rf [x]}〉 , (8)

Γ3 = 〈X, {Φ[x] = f [x]−Rf [x]}〉 .
Во всех трех адачах стратегии x ∈ X ⊆ Rn, неопределенности y ∈ Y ⊆ Rm,

на парах (x, y) ∈ X × Y определена платена функци f(x, y), а в (2)  функци
риска (по Нихансу–Сэвиду) Rf (x, y).

В игре Γ1 платена функци становитс двухкомпонентной: к платеной функ-
ции f(x, y) в адаче Γ(1) добавлена минус функци риска Rf (x, y) и (2).

В игре Γ2 функции выигрыша f(x, y) и риска Rf (x, y) аменены их гарантими
f [x] = miny∈Y f(x, y) и Rf [x] = maxy∈Y Rf (x, y). Наконец, в игре Γ3 вместо двух-
компонентной платеной функции исполована линейна свертка гарантий f [x] и
−Rf [x], диктуема утвердением 3.

амечание 8. Перечислим достоинства приведенного в определених 1 и 2 ре-
шени.

Во-первых, снова напомним, что экономисты подраделт ЛПР (лиц, прини-
мащих решение) на три группы. К первой отностс те, кто не лбит рисковат
(рискофобы), вторые - лбители риска (рискофилы) и, наконец, трети, кто решил
одновременно учитыват выигрыши и уменшат риски (рисконейтралы). В опре-
делених 1 и 2 считаем ЛПР рисконейтралом, т. е. учитыващим одновременно как
выигрыш (исход), так и риск.

Во-вторых, дл выигрышей определены границы сниу f [xP ] ≤ f(xP , y) ∀y ∈ Y , а
дл рисков  границы сверху Rf [x

P ] ≥ Rf (x
P , y) ∀y ∈ Y ; аметим, что существование

и непрерывност гарантий f [x] и Rf [x] ест следствие X ∈ comp Rn, Y ∈ comp Rm

и f(·) ∈ C(X × Y ) (утвердение 1).
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В-третих, улучшение гарантированного паретовского выигрыша (по сравне-
ни с f [xP ]) неибено выовет увеличение гарантированного риска (по сравнени
с Rf [x

P ]), а уменшение риска автоматически спровоцирует уменшение гаранти-
рованного выигрыша.

амечание 9. Определени 1 и 2 поволт предлоит следущий конструк-
тивный способ построени СГИР. Он сводитс к четырем этапам.

Этап I. По f(x, y) найти f [y] = maxx∈X f(x, y) и построит функци риска (по
Нихансу–Сэвиду) дл критери f(x, y), именно Rf (x, y) = f [y]− f(x, y).

Этап II. Определит силные гарантии исхода f [x] = miny∈Y f(x, y) и риска
Rf [x] = maxy∈Y Rf (x, y).

Этап III. Дл двухкритериалной вспомогателной адачи Γ2 вычислит макси-
малну по Парето стратеги xP . дес моно применит утвердение 3.

Тогда находение максималной по Парето стратегии в адаче Γ3 сведетс к
построени максимиатора xP дл

max
x∈X

(f [x]−Rf [x]) = f [xP ]−Rf [x
P ]. (9)

Этап IV. По xP определит начени силных гарантий f [xP ] и Rf [x
P ].

Полученна в реултате тройка

xP , f [xP ], Rf [x

P ]


как ра и обраует искомое
СГИР  решение, удовлетворщее определени 1, то ест в реултате применени
стратегии xP породаетс дл платеной функции f(x, y) гарантированный исход
f [xP ] с гарантированным риском (по Нихансу–Сэвиду) Rf [x

P ].
Предлоенный дес способ построени СГИР в следущем раделе настощей

стати будет реалиован дл линейно-квадратичной ОН самого общего вида.

3. вный вид функции риска по Сэвиду–Нихансу дл
линейно-квадратичного варианта ОН

3.1. Постановка адачи. Рассматриваем однокритериалну линейно-
квадратичну адачу при неопределенности

Γlq = 〈Rn,Rm, f(x, y)〉 .

дес мноество стратегий x совпадает с n-мерным евклидовым пространством Rn,
мноество неопределенностей y ест Rm, платена функци адана следущей
линейно-квадратичной формой

f(x, y) = x′Ax+ 2x′By + y′Cy + 2a′x+ 2c′y + d,

где n × n-матрица А и m × m-матрица С постонны и симметричны, прмоугол-
на n×m-матрица В постонна, n-вектор а, m-вектор с, число d постонны, штрих
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сверху оначает операци транспонировани. В Γlq а счет выбора стратегии x ∈ Rn

ЛПР стремитс достич вомоно болших начений платеной функции и вомо-
но менших начений функции риска, учитыва допустимост реалиации лбой
неопределенности y ∈ Rm.

адача состоит в построении в соответствии с амечанием 9 вного вида функции
риска по Нихансу–Сэвиду дл Γlq, а атем и СГИР.

Далее исполуем обоначени:
дл квадратной постонной матрицы A > 0 (A < 0) ⇐⇒ квадратична форма с

матрицей А определенно полоителна (соответственно, отрицателна);
0n  нулевой n-вектор;

∂f
∂x

=





∂f
∂x1...
∂f
∂xn



  градиент скалрной функции f(x, y) по x при фиксированном y;

∂2f
∂x2 =





∂2f
∂x1∂x1

· · · ∂2f
∂x1∂xn... . . . ...

∂2f
∂xn∂x1

· · · ∂2f
∂xn∂xn



  гессиан функции f(x, y) по x при фиксированном

y;
detА  оначает определител матрицы А;
En  единична n× n-матрица.
Непосредственно моно проверит, что

∂

∂x
(x′Ax) = 2Ax,

∂

∂x
(2x′By) = 2By,

∂

∂x
(2a′x) = 2a,

∂2

∂x2
(x′Ax) = 2A.

3.2. вный вид функции риска по Сэвиду–Нихансу. Итак, приступим
к построени вного вида функции риска Rf (x, y) дл адачи Γlq (в соответствии с
этапом I и амечани 9).

Этап I. Построение вного вида функции риска Rf (x, y) по Сэвиду–Нихансу
дл Γlq.

Утвердение 4. Если в адаче Γlq матрица A < 0, то функци риска по Сэви-
ду–Нихансу имеет вид:

Rf (x, y) = −(x′A+ y′B′ + a′)A−1(Ax+By + a).

Докаателство. Достаточными условими существовани n-вектор-функции x(y),
определенной на Rm со наченими в Rn и удовлетворщей услови

max
z∈Rn

f(z, y) = f(x(y), y) ∀y ∈ Rm,
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будут ограничени

∂f(x, y)

∂x
|x=x(y) = 2Ax(y) + 2By + 2a = 0n ∀y ∈ Rm,

∂2f(x, y)

∂x2
|x=x(y) = 2A < 0.

Второе требование выполнено в силу А < 0, а и первого тодества получаем

x(y) = −A−1(By + a).

Подставим x = x(y) в f(x, y)

max
z∈Rn

f(z, y) = f(x(y), y) = (y′B′ + a′)A−1(By + a)− 2(y′B′ + a′)A−1By+

+y′Cy − 2a′A−1(By + a) + 2c′y + d = −(y′B′ + a′)A−1(By + a) + y′Cy + 2c′y + d =

= y′[C − B′A−1B]y + 2(c′ − a′A−1B)y + (d− a′A−1a).

Тогда функци риска по Нихансу–Сэвиду

Rf (x, y) = f(x(y), y)− f(x, y) = −x′Ax− 2x′By − 2a′x− y′B′A−1By−

−2a′A−1By − a′A−1a = −(x′A+ y′B′ + a′)A−1(Ax+By + a),

что и требовалос докаат. □

3.3. Построение силной гарантии дл функции риска.
Этап II. Построим функци Rf [x] = maxy∈Rm Rf (x, y).

Утвердение 5. Пуст в адаче Γlq

A < 0, detB ∕= 0.

Тогда
Rf [x] = max

y∈Rm
Rf (x, y) ≡ 0 ∀x ∈ Rn.

Докаателство. Преде всего отметим, что и услови detB ∕= 0 следует, что
B  квадратна матрица, т. е. n = m. Дл находени Rf [x] определим n-вектор-
функци y(x) : Rn → Rn таку, что

max
y∈Rm

Rf (x, y) = Rf (x, y(x)) = Rf [x] ∀x ∈ Rn.

При этом восполуемс достаточными условими достиени максимума при
y = y(x) : Rn → Rn:

∂Rf (x, y)

∂y
|y=y(x) = −2B′x− 2B′A−1By(x)− 2B′A−1a = 0m ∀x ∈ Rn,

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2018, 3



Гарантированное решение дл рисконейтрала... 63

∂2Rf (x, y)

∂y2
|y=y(x) = −2B′A−1B > 0. (10)

Так как матрица A < 0, и detB ∕= 0, то справедлива цепочка импликаций

A−1 < 0 =⇒ B′A−1B < 0 =⇒ −B′A−1B > 0 =⇒ −2B′A−1B > 0

(т. е. имеет место второе требование и (10)).

И первого тодества в (10) получаем, с учетом

(B′A−1B)−1 = B−1A(B′)−1,

y(x) = −(B′A−1B)−1(B′x+B′A−1a) = −B−1A(x+ A−1a) = −B−1(Ax+ a).

Подставл найденное y = y(x) в Rf [x] имеем

Rf [x] = Rf (x, y(x)) =

= −(x′A− x′A− a′ + a′)A−1(Ax− Ax− a+ a) ≡ 0 ∀x ∈ Rn,

таким обраом, справедливо тодество Rf [x] ≡ 0 ∀x ∈ Rn. □

Продола этап II (и амечани 9), найдем силну гаранти выигрыша (ис-
хода) miny∈Y f(x, y), с учетом

f(x, y) = x′Ax+ 2x′By + y′Cy + 2a′x+ 2c′y + d.

Перейдем к построени силной гарантии исхода f [x] = miny∈Rm f(x, y) при A < 0 и
C > 0.

Лемма 2. [26, c. 89]. Дл лбой полоително определенной n × n-матрицы С
существует и причем единственна полоително определенна n × n-матрица
S така, что S2 = С. Матрица S наываетс квадратным корнем и матрицы
С и обоначаетс C

1
2 . Причем собственные числа матрицы С равны квадратам

собственных чисел матрицы C
1
2 .

Лемма 3. Если симметрична n× n-матрица C > 0, то C−1 = [S2]−1 = [S−1]2.

Докаателство. Действително, дл S = C
1
2 будет

C = S · S = S2 =⇒ C−1 = [S · S]−1 = S−1 · S−1 = [S−1]2.

□
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Лемма 4. Имеет место импликаци

A < 0 ∧ C > 0 =⇒ (A− BCB′) < 0 ∀B ∈ Rn×m,

где Rn×m  мноество постонных n×m-матриц.

Докаателство. В самом деле, справедлива цепочка импликаций

C > 0 =⇒ C−1 > 0 =⇒ BC−1B′ ≥ 0 ∀B ∈ Rn×m =⇒

=⇒ −BC−1B′ ≤ 0 ∀B ∈ Rn×m =⇒ A− BC−1B′ < 0 ∀B ∈ Rn×m.

□

Утвердение 6. Если матрицы A < 0 и C > 0, то

f [x] = min
y∈Rm

f(x, y) = x′[A− BC−1B′]x+ 2x′[a− BC−1c] + d− c′C−1c. (11)

Докаателство. Согласно лемме 2 существует матрица S така, что C = S2, причем
C > 0 =⇒ S > 0 ∧ S = S ′. Тогда, с учетом S−1S−1 = C−1 (лемма 3), SS = C и
S−1S = En получим

f(x, y) = x′Ax+ 2x′By + y′Cy + 2a′x+ 2c′y + d =

=
S−1B′x+ Sy + S−1c

2 − x′BC−1B′x− 2x′BC−1c− c′C−1c− y′Cy−
−2x′By − 2c′y + x′Ax+ 2x′By + 2a′x+ d ≥

≥ x′[A− BC−1B′]x+ 2x′[a− BC−1c] + d− c′C−1c = f [x]

при ∀x ∈ Rn, y ∈ Rm, ибо евклидова норма · ≥ 0. Тогда, по определени силной
гарантии исхода

f(x, y) ≥ f [x] ∀x ∈ Rn, y ∈ Rm

приходим к справедливости (11). □

Этапы III-IV (построение максималной по Парето стратегии xP в адаче Γ2 и
(8) и находение f [xP ]).

Как было установлено утвердением 5, если в Γlq

A < 0, m = n, detB ∕= 0, (12)

то силно гарантированный риск Rf [x] = 0 при всех x ∈ Rn, а начит и дл мак-
сималной по Парето стратегии xP в адаче Γ3 и (8). Поэтому построение макси-
малной по Парето стратегии в адаче Γlq при ограничених (12) и C < 0 сведетс к
находени максимиатора дл f [x], именно, к

max
x∈Rn

f [x] = f [xP ]. (13)

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2018, 3



Гарантированное решение дл рисконейтрала... 65

3.4. вный вид силно гарантированного паретовского решени ада-
чи Γlq

Утвердение 7. Пуст в адаче Γlq

A < 0, C > 0, m = n, detB ∕= 0.

Тогда
xP = −[A− BC−1B′]−1(a− BC−1c), (14)

f [xP ] = −(a′ − c′C−1B′)[A− BC−1B′]−1(a− BC−1c) + d− c′C−1c. (15)

Докаателство. Достаточные услови существовани стратегии xP и (13) сводт-
с к

∂f [x]

∂x
|x=xP = 2[A− BC−1B′]xP + 2(a− BC−1c) = 0n, (16)

∂2f [x]

∂x2
|x=xP = 2[A− BC−1B′]−1 < 0. (17)

Но (17) имеет место согласно лемме 4 и A < 0, C > 0, а и равенства (16) полу-
чаем, с учетом A− BC−1B′ < 0,

xP = −[A− BC−1B′]−1(a− BC−1c).

Подставл найденное дес xP в (11), приходим к

f [xP ] = (a′ − c′C−1B′)[A− BC−1B′]−1[A− BC−1B′] · [A− BC−1B′]−1(a− BC−1c)−

−2(a′ − c′C−1B′)[A− BC−1B′]−1(a− BC−1c) + d− c′C−1c =

= −(a′ − c′C−1B′)[A− BC−1B′]−1(a− BC−1c) + d− c′C−1c.

□

амечание 10. Итак дл ОН Γlq получен следущий реултат: если в линейно-
квадратичной адаче

Γlq = 〈Rn,Rm, f(x, y) = x′Ax+ 2x′By + y′Cy + 2a′x+ 2c′y + d〉

выполнены ограничени A < 0, C > 0, detB ∕= 0, то тройка

xP , f [xP ], Rf [x

P ]

, где

xP = −[A− BC−1B′]−1(a− BC−1c),

f [xP ] = −(a′ − c′C−1B′)[A− BC−1B′]−1(a− BC−1c) + d− c′C−1c, (18)

Rf [x
P ] = 0

влетс силно гарантированным паретовским решением Γlq.
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Этот реултат, с точки рени математической теории игр оначает: если ЛПР
будет в Γlq исполоват стратеги xP и (18), то обеспечит себе силно гаран-
тированный исход f [xP ] (см.(18)) с самым хорошим дл ЛПР нулевым риском
Rf [x

P ] = 0 (т. е. навернка!). Причем, согласно лемме 4 существенна част
этого исхода

−(a′ − c′C−1B′)[A− BC−1B′]−1(a− BC−1c) > 0.

аклчение

Простейшей конфликтной адачей при неопределенности была и остаетс игра
с природой, где следует выбрат действие (стратеги), оптимиирущее аданный
критерий (например, прибыл). При этом кадое действие сопроводаетс непол-
нотой или неточност информации (неопределенност) о реултатах такого дей-
стви.

дес воникает вопрос о риске, сопроводащем достигнутый реултат. Целое
направление исследований такого плана выделетс специалным видом неопреде-
ленностей (интервалных), о которых ивестны лиш границы именени, но отсут-
ствут статистические характеристики.

Примером таких неопределенностей моет слуит адача о диверсификации
меду раличными валтами годового вклада [27].

Неопределенности, о которых ивестны лиш границы именени, в России по-
лучили [28] навание дурные неопределенности и-а непредскауемости их реа-
лиаций. Именно дл оценки действий таких неопределенностей и исполуетс
функци риска по Сэвиду–Нихансу, начение которой при конкретной стратегии и
влетс мерой риска.

В стате решаетс адача выбора стратегии в ОН (однокритериалной адаче
при неопределенности), котора бы учитывала, во-первых, действи неопределен-
ности, во-вторых, стремление улучшит (увеличит) исход с одновременным умен-
шением сванного с этим риска. Примен концепци силной гарантии и [4, 5], в
работе предлоен новый подход, учитыващий все три укаанных фактора (неопре-
деленност, исход и риск) и сводщийс к построени игры гарантий, в которой
уе не содеритс неопределенностей. А уе дл игры гарантий решаетс ада-
ча двухкритериалной оптимиации. аметим, что авторы в далнейшем надетс
применит другой подход и [4, 5], сванный с векторными гарантими. Но уе
предлоенный дес поволил найти вный вид гарантированного по риску и исхо-
ду решени в достаточно общем линейно-квадратичном варианте ОН и установит,
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что гарантированный риск, а начит и лбой риск по Нихансу–Сэвиду, при этом
будет нулевым.
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On the Systems of Romanovskij Type Linear Integral Equations with
Partial Integrals.
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Abstract. Systems of linear integral equations are studied in spaces of continuous and
continuously differentiable on the square of vector functions.

The systems considered in the paper contain matrix partially integral operators and
Romanovsky matrix operators. Systems of equations with such operators are not Fredholm in any
of the spaces mentioned, even in the general case of given smooth kernels. The paper considers
systems of equations with kernels from the space of vector functions continuous on a square with
values in the space of functions summable on an interval.

Theorem 2 contains conditions under which the Fredholm property of a system of linear
integral equations of Romanovskii type with partial integrals in the space of continuous vector
functions is equivalent to the invertibility of a simpler system of linear integral equations with
partial integrals. In obtaining these conditions, the S.M. Nikol’skii theorem on the representation
of the Fredholm operator as a sum of reversible and compact operators was used. Specific classes
of kernels for which the statement of Theorem 2 is true are given, a special case of a system
of linear integral Romanovski type equations with partial integrals is considered, for which the
Fredholm system is equivalent to the invertibility of linear integral equations with a parameter
for each parameter value. Theorem 5 contains the Fredholm conditions for a system of integral
equations of the Romanovsky type with partial integrals and continuously differentiable kernels
in the space of continuously differentiable vector functions.

Keywords: systems of Romanovskij type linear integral equations, partial integrals, fredholmness
of systems, invertibility of systems, matrix operators and equations, kernels of potential type.
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Введение

В 1932 году ивестный советский математик В. И. Романовский, описал адачу
теории марковских цепей с двухсторонней св, котора приводитс к интеграл-
ному уравнени

x(t, s) =

b

a

m(t, s, σ)x(σ, t)dσ + f(t, s) ≡ (Rx)(t, s) + f(t, s). (1)

Уравнение (1) с непрерывным по совокупности переменных дром m(t, s, σ) бы-
ло исследовано В. И. Романовским в [1] методом, аналогичным методу определителей
Фредголма. Характерной особенност уравнени (1) влетс то, что оно содер-
ат частный интеграл, в котором у неивестной функции сначала переставлтс
переменные и лиш атем проиводитс интегрирование по одной и переменных.
Поэтому линейный оператор R и уравнени (1) не влетс компактным опера-
тором в пространстве непрерывных функций. В силу критери А. В. Бухвалова об
интегралном представлении линейного непрерывного оператора [2] оператор R не
влетс интегралным оператором в этом е пространстве.

Отметим, что более общие классы линейных интегралных уравнений типа Ро-
маноского при более общих предполоених относително дер иучалис в [3].

Системы линейных интегралных уравнений Романовского

xi(t, s) =
n

j=1

b

a

mij(t, s, σ)xj(σ, t)dσ + fi(t, s), i = 1, . . . , n. (2)

с операторами типа оператора R исследовалис в [4].
В данной работе иучатс системы линейных интегралных уравнений, содер-

ащие линейные операторы с частными интегралами и линейные операторы типа
оператора R.

Чере Lij,Mij, L и M будем обоначат операторы, определемые равенствами

(Lijxj)(t, s) =

b

a

lij(t, s, τ)xj(τ, s)dτ, i, j = 1, . . . , n, (3)

(Mijxj)(t, s) =

b

a

mij(t, s, σ)xj(t, σ)dσ, i, j = 1, . . . , n, (4)

L = (Lij)
n
i,j=1, M = (Mij)

n
i,j=1, (5)
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где t, s, τ, σ ∈ [a, b], функции lij(t, s, τ),mij(t, s, σ) имеримы по совокупности пере-
менных, а интегралы пониматс в смысле Лебега.

Пуст D = [a, b] × [a, b], C(D)  пространство непрерывных на D функций,
C(1)(D)  пространство непрерывно дифференцируемых на D функций, Cn(D) и
C

(1)
n (D)  пространства вектор-функций

x(t, s) = (x1(t, s), . . . , xn(t, s)), (6)

где xj ∈ C(D) и xj ∈ C(1)(D) соответственно, j = 1, . . . , n. Нормы в пространствах
Cn(D) и C

(1)
n (D) определтс равенствами

xCn(D) = max(x1C(D), . . . , xnC(D)), где xkC(D) = max
(t,s)∈D

|xk(t, s)|, k = 1, . . . , n,

x
C

(1)
n (D)

= max(x1C(1)(D), . . . , xnC(1)(D)),

где xkC(1)(D)  норма функции xk в пространстве C(1)(D) (k = 1, . . . , n).

Чере Π обоначим оператор перестановки переменных у функции x(t, s), т. е.
Π : x(t, s) → x(s, t). Очевидны следущие свойства оператора Π:

1. Π  линейный непрерывный оператор в C(D) и в C(1)(D);
2. Π = 1;
3. Π ◦ Π = I, где I  единичный оператор;
Будем рассматриват в пространствах Cn(D) и C

(1)
n (D) системы интегралных

уравнений типа Романовского с частными интегралами следущего вида:

xi(t, s) =
n

j=1

 b

a

lij(t, s, τ)xj(τ, s)dτ +

b

a

mij(t, s, σ)xj(σ, t)dσ


+ fi(t, s), i = 1, . . . , n.

(7)

Отметим, что система (2) ест частный случай системы (7).
Систему уравнений (7) апишем в виде

x(t, s) = ((L+MΠ)x)(t, s) + f(t, s), (8)

где x(t, s)  вектор-функци (6), f(t, s) = (f1(t, s), . . . , fn(t, s)), а L,M  матричные
операторы (5).

1. Услови фредголмовости системы в пространстве Cn(D)

Действие в Cn(D) оператора L + MΠ, очевидно, равносилно действи в C(D)

оператора Lij+MijΠ (i, j = 1, . . . , n). В [3] покаано, что действущий в пространстве
C(D) оператор Lij +MijΠ непрерывен. Отсда вытекает

Теорема 1. Равносилны утвердени:
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1. В Cn(D) действует оператор L+MΠ;

2. В C(D) действут операторы Lij +MijΠ, i, j = 1, . . . , n.

При этом оператор L+MΠ непрерывен.

Отметим, что критерии действи и достаточные услови действи операторов
Lij +MijΠ (i, j = 1, . . . , n) в C(D) приведены в [3].

Чере C(L1) обоначим пространство непрерывных на D вектор-функций со на-
ченими в L1 = L1([a, b]). Пространство C(L1) состоит и функций a(t, s, σ) со сле-
дущими свойствами:

b

a

|a(t, s, σ)|dσ ≤ const < ∞; (9)

дл лбого ε > 0 существует такое δ > 0, что при |t1 − t2| < δ, |s1 − s2| < δ

b

a

|a(t1, s1, σ)− a(t2, s2, σ)|dσ < ε. (10)

C(L1)  банахово пространство относително нормы

aC(L1) = sup
D

b

a

|a(t, s, σ)|dσ.

Аналогично определетс пространство C(L1(D)) и пространство C[a,b](L
1), со-

стощее и имеримых функций b(t, s, σ, σ1) и u(t, τ) соответственно.
Будем наыват линейное уравнение x = Ax + f , где A  ограниченный линей-

ный оператор в банаховом пространстве X и f ∈ X, обратимым (фредголмовым)
уравнением в банаховом пространстве X, если оператор I−A обратим (фредголмов,
т. е. имеет амкнутое мноество начений и нулевой индекс).

Теорема 2. Пуст lij,mij ∈ C(L1) (i, j = 1, . . . , n) и пуст f ∈ Cn(D). Тогда в Cn(D)

фредголмовост системы (7) равносилна фредголмовости уравнени x = Lx+ f .

Докаателство. Система (7) эквивалентна уравнени (8). апишем это уравнение
в виде

(I − L)(I −MΠ)x = LMΠx+ f. (11)

В силу теоремы Фубини оператор LMΠ допускает представление

(LMΠx)(t, s) =
n

k=1

n

j=1

b

a

b

a

lik(t, s, τ)mkj(τ, s, σ)xj(σ, τ)dσdτ, i = 1, . . . , n. (12)
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Так е, как в [3, 5], покаываетс, что при i, j = 1, . . . , n дро интегралного
оператора

(Aijxj)(t, s) =

b

a

b

a

lik(t, s, τ)mkj(τ, s, σ)xj(σ, τ)dσdτ

принадлеит C(L1(D)). Тогда оператор Aij компактен в C(D). Следователно, опе-
ратор (12) компактен в Cn(D).

В силу устойчивости фредголмовости уравнений относително компактных во-
мущений [6] фредголмовост уравнени (11) равносилна фредголмовости уравне-
ни

(I − L)(I −MΠ)x = f. (13)

С применением теоремы Фубини покаываетс, что оператор (MΠ)2 допускает
представление

((MΠ)2x)(t, s) =
n

k=1

n

j=1

b

a

b

a

mik(t, s, σ1)mkj(σ1, t, σ)xj(σ, σ1)dσdσ1, i = 1, . . . , n.

Поэтому оператор (MΠ)2 компактен в пространстве Cn(D). Следователно [2], опера-
тор I−MΠ фредголмов в Cn(D). По теореме С. М. Николского [2] I−MΠ = G+Q,
где G  обратимый, а Q  компактный в Cn(D) операторы. Тогда уравнение (13)
моно аписат в виде

(I − L)Gx+ (I − L)Qx = f. (14)

Так как (I −L)Q  компактный в Cn(D) оператор, то отсда следут, что фредгол-
мовост уравнени (14) равносилна фредголмовости уравнени

(I − L)Gx = f. (15)

В силу обратимости оператора G фредголмовост в Cn(D) уравнени (15), очевидно,
равносилна фредголмовости в Cn(D) уравнени (I − L)x = f. □

Так как непрерывные функции lij,mij (i, j = 1, . . . , n) принадлеат C(L1), то и
теоремы 2 вытекает, что в пространстве Cn(D) фредголмовост системы (7) инте-
гралных уравнений Романовского с непрерывными драми равносилна фредгол-
мовости уравнени (I − L)x = f .

Утвердение теоремы 2 справедливо, если дра lij,mij (i, j = 1, . . . , n)  огра-
ниченные имеримые функции, имещие рарывы толко вдол конечного числа
поверхностей τ = ϕij(t, s), σ = ψij(t, s) с непрерывными функцими ϕij и ψij, бо-
лее того, оно справедливо, если ограниченност функций аменит неравенствами
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ϕij(t, s, )̇Lp ≤ c < ∞, ϕij(t, s, )̇Lp ≤ c < ∞ (1 < p < ∞), так как при этих услових
lij,mij ∈ C(L1) (i, j = 1, . . . , n) [3].

Утвердение теоремы 2 справедливо дл системы (7) с драми типа потенциала,
т. е. с драми вида

lij(t, s, τ) =
l̄ij(t, s, τ)

|t− τ |αij
,mij(t, s, σ) =

m̄ij(t, s, σ)

|s− σ|βij
,

где 0 < αij, βij < 1, а l̄ij, m̄ij  непрерывные функции, i, j = 1, . . . , n, так как дра
типа потенциала принадлеат C(L1) [3].

Частным случаем системы (7) влетс система

xi(t, s) =

b

a

li(t, s, τ)xi(τ, s)dτ +
n

j=1

b

a

mij(t, s, σ)xj(σ, t)dσ + fi(t, s), i = 1, . . . , n. (16)

В условии теоремы 2 уравнение (I − L)x = f принимает вид

xi(t, s) =

b

a

li(t, s, τ)xi(τ, s)dτ + fi(t, s), i = 1, . . . , n. (17)

В этом случае фредголмовост системы (17) в пространстве Cn(D) равносилна
фредгомовости в C(D) кадого и уравнений системы (17). В силу [7, 8] фредгол-
мовост уравнений системы (17) с драми и C(L1) в C(D) равносилна их обрати-
мости в C(D), котора равносилна обратимости в C([a, b]) уравнений

xi(t) =

b

a

li(t, s, τ)xi(τ)dτ + fi(t), i = 1, . . . , n, s ∈ [a, b], fi ∈ C([a, b]). (18)

Поэтому справедлива

Теорема 3. Пуст li,mij ∈ C(L1) (i, j = 1, . . . , n) и пуст f ∈ Cn(D). Тогда в Cn(D)

фредголмовост системы (16) равносилна обратимости уравнений (17), котора
равносилна обратимости в C([a, b]) уравнений (18).

Уравнение x = Lx+ f апишем в виде системы

xi(t, s) =
n

j=1

b

a

lij(t, s, τ)xj(τ, s)dτ + fi(t, s), i = 1, . . . , n. (19)

Систему уравнений (19) с частными интегралами моно рассматриват как си-
стему интегралных уравнений с параметром s. Так как при кадом фиксированном
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s ∈ [a, b] интегралные операторы

Lij(s)xj(t) =

b

a

lij(t, s, τ)xj(τ)dτ, i = 1, . . . , n, (20)

имет дра и C[a,b](L
1), то эти операторы компактны в пространстве C([a, b]). Тогда

при кадом фиксированном s ∈ [a, b] дл системы (18), рассматриваемой в простран-
стве Cn([a, b]), справедливы теоремы Фредголма.

Покаем, что в условии теоремы 2 фредголмовост системы (19) в Cn(D) равно-
силна обратимости в Cn([a, b]) этой е системы при лбом фиксированном s ∈ [a, b].

Пуст система (19) фредголмова в Cn(D). Докаем, что эта система обратима
в Cn([a, b]) при лбом s ∈ [a, b].

Предполоим противное. Тогда при некоторых s0 ∈ [a, b] и i0 оператор I−Li0(s0),
где

Li0(s0)x(t) =
n

j=1

b

a

li0j(t, s0, τ)xj(τ)dτ,

не имеет обратного оператора, определенного на Cn([a, b]). Так как Li0(s0)  ком-
пактный в Cn([a, b]) оператор, то 1  собственное число оператора Li0(s0), которому
соответствует нормированна собственна вектор-функци x0(t) = (x01(t), . . . , x0n(t))

и Cn([a, b]). Тогда
x0(t) = Li0(s0)x0(t). (21)

Выберем в Cn([a, b]) некомпатну последователност нормированных вектор-
функций ȳk(s) = (yk1(s), . . . , ykn(s)), где yk1(s) = · · · = ykn(s) = yk(s) (k = 1, 2, . . . ).
Тогда x0(t) ⊗ ȳk(s) = (x01(t)yk(s), . . . , x0n(t)yk(s)) (k = 1, 2, . . . )  некомпатна
последователност нормированных собственных вектор-функций в Cn(D). При
i = 1, . . . , n

|(I − L)x0(t)ȳk(s)| =

yk(s)

x0i(t)−

n

j=1

b

a

lij(t, s, τ)x0j(τ)dτ

 ≤

≤ |yk(s)|

x0i(t)−
n

j=1

b

a

lij(t, s0, τ)x0j(τ)dτ

+

+|yk(s)|
n

j=1

b

a

|lij(t, s0, τ)− lij(t, s, τ)||x0j(τ)|dτ ≤

Таврический вестник информатики и математики, 3 (40)’ 2018



78 А. С. Калитвин, В. А. Калитвин, Н. И. Трусова

≤ |yk(s)|
n

j=1

b

a

|lij(t, s0, τ)− lij(t, s, τ)||x0j(τ)|dτ ≤

≤ |yk(s)|
n

j=1

b

a

|lij(t, s0, τ)− lij(t, s, τ)|dτx0Cn([a,b]).

≤
n

j=1

b

a

|lij(t, s0, τ)− lij(t, s, τ)|dτx0Cn([a,b]). (22)

В силу (10) дл проиволного ε > 0 найдетс такое δ > 0, что при |s − s0| < δ

выполнетс неравенство
b

a

|lij(t, s0, τ)− lij(t, s, τ)|dτ <
ε

nx0Cn([a,b])

.

Отсда и (22) следует, что (I − L)x0(t)ȳk(s) < ε.
Таким обраом, некомпактну последователност нормированных функций

x0 ⊗ yk (k = 1, 2, . . . ) оператор I −L переводит в сходщус к нул последовател-
ност. В силу теоремы Волфа [9, с. 294] оператор I−L не влетс фредголмовым.
Это противоречит предполоени о фредголмовости оператора I−L, следовател-
но, и системы (19). Поэтому и фредголмовости системы (19) вытекает обратимост
системы (19) в Cn([a, b]) при лбом s ∈ [a, b].

Предполоим тепер, что операторы семейства I − Li(s), где

Li(s)x(t) =
n

j=1

b

a

lij(t, s, τ)xj(τ)dτ, i = 1, . . . , n, s ∈ [a, b],

обратимы в Cn([a, b]).
Покаем, что оператор I − L обратим в Cn(D). Дл этого достаточно покаат,

что система (19) одноначно рарешима в Cn(D) при лбых непрерывных функцих
f1, . . . , fn.

Предполоим противное. Тогда либо однородное уравнение
x(t, s) = (Lx)(t, s) имеет в Cn(D) раличные решени, либо неоднородна си-
стема (19) не имеет в Cn(D) решений при некоторых непрерывных функцих
f1, . . . , fn.
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Если уравнение x(t, s) = (Lx)(t, s) имеет в Cn(D) раличные решени x1(t, s) и
x2(t, s), то при некотором фиксированном s0 ∈ [a, b] x1(t, s0) ∕= x2(t, s0). Следовател-
но, уравнение x(t) = L(s0)x(t) имеет в Cn([a, b]) раличные решени, что противоре-
чит обратимости оператора I − L(s0), рассматриваемого в Cn([a, b]).

Если уравнение x(t, s) = (Lx)(t, s) + f(t, s) не имеет решений при некоторых
функцих f1, . . . , fn ∈ C(D), то на некотором мноестве Df ⊂ D ненулевой ме-
ры не выполнтс равенство (19) при x ∈ Cn(D). Тогда на некотором мноестве
{(t, s1)|(t, s1) ∈ Df} ненулевой меры по t не выполнтс равенства

xi(t, s1) =
n

j=1

b

a

lij(t, s1, τ)xj(τ, s1)dτ + fi(t, s1), i = 1, . . . , n,

что противоречит обратимости оператора I − L(s1), рассматриваемого в Cn([a, b].

Следователно, оператор I − L обратим на Cn(D).

Так как обратимый оператор влетс фредголмовым, то и приведенных рас-
судений видно, что в Cn(D) фредголмовост оператора I − L равносилна его
обратимости и равносилна обратимости в Cn([a, b]) операторов I − Li(s) (s ∈ [a, b]).

И проведенных рассудений и теоремы 2 вытекает

Теорема 4. Пуст lij,mij ∈ C(L1) (i, j = 1, . . . , n) и пуст f ∈ Cn(D). Тогда фред-
голмовост системы (7) в Cn(D) равносилна обратимости в Cn([a, b]) при ка-
дом s ∈ [a, b] системы

xi(t) =
n

j=1

b

a

lij(t, s, τ)xj(τ)dτ + fi(t), i = 1, . . . , n, (23)

где fi ∈ C([a, b].

Методом, предлоенным Фредголмом дл системы интегралных уравнений,
система (19) линейных уравнений с частными интегралами моет быт аписана в
виде уравнени

y(t, s) =



T

k(t, s, τ)y(τ, s)dτ + g(t, s), (24)

где дл простоты обоначений полоено a = 0, b = 1, T = [0, n],

k(t, s, τ) = lij(t− i+ 1, s, τ − j + 1) дл i− 1 < t < i, j − 1 < τ < j, i, j = 1, . . . , n,

g(t, s) = fi(t− i+ 1, s), y(t, s) = xi(t− i+ 1, s) дл i− 1 < t < i, i = 1, . . . , n.

В [7] покаано, что уравнение (24) с T = [a, b] и с дром и C(L1) фредголмово
в C(T × T ) точно тогда, когда оно обратимо в C(T × T ). Однако, дае в случае
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непрерывных функций lij дро k(t, s, τ) этого уравнени моет имет рарывы на
прмых t = 1, . . . , n − 1 и τ = 1, . . . , n − 1. Поэтому уравнение (24) целесообрано
рассматриват в L∞(T × T ) при условии, что lij ∈ C(L1) и t, τ ∈ [0, 1].

2. Услови фредголмовости системы в пространстве C
(1)
n (D)

Так е, как и в предыдущем раделе, операторы Lij,Mij (i, j = 1, . . . , n) не вл-
тс компактными в C(1)(D) дае в случае непрерывно дифференцируемых нену-
левых дер. Тогда и оператор MΠ с такими е драми не влетс компактным
оператором в C

(1)
n (D). Однако операторы LMΠ, (MΠ)2 при естественных услових

на дра влтс компактными в C
(1)
n (D). Данное обстотелство поволет полу-

чит услови фредголмовости системы (7) в C
(1)
n (D).

Теорема 5. Пуст f ∈ C
(1)
n (D) и пуст lij,mij (i, j = 1, . . . , n)  непрерывно диффе-

ренцируемые функции. Тогда фредголмовост системы (7) в C
(1)
n (D) равносилна

обратимости в C
(1)
n ([a, b]) при кадом s ∈ [a, b] системы (23).

Докаателство теоремы проводитс по тем е схемам, что и докаателства
теорем 2 и 4.

аклчение

В работе получены следущие основные реултаты:
1. Установлены услови, при которых в пространстве непрерывных на квадрате

вектор-функций фредголмовост системы линейных интегралных уравнени ти-
па Романовского с частными интегралами равносилна обратимости более простой
системы линейных интегралных уравнений с частными интегралами.

2. Установлена теорема о равносилности фредголмовости частного случа си-
стемы линейных интегралных уравнений типа Романовского с частными интегра-
лами обратимости в пространстве непрерывных функций при кадом начении па-
раметра интегралных уравнений, ависщих от параметра.

3. Получены услови фредголмовости системы линейных интегралных урав-
нений типа Романовского с частными интегралами в пространстве непрерывно диф-
ференцируемых на квадрате вектор-функций.
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About new invariants of Kupka–Smale diffeomorphisms on the sphere
without sources and sinks.

Morozov A. I. Pochinka O. V.

Abstract.
We know a lot of cases, when topological entropy of continious map determine by structure

of periodic orbits. The classical result in this field is the Sharkovskiy ordering. Sharkovskiy [6]
enter mapping, that turn manifold of natural numbers in to ordered set as follows:

3 ≺ 5 ≺ 7 ≺ 9 ≺ 11 ≺ ... ≺ 2 · 3 ≺ 2 · 5 ≺ ... ≺ 22 · 3 ≺ 22 · 5 ≺ ...

≺ 23 ≺ 22 ≺ 2 ≺ 1.

It is valid for continuous interval maps. The existence of a periodic orbit of period three
implies the existence of periodic points of any period and topological entropy is positive. We have
different situation for orientation-preserving homeomorphism functioning on twodimensional
disk D2: the rotation of the disk have topological entropy zero, but such mapping can have point of
any period. In J. M. Gambaudo, S. Van Streen and C. Tresser work [1] they determine hereditable
rotation compatible of periodic orbit and proven, that any periodic orbit of orientation-preserving
homeomorphism f on D2 with topological entropy zero are hereditable rotation compatible.
Moreover, if f have the smoothness class C1+, than the condition on periodic orbit are necessary
and sufficient to conclude that topological entropy of f equal zero.

It means, that any diffeomorphism with topological entropy zero on the disk have very
simple structure of periodic orbits. Around fixed point located periodic orbit of some period,
wich is turning around fixed point and then, around every point of periodic orbit turning another
periodic orbit. According that, depending on your choice superstructure, appropriate periodic
orbit superstructures flow regular have (fig.1) engagement. Thus, irregular engagement of orbit
will be a C1 - barrier.

Cascade periodic orbits of orientation-preserving map on disk can be matched with signature,
consisting of a sequence ln, n > 0 rational numbers, that every ln discribe, how orbits of period
qn+1 associated with orbits of period qn. Moreover, with any sequence of signature and periods we
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can build orientation-preserving homeomorphism of twodimensional disk with specified signature
of cascade periodic orbits. However, exist topological barrier for realisation this cascade with
orientation-preserving diffeomorphism of twodimensional disk. Thus, in J. M. Gambaudo, D.
Sullivan, C. Tresser [3] work we can see, that sequence λn = ln

qn
is converge for C1-map. Limit of

this sequence call asymptotic number of rotation.
Classic cascade period dubling on disk have sequence λn = (−1)n

2n and realize by infinitely
smooth diffeomorphism [3]. In R. Bowen and J. Franks works ([4] и [5])built diffeomorfisms,
realize sequence λn = 1

2n in smoothness class C1 and C2 respectively. Also in work [4] there is a
hypothesis about unachievable sequence λn = 1

2n for map in smoothness class more than two.
In this work we introduce another invariant, that distinguish diffeomorphisms, wich built

using different sequence of signature. We build diffeomorphisms f+, f− : S2 → S2, which are
double applied period doubling bifurcation to diffeomorphism source-sink with turning in one
direction at f+ and turning in different directions at f−. Rsultant diffeomorphisms have only
one sink point ω+,ω−, one sourse orbit Oα+ ,Oα− and two saddle orbit Oσ1

+
,Oσ2

+
,Oσ1

−
,Oσ2

−
respectively. Then we consider orbit spaces of the sink basin

V̂+ = (W s
ω+

\ ω+)/f+, V̂− = (W s
ω− \ ω−)/f−

and natural projection

p+ : W s
ω+

\ ω+ → V̂+, p− : W s
ω− \ ω− → V̂−.

Since saddle points are hyperbolic, them orbits have invariant neighbourhoods U1
+, U

2
+, U

1
−, U

2
−.

Let

Û1
+ = p+(U

1
+), Û

2
+ = p+(U

2
+), Û

1
− = p−(U

1
−), Û

1
− = p−(U

1
−).

Threes
S+ = (V̂+, Û

1
+, Û

2
+), S− = (V̂−, Û

1
−, Û

2
−)

we call scheme of diffeomorphisms f+, f−, respectively.
The main result of this paper is the theorem below.

Theorem 1. Scheme S+, S− are not equivalent, that is not exist homeomorphism ϕ : V̂+ → V̂−,
such that ϕ(Û1

+) = Û1
−, ϕ(Û

2
+) = Û2

−.

Keywords: Kupka–Smale diffeomorphism, cascade of periodic orbits, unstable manifold, stable
manifold, orientation-preserving diffeomorphism, topological entropy

1. Введение и формулировка реултатов

Хорошо ивестны случаи, когда топологическа энтропи непрерывного отобра-
ени определетс структурой периодических орбит. Классическим реултатом в
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этом направлении влетс пордок А. Н. Шарковского. Отношение, введеное Шар-
ковским [6], превращает мноество натуралных чисел в упордоченное мноество
и притом упордоченное следущим обраом:

3 ≺ 5 ≺ 7 ≺ 9 ≺ 11 ≺ ... ≺ 2 · 3 ≺ 2 · 5 ≺ ... ≺ 22 · 3 ≺ 22 · 5 ≺ ...

≺ 23 ≺ 22 ≺ 2 ≺ 1.

Оно действително дл непрерывных отобраений интервалов. Согласно этому по-
рдку, существование периодической орбиты периода три влечет наличие периоди-
ческих точек лбого периода и, следователно, полоителное начение топологи-
ческой энтропии. Дл сохранщего ориентаци гомеоморфима, действущего на
двумерном диске D2, ситуаци ина: поворот диска имеет нулеву топологическу
энтропи, при этом моет имет точки лбого наперед аданного периода. В ра-
боте . Гамбадо, C. Ван Стрина и С. Триссера [1] введено понтие наследственно
согласованной по вращени периодической орбиты и докаано, что все периодические
орбиты сохранщих ориентаци гомеоморфимов f диска D2 с нулевой топологиче-
ской энтропией влтс наследственно согласованными по вращени. Более того,
если f имеет класс гладкости C1+ε, то описанное условие на периодические орби-
ты влетс необходимым и достаточным дл того, чтобы топологическа энтропи
отобраени f равнлас нул.

То ест лбой диффеоморфим с нулевой топологической энтропией на диске
имеет очен просту структуру периодических орбит. Вокруг неподвиной точки
располоена периодическа орбита некоторого периода, котора вращаетс вокруг
неподвиной точки, а атем вокруг кадой точки периодической орбиты вращаетс
друга периодическа орбита. При этом, с точки рени рассмотрени надстройки,
соответствущие периодические орбиты надстроечного потока (см. рисунок 1) имет
регулрные ацеплени. Таким обраом, не регулрна ацепленност орбит влетс
C1-прептствием.

Каскаду периодических орбит сохранщего ориентаци отобраени диска
моно сопоставит сигнатуру, состощу и последователности ln, n ≥ 0 рацио-
налных чисел таких, что кадое ln описывает, как орбиты периода qn+1 сваны с
орбитами периода qn. Более того, по лбой последователности сигнатур и периодов
моно построит сохранщий ориентаци гомеоморфим 2-диска с аданной сиг-
натурой каскада периодических орбит. Однако существут топологические препт-
стви дл реалиации такого каскада сохранщим ориентаци диффеоморфимом
2-диска. А именно, и работы . Гамбадо, Д. Салливана и С. Трессера [3] следует,
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Рис. 1. Отобраение слева имеет полоителну топологическу эн-
тропи. Иобраение справа не дает никакой информации о топологи-
ческой энтропии отобраени.

что последователност λn = ln
qn

влетс сходщейс дл C1-отобраений. Предел
этой последователности наываетс асимптотическим числом вращени.

Классический каскад удвоени периодов на диске имеет последователност
λn = (−1)n

2n
и реалиуетс бесконечно гладким диффеоморфимом (см. [3]). В работах

Р. Боуэна, Д. Френкса, [4] и [5] построены диффеоморфимы, реалиущие после-
дователност λn = 1

2n
в классах гладкости C1 и C2, соответственно. Таке в работе

[4] выскаана гипотеа о нереалиуемости последователности λn = 1
2n

отобраением
класса гладкости болшего двух.

В данной работе мы вводим еще один инвариант, раличащий диффеоморфи-
мы, построенные по раным последователностм сигнатур. Именно, мы строим диф-
феоморфимы f+, f− : S2 → S2, влщиес реултатами двады примененной би-
фуркации удвоени периода к диффеоморфиму источник-сток, с вращением в одну
сторону в случае f+ и в раные стороны, в случае f−. Реултирущие диффео-
морфимы имет единственну стокову точку ω+,ω−, одну источникову орбиту
Oα+ ,Oα− и две седловые орбиты Oσ1

+
,Oσ2

+
,Oσ1

−
,Oσ2

−
, соответственно. Далее мы рас-

сматриваем пространства орбит бассейнов стока

V̂+ = (W s
ω+

\ ω+)/f+, V̂− = (W s
ω− \ ω−)/f−

и естественные проекции

p+ : W s
ω+

\ ω+ → V̂+, p− : W s
ω− \ ω− → V̂−.

В силу гиперболичности седловых точек, их орбиты обладат инвариантными
окрестностми U1

+, U
2
+, U

1
−, U

2
−. Полоим

Û1
+ = p+(U

1
+), Û

2
+ = p+(U

2
+), Û

1
− = p−(U

1
−), Û

1
− = p−(U

1
−).
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Тройки
S+ = (V̂+, Û

1
+, Û

2
+), S− = (V̂−, Û

1
−, Û

2
−)

наовем сxемами диффеоморфимов f+, f−, соответственно.
Основным реултатом настощей работы влетс следуща теорема.

Теорема 1. Схемы S+, S− влтс неэквивалентными, то ест не существует
гомеоморфима ϕ : V̂+ → V̂− такого, что

ϕ(Û1
+) = Û1

−, ϕ(Û
2
+) = Û2

−.

2. Каскады периодических орбит

Пуст g  сохранщий ориентаци гомеоморфим на двумерном диске D2. Кас-
кад периодических орбит отобраени g  это последователност периодических
орбит {On}n≤0 периода {qn}n≤0 такого, что дл кадого n ≤ 1 выполнтс усло-
ви:

1. qn = an · qn−1 с условием q0 = 1 и an > 1,
2. Существует набор простых амкнутых попарно не пересекащихс кри-

вых C0
n, ..., C

qn−1−1
n , которые ограничиват попарно не пересекащиес диски

D0
n, ..., D

qn−1−1
n со следущими свойствами:

a) кадый диск Di
n содерит одну точку орбиты On−1 и pn точек орбиты On,

b) крива g(C i
n) иотопна кривой C i+1∼mod qn−1

n в проколотом диске D2 \ ∪
in

Oi,

c) ∪
0≤i≤qn−1

Di
n+1 ⊂ ∪

0≤i≤qn−1−1
Di

n.

d) диаметр диска Di
n стремитс к нул с увеличением n.

Пуст {ft}t∈[0,1]  дуга, соединща тодественное отобраение f0 с отобрае-
нием g = f1, и {ft}t∈R  ее продоление, соединщее тодественное отобраение
со всеми итерацими отобраени g, определенное формулой

gt = f [t] ◦ f{t},

где [t] и {t}  цела и дробна части t, соответственно. Обоначим чере ln алгебра-
ическое число оборотов, которые совершает вектор

ft(xn)− ft(xn−1)

ft(xn)− ft(xn−1)
в то врем, как t именетс от 0 до qn (дес .  евклидова норма в R2). Полоим

λn =


ln
qn


.
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Рис. 2. Индуктивно определенное располоение дисков {Di
n+1} с пово-

ротом оси на угол (i− 1)π/2n+1

Согласно [2], число λn не ависит от выбора шара Di
n, от выбора точки xn в

шаре Di
n, от выбора иотопии ft и влетс топологическим инвариантом гомео-

морфима с точност до сохранщего ориентаци сопргащего гомеоморфи-
ма. Более того, дл лбого каскада периодических орбит сохранщего ориентаци
C1-диффеоморфима на двумерном диске, последователност λn имеет предел, ко-
торый наываетс асимптотическим числом вращени.

На рисунке 2 иобраены две итерации отобраени, построенного в работе [4]
и реалиущего монотонну последователност λn = 1

2n
.

3. Метод факториации

Чтобы лучше представит конструкци примеров построенных в работах [4] и [5],
мы опишем другой подход к понима динамики удвоени периодов. А именно, рас-
смотрим сдвиг на единицу времени градиентного потока на сфере (см. рисунок 3).
Это отобраение g имеет восем неподвиных точек: сток ω+, седла σ1

+, σ
2
+, f+(σ

2
+) и

источники α+, f+(α+), f
2
+(α+), f

3
+(α+). Если сделат компоици этого отобраени

с поворотом в колце A1 на 180◦ относително централной вертикалной оси (посте-
пенно поворачива окруности от верхнего кра колца на 0◦ до нинего на 180◦,
сохран поворот на 180◦ во всех слох ние колца A1) и аналогичным поворотом в

Таврический вестник информатики и математики, 3 (40)’ 2018



88 А. И. Мороов О. В. Починка

Рис. 3. Градиентный поток на сфере

колцах A2 на 90◦, реултирущее отобраение f+ будет имет неподвинын точ-
ки ω+, σ

1
+, точки σ2

+, f+(σ
2
+) периода 2 и точки α+, f+(α+), f

2
+(α+), f

3
+(α+) периода 4.

Динамика диффеоморфима f− отличаетс толко тем, что вращение в колце A1

происходит в противополону вращением в A2 сторону.
В этом раделе мы введем понтие схемы S± диффеоморфимов f± и установим,

что эти схемы не эквивалентны.
Опишем общу иде факториации, достаточно часто исполуему дл уста-

новлени топологических инвариантов диффеоморфимов поверхности.
Пуст ω  неподвиный гиперболический сток поверхностного диффеоморфи-

ма f . Согласно [8], диффеоморфим f в некоторой окрестности точки ω топологиче-
ски сопрен линейному диффеоморфиму пространства R2, аданному формулой:

L(x, y) =
x
2
;
y

2


.

Vω = W s
ω \ ω. Мы определим V̂ω = Vω/f , как пространство орбит действи группы

F = {fk, k ∈ Z} на Vω и ададим естественну проекци pω : Vω → V̂ω.
Согласно [7], пространство V̂ω диффеоморфно двумерному тору, проекци pω в-

летс накрытием и индуцирует эпиморфимом ηω : π1(V̂ω) → Z, определемый сле-
дущим обраом. Пуст [ĉ] ∈ π1(V̂ω). Лбое поднтие c и петли ĉ с началом в
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x ∈ Vω имеет конечну точку в fn(x), где n ∈ Z не ависит от выбора поднти.
Тогда ηω([ĉ]) = n.

Пуст σ  гиперболическое седло периода mσ диффеоморфима f . Определим
линейный диффеоморфим A : R2 → R2 формулой:

A(x, y) =

−x

2
, 2y


.

Полоим U = {(x, y) ∈ R2 : |xy| ≤ 1}. аметим, что мноество U инвариантно от-
носително диффеоморфима A. Окрестност Uσ точки σ диффеоморфима f на-
ываетс линеариацией, если существует гомоморфим µσ : Uσ → U сопргащий
диффеоморфим fmσ |Uσ с диффеоморфимом A|U . Окрестност UOσ =

mσ−1
∪
j=0

f j(Uσ)

орбиты Oσ =
mσ−1
∪
j=0

f j(σ) с отобраением µOσ , полученным посредством гомеоморфи-

ма µσf
−j : f j(Nσ) → N, j = 0, ...,mσ − 1, наываетс линеариущей окрестност

орбиты Oσ. Существование линеариущей окрестности у лбой гиперболической
седловой орбиты следует, например, и [7].

4. Неэквивалентност схем

Рассматрим пространства орбит бассейнов стока

V̂+ = (W s
ω+

\ ω+)/f+, V̂− = (W s
ω− \ ω−)/f−

и естественные проекции

p+ : W s
ω+

\ ω+ → V+, p− : W s
ω− \ ω− → V−.

В силу гиперболичности седловых точек σ1
+, σ

2
+, σ

1
−, σ

2
−, их орбиты обладат

инвариантными линеариущими окрестностми, которые мы обоначим чере
U1
+, U

2
+, U

1
−, U

2
−. Полоим Û1

+ = p+(U
1
+), Û

2
+ = p+(U

2
+), Û

1
− = p−(U

1
−), Û

1
− = p−(U

1
−).

Чтобы понт, что схемы S+ = (V̂+, Û
1
+, Û

2
+), S− = (V̂−, Û

1
−, Û

2
−) диффеоморфи-

мов f+, f− не эквивалентны, на рисунках 4, 5 иобраены двумерные колца, в-
лщиес фундаменталными областми ограничений диффеоморфимов f+, f− на
W s

ω+
\ ω+,W

s
ω− \ ω− соответственно. В этих колцах нарисованы проекции линеари-

ущих окрестностей после осуществлени соответствущих поворотов в ниних
колцах (см. рисунок 3).

Дл получени искомых схем, достаточно склеит границы колец. Реултатом
такой склейки в обоих случах влтс двумерные торы. При этом проекци ка-
дой и окрестностей U1

+, U
1
− влетс колцом, а проекци кадой и окрестностей

U2
+, U

2
− влетс трубчатой окрестност дуги (см. рисунки 6 и 7). В силу того, что
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Рис. 4. Проекции
линеариущих
окрестностей по-
сле поворота на
π против часовой
стрелки

Рис. 5. Проекции
линеариущих
окрестностей после
поворота на π по
часовой стрелке

Рис. 6. Схема диф-
феоморфима f+

Рис. 7. Схема диф-
феоморфима f−

обединени Û1
+∪Û2

+ и Û1
−∪Û2

− имет раные гомотопические типы на двумерном то-
ре, не существует гомеоморфима ϕ : V̂+ → V̂− такого, что ϕ(Û1

+) = Û1
−, ϕ(Û

2
+) = Û2

−,

что и авершает докаателство теоремы.
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аклчение

В работе получены следущие реултаты: введен новый инвариант гомеомор-
фимов диска с каскадом периодических орбит  схема отобраени. Покаано, что
этот инвариант раличает диффеоморфимы, построенные по раным последова-
телностм сигнатур. Именно, мы построили диффеоморфимы двумерной сферы,
влщиес реултатами двады примененной бифуркации удвоени периода к
диффеоморфиму источник-сток, с вращением в одну сторону и в раные стороны.
Основным реултатом работы влетс докаателство не эквивалентности схем
этих диффеоморфимов, то ест отсутстви гомеоморфима, переводщего компо-
ненты одной схемы в компоненты другой. C 1980х годов стоит вопрос о вомоности
построени C3 диффеоморфима Купки–Смейла на сфере бе источников и стоков,
но точный ответ так и не был получен. Реултаты, полученные в этой стате, при-
блиат нас к этому ответу.

Благодарности: Реултаты получены при финансовой поддерке гранта РНФ
17-11-01041, а исклчением исследований, сванных с методом факториации, вы-
полненных в рамках проекта ЦФИ в 2018 году.
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Blockchain Wallet Address Calculation Using iOS Swift 4.

Moskaleva Y. P., Seidametova Z. S.

Abstract. Blockchain technology implemented using digital currencies such as bitcoin.
Bitcoin is an online virtual cryptographic currency based on public key that is represented by
communication protocol. Bitcoin was proposed in 2008 by an anonymous group of developers
named as Satoshi Nakamoto. Bitcoin became functional and widely using as a cryptocurrency
allowing conversion with traditional currencies. Today bitcoin is used where needed "hot
payment" scenarios (in the scale of minutes).

Bitcoin is a virtual cryptographic currency based on accounts. It is not correct to consider
bitcoins as digital tokens. Bitcoin is represented as a balance in a bitcoin account defined by
an Elliptic Curve Cryptography key pair. In the paper the Elliptic Curve is y2 = x3 + 7 in the
prime field Fp, where p = 2256 − 232 − 29 − 28 − 27 − 26 − 24 − 1. The public key is the point
on the elliptic curve (X[32], Y [32]), where X[32] is the X coordinate, occupying 32 bytes; Y [32]

is the Y coordinate, occupying 32 bytes; 0 × 04 is the marker of the uncompressed public key
representation. Markers 0× 02, 0× 03 are used to indicate the sign.

In this paper, using the basic cryptography libraries and the tools of the programming
language Swift 4 we presented the problem of the forming the Blockchain Wallet Address.

The analog of the categories of classical iOS programming language Objective C is the
technique of extensions in the modern programming language Swift. Extensions add new
functionality to existing types of classes, structures, enumerations and even protocols. The most
used scope of extensions is the addition of calculated data type properties.

The extension method adds methods to support bitcoin transformations.
To ensure the algorithmic solution of the problem of obtaining the Address we used

methods of classical cryptography. It is considered the problem of connecting the CommonCrypto
cryptographic library wired in iOS with Swift.

Keywords: NFC, NDEF, secp256k1 public key, Bitcoin Address, Swift, cryptocurrency,
blockchain wallet address
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Введение

Биткоин представлет собой цифрову систему, основанну на эллиптической
криптографии secp256k1. Биткоин впервые был предлоен в 2008 году С. Накамо-
то [1] и стал полност функционалным в нваре 2009 года, получив широкое рас-
пространение, вплот до вомоности конвертации в другие инструменты. Сегодн
биткоин исполуетс там, где необходимы быстрые операции (в шкале минуты) [2].

Биткоин  это система, основанна на учетных аписх, потому неправилно
интерпретироват биткоины как цифровые токены, посколку они представлтс
как баланс в биткоин-счетах. Биткоин-счет определетс парой криптографических
переменных на эллиптической кривой [3], [4].

Оборы исследований по клчевым проблемам биткоин-систем, таких как логи-
стические, экономические аспекты, а таке вопросы беопасности при проведении
транакций, представлены в работах [5], [6], [7], [8], [9].

Вопросы приватности, учета, адаптации общепринтых нотаций в контексте ис-
половани биткоинов, а таке реалиаци биткоин-систем и моделировани тран-
акций посвщены работы [10], [11], [12], [13], [14], [15].

Практическа реалиаци биткоин-счетов и биткоин-кошелков отобраена во
мноестве патентов. Например, в патентной авке [16] компании Coinbase, Inc. пред-
лагатс система и метод беопасной транакции на некоторый биткоин-адрес. В
патентной авке [17] рассматриваетс полователска система транакции крип-
товалты с помощ токенов. В патенте [18] предлоена система сервиса горче-
го кошелка, вклчаща сервер управлени и серверы аутентификации, которые
конфигурирутс неависимо друг от друга.

Дл осуществлени биткоин-транакци активно исполуетс технологи NFC
(Near Fieled Communication) [19], котора на сегодншний ден влетс востребо-
ванной и активно равиващейс. Технологи NFC поддериваетс болшинством
современных мобилных устройств. Основа технологии NFC – это радиочастот-
на идентификаци RFID (Radio Frequency IDentification) [19], посредством которой
RFID-метки автоматически передат, аписыват и считыват сигналы. она при-
ема ашифрованного сигнала до 10 сантиметров, поэтому NFC технологи считаетс
более ащищенным способом передачи информации по сравнени с другими техно-
логими. Повление NFC-технологий расширило диапаон применени мобилных
телефонов, в частности, телефоны начали исполоват [19]:

• дл эмулции банковских карт, которыми моно расплатитс в общественном
транспорте или супермаркете,

• дл обмена виитками при соприкосновении телефонов,
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• дл получени контекстной рекламы при прикосновении к смарт-плакату,
• дл передачии фотографий, непосредственно с телефона на принтер,
• вместо билетов на раличные виды меропритий,
• дл настройки WiFi-сетей прикосновением смартфона,
• дл обслуивани смарт-карт блокчейн-кошелков.

Равитие технологий беспроводной оплаты открыло доступ на рынок карт, осна-
щенных неависимой антенной, таких как: Visa Pay Wave, Master Card PayPass,
Google Wallet, и др.

Хот чипы NFC встроены в iPhones, начина с модели iPhone 6, функционал
поддерки чтени NFC-меток добавлен в Core NFC толко в операционну систему
iOS 11, начина с модели iPhone 7.

Смарт-карты поддериват чтение данных в формате NDEF, в соответствии со
следущими стандартами NFC Forum [20], [21], [22]:

• NFC Forum Type 4 Tag Operation Specification [NFCForum-TS-Type-4-Tag_ 2.0],
• NFC Data Exchange Format (NDEF) Technical Specification [NFCForum-TS-

NDEF_ 1.0].

Открывшиес технические вомоности и добавленный в Core NFC функционал
чтени NFC ставит перед продвинутыми полователми iOS адачи обслуивани
блокчейн математики. Настоща работа посвщена решени адачи формировани
Адреса блокчейн-кошелка по открытому клчу дл апроса баланса Bitcoin Main
или Ethereum MainNet в ависимости от типа криптовалты. Правилным и тра-
диционным iOS-решением влетс установка и исполование наденых и прове-
ренных библиотек. Однако стремителный прогресс технологии блокчейн и переход
iOS-раработки с традиционного ыка раработки Objective C на Swift (последние
стабилные версии Swift 4.x) ставт адачи, нудащиес в алгоритмической под-
дерке.

1. Постановка адачи

Пуст формат исходных данных адан в следущем виде:

[0× 04, X[32], Y [32]].

Это открытый клч криптографии на эллиптической кривой secp256k1 в неса-
том (uncompressed) формате. Крива secp256k1 представлет собой криву

y2 = x3 + 7,

над полем простых чисел Fp (p > 3), где p = 2256 − 232 − 29 − 28 − 27 − 26 − 24 − 1.
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Таким обраом, открытый клч – это точка эллиптической кривой (X[32], Y [32]),
где X[32] – координата X, анимаща 32 байта, Y [32] – координата Y , анимаща
32 байта, 0 × 04 – это маркер несатого (uncompressed) представлени открытого
клча.

Эллиптические кривые симметричны относително оси OX, что поволет опре-
делит естественный сатый (compressed) формат, при котором достаточно адат
координату X и нак (координата Y вычислетс и уравнени кривой с точност
до нака). Дл укаани нака исполутс маркеры 0× 02, 0× 03.

Необходимо исполу библиотеки баовой криптографии CommonCrypto и сред-
ства ыка программировани Swift 4 предлоит расширени и утилиты дл реа-
лиации алгоритма вычислени биткоин Адреса и несатого (uncompressed) откры-
того клча.

Дл понимани алгоритма приведем пример несатого (uncompressed) откры-
того клча.
Пример 1. Дан несатый (uncompressed) открытый клч
04C20B28FE822F16D83233C57F90CFEED64B41082A83F16347026177B33F6D9F0C052
48F85AA99145336022D583DABD8F46F85271E093939B3AE6765F854977802
Определит биткоин Адрес.

В Примере 1 открытый клч аписан шестнадцатеричной строкой, где 2 цифры
определт 1 байт. 0×04 – это 1 байт и по 64 шестнадцатеричных цифры на каду
координату, дат в реултате 65 байтов.

Сформулируем алгоритм формировани Адреса c промеуточными контрол-
ными реултатами дл открытого клча и Примера 1:

1. Вт открытый клч в формате шестнадцатеричной строки длины 130
шестнадцатеричных цифр (65 байт)
Входные данные:
04C20B28FE822F16D83233C57F90CFEED64B41082A83F16347026177
B33F6D9F0C05248F85AA99145336022D583DABD8F46F85271E093939
B3AE6765F854977802

2. Применит к открытому клчу хеш функци SHA-256
Реултат:
05E565044A1BAFB00A7CD460083DC4BE10EBC9D26D77A43C4D47F5E
48F2C12F1

3. К реултату шага 2 применит хеширование RIPEMD-160
Реултат:
1F84B0737B783BEE4E93627C9E0D1931F753D648
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4. Добавит версионный байт Main Network 0x00 к началу строки предыдущего
шага
Реултат:
001F84B0737B783BEE4E93627C9E0D1931F753D648

5. К расширенному реултату RIPEMD-160 применит SHA-256
Реултат:
239164C4AD4AB7DA4EDD32A7CAECE3F3DD22DFCC3017FABA2959B302
A63DB317

6. Применит SHA-256 еще ра к реултату шага 5 Реултат:
A3E1FAF166543E65FED2FC3D3FAD5C5155DE99A85151C16150E0A10E
D79FFE38

7. Вт первых 4 байта после второго применени SHA-256 (эти 4 байта наы-
ватс проверочной суммой адреса)
Реултат:
A3E1FAF1

8. Проверочну сумму адреса добавит к расширенному реултату RIPEMD-160
шага 4.
Реултат шага 8 наыват 25-байтным бинарным Адресом
001F84B0737B783BEE4E93627C9E0D1931F753D648A3E1FAF1

9. Перевести бинарный адрес в кодировку Base58.
Реултатом это шага влетс наиболее распространенный формат биткоин
Адреса
13seuMnL53QwZBfYpvk61CgqmnfnWc4ahv

2. Баова криптографи Адреса

В алгоритме вычислени Адреса исполутс хеш функции SHA-256, RIPEMD-
160 и кодировка Base58.

Перва верси алгоритма хешировани SHA повилас в 1993 году, модификаци
SHA-256 в 2003. Префикс 256 это рамер реултата хешировани в битах. Наиболее
естественным дл iOS способом выглдит исполование CommonCrypto библиотеки.
CommonCrypto – это Apple’s Open Sourse библиотека криптографических методов,
котора вшита в iOS. Дл раработки на Objective C методы библиотеки становтс
доступными после добавлени аголовка библиотеки. В случае Swift подклчение
CommonCrypto перестает быт тривиалным. Рассмотрим следущу последова-
телност шагов в интегрированной среде раработки Xcode:
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1. Содаем в проекте новый .h файл с именем [ИмПрилоени]-Bridging-
Header.h

2. В Build Settings находим Objective-C Bridging Header и добавлем им содан-
ного файла [ИмПрилоени]-Bridging-Header.h

3. В соданный файл добавлем аголовочный файл библиотеки CommonCrypto

Листинг. [ИмПрилоени]-Bridging-Header.h

#ifndef [ИмПрилоени]_Bridging_Header_h
#define [ИмПрилоени]_Bridging_Header_h

#import <CommonCrypto/CommonHMAC.h>
#endif

После чего SHA-256 легко обеспечиваетс следущей утилитой

func sha256($\_$data: Data) -> Data? {
guard let res=NSMutableData(length:Int(CC_SHA256_DIGEST_LENGTH))
else {return nil}
CC_SHA256((data as NSData).bytes, CC_LONG(data.count),
res.mutableBytes.assumingMemoryBound(to: UInt8.self))
return res as Data

}

RIPEMD-160 – это криптографическа хеш-функци, распространенна в 1990-х
годах. Самым простым вариантом исполовани этой функции влетс подклче-
ние библиотеки.

Последней баовой криптографией алгоритма вычислени Адреса влетс ко-
дировка Base58. Base58 отличаетс от Base64 тем, что и обращени убраны символы
0, O, l, I, так как их легко перепутат.

3. Вспомогателные методы работы с бинарными данными

Дл сопроводени алгоритма Адреса расширим тип данных Data.

extension Data {
func hexEncodedString() -> String {

return map { String(format: "%02hhx", $0) }.joined()
}

}

Расширение обеспечивает перевод бинарных данных в шестнадцатеричну стро-
ку.
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А метод дл обратной трансформации – и шестнадцатеричной строки в бинар-
ные данные моет быт реалиован следущим обраом.

public func dataWithHexString(hex: String) -> Data {
var hex = hex
var data = Data()
while(hex.count > 0) {

let c: String = hex.substring(to: hex.index(hex.startIndex,
offsetBy: 2))
hex = hex.substring(from: hex.index(hex.startIndex, offsetBy: 2))
var ch: UInt32 = 0
Scanner(string: c).scanHexInt32(&ch)
var char = UInt8(ch)
data.append(&char, count: 1)

}
return data

}

4. Пошагова реалиаци алгоритма вычислени Адреса

Шаг 1. Вомем открытый клч в формате шестнадцатеричной строки длины
130 шестнадцатеричных цифр (65 байт)

let hexPublicKey = "0450863AD64A87AE8A2FE83C1AF1A8403CB53F53E486D8511DAD8
A04887E5B23522CD470243453A299FA9E77237716103ABC11A1DF38855ED6F2EE187E9C5
82BA6"

Шаг 2. Применим к открытому клчу утилиту sha256

guard let binaryHash = sha256(binaryPublicKey) else {
return

}

let binaryHashToHex = binaryHash.hexEncodedString()
//Шаг 2 05E565044A1BAFB00A7CD460083DC4BE10EBC9D26D77A43C4D47F5E48F2C12F1
print("Шаг 2 \(binaryHashToHex.uppercased())")

Шаг 3. Применим хеширование RIPEMD-160

let binaryRipemd160 = RIPEMD160.hash(message: binaryHash)
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let binaryRipemd160ToHex = binaryRipemd160.hexEncodedString()
//Шаг 3 1F84B0737B783BEE4E93627C9E0D1931F753D648

print("Шаг 3 \(binaryRipemd160ToHex.uppercased())")

Шаг 4. Добавим версионный байт Main Network 0× 00 к началу строки преды-
дущего шага

let hexExtendedRipend160 = "00" + binaryRipemd160.hexEncodedString()

//Шаг 4 001F84B0737B783BEE4E93627C9E0D1931F753D648
print("Шаг 4 \( hexExtendedRipend160.uppercased())")

Шаг 5. К расширенному реултату RIPEMD-160 снова применим утилиту
SHA256

let binaryExtendedRipemd = dataWithHexString(hex: hexExtendedRipend160)
guard let binaryOneSha = sha256(binaryExtendedRipemd) else {

return
}
let binaryOneShaToHex = binaryOneSha.hexEncodedString()
//Шаг 5 239164C4AD4AB7DA4EDD32A7CAECE3F3DD22DFCC3017FABA2959B302A63DB317
print("Шаг 5 \(binaryOneShaToHex.uppercased())")

Шаг 6. Еще одно применение утилиты SHA256

guard let binaryTwoSha = sha256(binaryOneSha) else {
return

}
let binaryTwoShaToHex = binaryTwoSha.hexEncodedString()
//Шаг 6 A3E1FAF166543E65FED2FC3D3FAD5C5155DE99A85151C16150
E0A10ED79FFE38
print("Шаг 6 \(binaryTwoShaToHex.uppercased())")

Шаг 7. Выделение проверочной суммы

let checkHex = binaryTwoShaToHex.substring(to:
binaryTwoShaToHex.index(binaryTwoShaToHex.startIndex, offsetBy: 8))
//Шаг 7 A3E1FAF1
print("Шаг 7 \(checkHex)")
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Шаг 8. Конструирование 25-байтного бинарного Адреса

let addCheckToRipemd = hexRipend160 + checkHex

//Шаг 8 001F84B0737B783BEE4E93627C9E0D1931F753D648A3E1FAF1
print("Шаг 8 \(addCheckToRipemd)")

Шаг 9. апис бинарного Адреса в кодировке Base58

let binaryForBase58 = dataWithHexString(hex: addCheckToRipemd)
let address = String(base58Encoding: binaryForBase58)

//Шаг 9 13seuMnL53QwZBfYpvk61CgqmnfnWc4ahv
print("Address \(address)")

Представленные фрагменты кода пошаговой инструкции поволт преобрао-
ват открытый несатый (uncompressed) клч (в качестве примера адавалс клч в
формате шестнадцатеричной строки длины 130 шестнадцатеричных цифр – 65 байт)
в Адрес Блокчейн Кошелка.

аклчение

В настощей стате, исполу библиотеки баовой криптографии и средства
ыка программировани Swift 4, решаетс адача формировани Адреса Блокчейн
Кошелка.

Аналогом категорий классичеcкого iOS ыка программировани Objective C в
современном ыке Swift влетс техника расширений. Расширени добавлт но-
вые функционалности к существущим типам классов, структур, перечислений и
дае протоколов. Наиболее исполуемой област применени расширений вл-
етс добавление вычислемых свойств типов данных.

Методом расширени добавлены методы поддерки биткоин преобраований.
Дл обеспечени алгоритмического решени адачи получени Адреса метода-

ми классической криптографии в работе рассмотрена адача подклчени в Swift
вшитой в iOS криптографической библиотеки CommonCrypto.
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Abstract. The aim of this article is to consider some problems of the theory of orthogonally
additive operators in vector lattices. Order bounded orthogonally additive operators acting
between vector lattices were introduced and studied in 1990 by Mazón and Segura de León.
Recently, a new class of orthogonally additive operators in vector lattices where the condition of
order boundness of an operator is replaced with a much weaker property was investigated by the
author of these notes and Ramdane. It is worth to note that today the theory of orthogonally
additive operators is an area of the intense study. Let E be a vector lattice and F a real linear
space. An operator T : E → F is said to be orthogonally additive if T (x + y) = T (x) + T (y)

whenever x, y ∈ E are disjoint. Evidently from the definition that T (0) = 0. It is clear that
the set of all orthogonally additive operators is a real vector space with respect to the natural
linear operations. Let E and F be vector lattices. We say that an orthogonally additive operator
T : E → F is positive if T (E) ⊂ F+ and we say that an orthogonally additive operator T : E → F

is regular if T = S1 − S2 for some positive orthogonally additive operators Si : E → F , i ∈ 1, 2.
In this paper we investigate the band of laterally continuous operators in the vector lattice of all
regular orthogonally additive operators between vector lattices E and F . We show that the band
which is disjoint to the band generated by all singular orthogonally additive operators coincides
with the band of all laterally continuous orthogonally additive operators.

Keywords: Orthogonally additive operator, regular operator, laterally continuous operator,
singular operator, orthogonally additive map, vector lattice, lateral ideal.

Предварителные сведени

Ортогонално аддитивные операторы в векторных решетках попали в поле ре-
ни исследователей в начале 90-х годов прошлого столети [8]. В последние годы
эти операторы стали област интенсивных исследований ([2–6, 12, 13]). В данном
раделе мы приведем предварителные сведени, необходимые дл далнейшего, а
таке афиксируем терминологи и обоначени. Стандартным источником ссылок



О латерално непрерывных ортогонално аддитивных операторах 105

по теории векторных решетках влтс монографии [1, 7]. Все векторные решетки,
рассматриваемые ние в тексте, влтс архимедовыми.

Пуст E  векторна решетка. Сет (xα)α∈Λ ⊂ E наываетс пордково сход-

щейс к элементу x ∈ E (исполуетс обоначение xα
(o)−→ x), если существует сет

(uα)α∈Λ в E+, така что uα ↓ 0 и |xα − x| ≤ uα дл всех индексов α ∈ Λ удовле-
творщих неравенству α ≥ α0 дл некоторого α0 ∈ Λ. Два элемента x, y вектор-
ной решетки E наыватс динктными (исполуетс обоначение x⊥y), если
|x| ∧ |y| = 0. Сумма x + y двух динктных элементов x и y обоначаетс x ⊔ y.

апис x =
n

i=1

xi оначает, что x =
n

i=1

xi и xi⊥xj if i ∕= j. Элемент y ∈ E наываетс

осколком элемента x ∈ E, если y⊥(x − y). апис y ⊑ x выраает тот факт, что
y – осколок элемента x. Мноество всех осколков элемента x ∈ E обоначаетс Fx.
Линейное подпространство E0 векторной решетки E наываетс пордковым идеа-
лом, если дл лбых x, y таких, что x ∈ E0, y ∈ E и услови |y| ≤ |x| вытекает, что
y ∈ E0. Пордковый амкнутый идеал наываетс полосой.

Определение 1. Пуст E  векторна решетка и пуст F  действителное век-
торное пространство. Оператор T : E → F наываетс ортогонално аддитивным,
если T (x+ y) = T (x) + T (y) дл лбых динктных элементов x, y ∈ E.

сно, что T (0) = 0. Мноество всех ортогонално аддитивных операторов вл-
етс действителным векторным пространством относително естественных линей-
ных операций слоени векторов и умноени вектора на элемент пол.

Определение 2. Пуст E и F  векторные решетки. Ортогонално аддитивный
оператор T : E → F наываетс:

• полоителным, если Tx ≥ 0 дл лбого x ∈ E;
• регулрным, если имеет место представление T = S1 − S2, где S1 и S2  поло-

ителные ортогонално аддитивные операторы и E в F ;
• латерално-пордково ограниченным, если дл лбого x ∈ E мноество T (Fx)

пордково ограниченно в F .

Мноества всех полоителных, регулрных и латерално-пордково ограниченных
ортогонално аддитивных операторов и E в F обоначаетс OA +(E,F ), OA r(E,F )

и P(E,F ) соответственно.

Векторное пространство P(E,F ) наделено отношением частичного пордка 
S ≤ T ⇔ T − S ≥ 0. Отметим, что в случае пордковой полноты векторной решетки
F дл упордоченного пространства P(E,F ) справедлива следуща теорема.
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Теорема 1. ([12],Theorem 3.6). Пуст E и F  векторные решетки, и решетка F

пордково полна. Тогда P(E,F ) влетс пордково полной векторной решеткой и
P(E,F ) = OA r(E,F ). Кроме того дл лбых S, T ∈ P(E,F ) и x ∈ E справедливы
формулы:

1. (T ∨ S)(x) := sup{Ty + Sz : x = y ⊔ z}.
2. (T ∧ S)(x) := inf{Ty + Sz : x = y ⊔ z}.
3. (T )+(x) := sup{Ty : y ⊑ x}.
4. (T )−(x) := − inf{Ty : y ⊑ x}.
5. |Tx| ≤ |T |(x).

Рассмотрим некоторые примеры.

Пример 1. Кадый линейный оператор T ∈ L+(E,F ) адает полоителный орто-
гонално аддитивный оператор R : E → F , где R(f) = T (f+) дл лбого f ∈ E.

Пример 2. Напомним, что векторное пространство R влетс одномерной вектор-
ной решеткой с естественным пордком. Тогда мноество P(R) совпадает с мное-
ством всех функций f : R → R таких, что f(0) = 0.

Одним и самых ваных примеров влетс нелинейный интегралный оператор
Урысона.

Пример 3. Пуст (A,Σ, µ) и (B,Ξ, ν) – пространства с полными σ-конечными ме-
рами, и (A × B, µ × ν) – их пополненное проиведение. Пуст K : A × B × R → R
функци, удовлетворща следущим условим1:

(C0) K(s, t, 0) = 0 дл µ× ν-почти всех (s, t) ∈ A× B;
(C1) K(·, ·, r) влетс µ× ν-имеримой дл всех r ∈ R;
(C2) K(s, t, ·) влетс непрерывной на R дл µ× ν-почти всех (s, t) ∈ A× B.

Обоначим чере L0(B,Ξ, ν) или L0(ν) упордоченное пространство классов
эквивалентности ν-имеримых почти всду конечных действителноначных функ-
ций, аданных на B, где частичный пордок f ≤ g адан как f(t) ≤ g(t) ν-почти
всду на B. Тогда L0(ν) – векторна решетка.

Дл аданной функции f ∈ L0(ν) функци |K(s, ·, f(·))| влетс ν-имеримой
дл µ-почти всех s ∈ A и hf (s) :=


B
|K(s, t, f(t))| dν(t) таке влетс µ-имеримой

функцией. Введем следущее обоначение

DomB(K) := {f ∈ L0(ν) : hf ∈ L0(µ)}.

1(C1) и (C2) наыватс условими Каратеодори.
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Тогда определен оператор T : DomB(K) → L0(µ),

(Tf)(s) :=



B

K(s, t, f(t)) dν(t) µ− п.в.

Пуст E и F – пордковые идеалы в L0(ν) и L0(µ), соответственно и K удовлетворет
условим (C0)-(C2). Тогда, если E ⊆ DomB(K) и T (E) ⊆ F , определен ортогонал-
но аддитивный оператор, действущий и T : E → F , наываемый интегралным
оператором Урысона.

Частным случаем интегралного оператора Урысона влетс оператор Гаммер-
штейна, аданный формулой

(Tf)(s) :=



B

K(s, t)u(t, f(t)) dν(t) µ− п.в.,

где K(·, ·) – µ × ν-имерима функци на A × B и u : B × R → R – така функци,
что u(t, ·) непрерывна на R дл ν-почти всех t ∈ B, u(·, r) ν-имерима дл лбого
r ∈ R и u(t, 0) = 0 дл ν-почти всех t ∈ B (дл соблдени услови C0).

1. Основной реултат

В настощем раделе мы получим характериаци полосы латерално непрерыв-
ных ортогонално аддитивных операторов, как полосы динктной полосе, поро-
денной сингулрными операторами.

Пуст E  векторна решетка. Сет (xα)α∈Λ ⊂ D наываетс латерално сход-

щейс к x ∈ D, если xα ⊑ xβ ⊑ x дл лбых индексов α < β и xα
(o)−→ x. В этом

случае будем писат xα
lat−→ x или x = (l)− limα xα.

Пуст F таке векторна решетка. Ортогонално аддитивный оператор
T : У → F наываетс латерално непрерывным (σ-латерално непрерывным), ес-

ли и соотношени xα
lat−→ x (xn

lat−→ x) следует, что Txα
(o)−→ Tx (Txn

(o)−→ Tx).
Векторное пространство всех латерално непрерывных (σ-латерално непрерывных
) ортогонално аддитивных операторов и E в F обоначаетс чере OA c(E,F )

(OA σc(E,F ).)
Кадый интегралный оператор Урысона T : E → F влетс σ-латерално

непрерывным ([9], Предлоение 2.9).
Если E и F  векторные решетки, и решетка F пордково полна, то пространства

OAc(E,F ) и OAσ,c(E,F ) влтс полосами в OA r(E,F ) ([12], Теорема 3.13). Дл
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векторной решетки E мноество M ⊂ E наываетс латерално амкнутым (σ-
латерално амкнутым), если оно содерит пределы всех латерално сходщихс
сетей (последователностей), составленных и элементов M .

В пространстве OA r(E,F ) латерално непрерывные операторы играт рол ана-
логичну пордково непрерывным операторам в линейном случае. Поэтому выы-
вает интерес иучение полосы OA⊥

c (E,F ), динктной полосе латерално непре-
рывных операторов. Пуст E  векторна решетка. Напомним, что подмноество
M ⊂ E наываетс латерално плотным (σ-латерално плотным), если дл лбого
e ∈ E найдетс сет (eα) ⊂ M (найдетс последователност (en) ⊂ M) така, что
eα

lat−→ e (en
lat−→ e). Дл далнейшего вано отметит, что лбого латерално плот-

ного (σ-латерално плотного) мноества его латералное амыкание (латералное
σ-амыкание) совпадает с E.

Подмноество D векторной решетки E наываетс латералным идеалом, если
выполнтс следущие услови:

• если x ∈ D, тогда y ∈ D дл лбого y ∈ Fx;

• если x, y ∈ D, x⊥y, тогда x+ y ∈ D.

Приведем некоторые примеры.

Пример 4. Пуст E  векторна решетка. Кадый пордковый идеал в E влетс
латералным идеалом.

Пример 5. Пуст E  векторна решетка и e ∈ E. Тогда Fe  латералный идеал.

Пример 6. Пуст E,F  векторные решетки и T ∈ OA +(E,F ). Тогда
KT := {x ∈ E : Tx = 0}  латералный идеал в E.

Пуст E и F – векторные решетки и D  латералный идеал векторной решетки
E. Отобраение T → D → F наываетс:

• ортогонално аддитивным, если T (x+ y) = Tx+Ty дл лбых динктных
элементов x, y ∈ D;

• полоителным, если Tx ≥ 0 дл лбого x ∈ D

Лемма 1. ([12], Теорема 4.4). Пуст E,F  векторные решетки, где решетка F

пордково полна, D ⊂ E  латералный идеал и T : D → F полоителное ор-
тогонално аддитивное отобраение. Тогда существует TD ∈ OA +(E,F ), такой
что TDe = Te дл лбого e ∈ D.

аметим, что оператор TD ∈ OA +(E,F ) адаетс формулой

TDe = sup{Tf : f ⊑ e, f ∈ D}.
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Оператор T ∈ OA r(E,F ) наываетс сингулрным (σ-сингулрным), если он
равен нул на некотором латерално плотном (σ-латерално плотном) латерал-
ном идеале. Мноество всех сингулрных (σ-сингулрных) ортогонално аддитив-
ных операторов обоначим чере OA s(E,F ) (OA σs(E,F )).

Теорема 2. Пуст E и F  пордково полные векторные решетки. Тогда
OA c(E,F ) = OA ⊥

s (E,F ) (OA σc(E,F ) = OA ⊥
σs(E,F )), т.е. полосы латерално

непрерывных ( σ-латерално непрерывных) операторов и операторов, динктных
сингулрным (σ-сингулрным) совпадат.

Докаателство. Докаателство представим дл латерално неперерывных опера-
торов. В σ-непрерывном случае докаателсво аналогично. Рассудени достаточно
провести дл полоителных операторов. Пуст полоителный ортогонално ад-
дитивный оператор T латерално непрерывен. Допустим, что T /∈ OA ⊥

s (E,F ). Тогда
существует полоителный ортогонално аддитивный оператор S ∈ OA s(E,F ) дл
которого G := T ∧ S > 0. Так как 0 ≤ G ≤ S, то G равен нул на некотором
латерално плотном латералном идеале. Но с другой стороны G ∈ OA c(E,F ). В
силу того, что латерално непрерывные операторы обраут полосу в пространстве
OA r(E,F ) (см. [12], Теорема 3.13) получаем, что G ∈ OA c(E,F ) в силу чего G то-
дественно равен нул. Обратно, пуст T ∈ OA ⊥

s (E,F ) и T ≥ 0. Покаем, что T

 латерално непрерывный оператор. Предполоим, что существует сет (xα)α∈Λ,
латерално сходщас к x и удовлетворща неравенству y = (o)− limα Txα < Tx.
Чере Eα обоначим латералный идеал Fx−xα . Кадому элементу α ∈ Λ сопоста-
вим полоителное ортогонално аддитивное отобраение Gα : Eα → F , аданное
правилом

Gαe = Te, e ∈ Eα.

Тогда согласно лемме 1 существут полоителные ортогонално аддитивные опе-
раторы TEα : E → F , начени которых на соответствущих латералных идеалах
Eα совпадат со начением оператора T . Полоим G = (o) − limGα. Так как век-
торна решетка OA r(E,F ) пордково полна, а сет (Gα)α∈Λ убывает и ограничена
сниу, то укаанный предел существует. Таким обраом определен полоителный
ортогонално аддитивный оператор 0 ≤ G ≤ T и кроме того G ∈ OA ⊥

s (E,F ). Опе-
ратор G ненулевой, так как

(x− xα) ⊥ xα; Tx = T (x− xα + xα) = T (x− xα) + Txα ⇒

Tx− Txα = T (x− xα);

Gx = (o)− lim
α

Gαx = (o)− lim
α

T (x− xα)x =
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Tx−

(o)− lim

α
Txα


= Tx− y > 0.

Тепер покаем, что оператор G одновременно и сингулрный. Обоначим чере E ′

мноество всех e ∈ E, таких что Fe ∩Eα0 = 0 дл некоторого индекса α0 ∈ Λ. сно,
что E ′  латералный идеал в E. Докаем, что идеал E ′ латерално плотен. Пуст
e такой элемент решетки E, что мноества Eα ∩ Fe содерат ненулевые элементы
дл лбого индекса α ∈ Λ. Тогда согласно ([11], лемма 3) существут осколки eα
элемента e, такие что eα ∈ Eα ∩ Fe и Fe−eα ∩ Eα = 0. Полоим fα := e − eα. сно,
что fα ∈ E ′ и сет (fα)α∈Λ латерално сходитс к e и таким обраом установлено, что
E ′  латерално плотный латералный идеал. Одако в силу того, что Кроме того
и определени сно, что оператор G обращаетс в нул на E ′. Однако в силу того,
что T ∈ OA ⊥

s (E,F ) и 0 ≤ G ≤ T следует, что оператор G нулевой. Полученное про-
тиворечие докаывает, что оператор T латерално непрерывен. Теорема полност
докаана. □

аклчение

В работе установлено, что полоса латерално непрерывных ортогонално ад-
дитивных операторов, действущих и пордково полной векторной решетки E в
пордково полну векторну решетку F , совпадает с полосой ортогонално адди-
тивных операторов, динктной полосе, породенной сингулрными ортогонално
аддитивными операторами.

Исследование поддерано грантом РФФИ 17-51-12064.
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On Periodic at Infinity Functions with Respect to Subspaces of
Vanishing at Infinity Functions.

Strukova I. I.

Abstract. In the article under consideration we study periodic at infinity functions from
Cb(J, X), i. e. bounded continuous functions defined on an interval J = {R+;R} with their values
in a complex Banach space X. Together with an ordinary subspace C0 ⊂ Cb of functions vanishing
at infinity we define a subspace (L1C)0 ⊂ Cb of functions vanishing at infinity upon the average.
Then we introduce a range of different subspaces of functions such that C0 ⊂ C0 ⊂ (L1C)0 and
call them vanishing at infinity. So, by choosing one of those subspaces C0 we introduce different
types of slowly varying and periodic at infinity functions (with respect to the chosen subspace).

A function x ∈ Cb,u is called slowly varying at infinity with respect to the subspace C0 if
(S(t)x−x) ∈ C0 for all t ∈ J. Respectively, for some ω > 0 a function x ∈ Cb,u is called ω-periodic
at infinity with respect to the subspace C0 if (S(ω)x− x) ∈ C0.

Those functions are an extension of the class of periodic at infinity functions, which appear
naturally as bounded solutions of certain classes of differential and difference equations. Our main
focus is to develop the basic harmonic analysis for periodic at infinity functions (with respect to
the chosen subspace C0) and an analogue of the celebrated Wiener’s Lemma that deals with the
absolutely convergent Fourier series.

For a periodic at infinity function (with respect to the chosen subspace) we introduce the
concepts of canonical and generalized Fourier series with coefficients slowly varying at infinity
(not necessarily constant and not necessarily having a limit at infinity) and study their properties.
Besides, we prove the summability of the Fourier series by the method of Chesaro.

We also introduce a notion of C0-invertibility of a continuous function, in terms of which
the analogue of Wiener’s Lemma is derived: if a C0-invertible periodic at infinity function with

1Исследование выполнено при финансовой поддерке РФФИ в рамках научного проек-
та  18-31-00097
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respect to the subspace C0 has an absolutely convergent Fourier series then each of its C0-inverse
functions also has an absolutely convergent Fourier series.

Moreover, derive a spectral criterium of periodicity at infinity and a criterium of
representability of periodic at infinity function with respect to the subspace C0 as a sum of
pure periodic and vanishing at infinity (with respect to C0) functions.

The results were received with essential use of isometric representations and Banach modules
theories.

Keywords: vanishing at infinity function, slowly varying at infinity function, periodic at infinity
function, Banach space, Fourier series, Banach module

1. Подпространства исчеащих на бесконечности функций

Пуст X  комплексное банахово пространство, EndX  банахова алгебра ли-
нейных ограниченных операторов (эндоморфимов), действущих в X. Пуст J 
один и промеутков R+ = [0,∞), R = (−∞,∞).

Рассматриваетс банахово пространство Cb = Cb(J, X) непрерывных и огра-
ниченных на J функций со наченими в X и нормой x∞ = sup

t∈J
x(t),

Cb,u = Cb,u(J, X)  амкнутое подпространство равномерно непрерывных функций и
Cb(J, X), C0(J, X) = {x ∈ Cb(J, X) : lim

|t|→∞
x(t) = 0}  подпространство исчеащих

на бесконечности функций и Cb(J, X).
В банаховом пространстве Cb(J, X) рассмотрим (полу-)группу

S : J → EndCb(J, X) операторов, действущих по правилу

(S(t)x)(τ) = x(t+ τ), t, τ ∈ J. (1)

В стате систематически исполуетс следущее понтие исчеащей на беско-
нечности в среднем функции:

Определение 1. Функци x ∈ Cb(R, X) наываетс исчеащей на бесконечности
в среднем, если выполнено одно и следущих эквивалентных условий:

1) lim
α→∞

 1
α

α
0

x(s+ t)ds = 0 равномерно относително t ∈ R;

2) f ∗ x ∈ C0(R, X) дл лбой функции f и алгебры L1(R).

Мноество функций и Cb(R, X), исчеащих на бесконечности в среднем, обо-
начим символом (L1C)0 = (L1C)0(R, X).

Лемма 1. Оба услови и определени 1 эквивалентны.
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Докаателство. Рассмотрим мноество функций (fα,α > 0) и алгебры L1(R) вида

fα(t) =


1
α
, t ∈ [0,α],

0, t /∈ [0,α],

када и которых имеет преобраование Фуре вида

fα(λ) =
1

iλα
(1− e−iλα), λ ∈ R.

Первое условие определени 1 моно аписат в виде fα ∗ x ∈ C0(R, X) дл лбого
α ∈ R.

Отметим, что преобраовани Фуре fα функций fα, α > 0, раделт точки и
R, и потому по теореме Винера (см. [1]) их линейные комбинации плотны в алгебре
L1(R). Следователно, условие 2) определени 1 выполнено дл лбой функции f и
алгебры L1(R). И отмеченного следует, что условие 1) выполнено дл лбого α > 0.

Если выполнено свойство 2), то fα ∗ x ∈ C0(R, X) дл лбой направленности
(fα,α > 0) и алгебры L1(R), т.е. выполнено свойство 1). □

Непосредственно и определени следует, что мноество функций (L1C)0(R, X)

обраует амкнутый подмодул и Cb(R, X).

Определение 2. Функци x ∈ Cb(R+, X) наываетс исчеащей на бесконечности
в среднем, если существует ее продоление y ∈ Cb(R, X) со следущими свойствами:

1) y(t) = x(t) дл всех t ∈ R+;

2) y ≤ Cx, C > 0;

3) y ∈ C0(R−, X);

4) S(t)x ∈ Cb(R+, X) дл всех t ≥ 0, x ∈ Cb(R+, X);

5) дл лбого другого продолени z ∈ Cb(R, X), обладащего свойствами 1)–4),
выполнетс условие y − z ∈ C0(R, X).

Пример 1. Следущие функции принадлеат пространству (L1C)0(J,C) :
1) x1 : J → C вида x1(t) = eit

2
, t ∈ J;

2) x2 : J → R вида x2(t) = sin at2, t ∈ J, a > 0;

3) x3 : J → R вида x3(t) = cos at2, t ∈ J, a > 0.

Определение 3. Далее символом C0 = C0(J, X) обоначим амкнутое (с нормой и
Cb,u) подпространство функций и Cb,u(J, X), обладащих свойствами:

1) S(t)x ∈ C0 дл лбого t ∈ J и лбой функции x ∈ C0;
2) C0(J, X) ⊂ C0(J, X) ⊂ (L1C)0(J, X);
3) eλx ∈ C0 дл лбого λ ∈ R, где eλ(t) = eiλt, t ∈ R. Кадое такое подпростран-

ство будем наыват подпространством исчеащих на бесконечности функций.
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Примерами таких подпространств влтс определенные ние подпростран-
ства C0,int(J, X) и C0,p(J, X), p ∈ [1,∞).

Функци x и Cb,u(J, X) наовем интегрално исчеащей на бесконечности,
если

lim
α→∞

1

α
sup
t∈J

α

0

x(t+ s) ds = 0.

Мноество интегрално исчеащих на бесконечности функций будем обоначат
символом C0,int = C0,int(J, X). Отметим, что C0,int(J, X) влетс амкнутым под-
пространством и Cb,u(J, X). В [2] были введены почти периодические на бесконеч-
ности функции относително подпространства C0(J, X), удовлетворщего услови
C0(J, X) ⊂ C0(J, X) ⊂ C0,int(J, X).

Рассмотрим таке семейство амкнутых в Cb,u(J, X) подпространств

C0,p = C0,p(J, X) = {x ∈ Cb,u(J, X) : lim
t→∞

1

α
sup
t∈J

α

0

x(s+ t)p ds = 0},

где p ∈ [1,∞). Таким обраом, C0,1(J, X) = C0,int(J, X)  подпространство интеграл-
но исчеащих на бесконечности функций.

Во всех рассматриваемых подпространствах и Cb(J, X) символ X опускаетс,
если X = C (например, C0(J,C) = C0(J)).

2. Периодические на бесконечности функции и их рды Фуре

Напомним, что символом C0 = C0(J, X) обоначено проиволное подпростран-
ство исчеащих на бесконечности функций, удовлетворщее всем условим опре-
делени 3.

Определение 4. Функци x ∈ Cb,u(J, X) наываетс медленно менщейс на бес-
конечности относително подпространства C0(J, X), если S(α)x−x ∈ C0(J, X) дл
лбого α ∈ J.

Отметим, что в работах [3, 4] давалос определение медленно менщихс на бес-
конечности функций относително подпространства C0(R, X) и иучалис их свой-
ства.

Мноество медленно менщихс на бесконечности функций относително под-
пространства C0(J, X) обоначим символом Csl,∞(J, X;C0).

Непосредственно и определени следует
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Лемма 2. Лбое пространство Csl,∞(J, X;C0) ⊂ Cb,u(J, X) медленно менщих-
с на бесконечности относително подпространства C0(J, X) функций влетс
амкнутым подпространством в Cb,u(J, X).

Например, функци x : J → X вида x(t) = c + x0(t), t ∈ J, c ∈ X, x0 ∈ C0(J, X),

принадлеит пространству Csl,∞(J, X;C0).
При C0(J) = C0(J) примерами медленно менщихс на бесконечности функций

и Csl,∞(J, X;C0) влтс:
1) x1(t) = sin ln(1 + |t|), t ∈ J;
2) x3(t) = arctg t, t ∈ J;
3) лба непрерывно дифференцируема функци x ∈ Cb(J) со свойством

lim
|t|→∞

ẋ(t) = 0.

Определение 5. Пуст ω > 0. Функци x ∈ Cb,u(J, X) наываетс ω-
периодической на бесконечности относително подпространства C0(J, X), если
(S(ω)x− x) ∈ C0(J, X).

Таким обраом, када ω-периодическа на бесконечности (относително под-
пространства C0(J, X)) функци x влетс решением раностного уравнени ви-
да x(t + ω) − x(t) = y(t), t ∈ J, где y ∈ C0(J, X), а када медленно мен-
щас на бесконечности (относително C0(J, X)) функци влетс периодической
на бесконечности (относително C0(J, X)) лбого периода. Периодические на беско-
нечности функции относително подпространства C0(R, X) иучалис в [3–5]. Мно-
ество ω-периодических на бесконечности функций относително подпространства
C0(J, X) = C0(J, X) обоначим символом Cω,∞ = Cω,∞(J, X;C0).

Пуст ω > 0. Символом Cω(J, X) обоначим подпространство банахова простран-
ства Cb,u(J, X), состощее и ω-периодических функций, т.е. функций x ∈ Cb,u(J, X),

дл которых выполнено условие S(ω)x = x.

Отметим,что оба мноества Csl,∞(J, X;C0) и Cω,∞(J, X;C0) обраут линейные
амкнутые подпространства банахова пространства Cb,u(J, X). Банахово простран-
ство Cω(J, X) обраует амкнутое подпространство в Cω,∞(J, X;C0). Таким обраом,
имет место вклчени Csl,∞(J, X;C0) ⊂ Cω,∞(J, X;C0) ⊂ Cb,u(J, X), при этом все
они инвариантны относително операторов S(t), t ∈ J.

Примерами периодических на бесконечности функций относително подпро-
странства C0(J, X) влтс:

1) пределно периодические функции, т.е. функции x : J → X, представимые в
виде x = y + y0, где y ∈ Cω(J, X), y0 ∈ C0(J, X);
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2) функци x ∈ Cb,u(R, X) така, что она совпадает с x ∈ Cω(R, X) на R+ и
lim

t→−∞
x(t)X = 0;

3) лба функци и Csl,∞(J, X;C0);

4) лба функци x ∈ Cb,u(J, X), представима в виде x =
n

k=−n

xk(t)e
i 2πk

ω
t, t ∈ J,

n ∈ N, где xk ∈ Csl,∞(J, X;C0), k ∈ Z.

Определение 6. Каноническим рдом Фуре функции x ∈ Cω,∞(J, X;C0) будем
наыват рд вида 

n∈Z

xn(t)e
i 2πn

ω
t, t ∈ J,

где функции xn : J → X, n ∈ Z, определтс формулами

xn(t) =
1

ω

ω

0

x(t+ τ)e−i 2πn
ω

(t+τ)dτ, t ∈ J, n ∈ Z, (2)

и наыватс каноническими коэффициентами Фуре функции x.

сно, что если x ∈ Cω(J, X), то xk(t) ≡ xk = 1
ω

ω
0

x(τ)e−i 2πk
ω

τdτ, t ∈ J, k ∈ Z, 

обычные коэффициенты Фуре непрерывной периодической функции x.

Определение 7. Обобщенным рдом Фуре функции x ∈ Cω,∞(J, X;C0) наываетс
лбой рд вида 

n∈Z

yn(t)e
i 2πn

ω
t, t ∈ J, (3)

где yn, n ∈ Z,  такие функции и Cb,u(J, X), дл которых yn − xn ∈ C0(J, X), n ∈ Z,
а функции xn, n ∈ Z, определтс формулой (2).

Лемма 2. Канонические коэффициенты Фуре xn, n ∈ Z, (определенные формулой
(2)) влтс медленно менщимис на бесконечности функцими (относител-
но подпространства C0(J, X)), т.е. xn ∈ Csl,∞(J, X;C0), n ∈ Z.

Утвердение леммы следует и равенств xn(t + ω) − xn(t) =

1
ω

ω
0

(S(ω)x− x)(t+ τ)e−i 2πn
ω

(t+τ)dτ, t ∈ J, n ∈ Z.

Непосредственно и определени 7 и леммы 2 следует, что коэффициенты лбого
обобщенного рда Фуре обладат свойством: yn ∈ Csl,∞(J, X;C0), n ∈ Z.

3. Основные реултаты

Этом пункте приведены полученные реултаты о свойствах рдов Фуре перио-
дических на бесконечности функций относително подпространства C0(J, X), аналог
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теоремы Винера об абсолтно сходщихс рдах Фуре, критерий представимости
такой функции в виде суммы периодической и исчеащей на бесконечности функ-
ций и спектралный критерий периодичности функции на бесконечности. Докаа-
телства всех реултатов приводтс в конце стати.

Теорема 1. Коэффициенты лбого обобщенного рда Фуре функции
x ∈ Cω,∞(J, X;C0) принадлеат пространству Csl,∞(J, X;C0) и удовлетвор-
т услови lim

n→∞
yn = 0.

Рассмотрим функции ek, k ∈ Z, следущего вида ek(t) = ei
2πk
ω

t, t ∈ J.

Определение 8. Будем говорит, что рд Фуре (3) периодической на бесконечно-
сти функции x ∈ Cω,∞(J, X;C0) суммируем на бесконечности методом Чеаро, если
существует последователност (y0n, n ∈ N) функций и C0(J, X) така, что

lim
n→∞

x−
n

k=−n


1− |k|

n+ 1


ykek + y0n = 0.

При этом када и функций yk, k ∈ Z, эквивалентна функции xk, определемой
формулой (2), (т.е. yk − xk ∈ C0(J, X), k ∈ Z) и допускает продоление на вс
комплексну плоскост до целой функции экспоненциалного типа.

Теорема 2. Рд Фуре лбой функции x ∈ Cω,∞(J, X;C0) суммируем на бесконеч-
ности методом Чеаро.

Отметим, что выбор обобщенных коэффициентов Фуре в этой теореме не имеет
начени.

Определение 9. Будем говорит, что обобщенный рд Фуре (3) периодической на
бесконечности функции x ∈ Cω,∞(J, X;C0) сходитс к x относително подпростран-
ства C0(J, X), если существует последователност (x0

n, n ∈ N) функций и C0(J, X)

така, что lim
n→∞

x−
n

k=−n

ykek + x0
n = 0.

Вано отметит, что данное определение корректно, т.е. сходимост не ави-
сит от выбора обобщенного рда Фуре функции x. Это обснетс тем, что
yn − xn ∈ C0(J, X), где xn, n ∈ Z,  канонические коэффициенты Фуре функции x,

определемые по формуле (2).
Символом y∼ обоначим норму класса эквивалентности, построенного по функ-

ции y ∈ C (J, X), т.е. величину y∼ = inf
y0∈C0(J,X)

y − y0.
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Определение 10. Будем говорит, что функци x ∈ Cω,∞(J, X;C0) имеет абсолтно
сходщийс рд Фуре, если существует обобщенный рд Фуре (3) этой функции
такой, что


n∈Z

yn∼ < ∞.

Отметим таке, что если функци x имеет абсолтно сходщийс рд Фуре,
то ее канонический рд Фуре сходитс к x относително подпространства C0(J, X).

Однако канонический рд Фуре функции x моет не быт абсолтно сходщимс,
хот функци имеет абсолтно сходщийс рд Фуре в смысле определени 10.

Если X  банахова алгебра, то функции и Cω,∞(J, X;C0), имещие абсолтно
сходщийс рд Фуре, обраут амкнуту подалгебру в Cω,∞(J, X;C0), обонача-
ему символом Aω,∞(J, X;C0) (символом Aω,∞(J), если X = C и C0 = C0).

Одним и реултатов стати влетс теорема 4, в которой следуща наме-
нита теорема Н. Винера (см. [6]) распространетс на функции и Aω,∞(J, X).

Теорема 3. Если функци f ∈ Aω(R) обладает свойством f(t) ∕= 0 дл всех t ∈ R,
то функци 1/f таке имеет абсолтно сходщийс рд Фуре.

Пуст X  банахова алгебра с единицей e.

Определение 11. Функци x ∈ Cb,u(J, X) наовем обратимой относително под-
пространства C0(J, X) (или обратимой на бесконечности), если существует функ-
ци y ∈ Cb,u(J, X) така, что xy − e, yx− e ∈ C0(J, X), где e(t) ≡ e, t ∈ J. Функци y

будем наыват обратной к x относително подпространства C0(J, X).

Если y1, y2  обратные к x ∈ Cb,u(J, X) относително подпространства C0(J, X)

функции, то y1 − y2 ∈ C0(J, X).

Основным реултатом данной работы влетс следуща

Теорема 4. Пуст X  банахова алгебра с единицей. Если функци
a ∈ Cω,∞(J, X;C0) обратима относително подпространства C0(J, X) и име-
ет абсолтно сходщийс рд Фуре, то лба обратна к ней относително
подпространства C0(J, X) функци имеет абсолтно сходщийс рд Фуре.

Рассмотрим последователност (AN , N ∈ N) операторов и EndCb,u(J, X) сле-

дущего вида AN = 1
N

N−1
k=0

S(kω), N ≥ 1, причем AN = 1, N ≥ 1.

В данной стате получен критерий представимости периодической на бесконечно-
сти функции в виде суммы периодической и исчеащей на бесконечности функций.

Теорема 5. Дл того, чтобы функци x ∈ Cω,∞(J, X;C0) была представима в виде
x = x1 + x0, где x1 ∈ Cω(J, X), x0 ∈ C0(J, X), необходимо и достаточно, чтобы в
Cb,u(J, X) существовал lim

N→∞
ANx.
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Таке получен следущий спектралный критерий периодичности на бесконеч-
ности функции:

Теорема 6. Дл того, чтобы функци x ∈ Cb,u(J, X) принадлеала простран-
ству Cω,∞(J, X;C0), необходимо и достаточно, чтобы имело место вклчение
Λess(x) ⊂ 2π

ω
Z.

Символом Λess(x) обоначен существенный спектр функции x ∈ Cb,u(J, X)

(см. [5]). Аналогичные реултаты дл случа C0 = C0 были получены в [4, 5].

4. Банаховы L1(R)-модули и спектр Берлинга

В данном раделе будут приведены некоторые определени и факты и теории
банаховых модулей, существенно исполуемые в далнейшем.

Пуст X  комплексное банахово пространство и EndX  банахова алгебра
линейных ограниченных операторов, действущих в X . Пуст L1(R)  банахова
алгебра определенных на R имеримых по Лебегу и суммируемых комплекснонач-
ных (классов) функций со сверткой (f ∗ g)(t) =



R
f(t− s)g(s)ds, t ∈ R, f, g ∈ L1(R),

в качестве умноени.
Будем считат, что X влетс невыроденным банаховым L1(R)-модулем

(см. [7, 8]), структура которого ассоциирована с некоторым ограниченным иомет-
рическим представлением T : R → EndX . Это оначает, что выполнтс два
свойства следущего предлоени:

Предлоение 1. Дл банахова L1(R)-модул X выполнтс следущие услови:
1) и равенства fx = 0, справедливого дл лбой функции f ∈ L1(R), следует,

что вектор x ∈ X  нулевой (свойство невыроденности банахова модул X );
2) дл всех x ∈ X имет место равенства (свойство ассоциированности модул-

ной структуры на X с представлением T : R → EndX ):

T (t)(fx) = (T (t)f)x = f(T (t)x), t ∈ R, f ∈ L1(R).

Если T : R → EndX  силно непрерывное ограниченное представление, то
формула

T (f)x = fx =



R

f(t)T (−t)xdt, f ∈ L1(R), x ∈ X , (4)

определет на X структуру банахова L1(R)-модул, удовлетворщего условим
предполоени 2, причем эта модулна структура будет ассоциирована с представ-
лением T.
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амечание 1. С кадым невыроденным банаховым L1(R)-модулем X ассоцииро-
вано единственное представление T : R → EndX (см. [7]). Чтобы это подчеркнут,
иногда будет исполоватс обоначение (X , T ).

Теори банаховых L1(R)-модулей илоена в [7–9].

Определение 12. Вектор и банахова L1(R)-модул X наовем непрерыв-
ным (относително представлени T ) или T -непрерывным, если функци
ϕx : R → X , ϕx(t) = T (t)x, t ∈ R, непрерывна в нуле (и, начит, непрерывна
на R).

Совокупност всех T -непрерывных векторов и банахова L1(R)-модул X обо-
начим чере Xc или (X , T )c. Оно обраует амкнутый подмодул и X , т.е. Xc 
амкнутое линейное подпространство и X , инвариантное относително всех опера-
торов T (f), T (t), f ∈ L1(R), t ∈ R.

Далее чере f : R → C обоначаетс преобраование Фуре

f(λ) =


R

f(t)e−iλtdt, λ ∈ R,

функции f ∈ L1(R).

Определение 13. Спектром Берлинга вектора x ∈ X наываетс мноество чисел
Λ(x) и R вида

Λ(x) = {λ0 ∈ R : fx ∕= 0 дл лбой функции f ∈ L1(R) c f(λ0) ∕= 0}.

И определени следует, что Λ(x) = R\{µ0 ∈ R : существует функци f ∈ L1(R)
така, что f(µ0) ∕= 0 и fx = 0}.

Справедливы следущие свойства спектра Берлинга векторов и банахова про-
странства X (см. [7, 9]):

Лемма 3. Дл лбых f ∈ L1(R) и x ∈ X справедливы свойства:
1) и услови fx = 0 дл лбой функции f ∈ L1(R) следует, что x = 0 (т.е.

L1(R)-модул X невыроден);
2) Λ(x)  амкнутое подмноество и R, причем Λ(x) = ∅ тогда и толко

тогда, когда x = 0;

3) Λ(fx) ⊂ (supp f) ∩ Λ(x);

4) fx = 0, если (supp f) ∩ Λ(x) = ∅, и fx = x, если мноество Λ(x) компактно
и f = 1 в некоторой его окрестности;
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5) Λ(x) = {λ0}  одноточечное мноество тогда и толко тогда, когда вектор
x ∕= 0 удовлетворет равенствам T (t)x = eiλ0tx, t ∈ R, т.е. x  собственный вектор
банахова L1(R)-модул (X , T );

6) если вектор x ∈ X имеет компактный спектр Берлинга Λ(x) со спектрал-
ным радиусом r(x) = max

λ∈Λ(x)
|λ|, то функци ϕx : R → X вида ϕx(t) = T (t)x, t ∈ R,

допускает расширение на C до целой функции экспоненциалного типа, равного r(x)

(т.е. lim
|z|→∞

lnϕx(z)
|z| = r(x)).

5. Периодические векторы и операторы и их рды Фуре

Определение 14. Пуст ω > 0. Вектор x0 ∈ (X , T ) наываетс ω-периодическим
(относително представлени T ), если выполнено одно и следущих эквивалентных
условий:

1) x0 ∈ Xc и T (ω)x0 = x0;

2) x0 ∈ AP (X ) и T (ω)x0 = x0.

Мноество ω-периодических векторов обоначим чере Xω = Xω(T ). Оно об-
раует амкнутое подпространство в X , инвариантное относително операторов
T (t), t ∈ R.

Рд Фуре лбого вектора x ∈ Xω имеет вид

x ∼


n∈Z

xn, (5)

где

xn = x(2πn
ω

) =
1

ω

ω

0

T (τ)xe−i 2πn
ω

τdτ, n ∈ Z.

Если рд Фуре вектора x ∈ Xω абсолтно сходитс, т.е. выполнено условие

n∈Z

xn < ∞, то справедливо равенство x =

n∈Z

xn = lim
N→∞

N
n=−N

xn.

В [5] были получены следущие реултаты:

Теорема 7. Дл того, чтобы вектор x0 ∈ X был ω-периодическим (т.е. x0 ∈ Xω),
необходимо и достаточно, чтобы имело место вклчение Λ(x0) ⊂ 2π

ω
Z.

Теорема 8. Дл лбого вектора x ∈ Xω с рдом Фуре вида (5) выполнтс
услови:

1) lim
n→∞

xn = 0;

2) lim
n→∞

x−
n

k=−n


1− |k|

n+1


xk = 0.
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Нарду с иометрическим (не обателно периодическим) представлением
T : R → EndX рассмотрим представление T : R → End (EndX ),
T (t)B = T (t)BT (−t), t ∈ R, B ∈ EndX .

Определение 15. Пуст ω > 0. Оператор B ∈ EndX наовем ω-периодическим
(относително представлени T ), если

T (ω)B = T (−ω)BT (ω) = B,

(т.е. оператор B перестановочен с оператором T (ω)) и функци
t → T (t)BT (−t) : R → EndX непрерывна в равномерной операторной топо-
логии.

Мноество ω-периодических операторов обраует амкнуту подалгебру
Endω X = (EndX )ω и алгебры EndX .

В соответствии с определением 14 рассмотрим рд Фуре

B ∼


n∈Z

Bn (6)

оператора A относително представлени T , т.е. Bn = 1
ω

ω
0

T (τ)BT (−τ)ei
2πn
ω

τdτ, n ∈ Z.

Концепци рдов Фуре периодических операторов рассматривалас, например,
в [9, 10].

В [10] была установлена

Теорема 9. Пуст B ∈ Endω X  ω-периодический непрерывно обратимый опера-
тор с абсолтно сходщимс рдом Фуре (6). Тогда рд Фуре C ∼


n∈Z

Cn обрат-

ного оператора C = B−1 таке абсолтно сходитс.

6. Докаателства теорем 1, 2, 4, 5 и 6

Далее чере X обоначаетс банахова алгебра с единицей.
Рассмотрим фактор-пространство X (J) = Cb(J, X)/C0(J, X), J ∈ {R+, R},

которое влетс банаховым пространством с нормой x = inf
y∈x+C0(J,X)

y, где

x = x+C0(J, X)  класс эквивалентности, содеращий функци x ∈ Cb,u(J, X). Сим-
волом Xc(J) обоначим подпространство Cb,u(J, X)/C0(J, X) фактор-пространства
X (J), а символом Xω(J)  подпространство Cω,∞(J, X;C0)/C0(J, X).

Отметим, что банахово пространство X (J) становитс банаховой алгеброй, если
умноение вводитс следущим обраом

xy = xy, x, y ∈ X (J).
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В пространстве X (R) действует силно непрерывна иометрическа группа опе-
раторов S : R → EndX (R), действуща по правилу

S(t)x = S(t)x, x ∈ C (R, X), t ∈ R.

Фактор-пространство X (R) наделетс структурой банахова L1(R)-модул с помо-
щ формулы

fx = f ∗ x, f ∈ L1(R), x ∈ Cb(R, X).

сно, что подпространства Cb,u(R, X), Cω,∞(R, X;C0), C0(R, X) влтс амкну-
тыми подмодулми и L1(R)-модул Cb(R, X), в которых действует группа S сдвигов
вида (1) и модулна структура определетс сверткой функций (4). Однако, фор-
мула (4) не поволет корректно адат структуру L1(R)-модул в C (R+, X). Тем
не менее, такой структурой наделтс фактор-пространства X (J), Xc(J) и Xω(J).
Случай J = R очевиден: в этом случае Xc(R) и Xω(R) влтс амкнутыми под-
модулми фактор-модул X (R).

Пуст J = R+. В фактор-пространстве X (R+) корректно определетс силно
непрерывна группа иометрий S : R → EndX (R+), действуща по правилу

S(t)x = S(t)x, t ∈ R, x ∈ X (R+),

где S(t)x  сдвиг функции x влево (см. формулу (1)) дл t ≥ 0, а дл t < 0 сим-
вол S(t)x обоначает класс эквивалентности, содеращий непрерывну функци
xt ∈ Cb(R+, X) вида

xt(s) =


x(s+ t) , s+ t > 0,

−t−1x(0)s , s+ t ≤ 0, s ≥ 0.

Структура банахова L1(R)-модул на X (J) ( Xc(J), Xω,∞(J) в частности) наде-
летс формулой

fx =



R

f(τ)S(−τ)xdτ, f ∈ L1(R), x ∈ Cb,u(J, X)/C0(J, X),

где J = {R+,R}.
Непосредственно и определени представлени S : R → EndXc(J) следует, что

S(ω)x = x, x ∈ Xc(J). Таким обраом, функци t → S(t)x : R → Xω,∞(J) влетс
непрерывной ω-периодической функцией, т.е. она принадлеит банахову простран-
ству Cω(R,Xω,∞(J)). Следователно, имеет место

Лемма 4. Функци x ∈ Cb,u(J, X) влетс ω-периодической на бесконечности от-
носително подпространства C0(J, X) (x ∈ Cω,∞(J, X;C0)) тогда и толко тогда,
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когда класс эквивалентности x = x+C0(J, X) влетс ω-периодическим вектором
относително представлени S ∈ EndXc(J).

Докаателства теорем 1, 2 и 6 следут и леммы 4 и теоремы 8, где в качестве
пространства Xω вто пространство Xω,∞(J) = Cω,∞(J, X;C0)/C0(J, X).

Докаателство теоремы 4. Пуст функци a ∈ Cω,∞(J, X;C0) обратима на
бесконечности и b ∈ Cω,∞(J, X;C0)  одна и обратных к a (относително под-
пространства C0(J, X)) функций. Следователно, ab = ba = e  единица ал-
гебры Xc(J) = Cb,u(J, X)/C0(J, X). Рассмотрим оператор A ∈ EndXc(J) вида
Ax = ax, x ∈ Xc(J). Этот оператор влетс ω-периодическим относително
представлени S ∈ EndXc(J), и коэффициенты An, n ∈ Z, его рда Фуре
A ∼


n∈Z

An относително представлени S имет вид Anx = anx, x ∈ Xc(J), где

an ∈ Csl,∞(J, X;C0), n ∈ Z,  канонические коэффициенты Фуре функции a. По-
сколку  an = inf

x0∈C0(J,X)
an + x0, то рд


n∈Z

An =

n∈Z

 an абсолтно сходитс.

Оператор A непрерывно обратим, и обратный к нему оператор B = A−1 ∈ EndXc(J)
имеет вид Bx = bx. В силу теоремы 9 оператор B влетс ω-периодическим отно-
сително представлени S и его рд Фуре B ∼


n∈Z

Bn таке абсолтно сходитс.

Посколку Bnx = bnx, x ∈ Xc(J), где bn, n ∈ Z,  коэффициенты Фуре класса b,
и Bn = bn, то


n∈Z

Bn =

n∈Z

bn < ∞. Откуда получаем абсолтну сходимост

рда Фуре функции b. Теорема докаана.

□

Докаателство теоремы 5. Необходимост. Пуст функци x ∈ Cω,∞(J, X;C0)

представима в виде x = x1 + x0, где x1 ∈ Cω,∞(J, X;C0), x0 ∈ C0(J, X). Тогда
AN(x1 + x0) = x1 + ANx0, N ≥ 1. Посколку x0 ∈ C0(J, X), то lim

N→∞
ANx0 = 0, и,

следователно, lim
N→∞

ANx = x1.

Достаточност. Пуст дл некоторой функции x ∈ Cω,∞(J, X;C0) существует пре-
дел lim

N→∞
ANx = y. Покаем, что x представима в виде x = x1+x0, где x1 ∈ Cω(J, X),

x0 ∈ C0(J, X). В силу равенств

S(ω)y − y = lim
N→∞


1

N

N−1

k=0

S((k + 1)ω)x− 1

N

N−1

k=0

S(kω)x


=

= lim
N→∞


1

N
(S(Nω)x− x)


= 0

Таврический вестник информатики и математики, 3 (40)’ 2018



126 И. И. Струкова

функци y влетс периодической, т.е. y ∈ Cω(J, X), откуда вытекает, что ANy = y

дл лбого N ≥ 1. Обоначив x− y = x0 ∈ Cω,∞(J, X;C0), получим следущу це-
почку равенств:

lim
N→∞

ANx0 = lim
N→∞

AN(x− y) = lim
N→∞

(ANx− y) = y − y = 0. (7)

По функции x0 построим класс x0 ∈ Xω,∞(J), который в силу леммы 4 влетс
ω-периодическим вектором в пространстве Xc(J). Нарду с операторами AN , N ≥ 1,

рассмотрим последователност операторов (AN), N ≥ 1, и EndX (J) следущего

вида AN = 1
N

N−1
k=0

S(kω). Тогда AN x0 = x0 дл лбого N ≥ 1. С другой стороны, и (7)

следует справедливост равенства lim
N→∞

AN x0 = 0, откуда непосредственно получаем,

что x0 = 0. А начит, x0 ∈ C0(J, X), т.е. функци x представима в виде x = y + x0,

где y ∈ Cω(J, X), x0 ∈ C0(J, X). Теорема докаана.

□
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РЕФЕРАТЫ ИНФОРМАТИКА И МАТЕМАТИКА

Бардин А. Е., итенева . Н. Гарантированное по рискам и соаленим
решение дл иерархической модели с информированной неопределенно-
ст / А. Е. Бардин, . Н. итенева // Таврический вестник информа-
тики и математики.  2018.  3 (40).  C. 7 – 21.

УДК: 519.83

Формалиуетс нова модел принти решений в услових действи неконтролиру-
емых (неопределенных) факторов в форме иерархической игры. В этой игре при-
рода реагирует на выбор лица, принимащего решени, своих стратегий, имен
област вомоных начений. Предлоен подход к принти решени в укаан-
ной модели, основанный на исполовании концепции оптималности по Парето и
принципах Валда и Сэвида. Получены коэффициентные услови существовани
формалиованного оптималного решени дл линейно-квадратичного случа.

Клчевые слова: иерархическа игра при неопределенности, минимум по Парето, риск
по Валду, соаление по Сэвиду, информированна неопределенност

Войтицкий В. И., Копачевский Н. Д. О малых двиених фиического
матника с полост, аполненной системой трех однородных несмешива-
щихс вких идкостей / В. И. Войтицкий, Н. Д. Копачевский // Та-
врический вестник информатики и математики.  2018.  3 (40). 
C. 22 – 45.

УДК: 517.98, 517.955, 532.5

Рассматриваетс адача о малых колебаних фиического матника с полост, а-
полненной системой трех однородных несмешиващихс вких идкостей. Приво-
дитс полна постановка начално-краевой адачи, получен акон баланса полной
энергии. С помощ рассмотрени двух вспомогателных краевых адач и отвеча-
щих им операторов исходна адача сводитс к адаче Коши дл дифференциално-
операторного уравнени первого пордка в гилбертовом пространстве, которое иу-
чалос авторами ранее. В работе приведены теоремы о существовании и единствен-
ности силного решени, кратко описаны общие спектралные свойства.

Клчевые слова: фиический матник, вка идкост, вспомогателные краевые а-
дачи, силное решение, самосопрённый оператор, пучок С. Крейна.
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уковский В. И., Сачков С. Н., Сачкова Е. Н. Гарантированное решение
дл рисконейтрала: аналог максимина в однокритериалных адачах /
В. И. уковский, С. Н. Сачков, Е. Н. Сачкова // Таврический вестник
информатики и математики.  2018.  3 (40).  C. 46 – 70.

УДК: 519.853.53:519.816

В середине прошлого столети американский математик и статистик профессор Ми-
чиганского университета Леонард Сэвид (1917–1971) и ивестный швейцарский эко-
номист, профессор Црихского университета рг Ниханс (1919–2007) неависимо
друг от друга предлоили подход к выбору решени в однокритериалной адаче
при неопределенности (ОН), наванный впоследствии принципом минимаксного со-
алени (по Нихансу–Сэвиду). Этот принцип, наравне с валдовским принципом
гарантированного реултата (максимина) играет ванейшее начение при прин-
тии гарантированного решени в ОН. Основну рол в принципе минимаксного со-
алени выполнет функци соалени, определща риск по Нихансу–Сэвиду
в ОН. Такой риск получил в последние годы широкое применение в практических
адачах микроэкономики. В настощей стате предлоен один и вомоных под-
ходов к находени решени в ОН с поиции рисконейтрала  лица, прини-
мащего решение (ЛПР), который стремитс одновременно улучшит свой выиг-
рыш (исход) и уменшит риск (убит срау двух айцев одним выстрелом). В
качестве прилоени вный вид такого решени найден дл линейно-квадратичного
варианта ОН достаточно общего вида.

Клчевые слова: стратеги, неопределенност, выигрыши, функци риска, риск по
Нихансу–Сэвиду, принцип минимаксного соалени

Калитвин А. С., Калитвин В. А., Трусова Н. И. О системах линейных
интегралных уравнений типа Романовского с частными интегралами /
А. С. Калитвин, В. А. Калитвин, Н. И. Трусова // Таврический вестник
информатики и математики.  2018.  3 (40).  C. 71 – 81.

УДК: 517.968

Иучатс системы линейных интегралных уравнений в пространствах непрерыв-
ных и непрерывно дифференцируемых на квадрате вектор-функций. Рассматрива-
емые в работе системы содерат матричные частично интегралные операторы и
матричные операторы Романовского. Системы уравнений с такими операторами не
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влтс фредголмовыми ни в одном и наванных пространств дае в общем
случае аданных гладких функций. В работе рассматриватс системы уравнений
с драми и пространства непрерывных на квадрате вектор-функций со начени-
ми в пространстве суммируемых на отреке функций. Теорема 2 содерит услови,
при которых фредголмовост системы линейных интегралных уравнений типа Ро-
мановского с частными интегралами в пространстве непрерывных вектор-функций
эквивалентна обратимости более простой системы линейных интегралных урав-
нений с частными интегралами. При получении этих условий исполована теоре-
ма С. М. Николского о представлении фредголмова оператора в виде суммы обра-
тимого и компактного операторов. Приведены конкретные классы дер, дл которых
справедливо утвердение теоремы 2, рассмотрен частный случай системы линейных
интегралных уравнений типа Романовского с частными интегралами, дл которой
фредголмовост системы равносилна обратимости линейных интегралных урав-
нений с параметром при кадом начении параметра. Теорема 5 содерит услови
фредголмовости системы интегралных уравнений типа Романовского с частными
интегралами и непрерывно дифференцируемыми драми в пространстве непрерывно
дифференцируемых вектор-функций.

Клчевые слова: системы линейных интегралных уравнений типа Романовского, част-
ные интегралы, фредголмовост систем, обратимост систем, матричные операторы и
уравнени, дра типа потенциала

Мороов А. И., Починка О. В. О новых инвариантах диффеоморфимов
Купки – Смейла на сфере бе источников и стоков / А. И. Мороов
О. В. Починка // Таврический вестник информатики и математики. 
2018.  3 (40).  C. 82 – 92.

УДК: 517.9

В настощей работе введен новый инвариант гомеоморфимов диска с каскадом пе-
риодических орбит  схема отобраени. Покаано, что этот инвариант раличает
диффеоморфимы, построенные по раным последователностм сигнатур. Именно,
мы строим диффеоморфимы двумерной сферы, влщиес реултатами двады
примененной бифуркации удвоени периода к диффеоморфиму источник-сток, с
вращением в одну сторону и в раные стороны. Основным реултатом работы вл-
етс докаателство не эквивалентности схем этих диффеоморфимов, то ест отсут-
стви гомеоморфима, переводщего компоненты одной схемы в компоненты другой.
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Клчевые слова: диффеоморфим Купки смейла, каскады периодических орбит, неустой-
чивое многообраие, устойчивое многообраие, сохранщий ориентаци диффеоморфим,
топологическа энтропи.

Москалёва . П., Сейдаметова . С. Вычисление адреса блокчейн ко-
шелка средствами iOS Swift 4 / . П. Москалёва, . С. Сейдаметова //
Таврический вестник информатики и математики.  2018.  3 (40). 
C. 93 – 103.

УДК: 004.056: 510.51

В настощей стате, исполу библиотеки баовой криптографии и средства ыка
программировани Swift 4, решаетс адача формировани Адреса Блокчейн Ко-
шелка. Предлагатс расширени и утилиты дл реалиации алгоритма вычисле-
ни биткоин Адреса и uncompressed открытого клча, а таке решаетс адача
подклчени в Swift вшитой в операционну систему iOS криптографической биб-
лиотеки CommonCrypto.

Клчевые слова: NFC, NDEF, secp256k1 открытый клч, Биткоин Адрес, Swift, крип-
товалта, адрес блокчейн кошелка

Плиев М. А. О латерално непрерывных ортогонално аддитивных опе-
раторах / М. А. Плиев // Таврический вестник информатики и матема-
тики.  2018.  3 (40).  C. 104 – 111.

УДК: 517.9

В стате исследуетс полоса латерално непрерывных ортогонално аддитивных опе-
раторов в векторной решетке регулрных ортогонално аддитивных операторов, дей-
ствущих и векторной решетки E в векторну решетку F . Установлено, что эта
полоса совпадает с полосой, динктной полосе, породенной всеми сингулрными
ортогонално аддитивными операторами, действущими и E в F .

Клчевые слова: Ортогонално аддитивный оператор, регулрный оператор, латерал-
но непрерывный оператор, сингулрный оператор, ортогонално аддитивное отобрае-
ние, векторна решетка, латералный идеал.
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Струкова И. И. О периодических на бесконечности функцих относител-
но подпространств / И. И. Струкова // Таврический вестник информати-
ки и математики.  2018.  3 (40).  C. 112 – 127.

УДК: 517.9

Стат посвщена некоторым ибранным вопросам гармонического аналиа непре-
рывных периодических на бесконечности функций. Рассматриватс раличные под-
пространства исчеащих на бесконечности функций. Вводтс понти медленно
менщихс и периодических на бесконечности функций относително введенных
подпространств. Вводтс понти рдов Фуре (канонического и обобщенного), иу-
чатс свойства коэффициентов Фуре. Докаана теорема о суммируемости на бес-
конечности рдов Фуре методом Чеаро. Кроме того, получены аналог теоремы
Винера об абсолтно сходщихс рдах Фуре, а таке критерий представимости
периодической на бесконечности функции (относително выбранного подпростран-
ства) в виде суммы периодической и исчеащей на бесконечности функций и спек-
тралный критерий периодичности функции на бесконечности. Реултаты стати
получены с существенным исполованием теории банаховых модулей и иометри-
ческих представлений.

Клчевые слова: исчеаща на бесконечности функци, медленно менщас на бес-
конечности функци, периодическа на бесконечности функци, банахово пространство,
рд Фуре, банахов модул.
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