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The Existence of Berge Equilibrium.

Zhukovskiy V. I., Makarkina T. V., Belskih Y. A.

Abstract.
The sufficient conditions of the existence of Berge equilibrium situation in noncooperative

game of many persons in normal form are established. On the basis of these conditions the
existence of Berge equilibrium situation in mixed strategies (by compact sets of strategies of
players and continuity of their payoff functions) is proved. Let us consider the history of the
appearance of the Berge equilibrium notion.

In 1949 the 21-years-old PhD student of Prinston University, John F. Nash (jun.), formalized
the notion of “good” solution in noncooperative games (later called “Nash equilibrium”). It has
got the broad spectrum of applications in economics, sociology, military sciences. And now after
more than 50 years, in any journal of system analysis, game theory, mathematical programming
we find the papers devoted to Nash equilibrium (NE). In 1994 John Nash won the Nobel Prize
in economics in a common effort with John Harsanyi and R. Selten “for fundamental analysis of
equilibria in noncooperative game theory”. Actually 20-years-old Nash developed the foundation
of the scientific method that played the great role in the development of world economy.

However “in the sun there are spots” (proverb). And the main of them is “the eqoistic
character” of Nash equilibrium concept. It appears in the fact that every player tries to increase
only his own payoff, i.e. follows “politica dei campanile” , without considering interests of
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other participants of the conflict. One of the methods to remove this negative is to use the
approach (by formalization of “good” solution of the game), which differs from “dictated” Nash
equilibrium. Such approach was proposed in 1994 at the scientific seminar (leader V.I.Zhukovskiy)
at discussing the book of C.Berge «Theorie generale des jeux a n personnes games» (this book
was published in Paris in 1957 and in 1961 it was translated into Russian [1]). Concretely the
criticism of NE was caused by non-existence NE at strongly concave in strategy at least one
player his payoff function (but the decision making is necessary!). The sense of the new approach
lies in change of condition of solution stability not to deviation of the player whom belongs
“payoff function” but to deviation of all players except the one who is “the owner” of this payoff
function. We shall note three circumstances.

Firstly, we called the proposed new concept “BE”. The term “BE” arouse as the result of
reviewing Claude Berge’s book. Secondly, in 1994 K.S.Vaisman (then the post-graduate student
of V.Zhukovskiy) was engaged in construction of initial foundations of mathematical BE theory.
In 1995 K. Vaisman defended his thesis “Berge equilibrium” (BE) in Leningrad University.
(K.Vaisman died in 1998 at the age of 35 years). His sudden death suspended further development
of the Berge equilibrium in Russia, but the notion of a Berge equilibrium was “exported from
Russia” by Algerian scholars of V.Zhukovskiy M. Radjef and M. Larbani.

This notion caused the broad interest of our foreign colleagues. The acquaintance with their
publications showed that “par le temps qui ceurt” (фр. – в настоящеев ремя)the most papers
of this direction devoted to the properties of Berge equilibrium, singularities, modifications of
this notion, relations with Nash equilibrium. It is supposed that in originated theory of Berge
equilibrium the stage of formation of strict mathematical theory becomes nearer. Probably an
intensive accumulation of facts will be replaced by the stage of evolutionary internal development.
At this stage one should traditionally answer two fundamental questions:

1. Does the Berge equilibrium exist?
2. How one should find this equilibrium?
The present article is just devoted to answers of these both questions. Thirdly, the authors

were motivated by the IX Moscow Festival of Science that partially was held in a new building of
MSU Fundamental library on October 10, 2014. Apart from lectures of Nobel laureates chemists
Kurt Wuthrich (USA, California), Jean-Marie Lehn (France), biochemist Sir Richard Roberts
(USA), RAS academician M.Ya.Marov (“The Chelyabinsk meteor”), L.M. Zelenyi (“Exoplanets:
Searching for a second Earth”), Doctors of Sciences A.V. Markov (“Why a human has large
brain”), Yury I. Aleksandrov (“Neurons, humans and cultures”), the program included the lecture
of RAS academician, director of RAS Institute of Philosophy A.A.Guseinov “The Golden Rule of
ethics”.Being inspired by lecture the first author of this article addressed the following question
to the speaker, “Are you interested in a mathematical theory of the Golden rule?” The answer
was confirmative. Now, at our strong belief, the concepts of Berge equilibrium most completely
meet main requirement of the Golden Rule of Ethics, “Behave to others as you would like them
to behave to you”.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2017, 3
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Thus, the article offered to the reader, first, suggests the method of construction of Berge
equilibrium situation for finding minimax strategy in specific Germeier convolution, effectively
constructed in assumed mathematical model of existence strategies if sets of strategies are
compact and payoff function is continuous according to situations.

Keywords: noncooperative game, payoff function, payoff, Nash and Berge equilibrium, Germeier
convolution, mixed strategies.

Введение

Упорядоченная тройка

Γ = 〈N, {Xi}i∈N, {fi(x)}i∈N〉

образует нормальную форму бескоалиционной игры N лиц. В Γ N = {1, 2, . . . , N} —
множества порядковых номеров игроков, стратегии i-го игрока xi ∈ Xi ⊂ Rni , ситуа-
ция x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ X, n =

∑
i∈N

ni. Игроки, не имея возможности объединяться в

коалиции, выбирают свои стратегии; на множестве X ситуаций определены функции
выигрыша fi(x) : X → R каждого игрока. Цель участия i-го игрока (на “содержа-
тельном уровне”) — выбор своей стратегии так, чтобы его выигрыш (значение его
функции выигрыша) стал кок можно большим.

Далее используем общепринятое (в играх вида Γ) обозначение:
(x||zi) = (x1, . . . , xi−1, zi, xi+1, . . . , xN) для zi ∈ Xi.

Определение 1. Ситуация xe = (xe1, . . . , x
e
2) ∈ X называется равновесной по Нэшу

в игре Γ (РН), если
max
xi∈Xi

fi(x
e||xi) = fi(x

e), i ∈ N. (1)

Определение 2. Ситуация xB = (xB1 , . . . , x
B
N) ∈ X называется равновесной по Бер-

жу в игре Γ, если
max

xN\{i}∈XN\{i}
fi(x||xBi ) = fi(x

B), (i ∈ N),

здесь
xN\{i} = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xN) и XN\{i} =

∏
j∈N\{i}

Xj. (2)

Для игры трех лиц (N = {1, 2, 3}) требования (1) и (2) соответственно означают
(3) и (4), именно 

max
x1∈X1

f1(x1, x
e
2, x

e
3) = f1(xe),

max
x2∈X2

f2(xe1, x2, x
e
3) = f2(xe),

max
x3∈X3

f3(xe1, x
e
2, x3) = f3(xe),

(3)

«Таврический вестник информатики и математики», №3 (36)’ 2017
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max
x2,x3

f1(xB1 , x2, x3) = f1(xB),

max
x1,x3

f2(x1, x
B
2 , x3) = f2(xB),

max
x1,x2

f3(x1, x2, x
B
3 ) = f3(xB).

(4)

Перейдем к интерпретации равновесия по Бержу для семьи из трех человек: из
мужа (игрок I), жены (игрок II) и сына (игрок III). Например, для мужа – муж,
забывая о своих интересах (первое равенство из (4)), направляет все свои усилия,
чтобы помочь жене и сыну достичь наибольших выигрышей (второе и третье равен-
ство из (4)). Те (жена и сын), в свою очередь, помогают мужу достичь максимально
возможного успеха (первое равенство из (4)). Аналогичное положение для игрока 2
(жены) и игрока 3 (сына). Такой альтруизм при разрешении конфликтов типичен
для христианства, ислама, иудаизма, конфуцианства. Такой подход к принятию ре-
шения заведомо исключает вооруженные столкновения, войны. Мир стал бы много
лучше, если бы при уравновешивании конфликтов применялось бы равновесие по
Бержу (а не по Нэшу!).

Достаточные условия

Для игры Γ будем использовать новые переменные zi ∈ Xi (i ∈ N) и
z = (z1, . . . , zN) ∈ X, а также (x||zi) = (x1, . . . , xi−1, zi, xi+1, . . . , xN) ∈ X. Составим с
помощью этих обозначений N скалярных функций:

ϕi(x, z) = fi(x||zi)− fi(zi) (i ∈ N) (5)

и гермейеровскую свертку ϕi(x, z), а именно,

ϕ(x, z) = max
i∈N

ϕi(x, z). (6)

Ограничимся случаем N = {1, 2, 3}, т. е. игрой Γ трех лиц.
Теперь рассмотрим вспомогательную антагонистическую игру

Γa = 〈{I, II}, {X,Z = X}, ϕ(x, z)〉,

в которой игрок I за счет подходящего выбора своей стратегии x ∈ X стремится
максимально увеличить платежную функцию ϕ(x, z), а игрок II с помощью выбора
z ∈ Z = X — максимально уменьшить ϕ(x, z).

Бесспорным решением Γa является седловая точка (x0, zB) ∈ X ×X, т. е.

max
x∈X

ϕ(x, zB) = ϕ(x0, zB) = min
z∈X

ϕ(x0, z), (7)
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Существование равновесия по Бержу 11

причем x0 является максиминной, а zB – минимаксной стратегией в Γa, т. е.

min
z∈X

max
x∈X

ϕ(x, z) = max
x∈X

ϕ(x, zB), max
x∈X

min
z∈X

ϕ(x, z) = min
z∈X

ϕ(x0, z).

Утверждение 1. Если в игре Γa существует седловая точка (x0, zB), то минимаксная
стратегия x0 является равновесной по Бержу ситуацией в игре Γ.

Доказательство. Из (7) следует справедливость цепочки неравенств:

ϕ(x, zB) ≤ ϕ(x0, zB) ≤ ϕ(x0, z) ∀x, z ∈ X. (8)

Из (5) и (6) при z = x0 имеем ϕ(x0, x0) = 0. Отсюда, согласно (8) (по транзитивности),
получаем ϕ(x0, zB) ≤ 0, поэтому ϕ(x, zB) ≤ 0 ∀x ∈ X.

С учетом (6) и (5) тогда

fi(x||zBi )− fi(zB) ≤ 0 ∀x ∈ X (i ∈ N),

т. е.
fi(x||zBi ) ≤ fi(z

B) ∀x ∈ X (i ∈ N).

�

Замечание 1. Из приведенного утверждения следует ясный и наглядный способ
построения ситуации равновесия по Бержу исходной игры Γ:

1) по функциям выигрыша fi(x) из Γ построить с помощью (5) скалярные функ-
ции ϕi(x, z), а затем с помощью (6) выписать гермейеровскую свертку ϕ(x, z);

2) найти седловую точку (x0, zB) функции ϕ(x, z) из (6).
Тогда минимаксная стратегия zB является искомой ситуацией равновесия по Бер-

жу игры Γ.
Пожалуй, наибольшая сложность здесь возникает при построении седловой точ-

ки негладкой функции ϕ(x, z). Здесь уже следует привлечь к построению седловой
точки негладкий анализ, разрабатываемый в России недавно скончавшемся ленин-
градским профессором Владимиром Федоровичем Демьяновым.

Существование в смешанных стратегиях

Нужно обладать большим оптимизмом, чтобы надеяться найти для игры Γ рав-
новесную по Бержу ситуацию в чистых стратегиях xi ∈ Xi i ∈ N для трех и более
игроков. Поэтому, следуя подходу Эмиля Бореля [2], Джона фон Неймана [3], Джо-
на Нэша [4], [5] и их последователей, установим существование ситуации равновесия
по Бержу в смешанных стратегиях. Причем будем следовать подходу к решению
аналогичной задачи, предложенной первым автором в [6].

«Таврический вестник информатики и математики», №3 (36)’ 2017
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Напомним, что здесь и далее через comp Rni обозначаем множество всех компак-
тов (замкнутых и ограниченных подмножеств из евклидова ni-мерного простран-
ства Rni), непрерывность на X скалярной функции fi(x) обозначаем fi(·) ∈ C(X).
Не оговаривая особо, для элементов игры Γ = 〈N, {Xi}i∈N, {fi(x)}i∈N〉 предполагаем
выполнение следующих требований:

Xi ∈ comp Rn, fi(·) ∈ C(X), i ∈ N = {1, 2, 3}. (9)

Перейдем к понятию смешанного расширения игры Γ, которое включает сме-
шанные стратегии, ситуации, математическое ожидание функции выигрыша. Будем
предполагать, что для игры Γ выполнены ограничения (9), тогда fi(x) непрерывна
на компакте X, где X =

∏
i∈N

Xi. На каждом компакте Xi ⊂ Rni (i ∈ N) построим

борелевскую σ-алгебру B(Xi) – множество подмножеств Xi таких, что Xi ∈ B(Xi),
причем B(Xi) замкнута относительно операций дополнения и объединения счетно-
го числа множеств из B(Xi), кроме того, B(Xi) является минимальной σ-алгеброй,
которая содержит все замкнутые подмножества компакта Xi. Согласно математи-
ческой теории игр, смешанную стратегию i-го игрока νi(·) будем отождествлять с
вероятностной мерой на компакте Xi. Вероятностная мера есть неотрицательная
скалярная функция νi(·), определенная на борелевской σ-алгебреB(Xi) подмножеств
компакта Xi ⊂ Rni и удовлетворяющая двум условиям:

(1) νi
(⋃

k

Q
(i)
k

)
=
⋃
k

νi

(
Q

(i)
k

)
для любой последовательности {Q(i)

k }∞k=1 попарно не

пересекающихся элементов из B(Xi) (свойство счетной аддитивности функции νi(·));
(2) νi(Xi) = 1 (свойство нормированности), поэтому νi(Q

(i)) ≤ 1 для всех
Q(i) ∈ B(Xi).

Обозначим через {νi} множество смешанных стратегий i-го игрока (i ∈ N). По-
строим ситуацию в смешанных стратегиях в виде меры-произведения

ν(dx) = ν1(dx1)ν2(dx2)ν3(dx3),

множество которых обозначим через {ν}, а также математическое ожидание
fi[ν] =

∫
X

fi[x]ν(dx).

Получаем смешанное расширение игры Γ, обозначим которое через

Γ̃ = 〈N = {1, 2, 3}, {νi}i∈N, {fi[ν] =

∫
X

fi[x]ν(dx)}i∈N〉. (10)

Будем использовать также меры-произведения

(ν||µi) = ν1(dx1) . . . νi−1(dxi−1)µi(dzi)νi+1(dxi+1), . . . , νN(dxN),
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Существование равновесия по Бержу 13

где вероятностные меры µi(dzi) ∈ {νi}, а новые чистые стратегии zi ∈ Xi (i ∈ N).
Аналогично определению 2 введем

Определение 3. Ситуацию в смешанных стратегиях νB(·) ∈ {ν} назовем равновес-
ной по Бержу в смешанном расширении (10) (или равновесной по Бержу ситуацией
в смешанных стратегиях для игры Γ), если

max
ν(·)∈{ν}

fi(ν||µBi ) = fi(ν
B) (i ∈ N).

Наконец, приведем утверждение, доказанное в [8].
Утверждение 2. Если в игре Γ множества Xi ∈ comp Rni и fi[·] ∈ C(X) (i ∈ N),

то для функции
ϕ = max

r=1,2,3
ϕr(x, z)

имеет место неравенство

max
r=1,2,3

∫
X×X

ϕr(x, z)µ(dz)ν(dx) ≤
∫

X×X

max
r=1,2,3

ϕr(x, z)µ(dz)ν(dx)

при любых µ(·) ∈ {ν}, ν(·) ∈ {ν}; здесь, напомним, скалярные функции φr(x, z)

определены в (5) и (6) (этот результат аналогичен свойству: максимум суммы не
больше суммы максимумов).

Перейдем к доказательству центрального результата настоящей статьи: устано-
вим существование равновесной по Бержу ситуации в смешанных стратегиях в игре
Γ при выполнении условий (9).

Теорема 1. Если в игре Γ множества Xi ∈ comp Rni и fi[·] ∈ C(X) (i ∈ N), то в
этой игре существует равновесная по Бержу ситуация в смешанных стратегиях.

Доказательство. Как и в утверждении 1, рассмотрим вспомогательную антагони-
стическую игру

Γa = 〈{I, II}, {X,Z = X}, ϕ(x, z)〉.
В игре Γa множествоX стратегий x первого I (максимизирующего ϕ(x, z)) игрока сов-
падает с тем же X. Одним из решений Γa является седловая точка (x0, zB) ∈ X ×X.
Напомним, для нее при всех x ∈ X и каждом z ∈ X справедлива цепочка неравенств

ϕ(x, zB) ≤ ϕ(x0, zB) ≤ ϕ(x0, z).

Теперь игре Γa поставим в соответствие ее смешанное расширение

Γ̃a = 〈{I, II}, {ν}, {µ}, φ(ν, µ)〉,

«Таврический вестник информатики и математики», №3 (36)’ 2017



14 В. И. Жуковский, Т. В. Макаркина, Ю. А. Бельских

где {ν} — множество смешанных стратегий ν(·) первого I, а {µ} = {ν} — множество
смешанных стратегий µ(·) второго игрока II, функция выигрыша первого I (матема-
тическое ожидание)

ϕ(ν, µ) =

∫
X×X

ϕ(x, z)ν(dx)µ(dz). (11)

Отметим, что в силу [7] и (6), (5), (9) функция ϕ(x, z) из (6) непрерывна на X.
Решением игры Γ̃a (смешанного расширения Γa) также будет седловая точка (ν0, µB),
определяемая двумя последовательными неравенствами

ϕ(ν, µB) ≤ ϕ(ν0, µB) ≤ ϕ(ν0, µ) (12)

при любых ν(·) ∈ {ν}, µ(·) ∈ {ν}.
Эту пару (ν0, µB) иногда называют решением игры Γa в смешанных стратегиях.
В 1952 г. Ирвинг Гликсберг установил [8] теорему существования равновесной по

Нэшу ситуации бескоалиционной игры N ≥ 2 лиц в смешанных стратегиях, откуда
(для частного случая – антагонистической игры Γa) следует утверждение: пусть в
игре Γa множество X ⊂ Rn суть непустой компакт, а функция выигрыша первого (I)
игрока ϕ(x, z) непрерывна на X×X. Тогда для игры Γa существует решение (νe, µB),
определенное в (12), то есть существует седловая точка в смешанных стратегиях.

С учетом (11) неравенства (12) примут вид∫
X×X

max
r=1,2,3

ϕr(x, z)ν(dx)µB(dz) ≤
∫

X×X

max
r=1,2,3

ϕ(x, z)ν0(dx)µB(dz) ≤

≤
∫

X×X

max
r=1,2,3

ϕr(x, z)ν
0(dx)µ(dz)

при всех ν(·) ∈ {ν}, µ(·) ∈ {ν}. Положив в

ϕ(ν0, µ) =

∫
X×X

max
r=1,2,3

ϕr(x, z)ν
0(dx)µ(dz)

меру µi(dzi) = ν0
i (dxi) (i ∈ N) (и тогда µ(dz) = ν0(dx)), получаем, с учетом (12), что

ϕ(ν0, ν0) = 0. Аналогично приходим к ϕ(ν0, ν0) = 0 и тогда из (12) имеем

ϕ(ν0, µB) = 0. (13)

Согласно φ(ν0, µB) = 0 и неравенству в (13) (по транзитивности), приходим к

ϕ(ν, µB) =

∫
X×X

max
r=1,2,3

ϕr(x, z)ν(dx)µB(dz) ≤ 0 ∀ν(·) ∈ {ν}.
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Применяя затем утверждение 2, отсюда получаем

0 ≥
∫

X×X

max
r=1,2,3

ϕr(x, z)ν(dx)νB(dz) ≥ max
r=1,2,3

∫
X×X

ϕr(x, z)ν(dx)νB(dz).

Поэтому для всех r = 1, . . . , N будет∫
X×X

ϕr(x, z)ν(dx)µB(dz) ≤ 0 ∀ν(·) ∈ {ν}.

Отсюда при r = 1, 2, 3 согласно (5), а также с учетом нормированности ν(·),
приходим, например, при r = 1

0 ≥
∫

X×X

ϕ1(x, z)ν(dx)µB(dz) =

∫
X×X

max
i∈N
{f1(z1, x2, x3)− f1(z)}ν(dx)µB(dz) ≥

≥
∫

X×X

f1(z1, x2, x3)ν(dx)µB(dz)−
∫
X

f1(z)µB(dz)

∫
X

νB(dx) =

= f1(µB1 , ν2, ν3)− f1(µB).

Аналогично устанавливается справедливость еще трех неравенств при r = 2, 3

0 ≥ f2(ν1, µ
B
2 , ν3)− f2(µB)

0 ≥ f3(ν1, ν2, µ
B
3 )− f3(µB).

Откуда, в силу определения 3, следует равновесие по Бержу µB(·) ∈ {ν} в игре
(10). �

Заключение

В работе получены следующие результаты.
Установлены достаточные условия существования равновесной по Бержу ситуа-

ции в бескоалиционной игре трех лиц в нормальной форме. На основе этих условий
доказано существование ситуации равновесия по Бержу в смешанных стратегиях
(при компактных множествах стратегий игроков и непрерывности их функций вы-
игрыша).
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ON THE OPERATORS WITH PARTIAL INTEGRALS IN THE
FUNCTION SPACES OF TWO VARIABLES.
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Abstract. Linear operators with partial integrals are studied. Using Banach’s closed graph
theorem, a general theorem on the continuity acting from a spaceX to a space Y of linear operator
K with partial integrals is proved. Here X and Y are complete metric spaces of measurable
functions with a shift-invariant metric, and the space X contains, together with each function,
its modulus. With the application of this theorem, the continuity acting of the operator K in
various function spaces is established. The conditions of this theorem are not satisfied by spaces
of continuously differentiable functions. In this connection, a theorem on continuity acting of the
operator K in spaces of continuously differentiable functions is established. The conditions for
continuity acting of the operator K from the spaces of continuously differentiable functions to
various classes of function spaces are obtained. The continuity of the operator K defined on the
space BV of bounded variation functions of two variables is proved, and the acting conditions
for this operator in the space BV of functions defined on a finite rectangle are established.

Keywords: linear operators with partial integrals, Banach’s closed graph theorem, acting and
continuity of the operators, function spaces, the space BV of bounded variation functions,
conditions for the action in BV .

Введение

Линейные операторы с частными интегралами имеют многочисленные приложе-
ния в механике сплошных сред, теории упругих оболочек, в задачах для дифферен-
циальных и интегро-дифференциальных уравнений с частными производными, при
изучении ряда других вопросов [1–4]. Основы теории таких операторов построены
в монографиях [1–4]. При этом операторы исследовались в квазибанаховых идеаль-
ных пространствах, в частности в банаховых идеальных пространствах, Лебеговых
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пространствах Lp (1 ≤ p ≤ ∞), в пространствах Орлича, пространствах со смешан-
ной нормой [1, 2]. В пространствах непрерывных функций нескольких переменных
такие операторы изучались в [3, 4], а в пространствах функций с непрерывными
частными производными — в [5, 6]. Свойства операторов с частными интегралами
в пространствах функций двух переменных ограниченной вариации до настоящего
времени оказались неизученными. Целесообразность изучения таких операторов в
пространстве функций двух переменных ограниченной вариации связана не только
с различными применениями таких операторов, но и с тем, что такие операторы в
указанных пространствах дают конкретные выражения для непрерывных преобра-
зований одних мер Лебега – Стильтьеса в другие.

В работе приводятся общие теоремы о непрерывности линейных операторов с
частными интегралами в различных классах функциональных пространств, осно-
ванные на теореме Банаха о замкнутом графике, и устанавливаются условия дей-
ствия таких операторов в пространствах функций двух переменных ограниченной
вариации.

1. Функциональные пространства

Пусть T и S — множества с полными σ-конечными мерами µ и ν (здесь и далее
µ, ν — обычные меры Лебега, если T = [a, b], S = [c, d]), D = T × S и Σ — простран-
ство измеримых и почти всюду конечных функций на D. Σ — полное метрическое
пространство, сходимость в котором совпадает со сходимостью по мере [7], а метрика
инвариантна относительно сдвигов. Полуупорядоченность в Σ определяется неравен-
ством x ≤ y, которое означает, что x(t, s) ≤ y(t, s) почти всюду, где x, y ∈ Σ. Далее
предполагается, что X и Y — метрические пространства, непрерывно вложенные в
Σ, то есть элементы пространств X и Y принадлежат Σ и из сходимости xn к x в X,
yn к y в Y вытекает сходимость xn к x и yn к y в Σ.

Идеальным пространством (ИП) на D называется линейное множество X ⊂ Σ,

такое что из x ∈ X, z ∈ Σ, |z| ≤ |x| следует z ∈ X.
Неотрицательный функционал ‖ · ‖ называется квазинормой на ИП X, если вы-

полнены условия:
1) ‖x‖ = 0⇔ x = θ;

2) ‖λx‖ = |λx|‖x‖ (λ — скаляр);
3) ‖x+ y‖ ≤ c(‖x‖+ ‖y‖).
При c = 1 квазинорма является нормой.
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Монотонность квазинормы на X означает, что если x, z ∈ X, |x| ≤ |z|, то
‖x‖ ≤ ‖z‖. Квазинормированное идеальное пространство (КНИП) — это ИП с моно-
тонной квазинормой. Сходимость в КНИП X — это сходимость по квазинорме. В [8,
9] показано, что КНИПX — метризуемое пространство с метрикой, инвариантной от-
носительно сдвигов, сходимость по которой совпадает со сходимостью по квазинорме.
Полное КНИП X называется квазибанаховым идеальным пространством (КБИП).

Примерами КБИП являются банаховы идеальные пространства (БИП), напри-
мер пространства Лебега Lp (1 ≤ p ≤ ∞), Орлича, Лоренца, Марцинкевича и другие
[9, 10]. Пространство Lp (0 < p < 1) является КБИП, но оно не нормируемо.

Рассматриваемые далее пространства не являются КБИП.
Через C(D) обозначим банахово пространство непрерывных D = T ×S функций,

где T и S — компактные множества в некоторых метрических пространствах.
Пусть T — компактное множество, U = U(S) и V = V (S) — банаховы простран-

ства функций, такие, что если u ∈ U, v ∈ V, то |u| ∈ U, |v| ∈ V, а C(U) и C(V ) —
пространства непрерывных вектор-функций со значениями в U и V соответственно.
В силу известной теоремы Гротендика C(U) и C(V ) реализуются в виде банаховых
пространств функций двух переменных t и s.

Пусть ϕ и ψ — определенные на (0, 1] неубывающие функции класса Φ [11]. Бу-
дем говорить, что функция ω(x, y) принадлежит классу W, если она ограничена на
квадрате D = [0, 1]× [0, 1], lim

x,y→0
ω(x, y) = 0, ω(0, y) = y, ω(x, 0) = x, ω(x, y) ≤ x+ y и

при x, y, u, v ∈ [0, 1], u ≥ v, ω(u, y) ≥ ω(v, y), ω(x, u) ≥ ω(x, v).

Функция x(t, s), по определению, принадлежит классу H(ϕ, ψ), если она непре-
рывна на D и существует такое число C > 0, что для любых (t, s), (τ, σ) ∈ D

|x(t, s)− x(τ, σ)| ≤ Cω(ϕ(|t− τ |), ψ(|s− σ|)),

где ω(x, y) ∈ W.
Непосредственно проверяется, что H(ϕ, ψ) — линейное пространство, оно явля-

ется банаховым пространством относительно нормы

‖x‖H = ‖x‖C + sup
(t,s) 6=(τ,σ)

|x(t, s)− x(τ, σ)|
ω(ϕ(|t− τ |), ψ(|s− σ|))

. (3)

Отметим, что в рассмотренных пространствах функция x принадлежит про-
странству вместе с функцией |x|. Для банахова пространства C(n)(D) (n ∈ N) непре-
рывно дифференцируемых на D функций это свойство не выполняется.
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Через G обозначим множество функций g(τ, σ), определенных на D = [a, b]× [c, d]

и имеющих ограниченную вариацию. Для определения функции g(τ, σ) ограничен-
ной вариации на D прямоугольник D разбиваем на части прямыми, параллельны-
ми координатным осям и проходящими через точки a = τ0 < τ1 < · · · < τn = b,

c = σ0 < σ1 < · · · < σm = d, и полагаем для функции g(τ, σ)

v =
m∑
j=1

n∑
i=1

|∆ij(g)|, (4)

где ∆ij(g) = g(τi, σj) − g(τi−1, σj) − g(τi, σj−1) + g(τi−1, σj−1). Если теперь множество
сумм (4) ограничено сверху, то функция g(τ, σ) называется функцией с ограничен-
ным изменением, а верхняя грань этого множества называется полным изменением
функции g(τ, σ) в прямоугольнике D и обозначается VD(g).

Пусть ∆i(s) = g(ti, s) − g(ti−1, s) (i = 1, · · · , n), ∆j(t) = g(t, sj) − g(t, sj−1)

(j = 1, · · · ,m). Верхние грани сумм
n∑
i=1

|∆i(s)|,
m∑
j=1

|∆j(t)|

обозначим через V (g)(s) и V (g)(t) соответственно.
Через BV обозначим множество функций g(t, s), для которых VD(g), V (g)(s) и

V (g)(t) ограничены. BV — банахово пространство относительно нормы

‖g‖BV = |g(a, c)|+ VD(g) + V1 + V2,

где V1 = sup
s
V (g)(s), V2 = sup

t
V (g)(t).

2. Непрерывность действия линейных операторов с частными
интегралами в функциональных пространствах

Пусть X и Y — линейные полные метрические пространства с метрикой, инва-
риантной относительно сдвигов. Оператор A : M ⊂ X → Y называется замкнутым,
если его график — замкнутое множество в X × Y. По теореме Банаха о замкнутом
графике линейный оператор A : X → Y непрерывен в X.

Данная теорема находит широкое применение в теории операторов с частными
интегралами. Схема ее применения к таким операторам впервые описана в [12].

Через K обозначим линейный оператор с частными интегралами следующего
вида:

K = C + L+M +N, (1)
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где C,L,M,N — операторы, определенные равенствами

(Lx)(t, s) =

∫
T

l(t, s, τ)x(τ, s)dµ(τ), (Mx)(t, s) =

∫
S

m(t, s, σ)x(t, σ)dν(σ),

(Cx)(t, s) = c(t, s)x(t, s), (Nx)(t, s) =

∫
D

∫
n(t, s, τ, σ)x(τ, σ)dµ× ν(τ, σ),

c : D → R, l : D × T → R, m : D × S → R, n : D × D → R — заданные измеримые
функции, а интегралы понимаются в смысле Лебега.

Теорема 1. Пусть выполнены условия:
а) X и Y — линейные полные метрические пространства функций, определен-

ных на D, с метрикой, инвариантной относительно сдвигов;
б) X и Y непрерывно вложены в Σ;

в) для каждой функции x из X |x| ∈ X.
Тогда из действия оператора (1) из X в Y следует его непрерывность.

Доказательство. Пусть x ∈ X. По условию теоремы функция y(t, s) = (Kx)(t, s)

определена и принадлежит Y. Следовательно, функции l(t, s, τ)x(τ, s), m(t, s, σ)x(t, σ)

и n(t, s, τ, σ)x(τ, σ) почти при всех (t, s) интегрируемы по τ на T, по σ на S и
(τ, σ) на D соответственно. По свойству интеграла Лебега функции |l(t, s, τ)x(τ, s)|,
|m(t, s, σ)x(t, σ)| и |n(t, s, τ, σ)x(τ, σ)| интегрируемы почти при всех (t, s) соответствен-
но на T, S и D. Тогда на X определен оператор

]Kx[(t, s) = |c(t, s)|x(t, s) +

∫
T

|l(t, s, τ)|x(τ, s)dµ(τ)+

+

∫
S

|m(t, s, σ)|x(t, σ)dν(σ) +

∫
D

∫
|n(t, s, τ, σ)|x(τ, σ)dµ× ν(τ, σ), (2)

причем в силу теоремы Фубини ]Kx[∈ Σ.

Таким образом, оператор (2) действует из X в Σ.

Покажем, что оператор K замкнут. Пусть последовательность функций xn ∈ X
сходится к x ∈ X, и последовательность функций Kxn сходится к y ∈ Y. Покажем,
что Kx = y. В силу [9] найдется такая подподпоследовательность (xnk

), что xnk

сходится почти всюду к x и
∑∞

k=0 ρ(xnk
, x) < ∞ (xn0 = 0), где ρ — расстояние в X.

Так как X — полное пространство, то функция

z(t, s) =
∞∑
k=0

|xnk
(t, s)− x(t, s)|
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принадлежит X. Следовательно, сходящиеся при почти всех (t, s) к функци-
ям l(t, s, τ)x(τ, s), m(t, s, σ)x(t, σ) и n(t, s, τ, σ)x(τ, σ) последовательности функций
l(t, s, τ)xnk

(τ, s), m(t, s, σ)xnk
(t, σ) и n(t, s, τ, σ)xnk

(τ, σ) ограничены интегрируемыми
на T, S и D функциями |l(t, s, τ)|z(τ, s), |m(t, s, σ)|z(t, σ) и |n(t, s, τ, σ)|z(τ, σ) соот-
ветственно. В силу теоремы Лебега о предельном переходе под знаком интеграла
последовательности функций (Lxnk

)(t, s), (Mxnk
)(t, s) и (Nxnk

)(t, s) сходятся почти
всюду к функциям (Lx)(t, s), (Mx)(t, s) и (Nx)(t, s), а последовательность функций
(Cxnk

)(t, s), очевидно, сходится к (Cx)(t, s). Тогда (Kxnk
)(t, s) → (Kx)(t, s). По на-

шему предположению Kxnk
→ y в Y. Следовательно, Kx = y. Поэтому оператор

K замкнут. В силу теоремы Банаха о замкнутом графике он непрерывен. Теорема
доказана. �

Из доказанной теоремы вытекает непрерывность действия оператора (1) в раз-
личных классах функциональных пространств. Отметим, что в теореме 1 Y может
совпадать с Σ.

Следствие 1. Если X — одно из пространств БИП X0(D), C(D), C(V ), H(ϕ, ψ), а
Y — одно из пространств КБИП Y0(D), BV, C(D), C(V ), H(ϕ, ψ), Σ, то оператор
(1) непрерывен из X в Y.

Для доказательства достаточно отметить, что пространства, рассмотренные в
условии следствия 1, удовлетворяют условию теоремы 1.

Теорема 1 не применима при X = C(n)(D) = C(n)([a, b] × [c, d]), так как для
X = C(n)(D) не выполнено предположение 2) в ее условии. Тем не менее справедлива

Теорема 2. Если оператор (1) действует из X = C(n)(D) в X и действует из
C(D) в C(D), то оператор (1) непрерывен из X в X.

Доказательство. Докажем, что действующий из X в X оператор (1) замкнут. Пусть
последовательность (xn) ⊂ X, xn → x и Kxn → y. Выберем подпоследовательность

(xnk
) так, чтобы xn0 = 0 и

∞∑
k=0

‖xnk
− x‖ < ∞. По признаку Вейерштрасса функцио-

нальный ряд
∞∑
k=0

|xnk
−x| из непрерывных функций сходится равномерно на D. Тогда

его сумма z(t, s) является непрерывной на D функцией. Почти при всех (t, s) ∈ D

сходящиеся к функциям l(t, s, τ)x(τ, s), m(t, s, σ)x(t, σ), n(t, s, τ, σ)x(τ, σ) последова-
тельности функций l(t, s, τ)xnk

(τ, s), m(t, s, σ)xnk
(t, σ), n(t, s, τ, σ)xnk

(τ, σ) ограничены
функциями |l(t, s, τ)|z(τ, s), |m(t, s, σ)|z(t, σ), |n(t, s, τ, σ)|z(τ, σ), которые интегриру-
емы на [a, b], [c, d] и D соответственно, в силу действия оператора (1) из C(D) в Σ

и свойств интеграла Лебега. По теореме Лебега о предельном переходе под знаком
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интеграла последовательности (Lxnk
)(t, s), (Mxnk

)(t, s), (Nxnk
)(t, s) сходятся почти

при всех (t, s) к функциям (Lx)(t, s), (Mx)(t, s), (Nx)(t, s) соответственно.
Последовательность (Cxnk

)(t, s), очевидно, сходится в Σ к (Cx)(t, s).

Тогда последовательность (Kxnk
)(t, s) сходится к функции (Kx)(t, s). По пред-

положению, она сходится в C(n)(D) к y(t, s). Так как C(n)(D) ⊂ Σ и в метрическом
пространстве Σ Kxnk

→ Kx, то в силу единственности предела, Kx = y.

Следовательно, оператор K замкнут. По теореме Банаха о замкнутом графике
он непрерывен. Теорема доказана. �

Следствие 2. Если оператор (1) действует из X = C(n)(D) в одно из пространств
BV, C(D), C(V ), H(ϕ, ψ), Σ и действует из C(D) в C(D), то оператор (1) непре-
рывен на X.

Отметим, что условия действия оператора (1) в различных классах функциональ-
ных пространств можно найти в [1–6]. Непрерывность действия и признаки действия
и оператора (1), определенного на пространстве BV функций двух переменных огра-
ниченной вариации, до настоящего времени фактически не изучались. Эти вопросы
рассматриваются в следующем разделе.

3. Линейные операторы с частными интегралами, определенные
на пространстве BV

Аналогично теореме 2 доказывается

Теорема 3. Если оператор (1) действует из пространства BV в одно из про-
странств КБИП Y0(D), C(D), C(V ), H(ϕ, ψ), Σ, то оператор (1) непрерывен из
BV в BV.

Достаточные условия действия оператора (1) в BV содержит

Теорема 4. Пусть функция c ∈ BV, функции |l(t, s, τ)| ≤ C1, |m(t, s, σ)| ≤ C2,

|n(t, s, τ, σ)| ≤ C3, где C1, C2 и C3 — некоторые постоянные, и пусть выполнены
условия:

а)
b∫
a

VD(l(·, ·, τ))dτ < ∞, sup
s

(
b∫
a

Vtl(t, s, τ)dτ

)
< ∞, sup

t

(
b∫
a

Vsl(t, s, τ)dτ

)
< ∞,

где полные вариации Vtl(t, s, τ), Vsl(t, s, τ) функции l(t, s, τ) рассматриваются как
полные вариации функции по переменным t и s соответственно;

б)
d∫
c

VD(m(·, ·, σ))dσ <∞, sup
s

(
d∫
c

Vtm(t, s, σ)dσ

)
<∞, sup

t

(
d∫
c

Vsm(t, s, σ)dσ

)
<∞,

где полные вариации Vtm(t, s, σ), Vsm(t, s, σ) функции m(t, s, σ) рассматриваются
как полные вариации функции по переменным t и s соответственно;
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в)
b∫
a

d∫
c

Vt,sn(t, s, τ, σ)dτdσ ∈ BV, где Vt,sn(t, s, τ, σ) — полная вариация функции

n(t, s, τ, σ) по переменным t и s.

Тогда оператор (1) действует в BV.

Доказательство. Докажем, что операторы

(Cx)(t, s) = c(t, s)x(t, s), (Lx)(t, s) =

b∫
a

l(t, s, τ)x(τ, s)dτ,

(Mx)(t, s) =

d∫
c

m(t, s, σ)x(t, σ)dσ, (Nx)(t, s) =

b∫
a

d∫
c

n(t, s, τ, σ)x(τ, σ)dτdσ

действуют в BV.
Действие в BV оператора C очевидно ввиду того, что из c ∈ BV и x ∈ BV

следует cx ∈ BV.
Докажем, что оператор L действует в BV.
Пусть x ∈ BV, тогда

m∑
j=1

n∑
i=1

|∆ij(Lx)| =
m∑
j=1

n∑
i=1

∣∣∣∣
b∫

a

l(ti, sj, τ)x(τ, sj)dτ −
b∫

a

l(ti−1, sj, τ)x(τ, sj)dτ−

−
b∫

a

l(ti, sj−1, τ)x(τ, sj−1)dτ +

b∫
a

l(ti−1, sj−1, τ)x(τ, sj−1)dτ

∣∣∣∣∣ =

=
m∑
j=1

n∑
i=1

∣∣∣∣
b∫

a

[l(ti, sj, τ)− l(ti−1, sj, τ)− l(ti, sj−1, τ) + l(ti−1, sj−1, τ)]x(τ, sj)dτ+

+

b∫
a

[l(ti, sj−1, τ)− l(ti−1, sj−1, τ)][x(τ, sj)− x(τ, sj−1)]dτ

∣∣∣∣∣ ≤
≤

( b∫
a

VD(l(·, ·, τ))dτ + sup
s

b∫
a

Vtl(t, s, τ)dτ)

)
‖x‖BV <∞.

Покажем, что supt V (Lx)(t) и sups V (Lx)(s) конечны. Имеем

m∑
j=1

|(Lx)(t, sj)−(Lx)(t, sj−1)|=
m∑
j=1

∣∣∣∣∣
b∫

a

[l(t, sj, τ)x(τ, sj)−l(t, sj−1)x(τ, sj−1)]dτ

∣∣∣∣∣ =
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=
m∑
j=1

∣∣∣∣∣
b∫

a

[l(t, sj, τ)− l(t, sj−1)]x(τ, sj)]dτ +

b∫
a

l(t, sj−1, τ)[x(τ, sj)− x(τ, sj−1)]dτ

∣∣∣∣∣ ≤
≤
(

sup
t

b∫
a

Vsl(t, s, τ)dτ + C1(b− a)

)
‖x‖BV ≤ const <∞.

Конечность sups V (Lx)(s)) вытекает из оценки

n∑
i=1

|(Lx)(ti, s)− (Lx)(ti−1, s)| =
n∑
i=1

∣∣∣∣∣
b∫

a

[l(ti, s, τ)− l(ti−1, s)]x(τ, s)dτ

∣∣∣∣∣ ≤
≤ sup

s

b∫
a

Vtl(t, s, τ)dτ‖x‖BV ≤ const <∞.

Таким образом, Lx ∈ BV, следовательно, оператор L действует в BV.
Действие в BV оператора M доказывается аналогично.
Действие оператора N в BV вытекает из следующих оценок:

m∑
j=1

n∑
i=1

|∆ij(Nx)| =
m∑
j=1

n∑
i=1

∣∣∣∣
b∫

a

d∫
c

[n(ti, sj, τ, σ)−

−n(ti−1, sj, τ, σ)− n(ti, sj−1, τ, σ) + n(ti−1, sj−1, τ, σ)]x(τ, σ)dτσ

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∥∥∥∥∥
b∫

a

d∫
c

Vt,sn(t,s, τ, σ)dτσ

∥∥∥∥∥
BV

‖x‖BV <∞.

Таким образом, операторы C,L,M,N действуют в пространстве BV. Следова-
тельно, оператор (1) действует в BV. Теорема доказана. �

Заключение

В работе получены следующие результаты:
1. Установлена теорема о непрерывности действия линейного оператораK с част-

ными интегралами в полных метрических пространствах измеримых функций, по-
лучены следствия этой теоремы о непрерывности действия оператора K из одних
пространств в другие.
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2. Установлена теорема о непрерывности действия оператора K в пространствах
непрерывно дифференцируемых функций, и получены условия непрерывности дей-
ствия оператора K из пространств непрерывно дифференцируемых функций в раз-
личные классы функциональных пространств.

3. Доказана непрерывность оператора K, определенного на пространстве BV

функций двух переменных ограниченной вариации, и установлены условия действия
этого оператора в пространстве BV функций, определенных на конечном прямо-
угольнике.
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On oscillations of two joined pendulums with cavities partially filled
with an incompressible ideal fluid.

Kopachevsky N. D., Voytitsky V. I., Sitshaeva Z. Z.

Abstract. Let G1 and G2 be two joined bodies with masses m1 and m2. Each of them has
a cavity partially filled with homogeneous incompressible ideal fluids situated in domains Ω1

и Ω2 with free boundaries Γ1(t),Γ2(t) and rigid parts S1, S2. Let ρ1, ρ2 be densities of fluids.
We suppose that the system oscillates (with friction) near the points O1, O2 which are spherical
hinges.

We use the vectors of small angular displacement

~δk(t) =
3∑
j=1

δjk(t)~e
j
k , k = 1, 2,

to determine motions of the removable coordinate systems Okx1
kx

2
kx

3
k (connected with bodies)

relative to stable coordinate system O1x
1x2x3. Then angular velocities ~ωk(t) of bodies Gk is

equal to d~δk/dt.
Let ~uk(x, t) = ~wk(x, t) +∇Φk(x, t), ~wk ∈ ~J0(Ωk), ∇Φk ∈ ~Gh, Sk

(Ωk) and pk(x, t) ∈ H1(Ωk)

be fields of fluids velocities and dynamical pressures in Ωk (in removable coordinate systems),
ζk(x, t) ∈ L2,Γk

:= L2(Γk) 	 sp 1Γk
are functions of normal deviation of Γk(t) from equilibrium
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plane surfaces Γk(0) = Γk. Then we consider initial boundary value problem (2.1), (2.4)–(2.6)
with conditions (2.7)–(2.11).

We obtain the law of full energy balance (2.12). Using the method of orthogonal projections
with some additional requirements initial problem can be reduced to the Cauchy problem for the
system of differential equations

C1
dz1

dt
+A1z1 + gB12z2 = f1(t), z1(0) = z0

1 ,

gC2
dz2

dt
+ gB21z1 = 0, z2(0) = z0

2 ,

z1 =
(
~w1;∇Φ1; ~ω1; ~w2;∇Φ2; ~ω2

)τ
∈H1, z2 =

(
ζ1;P2

~δ1; ζ2;P2
~δ2

)τ
∈H2,

in Hilbert spaces

H1 = ( ~J0(Ω1)⊕~Gh,S1(Ω1)⊕C3)⊕( ~J0(Ω2)⊕~Gh,S2(Ω2)⊕C3), H2 = (L2,Γ1⊕C2)⊕(L2,Γ2⊕C2).

Here operators of potential energy Ck is bounded, C1 is positive definite, A1 is bounded and
nonnegative, Bij is skew self-adjoint operators. Using this properties we prove theorem on
existence of unique strong solution for t ∈ [0;T ] if some natural conditions for initial data
and given functions f1(t) are satisfied. As a corollary we obtain theorem on solvability of initial
Cauchy problem.

If friction is absent then operator A1 = 0 and for z(x, t) = eiλtz(x) we obtain spectral
operator problem. For the eigenvalues µ = λ2/g we find new variational principle and prove that
spectrum is discrete. It consists of positive eigenvalues with limit point +∞ in stable case, or
the positive branch and not more then finite number of negative eigenvalues in unstable case.

Keywords: equation of angular momentum deviation, operator matrix, self-adjoint operator,
strong solution, discrete spectrum.

1. Введение

Первой работой, посвящённой задаче о малых колебаниях твердого те-
ла с полостью, полностью заполненной идеальной жидкостью, была работа
Н. Е. Жуковского [1]. В ней впервые были введены вспомогательные функции, зави-
сящие только от формы полости, которые сейчас называют потенциаламиЖуковско-
го. С их помощью удаётся задачу динамики тела с полостью, целиком заполненной
идеальной жидкостью, заменить на задачу о движении эквивалентного твердого тела
с видоизмененным тензором инерции.

Если жидкость заполняет полость лишь частично, то гидромеханическая систе-
ма имеет уже бесконечное число степеней свободы. Эта проблема исследовалась в
50–70-е годы прошлого века весьма интенсивно многими авторами, среди первых от-
метим работы Н. Н. Моисеева (1952), затем Г. С. Нариманова, Д. Е. Охоцимского,
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Б. И. Рабиновича и Л. Н. Сретенского (1956), С. Г. Крейна и Н. Н. Моисеева [2]
(1957). Данной задачей позже занимались также И. М. Рапопорт, Г. Н. Микишев,
Ф. Л. Черноусько, С. Ф. Фещенко, И. А. Луковский, Л. В. Докучаев и другие.

В работах П. В. Харламова (1972) изучался вопрос о совместных движениях со-
членённых твёрдых тел (маятников), соединенных сферическими шарнирами. Затем
Ю. Н. Кононов (1997–2006) исследовал движения тела и системы связанных твёрдых
тел с полостями, содержащими жидкость. Наконец, в последнее время Э. И. Батыр
и Н. Д. Копачевский (cм. [3]–[7]) изучали проблему малых движений системы сочле-
нённых твёрдых тел (гиростатов), соединённых сферическими шарнирами и имею-
щих полости, целиком заполненные идеальной либо вязкой жидкостью. Проблема
малых колебаний системы двух маятников, частично заполненных вязкой жидко-
стью, с выводом уравнений изменения кинетических моментов рассмотрена в [8].

В данной работе используются как методы функционального анализа, развитые
С. Г. Крейном и позже Н. Д. Копачевским (см. монографии [9]–[11]), так и новые рас-
смотрения (см. [12], [8]).

Данная работа выполнена при финансовой поддержке первого из соавторов гран-
том Министерства образования и науки РФ (проект 14.Z50.31.0037).

2. Постановка задачи

2.1. Основные уравнения, краевые и начальные условия. Будем считать, что
имеется гидромеханическая система, состоящая из двух твёрдых тел Ω01 и Ω02 с плот-
ностями ρ01 и ρ02. Эти тела (маятники) последовательно соединены сферическими
шарнирами: первое тело закреплено в неподвижной точке O1, а второе аналогичным
образом соединено с первым телом в точке O2. Предполагаем, что оба тела имеют по-
лости, частично заполненные идеальными однородными несжимаемыми жидкостями
с плотностями ρ1 и ρ2 соответственно.

Будем считать, что на данную систему действует однородное гравитационное по-
ле постоянной интенсивности. Тогда в состоянии покоя гидромеханической системы
точки подвеса O1 и O2 этих тел, а также центры масс C1 и C2 находятся на одной
вертикальной оси. При этом в состоянии равновесия жидкости в полостях занимают
области Ωk, причем границы этих областей состоят из твёрдых стенок Sk, а также
свободных поверхностей Γk (k = 1, 2), которые являются горизонтальными.

Для описания движений, близких к состоянию покоя, введем неподвижную си-
стему координат O1x

1x2x3 c ортами ~e j, j = 1, 3, так, чтобы ~g = −g~e 3, g > 0. Кроме
того, введем подвижные системы координат Okx

1
kx

2
kx

3
k (k = 1, 2), жестко связанные с
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телами G0k, с единичными векторами ~e jk , j = 1, 3. Наконец, в состоянии покоя счита-
ем, что подвижная система координат O1x

1
1x

2
1x

3
1 совпадаёт с неподвижной системой

O1x
1x2x3, а подвижная система O2x

1
2x

2
2x

3
2 получается переносом по вертикальной оси

системы O1x
1
1x

2
1x

3
1 из точки O1 в точку O2.

Положение подвижной системы координат Okx
1
kx

2
kx

3
k (k = 1, 2) относи-

тельно неподвижной системы O1x
1x2x3 в процессе малых движений гидроме-

ханической системы будем задавать малым вектором углового перемещения
~δk(t) =

3∑
j=1

δjk(t)~e
j
k , k = 1, 2. Тогда угловая скорость ~ωk(t) тела G0k будет, очевид-

но, равна ~ωk = d~δk/dt, а угловое ускорение этого тела равно d2~δk/dt
2 = d~ωk/dt.

Приведем для каждого из тел (маятников) линеаризованные уравнения измене-
ния кинетического момента относительно точки Ok, k = 1, 2. Вывод этих уравнений
произведён в статье [8] (см. также [4] и [9], с. 129–132, 145, 136).

Первое уравнение:∫
G1

~r1×
(
d~ω1

dt
× ~r1

)
dm1+ρ1

∫
Ω1

~r1×
∂~u1

∂t
dΩ1+

∫
G2

~h1×
(
d~ω1

dt
× ~h1 +

d~ω2

dt
× ~r2 +

∂~u2

∂t

)
dm2

+ α1~ω1 − α2 (~ω2 − ~ω1) + g (m1l1 +m2h1)P2
~δ1 − gρ1

∫
Γ1

(~e 3
1 × ~r1)ζ1 dΓ1 =

=

∫
G1

~r1 × ~f1 dm1 +

∫
G2

~h1 × ~f2 dm2 =: ~M1(t). (2.1)

Здесь Gk = Ω0k∪Ωk — область, занятая твёрдым телом и жидкостью для данного
маятника, k = 1, 2, ~rk — радиус-вектор точки в Gk, причем использовано обозначение∫

Gk

(. . .) dmk := ρ0k

∫
Ω0k

(. . .) dΩk + ρk

∫
Ωk

(. . .) dΩk. (2.2)

Далее, через ~uk(t, x) обозначено поле относительной скорости жидкости в об-
ласти Ωk, ~h1 =

−−−→
O1O2, αk > 0, k = 1, 2 — коэффициенты трения в шарнирах,

h1 = |
−−−→
O1O2|, x3

k = ζk(t, x
1
k, x

2
k), (x1

k, x
2
k) ∈ Γk, — отклонения свободных поверхностей

жидкостей в процессе малых движений маятников, mk — масса маятника с жид-

костью, lk = |
−−−→
OkCk|, P2

~δk =
2∑
j=1

δjk~e
j
k является проекцией на плоскость Γk вектора

углового перемещения ~δk. Наконец, предполагается, что в процессе малых движений
системы на нее действует поле, мало отклоняющееся от гравитационного, т. е. поле

−g~e 3 + ~f, ~f1 := ~f |G1 ,
~f2 := ~f |G2 . (2.3)
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Уравнение изменения кинетического момента для второго маятника таково:∫
G2

~r2 × (
d~ω2

dt
× ~r2) dm2 +

∫
G2

~r2 × (
d~ω1

dt
× ~h1) dm2 + ρ2

∫
Ω2

~r2 ×
∂~u2

∂t
dΩ2 + α2(~ω2 − ~ω1)+

+ gm2l2P2
~δ2 − gρ2

∫
Γ2

(~e 3
2 × ~r2)ζ2 dΓ2 =

∫
G2

~r2 × ~f2 dm2 =: ~M2(t). (2.4)

Здесь использованы обозначения, введённые выше.
Приведем теперь линеаризованные уравнения движения жидкостей в поло-

стях, а также граничные условия на твёрдых стенках Sk и свободных поверхно-
стях Γk, k = 1, 2.

Уравнения движения для идеальных жидкостей (уравнения Эйлера) имеют вид

ρ1

(
∂~u1

∂t
+
d~ω1

dt
× ~r1

)
+∇p1 = ρ1

~f1, div ~u1 = 0 ( в Ω1 ), (2.5)

ρ2

(
∂~u2

∂t
+
d~ω1

dt
× ~h1 +

d~ω2

dt
× ~r2

)
+∇p2 = ρ2

~f2, div ~u2 = 0 ( в Ω2 ), (2.6)

где через pk = pk(t, x), x ∈ Ωk, обозначено отклонение давления в области Ωk от
равновесного давления в этой области в состоянии покоя.

Далее, в процессе движения идеальных жидкостей на твёрдых стенках Sk поло-
стей Ωk должны выполняться условия непротекания:

~uk · ~nk = 0 ( на Sk ) , k = 1, 2, (2.7)

где ~nk — (внешняя) нормаль к ∂Ωk.

В исследуемой задаче должны выполняться также кинематические условия сле-
дующего вида

d

dt

(
P2
~δk

)
= P2~ωk,

d

dt
~δ 3
k = ~ω 3

k ,
∂ζk
∂t

= u3
k = ~uk · ~nk ( на Γk ) , k = 1, 2. (2.8)

Здесь для удобства последующих построений связь d~δk/dt = ~ωk расщеплена на две,
так как в уравнения движения, а также в граничные условия на Γk входит лишь P2

~δk
(см. ниже).

Эти динамические условия имеют следующий вид

pk = ρkg(ζk + (P2
~δk × ~rk) · ~e 3

k ) ( на Γk) . (2.9)

Отметим ещё, что из свойства несжимаемости жидкостей следуют условия сохране-
ния объемов жидкостей: ∫

Γk

ζk dΓk = 0, k = 1, 2. (2.10)
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Наконец, для полной постановки начально-краевой задачи следует добавить началь-
ные условия

~uk(0, x) = ~u 0
k (x), x ∈ Ωk, ζk(0, x) = ζ0(x), x ∈ Γk, ~ωk(0) = ~ω 0

k ,
~δk(0) = ~δ 0

k .

(2.11)

Будем считать, что задача (2.1), (2.4)–(2.11) имеет классическое решение при
t > 0. Тогда, умножая (скалярно) обе части уравнений (2.5) и (2.6) на ~u1 и ~u2 соот-
ветственно, после интегрирования по Ωk с учетом краевых условий получаем закон
баланса полной энергии.

1

2

d

dt

{
ρ01

∫
Ω01

|~ω1×~r1|2 dΩ01 + ρ1

∫
Ω1

|~ω1×~r1 +~u1|2 dΩ1 + ρ02

∫
Ω02

|~ω1×~h1 + ~ω2×~r2|2 dΩ02+

+ ρ2

∫
Ω2

|~ω1 × ~h1 + ~ω2 × ~r2 + ~u2|2 dΩ2

}
+

1

2

d

dt

{
(m1l1 +m2h1)|P2

~δ1|2 +m2l2|P2
~δ2|2
}

+

+
1

2
g
d

dt

{
2∑

k=1

ρk

∫
Γk

(
|ζk + θk((P2

~δk × ~rk) · ~e 3
k )|2 − |θk((P2

~δk × ~rk) · ~e 3
k )|2
)
dΓk

}
=

= −
(
α1|~ω1|2 + α2|~ω2 − ~ω1|2

)
+

2∑
k=1

~Mk(t) · ~ωk +
2∑

k=1

ρk

∫
Ωk

~fk · ~uk dΩk. (2.12)

Здесь введены ортопроекторы

θk : L2(Γk)→ L2,Γk
:= L2(Γk)	 {1Γk

}, k = 1, 2. (2.13)

Слева в первых фигурных скобках стоит удвоенная кинетическая энергия гидроме-
ханической системы. Вторая фигурная скобка после умножения на g соответствует
изменению потенциальной энергии системы, отвечающему перемещению энергии си-
стемы из состояния покоя на углы поворота ~δ1 и ~δ2 для тел. Наконец, последняя
фигурная скобка после умножения на g равна потенциальной энергии системы, от-
вечающей возмущениям ζk свободной поверхности Γk в процессе малых движений.
Справа в (2.12) стоит мощность сил трения в шарнирах (первое слагаемое), а так-
же мощность внешних сил, отвечающих действию внешнего дополнительного поля
~f (см. (2.3)) в жидкостях и твёрдых телах.

3. Операторный подход к исследованию начально-краевой
задачи

3.1. Выбор функциональных пространств. Так как кинетическая энергия жид-
костей в полостях Ωk в любой момент времени должна быть конечной, то из (2.12)
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следует, что поля относительных скоростей ~uk(t, x) должны быть функциями пере-
менной t со значениями в комплексных гильбертовых пространствах ~L2(Ωk). Опира-
ясь на свойство соленоидальности ~uk и граничные условия исследуемой проблемы,
воспользуемся ортогональным разложением пространства ~L2(Ωk) на подпростран-
ства, естественно возникающие в этой задаче (см. [9], с. 106):

~L2(Ωk) = ~G0,Γk
(Ωk)⊕ ~J0(Ωk)⊕ ~Gh,Sk

(Ωk), k = 1, 2, (3.1)

где
~G0,Γk

(Ωk) := {∇ϕk ∈ ~L2(Ωk) : ϕk = 0 (на Γk)}, (3.2)

~J0(Ωk) :=
{
~wk ∈ ~L2(Ωk) : div ~wk = 0 (в Ωk), ~wk · ~nk = 0 (на ∂Ω)

}
, (3.3)

~Gh, Sk
(Ωk) :=

{
∇Φk ∈ ~L2(Ωk) : ∆Φk = 0 (в Ωk),

∂Φk

∂nk
= 0 (на Sk),

∫
Γk

ΦkdΓk = 0
}
.

(3.4)

Здесь ~nk — внешняя нормаль к ∂Ωk, а операции вычисления дивергенции и производ-
ной по нормали понимаются в смысле теории обобщенных функций (распределений),
см. [9], параграф 2.1, а также [13]. Отметим еще, что границы ∂Ωk предполагаются
липшицевыми, причем Sk и Γk — липшицевы куски этих границ (см. [13], [14]).

Так как потенциальная энергия жидкостей также должна быть конечной в любой
момент времени t > 0, то снова в силу (2.12) следует считать, что ζk(t, x), x ∈ Γk, яв-
ляются функциями переменной t со значениями в гильбертовом пространстве L2(Γk)

со стандартным скалярным произведением. Тогда из условий сохранения объемов
жидкостей при колебаниях, т. е. из условий (2.10), следует, что в рассматриваемой
задаче ζk ∈ L2,Γk

.

3.2. Применение метода ортогонального проектирования. Так как div ~uk = 0

в Ωk и ~uk · ~nk = 0 на Sk, то в силу разложения (3.1) имеем

~uk = ~wk +∇Φk, ~wk ∈ ~J0(Ωk), ∇Φk ∈ ~Gh, Sk
(Ωk), k = 1, 2. (3.5)

Далее, заметим, что давления pk(t, x), x ∈ Ωk, определены с точностью до про-
извольной функции t. Поэтому, используя условия (2.10) и вводя ортопроекто-
ры θk (см. (2.13)),

θkζk = ζk − |Γk|−1

∫
Γk

ζk dΓk, ∀ζk ∈ L2(Γk), (3.6)
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перепишем условия (2.9) в виде

pk = ρkg(ζk + θk(P2
~δk × ~rk) · ~e 3

k ) ( на Γk) ,

∫
Γk

pk dΓk = 0, (3.7)

где теперь pk — нормированные давления, k = 1, 2. Поэтому в силу (3.2)–(3.4)

∇pk = ∇p̃k +∇ϕk, ∇p̃k ∈ ~Gh, Sk
(Ωk), ∇ϕk ∈ ~G0,Γk

(Ωk). (3.8)

Пусть P0,Γk
, P0,k и Ph,Sk

— ортопроекторы на соответствующие подпространства
(3.2)–(3.4). Тогда, подставляя представления (3.5) и (3.8) при k = 1 в уравнение (2.5)
и действуя этими ортопроекторами на обе части (2.5), приходим к соотношениям

ρ1P0,Γ1

(
d~ω1

dt
× ~r1

)
+∇ϕ1 = ρ1P0,Γ1

~f1, (3.9)

ρ1
d~w1

dt
+ ρ1P0,1

(
d~ω1

dt
× ~r1

)
= ρ1P0,1

~f1, (3.10)

ρ1
d

dt
∇Φ1 + ρ1Ph,S1

(
d~ω1

dt
× ~r1

)
+∇p̃1 = ρ1Ph,S1

~f1. (3.11)

Здесь производные ∂/∂t у векторных полей скоростей заменены на d/dt, так как эти
поля и поля градиентов давлений считаем функциями переменной t со значениями
в соответствующих гильбертовых пространствах.

Аналогичная процедура проектирования для уравнения движения (2.6) приводит
к соотношениям

ρ2P0,Γ2

(
d~ω1

dt
× ~h1 +

d~ω2

dt
× ~r2

)
+∇ϕ2 = ρ2P0,Γ2

~f2, (3.12)

ρ2
d~w2

dt
+ ρ2P0,2

(
d~ω1

dt
× ~h1 +

d~ω2

dt
× ~r2

)
= ρ2P0,2

~f2, (3.13)

ρ2
d

dt
∇Φ2 + ρ2Ph,S2

(
d~ω1

dt
× ~h1 +

d~ω2

dt
× ~r2

)
+∇p̃2 = ρ2Ph,S2

~f2. (3.14)

Отметим теперь, что в силу нормировки (3.7) для pk и определения ~G0,Γk
(Ωk)

(см. (3.1)) граничные условия (3.7) можно переписать в виде

p̃k = ρkg(ζk + θk(P2
~δk × ~rk) · ~e 3

k ) ( на Γk) , k = 1, 2. (3.15)

Далее, кинематические условия (2.8) для ζk с учетом (3.5) теперь переписываются
следующим образом:

dζk
dt

= γn,k∇Φk =
∂Φk

∂nk
( на Γk) , (3.16)
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где γn,k — операция взятия нормальной компоненты поля на Γk:

γn,k~uk = (~uk · ~nk)Γk
, k = 1, 2. (3.17)

Отметим теперь важное обстоятельство: поле∇ϕ1 не входит в систему уравнений
(3.10), (3.11), а ∇ϕ2 — в систему уравнений (3.13), (3.14). Поэтому эти поля могут
быть найдены по известным решениям ~ωk(t) и заданным ~fk из формул (3.9), (3.12).
Далее, векторы ~δ3

k(t) = δ3
k(t)~e

3
k , k = 1, 2, также не входят в эти уравнения и нахо-

дятся по ~ω3
k(t) = ω3

k(t)~e
3
k , k = 1, 2, и начальным условиям. Поэтому в дальнейшем

достаточно исследовать начально-краевую задачу (3.10), (3.11), (3.13), (3.14), (2.1),
(2.4), (2.10), (3.15), (3.16) при соответствующих начальных условиях.

3.3. Переход к дифференциально-операторному уравнению в гильберто-
вом пространстве. Рассмотрим сначала две вспомогательные краевые задачи За-
рембы, помогающие в дальнейшем исключить давления p̃k в областях Ωk, выразив
их через ζk и P2

~δk. Эти задачи таковы:

∆p̃k = 0 ( в Ωk) ,
∂p̃k
∂nk

= 0 ( на Sk) , p̃k = ψk ( на Γk) ,

∫
Γk

ψk dΓk = 0. (3.18)

Для области Ωk с липшицевой границей ∂Ωk, разбитой на липшицевы куски Sk и
Γk, задача (3.18) имеет единственное слабое решение p̃k ∈ H1

h,Sk
(Ωk), где

H1
h,Sk

(Ωk) :=
{
p̃k ∈ H1(Ωk) : ∆p̃k = 0 ( в Ωk) ,

∂p̃k
∂nk

= 0 ( на Sk) , p̃k = ψk ( на Γk)
}

(3.19)
тогда и только тогда, когда выполнено условие

ψk ∈ H1/2
Γk

:= H1/2(Γk) ∩ L2,Γk
, (3.20)

(см., например, [9], с. 45–46, а также [13], [14]). Поэтому можно считать, что

∇p̃k = Vkψk, Vk ∈ L (H
1/2
Γk

; ~Gh,Sk
(Ωk)). (3.21)

С помощью введенных операторов Vk вместо граничных условий (3.15) будем
иметь соотношения

∇p̃k = ρkgVk(ζk + θk(P2
~δk × ~rk) · ~e 3

k ) ( на Γk) , k = 1, 2. (3.22)

Опираясь на эти факты, получим дифференциально-операторную связь между иско-
мыми функциями в исследуемой проблеме. С этой целью введем в качестве искомых
объектов наборы элементов

z := (z1; z2)τ , z1 := (z1,1; z1,2)τ , z1,1 = (~w1;∇Φ1; ~ω1)τ , z1,2 = (~w2;∇Φ2; ~ω2)τ ,
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z2 := (z2,1; z2,2)τ , z2,1 = (ζ1;P2
~δ1)τ , z2,2 = (ζ2;P2

~δ2)τ (3.23)

и будем считать, что они являются функциями переменной t со значениями в гиль-
бертовом пространстве

H = H1 ⊕H2, H1 = ( ~J0(Ω1)⊕ ~Gh,S1(Ω1)⊕ C3)⊕ ( ~J0(Ω2)⊕ ~Gh,S2(Ω2)⊕ C3),

H2 = (L2,Γ1 ⊕ C2)⊕ (L2,Γ2 ⊕ C2). (3.24)

Тогда уравнения (3.10), (3.11), (2.1), (3.13), (3.14), (2.4) с учетом (3.5) и (3.22) можно
в векторно-матричной форме переписать в терминах (3.23) в следующем виде

C1
dz1

dt
+ A1z1 + gB12z2 = f1(t). (3.25)

Здесь C1, A1 и B12 — операторные матрицы вида 6 × 6, 6 × 6 и 6 × 4, отвечающие
ортогональным разложениям (3.24). При этом

C1z1 =
(
ρ1 ~w1 + ρ1P0,1(~ω1 × ~r1); ρ1∇Φ1 + ρ1Ph,S1(~ω1 × ~r1);

ρ1

∫
Ω1

(~r1 × ~w1) dΩ1 + ρ1

∫
Ω1

(~r1 ×∇Φ1) dΩ1 + ~J1ω1 +

∫
G2

~h1 × (~ω1 × ~h1) dm2+

+

∫
G2

~h1 × ~w2 dm2 +

∫
G2

~h1 ×∇Φ2 dm2 +

∫
G2

~h1 × (~ω2 × ~r2) dm2;

ρ2 ~w2 + ρ2P0,2(~ω1 × ~h1) + ρ2P0,2(~ω2 × ~r2); ρ2∇Φ2 + ρ2Ph,S2(~ω1 × ~h1) + ρ2Ph,S2(~ω2 × ~r2);

ρ2

∫
Ω2

(~r2 × ~w2) dΩ2 + ρ2

∫
Ω2

(~r2 ×∇Φ2) dΩ2 + ~J2~ω2 +

∫
G2

~r2 × (~ω1 × ~h1) dm2

)τ
, (3.26)

где ~J1 и ~J2 — тензоры инерции маятников вместе с жидкостью:

~Jk~ωk := ρ0k

∫
Ω0k

~rk × (~ωk × ~rk) dΩ0k + ρk

∫
Ωk

~rk × (~ωk × ~rk) dΩk, k = 1, 2. (3.27)

Операторная матрица B12 действует по закону

B12z2 =
(

0; ρ1V1(ζ1 + θ1(P2
~δ1 × ~r1) · ~e 3

1 ); −ρ1

∫
Γ1

(~e 3
1 × ~r1)ζ1 dΓ1 + (m1l1 +m2h1)P2

~δ1;

0; ρ2V2(ζ2 + θ2(P2
~δ2 × ~r2) · ~e 3

2 ); −ρ2

∫
Γ2

(~e 3
2 × ~r2)ζ2 dΓ2 +m2l2P2

~δ2

)τ
. (3.28)

Операторная матрица A1 из (3.25) имеет ненулевые элементы лишь следующего вида

A1,33 = α1 + α2, A1,36 = −α2 = A1,63, A1,66 = α2. (3.29)
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Лемма 1. Операторная матрица C1 из (3.26) является ограниченным самосопря-
жённым и положительно определенным оператором, действующим в H1. Квадра-
тичная форма (C1z1, z1)H1 равна удвоенной кинетической энергии гидромеханиче-
ской системы (см. (2.12)), т. е. C1 является оператором кинетической энергии.

Лемма 2. Операторная матрица A1 с элементами (3.29) является ограниченным
самосопряжённым неотрицательным оператором. Квадратичная форма оператора
A1 равна

(A1z1, z1)H1 = α1|~ω1|2 + α2|~ω2 − ~ω1|2 > 0, (3.30)

и потому A1 можно назвать оператором диссипации энергии гидромеханической
системы.

Лемма 3. Оператор B12 : H2 → H1, определенный формулой (3.28), является
блочно-диагональным неограниченным оператором, заданным на области определе-
ния

D(B12) = (H
1/2
Γ1
⊕ C2)⊕ (H

1/2
Γ2
⊕ C2), (3.31)

плотной в H2.

Дальнейшее применение операторного подхода в исследуемой задаче основано на
том, что кинематические условия на Γk (см. (2.8), (3.16), (3.17)), т. е. условия

dζk
dt

=
∂Φk

∂nk
= γn,k∇Φk,

d

dt
P2
~δk = P2~ωk, k = 1, 2, (3.32)

можно переписать в эквивалентной форме, позволяющей ввести в рассмотрение опе-
ратор потенциальной энергии системы.

Очевидно, если выполнены условия (3.32), то справедливы также условия

ρ1g
dζ1

dt
+ ρ1g

d

dt
(θ1((P2

~δ1 × ~r1) · ~e 3
1 ))− ρ1gγn,1∇Φ1 − ρ1gθ1((P2~ω1 × ~r1) · ~e 3

1 ) = 0,

−ρ1g

∫
Γ1

(~e 3
1 × ~r1)

dζ1

dt
dΓ1 + g(m1l1 +m2h1)

d

dt
P2
~δ1+

+ρ1g

∫
Γ1

(~e 3
1 × ~r1)γn,1∇Φ1 dΓ1 − g(m1l1 +m2h1)P2~ω1 = 0,

ρ2g
dζ2

dt
+ ρ2g

d

dt
(θ2((P2

~δ2 × ~r2) · ~e 3
2 ))− ρ2gγn,2∇Φ2 − ρ2gθ2((P2~ω2 × ~r2) · ~e 3

2 ) = 0,

−ρ2g

∫
Γ2

(~e 3
2 × ~r2)

dζ2

dt
dΓ2 + gm2l2

d

dt
P2
~δ2 + ρ2g

∫
Γ2

(~e 3
2 × ~r2)γn,2∇Φ2 dΓ2 − gm2l2P2~ω2 = 0.

(3.33)
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Коротко эти условия можно переписать в виде

gC2
dζ2

dt
+ gB21z1 = 0, (3.34)

C2z2 =
(
ρ1ζ1 + ρ1θ1((P2

~δ1 × ~r1) · ~e 3
1 ); −ρ1

∫
Γ1

(~e 3
1 × ~r1)ζ1 dΓ1 + (m1l1 +m2h1)P2

~δ1;

ρ2ζ2 + ρ2θ2((P2
~δ2 × ~r2) · ~e 3

2 ); −ρ2

∫
Γ2

(~e 3
2 × ~r2)ζ2 dΓ2 +m2l2P2

~δ2

)τ
, (3.35)

B21z1 =
(
−ρ1γn,1∇Φ1−ρ1θ1((P2~ω1×~r1)·~e 3

1 ); ρ1

∫
Γ1

(~e 3
1×~r1)γn,1∇Φ1 dΓ1−(m1l1+m2h1)P2~ω1;

−ρ2γn,2∇Φ2 − ρ2θ2((P2~ω2 × ~r2) · ~e 3
2 ); ρ2

∫
Γ2

(~e 3
2 × ~r2)∇Φ2 dΓ2 −m2l2P2~ω2

)τ
. (3.36)

Здесь оператор C2 : (L2,Γ1⊕C2)⊕(L2,Γ2⊕C2) = H2 →H2 — блочно диагональный,
а оператор B21 : H1 →H1 — аналогичного вида с размерами матрицы 4× 6.

Лемма 4. Оператор C2 : H2 → H2 — ограничен и самосопряжён. Квадратич-
ная форма g(C2z2, z2)H2 равна удвоенной потенциальной энергии гидромеханической
системы.

Выясним теперь, когда соотношения (3.32) и (3.33) эквивалентны. Введем обо-
значения, имеющие смысл осевых моментов инерции:

β
(k)
jl :=

∫
Γk

x1
j(θkx

1
l ) dΓk = β

(k)
lj , j, l = 1, 2, k = 1, 2. (3.37)

Введем также определители:

∆
(1)
2 := det

(
m1l1 +m2h1 − ρ1β

(1)
22 ρ1β

(1)
21

ρ1β
(1)
12 m1l1 +m2h1 − ρ1β

(1)
11

)
,

∆
(2)
2 := det

(
m2l2 − ρ2β

(2)
22 ρ2β

(2)
21

ρ2β
(2)
12 m2l2 − ρ2β

(2)
11

)
.

(3.38)

Лемма 5. Если выполнены условия общего положения

∆
(1)
2 6= 0, ∆

(2)
2 6= 0, (3.39)

то соотношения (3.32) и (3.33) эквивалентны.
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Далее будем предполагать, что в исследуемой проблеме выполнены условия об-
щего положения (3.39). Тогда исходная начально-краевая задача о малых колебани-
ях двух сочленённых маятников с полостями, частично заполненными идеальными
жидкостями, будет равносильна совокупности соотношений (3.8), (3.12), тривиаль-
ным связям (см. (2.8))

dδ3
k

dt
= ω3

k, k = 1, 2, (3.40)

а также задаче Коши для системы уравнений (см. (3.25), (3.34))

C1
dz1

dt
+ A1z1 + gB12z2 = f1(t), z1(0) = z0

1 ,

gC2
dz2

dt
+ gB21z1 = 0, z2(0) = z0

2 ,

z1 =
(
~w1;∇Φ1; ~ω1; ~w2;∇Φ2; ~ω2

)τ
∈H1, z2 =

(
ζ1;P2

~δ1; ζ2;P2
~δ2

)τ
∈H2.

(3.41)

Дальнейшее изучение свойств решений исходной задачи основано на изучении
свойств решений задачи Коши (3.41).

3.4. Свойства матричных операторных коэффициентов задачи Коши. Рас-
смотрим дополнительные свойства оператора потенциальной энергии C2, а также
операторов B12 и B21. Для оператора C2 выяснение этих свойств проводится по схе-
ме из [9], с. 151–152.

Воспользуемся ортогональным разложением

H2 = (L2,Γ1 ⊕ C2)⊕ (L2,Γ2 ⊕ C2) = H21 ⊕H22, (3.42)

H21 = H21,1 ⊕H21,2, H21,k :=
{

(ζk; 0)τ :

∫
Γk

ζkx
j
k dΓk = 0, j = 1, 2

}
, k = 1, 2,

H22 = H22,1 ⊕H22,2, H22,k := Lin
{

(0;~e 1
k )τ ; (0;~e 2

k )τ ; (θkx
1
k; 0)τ ; (θkx

2
k; 0)τ

}
,

(3.43)

где Lin — обозначение линейной оболочки элементов.

Лемма 6. Если выполнено первое условие (3.39), т. е. условие

∆
(1)
2 = (m1l1 +m2h1 − ρ1β

(1)
22 )(m1l1 +m2h1 − ρ1β

(1)
11 )− ρ2

1|β
(1)
12 |2 6= 0, (3.44)

то оператор C21 из блочно-диагонального представления (3.35)

C2 = diag(C21;C22)

ограниченно обратим и обладает следующими свойствами.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2017, 3



О колебаниях двух сочлененных маятников, содержащих полости... 41

1◦. На подпространстве H21,1 из (3.43) оператор C21 положительно определен:

(C21z2, z2)H21 = ρ1

∫
Γ1

|η1|2 dΓ1 = ρ1‖z2‖2
H21

, ∀z2 = (η1; 0)τ ∈H21,1. (3.45)

2◦. Оператор C21 неотрицателен на подпространстве H21,2 тогда и только то-
гда, когда выполнены условия

∆
(1)
1 := m1l1 +m2h1 − ρ1β

(1)
11 > 0, ∆

(1)
2 > 0, (3.46)

и положительно определен, если и только если

∆
(1)
1 > 0, ∆

(1)
2 > 0. (3.47)

Аналогичные свойства имеют место для оператора C22 из (3.44).
1◦. На подпространстве H22,1 оператор C22 положительно определен:

(C22z2, z2)H2 = ρ2

∫
Γ2

|η2|2 dΓ2 = ρ2‖z2‖2
H22

, ∀z2 = (η2; 0)τ ∈H22,1. (3.48)

2◦. Оператор C22 неотрицателен на подпространстве H22,2 тогда и только то-
гда, когда выполнены условия

∆
(2)
1 := m2l2 − ρ2β

(2)
11 > 0, ∆

(2)
2 > 0, (3.49)

и положительно определен, если и только если

∆
(2)
1 > 0, ∆

(2)
2 > 0. (3.50)

Можно доказать, что ранг индефинитности квадратичной формы (C2z1, z2)H2 не
может превышать κ = 4, т. е. в H2 может быть не более чем четырехмерное подпро-
странство элементов, на котором квадратичная форма принимает отрицательные
значения.

Определение 1. Будем говорить, что рассматриваемая гидромеханическая система
статически устойчива по линейному приближению, если оператор C2 потенциальной
энергии системы положительно определен, и тогда выполнены условия (3.47), (3.50).
�

Формулы (3.38) и (3.46), (3.49), определяющие ∆
(k)
1 и ∆

(k)
2 , k = 1, 2, показыва-

ют, что условия статической устойчивости системы выполнены для тел достаточно
большой массы с расположенными достаточно далеко от точек подвеса центрами
масс этих тел-маятников.
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Лемма 7. Задача Неймана

∆Φk = 0 (в Ωk),
∂Φk

∂nk
= 0 (на Sk),

∂Φk

∂nk
= γn,k∇Φk = ψk (на Γk),

∫
Γk

Φk dΓk = 0,
(3.51)

имеет единственное слабое решение ∇Φk ∈ ~Gh,Sk
(Ωk) тогда и только тогда, когда

ϕk ∈ (H
1/2
Γk

)∗ = H̃
−1/2
Γk

. Если ψk — любой элемент из L2,Γk
, то ∇Φk ∈ D(γn,k), т. е.

D(γn,k) = {∇Φk ∈ ~Gh,Sk
(Ωk) : γn,k∇Φk =

∂Φk

∂nk
|Γk

= ψk, ∀ψk ∈ L2,Γk
}. (3.52)

При этом оператор γn,k, заданный на области определения (3.52), является замкну-
тым неограниченным оператором, действующим из D(γn,k) на L2,Γk

. Его область
определения D(γn,k) плотна в ~Gh,Sk

(Ωk), а элементы ∇Φk являются обобщенными
решениями задачи (3.51).

Лемма 8. Операторы

Vk : D(Vk) = H
1/2
Γk
⊂ L2,Γk

→ ~Gh,Sk
(Ωk)

и
γn,k : D(γn,k) ⊂ ~Gh,Sk

(Ωk)→ L2,Γk
, k = 1, 2,

см. (3.21), (3.16), (3.17), взаимно сопряжены:

(Vkζk,∇Φk)~L2(Ωk) = (ζk, γn,k∇Φk)L2,Γk
, ∀ζk ∈ D(Vk), ∀∇Φk ∈ D(γn,k), k = 1, 2.

Опираясь на лемму 8, теперь легко установить следующее основное свойство опе-
раторных матриц B12 и B21. Напомним (лемма 3), что оператор B12 задан на области
определения (3.31), он неограничен, замкнут и действует из плотной в H2 области
определения D(B12) на пространство H1. Что касается матричного оператора B21 из
(3.36), то он также неограничен, поскольку неограниченными являются операторы
γn,k, k = 1, 2. Поэтому естественно B21 задать на области определения

D(B21) = ( ~J0(Ω1)⊕D(γn,1)⊕ C3)⊕ ( ~J0(Ω2)⊕D(γn,2)⊕ C3). (3.53)

Здесь под γn,k понимается оператор нормального следа (см. (3.16), (3.17)), суженный
на подпространство ~Gh,Sk

(Ωk).

Лемма 9. Операторы B12 и B21, заданные формулами (3.28), (3.36) на областях
определения (3.31) и (3.53) соответственно, являются кососамосопряжёнными:
B∗12 = −B21, т. е.

(B12z2, z1)H1 = −(z2, B21z1)H2 , ∀z1 ∈ D(B21), ∀z2 ∈ D(B12). (3.54)
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Итогом рассмотрения свойств операторных матриц изучаемой задачи является
следующее утверждение.

Теорема 1. Исходная задача о малых колебаниях двух сочленённых маятников с
полостями, частично заполненными идеальными жидкостями, равносильна, после
отделения тривиальных соотношений (3.9), (3.12), (2.8) (для δ3

k), задаче Коши

C
dz

dt
+ Az + gBz = f(t), z(0) = z0, f(t) = (f1(t); 0)τ (3.55)

в гильбертовом пространстве H = H1 ⊕H2, где

C = diag(C1; gC2) = C∗ ∈ L (H) (3.56)

является оператором полной энергии гидромеханической системы, оператор обмена
между кинетической и потенциальной энергиями

B =

(
0 B12

B21 0

)
= −B∗, D(B) = D(B21)⊕D(B12), (3.57)

оператор диссипации энергии, учитывающий трение в шарнирах,

0 6 A = diag(A1; 0) ∈ L (H ). (3.58)

Если выполнено условие (3.39), то оператор C ограниченно обратим, а если си-
стема статически устойчива по линейному приближению (C2 � 0), т. е. выпол-
нены условия (3.50), то оператор C положительно определен.

4. Теорема об однозначной разрешимости начально-краевой
задачи

4.1. О разрешимости задачи Коши для дифференциально-операторного
уравнения. Перейдем к исследованию задачи Коши (3.55) как в случае статиче-
ской устойчивости по линейному приближению, так и при её отсутствии.

Определение 2. Сильным решением задачи Коши (3.55) на отрезке [0;T ] назовем
такую функцию z(t) со значениями в H , для которой выполнены следующие усло-
вия.

1◦. При любом t ∈ [0;T ] элемент z(t) ∈ D(B) = D(B21)⊕D(B12) и функция Bz(t)

непрерывна по t, т. е. Bz(t) ∈ C([0;T ]; H ).
2◦. Функция dz/dt непрерывна по t, т. е. z(t) ∈ C1([0;T ]; H ).
3◦. При любом t ∈ [0;T ] выполнено уравнение (3.55), а также выполнено началь-

ное условие. �
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Заметим, что необходимыми условиями существования сильного решения задачи
(3.55) на отрезке [0;T ] являются условия

z0 ∈ D(B), f(t) ∈ C([0;T ]; H ). (4.1)

С помощью использования теории сжимающих полугрупп операторов доказыва-
ется следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть для исследуемой гидромеханической системы выполнены условия
(3.47), (3.50) статической устойчивости по линейному приближению, а также
условия

z0 ∈ D(B), f(t) ∈ C1([0;T ]; H ). (4.2)

Тогда задача (3.55) имеет единственное сильное решение на отрезке [0;T ].

Следствием теоремы 2 является такой факт: для сильного решения z(t) задачи
(3.55) выполнен закон баланса полной энергии (в дифференциальной форме):

1

2

d

dt
(Cz(t), z(t))H = −(Az, z)H + Re(f(t), z(t))H . (4.3)

Рассмотрим теперь ситуацию, когда гидромеханическая система не является ста-
тически устойчивой по линейному приближению и для нее выполнены лишь условия
(3.39). Тогда можно использовать теорию J-самосопряженных операторов в про-
странстве Понтрягина. Исходная проблема сводится к задаче Коши для интегро-
дифференциального уравнения первого порядка с главным оператором, являющимся
генератором C0 полугруппы. Отсюда следует такое утверждение.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (3.39) и условия (4.2). Тогда задача (3.55)
имеет единственное сильное решение на отрезке [0;T ].

Замечание 1. Если трение в шарнирах отсутствует, то оператор A является ну-
левым, и задача (3.55) распадаётся на две независимые задачи Коши, каждая из
которых при выполнении условий (4.2) имеет сильное решение. �

4.2. О разрешимости начально-краевой задачи о малых движениях гидро-
механической системы. Установленные выше общие теоремы позволяют доказать
теорему о существовании и единственности решений исходной начально-краевой за-
дачи (2.1), (2.4)–(2.11).

Определение 3. Будем говорить, что задача (2.1), (2.4)–(2.11) имеет сильное по
переменной t решение на отрезке [0;T ], если выполнены следующие условия.

1◦. Функции ~uk(t, x) ∈ C1([0;T ]; ~J0,Sk
(Ωk)), функции ∇pk(t, x) ∈ C1([0;T ]; ~G(Ωk)),

а ~ω(t) ∈ C1([0;T ];C3).
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2◦. Функции ζk(t, x1, x2) ∈ C1([0;T ];L2,Γk
), (x1, x2) ∈ Γk, а ~δk(t) ∈ C2([0;T ];C3).

3◦. При любом t ∈ [0;T ] выполнены первые уравнения Эйлера (2.5) и (2.6), где
слагаемые непрерывны по t со значениями в ~L2(Ωk) соответственно; выполнены соот-
ношения (2.9), где слагаемые из C1([0;T ];H

1/2
Γk

); выполнены кинематические условия
для ζk из (2.8), где слагаемые из C1([0;T ];L2,Γk

), а также кинематические условия
для ~δk, где слагаемые из C1([0;T ];C3).

4◦. При любом t ∈ [0;T ] выполнены уравнения (2.1), (2.4), где слагаемые — эле-
менты из C([0;T ];C3).

5◦. Выполнены начальные условия (2.11). �

Теорема 4. Пусть выполнены условия

~u0
k ∈ ~J0,Sk

(Ωk), Ph,Sk
~u0
k =: ∇Φ0

k ∈ ~Gh,Sk
(Ωk) :

∂Φ0
k

∂nk

∣∣∣
Γk

∈ L2,Γk
,

ζ0
k ∈ H

1/2
Γk
, ~ω0

k ∈ C3, ~δ0
k ∈ C3, ~fk(t, x) ∈ C1([0;T ]; ~L2(Ωk)), k = 1, 2.

(4.4)

Тогда начально-краевая задача (2.1), (2.4)–(2.11) о малых движениях двух сочленён-
ных маятников с полостями, частично заполненными тяжелой однородной иде-
альной жидкостью, имеет единственное сильное по t решение на отрезке [0;T ].
Для этого решения выполнен закон баланса полной энергии в форме (2.12), где все
слагаемые являются непрерывными функциями переменной t.

5. Проблема собственных колебаний

5.1. Случай нулевого собственного значения. Рассмотрим решения однородной
задачи (3.55) при A = 0, зависящие от t по закону

z(t) = eiλtz, z ∈H , (5.1)

где λ — частота колебаний гидромеханической системы, а z = (z1; z2)τ — амплитуд-
ный элемент. Для элементов z1, z2 с учетом формул (3.56), (3.57) приходим к системе
уравнений

gB12z2 + iλC1z1 = 0, gB21z1 + iλgC2z2 = 0, (5.2)

z1 = (~w1; ∇Φ1; ~ω1; ~w2; ∇Φ2; ~ω2)τ , z2 = (ζ1; P2
~δ1; ζ2; P2

~δ2)τ .

Отметим предварительно, что операторные блоки B12, B22 и C2 обладают следую-
щими свойствами:

B12 = diag(B12,1;B12,2), B21 = diag(B21,1;B21,2),

B12,k =

(
0 0

B̃12,k

)
, B21,k =

(
0

0
B̃21,k

)
, k = 1, 2,

(5.3)
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B̃12,1 =

(
ρ1V1(. . .) ρ1V1(θ1((. . .)× ~r1) · ~e 3

1 )

−ρ1

∫
Γ1

(~e 3
1 × ~r1)(. . .) dΓ1 (m1l1 +m2h1)P2(. . .)

)
,

B̃12,2 =

(
ρ2V2(. . .) ρ2V2(θ2((. . .)× ~r2) · ~e 3

2 )

−ρ2

∫
Γ2

(~e 3
2 × ~r2)(. . .) dΓ2 m2l2P2

)
,

(5.4)

B̃21,1 =

(
−ρ1γn,1(. . .) −ρ1θ1(((. . .)× ~r1) · ~e 3

1 )

ρ1

∫
Γ1

(~e 3
1 × ~r1)γn,1(. . .) dΓ1 −(m1l1 +m2h1)P2(. . .)

)
,

B̃21,2 =

(
−ρ2γn,2(. . .) −ρ2θ2(((. . .)× ~r2) · ~e 3

2 )

ρ2

∫
Γ2

(~e 3
2 × ~r2)γn,2(. . .) dΓ2 −m2l2P2

)
,

(5.5)

C2 = diag(C21;C22),

C21 =

(
ρ1I1 ρ1θ1(((. . .)× ~r1) · ~e 3

1 )

−ρ1

∫
Γ1

(~e 3
1 × ~r1)(. . .) dΓ1 (m1l1 +m2h1)P2

)
, B̃21,1 = −C21γ̃n,1,

C22 =

(
ρ2I2 ρ2θ2(((. . .)× ~r2) · ~e 3

2 )

−ρ2

∫
Γ2

(~e 3
2 × ~r2)(. . .) dΓ2 m2l2P2

)
, B̃21,2 = −C22γ̃n,2,

γ̃n,1 := diag(γn,1;P2), γ̃n,2 := diag(γn,2;P2),

(5.6)

B̃12,1 = Ṽ1C21, B̃12,2 = Ṽ2C22, Ṽ1 = diag(V1; I1), Ṽ2 = diag(V2; I1). (5.7)

Эти формулы непосредственно следуют из определений (3.28), (3.35), (3.36) опе-
раторных матриц B12, B21 и C1.

Лемма 10. Спектральная задача (5.2) имеет бесконечнократное нулевое собствен-
ное значение, которому отвечают решения вида

z1 = (~w1; ~0; ~0; ~w2; ~0; ~0)τ , z2 = (ζ1; P2
~δ1; ζ2; P2

~δ2)τ = 0, ∀~wk ∈ ~J0(Ωk), ∀δ3
1, δ

3
2 ∈ C.
(5.8)

Замечание 2. Решениям вида (5.8) отвечают стационарные по времени движения
идеальной жидкости в каждой полости маятников без отклонения свободных по-
верхностей Γk. При этом тела остаются неподвижными, т. е. маятники с полостями
не покачиваются.

5.2. Собственные колебания при условиях статической устойчивости. Рас-
смотрим теперь в задаче (5.2) случай λ 6= 0 в предположении, что выполнены условия
(3.47), (3.50) статической устойчивости по линейному приближению.
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Первое уравнение (5.2) с учетом (5.7) и формулы (3.26) приводит к соотношению

~wk = −P0,k(~ωk × ~rk), k = 1, 2, (5.9)

а также связи
gṼkC2kz2,k + iλC̃1kz̃1,k = 0, k = 1, 2, (5.10)

C̃1kz̃1,k =

(
ρk∇Φk + ρkPh,Sk

(ωk × ~rk)
ρk
∫

Ωk
(~rk ×∇Φk) dΩk + ( ~Jt,k + ~Jpr,k)~ωk

)
, (5.11)

где уже учтены соотношения (5.9) и определения присоединенных элементов инерции
(см., например, [9], с. 141–143):

~Jk~ωk − ρk
∫
Ωk

(~rk × P0,k(~ωk × ~rk)) dΩk = ( ~Jt,k + ~Jpr,k)~ωk − ρk
∫
Ωk

(~rk × P0,k(~ωk × ~rk)) dΩk =

= ~Jt,k~ωk + ρk

∫
Ωk

(~rk × (~ωk × ~rk)) dΩk − ρk
∫
Ωk

(~rk × P0,k(~ωk × ~rk)) dΩk =

= ~Jt,k~ωk + ρk

∫
Ωk

(~rk × (Ik − P0,k)(~ωk × ~rk)) dΩk = ( ~Jt,k + ~Jpr,k)~ωk. (5.12)

Здесь ~Jt,k — момент инерции для k-того тела, а ~Jpr,k — присоединенный момент инер-
ции для k−той жидкости.

Второе уравнение (5.2) с учетом (5.5), (5.6) приводит к уравнению

γ̃n,kz̃1,k = iλz2k, k = 1, 2, (5.13)

так как C2 = diag(C21;C22) обратим. Таким образом, при λ 6= 0 следует рассматри-
вать систему уравнений (5.10), (5.13).

Лемма 11. Операторная матрица C̃1 = diag(C̃1,1; C̃1,2) (см. (5.11)) является огра-
ниченным положительно определенным оператором, действующим в простран-
стве

H̃1 := (~Gh,S1(Ω1)⊕ C3)⊕ (~Gh,S2(Ω2)⊕ C3) =: H̃1,1 ⊕ H̃1,2. (5.14)

Возвращаясь к системе уравнений (5.10), (5.13), исключим в них переменную
z2 = (z2,1; z2,2)τ (при λ 6= 0). Это даёт уравнение

Ṽ C2γ̃nz̃1 = µC̃1z̃1, µ := λ2/g, (5.15)

Ṽ := diag(Ṽ1; Ṽ2), γ̃n := diag(γ̃n,1; γ̃n,2). (5.16)

Здесь Ṽ и γ̃n, в силу леммы 8, — это неограниченные взаимно сопряжённые операто-
ры, а C2 и C̃1, согласно леммам 7 и 11, — ограниченные положительно определенные
операторы, так как выполнены условия (3.47), (3.50).
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Из (5.15) следует, что по решению z̃1 число µ можно найти по формуле

µ =
(C2γ̃nz̃1, γ̃nz̃1)H2

(C̃1z̃1, z̃1)H̃1

, (5.17)

где

(C2γ̃nz̃1, z̃1)H2 = ρ1

[ ∫
Γ1

|∂Φ1

∂n1

+ θ1((P2~ω1× ~r1) · ~e 3
1 )|2 dΓ1−

∫
Γ1

|θ1((P2~ω1× ~r1) · ~e 3
1 )|2 dΓ1

]
+

+ρ2

∫
Γ2

|∂Φ2

∂n2

+ θ2((P2~ω2 × ~r2) · ~e 3
2 )|2 dΓ2 −

∫
Γ2

|θ2((P2~ω2 × ~r2) · ~e 3
2 )|2 dΓ2

+

+(m1l1 +m2h1)|P2~ω1|2 +m2l2|P2~ω2|2. (5.18)

Введем еще в рассмотрение потенциальные поля и соответствующие потенциалы
Н.Е. Жуковского ψk,j, j = 1, 2, 3, k = 1, 2 (см. [1]). Так как div(~ωk × ~rk) = 0, то поле
∇ψk = (Ik − P0,k)(~ωk × ~rk) находится с помощью решения задачи

∆ψk = 0 (в Ωk),
∂ψk
∂nk

= (~ωk × ~rk) · ~nk (на ∂Ωk). (5.19)

Тогда

P0,k(~ωk × ~rk) = ~ωk × ~rk −∇ψk, ∇ψk =
3∑
j=1

ωk,j∇ψk,j, (5.20)

∆ψk,j = 0 (в Ωk),
∂ψk,j
∂nk

= (~ejk × ~rk) · ~nk (на ∂Ωk), j = 1, 2, 3, k = 1, 2. (5.21)

Решение каждой из задач (5.21) зависит лишь от формы области Ωk, заполненной
жидкостью.

С помощью потенциалов Жуковского квадратичная форма оператора C̃1 пред-
ставляется в виде

(C̃1z̃1, z̃1)H̃1
= ρ1

∫
Ω1

|∇Φ1 +
3∑
j=1

ω1,j∇ψ1,j|2 dΩ1 + ρ01

∫
Ω01

|~ω1 × ~r1|2 dΩ01+

+ρ2

∫
Ω2

|~ω1 × ~h1 +∇Φ2 +
3∑
j=1

ω2,j∇ψ2,j|2 dΩ2 + ρ02

∫
Ω02

|~ω1 × ~h1 + ~ω2 × ~r2|2 dΩ02, (5.22)

поэтому соотношение (5.17) принимает форму

µ =
{
ρ1

∫
Γ1

|∂Φ1

∂n1

+ θ1((P2~ω1 × ~r1) · ~e 3
1 )|2 dΓ1 −

∫
Γ1

|θ1((P2~ω1 × ~r1) · ~e 3
1 )|2 dΓ1

+
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+ρ2

∫
Γ2

|∂Φ2

∂n2

+ θ2((P2~ω2 × ~r2) · ~e 3
2 )|2 dΓ2 −

∫
Γ2

|θ2((P2~ω2 × ~r2) · ~e 3
2 )|2 dΓ2

+

+(m1ll +m2h1)|P2~ω1|2 +m2l2|P2~ω2|2
} /

{
ρ1

∫
Ω1

|∇Φ1 +
3∑
j=1

ω1,j∇ψ1,j|2 dΩ1 + ρ01

∫
Ω01

|~ω1 × ~r1|2 dΩ01+

+ρ2

∫
Ω2

|~ω1 × ~h1 +∇Φ2 +
3∑
j=1

ω2,j∇ψ2,j|2 dΩ2 + ρ02

∫
Ω02

|~ω1 × ~h1 + ~ω2 × ~r2|2 dΩ02

}
. (5.23)

Теорема 5. Задача (5.15), (5.16) имеет дискретный спектр {µj}∞j=1, состоя-
щий из конечнократных положительных собственных значений µj с предель-
ной точкой µ = +∞. Соответствующая им система собственных элемен-
тов {z̃1,j}∞j=1, z̃1,j = (∇Φ1,j; ~ω1,j; ∇Φ2,j; ~ω2,j)

τ , образует базис в пространстве
H̃1 = H̃1,1 ⊕ H̃1,2 = (~Gh,S1(Ω1) ⊕ C3) ⊕ (~Gh,S2(Ω2) ⊕ C3), ортогональный по формам
(5.18), (5.22).

Собственные значения и собственные элементы задачи (5.15), (5.16) мож-
но найти, рассматривая последовательные минимумы вариационного отношения
(5.23) или последовательные минимумы функционала (5.18) при дополнительном
условии, что функционал (5.22) равен единице. При этом для функций сравнения
Φk должны иметь место соотношения

∆Φk = 0 (в Ωk),
∂Φk

∂nk
= 0 (на Sk),

∫
Γk

Φk dΓk = 0, k = 1, 2. (5.24)

Для нахождения приближенных решений задачи (5.15), (5.16) можно приме-
нить метод Ритца к функционалу

F (z̃1) := (C2γ̃nz̃1, γ̃nz̃1)H2 − µ(C̃1z̃1, z̃1)H̃1
, (5.25)

и этот метод сходится.
Наконец, асимптотическое поведение собственных значений µj при j →∞ та-

ково:
µj =

(
1

4π
(|Γ1|+ |Γ2|)−1/2

)
j1/2[1 + o(1)]. (5.26)

Доказательство. Заметим сначала, что совокупность элементов z̃1, для которых при
условиях (5.24) конечна квадратичная форма (5.22), компактна в H̃1, а так как нор-
ма, задаваемая формой (5.22), эквивалентна стандартной норме пространства H̃1,
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то указанная совокупность элементов компактна и по форме (5.22). Поэтому по тео-
реме С. Г. Михлина (см., например, [15]) задача (5.15), (5.16) имеет дискретный по-
ложительный спектр {µj}∞j=1, µj → +∞ (j → ∞), а система собственных элементов
{z̃1,j}∞j=1, отвечающая собственным значениям {µj}∞j=1, образует ортогональный ба-
зис как по форме (5.22), так и по форме (5.18). В частности, при соответствующей
нормировке выполнены свойства

(C̃1z̃1,j, z̃1,l)H̃1
= δjl, (C2γ̃nz̃1,j, γ̃nz̃1,l)H2 = µjδjl. (5.27)

Остальные утверждения теоремы также следуют из [15]. Наконец, послед-
нее утверждение (асимптотика спектра) следует из такого рассуждения. Квад-
ратичная форма (5.18) отличается от «невозмущенной» квадратичной формы

2∑
k=1

ρk

∫
Γk

|∂Φk

∂nk
|2 dΓk тем, что (5.18) является расширением этой формы на дополни-

тельное конечномерное (шестимерное) пространство. Далее, квадратичная форма

(5.22) является расширением формы
2∑

k=1

ρk

∫
Ωk

|∇Φk|2 dΩk на это же дополнительное

пространство. Отсюда и из общих результатов М.Ш. Бирмана и М.З. Соломяка (cм.,
например, [16]) следует, что асимптотическое поведение чисел µj такое же, как и для
вариационного отношения

2∑
k=1

ρk

∫
Γk

|∂Φk

∂nk
|2 dΓk /

2∑
k=1

ρk

∫
Ωk

|∇Φk|2 dΩk (5.28)

при дополнительных условиях (5.24). Однако этому отношению отвечают две неза-
висимые спектральные задачи для отношений∫

Γk

|∂Φk

∂nk
|2 dΓk /

∫
Ωk

|∇Φk|2 dΩk

или, что равносильно, для отношений∫
Ωk

|∇Φk|2 dΩk /

∫
Γk

|Φk|2 dΓk

при условиях (5.24).
Отсюда, а также из результатов И.Л. Вулис и М.З. Соломяка (см. [17]) получаем,

что для задачи (5.15), (5.16) имеет место асимптотическая формула (5.26). �

Замечание 3. Вариационная задача (5.23), (5.24) обобщает задачу (5.28), (5.24),
которая соответствует проблеме собственных колебаний идеальных жидкостей в двух
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неподвижных сосудах, т. е. в полостях без маятников. При ~ω1 = ~0, ~ω2 = ~0 первая
проблема переходит во вторую. �

5.3. Обращение теоремы Лагранжа об устойчивости. Будем теперь считать,
что условия (3.47), (3.50) статической устойчивости по линейному приближению не
выполнены, и снова рассмотрим спектральную задачу (5.15), (5.16):

Ṽ C2γ̃nz̃1 = µC̃1z̃1, µ := λ2/g, z̃1 ∈ H̃1, Ṽ = diag(Ṽ1; Ṽ2), γ̃n = diag(γ̃n,1; γ̃n,2).

(5.29)
Здесь все операторы, кроме C2, имеют прежние свойства, а оператор C2, соглас-

но лемме 6, при выполнении условий (3.39), а также из замечаний после её доказа-
тельства ограниченно обратим, причем ранг индефинитности квадратичной формы
(C2z2, z2)H2 равен κ, 1 6 κ 6 4.

Отсюда следует, что

C2 = Jκ|C2| = |C2|1/2Jκ|C2|1/2, Jκ = J−1
κ = J∗κ, 0� |C2| ∈ L (H2), (5.30)

где Jκ – каноническая симметрия.
Отметим еще, что в (5.29) операторы γ̃n и Ṽ взаимно сопряжены и имеют ограни-

ченные (и даже компактные) обратные. Учитывая эти свойства, выполним в (5.29)
замену по формуле

|C2|1/2γ̃nz̃1 =: v ∈H2. (5.31)

Тогда вместо (5.29) придем к задаче

v = µJκCv, C := |C2|−1/2Ṽ −1C̃1γ̃
−1
n |C2|−1/2, (5.32)

где C — компактный положительный оператор, действующий в пространстве
H2 = (L2,Γ1 ⊕ C2) ⊕ (L2,Γ2 ⊕ C2). Свойство положительности оператора C прове-
ряется непосредственно с учетом того, что C̃1 � 0 (лемма 11) и (Ṽ )∗ = γ̃n. Отсюда
на основании теоремы Л.С. Понтрягина из [18] (см. также [19]) получаем такой ре-
зультат.

Теорема 6. Задача (5.29) имеет дискретный спектр, состоящий из конечнократ-
ных собственных значений µj ∈ R с предельной точкой µ = +∞. При этом пер-
вые κ собственных значений отрицательны, а остальные – положительны. Соб-
ственные элементы {z̃1,j}∞j=1 задачи (5.29) образуют базис, ортогональный по фор-
ме (C̃1z̃1, z̃1)H̃1

. При этом выполнены формулы ортогональности (5.27), где теперь
µj < 0 при j 6 κ; µj > 0, j > κ + 1.

Асимптотическое поведение собственных значений µj при j →∞ по-прежнему
имеет вид (5.26).
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Следствием установленных фактов является утверждение, которое называют об-
ращением теоремы Лагранжа об устойчивости.

Теорема 7. Пусть выполнены условия (3.39) и не выполнены условия (3.47), (3.50),
т. е. изучаемая гидромеханическая система не является статически устойчивой
по линейному приближению. Тогда она является и динамически неустойчивой, т. е.
имеются решения однородной начально-краевой задачи (2.1), (2.4)–(2.11), экспонен-
циально возрастающие по t при t→ +∞.
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On the intermediate asymptotic solutions in some models of the
combustion theory.

Pikulin S. V.

Abstract. We consider the travelling wave solutions of a nonlinear parabolic equation of the
second order, namely the equation of the Kolmogorov –Petrovsky –Piskunov type with the heat
release function on the right–hand side being analytical. We found a new analytic representation
for such a solution or, more accurately, for its inverse function which is represented as a sum
of an explicitly calculated summand and an auxiliary function defined on the unit interval. An
algorithm for calculating the Taylor coefficients of that function at the right endpoint and at the
interior points of the interval is constructed.

We establish a sufficient condition for for the mentioned auxiliary function to be analytical
on the entire unit interval including its both endpoints. The obtained criterion for the
analyticity allowed us to distinguish a countable dense set of values among the spectrum of the
permissible values for the traveling wave velocity (the spectrum being a numerical ray defined
by A.Kolmogorov, I.Petrovskii and N.Piskunov) for which the auxiliary function is analytic and
consequently the inverse of the traveling wave solution is approximately representable by an
explicit formula up to a term uniformly bounded on the unit interval.

There is a result of the analytical theory of the Abel defferential equation. In the proof of the
criterion of analyticity we use a kind of Painlevé test (or Fuchs –Kovalevskaya –Painlevé test)
applied to an accessorial equation namely to the Abel equation of the second kind. It became
apparent that this equation satisfies the Painlevé test when some additional parameter (defined
in the text) takes the prescribed values. Moreover the family of solutions passed through the
corresponding singular point of the equation consist of analytical functions when the conditions
of test gets satisfied.

In the second part of the paper an analytic–numerical method is developed based on the
representation described above. The method is applied to the problem of intermediate asymptotic
regimes of the thermal combustion of a gas mixture reacting at the initial temperature under
the condition of similarity of concentration and temperature fields. Some numerical results of the
constructed method are presented.

Keywords: travelling wave solutions, flame propagation, intermediate asymptotics, Kolmogorov –
Petrovskii – Piskunov equation, Abel equation of the second kind, Painlevé test.
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Введение

Процесс горения газовой смеси может быть при определенных условиях прибли-
женно описан (см. [1, с. 202]) следующей задачей Коши для нелинейного параболи-
ческого уравнения:

∂u

∂t
−∆u(t,x) = F

(
u(t,x)

)
, (1)

u(t,x)|t=0 = u0(x), (2)

где t ≥ 0 — время, x = (x1, x2, x3) — точка пространства R3, ∆ = ∂2
1 +∂2

2 +∂2
3 — опера-

тор Лапласа в R3, искомая функция u(t,x) предполагается ограниченной, непрерыв-
ной при t ≥ 0, непрерывно дифференцируемой по t и дважды непрерывно дифферен-
цируемой по x при t > 0 и удовлетворяющей уравнению (1) в классическом смысле
при t > 0. Непрерывная функция u0(x) в начальном условии (2) принимает значения
в диапазоне [0, 1]. Заданная функция F (ξ) в правой части уравнения (1) определена
на отрезке ξ ∈ [0, 1], принадлежит классу C1([0, 1]) и отвечает условиям

F (0) = F (1) = 0, f1 := F ′(0) > 0, F (ξ) > 0, ξ ∈ (0, 1). (3)

Известно (см. [2]), что при сделанных предположениях решение u(t,x) принимает
значения также в диапазоне [0, 1] для всех t,x.

Важным свойством уравнения (1) является возможность существования квази-
стационарных решений типа бегущей плоской волны, то есть имеющих вид

u(t,x) = ψ
(
ω t− (x,n)

)
, (4)

где n— единичный вектор, задающий направление движения волны, ( , ) — скалярное
произведение в R3, скорость ω распространения волны — числовой параметр, под-
лежащий определению вместе с функцией ψ(η) класса C2(R). Подставляя решение
u(t,x) в виде (4) с некоторым фиксированным значением ω = const > 0 в урав-
нение (1), получим относительно ψ(η) следующее обыкновенное дифференциальное
уравнение второго порядка:

d2ψ

dη2
− ωdψ

dη
+ F

(
ψ(η)

)
= 0, η ∈ (−∞,+∞), ψ(η) ∈ (0, 1). (5)

Уравнение (5) дополним условием стремления при η → ±∞ функции профиля бегу-
щей волны ψ(η) к одному из указанных выше стационарных решений:

lim
η→−∞

ψ(η) = 0, lim
η→+∞

ψ(η) = 1. (6)
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Задача (1), (2) и ее автомодельный вариант (5), (6) впервые были рассмотрены в
связи с некоторыми моделями популяционной динамики в работе [2] при следующем
ограничении на функцию F (ξ):

F ′(ξ) < F ′(0), ξ ∈ (0, 1), (7)

а также (независимо) в работе [3] для конкретной функции F (ξ) = ξ (1− ξ). Позднее
постановка (1), (2) нашла применение при моделировании процессов горения газовых
смесей [1, 4, 5]. В частности, модель изотермического распространения пламени при
автокаталитической цепной реакции (см. [1, гл. I, § 4]) приводит к задаче (1), (2) при
выполненных ограничениях (3), (7). Известно (см. [2]), что в этом случае спектр
возможных значений скорости ω бегущей волны заполняет числовой луч

ω ∈ [ωmin,+∞), ωmin = 2
√
f0, (8)

причем для каждого ω из указанного промежутка существует решение задачи (5), (6),
единственное с точностью до сдвига η 7→ η + const вдоль горизонтальной оси.

Теория распространения ламинарного пламени при тепловом механизме про-
текания реакции в газовой смеси, реагирующей при начальной температуре
(см. [1, гл. IV, § 4], [6]) также приводит к задаче (5), (6) с аналитической эффективной
функцией тепловыделения F (ξ), удовлетворяющей условиям (3); однако условие (7)
оказывается при этом нарушенным ввиду того, что F (ξ) имеет характерный мак-
симум вблизи ξ = 1 (безразмерной температуры горения). В таком случае спектр
возможных скоростей для решения вида (4) также имеет вид луча [ωmin,+∞), где
для ωmin, в отличие от формулы (8), справедливо неравенство ωmin ≥ 2

√
f0.

Решение задачи (1), (2) типа бегущей волны (4) эффективно описывает проте-
кание моделируемого процесса в некотором объеме реагирующей смеси в тот про-
межуток времени, когда влияние конкретного вида начальных данных u0(x) уже
стерлось, но процесс еще далек от завершения; такой этап протекания процесса назы-
вают промежуточным асимптотическим режимом (см. [7]). В работе [8] при анализе
процесса горения неравномерно нагретой газовой смеси были рассмотрены различ-
ные физически возможные промежуточные асимптотические режимы (т. е. режимы
распространения пламени); в частности, были выделены «причинный» (поджигание
соседних объемов смеси один от другого) и «спонтанный» (независимое последова-
тельное воспламенение соседних объемов газа) режимы горения. Теория бегущих
волн для уравнения Колмогорова –Петровского –Пискунова дает удобную матема-
тическую модель для исследования промежуточных асимптотических режимов: ми-
нимальная скорость волны ω = ωmin соответствует причинному режиму, другие зна-
чения ω > ωmin — спонтанным режимам.
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В раделе 1 настоящей работы получено новое представление решения зада-
чи (5), (6), точнее обратной к решению функции η(ψ), ψ ∈ (0, 1), при заданной ана-
литической функции F (ξ) с условиями (3) и при заданном значении параметра ω
(теорема 1). С помощью модификации теста Фукса—Ковалевской—Пенлеве получе-
но условие аналитичности входящей в это представление вспомогательной функции.
Указано счетное плотное на луче [ωmin,+∞) множество значений скорости бегущей
волны, при которых данное условие аналитичности выполнено (теорема 2). След-
ствием доказанного критерия является тот факт, что в указанном классе случаев об-
ратная к решению функция приближенно представима явной формулой с точностью
до слагаемого, равномерно ограниченного на отрезке ψ ∈ [0, 1]. Аналогичные резуль-
таты для уравнения (5) с функцией F (ξ), теряющей аналитичность в точке ξ = 0,
рассмотрены в работах [9, 10]. В разделе 2 построенный на основе результатов разде-
ла 1 аналитико-численный метод расчета профиля бегущей волны применен к задаче
о промежуточных асимптотических режимах теплового горения газовой смеси, реа-
гирующей при начальной температуре.

1. Представление решения типа бегущей плоской волны

Рассмотрим задачу (5), (6), где функция F (ξ) удовлетворяет условиям (3), явля-
ется аналитической на отрезке ξ ∈ [0, 1] и имеет в окрестности точек ξ = 0 и ξ = 1

следующие разложения:

F (ξ) =:
∞∑
k=1

fk ξ
k, f1 > 0, F (ξ) =: ξ

∞∑
k=1

gk · (1− ξ)k, g1 > 0. (9)

Зафиксируем значение ω ≥ ωmin, при котором решение ψ(η) определено.
Заметим, что решение ψ(η) задачи (5), (6) строго возрастает при η ∈ (−∞,+∞).

В самом деле, из уравнения (5) вытекает, что ψ(η) не имеет ни одного локального
минимума. Тогда из краевых условий (6) следует, что локальных максимумов у этой
функции также нет, таким образом, функция ψ(η) монотонна и выполнены равенства

dψ

dη
> 0, η ∈ (−∞,+∞), lim

η→−∞

dψ

dη
= lim

η→+∞

dψ

dη
= 0. (10)

Это позволяет рассматривать корректно определенную (с точностью до аддитивной
константы) обратную функцию η = η(ψ). Отметим, что обе функции ψ(η) и η(ψ)

являются монотонно возрастающими в области своего определения.

Теорема 1. Рассмотрим задачу (5), (6) с аналитической функцией F (ξ) при усло-
виях (3), (9) и при ω ≥ ωmin. Пусть γ — произвольное положительное число. Для
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функции η = η(ψ), обратной к ее решению ψ(η), справедливо следующее представ-
ление:

η(ψ) = ln
ψb(

1− ψγ
)a +Hγ (ψγ) + const, ψ ∈ (0, 1), (11)

a =
ω +

√
ω2 + 4 g1

2 g1

> 0, b =
ω +

√
ω2 − 4 f1

2 f1

> 0, (12)

где функция Hγ(z), зависящая от γ как от параметра, является аналитической на
полуинтервале z ∈ (0, 1] и удовлетворяет следующему условию:

Hγ(z) = o
(
ln z
)
, z → 0. (13)

Коэффициенты hk ряда Тейлора в точке z = 1 функции Hγ(z) =
∑∞

k=1 hk (1 − z)k

могут быть выражены через известные величины ω, γ, f1, g1, . . . , gk с помощью ко-
нечного числа арифметических операций.

Доказательство. Введем новую переменную (см., например, [2])

p :=
dψ

dη
(14)

для того, чтобы понизить порядок уравнения (5) и привести его к виду уравнения
Абеля второго рода (см. [11])

p(ψ)
dp

dψ
− ω p(ψ) + F (ψ) = 0, ψ ∈ (0, 1), (15)

свободного от переменной η. Переход к ψ как независимой переменной корректен,
поскольку соответствия между η и ψ является взаимно однозначным ввиду монотон-
ности (10) функции ψ(η). Задача (5), (6) с учетом (10) принимает следующий вид:

dp

dψ
= ω − F (ψ)

p(ψ)
, p(ψ) > 0, ψ ∈ (0, 1), (16)

p(0) = p(1) = 0. (17)

Проанализируем фазовый портрет уравнения (16). Условие ω ≥ ωmin означает,
что существует единственное (с точностью до сдвига) решение задачи (5), (6). Этому
решению соответствует лежащая в полуполосе ψ ∈ [0, 1], p > 0 интегральная кри-
вая J уравнения (16), соединяющая две особые точки этого уравнения — седло
A(ψ = 1, p = 0) и узел B(ψ = 0, p = 0), характеристические полиномы которых
равны соответственно PA(λ) = λ2 − ω λ− g1 и PB(λ) = λ2 − ω λ+ f1.
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Кривая J выходит из точки A как сепаратриса седла, величина наклона которой
к горизонтальной оси

dp

dψ
(1) = α :=

ω −
√
ω2 + 4 g1

2
< 0 (18)

является отрицательным корнем квадратного уравнения PA(λ) = 0.
Обозначим корни квадратного уравнения PB(λ) = 0 следующим образом:

β′ :=
ω +

√
ω2 − 4 f1

2
, β :=

ω −
√
ω2 − 4 f1

2
, β′ ≥ β > 0. (19)

Кривая J может входить в точку B с одного из двух направлений: p = βψ или
p = β′ψ; покажем, что реализуется только первая возможность p = βψ. Для этого
рассмотрим зависимость α, β, β′,J от ω как от параметра. При увеличении ω от
значения ωmin числа |α|, β уменьшаются, β′ растет. При этом в каждой фиксирован-
ной точке (ψ, p) значение dp/dψ производной решения, проходящего через эту точку,
увеличивается. Следовательно, если ω1 < ω2 — два допустимых значения параметра
ω, то соответствующие им кривые J1 и J2 не пересекаются нигде, кроме точек A и
B, причем кривая J2 расположена ниже J1. Таким образом, J2 входит в B в на-
правлении β = β(ω2) (меньшего по модулю корня характеристического уравнения);
тогда это верно и для всех допустимых значений ω.

Введем новые переменные z, q по следующим формулам:

ψ =: z1/γ, p =: ψ q(ψ), (20)

где γ > 0 — параметр из условия теоремы. Подставив q(ψ) в уравнение (15), получим
уравнение

ψ q(ψ)

(
ψ
dq

dψ
+ q(ψ)

)
− ω ψ q(ψ) + F (ψ) = 0, (21)

обе части которого можно сократить на ψ, поскольку функция

f(ψ) :=
F (ψ)

ψ
(22)

является аналитической на отрезке ψ ∈ [0, 1], причем f(0) = f1. Переходя в уравне-
нии (21) к независимой переменной z, получим:

γ

2
z
dq2

dz
+ q2(z)− ω q(z) + f(z) = 0. (23)

Из равенств (20), (18) вытекают условия

q(0) = β, q(1) = 0,
dq

dz
(1) =

α

γ
, (24)
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однозначно определяющие решение q(z) уравнения (23). Коэффициенты ряда Тей-
лора

q(τ) =
∞∑
k=1

qk τ
k, τ = 1− z (25)

функции q(z) в точке z = 1 найдем методом неопределенных коэффициентов из урав-
нения (23), записанного в следующем виде с учетом условий (24) и разложения (9):

γ

2
(τ − 1)

dq2

dτ
+ q2(τ)− ω q(τ) +

∞∑
k=1

g̃k τ
k = 0, q1 = −α

γ
> 0, (26)

где ряд в последнем слагаемом левой части получается путем раскрытия скобок при
подстановке ξ = (1− τ)1/γ согласно (20) в разложение (9):

∞∑
k=1

g̃k τ
k =

∞∑
k=1

gk
(
1− (1− τ)1/γ

)k
, 1− (1− τ)1/γ =

∞∑
j=1

(−1)j+1

(
1/γ

j

)
τ j.

Последовательно вычисляя коэффициенты q1, . . . , qk, получим qk как резуль-
тат конечного числа арифметических действий над известными величинами
γ, α, gj, j = 1, . . . , k.

Выразим решение задачи (5), (6) через функцию q(z), считая ее известной. Из
подстановки (14) найдем с учетом (24) следующее выражение для η(z):

η =

ψ∫
dψ

p(ψ)
=

ψ∫
dψ

ψ q(ψ)
=

1

γ

z∫
dz

z q(z)
=

1

γ

z∫ (
1

z q(z)
− 1

βz
+

γ

α (1− z)

)
dz+

+
1

γ

z∫ (
1

βz
− γ

α (1− z)

)
dz = Hγ(z) +

1

β γ
ln z +

1

α
ln(1− z) + const, (27)

где

Hγ(z) =

z∫
1

hγ(y) dy, hγ(z) :=
1

γ z q(z)
− 1

β γ z
+

1

α (1− z)
, z ∈ (0, 1], (28)

что соответствует формулам (11), (12) с показателями a = −1/α и b = 1/β.
Осталось исследовать свойства построенной функции Hγ(z). Заданная форму-

лой (28) функция hγ(z), продолженная аналитически по переменной z в комплексную
область, формально имеет в точке z = 1 полюс порядка не выше первого. Пользуясь
последним из равенств (24), найдем соответствующий вычет

Resz=1 h(z) = Resz=1
1

γ z q(z)
+ Resz=1

1

α (1− z)
=

γ

α γ
− 1

α
= 0;

следовательно, функции hγ(z), Hγ(z) голоморфны при z = 1.
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Из (28), (24) получаем hγ(z) = o
(
z−1
)
при z → 0, z ∈ R. Это означает, что для лю-

бого C > 0 для всех достаточно малых z > 0 справедливо неравенство |hγ(z)| < C z−1,
из которого интегрированием получаем оценку

|Hγ(z)| ≤
z∫

1

|h(y)| dy < C| ln z|+ C1, z ∈ (0, 1)

при некотором C1 ∈ R. Из последней формулы и из произвольности C вытекает
соотношение (13). Теорема доказана. �

Вспомогательная функция Hγ(z), входящая в представление (11), вообще говоря,
имеет особенность в точке z = 0, причем характер поведения функции в окрестности
этой точки описывается формулой (13). Однако при некоторых значениях ω и при
подходящем выборе параметра γ эта особая точка может оказаться устранимой. Так,
известное частное решение (см. [12]) уравнения Фишера (т. е. решение задачи (5), (6),
при F (ξ) = ξ (1 − ξ)) при специальном значении скорости ω = 5/

√
6 выражается

формулой (11) при γ = 1/2 и Hγ(z) ≡ 0. Следующая теорема описывает другие
возможные сочетания ω и γ, для которых соответствующая функция Hγ(z) обладает
аналитичностью при z = 0.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 допустим, что значение ω в уравнении (5) за-
дано формулой

ω = Ω(Υ) :=
Υ + 2√
Υ + 1

√
f1, (29)

при некотором Υ вида

Υ ∈ Q \ N, Υ > 0. (30)

Тогда в представлении (11) при функция Hγ(z) является аналитической на всем
отрезке z ∈ [0, 1] при выполнении условий γ−1 ∈ N и

(
γ−1 Υ

)
∈ N.

Доказательство. Из конструкции (28) функции Hγ(z) вытекает, что ее аналитич-
ность при z = 0 равносильна аналитичности решения q(z) уравнения (23) в той же
точке z = 0. Для того, чтобы указанное условие выполнялось, необходимо, чтобы
последнее слагаемое левой части уравнения (23) было представлено в окрестности
z = 0 сходящимся рядом по целым неотрицательным степеням z:

f(z) =
∞∑
k=0

fk+1 z
k/γ =:

∞∑
k=0

f̃k z
k, f̃k :=

{
fγ k+1, k ≡ 0 (mod γ−1),

0, k 6≡ 0 (mod γ−1),
(31)
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где включение γ−1 ∈ N будем считать выполненным по условию теоремы. Подставим
предполагаемое разложение q(z) в ряд Тейлора

q(z) =:
∞∑
k=0

bk z
k, b0 = β (32)

и ряд (31) в уравнение (23); приравнивая нулю получаемые коэффициенты при zk в
левой части уравнения, найдем

(
(γ k + 2) β − ω

)
bk +

1

2

(
γ k + 2

) k−1∑
j=1

bj bk−j + f̃k = 0, k ≥ 1. (33)

Если коэффициент при bk в левой части равенств (33) не обращается в нуль ни
при каком k ≥ 1, то из этих равенств можно последовательно найти однозначным об-
разом определенные коэффициенты bk. Если при этом ряд (32) окажется сходящимся,
тем самым будет определено единственное аналитическое решение уравнения (23),
проходящее через точку z = 0, q = β; однако мало надежды, что это решение удо-
влетворит условию q(1) = 0 — второму из условий (24).

Допустим, что при некотором k = m коэффициент при bk в левой части ра-
венств (33) обращается в нуль, а само это равенство превращается в тождество:

(γ m+ 2) β − ω = 0, (34)

1

2

(
γ m+ 2

) m−1∑
j=1

bj bm−j + f̃m = 0; (35)

тогда формулы (33) однозначно определяют коэффициенты bk при 1 ≤ k < m, не на-
кладывают никаких ограничений на bm и, после произвольного выбора значения bm,
однозначно определяют bk при k > m (в зависимости от выбранного bm). Таким об-
разом, получаем семейство последовательностей {bk, k = 1, . . .}, параметризованное
величиной bm ∈ R.

Выразим ω из формулы (34), учитывая равенства (19) и полагая Υ = γ m. Под-
ставляя ω = β + β′ в (34), найдем β′ = (Υ + 1) β. Затем из (34) и равенства ββ′ = f1

получаем

ω2 =
(Υ + 2)2 β2β′

β′
=

(Υ + 2)2 β f1

(Υ + 1) β
=

(Υ + 2)2

Υ + 1
f1, (36)

что соответствует (29).
Из условия (30) теоремы следует выполнение равенства (35), поскольку при этом

m 6≡ 0 (mod γ−1) и f̃m = 0 в силу (31) и, кроме того, по крайней мере одно из чисел
bj, bm−j равно нулю при каждом j < m, т. к. bk = 0 при k < m, k 6≡ 0 (mod γ−1).
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Для завершения доказательства теоремы осталось показать, что при выполнении
условий (34), (35) при любом выборе bm ∈ R ряд (32) с коэффициентами bk, опре-
деленными по формулам (33), сходится в окрестности z = 0, и что всякое решение
уравнения (23), проходящее через точку z = 0, q = β, представляется в виде такого
ряда при подходящем значении bm.

Определим многочлен Q(z), не зависящий от выбора bm, и новую неизвестную
функцию P(z) по следующим формулам:

Q(z) :=
m−1∑
k=0

bk z
k, q(z) =: Q(z) + zm P(z). (37)

В силу вышесказанного в полином Q(z) входят только степени z, кратные γ−1; кроме
того, Q(0) = β.

Подставляя (37) в уравнение (23), после приведения подобных членов и сокра-
щения на zm+1 получаем

dP

dz
= −γ−1 A (z) P2(z) + B(z) P(z) + C (z)

Q(z) + zm P(z)
, (38)

где коэффициенты A (z),B(z),C (z) с учетом (34), (19) имеют вид

A (z) =
(
Υ + 1

)
zm−1, B(z) = γ

dQ

dz
+
ω

β

Q(z)− β
z

,

C (z) = z−(m+1)

(
γ

2
z
dQ2

dz
+Q2(z)− ωQ(z) + f(z)

)
и являются голоморфными функциями на отрезке z ∈ [0, 1].

Правая часть уравнения (38) является аналитической по z и по P в окрестности
точки z = 0,P = c при любом c ∈ C. Согласно теореме Коши (см. [13]) суще-
ствует единственное аналитическое в окрестности z = 0 решение P(z) с условием
P(0) = c, которое определяет по формуле (37) решение q(z) уравнения (23) вида (32)
при bm = c. Выбирая c ∈ R, получаем вещественные аналитические решения. Таким
образом, доказано, что при любом выборе bm ∈ R ряд (32) с коэффициентами bk,
определенными по формулам (33), сходится в окрестности z = 0 к решению уравне-
ния (23).

Покажем, что любое решение q(z) уравнения (23), проходящее через точку
z = 0, q = β, представляется (при соблюдении условий (34), (35)) в виде (37)
для некоторой функции P(z), аналитической в окрестности z = 0. В силу ска-
занного выше достаточно показать, что определенное подстановкой (37) решение
P(z) = z−m

(
q(z)−Q(z)

)
уравнения (38) стремится к конечному пределу при z → 0.
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Нулевая изоклина
{
dP/dz = 0

}
уравнения (38) на фазовой плоскости (z,P) за-

дается квадратным алгебраическим уравнением A (z) P2 +B(z) P +C (z) = 0, реше-
ния которого определяют две ветви вида P±

0 (z) = zk g±
(√

z
)
, где k ∈ Z, g±(w) — ана-

литические в окрестности w = 0 функции переменной w =
√
z. Если функции P±

0 (z)

в окрестности z = 0, z ∈ R принимают вещественные значения, то эти функции мо-
нотонны при достаточно малых z. При подходе к z = 0 вдоль интегральной кривой
уравнения (38) знак производной меняется при пересечении нулевой изоклины, но
ни одну из ее ветвей P = P±

0 (z) эта кривая не может пересечь более одного раза
в достаточно малой окрестности вертикальной оси. Следовательно, функция P(z)

монотонна в окрестности z = 0.
Докажем от противного, что монотонная функция P(z) ограничена в окрестно-

сти z = 0. Предположим, что P(z) → ∞ при z → 0. Из равенств Q(0) = β = q(0)

следует соотношение

P(z) = o
(
z−m

)
, z → 0. (39)

Числитель дроби в правой части уравнения (38) содержит три слагаемых, одно
из которых, C (z), заведомо ограничено в окрестности z = 0, тогда как поведение
двух других слагаемых допускает две возможности:

|A (z) P2(z)| = O
(
|B(z)| |P(z)|

)
, z → 0, (40)

|B(z)| |P(z)| = o
(
A (z) P2(z)

)
, z → 0. (41)

В случае справедливости условия (40) имеем неравенство∣∣∣∣dPdz
∣∣∣∣ ≤ C1 |B(z)| |P(z)|, C1 > 0 (42)

при достаточно малых z. Из (42) следует ограниченность функции P(z) вблизи нуля,
что противоречит предположению P(z)→∞ при z → 0. В случае (41) имеем∣∣∣∣dPdz

∣∣∣∣ ≥ C2 A (z) P2(z), C2 > 0,

откуда |P(z)| ≥ C3 z
−m, C3 > 0, что противоречит предположению (39).

Таким образом, сделанное предположение не верно, и всякое решение уравне-
ния (38) с условием роста (39) имеет конечный предел при z → 0 и, следовательно,
является аналитическим в окрестности z = 0. Таким образом, все вещественные ре-
шения q(z) уравнения (23) с условием q(0) = β имеют вид (32) при подходящих
значениях bm ∈ R. Теорема доказана. �
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2. Тепловое распространение пламени по смеси, реагирующей
при начальной температуре

В этом разделе рассмотрим пример вычисления профиля бегущей волны на ос-
нове формул (11), (12), (27) в задаче о структуре пламени в модели реакции экзотер-
мического горения первого порядка при тепловыделении, зависящем от температуры
по закону Аррениуса, и при соблюдении условия подобия полей концентрации и тем-
пературы. Уравнение (1) реакции принимает в этом случае следующий вид (см. [14]):

∂θ

∂t
−∆θ(t,x) = Φ

(
θ(t,x)

)
, θ ∈ (θ∗, 0), (43)

Φ(θ) = −θ exp
θ

1− θ/θ∗
, (44)

где θ — безразмерная температура по шкале, в которой θ = 0 является температурой
горения, θ = θ∗ < 0 — абсолютным нулем.

Ламинарное пламя в такой модели описывается (см. [6]) решением задачи (5), (6)
с эффективной функцией тепловыделения F (ξ) = Feff(ξ, θ0), зависящей (как от па-
раметра) от температуры θ0 на переднем крае фронта пламени:

ξ = 1− θ

θ0

, Feff(ξ, θ0) = Φ
(
(1− ξ) θ0

)
− Φ(θ0) (1− ξ). (45)

Отметим, что функция Feff(ξ, θ0) удовлетворяет условиям (3) в отличие от функций
Φ(θ) и Φ0(θ), не обращающихся в нуль ни при какой температуре выше абсолютного
нуля. К задаче (5), (6) применимы в этом случае теоремы 1 и 2, сформулированные
в разделе 1.

Для простоты будем считать, что величина θ/θ∗ в правой части определения (44)
является малой (так называемое приближение Д.А. Франк–Каменецкого), полагая

Φ(ξ) ≈ Φ0(ξ) = −θ exp θ, (46)

хотя рассматриваемый метод применим и для функции F (θ) в ее исходном виде (44).
Как непосредственно видно из анализа графиков на рисунке 1, для эффективных

функций тепловыделения, вообще говоря, не выполнено требование (7) при θ0 ниже
определенного значения, однако численный расчет показывает, что формула (8) для
минимальной скорости бегущей волны остается справедливой (см. [15], [1, гл. 4, § 4]).

Зафиксируем некоторое значение θ0 < 0 и найдем величину f1 = F ′(0), где
F (ξ) = Feff(ξ, θ0) определено равенством (45) при Φ = Φ0, и коэффициенты gk разло-
жения (9) функции

(
ξ−1 Feff(ξ, θ0)

)
по степеням τ := 1− ξ = θ/θ0:

f1 = − d

dτ

[
−θ0 τ exp

(
θ0 τ
)
− Φ0(θ0) τ

]
τ=1

= θ2
0 exp θ0,
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Рис. 1. Графики функций тепловыделения: a) Φ(θ) = Φ0(θ), см. (46);
b, c, d) Φ(θ) = Feff

(
ξ, θ0

)
, θ = (1− ξ) θ0, θ0 = −1,−2,−4; см. (45).

ξ−1 Feff(ξ, θ0) =
Φ0(τ θ0)− τ Φ0(θ0)

1− τ
=

=

(
−
(
θ0 + Φ0(θ0)

)
τ −

∞∑
k=2

θk0
(k − 1)!

τ k

)
·
∞∑
k=0

τ k =

=
∞∑
k=1

gk τ
k, gk = −

(
θ0 + Φ0(θ0) +

k∑
j=2

θk0
(k − 1)!

)
, k ≥ 1.

Зафиксируем значение скорости ω ≥ −2 θ0 exp (θ0/2) и связанное с ним по фор-
муле (29) значение параметра

Υ =
2
√
ω2 − 4 f1

ω −
√
ω2 − 4 f1

, (47)

найдем α согласно (18), а также зафиксируем величину γ > 0.
Найдем коэффициенты qk ряда Тейлора (25), подставив его в уравнение (26),

затем по формулам (28), записанным в виде

Hγ(τ) = −
τ∫

0

hγ(y) dy, hγ(τ) :=
1

γ (1− τ) q(τ)
+

1

α τ
− 1

β γ (1− τ)
, (48)

вычислим коэффициенты hk, k = 1, . . . ряда Тейлора

Hγ(τ) =
∞∑
k=1

hk τ
k. (49)

Теперь решение задачи (5), (6) в виде η = η(ψ) можно найти по формулам (11), (12),
по крайней мере, вблизи точки ψ = 1.

На рис. 2 представлены результаты вычислений при θ0 = −1 для трех значений
скорости (параметр γ был принят равным γ = 1 в случае a и γ = 1/2 в случаях
b, c). Поведение коэффициентов hk при ω = Ω(1/2) и ω = Ω(200001/2) (кривые b
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Рис. 2. Решения задачи (5), (6) при F (ξ) = Feff(ξ,−1). Сверху вниз:
поведение коэффициентов ряда Тейлора функции H(z); график функ-
ции H(z); профиль бегущей волны ψ = ψ(η). Значения параметра
скорости ω: a) ω = Ω

(
0
)

= ωmin; b) ω = Ω
(
1/2
)
≈ 1.02 · ωmin; c)

ω = Ω
(
20001/2

)
≈ 50.01 · ωmin; см. (29).

и c на верхнем графике) является характерным для степенных рядов с радиусом
сходимости, превышающим 1, и тем самым иллюстрирует утверждение теоремы 2:
если Υ является рациональным, но не целым числом и представлено несократимой
дробью m/d, d ≥ 2, то при γ = 1/d функция Hγ(τ) оказывается голоморфной в
точке τ = 1. В том случае, когда весь отрезок τ ∈ [0, 1] попадает внутрь круга
сходимости ряда (49), найденных коэффициентов hk и показателей a, b достаточно
для вычисления решения η = η(ψ) во всем диапазоне значений ψ ∈ (0, 1).

На рис. 3 приведен результат расчета двух профилей бегущих волн при θ0 = −4 и
γ = 1. На левом графике видно, что последовательность коэффициентов {hk} ведет
себя как возрастающая геометрическая прогрессия, т. е. радиус сходимости ряда (49)
меньше единицы. В этом случае для получения решения можно дополнительно по-
строить разложение в ряд Тейлора функции Hγ(τ) в нескольких внутренних точках
отрезка τ ∈ [0, 1], пользуясь, как и ранее, уравнением (26) и формулами (48). В
данном случае были задействованы 4 дополнительные точки, равномерно располо-
женные внутри отрезка. Совпадение вычисленного значения q(τ) при τ = 1 с ожи-
даемым (24) значением β составила 17 знаков в случае a) и 38 знаков в случае b)
при 50-значной мантиссе и суммировании первых 100 членов разложений в ряды
Тейлора.
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Рис. 3. Решения задачи (5), (6) при F (ξ) = Feff(ξ,−4). Слева: поведение
коэффициентов ряда Тейлора функции H(z); справа: профиль бегущей
волны ψ = ψ(η). Значения параметра скорости ω: a) ω = Ω

(
0
)

= ωmin;
b) ω = Ω

(
15
)
≈ 2.13 · ωmin.

Рис. 4. Решение задачи (5), (6) при F (ξ) = Feff(ξ,−10). Слева напра-
во: график функции q(τ); профиль бегущей волны ψ = ψ(η); верхняя
часть профиля в увеличенном масштабе. Значение параметра скоро-
сти ω = Ω

(
21/2

)
≈ 1.84 · 2

√
f1, γ = 1/2.

На рис. 4 представлен результат расчета в случае θ0, когда эффективная функ-
ция тепловыделения имеет узкий пик вблизи ξ = 1 и близка к нулю в остальной
части отрезка ξ ∈ [0, 1]. Первый график демонстрирует стремление функции q(τ)

к пределу β при τ → 1; это отвечает существованию решения типа бегущей волны
для заданного значения скорости ω = Ω(21/2). На среднем графике можно видеть,
что профиль волны делится на две части: левая часть (η < 0) соответствует периоду
разогрева смеси в результате протекания реакции при температуре ниже темпера-
туры горения; правая часть графика, расположенная почти вертикально, отвечает
собственно горению. На третьем графике показана правая часть профиля бегущей
волны в увеличенном масштабе.
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Заключение

В работе получены следующие основные результаты:
1) найдено новое аналитическое представление (11) решения квазистационарной

задачи (5), (6) для уравнения (1) типа Колмогорова – Петровского – Пискунова с ана-
литической функцией тепловыделения F (ξ) в правой части: решение представлено
в виде суммы явно вычисляемого слагаемого и некоторой вспомогательной функции
H(τ), τ ∈ [0, 1), для которой построен алгоритм вычисления коэффициентов ряда
Тейлора в точке τ = 0 и во внутренних точках единичного отрезка;

2) для вспомогательной функции H(τ) найдено достаточное условие аналитич-
ности в концевой точке τ = 1 промежутка изменения переменной τ ; полученный
критерий аналитичности H(τ) позволил выделить среди спектра допустимых зна-
чений скорости бегущей волны (представляющего собой числовой луч ω ≥ ωmin)
счетное всюду плотное множество значений ω, при которых функция H(τ) является
аналитической;

3) на основе полученных теоретических результатов построен аналитико-
численный метод вычисления профиля бегущей волны, т. е. решения задачи (5), (6)
с аналитической функцией F (ξ); проведена численная реализация построенного ме-
тода для задачи о горении газовой смеси, реагирующей при начальной температуре,
при условии подобия полей концентрации и температуры.

Примененную в доказательстве теоремы 2 технику получения семейства решений
дифференциального уравнения или системы уравнений называют тестом Пенлеве
или тестом Фукса –Ковалевской –Пенлеве (см. [16]); тест заключается в проверке
условий типа (34), (35) обращения в тождество одного или нескольких линейных ал-
гебраических уравнений, возникающих в ходе применения метода неопределенных
коэффициентов к этому уравнению или системе. Новыми результатами, полученны-
ми в настоящей работе, являются обнаруженное прохождение некоторой модифи-
кации теста Пенлеве для уравнения Абеля второго рода (23), а также проведенное
доказательство аналитичности всех решений этого уравнения, проходящих через осо-
бую точку τ = 1, q = β при выполнении условий теоремы 2.

Cписок литературы

1. Зельдович, Я. Б. Математическая теория горения и взрыва / Я. Б. Зельдович, Г. И. Баренблатт,
В. Б. Либрович, Г. М. Махвиладзе. — М.: Наука, 1980. — 478 c.

ZELDOVICH, Ya. & BARENBLATT, G. & LIBROVICH, V. & MAKHVILADZE, G. (1985) The
Mathematical Theory of Combustion and Explosions. New York: Consultants Bureau.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2017, 3



О промежуточных асимптотических режимах в некоторых моделях теории горения 71

2. Колмогоров, А.Н., Петровский, И. Г., Пискунов, И.С. Исследование уравнения диффузии, со-
единенной с возрастанием количества вещества и его применение к одной биологической про-
блеме // Бюллетень МГУ. Секция А. — 1937. — Т. 1, № 6. — C. 1–25.

KOLMOGOROV, A. & PETROVSKII, I. & PISKUNOV, N. (1937) Etude de l’Equation de la
Diffusion avec Croissance de la Quantite de la Matiere et Son Application a un Probleme Biologique.
Moscow Univ. Bull. Math. ser. A. 1. p. 1–25.

3. FISHER R. (1937) The wave of advance of advantageous genes. Ann. Eug. no. 7. p. 355–369.

4. Зельдович Я.Б., Франк–Каменецкий Д.А. Теория теплового распространения пламени //Жур-
нал физ. химии. — 1938. — Т. 12, № 1. — C. 100–105.

ZELDOVICH, YA. & FRANK–KAMENETSKIID. (1938) The Theory of the Heat Flame
Propagation. J. Phys. Chem. 12, no. 7. p. 100–105.

5. Зельдович Я.Б. К теории распространения пламени // Журнал физ. химии. — 1948. — Т. 22,
№ 1. — C. 27–48.

ZELDOVICH, Ya. (1948) To The Theory of the Flame Propagation. J. Phys. Chem. 2, no. 1. p. 27–48.

6. Зельдович, Я.Б. Распространение пламени по смеси, реагирующей при начальной температуре.
Препринт / Я.Б. Зельдович. — Черноголовка: Инст. хим.физики РАН, 1978. — 7 c.

ZELDOVICH, Ya. (1980) Flame Propagation in a Substance Reacting at Initial Temperature.
Combustion and Flame. 39, no. 3. p. 219–224.

7. Баренблатт Г.И., Зельдович Я.Б. Промежуточные асимптотики в математической физике //
УМН. — 1971. — Т. 26, № 2(158). — C. 115–129.

BARENBLATT,G, & ZELDOVICH, Ya. (1971) Intermediate Asymptotics In Mathematical Physics.
Russian Mathematical Surveys. 26(2), no. 45. p. 45–61.

8. Зельдович, Я.Б. Классификация режимов экзотермической реакции в зависимости от началь-
ных условий. Препринт / Я.Б. Зельдович. — Черноголовка: Инст. хим.физики РАН, 1978. —
8 c.

ZELDOVICH, YA. (1980) Regime Classification of an Exothermic Reaction with Nonuniform Initial
Conditions. Combustion and Flame. 39, no. 2. p. 211–214.

9. Пикулин, С.В. О решениях типа бегущей волны для нелинейного параболического уравнения //
Вестник СамГУ. Естественнонаучная серия. — 2015. — № 6 (128). — C. 110–116.

PIKULIN, S. (2015) On Solutions of Traveling Wave Type for a Nonlinear Parabolic Equation.
Bulletin of the Samara St. Univ. Natural science series. 6 (128). p. 110–116.

10. Пикулин, С.В. О решениях типа бегущей волны уравнения Колмогорова –Петровского –
Пискунова // Ж. вычисл. матем. и матем. физ. — 2018. — Т. 58, № 2. — C. 1–9 (в печати).

PIKULIN, S. (2018) On the Traveling Wave Solutions of The Kolmogorov –Petrovskii – Piskunov
Equation Computational Mathematics and Mathematical Physics. (In press.)

«Таврический вестник информатики и математики», №3 (36)’ 2017



72 С. В. Пикулин

11. Камке, Э. Справочник по обыкновенным дифференциальным уравнениям / Э.Камке. — М.:
Наука, 1971. — 576 c.

KAMKE, E. (1977) Differentialgleichungen: Losungsmethoden und Losungen, I, Gewohnliche
Differentialgleichungen. Leipzig: B.G. Teubner.

12. ABLOWITZ M. & ZEPPETELLA A. (1979) Explicit Solutions of Fisher’s Equation for a Special
Wave Speed. Bulletin of Mathematical Biology. 41, no. 6. p. 835–840.

13. Голубев, В.В. Курс аналитической теории дифференциальных уравнений / В.В. Голубев. — М. :
Гостехиздат, 1950. — 436 c.

GOLUBEV, V. (1950) Lectures on Analytical Theory of Differential Equations. Moscow:
Gostekhizdat.

14. Худяев С.И. Пороговые явления в нелинейных уравнениях / С.И.Худяев. — М.: Физматлит,
2003. — 272 c.

KHUDYAEV, S. I. (2003) Threshold Phenomena in Nonlinear Equations. Moscow: Fizmatlit.

15. Алдушин, А.П., Зельдович, Я.Б., Худяев, С.И. Численное исследование распространения пла-
мени по смеси, реагирующей при начальной температуре // Физ. гор. и взрыва. — 1979. — 6. —
C. 20–27.

ALDUSHIN А. & KHUDYAEV S. & ZELDOVICH Ya. (1981) Flame Propagation in the Reacting
Gaseous Mixture. Archivum Combustionis. 1, no. 1/2. p. 9–21.

16. CONTE R.M. & MUSETTE M. (2008) The Painlevé Handbook. Dordrecht : Springer
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Canonical systems of basic invariants for symmetry groups of Hessian
polyhedrons.

Rudnitskii O. I.

Abstract. Let G be a finite unitary reflection group acting on the n-dimensional unitary
space Un. The algebra IG of G-invariant polynomials is generated by n algebraically independent
homogeneous polynomials f1(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn) of degrees m1 6 m2 6 · · · 6 mn (a
system of basic invariants of group G) [1]. According to [4] (cf. [2]) a system {f1, . . . , fn} of
basic invariants is said to be canonical if it satisfies the following system of partial differential
equations:

f̄i(∂)fj = 0

where a differential operator f̄i(∂) is obtained from polynomial fi if coefficients of polynomial to
substitute by the complex conjugate and variables xi to substitute by ∂

∂xi
.

In this paper, canonical systems of basic invariants were constructed in explicit form for
symmetry groups of Hessian polyhedrons — groups W (L3), W (M3) generated by reflections in
unitary space U3.

Keywords: unitary space, reflection, reflection groups, algebra of invariants, basic invariant,
canonical system of basic invariants.

Введение

Пусть Un есть n-мерное унитарное пространство, G — конечная неприводимая
группа, порожденная отражениями относительно гиперплоскостей с общей точкой O.
Группа G естественным образом действует в кольце многочленов R = C[x1,. . . ,xn].
Множество всех многочленов f(~x) = f(x1, . . . , xn) ∈ R, инвариантных относительно
G, образует алгебру IG, порожденную n алгебраически независимыми однородными
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многочленами fi степеней mi (показатели G) [1]; не нарушая общности, будем счи-
тать, что m1 6 m2 6 · · · 6 mn. Такая система образующих называется системой
базисных инвариантов группы G.

Л. Флатто (см., например, [2]), при решении «проблемы среднего значения» для
вещественных многогранников, ввел понятие и доказал существование «канониче-
ской системы базисных инвариантов» для вещественных групп G. Позднее, в рабо-
те [3], было дано новое определение канонической системы. В работе [4] это понятие
было перенесено на невещественные группы G пространства Un, а также предложен
метод построения канонических систем, который в [5] был реализован для построе-
ния канонической системы бесконечного семейства импримитивных групп G(m, p, n).

В настоящей статье другим способом построены в явном виде канонические систе-
мы базисных инвариантов для групп симметрий многогранников Гессе пространства
U3.

1. Постановка задачи

Пусть в n-мерном унитарном пространстве Un задана координатная система на-
чалом O и ортонормированным базисом ~ei (i = 1, n); вектор ~x = (xi).

Определим в R = C[x1,. . . ,xn] внутреннее произведение 〈·, ·〉 : R × R → C фор-
мулой [4]

〈f, g〉 = f̄(∂)g
∣∣
~x=~0

,

где f, g ∈ R, дифференциальный оператор f̄(∂) получается из многочлена f , если
коэффициенты многочлена заменить на комплексно сопряженные, а переменных xi
на ∂

∂xi
.

Система {f1, . . . , fn} базисных инвариантов группы G называется канонической
системой, если она удовлетворяет следующей системе дифференциальных уравне-
ний в частных производных [4]:

f̄i(∂)fj = 〈fi, fj〉δij, (1)

где δij — символ Кронекера, i, j = 1, n (i 6 j).

Отметим, что каноническую систему можно в определенном смысле рассматри-
вать как ортогональную систему относительно введенного внутреннего произведе-
ния.

Целью настоящей работы является построение в явном виде канонических си-
стем для примитивных групп W (L3) и W (M3), порожденных отражениями в про-
странстве U3 (групп симметрий многогранников Гессе).
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2. Канонические системы для групп W (L3) и W (M3)

В пространстве U3 существуют три различных типа правильных комплексных
многогранников, отличных от обобщенного куба и взаимного ему многогранника [6].
Это многогранник Гессе 3(3)3(3)3 с группой симметрий W (L3), а также «двойной»
многогранник Гессе 2(4)3(3)3 и двойственный к нему многогранник 3(3)3(4)2 с общей
группой симметрий W (M3). Рассмотрим каждый из них.

1. Правильный комплексный многогранник 3(3)3(3)3 имеет 27 вершин, 72 реб-
ра и 27 граней. Каждая грань содержит 8 вершин, образующих правильный ком-
плексный многоугольник 3(3)3 [6]. Зададим вершины многогранника следующими
векторами [6]:

ωl(~e1 − ωk~e2), ωl(~e2 − ωk~e3), ωl(−ωk~e1 + ~e3), (2)

где ω = −1−
√
−3

2
– первообразный корень третьей степени из единицы, k, l = 1, 3.

Отметим, что координаты векторов (2) при l = 3 определяют в однородных коор-
динатах на проективной плоскости конфигурацию Гессе: девять точек расположены
по три на двенадцати различных прямых таким образом, что прямая, проходящая
через любые две точки, содержит третью из данных девяти [6]. Конфигурация Гессе
интересна тем, что показывает нарушение известной теоремы Сильвестра на ком-
плексной проективной плоскости.

Многогранник 3(3)3(3)3 имеет 12 плоскостей симметрии, которые зададим урав-
нениями [7]

xi = 0, x1 + ωjx2 + ωkx3 = 0, i, j, k = 1, 3. (3)

Отражения третьего порядка относительно плоскостей (3) порождают груп-
пу W (L3) симметрий многогранника Гессе. Она имеет порядок 648, степени
mi = 6, 9, 12 [1]. Используя многочлены Погорелова, в [7] построена следующая си-
стема базисных инвариантов группы W (L3):

J6 =
∑

xi
6 − 10

∑
i<j

xi
3xj

3, (4)

J9 = (x1
3 − x2

3)(x1
3 − x3

3)(x2
3 − x3

3), (5)

J12 =
∑

xi
12 − 110

∑
xi

9xj
3 + 462

∑
i<j

xi
6xj

6 (6)

(здесь и далее в записи многочленов индексы i, j, k принимают значения 1, 2, 3 и
удовлетворяют неравенствам, указанным под знаком суммы).

Используем эту систему базисных инвариантов для построения канонической си-
стемы {f1, f2, f3} базисных инвариантов группы W (L3).
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Введем обозначение f1 = J6. Тогда базисный инвариант f2 определяется условием
f̄1(∂)J9 = 0, которое выполняется тождественно. Следовательно, f2 = J9.

Далее, семейство всех инвариантов двенадцатой степени группы W (L3) можно
записать в виде:

I12 = a1J12 + a2J6
2,

где a1, a2 – неопределенные коэффициенты.
Для нахождения коэффициентов a1, a2, воспользуемся условием (1), которое за-

пишем в виде
f̄1(∂)I12 = 0, f̄2(∂)I12 = 0.

Второе соотношение выполняется тождественно, а первое приводит к уравнению
616a1 + 151a2 = 0. Таким образом, a1 = 151c и a2 = −616c, а f3, с точностью до
постоянного множителя, имеет вид

f3 = 31
∑

x12
i + 286

∑
x9
ix

3
j − 462

∑
i<j

x6
ix

6
j + 7392

∑
j<k

x6
ix

3
jx

3
k. (7)

Следовательно, каноническая система базисных инвариантов для группы W (L3)

состоит из форм (4), (5) и (7).
2. «Двойной» многогранник Гессе 2(4)3(3)3 имеет 54 вершины, 216 ребер и 72

грани; взаимный ему многогранник 3(3)3(4)2 имеет соответственно 72, 216 и 54 вер-
шин, ребер и граней, каждая из которых правильный комплексный многоугольник
3(3)3 [6]. Вершины многогранника 2(4)3(3)3 задаются векторами (2), умноженными
на ±1, а вершины многогранника 3(3)3(4)2 — векторами

±ωl~ei,
±ωl
√
−3

3
(~e1 + ωj~e2 + ωkj~e3), i, j, k, l = 1, 3.

Тогда плоскости симметрии многогранников определяются уравнениями (3) и
уравнениями

xi − ωkxj = 0, i, j, k = 1, 3 (i < j). (8)

Группа W (M3) симметрий этих многогранников порождается отражениями
третьего порядка относительно двенадцати плоскостей (3) и отражениями вто-
рого порядка относительно девяти плоскостей (8). Ее порядок 1296, показатели
mi = 6, 12, 18 [1].

Система базисных инвариантов группы W (M3) найдена в [7]. Она задается фор-
мами (4), (6) и формой

J18 =
∑

xi
18 − 408

∑
xi

15xj
3 + 9282

∑
xi

12xj
6 − 24310

∑
i<j

x9
ix

9
j .
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Построим каноническую систему для группы W (M3). Как и ранее, введем обо-
значение f1 = J6. Используя ранее полученные результаты (см. п.1), имеем: форма
f2 совпадает с (7).

Совокупность всех инвариантов восемнадцатой степени группы W (M3) запишем
в виде

I18 = a1J18 + a2J6
3 + a3J6J12.

При этом I18 принадлежит канонической системе, если удовлетворяет следующей
системе

f̄1(∂)I18 = 0, f̄2(∂)I18 = 0.

Эта система приводит к системе 6 линейных однородных уравнений, которую
можно привести к виду

24752a1 + 3615a2 + 8355a3 = 0,

272272a1 + 10515a2 + 51711a3 = 0,

1905904a1 + 83355a2 + 375375a3 = 0,

24752a1 + 365a2 + 3889a3 = 0,

3625a2 + 2233a3 = 0.

Ее решение a1 = −1376145c, a2 = −13817804c, a1 = 10055500c. Поэтому, с точно-
стью до постоянного множителя,

f3 = 4181
∑
xi

18 + 18780
∑
xi

15xj
3 + 1011738

∑
x12
i xj

6+

+461890
∑
i<j

x9
ix

9
j − 11509680

∑
j<k

x12
i x

3
jx

3
k+

+2042040
∑
x9
ix

6
jx

3
k − 68612544x6

1x
6
2x

6
3.

(9)

Таким образом, найдена каноническая система базисных инвариантов для груп-
пы W (M3). Она состоит из форм (4), (7) и (9).

Заключение

В статье, используя полученные ранее автором системы базисных инвариантов
для групп W (L3) и W (M3), порожденных отражениями в трехмерном унитарном
пространстве, построены в явном виде канонические системы базисных инвариантов
для этих групп.
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Normal oscillations of ideal stratified fluid with a free surface
completely covered with the elastic ice.

Tsvetkov D. O.

Abstract.
Let a rigid immovable vessel be partially filled with an ideal incompressible stratified fluid.

We assume that in an equilibrium state the density of a fluid is a function of the vertical variable
x3, i.e., ρ0 = ρ0(x3). In this case the gravitational field with constant acceleration ~g = −g~e3 acts
on the fluid, here g > 0 and ~e3 is unit vector of the vertical axis Ox3, which is directed opposite
to ~g. Let Ω be the domain filled with a fluid in equilibrium state, S be rigid wall of the vessel
adherent to the fluid, Γ be a free surface completely covered with the elastic ice.

Let us consider the basic case of stable stratification of the fluid on density:

0 < N2
min ≤ N2(x3) ≤ N2

max =: N2
0 <∞,

N2(x3) := −gρ
′
0(x3)

ρ0(x3)
, ρ0(0) > 0,

where N2(x3) is square frequency of buoyancy.
The initial boundary value problem is reduced to a Cauchy problem

A
d2x

dt2
+ Cx = f(t), x(0) = x0, x

′
(0) = x1,

0 << A = A ∗ ∈ L (H ), C = C ∗ ≥ 0.

in some Hilbert space H .
The spectrum of normal oscillations, basic properties of eigenfunctions and other questions

are studied.

Keywords: stratification effect in ideal fluids, differential equation in Hilbert space, normal
oscillations, spectral problem, eigenvalues, Riesz basis.
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1. Введение

Задачи о колебаниях стратифицированной жидкости, заполняющей ограничен-
ную область пространства, находят приложение в теории сейш, в теории колебаний
нефти в танкерах, при изучении колебаний криогенных жидкостей в закрытых ре-
зервуарах. Не приводя подробной библиографии, упомянем лишь монографии [1, 2]
и работы [3, 4], где изучаются те или иные аспекты теории колебаний такой систе-
мы. Известно, что наличие вертикальной стратификации жидкости по плотности
порождает в таких гидросистемах весьма интересные физические явления, связан-
ные с действием сил плавучести. Так, в океанах эти силы порождают внутренние
инерционные волны большой амплитуды, которые могут привести к катастрофам. В
танкерах, заполненных нефтью, могут возникнуть колебания, приводящие к неустой-
чивым движениям корабля.

Ледяной покров является важным компонентом гидрологического режима замер-
зающих морей и океанов. Наличие плавающего льда на поверхности морей и океанов
существенным образом влияет на характер их поведения. Рассмотрение таких про-
блем является одним из важных разделов океанологии, практическая эффективность
которого несомненна.

В данной работе разбирается случай, когда поверхность жидкости покрыта упру-
гим льдом, который моделируется упругой пластиной. Близкая задача о колебаниях
однородной жидкости с упругим льдом рассматривалась ранее в работе [5]. Отметим,
что наличие условия стратификации приводит к усложнению структуры спектра.

2. Постановка задачи

Пусть идеальная стратифицированная жидкость, плотность ρ0 которой в состоя-
нии покоя изменяется вдоль вертикальной оси Ox3: ρ0 = ρ0(x3), частично заполняет
неподвижный сосуд и занимает в состоянии покоя область Ω, ограниченную твердой
стенкой S и свободной поверхностью Γ, полностью покрытой упругим льдом. Предпо-
ложим, что начало O декартовой системы координат Ox1x2x3 выбрано на свободной
равновесной поверхности Γ, которая является плоской и расположена перпендику-
лярно ускорению силы тяжести ~g = −g~e3, где ~e3 — орт оси Ox3. Предполагаем далее,
что твердая стенка S ⊂ ∂Ω является липшицевой поверхностью, причем ∂S = ∂Γ —
липшицева кривая.

Будем рассматривать основной случай устойчивой стратификации жидкости по
плотности:

0 < N2
min ≤ N2(x3) ≤ N2

max = N2
0 <∞, N2(x3) = −gρ

′
0(x3)

ρ0(x3)
, ρ0(0) > 0. (1)
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Функцию N(x3) называют частотой Вяйсяля – Брента, или частотой плавучести.
Рассмотрим малые движения жидкости, близкие к состоянию покоя. Обозначим

через ~u = ~u(t, x), x = (x1, x2, x3) ∈ Ω поле скорости в жидкости, p = p(t, x) — откло-
нение поля давлений от равновесного давления P0 = P0(x3), ρ = ρ(t, x) — отклонения
поля плотности от исходного поля ρ0(x3), а через ζ = ζ(t, x̂) ( x̂ = (x1, x2) ∈ Γ) —
отклонение свободно движущейся поверхности жидкости Γ(t) от Γ по нормали ~n. То-
гда малые движения исходной системы описываются следующей начально-краевой
задачей (см., [4], [5]):

∂~u

∂t
= ρ−1

0 (x3)
(
−∇p− gρ~e3

)
+ ~f(t, x) ( вΩ ),

div ~u = 0,
∂ρ

∂t
+∇ρ0 · ~u = 0 ( вΩ ),

~u · ~n =: un = 0 ( наS ), un =
∂ζ

∂t
( наΓ ),

p = ρ1
∂2ζ

∂t2
+Kζ ( наΓ ),

∫
Γ

ζ dΓ = 0,

~u(0, x) = ~u0(x), ρ(0, x) = ρ0(x) (x ∈ Ω ), ζ(0, x̂) = ζ0(x̂) ( x̂ ∈ Γ ).

(2)

Последние три условия — это начальные условия, которые добавлены к задаче для
полноты ее формулировки,

∫
Γ
ζ dΓ = 0 есть условия сохранения объема. Линейный

дифференциальный оператор K задается дифференциальным выражением

Kζ := d42
2ζ + ρ0(0)gζ (3)

на области определения

D(K) =

{
ζ ∈ C4

(
Γ
)
| ζ =

∂ζ

∂ν
= 0 (на ∂Γ)

}
, (4)

где ~ν — единичный вектор внешней нормали к ∂Γ, d > 0 — коэффициент жесткости
льда, ρ1 — поверхностная плотность льда.

Лемма 1. Для u = u (x̂) ∈ D(K), v = v (x̂) ∈ D(K) (см. (3), (4)) имеет место
тождество∫

Γ

(Ku) v dΓ =

∫
Γ

u (Kv) dΓ = (u, v)K := ρ0(0)g

∫
Γ

uv dΓ+ (5)

+ d

∫
Γ

[
∂2u

∂x2
1

∂2v

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

∂2v

∂x2
2

+ 2 (1− σ)
∂2u

∂x1∂x2

∂2v

∂x1∂x2

+ σ

(
∂2u

∂x2
1

∂2v

∂x2
2

+
∂2u

∂x2
2

∂2v

∂x2
1

)]
dΓ ,
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где σ — постоянная Пуассона, характеризующая упругую пластину, причем
0 ≤ σ < 1 (см., например, [6, c.427]).

Доказательство леммы следует из определений (3), (4) и преобразований, приве-
денных на стр. 269–276 книги [6].

Свяжем с поверхностью Γ гильбертово пространство (скалярных) функций L2 (Γ)

со скалярным произведением

(ϕ, ψ)Γ :=

∫
Γ

ϕ (x̂)ψ (x̂) dΓ (6)

и соответствующей нормой.

Лемма 2. Оператор K : D(K) ⊂ L2 (Γ) → L2 (Γ) является неограниченным сим-
метричным положительно определенным оператором, действующим в L2 (Γ).

Доказательство. Очевидно, D(K) плотна в L2 (Γ), так как в нее входят все финит-
ные (бесконечно дифференцируемые) функции, заданные на Γ. Очевидно также (и
это будет видно из дальнейшего), что K — неограниченный оператор.

Далее, из тождества (5) следует симметрия оператора K. Полагая в (5) u = v,
получим

(Ku, v) = ρ0(0)g

∫
Γ

|u|2 dΓ+

+ d

∫
Γ

[(
∂2u

∂x2
1

)2

+

(
∂2u

∂x2
2

)2

+ 2 (1− σ)

(
∂2u

∂x1∂x2

)2

+ 2σ
∂2u

∂x2
1

∂2u

∂x2
2

]
dΓ ≥ (7)

≥ d

∫
Γ

[(
∂2u

∂x2
1

)2

+

(
∂2u

∂x2
2

)2

+ 2σ
∂2u

∂x2
1

∂2u

∂x2
2

]
dΓ + ρ0(0)g

∫
Γ

|u|2 dΓ ≥

≥ d

∫
Γ

[(
∂2u

∂x2
1

)2

+

(
∂2u

∂x2
2

)2

− 2

∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣
]
dΓ + ρ0(0)g

∫
Γ

|u|2 dΓ =

= d

∫
Γ

[∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣− ∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣]2

dΓ + ρ0(0)g

∫
Γ

|u|2 dΓ ≥ ρ0(0)g

∫
Γ

|u|2 dΓ = ρ0(0)g‖u‖2
L2(Γ) .

Отсюда следует, что оператор K положительно определен в L2 (Γ). �

Как известно, симметричный положительно определенный оператор, действую-
щий в (вещественном) гильбертовом пространстве и заданный на плотном в этом
пространстве множестве, допускает расширение по Фридрихсу до самосопряженно-
го положительно определенного оператора с той же нижней гранью. Поэтому далее
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будем считать, в силу леммы 2, что оператор K уже расширен по Фридрихсу с K из
(4) на более широкое множество, обеспечивающее самосопряженность расширенного
оператора, который снова будем обозначать через K. Кроме того, D(K) ⊂ HK , где
HK — энергетическое пространство оператора K.

Теорема 1. Оператор K : D(K) ⊂ L2 (Γ) → L2 (Γ) (после расширения по Фридрих-
су) — неограниченный самосопряженный положительно определенный оператор с
дискретным спектром, то есть его спектр состоит из конечнократных положи-
тельных собственных значений {λk (K)}∞k=1 с предельной точкой λ = +∞, а соб-
ственные функции {uk (K)}∞k=1 образуют ортогональный базис в L2 (Γ):

(uk (K) , ul (K))Γ = δkl, (uk (K) , ul (K))K = λk (K) δkl.

Обратный оператор K−1 является компактным и положительным в L2 (Γ). Энер-
гетическое пространство HK ⊂ L2 (Γ) оператора K состоит из тех элементов из
L2 (Γ), для которых конечна квадратичная форма (см. (7))

‖u‖2
K = ρ0(0)g

∫
Γ

|u|2 dΓ+

+ d

∫
Γ

[∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣2 + 2 (1− σ)

∣∣∣∣ ∂2u

∂x1∂x2

∣∣∣∣2 + 2σ
∂2u

∂x2
1

∂2u

∂x2
2

]
dΓ , (8)

причем D(K1/2) = HK.

Доказательство. Доказательство основано на положениях общей теории положи-
тельно определенных операторов, теоремах вложения функциональных пространств
и понятии эквивалентных норм.

Введем в рассмотрение энергетическую норму (8) оператора K и покажем, что
норма ‖·‖K эквивалентна стандартной норме пространства H2 (Γ) = W 2

2 (Γ):

‖u‖2
W 2

2 (Γ) =

∫
Γ

|u|2 dΓ +

∫
Γ

[∣∣∣∣ ∂u∂x1

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ ∂u∂x2

∣∣∣∣2 +
2∑

i,k=1

∣∣∣∣ ∂2u

∂xi∂xk

∣∣∣∣2
]
dΓ . (9)

Как известно (см., например, [7], стр. 347–350), норма (9) эквивалентна норме
‖·‖W̃ 2

2 (Γ), которая задается по следующему закону:

‖u‖2
W̃ 2

2 (Γ)
=

∫
Γ

|u|2 dΓ +

∫
Γ

[
2∑

i,k=1

∣∣∣∣ ∂2u

∂xi∂xk

∣∣∣∣2
]
dΓ . (10)

Поэтому достаточно доказать, что нормы (8) и (10) эквивалентны.
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Оценим сверху величину ‖u‖2
K , используя очевидное неравенство

2

∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣2 ,
из (8) имеем для любых u ∈ HK , 0 ≤ σ < 1,

‖u‖2
K ≤ ρ0(0)g

∫
Γ

|u|2 dΓ + d

∫
Γ

[∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣2 + 2

∣∣∣∣ ∂2u

∂x1∂x2

∣∣∣∣2 + 2

∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣
]
dΓ ≤

≤ ρ0(0)g

∫
Γ

|u|2 dΓ + 2d

∫
Γ

[∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ ∂2u

∂x1∂x2

∣∣∣∣2
]
dΓ ≤

≤ max (ρ0(0)g; 2d) ‖u‖2
W̃ 2

2 (Γ)
.

Проведем теперь оценку снизу величины ‖u‖2
K ; имеем∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣2 + 2σ

(
∂2u

∂x2
1

· ∂
2u

∂x2
2

)
= σ

[∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣2 + 2

(
∂2u

∂x2
1

· ∂
2u

∂x2
2

)]
+

+ (1− σ)

∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣2 + (1− σ)

∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣2 ≥ (1− σ)

∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣2 + (1− σ)

∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣2 .
Тогда для энергетической нормы получаем

‖u‖2
K ≥ ρ0(0)g

∫
Γ

|u|2 dΓ+

+ d

∫
Γ

[∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣2 + 2 (1− σ)

∣∣∣∣ ∂2u

∂x1∂x2

∣∣∣∣2 − σ ∣∣∣∣∂2u

∂x2
1

∣∣∣∣2 − σ ∣∣∣∣∂2u

∂x2
2

∣∣∣∣2
]
dΓ =

= d (1− σ)

∫
Γ

(
2∑

i,k=1

∣∣∣∣ ∂2u

∂xi∂xk

∣∣∣∣2
)
dΓ + ρ0(0)g

∫
Γ

|u|2 dΓ ≥

≥ min (d (1− σ) ; ρ0(0)g) ‖u‖2
W̃ 2

2 (Γ)
.

Итак, нормы ‖·‖2
K и ‖·‖2

W̃ 2
2 (Γ)

эквивалентны, а следовательно, и нормы ‖·‖2
K и

‖·‖2
W 2

2 (Γ) эквивалентны. Так как согласно теореме вложения С. Л. Соболева (см., на-
пример, [7, c. 358–362]) пространство W 2

2 (Γ) компактно вложено в L2 (Γ) (то есть
всякое множество элементов, ограниченное в W 2

2 (Γ), компактно в L2 (Γ), или, иначе,
оператор вложения из W 2

2 (Γ) в L2 (Γ) компактен), то HK также компактно вложено
в L2 (Γ). Поэтому, по теореме С. Г. Михлина (см., например, [8, c.145]) оператор K
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имеет дискретный спектр со свойствами, описанными в формулировке данной тео-
ремы, а обратный оператор K−1 является компактным положительным оператором:
0 < K−1 = (K−1)

∗. �

Начально-краевая задача (2) после отделения тривиальных соотношений сводит-
ся к задаче Коши для дифференциального уравнения второго порядка в гильберто-
вом пространстве H = ~J0(Ω, ρ0)⊕H0:

A
d2

dt2
X + KBX = F , X (0) = X 0, X

′
(0) = X 1, X = (~w;ψ)t, (11)

A =

(
I 0

0 C + ρ1I

)
, KB =

(
B11 B12C

1/2

C1/2B21 C1/2B22C
1/2 + PH0KPH0

)
, (12)

где H0 = L2,Γ := L2 (Γ)	{1Γ}, а через ~J0(Ω, ρ0) обозначено подпространство ~L2(Ω, ρ0),
которое получается замыканием в норме ~L2(Ω, ρ0) множества гладких функций
{~v ∈ ~C1(Ω) : div~v = 0 (в Ω), vn = 0 (на ∂Ω) }; ~L2(Ω, ρ0) гильбертово пространство
со скалярным произведением

(~u,~v) =

∫
Ω

ρ0(x3)~u(x)~v(x) dΩ.

1. Оператор C является линейным компактным самосопряженным положитель-
ным оператором, действующим в пространстве H0, обратный оператор C−1 является
неограниченным самосопряженным положительно определенным оператором, дей-
ствующим в H0 и заданным на области определения D (C−1) = R (C), плотной в
H0.

Доказательство этого утверждения следует из общих рассуждений на стр. 41, 45
и 138 книги [9].

2. Оператор-матрица B =

(
B11 B12

B21 B22

)
обладает свойствами O ≤ B ≤ N2

0 I ,

где N2
0 — константа из (1), O и I — нулевой и единичный операторы в

H = ~J0(Ω, ρ0)⊕H0.
Доказательство этого утверждения проводится по аналогии с соответствующим

оператором из работы [3].

Лемма 3. Оператор K̃ := PH0KPH0 — положительно определенный неограничен-
ный в H0 оператор с компактным положительным обратным оператором K̃−1.

Доказательство. В силу самосопряженности оператора ортогонального проектиро-
вания PH0 , для ∀u, v ∈ D(K̃) = D(K)	 {1Γ} ⊂ H0 имеем:
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(K̃u, v) = (PH0KPH0u, v) = (KPH0u, PH0v) = (Ku, v) =

= (u,Kv) = (PH0u,KPH0v) = (u, PH0KPH0v) = (u, K̃v),

откуда следует, что оператор K̃ — самосопряженный. Далее имеем:

(K̃u, u) = (Ku, u) ≥ c ‖u‖2 , (13)

значит, K̃ — положительно определенный оператор. Следовательно, он ограниченно
обратим. Обратный K̃−1 при этом является положительным оператором.

Покажем, что обратный к K̃ оператор является компактным. Для этого до-
статочно доказать, что HK̃ компактно вложено в H0. Любое ограниченное мно-
жество X из HK̃ , в силу (13), будет ограниченным и в HK . Как было показа-
но ранее (см. теорему 1), HK компактно вложено в L2 (Γ). Но в силу вложения
X ⊂ HK̃ ⊂ H0 = L2 (Γ) 	 {1Γ} ⊂ L2 (Γ) получаем, что X компактно в H0. Таким
образом, любое ограниченное множество в HK̃ компактно в H0, а следовательно,
K̃−1 — компактный оператор, что и требовалось доказать. �

Рассмотрим задачу о собственных колебаниях, положим F = 0 в уравнении (11)
и будем считать, что X (t) = eiωtX , где ω — частота, а X ∈ ~J0(Ω, ρ0) ⊕H0 — мода
колебаний. Задача (11) переходит в спектральную задачу

λA X = KBX , λ := ω2. (14)

Прежде чем исследовать задачу (14), отметим несколько предварительных сооб-
ражений.

1. Поскольку оператор KB обладает свойствам KB = K ∗
B ≥ 0 и существует A −1:

0 ≤ A −1 = (A −1)
∗ ∈ L (H ), тогда из (14) приходим к задаче λI X = A −1KBX .

Спектр оператора A −1KB вещественный и неотрицательный: σ(A −1KB) ⊂ R+.

2. В случае, когда идеальная стратифицированная жидкость полностью запол-
няет произвольный сосуд, соответствующая спектральная задача может быть при-
ведена к задаче

B11 ~w = λ~w, ~w ∈ ~J0(Ω, ρ0).

При этом спектр задачи точечный, плотный на отрезке [0;N2
0 ], а моды собственных

колебаний дают внутренние волны, обусловленные наличием стратифицированной
жидкости.
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3. О существовании внутренних волн

Рассмотрим случай λ ∈ [0;N2
0 ] и установим наличия внутренних волн в страти-

фицированной жидкости.
Записав уравнение (14) в компонентах, придем к системе уравнений λI ~w = B11 ~w +B12C

1/2ψ,

λ (C + ρ1I)ψ = C1/2B21 ~w + C1/2B22C
1/2ψ + K̃ψ.

(15)

Систему уравнений (15) перепишем в следующем виде λI ~w = B11 ~w +B12C
1/2ψ,

−C1/2B21 ~w =
(
−λ (C + ρ1I) + C1/2B22C

1/2 + K̃
)
ψ =: T (λ)ψ.

(16)

Сделаем предположение

N2
0 (C + ρ1I) < C1/2B22C

1/2 + K̃, (17)

тогда оператор-функция T (λ) при любых λ ∈ [0;N2
0 ] положительно определена, по-

этому при этих λ существует обратный оператор T−1(λ) ∈ L (H ). Выразим из вто-
рого уравнения системы (16) величину ψ и подставим в первое, получим

R(λ)~w :=
(
λI −B11 +B12C

1/2T−1(λ)C1/2B21

)
~w = 0, λ ∈ [0;N2

0 ] . (18)

Теорема 2. Предельный спектр пучка R(λ) совпадает с отрезком [0;N2
0 ].

Доказательство. Пусть выполнено условие (17). Зафиксируем произвольное
λ1 ∈ [0;N2

0 ] и рассмотрим задачу(
λI −B11 +B12C

1/2T−1(λ1)C1/2B21

)
~w = 0, ~w ∈ ~J0(Ω, ρ0).

Эта — задача на собственные значения для самосопряженного оператора B11, возму-
щенного компактным оператором B12C

1/2T−1(λ1)C1/2B21. Весь спектр оператора B11

(см., например, [3]) является предельным и заполняет весь отрезок [0;N2
0 ]. Согласно

теореме Вейля, для каждого λ2 ∈ [0;N2
0 ] существует ортонормированная последова-

тельность Вейля {~wi}∞i=1, зависящая от λ1 и λ2, для которой

‖
(
λ2I −B11 +B12C

1/2T−1(λ1)C1/2B21

)
~wi‖ → 0 (i→∞).

Выбирая λ2 = λ1 и соответствующую последовательность Вейля, приходим к выводу,
что для нее

‖
(
λ1I −B11 +B12C

1/2T−1(λ1)C1/2B21

)
~wi‖ → 0 (i→∞).
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Это означает, что произвольно выбранная точка λ1 ∈ [0;N2
0 ] принадлежит пре-

дельному спектру задачи (18). Поскольку точки, лежащие вне отрезка [0;N2
0 ], могут

быть только конечнократными собственными значениями, указанный отрезок совпа-
дает с предельным спектром пучка R(λ). �

Важным следствием полученной теоремы является такое утверждение: в устой-
чиво стратифицированной идеальной жидкости, частично заполняющей сосуд про-
извольной формы со свободной поверхностью, полностью покрытой упругим льдом,
существуют внутренние волны, обусловленные наличием сил плавучести; квадрат
частот внутренних волн образуют множество [0;N2

0 ].

4. О свойствах мод поверхностных волн

Рассмотрим случай λ > N2
0 , когда ожидаются поверхностные волны.

Осуществляя замену K̃−1/2z = ψ и применив оператор K̃−1/2 ко второму уравне-
нию (15), получим (I − λ−1B11) ~w − λ−1B12C

1/2K̃−1/2z = 0,

Iψ − λK̃−1/2 (C + ρ1I) K̃−1/2z + K̃−1/2C1/2B21 ~w + K̃−1/2C1/2B22C
1/2K̃−1/2z = 0.

В силу предположения |λ| > N2
0 и оценки ‖B11‖ ≤ N2

0 , оператор I − λ−1B11

обратим, с учетом этого перепишем последнюю систему
I ~w − λ−1(I − λ−1B11)−1B12C

1/2K̃−1/2z = 0,

Iz − λK̃−1/2 (C + ρ1I) K̃−1/2z + K̃−1/2C1/2B21 ~w+

+K̃−1/2C1/2B22C
1/2K̃−1/2z = 0.

(19)

В системе (19), исключая ~w, приходим к спектральной задаче для операторного
пучка L(λ):

L(λ)z :=
(
I − λKC +B0 + λ−1F (λ)

)
z = 0, λ > N2

0 ,

KC := K̃−1/2(ρ1I + C)K̃−1/2, B0 := K̃−1/2C1/2B22C
1/2K̃−1/2,

F (λ) := K̃−1/2C1/2B21R(λ)B12C
1/2K̃−1/2, R(λ) := (I − λ−1B11)−1.

(20)

Дальнейшее исследование основано на идее факторизации пучка L(λ), т. е. на
разложении его на операторные множители определенного вида. Для этого понадо-
бится следующий результат (см., [10, c. 81]).
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Теорема 3. Пусть для самосопряженного операторного пучка

M(µ) := µI − A−B(µ) (21)

выполнены условия

1. B(µ) :=
∞∑
k=1

µkBk, |µ| < r, 0 < r <∞; A = A∗, Bk = B∗k, k = 1, 2, . . .

2. ∃ t ∈ (0, r) : ‖A‖t−1 +
∞∑
k=1

‖Bk‖tk−1 < 1.

(22)

Тогда
1. Пучок M(µ) допускает факторизацию M(µ) = M+(µ)(µI − Z), т. е. такое

разложение на множители, при котором M+(µ) голоморфна и голоморфна обра-
тима в круге |µ| ≤ t, t ∈ (0, r), а спектр σ(Z) ⊂ (−t; t) и оператор Z подобен
самосопряженному оператору.

2. Если дополнительно выполнены условия

A ∈ S∞(H ), kerA = {0}, B1 ∈ S∞(H ), (23)

то задача M(µ)z = 0 имеет на промежутке (−t, t) дискретный спектр

σ(Z) = {0} ∪ {µj}∞j=1, µj → 0 (j →∞),

где µj = µj(Z) — изолированные конечнократные собственные значения оператора
Z. Этим значениям отвечает совокупность {ϕj}∞j=1 ⊂H собственных элементов
(присоединенных нет), образующих базис Рисса в H : ϕj = F 1/2zj, j = 1, 2, . . ., где
{zj}∞j=1 — ортонормированный базис, составленный из элементов самосопряженно-
го компактного оператора F−1/2(ZF )F−1/2.

Чтобы воспользоваться этой теоремой, осуществим в (20) замену λ = µ−1 и умно-
жим обе части уравнения на µ:

G(µ)z := µL(µ−1)z = (µI −KC −B(µ)) z = 0,

B(µ) := −µB0 − µ2F (µ−1), µ < N−2
0 .

(24)

Задача (24) есть задача для пучка вида (21), так как F (µ−1) является голоморф-
ной функцией относительно µ:

F (µ−1) =
∞∑
k=0

µkFk, Fk = K̃−1/2C1/2B21B
k
11B12C

1/2K̃−1/2.
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При этом справедливо

B(µ) := −µB0 − µ2F (µ−1) = −µB0 − µ2

∞∑
k=0

µkFk = −µK̃−1/2C1/2B22C
1/2K̃−1/2−

− µ2K̃−1/2C1/2B21B12C
1/2K̃−1/2 − µ3K̃−1/2C1/2B21B

2
11B12C

1/2K̃−1/2 − . . . =

=: −
∞∑
k=1

µkBk, где ‖Bk‖ ≤ (N2
0 )k · ‖K̃−1‖ · ‖C‖.

Лемма 4. При |µ| = t < N−2
0 для G(µ) имеет место оценка

‖KC‖ · t−1 +
∞∑
k=1

‖Bk‖ · tk−1 <
ρ1‖K̃−1‖

t
+
‖K̃−1‖ · ‖C‖
t · (1− tN2

0 )
.

Доказательство.

‖KC‖t−1 +
∞∑
k=1

‖Bk‖tk−1 =
‖K̃−1/2(ρ1I + C)K̃−1/2‖

t
+ ‖B1‖+ ‖B2‖t+ ‖B3‖t2 + . . . ≤

≤ ρ1‖K̃−1‖+ ‖K̃−1‖ · ‖C‖
t

+N2
0 · ‖K̃−1‖ · ‖C‖+ (N2

0 )2 · ‖K̃−1‖ · ‖C‖t+ . . . =

=
ρ1‖K̃−1‖

t
+
‖K̃−1‖ · ‖C‖

t
·
(
1 +N2

0 t+ (N2
0 )2t2 + . . .

)
=

=
ρ1‖K̃−1‖

t
+
‖K̃−1‖ · ‖C‖
t · (1− tN2

0 )
.

�

Следствием леммы 4 и теоремы 3 является

Лемма 5. Пусть

D :=
(
ρ1 · ‖K̃−1‖ ·N2

0 − 1
)2

− 4 ·N2
0 · ‖K̃−1‖ · ‖C‖ > 0. (25)

Тогда пучок G(µ) из (24) допускает спектральную факторизацию

G(µ) = G+(µ)(µI − Z), |µ| < t ∈ (t−, t+),

t± :=

(
ρ1 · ‖K̃−1‖ ·N2

0 + 1
)
±
√
D

2N2
0

, t+ < N−2
0 .

(26)

При этом G+(µ) голоморфна и голоморфна обратима для |µ| ≤ t ∈ (t−, t+), а спектр
σ(Z) ⊂ (−t; t).

Полученные факты позволяют доказать следующую теорему.
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Теорема 4. Если выполнено условие (25), тогда операторный пучок L(λ) из (20)
допускает спектральную факторизацию

L(λ) = L+(λ)(I − λZ); (27)

при этом L+(λ) голоморфна и голоморфна обратима для

λ ≥ (t−)−1 > N2
0 , t− =

(
ρ1 · ‖K̃−1‖ ·N2

0 + 1
)
−
√
D

2N2
0

,

а также задача (20) имеет дискретный спектр {λk}∞k=1 ⊂ R+, λk = [λk(Z)]−1,
состоящий из изолированных конечнократных собственных значений с предельной
точкой +∞. Собственные элементы {zk}∞k=1, zk = zk(Z), отвечающие собственным
значениям {λk}∞k=1 ⊂ [(t−)−1,+∞), образуют базис Рисса в H0.

5. Об асимптотике спектра поверхностных волн

Лемма 6. На промежутке ((t−)−1; +∞) собственные значения λk задачи (20) при
k →∞ имеют асимптотическое поведение:

λk =

(
d1

ρ1

)(
4π

mesΓ

)2

k2[1 + o(1)] (k → +∞). (28)

Доказательство. Рассмотрим спектральную задачу (20) для операторного пучка
L(λ):

L(λ)z :=
(
I − λKC +B0 + λ−1F (λ)

)
z = 0,

где λ−1F (λ) — аналитическая оператор-функция при λ → +∞, и при этом
λ−1F (λ) → 0; оператор B0 — компактный оператор. Тогда для операторного пучка
(20) справедлива теорема Маркуса – Мацаева (см., например, [9, c. 78–79]) и асимп-
тотика задачи определяется асимптотикой укороченного пучка (I − λKC)z = 0. Из-
вестно, что при k →∞ асимптотическое поведение собственных чисел λk(KC) имеет
вид (см., [9, c. 178–181])

λk(KC) =

(
d1

ρ1

)(
4π

mesΓ

)2

k2[1 + o(1)] (k → +∞).

�

В заключении заметим, что (28) не содержит информации, связанной с нали-
чием жидкости в сосуде. Таким образом, большие по номеру k моды собственных
колебаний zk задачи (20) связаны главным образом с колебаниями упругого льда и
влияние наличия жидкости на них незначительно. Физически такой вывод очевиден,
так как большим номерам k отвечают колебания жидкости лишь в окрестности Γ;
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эти колебания быстро (в примерах — экспоненциально быстро) затухают при отходе
от Γ вглубь жидкости. Поэтому при больших k вовлекаемый в колебания льда при-
мыкающий слой жидкости становится пренебрежимо малым, то есть не влияет на
асимптотическое поведение чисел λk.

Автор приносит благодарность Н. Д. Копачевскому за обсуждение работы.
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Жуковский В. И. Существование равновесия по Бержу /
В. И. Жуковский, Т. В. Макаркина, Ю. А. Бельских // Таврический
вестник информатики и математики. — 2017. — №3 (36). — C. 7 – 16.

УДК: 519.833

В статье рассматривается способ построения равновесной по Бержу ситуации, сводя-
щейся к нахождению минимаксной стратегии в специальной гермейеровской свертке,
эффективно строящейся по исходной математической модели бескоалиционной игры.
Кроме того, доказано существование равновесной по Бержу ситуации в смешанных
стратегиях, если множества стратегий суть компакты, а функции выигрыша непре-
рывны на ситуациях.

Ключевые слова: бескоалиционная игра, функция выигрыша, выигрыш, равновесие по Нэ-
шу и Бержу, гермейеровская свертка, смешанные стратегии.

Калитвин А. С. Об операторах с частными интегралами в пространствах
функций двух переменных / А. С. Калитвин, В. А. Калитвин // Тавриче-
ский вестник информатики и математики. — 2017. — №3 (36). — C. 17 – 27.

УДК: 517.984

Изучаются линейные операторы с частными интегралами. С использованием тео-
ремы Банаха о замкнутом графике доказывается общая теорема о непрерывности
действия из пространства X в пространство Y линейного оператора K с частны-
ми интегралами. Здесь X и Y являются полными метрическими пространствами
измеримых функций с метрикой, инвариантной относительно сдвигов, и простран-
ство X содержит вместе с каждой функцией ее модуль. С применением этой теоремы
устанавливается непрерывность действия оператора K в различных пространствах
функций. Условия этой теоремы не выполняются для пространств непрерывно диф-
ференцируемых функций. В связи с этим установлена теорема о непрерывности дей-
ствия оператора K в пространствах непрерывно дифференцируемых функций. По-
лучены условия непрерывности действия оператора K из пространств непрерывно
дифференцируемых функций в различные классы пространств функций. Доказана
непрерывность оператора K, определенного на пространстве BV функций ограни-
ченной вариации двух переменных, установлены условия действия этого оператора,
определенного на конечном прямоугольнике.

Ключевые слова: линейные операторы с частными интегралами, теорема Банаха о за-
мкнутом графике, действие и непрерывность операторов, пространства функций, про-
странство BV функций ограниченной вариации, условия действия в BV.
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Копачевский Н. Д. О колебаниях двух сочленённых маятников, содер-
жащих полости, частично заполненные идеальной несжимаемой жидко-
стью / Н. Д. Копачевский, В. И. Войтицкий, З. З. Ситшаева // Тавриче-
ский вестник информатики и математики. — 2017. — №3 (36). — C. 28 – 54.

УДК: 517.98, 517.955, 532.5

Рассматривается линеаризованная задача о малых колебаниях двух маятников, при-
соединённых один к другому с помощью сферического шарнира. Каждый маятник
имеет полость, частично заполненную идеальной несжимаемой жидкостью. В рабо-
те изучается начально-краевая проблема, а также соответствующая спектральная
проблема о нормальных движениях гидромеханической системы. Доказаны теоре-
мы о корректной разрешимости задачи на произвольном отрезке времени, а также
изучены соответствующие спектральные вопросы.

Ключевые слова: уравнение изменения кинетического момента, операторная матрица,
самосопряженный оператор, сильное решение, дискретный спектр.

Пикулин С. В. О промежуточных асимптотических режимах в некоторых
моделях теории горения / С. В. Пикулин // Таврический вестник инфор-
матики и математики. — 2017. — №3 (36). — C. 55 – 72.

УДК: 517.927.4

Рассматриваются квазистационарные режимы протекания процесса в модели «ре-
акция – дифузия», задаваемой параболическим нелинейным уравнением типа Кол-
могорова — Петровского — Пискунова с аналитической функцией в правой части.
Для решений типа бегущей плоской волны получено новое представление обратной
к решению функции в виде суммы явно вычисляемого слагаемого и некоторого доба-
вочного члена. Выделен новый класс таких решений, для которых этот добавочный
член является аналитической функцией и, следовательно, равномерно ограничен.
На основе полученных результатов сконструирован аналитико-численный метод по-
строения профиля бегущей волны, проведена его численная реализация для задачи о
промежуточных асимптотических режимах реакции теплового горения газовой сме-
си при условии подобия полей концентрации и температуры. Для уравнения Абеля
второго рода специального вида, возникающего при анализе исходной задачи, полу-
чен результат о частичном прохождении некоторой модификации теста Пенлеве.

«Таврический вестник информатики и математики», №3 (36)’ 2017



96 Рефераты
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Рудницкий О. И. Канонические системы базисных инвариантов для
групп симметрий многогранников Гессе / О. И. Рудницкий // Тавриче-
ский вестник информатики и математики. — 2017. — №3 (36). — C. 73 – 78.

УДК: 514.7

Построены в явном виде канонические системы базисных инвариантов для групп
W (L3) и W (M3), порожденных отражениями в трехмерном унитарном пространстве
(группы симметрий многогранников Гессе).

Ключевые слова: унитарное пространство, отражение, группа отражений, алгебра ин-
вариантов, базисный инвариант, каноническая система.

Цветков Д. О. Нормальные колебания стратифицированной жидкости,
покрытой льдом / Д. О. Цветков // Таврический вестник информатики
и математики. — 2017. — №3 (36). — C. 79 – 93.

УДК: 517.98

В данной работе рассматривается задача о нормальных колебаниях идеальной стра-
тифицированной жидкости со свободной поверхностью, полностью покрытой упру-
гим льдом. Исследованы свойства поверхностных волн, а также асимптотика их ча-
стот, вопросы базисности мод собственных колебаний. Установлено, что предельным
спектром внутренних волн является отрезок, определенный максимальным значени-
ем частоты плавучести.

Ключевые слова: стратифицированная жидкость, спектральная задача, мода колеба-
ний, операторный пучок, предельный спектр.
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