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О МАЛЫХ ДВИЖЕНИЯХ СИСТЕМЫ ДВУХ СОЧЛЕНЕННЫХ ТЕЛ
С ПОЛОСТЯМИ, ЧАСТИЧНО ЗАПОЛНЕННЫМИ ТЯЖЕЛОЙ

ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТЬЮ

c© В. И. Войтицкий, Н. Д. Копачевский
Крымский федеральный университет им. В.И. Вернадского

Таврическая академия
факультет математики и информатики

пр-т. Академика Вернадского, 4, Симферополь, 295007, Российская Федерация
e-mail: victor.voytitsky@gmail.com, kopachevsky@list.ru

On small motions of a two joined bodies system with cavities partially
filled with a heavy viscous fluid.

Voytitsky V. I., Kopachevsky N. D.

Abstract. Let G1 and G2 be two joined bodies with masses m1 and m2. Each of them has
a cavity partially filled with homogeneous incompressible viscous fluids situated in domains Ω1

и Ω2 with free boundaries Γ1(t),Γ2(t) and rigid parts S1, S2. Let ρ1, ρ2 be densities of fluids.
We suppose that the system oscillates (with friction) near the points O1, O2 which are spherical
hinges.

We use the vectors of small angular displacement

~δk(t) =
3∑
j=1

δjk(t)~e
j
k , k = 1, 2,

to determine motions of the removable coordinate systems Okx1
kx

2
kx

3
k (connected with bodies)

with respect to stable coordinate system O1x
1x2x3. Then angular velocities ~ωk(t) of bodies Gk

is equal to d~δk/dt.
Let ~uk(x, t) and pk(x, t) be fields of fluids velocities and dynamical pressures in Ωk

(in removable coordinate systems), ζk(x, t) are functions of normal deviation of Γk(t) from
equilibrium plane surfaces Γk(0) = Γk. Then we consider initial boundary value problem (25),
(26), (28)–(30) with conditions (34)–(39).

We obtain the law of full energy balance (44). Using the method of orthogonal projections
initial problem can be reduced to the Cauchy problem for the deferential equation

C
d2X

dt2
+ A

dX

dt
+ BX = F

in Hilbert space H := H1⊕H2 := ( ~J0,S1(Ω1)⊕ ~J0,S2(Ω2))⊕(C3⊕C3). Here operator C is bounded
and positive definite, operator A is positive definite, B is bounded below self-adjoint operator.
General properties of such problem is known. It has a unique strong solution for t ∈ [0;T ] if the
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natural conditions for initial data and function F are satisfied. As a corollary we obtain theorem
on solvability of initial Cauchy problem.

Corresponding spectral problem reduces to the operator pencil of S.G. Krein. The spectrum
consists of λ = 0, two branches of positive eigenvalues with limit point +0 and +∞, and probably
finite number of negative and complex eigenvalues. The systems of eigenelements corresponding
to each of positive branches of eigenvalues form so called p-basis in Hilbert space H (probably
with finite defect). We obtain sufficient conditions for absence of negative eigenvalues (stability of
hydromechanics system) and for equality of negative eigenvalues of the problem and the operator
of potential energy B.

Keywords: equation of angular momentum deviation, operator matrix, self-adjoint operator,
discrete spectrum, p-basis.

Введение

Данная работа посвящена изучению (методами теории операторов) проблемы ма-
лых движений и нормальных колебаний двух сочленённых тел, частично заполнен-
ных тяжёлой вязкой жидкостью. Данная линейная постановка задачи является но-
вой и осуществляется на основе работ Н.Д. Копачевского и Э.И. Батыра, см. [1]–[5],
посвящённых проблемам малых движений сочленённых тел-гиростатов, целиком за-
полненных идеальной либо вязкой жидкостью. Важные результаты в теории коле-
баний тел, соединенных сферическими или цилиндрическими шарнирами в произ-
вольном порядке, получил П.В. Харламов. Близкие задачи исследовал в докторской
диссертации Ю.Н. Кононов. При частичном заполнении жидкостью тела не являют-
ся гиростатами, что вносит дополнительные трудности в исследуемую проблему.

Исследованию малых колебаний маятника с полостью, полностью либо
частично заполненной идеальной или вязкой жидкостью либо системой из несме-
шивающихся жидкостей, посвящено большое количество работ. В качестве ос-
новных можно отметить работы С. Г. Крейна и Н.Н. Моисеева, Г.А. Моисеева,
Н.Д. Копачевского, О.Б. Иевлевой, П.С. Краснощекова, Ф.Л. Черноусько,
И.А. Луковского, М.Я. Барняка и др. Операторный подход к изучению ли-
нейных проблем гидродинамики вязкой жидкости изложен в монографиях
Н.Д. Копачевского с соавторами [4], [5].

Данная работа выполнена при финансовой поддержке второго соавтора грантом
Министерства образования и науки РФ (проект 14.Z50.31.0037).

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2017, 2
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1. Постановка задачи. Вывод уравнений изменения
кинетических моментов

Пусть имеется два сочленённых тела G1 и G2, имеющих массы m1 и m2. Внутри
каждого тела имеется по одной полости, частично заполненной однородной несжи-
маемой вязкой жидкостью. Пусть жидкости занимают области Ω1 и Ω2 со сво-
бодными границами Γ1(t),Γ2(t) и твёрдыми стенками S1, S2, плотности жидкостей
ρ1 > 0, ρ2 > 0. Массой воздуха над жидкостями пренебрегаем. Тела совершают
малые свободные колебания относительно точек закрепления O1, O2 (сферические
шарниры), см. рисунок.

Рис. 1

Будем считать, что на данную систему тел в состоянии покоя действует однород-
ное гравитационное поле ~g, а в процессе малых движений — силовое поле

~F := ~g + ~f(t, x),

где ~f(t, x) – малая динамическая добавка к гравитационному полю. Предполагаем
также, что в шарнире Ok сила трения пропорциональна разности угловых скоростей
соединяющихся тел Gk и Gk−1, причем коэффициент пропорциональности αk > 0,
k = 1, 2.

Для описания малых движений системы введем неподвижную систему координат
O1x

1x2x3 c ортами ~e j, j = 1, 2, 3 так, чтобы ~g = −g~e 3. Кроме того, введем подвижные

«Таврический вестник информатики и математики», №2 (35)’ 2017
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системы координат Okx
1
kx

2
kx

3
k, жестко связанные с Gk. Единичные векторы вдоль осей

Okx
j
k обозначим через ~e jk , j = 1, 3. Кроме того, будем считать, что в состоянии покоя

центры масс Ck тел Gk, а также точки Ok находятся на одной оси O1x
3
1 = O2x

3
2.

Положение подвижной системы координат Okx
1
kx

2
kx

3
k относительно неподвижной

системы O1x
1x2x3 в процессе малых движений гидромеханической системы будем

задавать малым вектором углового перемещения

~δk(t) =
3∑
j=1

δjk(t)~e
j
k , k = 1, 2.

Тогда угловая скорость ~ωk(t) тела Gk будет равна d~δk/dt, а угловое ускорение этого
тела – величине d2~δk/dt

2 = d~ωk/dt.
Обозначим через ~Rk радиус-вектор, идущий из полюса O1 в любую точку тела Gk,

~rk (k = 1, 2) — радиус-вектор, идущий из полюса Ok в любую точку тела Gk. Введем
также вектор ~h1 =

−−−→
O1O2. Тогда, очевидно, что ~R1 = ~r1, ~R2 = ~h1 + ~r2. Как известно

из курса теоретической механики (см., например [4], с. 123), скорость изменения
переменного вектора ~a(t) в неподвижной системе координат d′~a/dt и скорость его
изменения в подвижной системе координат d~a/dt связаны соотношением

d′~a

dt
=
d~a

dt
+ ~ω(t)× ~a(t), (1)

где ~ω(t) — мгновенная угловая скорость подвижной системы координат. Отсюда сле-
дует, что векторы абсолютных скоростей ~vk произвольной точки тела Gk связаны с
малыми векторами относительных скоростей ~uk по формулам:

~v1 =
d′ ~R1

dt
= ~ω1 × ~r1 + ~u1; (2)

~v2 =
d′ ~R2

dt
= ~ω1 × ~h1 + ~ω2 × ~r2 + ~u2. (3)

Аналогично получаем формулы для абсолютного ускорения:

~w1 =
d′

dt
(~ω1 × ~r1 + ~u1) =

d

dt
(~ω1 × ~r1) + ~ω1 × (~ω1 × ~r1) +

d~u1

dt
+ ~ω1 × ~u1 =

=
d~ω1

dt
× ~r1 + 2~ω1 × ~u1 + ~ω1 × (~ω1 × ~r1) +

d~u1

dt
, (4)

~w2 =
d′

dt
(~ω1 × ~h1 + ~ω2 × ~r2 + ~u2) =

=
d~ω2

dt
× ~r2 + 2~ω2 × ~u2 + ~ω2 × (~ω2 × ~r2) +

d~u2

dt
+
d~ω1

dt
× ~h1 + ~ω1 × (~ω1 × ~h1). (5)

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2017, 2
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Введем обозначение∫
Gk

(. . .)dmk :=

∫
Ω0k

(. . .)ρ0kdΩk +

∫
Ωk

(. . .)ρkdΩk, (6)

где Ω0k ⊂ Gk — область, занятая твердым телом плотности ρ0k, а Ωk –– область,
занятая жидкостью, k = 1, 2.

Уравнение изменения кинетического момента системы сочлёненных тел относи-
тельно точки O1 в движущейся системе координат O1x

1
1x

2
1x

3
1 имеет вид:

d′ ~K1

dt
= ~M tr

1 + ~M vn
1 + ~M e

1 + ~M cor
1 , (7)

где ~K1 — кинетический момент системы в ее движении относительно неподвижной
системы координат; ~M tr

1 — момент сил трения; ~M vn
1 — главный момент всех внешних

сил (силы тяжести и других малых сил), действующих на систему тел; ~M e
1 — момент

переносных сил инерции; ~M cor
1 — момент кориолисовых сил.

Имеем

~K1 =

∫
G1

~r1 × ~v1 dm1 +

∫
G2

(~h1 + ~r2)× ~v2 dm2 =

=

∫
G1

~r1 × (~ω1 × ~r1 + ~u1) dm1 +

∫
G2

(~h1 + ~r2)× (~ω1 × ~h1 + ~ω2 × ~r2 + ~u2) dm2. (8)

~M1,tr = −α1~ω1. (9)

С точностью до малых второго порядка имеет место формула (см. [4], с. 132)

~g = −g~e 3
k + gδ2

k~e
1
k − gδ1

k~e
2
k , (10)

где ~δk :=
3∑
j=1

δ jk~e
j
k .

Пусть ζk(x, t) (x ∈ Γk) — функции, описывающие малые отклонения свободных
поверхностей Γk(t) вдоль нормалей, относительно плоских равновесных поверхно-
стей Γk. Из условия сохранения объёмов жидкостей во время колебаний следует, что∫

Γk
ζk dΓk = 0, тогда с точностью до малых более высоких порядков справедливы

соотношения∫
Gk

~rk × ~g dmk = mk~rk,c × ~g +

∫
Γk

(~rk × ~g)ζkρk dΓk =
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= mk[−lk~e 3
k ]× [−g(~e 3

k − δ 2
k~e

1
k + δ 1

k~e
2
k )]− ρkg

∫
Γk

(~rk × ~e 3
k )ζk dΓk =

= gmklk~e
3
k×(~e 3

k−δ 2
k~e

1
k+δ 1

k~e
2
k )−ρkg

∫
Γk

(~rk×~e 3
k )ζk dΓk = −gmklkP2

~δk+ρkg

∫
Γk

(~e 3
k×~rk)ζk dΓk,

(11)

∫
G2

~h1 × ~g dm2 = mk~rk,c × ~g + ρ2

∫
Γ2

(~h1 × ~g)ζ2 dΓ2 =

= m2[−h1~e
3
1 ]× [−g(~e 3

1 − δ 2
1 ~e

1
1 + δ 1

1 ~e
2
1 )] + ρ2(~h1 × ~g)

∫
Γ2

ζ2 dΓ2 = −gm2h1P2
~δ1. (12)

В последнем соотношении предполагается, что ~h1 = −h1~e
3
1 (с точностью до малых

более высокого порядка), где h1 := |
−−−→
O1O2| — расстояние между шарнирами. Также

введены обозначения ~rk,c — радиус вектор центра тяжести тела Gk, lk := |
−−−→
OkCk| —

расстояние от Ok до центра масс Ck тела Gk, P2
~δk :=

2∑
j=1

δ jk~e
j
k .

Отсюда следует, что

~M vn
1 =

∫
G1

~r1 × (~g + ~f1) dm1 +

∫
G2

(~h1 + ~r2)× (~g + ~f2) dm2 =

= −gm1l1P2
~δ1 − gm2l2P2

~δ2 − gm2h1P2
~δ1 +

∫
G1

~r1 × ~f1 dm1 +

∫
G2

(~h1 + ~r2)× ~f2 dm2+

+ ρ1g

∫
Γ1

(~e 3
1 × ~r1)ζ1 dΓ1 + ρ2g

∫
Γ2

(~e 3
2 × ~r2)ζ2 dΓ2, (13)

где ~fk(t, x) := ~f(t, x)|Gk
.

Очевидно, ~M e
1 = 0. При этом

~M cor
1 = −

∫
G1

~r1 × (2~ω1 × ~u1)dm1 −
∫
G2

(~h1 + ~r2)× (2~ω2 × ~u2)dm2 (14)

является величиной второго порядка малости, поэтому мы ею пренебрегаем.
Вычислим теперь производную по времени от кинетического момента ~K1:

d′ ~K1

dt
=

∫
G1

d~r1

dt
× (~ω1 × ~r1 + ~u1) dm1+
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+

∫
G1

~r1 × (
d~ω1

dt
× ~r1 + ~ω1 ×

d~r1

dt
+
d~u1

dt
) dm1 + ~ω1 ×

∫
G1

~r1 × (~ω1 × ~r1 + ~u1) dm1+

+

∫
G2

d

dt
(~h1 + ~r2)× (~ω1 × ~h1 + ~ω2 × ~r2 + ~u2) dm2+

+

∫
G2

(~h1+~r2)× d

dt
(~ω1×~h1+~ω2×~r2+~u2) dm2+~ω2×

∫
G2

(~h1+~r2)×(~ω1×~h1+~ω2×~r2+~u2) dm2.

(15)

Поскольку мы предполагаем, что поля d~rk/dt = ~uk и ~ωk являются бесконечно малы-
ми, то с учётом формулы

d~uk
dt

=
∂~uk
∂t

+ (~uk · ∇)~uk, k = 1, 2, (16)

можно пренебречь вторым слагаемым. Отсюда после линеаризации (15) получаем
уравнение изменения кинетического момента относительно точки O1 системы тел в
подвижной системе координат O1x

1
1x

2
1x

3
1:

d′ ~K1

dt
=

∫
G1

~r1 × (
d~ω1

dt
× ~r1) dm1 + ρ1

∫
Ω1

~r1 ×
∂~u1

∂t
dΩ1+

+

∫
G2

(~h1 + ~r2)× (
d~ω1

dt
× ~h1 +

d~ω2

dt
× ~r2 +

∂~u2

∂t
) dm2 = −α1~ω1−

− g

m1l1P2
~δ1 +m2h1P2

~δ1 +m2l2P2
~δ2 − ρ1

∫
Γ1

(~e 3
1 × ~r1)ζ1 dΓ1 − ρ2

∫
Γ2

(~e 3
2 × ~r2)ζ2 dΓ2

+

+

∫
G1

~r1 × ~f1 dm1 +

∫
G2

(~h1 + ~r2)× ~f2 dm2. (17)

Аналогично выводится уравнение изменения кинетического момента относитель-
но точки O2 тела G2 в подвижной системе координат O2x

1
2x

2
2x

3
2.

Имеем
~K2 =

∫
G2

~r2 × (~ω2 × ~r2 + ~u2) dm2. (18)

~M tr
2 = −α2(~ω2 − ~ω1). (19)

~M vn
2 =

∫
G2

~r2× (~g+ ~f2) dm2 = −gm2l2P2
~δ2 + gρ2

∫
Γ2

(~e 3
2 × ~r2)ζ2 dΓ2 +

∫
G2

~r2× ~f2 dm2. (20)
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~M e
2 = −

∫
G2

~r2 × ~a e2 dm2, (21)

где

~a e2 =
d~ω1

dt
× ~h1 + ~ω1 × (~ω1 × ~h1) (22)

есть ускорение точки O2. Моментом кориолисовых сил пренебрегаем.
Вычислим производную по времени от величины ~K2:

d′ ~K2

dt
=

∫
G2

~u2 × (~ω2 × ~r2 + ~u2)dm2 +

∫
G2

~r2 × (
d~ω2

dt
× ~r2 + ~ω2 ×

d~r2

dt
+
d~u2

dt
) dm2+

+ ~ω2 ×
∫
G2

~r2 × (~ω2 × ~r2 + ~u2) dm2. (23)

После линеаризации (23) получаем искомое уравнение изменения кинетического мо-
мента относительно точки O2:∫
G2

~r2 × (
d~ω2

dt
× ~r2) dm2 + ρ2

∫
Ω2

~r2 ×
∂~u2

∂t
dΩ2 =

= −α2(~ω2−~ω1)−gm2l2P2
~δ2+gρ2

∫
Γ2

(~e 3
2×~r2)ζ2 dΓ2+

∫
G2

~r2×~f2 dm2−
∫
G2

~r2×(
d~ω1

dt
×~h1) dm2.

(24)

Вычитая теперь из левой и правой части уравнения (17) соответственно левую и
правую часть уравнения (24), получаем соотношение∫
G1

~r1 ×
(
d~ω1

dt
× ~r1

)
dm1 +

∫
G2

~h1 ×
(
d~ω1

dt
× ~h1 +

d~ω2

dt
× ~r2 +

∂~u2

∂t

)
dm2+

+ρ1

∫
Ω1

~r1×
∂~u1

∂t
dΩ1 +α1~ω1−α2 (~ω2 − ~ω1)+g (m1l1 +m2h1)P2

~δ1−gρ1

∫
Γ1

(~e 3
1 ×~r1)ζ1 dΓ1 =

=

∫
G1

~r1 × ~f1 dm1 +

∫
G2

~h1 × ~f2 dm2 =: ~M1(t). (25)

Перепишем уравнение (24) в эквивалентной форме∫
G2

~r2 × (
d~ω2

dt
× ~r2) dm2 +

∫
G2

~r2 × (
d~ω1

dt
× ~h1) dm2 + ρ2

∫
Ω2

~r2 ×
∂~u2

∂t
dΩ2 + α2(~ω2 − ~ω1)+

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2017, 2



О малых движениях системы двух сочлененных тел с полостями... 15

+ gm2l2P2
~δ2 − gρ2

∫
Γ2

(~e 3
2 × ~r2)ζ2 dΓ2 =

∫
G2

~r2 × ~f2 dm2 =: M2(t). (26)

2. Уравнения движения вязкой жидкости. Граничные и
начальные условия

Для вязкой жидкости, имеющей постоянные плотности ρk > 0 и кинематиче-
ские вязкости νk > 0, уравнениями движения являются линеаризованные уравнения
Навье –Стокса (см. [4], c. 124):

d~vk
dt

= −ρ−1∇Pk + νk∆~vk + ~Fk, div~vk = 0, ( в Ωk ), k = 1, 2, (27)

записанные в неподвижной системе координат O1x
1x2x3.

Для записи этих уравнений в подвижной системе системе координат подставим в
них формулы для вычисления поля абсолютной скорости ~vk и абсолютного ускорения
~wk (см. (2)– (5)).

Воспользовавшись инвариантностью операций div, ∇, ∆ при линейных заменах
переменных, после линеаризации получаем уравнения Навье–Стокса в подвижных
системах координат Okx

1
kx

2
kx

3
k:

∂~u1

∂t
+
d~ω1

dt
× ~r1 = −ρ−1

1 ∇p1 + ν1∆~u1 + ~f1 (в Ω1), (28)

∂~u2

∂t
+
d~ω1

dt
× ~h1 +

d~ω2

dt
× ~r2 = −ρ−1

2 ∇p2 + ν2∆~u2 + ~f2 (в Ω2), (29)

div ~uk = 0 (в Ωk), k = 1, 2. (30)

Будем предполагать выполненными условия прилипания вязкой жидкости к
твёрдым стенкам, т. е.

~uk = ~0 (на Sk) , k = 1, 2. (31)

Предполагая, что капиллярными силами можно пренебречь, считаем, что в со-
стоянии равновесия свободные поверхности Γk(t) являются плоскостями, ортогональ-
ными вектору ~e 3. Они могут быть заданы уравнениями x′3 = −bk < 0, где bk = const.

На поверхностях Γk(t) жидкости контактируют с газом постоянного давления pa,
отсюда следует, что напряжения в жидкости и газе должны совпадать, т. е.

3∑
j=1

τ̃ ′ij(~vk)n
′j
k :=

3∑
j=1

(
−Pkδij + ρkνk(

∂vjk
∂x′ik

+
∂vik
∂x′jk

)

)
n′
j
k = −pan′ik (i = 1, 2, 3), (32)

где τ̃ ′ij(~vk) — компоненты тензора напряжений в k-той жидкости, построенного по
абсолютным скоростям ~vk, а ~nk =

∑3
j=1 n

′j
k~e

j — вектор внешней нормали к Γk(t).
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Давление Pk на границе жидкости раскладывается в сумму, Pk = P0k + pk, где

P0k(t, x) = ρk~g · ~rk + pa + ρkgbk

есть равновесное давление с учётом отклонения тела Gk на ~δk(t), а pk — малая дина-
мическая добавка. С учётом формулы (10) отсюда получаем, что

P0k(t, x) = −ρkg(x3
k − δ2

kx
1
k + δ1

kx
2
k) + pa + ρkgbk. (33)

Предполагая, что Γk(t) отклоняются незначительно от равновесных Γk, будем
считать, что n′1k = n′2k = 0. Так как для чистого вращения ~ω × ~r все напряжения
равны нулю, то с учётом формул (2), (3) линеаризация касательных динамических
напряжений (32) приводит к условиям

τ̃i3(~uk) = ρkνk(
∂u3

k

∂xik
+
∂uik
∂x3

k

) = 0 (на Γk) , i = 1, 2. (34)

Так как x3
k = bk + ζk(t, x

1
k, x

2
k), то с учётом формулы (33) линеаризация (32) при-

водит к условию для нормального напряжения

−Pk + 2ρkνk
∂u3

k

∂x3
k

= ρkg(bk + ζk − δ2
kx

1
k + δ1

kx
2
k)− pa − ρkgbk − pk + 2ρkνk

∂u3
k

∂x3

= −pa.

Отсюда следует, что

−pk + 2ρkνk
∂u3

k

∂x3
k

= −ρkg(ζk − δ2
kx

1
k + δ1

kx
2
k) (на Γk) . (35)

Также на Γk должно быть выполнено линеаризованное кинематическое условие
∂ζk
∂t

= u3
k|Γk

(36)

с условием нормировки ∫
Γk

ζk dΓk = 0. (37)

Для полной постановки задачи еще необходимо задать условия связи
d

dt
P2
~δk = P2~ωk,

d

dt
~δ 3
k = ~ω 3

k , k = 1, 2, (38)

и начальные данные

~uk(0, x) = ~u 0
k (x), x ∈ Ωk, ~ωk(0) = ~ω 0

k , (39)

ζk(0, x) = ζ0
k(x), x ∈ Γk, ~δk(0) = ~δ 0

k , k = 1, 2. (40)

Таким образом, полная постановка начально-краевой задачи состоит в решении
уравнений (25), (26), (28)–(30) с краевыми и начальными условиями (34)–(39).
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3. Закон баланса полной энергии

Будем считать, что поставленная задача имеет классическое решение, т. е. все
функции в уравнениях, граничных и начальных условиях непрерывны относительно
своих переменных. Выведем закон баланса полной энергии исследуемой гидромеха-
нической системы.

Для этого обе части уравнений (24), (26) умножим скалярно на ~ω1 и ~ω2 соот-
ветственно, а обе части уравнений (28)–(29) умножим скалярно на ~u1 и ~u2, а затем
проинтегрируем по областям Ω1 и Ω2. Левые и правые части полученных четырех
соотношений сложим.

Заметим, что некоторые группы слагаемых можно переписать в виде производ-
ных по t от квадратичных функционалов в виде интегралов по областям Ωk и Gk

(с учетом введенного выше правила для интегралов
∫
Gk

(. . .)dmk). Так, слагаемые, со-

держащие множитель ρ1, имеют вид

ρ1

{∫
Ω1

~r1 ×
∂~u1

∂t
dΩ1

 · ~ω1 +

∫
Ω1

~r1 ×
(
d~ω1

dt
× ~r1

)
dΩ1

 · ~ω1+

+

∫
Ω1

(
∂~u1

∂t
+
d~ω1

dt
× ~r1

)
· ~u1dΩ1

}
=

1

2
ρ1
d

dt

∫
Ω1

|~ω1 × ~r1 + ~u1|2dΩ1,

а соответствующий интеграл по G1 приобретает окончательно такой вид
1

2

d

dt

∫
G1

|~ω1 × ~r1 + ~u1|2dm1.

Соответственно преобразуются группы слагаемых по областям Ωk и Gk при k = 2.
В сумме они образуют слагаемое

1

2

d

dt

∫
G2

|~ω1 × ~h1 + ω2 × ~r2 + ~u2|2dm2.

Будем использовать первую формулу Грина для векторного оператора Лапласа
и соленоидальных векторных полей в области Ω c границей ∂Ω = Γ∪S (см. [4], с. 115,
а также [6], с. 62):∫

Ω

~v·(−µ∆~u+∇p) dΩ = µE(~v, ~u)−
∫
Γ

3∑
j=1

vj|Γ(τj3(µ~u)−pδj3) dΓ, ~v, ~u ∈ ~J1
0,S(Ω). (41)
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Здесь билинейная форма

E(~v, ~u) :=
1

2

∫
Ω

[
3∑

j,k=1

τjk(~v)τjk(~u)

]
dΩ, τjk(~v) :=

∂vj

∂xk
+
∂vk

∂xj
, (42)

задаёт скалярное произведение и порождает норму, эквивалент-
ную стандартной (согласно неравенству Корна) в пространстве
~J1
0,S(Ω) := {~u ∈ ~H1(Ω) : div ~u = 0, ~u = ~0 (на S)}. Эта норма определяет

скорость диссипации энергии в k-той жидкости.
С учётом формулы Грина (42) для решений задачи ~uk будем иметь соотношения∫

Ωk

~uk · (−µk∆ ~uk +∇pk) dΩk = µkEk( ~uk, ~uk) + ρkg

∫
Γk

∂ζk
∂t

(ζk − δ2
kx

1
k + δ1

kx
2
k) dΓk =

= µkEk( ~uk, ~uk) +
ρkg

2

 d

dt

∫
Γk

|ζk|2 dΓk

+ ρkg

∫
Γk

∂ζk
∂t

(−δ2
kx

1
k + δ1

kx
2
k) dΓk, (43)

где µk := ρkνk > 0 — коэффициенты динамических вязкостей жидкостей.
Учитывая также формулы (38) и соотношение∫

Γk

(~e 3
k × ~rk)ζk dΓk ·

d~δk
dt

+

∫
Γk

∂ζk
∂t

(−δ2
kx

1
k + δ1

kx
2
k) dΓk =

d

dt

∫
Γk

ζk(−δ2
kx

1
k + δ1

kx
2
k) dΓk

 ,

после преобразований получаем закон баланса полной энергии

1

2

d

dt

{∫
G1

|~ω1 × ~r1 + ~u1|2dm1 +

∫
G2

|~ω1 × ~h1 + ~ω2 × ~r2 + ~u2|2dm2

}
+

+
1

2
g
d

dt

{
(m1l1+m2h1)|P2

~δ1|2+m2l2|P2
~δ2|2+

2∑
k=1

ρk

∫
Γk

(
|ζk|2 + 2ζk(−δ2

kx
1
k + δ1

kx
2
k)
)
dΓk

}
=

= −
{ 2∑
k=1

µkEk(~uk, ~uk) + α1|~ω1|2 + α2|~ω2 − ~ω1|2
}

+
2∑

k=1

~Mk · ~ωk +
2∑

k=1

ρk

∫
Ωk

~fk · ~uk dΩk.

(44)

Первое слагаемое в левой части, стоящее в фигурных скобках, есть кинетическая
энергия системы, так как ~ω1×~r1 + ~u1 = ~v1, ~ω1×~h1 + ~ω2×~r2 + ~u2 = ~v2. Второе слагае-
мое слева в фигурных скобках — потенциальная энергия системы сочленённых тел,
отсчитываемая от состояния покоя. Справа в (44) стоит мощность сил трения, мощ-
ность внешних сил, обусловленная действием дополнительных к гравитационным
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силам ~f1, ~f2, ~f3 соответственно, а также мощность моментов ~M1, ~M2 и ~M3, которые
выражаются через эти силы.

4. Постановка задачи в терминах полей перемещений.
Применение метода ортогонального проектирования

Введём вместо неизвестных полей скоростей поля перемещений ~wk :
∂ ~wk
∂t

= ~uk.
Также всюду заменим угловые скорости ~ωk на производные от угловых перемещений
d~δk
dt

. Тогда с учётом кинематического условия (36) от уравнений (25), (26) приходим
к уравнениям в C3:

d2

dt2

∫
G1

(~r1 × ~δ1 × ~r1)dm1 + ρ1
d2

dt2

∫
Ω1

~r1 × ~w1dΩ1+

+

∫
G2

~h1 ×

(
d2~δ1

dt
× ~h1 +

d2~δ2

dt2
× ~r2 +

∂2 ~w2

∂t2

)
dm2+

+ α1
d

dt
~δ1 − α2

d

dt

(
~δ2 − ~δ1

)
+ g (m1l1 +m2h1)P2

~δ1 − gρ1

∫
Γ1

(~e 3
1 × ~r1)w3

1 dΓ1 = M1(t).

(45)

d2

dt2

∫
G2

~r2× (~δ2×~r2)dm2 +

∫
G2

~r2× (
d2~δ1

dt2
×~h1)dm2 +ρ2

d2

dt2

∫
Ω2

~r2× ~w2dΩ2 +α2
d

dt
(~δ2−~δ1)+

+ gm2l2P2
~δ2 − gρ2

∫
Γ2

(~e 3
2 × ~r2)w3

2 dΓ2 = M2(t). (46)

Уравнения (28)–(30) можно переписать в следующей форме.

ρ1
∂2 ~w1

∂t2
+ ρ1

d2~δ1

dt2
× ~r1 = −∇p1 + µ1∆

∂ ~w1

∂t
+ ρ1

~f1 ( в Ω1 ), (47)

ρ2
∂2 ~w2

∂t2
+ ρ2

(
d2~δ1

dt2
× ~h1 +

d2~δ2

dt2
× ~r2

)
= −∇p2 + µ2∆

∂ ~w2

∂t
+ ρ2

~f2 ( в Ω2 ), (48)

div ~wk = 0 ( в Ωk ), k = 1, 2. (49)

Граничные условия (31), (34)–(36) можно переписать следующим образом:

~wk = ~0 ( на Sk ) , k = 1, 2. (50)
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µk
∂

∂t
(
∂w3

k

∂xik
+
∂wik
∂x3

k

) = 0 ( на Γk, i = 1, 2) . (51)

pk − 2µk
∂

∂t

∂w3
k

∂x3
k

= ρkg(ζk − δ2
kx

1
k + δ1

kx
2
k) ( на Γk) . (52)

ζk = w3
k|Γk

=: γnk ~wk ( на Γk) . (53)

Для полной постановки задачи еще необходимо задать условие нормировки (37)
и начальные условия:

~wk(0, x) = ~w 0
k (x), x ∈ Ωk, (54)

d~wk
dt

(0) = ~u 0
k (x), x ∈ Ωk, (55)

d~δk
dt

(0) = ~ω 0
k ,

~δk(0) = ~δ 0
k . (56)

Отметим, что начальное условие для функции ζ(t, x) задавать не нужно, посколь-
ку ζk(0, x) = γnk ~w

0
k (x), x ∈ Γk.

Естественное физическое требование конечности кинетической энергии приводит
к тому, что поля скоростей ~uk (и перемещений ~wk) должны принадлежать гильбер-
тову пространству вектор-функций ~L2(Ωk).

В связи с наличием свободных поверхностей Γk и твердых стенок Sk удобно ис-
пользовать ортогональное разложение пространств ~L2(Ωk) на следующие подпро-
странства (см. [4], c. 106):

~L2(Ωk) = ~G0,Γk
(Ωk)⊕ ~J0,Sk

(Ωk), (57)

где
~G0,Γk

(Ωk) := {~wk ∈ ~L2(Ωk) : ~wk = ∇ϕk, ϕk = 0 (на Γk)} (58)

есть подпространство потенциальных полей с потенциалами, обращающимися в нуль
на свободной поверхности Γk, а

~J0,Sk
(Ωk) := {~wk ∈ ~L2(Ωk) : div ~wk = 0 (в Ωk), ~wk · ~nk = 0 (на Sk)}, (59)

является подпространством соленоидальных полей с нулевой нормальной составля-
ющей на твердой стенке Sk. Здесь операции div ~wk и ~wk · ~nk понимаются в смысле
обобщенных функций (см. [4], c. 100–102). Обозначим через P0,Γk

и P0,Sk
ортопроек-

торы, действующие из ~L2(Ωk) на ~G0,Γk
(Ωk) и ~J0,Sk

(Ωk) соответственно.
Пусть ∇pk = P0,Γk

∇pk + P0,Sk
∇pk =: ∇ϕk + ∇p̃k, где ∇ϕk ∈ ~G0,Γk

(Ωk),
∇p̃k ∈ ~Gh, Sk

(Ωk). Тогда, действуя на обе части уравнений (47), (48) проекторами
P0,Γk

и P0,Sk
, получим, что поля ∇ϕk однозначно определяются полями ~wk и p̃k в

силу того, что составляющая ϕk не входит в граничные условия (ϕk|ΓK
= 0). При
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этом поля ~wk и p̃k удовлетворяют уравнениям

ρ1
∂2 ~w1

∂t2
+ ρ1P0,S1

d2~δ1

dt2
× ~r1 = −∇p̃1 + µ1P0,S1∆

∂ ~w1

∂t
+ ρ1P0,S1

~f1 (в Ω1),

(60)

ρ2
∂2 ~w2

∂t2
+ ρ2P0,S2

(
d2~δ1

dt2
× ~h1 +

d2~δ2

dt2
× ~r2

)
= −∇p̃2 + µ2P0,S2∆

∂ ~w2

∂t
+ ρ2P0,S2

~f2 (в Ω2).

(61)

Так как давление определяется с точностью до константы, то для определён-

ности положим, что
∫
Γk

p̃k dΓk = 0. В силу условия нормировки (37) и кинема-

тического условия (53) отсюда получаем, что
∫
Γk

ζk dΓk =

∫
Γk

w3
k|Γk

dΓk = 0. Мож-

но доказать (см. [4], с. 114–115), что тогда
∫
Γk

∂w3
k

∂x3
|Γk

dΓk = 0. Все данные подын-

тегральные функции принадлежат подпространству L2,Γk
:= L2(Γk) 	 {1Γk

}, где
L2(Γk) := {p : ‖p‖2 :=

∫
Γk
|p|2 dΓk < ∞}. Обозначим через θk ортопроекторы из

L2(Γk) на L2,Γk
, тогда краевые условия (52) после действия этих ортопроекторов

можно записать в виде

p̃k − 2µk
∂

∂t

∂w3
k

∂x3
k

= ρkg(ζk + θk((P2
~δk × ~rk) · ~e 3

k )) (на Γk) . (62)

Будем искать неизвестное поле ∇p̃k в виде суммы ∇pk1 +∇pk2, где первая ком-
понента давления удовлетворяет уравнению (для удобства вновь на время вернёмся

к полям скоростей ~uk =
∂ ~wk
∂t

)

Ak~uk := −µkP0,Sk
∆~uk +∇pk1 = ~ψk, (63)

причём

~ψ1 := −ρ1
∂2 ~w1

∂t2
− ρ1P0,S1

d2~δ1

dt2
× ~r1 −∇p12 + ρ1P0,S1

~f1, (64)

~ψ2 := −ρ2
∂2 ~w2

∂t2
− ρ2P0,S2

(
d2~δ2

dt2
× ~r2 +

d2~δ1

dt2
× ~h1

)
−∇p22 + ρ2P0,S2

~f2, (65)

а также краевым условиям

~uk = ~0 ( на Sk ) , k = 1, 2, (66)
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µk(
∂u3

k

∂xik
+
∂uik
∂x3

k

) = 0 ( на Γk, i = 1, 2) , (67)

pk1 − 2µk
∂u3

k

∂x3
k

= 0 ( на Γk) . (68)

При этом вторая компонента ∇pk2 является решением задачи

∆pk2 = 0 (в Ωk), (69)

∂pk2

∂nk
= 0 (на Sk), (70)

pk2|Γk
= φk := ρkg(ζk + θk((P2

~δk × ~rk) · ~e 3
k )) ( на Γk) . (71)

Операторы Ak, действующие по закону (63), являются самосопряжённы-
ми положительно определёнными операторами (операторами первой вспомога-
тельной задачи С. Г. Крейна), порождёнными гильбертовой парой пространств
( ~J1

0,Sk
(Ωk); ~J0,Sk

(Ωk)) (см. [4], с. 115–119). При этом для функций из областей опре-
деления этих операторов выполнены краевые условия (66)–(68) и соотношение

D(Ak) ⊂ D(A
1/2
k ) = ~J1

0,Sk
(Ωk) =

{
~uk ∈ ~H1(Ωk) : E(~uk, ~uk) <∞, div ~uk = 0, ~uk|Sk

= ~0
}
.

(72)
Согласно лемме 2.4 из статьи [7], с. 9, задачи (69)–(71) имеют единственное ре-

шение pk2 = Vkφk ∈ H1
h,Sk

(Ωk) := {pk ∈ H1(Ωk) :

∫
Γk

pk dΓk = 0, ∆pk = 0,
∂pk
∂nk

= 0}

тогда, как только правые части φk ∈ H
1/2
Γk

:= H1/2(Γk)
⋂
L2,Γk

, при этом опера-
тор Vk : H

1/2
Γk
→ H1

h,Sk
(Ωk) является ограниченным. Отсюда следует, что оператор

Gkφk := ∇Vkφk действует ограниченным образом из H1/2
Γk

в ~Gh,Sk
(Ωk).

Таким образом, при условии φk = ρkg(ζk + θk((P2
~δk × ~rk) · ~e 3

k )) ∈ H
1/2
Γk

уравне-
ния (60), (61) можно записать как дифференциальные уравнения в пространствах
~J0,Sk

(Ωk):

ρ1
d2 ~w1

dt2
+ ρ1P0,S1

(
d2~δ1

dt2
× ~r1

)
+ A1

d~w1

dt
+ ρ1gG1(γn1 ~w1 + θ1((P2

~δ1 × ~r1) · ~e 3
1 )) =

= ρ1P0,S1
~f1 (в Ω1), (73)

ρ2
d2 ~w2

dt2
+ ρ2P0,S2

(
d2~δ2

dt2
× ~r2 +

d2~δ1

dt2
× ~h1

)
+ A2

d~w2

dt
+

+ ρ2gG2(γn2 ~w2 + θ2((P2
~δ2 × ~r2) · ~e 3

2 )) = ρ2P0,S2
~f2 (в Ω2). (74)
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5. Сведение задачи к операторно-матричному уравнению в
гильбертовом пространстве. Свойства операторных

коэффициентов

Запишем сейчас уравнения (73), (74) и (45), (46) в виде одного операторно-
матричного уравнения. Для этого введём новые неизвестные элементы
~w := (~w1; ~w2)t ∈ H1 := ~J0,S1(Ω1)⊕ ~J0,S2(Ω2) и ~δ := (~δ1;~δ2)t ∈ H2 := C3 ⊕ C3.

Введём вспомогательные операторы

C11 ~w := (ρ1 ~w1; ρ2 ~w2)t, (75)

C12
~δ :=

(
ρ1P0,S1(

~δ1 × ~r1)

ρ2P0,S2(
~δ2 × ~r2 + ~δ1 × ~h1)

)
, (76)

C21 ~w :=

ρ1

∫
Ω1

(~r1 × ~w1) dΩ1 + ρ2

∫
Ω2

(~h1 × ~w2) dΩ2

ρ2

∫
Ω2

(~r2 × ~w2) dΩ2

 , (77)

C22
~δ :=


∫
G1

(~r1 × (~δ1 × ~r1)) dm1 +
∫
G2

~h1 × (~δ1 × ~h1 + ~δ2 × ~r2) dm2∫
G2

~r2 × (~δ2 × ~r2) dm2 +
∫
G2

~r2 × ~δ1 × ~h1 dm2

 , (78)

A11 ~w := (A1 ~w1;A2 ~w2)t, (79)

A22
~δ :=

(
α1 + α2 −α2

−α2 α2

)(
~δ1

~δ2

)
(80)

B11 ~w := (ρ1gG1γn1 ~w1; ρ2gG2γn2 ~w2)t, (81)

B12
~δ :=

(
ρ1gG1θ1((P2

~δ1 × ~r1) · ~e 3
1 )

ρ2gG2θ2((P2
~δ2 × ~r2) · ~e 3

2 )

)
, (82)

B21 ~w :=

−gρ1

∫
Γ1

(~e 3
1 × ~r1)γn1 ~w1 dΓ1

−gρ2

∫
Γ2

(~e 3
2 × ~r2)γn2 ~w2 dΓ2

 , (83)

B22
~δ := (g(m1l1 +m2h1)P2

~δ1; gm2l2P2
~δ2)t. (84)

С помощью введённых операторов задача сводится к исследованию
дифференциально-операторного уравнения второго порядка в пространстве
H := H1 ⊕H2 :

C
d2X

dt2
+ A

dX

dt
+ BX = F , (85)
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где неизвестным является вектор-столбец X = (~w;~δ)t, удовлетворяющий начальным
условиям

X(0) = (~w0
1; ~w0

2; ~δ0
1; ~δ0

2)t =: X0, X ′(0) = (~u0
1; ~u0

2; ~ω0
1; ~ω0

2)t =: X1. (86)

Здесь введены элемент F := (ρ1P0,S1
~f1; ρ2P0,S2

~f2; ~M1(t); ~M2(t))t и операторные мат-
рицы

C :=

(
C11 C12

C21 C22

)
, A :=

(
A11 0

0 A22

)
, B :=

(
B11 B12

B21 B22

)
. (87)

Лемма 1. Оператор A на области определения D(A1) ⊕ D(A2) ⊕ C3 ⊕ C3 явля-
ется самосопряжённым положительно определённым оператором с дискретным
спектром.

Доказательство. Действительно, в разложении H = ~J0,S1(Ω1)⊕ ~J0,S2(Ω2)⊕(C3)2 опе-
ратор имеет диагональный вид. Так как операторы Ak являются самосопряжёнными
положительно определёнными операторами с дискретным спектром, то для доказа-
тельства достаточно проверить, что таковым является оператор A22. Поскольку он
действует в конечномерном пространстве, то достаточно доказать его положитель-
ность. Последнее следует из тождества (A22

~δ, ~δ) = α1|~δ1|2 + α2|~δ2 − ~δ1|2 ≥ 0. �

Лемма 2. Оператор C является положительным ограниченным и ограниченно об-
ратимым оператором в H .

Доказательство. Ограниченность оператора C в H следует непосредственно из
определений операторов Cjk. Свойство положительной определенности можно уста-
новить, преобразуя выражение для его квадратичной формы.

(CX,X) = ρ01

∫
Ω01

|~δ1 × ~r1|2 dΩ01 + ρ1

∫
Ω1

|~δ1 × ~r1 + ~w1|2 dΩ1+

+ ρ02

∫
Ω02

|~δ1 × ~h1 + ~δ2 × ~r2|2dΩ02 + ρ2

∫
Ω2

|~δ1 × ~h1 + ~δ2 × ~r2 + ~w2|2 dΩ2 ≥ 0.

Можно заметить, что форма обращается в нуль лишь при X = 0, т. е. C – положи-
тельный оператор. В силу того, что C11 � 0, а остальные компоненты операторной
матрицы C являются конечномерными, оператор C положительно определён. �

Лемма 3. Операторы γnk : ~J1
0,Sk

(Ωk) → H
1/2
Γk

и Gk : H
1/2
Γk
→ ~Gh,Sk

(Ωk) ⊂ ~J0,Sk
(Ωk)

являются ограниченными. При этом γnk можно рассматривать как неограничен-
ный оператор, действующий из ~J0,Sk

(Ωk) в L2,Γk
, полагая его равным нулю на ~J0(Ωk).

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2017, 2



О малых движениях системы двух сочлененных тел с полостями... 25

Тогда сопряжённый к нему оператор, переводящий L2,Γk
в ~J0,Sk

(Ωk), будет расши-
рением оператора Gk.

Доказательство. Его можно найти, например, в [5], с. 151–152. �

Следствие 1. Оператор Gkγnk является неограниченным неотрицательным опе-
ратором, действующим в ~J0,Sk

(Ωk), при этом его область определения совпадает с
~J1
0,Sk

(Ωk).

Лемма 4. Операторы B12 и B21 являются взаимносопряженными ограниченными
операторами.

Доказательство. Для доказательства достаточно доказать взаим-
ную сопряжённость операторов Qk и Rk, действующих по зако-
ну Qk

~δk := Gkθk((P2
~δk × ~rk) · ~e 3

k ) и переводящих C3 в ~J0,Sk
(Ωk), и

Rk ~wk := −
∫
Γk

(~ek
3 × ~rk)γnk ~wk dΓk = −

∫
Γk

θk(~ek
3 × ~rk)γnk ~wk dΓk = P2Rk ~wk, перево-

дящих ~J0,Sk
(Ωk) в C3. Согласно лемме 3 имеем

(Qk
~δk, ~wk)~L2(Ωk) =

∫
Ωk

(
Gkθk((P2

~δk × ~rk) · ~e 3
k )
)
· ~wk dΩk =

=

∫
Γk

θk((P2
~δk × ~rk) · ~e 3

k )γnk ~wk dΓk = −
∫
Γk

θk((P2
~δk) · (~rk × ~e 3

k ))γnk ~wk dΓk =

= −P2
~δk ·

∫
Γk

θk(~rk × ~e 3
k )γnk ~wk dΓk = (P2

~δk, Rk ~wk)C3 = (~δk, Rk ~wk)C3 .

�

Лемма 5. Оператор B с областью определения
D(B) := ~J1

0,S1
(Ω1)⊕ ~J1

0,S2
(Ω2)⊕C3⊕C3 является самосопряжённым неограниченным

оператором, действующим в H . Он имеет вещественный спектр, состоящий не
более чем из конечного числа отрицательных собственных значений. Оператор
является неотрицательным, если выполнены условия

g(m1l1 +m2h2) ≥
∫
Γ1

|θ1(~r1 × ~e 3
1 )|2 dΓk, gm2l2 ≥

∫
Γ2

|θ2(~r2 × ~e 3
2 )|2 dΓ2. (88)

Доказательство. Все компоненты оператора B, кроме B11, являются ограниченны-
ми операторами. В силу следствия 1 и леммы 4 оператор B является самосопряжён-
ным на D(B).

Рассмотрим квадратичную форму оператора B. После преобразований получаем
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(BX,X) =
2∑

k=1

(ρkgGkγnk ~wk, ~wk) + g(m1l1 +m2h2)(P2
~δ1, ~δ1) + gm2l2(P2

~δ2, ~δ2)+

+
2∑

k=1

ρkg(Gkθk((P2
~δk × ~rk) · ~e 3

k ), ~wk)−
2∑

k=1

ρkg(

∫
Γk

(~ek
3 × ~rk)γnk ~wk dΓk, ~δk) =

=
2∑

k=1

ρkg

∫
Γk

|γnk ~wk + P2
~δk · θk(~rk × ~e 3

k )|2 dΓk+

+ |P2
~δ1|2
(
g(m1l1 +m2h2)−

∫
Γ1

|θ1(~r1×~e 3
1 )|2 dΓk

)
+ |P2

~δ2|2
(
gm2l2−

∫
Γ2

|θ2(~r2×~e 3
2 )|2 dΓ2

)
.

Отсюда следует, что квадратичная форма не принимает отрицательных значений
при выполнении условий (88), то есть оператор B является неотрицательным. В
общем случае форма может принимать отрицательные значения на подпространстве
конечной размерности. Следовательно, отрицательных собственных у B может быть
не более конечного числа. �

Лемма 6. Оператор BA −1/2 является ограниченным оператором в H .

Доказательство. Действительно, в разложении H = [ ~J0,S1(Ω1) ⊕ ~J0,S2(Ω2)] ⊕ [C3]2

имеем

BA −1/2 =


(
ρ1gG1γn1 0

0 ρ2gG2γn2

)
B12

B21 B22



(
A
−1/2
1 0

0 A
−1/2
2

)
0

0 A
−1/2
22

 =

=


(
ρ1gG1γn1A

−1/2
1 0

0 ρ2gG2γn2A
−1/2
2

)
B12A

−1/2
22

B21A
−1/2
11 B22A

−1/2
22

 .

Операторы GkγnkA
−1/2
k являются ограниченными в ~J0,Sk

(Ωk) в силу того, что
A
−1/2
k ограниченно переводит ~J0,Sk

(Ωk) в ~J1
0,Sk

(Ωk), а согласно лемме 3 операторы
Gkγnk действуют ограниченно из ~J1

0,Sk
(Ωk) в ~J0,Sk

(Ωk). Остальные компоненты опера-
торной матрицы BA −1/2, очевидно, ограничены. �

6. Теорема существования и единственности сильного решения

Для дальнейшего исследования уравнения (85) перепишем его в форме

d2X

dt2
= A0

dX

dt
+ B0X + C −1F , (89)
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где A0 := −C −1A , B0 := −C −1B. Будем рассматривать уравнение (89) в простран-
стве HC с эквивалентным скалярным произведением

[X1, X2]HC
:= (CX1, X2)H . (90)

Из леммы 6 следует, что в уравнении (89) главным является оператор A0, который яв-
ляется генератором сжимающей полугруппы (выполнено свойство D(A0) ⊂ D(B0)).
Данное дифференциальное уравнение (следуя терминологии С. Г. Крейна) является
абстрактным параболическим. Его разрешимость можно доказать, основываясь на
абстрактных результатах монографии [8], гл. 3. Также оно попадает в класс силь-
но демпфированных линейных динамических систем, которые рассматривались в [9]
и [10].

Определение 1. Будем назвать сильным решением на отрезке [0;T ] задачи Ко-
ши (89) c заданными начальными данными X(0), X ′(0) такую функцию X(t), что
X(t) ∈ C2([0;T ]; HC ), A0X

′(t),B0X(t) ∈ C([0;T ]; HC ), выполнены начальные усло-
вия и уравнение (89) для любого t ∈ [0;T ].

Теорема 1. Задача Коши (89) имеет единственное сильное решение на отрезке
[0;T ], если выполнены условия

X0 ∈ D(B0), X1 ∈ D(A0), C −1F ∈ W 1
p ([0;T ]; H ), (91)

где W 1
p ([0;T ]; H ) является банаховым пространством с нормой

‖f(t)‖ :=
∑1

k=0

(∫ T
0
‖f (k)(t)‖p dt

)1/p

, заключенным между C([0;T ]; H ) и
C1([0;T ]; H ).

Доказательство. Доказательство можно найти в [10], п 3.1.3. Там установлен более
общий результат о разрешимости задачи Коши с ограниченными снизу операторны-
ми коэффициентами и главным оператором при первой производной. �

Теорема 2. Исходная начально-краевая задача (45)–(56) имеет единственное силь-
ное решение на отрезке [0;T ] (все слагаемые в уравнениях являются непрерывными
функциями времени в соответствующем гильбертовом пространстве), как только
~w0
k, ~u

0
k ∈ D(Ak), ~δ0

k, ~ω
0
k ∈ C3. При этом достаточно, чтобы правые части удовлетво-

ряли условиям: P0,Sk
~fk ∈ C1([0;T ]; ~J0,Sk

(Ωk)), ~Mk(t) ∈ C1([0;T ];C3).

7. Спектральные свойства задачи

Будем искать нетривиальные решения соответствующей однородной задачи (85)
в виде X(t) = e−λtX. Тогда собственные значения задачи являются таковыми для
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пучка
L0(λ)X := (λ2C − λA + B)X = 0. (92)

Отметим сразу, что λ = 0 может являться собственным значением задачи, если
KerB 6= {0}. В силу дискретности спектра оператора B нулевое собственное зна-
чение может иметь лишь конечную кратность.

Если λ 6= 0, то от пучка L0(λ) (с неограниченными операторами) после замены
Y := A 1/2X можно перейти к задаче для пучка

L (λ) := I − λAC −
1

λ
BA = 0, CA := A −1/2C A −1/2, BA := A −1/2BA −1/2. (93)

Так как оператор BA −1/2 ограничен, а A −1/2 компактен в H , то операторы CA и
BA являются компактными самосопряжёнными операторами в H . Следовательно,
пучок L (λ) является хорошо известным пучком С. Г. Крейна.

Для операторов Ak известна асимптотическая формула для собственных значе-
ний,

λn(Ak) =
|Ωk|
3π2

−2/3

n2/3[1 + o(1)], n→∞, (94)

доказанная Ж. Метевье в [11]. Отсюда следует, что операторы A
−1/2
k ∈ Sp при p > 3.

Тогда при тех же p > 3 имеем

A −1/2
11 =

(
A
−1/2
1 0

0 A
−1/2
2

)
∈ Sp, A −1/2 =

(
A
−1/2
11 0

0 A
−1/2
22

)
∈ Sp. (95)

Последнее верно в силу того, что оператор A−1/2
22 является конечномерным, т. е. име-

ет конечное число собственных значений. Так как BA −1/2 ∈ L (H ), то оператор
BA ∈ Sp при p > 3. При этом CA и A −1 ∈ Sp при p > 3/2.

Используя теорему о локализации и асимптотике собственных значений пучка
С. Г. Крейна (см. [4], п. 7.2, [12], а также [13]), получаем следующее утверждение.

Теорема 3. Спектр пучка (93) состоит из двух ветвей положительных собствен-
ных значений с предельными точками 0 и +∞, не более чем из конечного чис-
ла невещественных пар комплексно сопряженных собственных значений в правой
полуплоскости, а также конечного числа нулевых и отрицательных собственных
значений. При выполнении условий (88) задача не имеет отрицательных собствен-
ных значений, т. е. гидромеханическая система является устойчивой.

1. Если
4‖CA ‖ · ‖BA ‖ < 1, (96)
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то задача не имеет невещественных собственных значений, для ветвей положи-
тельных собственных значений выполнены асимптотические формулы

λ+
k = λk(C

−1
A )[1 + o(1)] k →∞, λ−k = λk(BA ) [1 + o(1)], k →∞. (97)

При этом {λ+
k }∞k=1 ⊂ [r+,+∞), {λ−k }∞k=1 ⊂ (0, r−], где

r± = (1±
√

1− 4‖CA ‖ · ‖BA ‖)/(2‖CA ‖). (98)

При этом число отрицательных собственных значений совпадает с учетом крат-
ности соответственно с количеством отрицательных собственных значений опе-
раторов BA и B.

2. Если 1 ≤ 4‖CA ‖ · ‖BA ‖, то задача может иметь конечное число невеще-
ственных собственных значений, расположенных зеркально относительно веще-
ственной оси в секторе {λ ∈ C : Reλ ≥ r+, |λ| ≤ r−}.

Доказательство. Доказательство основных результатов теоремы можно найти в [12]
(теоремы 2.3.6. и 3.2.7). Количество нулевых собственных значений совпадает с ко-
нечной размерностью dim Ker BA = dim Ker B. Утверждение о том, что все невеще-
ственные собственные значения лежат в правой комплексной полуплоскости, а число
отрицательных собственных значений конечно, доказано в работах [16], [17]. Там же
на основе теоремы Ю. Ш. Абрамова (см. [14] и [15]) доказано, что при выполнении
условия (96) число отрицательных собственных значений задачи совпадает с учетом
кратности с количеством отрицательных собственных значений операторов BA и B.

�

Определение 2. Будем говорить, следуя В. А. Пригорскому (см. [18]), что базис
Рисса {ψn}∞n=1 ⊂ H является p-базисом (0 < p ≤ ∞) гильбертова пространства H ,
если

ψn = (I + T )ϕn, n ∈ N,

где T ∈ Sp, а {ϕn}∞n=1 — ортонормированный базис H .

Справедливо утверждение, доказанное Н. Д. Копачевским (см. [19], [20], [12]).

Теорема 4 (о p-базисности собственных элементов пучка С. Г. Крейна). Пусть для
пучка С. Г. Крейна L(λ) = I − λA− λ−1B выполнены условия

A = A∗ ∈ SpA(H ), B = B∗ ∈ SpB(H ),

KerA = {0}, dim H0 := dim KerB ≥ 0, dim H1 := dim{H 	H0} =∞,

4‖A‖ · ‖B‖ < 1, r± = (1±
√

1− 4‖A‖ · ‖B‖)/(2‖A‖).
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Тогда система собственных элементов, отвечающая собственным значениям из
отрезка [−r−, r−], после проектирования на H1 образует p-базис в H1 при

p ≥ p0, p−1
0 = p−1

A + p−1
B .

При тех же p система собственных элементов, отвечающая вещественным соб-
ственным значениям вне интервала (−r+, r+), образует p-базис в H .

Следствие 2. Пусть числа r± заданы формулами (98). Если для пучка (93) выпол-
нено свойство

4‖CA ‖ · ‖BA ‖ < 1, (99)

то система собственных элементов, отвечающая собственным значениям из от-
резка [−r−, r−], после проектирования на H1 = H 	Ker BA образует p-базис в H1

при
p > p0 = (3−1 + (3/2)−1)−1 = 1.

При тех же p система собственных элементов, отвечающая вещественным соб-
ственным значениям вне интервала (−r+, r+), образует p-базис в H (отметим,
что при невыполнении свойства (99) соответствующие системы собственных эле-
ментов образуют p-базисы с конечным дефектом).
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On root elements of an operator matrix.

Zakora D. A.

Abstract. Let H be a Hilbert space and let A : D(A) ⊂ H → H be a selfadjoint positive
definite operator, A−1 ∈ Sq(H) (q > 0), βl > 0 (l = 0,m), 0 =: b0 < b1 < . . . < bm.

Define H := H ⊕
(
⊕ml=0 H

)
. The Hilbert space H consists of elements of the form

ξ := (v;w)τ :=
(
v; (v0; v1; . . . ; vm)τ

)τ . Let an operator A be given by the following formulae:

A = diag(A1/2,I )

(
0 Q∗

−Q G

)
diag(A1/2,I ),

Q :=
(
β

1/2
0 I, β

1/2
1 I, . . . , β1/2

m I
)τ
, G := diag

(
0, b1I, . . . , bmI

)
,

D(A ) =
{
ξ ∈H

∣∣ v ∈ D(A1/2), Q∗w =
m∑
l=0

β
1/2
l vl ∈ D(A1/2)

}
.

Let us denote by λk = λk(A
−1) and uk = uk(A

−1) (k ∈ N) the k-th eigenvalue and
corresponding eigenelement of the operator A−1 (i.e. the system {uk}∞k=1 is an orthonormal
basis of the Hilbert space H).

Let gk(λ) and g∞(λ) be given by

gk(λ) := Q∗(G − λ)−1Q − λλk ≡ −
1

λ
β0 +

m∑
l=1

βl
bl − λ

− λλk, k ∈ N,

g∞(λ) := Q∗(G − λ)−1Q ≡ − 1

λ
β0 +

m∑
l=1

βl
bl − λ

≡ − 1

λ

[ m∑
l=0

βl −
m∑
l=1

βlbl
bl − λ

]
.

Let us denote by γp (p = 1,m) the roots of the equation g∞(λ) = 0. Let λ(p)
k (p = 1,m+ 2)

denote the roots of the equation gk(λ) = 0 (k ∈ N).
In non-degenerate case we prove the following theorem.
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Theorem. Suppose that g′k(λ
(p)
k ) 6= 0 (p = 1,m+ 2, k ∈ N). Then the system {ξ(p)

k }p=1,m+2, k∈N
of eigenelements of the operator A is defined by the following formulae

ξ
(p)
k :=Rk,p

(
λ

1/2
k ; (G − λ(p)

k )−1Q
)τ
uk, p = 1,m+ 2, k ∈ N,

Rk,p :=


[
g′∞(γp)

]−1/2
, p = 1,m, k ∈ N,[

2λk
]−1/2

, p = m+ 1,m+ 2, k ∈ N

and forms a p-basis (p > 2q) in the Hilbert space H . The biorthogonal system has the form

ζ
(p)
k := −

[
g′k(λ

(p)
k )Rk,p

]−1(
λ

1/2
k ;−(G − λ(p)

k )−1Q
)τ
uk, p = 1,m+ 2, k ∈ N.

In degenerate case we prove that the system of the root elements of the operator A also
forms a p-basis (p > 2q) in the Hilbert space H .

Keywords: operator matrix, spectrum, root element, basis, biorthogonal system.

Введение

Пусть H — гильбертово пространство, A : D(A) ⊂ H → H — самосопряженный
и положительно определенный оператор, βl > 0 (l = 0,m), 0 =: b0 < b1 < . . . < bm.

Определим гильбертово пространство H := H ⊕
(
⊕ml=0 H

)
, состоящее из элемен-

тов вида ξ := (v;w)τ :=
(
v; (v0; v1; . . . ; vm)τ

)τ (символ τ означает транспонирование).
В гильбертовом пространстве H определим оператор A по следующей формуле:

A = diag(A1/2,I )

(
0 Q∗

−Q G

)
diag(A1/2,I ), (1)

Q :=
(
β

1/2
0 I, β

1/2
1 I, . . . , β1/2

m I
)τ
, G := diag

(
0, b1I, . . . , bmI

)
,

D(A ) =
{
ξ ∈H

∣∣ v ∈ D(A1/2), Q∗w =
m∑
l=0

β
1/2
l vl ∈ D(A1/2)

}
,

где I, I — единичные операторы в соответствующих пространствах. Всюду далее мы
будем предполагать, что A−1 ∈ Sq(H) при некотором q > 0, где Sq(H) — множество
компактных операторов, для которых s-числа суммируются со степенью q.

Операторы вида (1) возникают при изучении интегро-дифференциальных урав-
нений гиперболического типа с ядрами специального вида. Подобные уравнения при-
меняются в некоторых задачах теории вязкоупругости. Например, в задаче о про-
дольных колебаниях однородного стержня, в задаче о поперечных колебаниях неод-
нородной по толщине балки или пластины, в задаче о поперечных колебаниях орто-
тропной пластины из гомогенного полимера, армированного упругими нитями или
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пленками (см. [1, гл. 6, § 23], а также указанную там литературу), в задаче о ко-
лебаниях идеальной релаксирующей жидкости, находящейся в невесомости (см. [2,
гл. 11, § 11.6], [3]). Отметим здесь недавнюю монографию [4], которая, в частности,
посвящена спектральному анализу функционально-дифференциальных уравнений.

1. Спектральная задача

Рассмотрим задачу о спектре оператора A :

A ξ = λξ, ξ ∈ D(A ) ⊂H . (2)

При λ /∈ {0, b1, . . . , bm} = σ(G ), где σ(G ) — спектр оператора G , с задачей (2)
свяжем спектральную задачу для операторного пучка L(λ):

L(λ)u :=
[
− λA−1 + Q∗(G − λ)−1Q

]
u = 0, u ∈ H. (3)

Можно проверить, что {0, b1, . . . , bm} ⊂ ρ(A ), где ρ(A ) — резольвентное множе-
ство оператора A . Таким образом, задачи (2) и (3) эквивалентны.

Определение 1. (см. [5, гл. 2, § 11, с. 61]) Пусть λ0 — собственное значение (с. з.),
а u0 — отвечающий ему собственный элемент (с. э.) оператор-функции L(λ), то есть
L(λ0)u0 = 0. Элементы u1, u2, . . . , un−1 называют присоединенными к с. э. u0, если∑j

k=0(k!)−1L(k)(λ0)uj−k = 0 (j = 1, 2, ..., n− 1). Число n называют длиной цепочки
{uk}n−1

k=0 из собственного и присоединенных элементов (с. п. э.).

Следующая лемма по аналогии с [5, гл. 2, § 12, следствие 12.4] установлена в [6].

Лемма 1. Пусть набор элементов {ξk = (vk;wk)
τ}n−1

k=0 является цепочкой из с. п. э.
задачи (2), отвечающей с. з. λ0, тогда {uk}n−1

k=0 := {A1/2vk}n−1
k=0 — цепочка из с. п. э.

задачи (3), отвечающая собственному значению λ0.
Обратно, пусть набор элементов {uk}n−1

k=0 — цепочка из с. п. э. спектраль-
ной задачи (3), отвечающая с. з. λ0, тогда набор {ξk = (A−1/2uk;wk)

τ}n−1
k=0, где

wk =
∑k

l=0(G − λ0)−(k−l+1)Qul, — цепочка из с. п. э. спектральной задачи (2).

Пусть λk = λk(A
−1), uk = uk(A

−1) (k ∈ N) — k-е собственное значение и соответ-
ствующий ему нормированный к единице собственный элемент оператора A−1. Тогда
uk — собственный элемент операторного пучка L(λ) и спектр задачи (3), а значит,
и задачи (2), который может быть полностью найден из следующей последователь-
ности характеристических уравнений:

Q∗(G − λ)−1Q ≡ −1

λ
β0 +

m∑
l=1

βl
bl − λ

= λλk, k ∈ N. (4)
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Здесь и далее Q, Q∗ и G мы будем понимать так же, как и вектор-столбец,
вектор-строку и матрицу соответственно, действующие в Cm+1.

Определим характеристические функции

gk(λ) := Q∗(G − λ)−1Q − λλk ≡ −
1

λ
β0 +

m∑
l=1

βl
bl − λ

− λλk, k ∈ N,

g∞(λ) := Q∗(G − λ)−1Q ≡ −1

λ
β0 +

m∑
l=1

βl
bl − λ

≡ −1

λ

[ m∑
l=0

βl −
m∑
l=1

βlbl
bl − λ

]
.

(5)

Обозначим через γp (p = 1,m) корни уравнения g∞(λ) = 0. Простые геометрические
рассуждения показывают, что γp ∈ (bp−1, bp) (p = 1,m, b0 := 0), g′∞(γp) > 0 (p = 1,m).

Обозначим через λ
(p)
k (p = 1,m+ 2) корни уравнения gk(λ) = 0 при каждом

k ∈ N. Можно проверить, что это уравнение всегда имеет m действительных корней
λ

(p)
k ∈ (γp, bp) (p = 1,m) и еще два корня. Если g′k(λ

(p)
k ) 6= 0 (p = 1,m), то g′k(λ

(p)
k ) > 0.

Оставшиеся два корня λ(m+1)
k и λ(m+2)

k являются комплексно сопряженными, начиная
с некоторого номера k0. В силу конечной кратности собственных значений оператора
A−1 легко видеть также, что может быть только конечное количество номеров k ∈ N,
при которых характеристическое уравнение gk(λ) = 0 имеет кратные (действитель-
ные) корни.

Применение асимптотических методов к уравнениям (5) приводит к теореме.

Теорема 1. Спектр оператора A (или пучка L(λ)) расположен в правой открытой
полуплоскости и в C\{γ1, . . . , γm} состоит из изолированных конечнократных соб-
ственных значений, которые расположены симметрично относительно действи-
тельной полуоси. Все собственные значения можно разбить на (m + 2)-е серии
{λ(p)

k }∞k=1 (p = 1,m), {λ(m+1)
k }∞k=1 := {λ(+i∞)

k }∞k=1, {λ
(m+2)
k }∞k=1 := {λ(−i∞)

k }∞k=1 со следую-
щим асимптотическим поведением:

λ
(p)
k = γp +

γp
g′∞(γp)

λk(A
−1) +O(λ2

k(A
−1)) (k → +∞), p = 1, 2, . . . ,m,

λ
(±i∞)
k = ±iα1/2λ

−1/2
k (A−1) +

m∑
l=1

βlbl
2α

+O(λ
1/2
k (A−1)) (k → +∞), α :=

m∑
l=0

βl.

2. О корневых элементах операторного блока

2.1. Некоторые леммы о системах векторов в Cm+2. В соответствии с леммой 1
собственные элементы оператора A , после группировки по сериям (см. теорему 1),
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могут быть записаны следующим образом:

ξ̃
(p)
k =

(
A−1/2uk; (G − λ(p)

k )−1Quk
)τ

=
(
λ

1/2
k ; (G − λ(p)

k )−1Q
)τ
uk ≡

≡
(
λ

1/2
k ;
−β1/2

0

λ
(p)
k

;
β

1/2
1

b1 − λ(p)
k

; . . . ;
β

1/2
m

bm − λ(p)
k

)τ
uk, p = 1,m+ 2, k ∈ N.

В связи с этой формулой докажем ряд вспомогательных утверждений.

Лемма 2. Пусть J := diag(1,−I) — матрица в Cm+2 = C⊕ Cm+1,

ϕ
(p)
k :=Rk,p

(
λ

1/2
k ; (G − λ(p)

k )−1Q
)τ
, p = 1,m+ 2, k ∈ N,

Rk,p :=


[
g′∞(γp)

]−1/2
, p = 1,m, k ∈ N,[

2λk
]−1/2

, p = m+ 1,m+ 2, k ∈ N.

(6)

При всех p, q = 1,m+ 2, k ∈ N имеют место следующие формулы:(
Jϕ

(p)
k , ϕ

(q)
k

)
Cm+2 = 0 (λ

(p)
k 6= λ

(q)
k ),

(
Jϕ

(p)
k , ϕ

(p)
k

)
Cm+2 = −g′k(λ

(p)
k )R2

k,p. (7)

Доказательство. При λ(p)
k 6= λ

(q)
k из (4), (5), gk(λ

(p)
k ) = 0 и тождества Гильберта най-

дем, что(
Jϕ

(p)
k , ϕ

(q)
k

)
Cm+2 = Rk,pRk,q

[
λk −

(
(G − λ(p)

k )−1Q, (G − λ(q)
k )−1Q

)
Cm+1

]
=

= Rk,pRk,q

[
λk −Q∗(G − λ(q)

k )−1(G − λ(p)
k )−1Q

]
=

= Rk,pRk,q

[
λk −

1

λ
(q)
k − λ

(p)
k

[
Q∗(G − λ(q)

k )−1Q −Q∗(G − λ(p)
k )−1Q

]]
=

= Rk,pRk,q

[
λk −

1

λ
(q)
k − λ

(p)
k

[
λ

(q)
k λk − λ(p)

k λk

]]
= 0.

Далее, из (4) имеем(
Jϕ

(p)
k , ϕ

(p)
k

)
Cm+2 = R2

k,p

[
λk −Q∗(G − λ(p)

k )−2Q
]

= −g′k(λ
(p)
k )R2

k,p.

Лемма доказана. �

Лемма 3. Пусть Mk := Mk(ϕ
(1)
k , ϕ

(2)
k , . . . , ϕ

(m+2)
k ) (k ∈ N) — матрица, столбцами

которой являются векторы ϕ
(p)
k (p = 1,m+ 2). Имеют место следующие утвер-

ждения.
1) Существует C1 > 0 такое, что ‖Mk‖L (Cm+2) 6 C1 при всех k ∈ N.
2) Если g′k(λ

(p)
k ) 6= 0 (p = 1,m+ 2, k ∈ N), то detMk 6= 0.

3) В условиях пункта 2) существует C2 > 0 такое, что ‖M−1
k ‖L (Cm+2) 6 C2 при

всех k ∈ N.
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Доказательство. Из теоремы 1 несложно вывести, что нормы ‖ϕ(p)
k ‖Cm+2 равномерно

ограничены при p = 1,m+ 2, k ∈ N. Отсюда и из оценки

‖Mk‖L (Cm+2) 6
[m+2∑
p=1

‖ϕ(p)
k ‖

2
Cm+2

]1/2

следует первое утверждение леммы.
Далее, с помощью формул (6), (7) из леммы 2 найдем, что

M τ
k JMk = −diag

(
g′k(λ

(1)
k )R2

k,1, g
′
k(λ

(2)
k )R2

k,2, . . . , g
′
k(λ

(m+2)
k )R2

k,m+2

)
.

Отсюда следует, что

(−1)m+1
(

detMk

)2
= detM τ

k JMk = (−1)m+2

m+2∏
p=1

g′k(λ
(p)
k )R2

k,p,

а значит, учитывая (6) и g′k(λ
(p)
k ) 6= 0 (p = 1,m+ 2, k ∈ N), что(

detMk

)2
= −1 · −g

′
k(λ

(m+1)
k )

2λk
· −g

′
k(λ

(m+2)
k )

2λk
·
m∏
p=1

g′k(λ
(p)
k )

g′∞(γp)
6= 0.

Далее, с использованием (4), (5), теоремы 1 и (4) вычислим

lim
k→+∞

(
detMk

)2
= −

m∏
p=1

lim
k→+∞

g′k(λ
(p)
k )

g′∞(γp)
· lim
k→+∞

−g′k(λ
(m+1)
k )

2λk
· lim
k→+∞

−g′k(λ
(m+2)
k )

2λk
= −1.

Отсюда, из 1) и оценки ‖M−1
k ‖L (Cm+2) 6 | detMk|−1‖Mk‖m+1

L (Cm+2) (см. [7, гл. 1, § 4, п. 2,
формула (4.12)]) следует третье утверждение в лемме. �

Лемма 4. Система векторов

ϕ(p)
∞ :=

[
g′∞(γp)

]−1/2(
0; (G − γp)−1Q

)τ
, p = 1,m,

ϕ(m+1)
∞ ≡ ϕ(+i∞)

∞ := 2−1/2
(
1; +iα−1/2Q

)τ
,

ϕ(m+2)
∞ ≡ ϕ(−i∞)

∞ := 2−1/2
(
1;−iα−1/2Q

)τ
, α =

m∑
l=0

βl.

(8)

является ортонормированным базисом в Cm+2 = C⊕ Cm+1.

Доказательство. Доказательство проводится, как и в лемме 2, прямой проверкой с
учетом (4), (5), g∞(γp) = 0 и тождества Гильберта. �

Лемма 5. Пусть M∞ := M∞(ϕ
(1)
∞ , ϕ

(2)
∞ , . . . , ϕ

(m+2)
∞ ) — матрица, столбцами которой

являются векторы ϕ
(p)
∞ (p = 1,m+ 2). Тогда M∗

∞ = M−1
∞ .
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Доказательство. Доказательство проводится прямой проверкой с использованием
леммы 4. �

Замечание. Система (8) является предельной для системы (6) при k → +∞. Далее
из системы (8) и собственных элементов оператора A будет сконструирован ортонор-
мированный базис пространства H . Дальнейшая идея состоит в том, чтобы оценить
уклонение системы собственных (а в вырожденном случае — системы корневых) эле-
ментов оператора A от построенного ортонормированного базиса пространства H .

В связи с этим замечанием докажем следующую вспомогательную лемму.

Лемма 6. Существует C > 0 такое, что при всех k ∈ N

‖Mk −M∞‖L (Cm+2) 6 C
[
λk(A

−1)
]1/2

.

Доказательство. Как и в лемме 3, воспользуемся следующей формулой

‖Mk −M∞‖L (Cm+2) 6
[m+2∑
p=1

‖ϕ(p)
k − ϕ

(p)
∞ ‖2

Cm+2

]1/2

. (9)

Из (6), (8), теоремы 1 при p = 1,m и тождества Гильберта имеем

ϕ
(p)
k − ϕ

(p)
∞ =

[
g′∞(γp)

]−1/2
(
λ

1/2
k ;
[
(G − λ(p)

k )−1 − (G − γp)−1
]
Q
)τ

=

=
[
g′∞(γp)

]−1/2
(
λ

1/2
k ;
[
λ

(p)
k − γp

]
(G − λ(p)

k )−1(G − γp)−1Q
)τ

=

= λ
1/2
k ·

[
g′∞(γp)

]−1/2
(

1;λ
1/2
k

[ γp
g′∞(γp)

+O(λk)
]
(G − λ(p)

k )−1(G − γp)−1Q
)τ

при k → +∞. Отсюда следует, что

∃Cp > 0 : ‖ϕ(p)
k − ϕ

(p)
∞ ‖Cm+2 6 Cp

[
λk(A

−1)
]1/2

, p = 1,m, k ∈ N. (10)

Из (6), (8), теоремы 1 при p = m+ 1 и тождества Гильберта имеем

ϕ
(m+1)
k −ϕ(m+1)

∞ =
1

21/2

(
0;
[ 1

λ
1/2
k

(G − λ(m+1)
k )−1 − iα−1/2I

]
Q
)τ

=

=
1

21/2

(
0;
[
I − iα−1/2λ

1/2
k (G − λ(m+1)

k )
]
(λ

1/2
k G − λ1/2

k λ
(m+1)
k )−1Q

)τ
=

= λ
1/2
k ·

1

21/2

(
0;
[iα−3/2

2

m∑
l=1

klI − iα−1/2G +O(λ
1/2
k )
]
(λ

1/2
k G − λ1/2

k λ
(m+1)
k )−1Q

)τ
при k → +∞. Аналогичные вычисления справедливы и при p = m+2. Таким образом,
имеют место неравенства (10) при p = m+ 1 и p = m+ 2. Теперь из (9) и (10) следует
утверждение леммы. �
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2.2. О p-базисности системы корневых элементов оператора A . Следствием
лемм 4 и 5 является следующее утверждение.

Лемма 7. Система элементов {ξ(p)
k,∞ := ϕ

(p)
∞ uk}p=1,m+2, k∈N является ортонормиро-

ванным базисом пространства H .

Доказательство. Ортонормированность введенной системы следует из леммы 4
и ортонормированности системы {uk}∞k=1. Покажем, что введенная система полна
в H . Пусть существует ξ = (v; v0; v1; . . . ; vm)τ ∈H такой, что

(
ξ

(p)
k,∞, ξ

)
H

= 0 при всех
p = 1,m+ 2, k ∈ N. Последнее означает, что

M τ
∞
(
(uk, v)H ; (uk, v0)H ; (uk, v1)H ; . . . ; (uk, vm)H

)τ
= 0

при k ∈ N. Отсюда, из леммы 5 и из полноты системы {uk}∞k=1 в пространстве H
тогда получим, что v = v0 = v1 = · · · = vm = 0. То есть ξ = 0. �

С помощью набора матриц Sk (k ∈ N), действующих в Cm+2, определим оператор

S ξ :=
+∞∑
k=1

(
ξ

(1)
k,∞; . . . ; ξ

(m+2)
k,∞

)
Sk


(
ξ, ξ

(1)
k,∞
)

H...(
ξ, ξ

(m+2)
k,∞

)
H

 :=
+∞∑
k=1

[
m+2∑
p=1

ξ
(p)
k,∞

m+2∑
q=1

Spqk
(
ξ, ξ

(q)
k,∞
)

H

]

и будем писать при этом S ←→ Sk.

Лемма 8. Имеют место следующие утверждения.
1) ‖S ‖L (H ) 6 supk∈N ‖Sk‖L (Cm+2).
2) Пусть S ∈ L (H ). Если S ←→ Sk, то S ∗ ←→ S∗k.
3) Пусть S ,T ∈ L (H ), тогда S T ←→ SkTk. В частности, S −1 ←→ S−1

k .

Доказательство. Лемма доказывается непосредственной проверкой с использовани-
ем ортонормированности системы {ξ(p)

k,∞}p=1,m+2, k∈N. �

Основываясь на доказанных фактах, установим две теоремы. О p-базисности спе-
циальным образом нормированной системы собственных элементов оператора A в
невырожденном случае. И о p-базисности системы корневых элементов оператора A

в вырожденном случае.

Теорема 2. Пусть g′k(λ
(p)
k ) 6= 0 (p = 1,m+ 2, k ∈ N). Тогда система собственных

элементов {ξ(p)
k := ϕ

(p)
k uk}p=1,m+2, k∈N оператора A образует p-базис пространства

H при p > 2q (напомним, что A−1 ∈ Sq(H) при q > 0).

Доказательство. Положим S ←→ Sk := M∗
∞Mk и покажем, что S ξ

(q)
l,∞ = ξ

(q)
l при

q = 1,m+ 2, l ∈ N. Учитывая, что Spqk =
(
ϕ

(p)
∞ , ϕ

(q)
k

)
Cm+2 и

(
ξ

(q)
l , ξ

(p)
k,∞
)

H
= 0 при l 6= k,
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вычислим

S ξ
(q)
l,∞ =

(
ξ

(1)
l,∞; . . . ; ξ

(m+2)
l,∞

)
M∗
∞Ml

(
0; . . . ; 0; 1q; 0; . . . ; 0

)τ
=

=
(
ξ

(1)
l,∞; . . . ; ξ

(m+2)
l,∞

)((
ϕ

(1)
∞ , ϕ

(q)
l

)
Cm+2 ; . . . ;

(
ϕ

(m+2)
∞ , ϕ

(q)
l

)
Cm+2

)τ
=

=
m+2∑
p=1

(
ϕ

(p)
∞ , ϕ

(q)
l

)
Cm+2ξ

(p)
l,∞ =

m+2∑
p=1

(
ϕ

(q)
l , ϕ(p)

∞
)
Cm+2ξ

(p)
l,∞ =

=
m+2∑
p=1

(
ξ

(q)
l , ξ

(p)
l,∞
)

H
ξ

(p)
l,∞ =

+∞∑
k=1

m+2∑
p=1

(
ξ

(q)
l , ξ

(p)
k,∞
)

H
ξ

(p)
k,∞ = ξ

(q)
l .

Из леммы 8, условия g′k(λ
(p)
k ) 6= 0 (p = 1,m+ 2, k ∈ N), лемм 3 и 5 следует, что

оператор S непрерывно обратим: S −1 ∈ L (H ). Отсюда и из леммы 7 тогда сле-
дует, что система элементов {ξ(p)

k }p=1,m+2, k∈N — базис Рисса пространства H . Для
доказательства теоремы остается показать, что S = I + T , где T ∈ Sp(H ) при
p > 2q.

Положим Tk := Mk −M∞, тогда с учетом лемм 5 и 8 получим, что

S ←→M∗
∞Mk = M∗

∞(M∞ + Tk) = I +M∗
∞Tk ←→ I + T ,

T ∗T ←→ (T ∗kM∞)(M∗
∞Tk) = T ∗kTk.

Обозначим через λk
(
(T ∗T )1/2

)
и λk

(
(T ∗T )1/2

)
собственные значения оператора

(T ∗T )1/2 и матрицы (T ∗T )1/2 соответственно, занумерованные в порядке убывания
и с учетом кратности. Тогда из последних соотношений и леммы 7 получим, что

+∞∑
r=1

λpr
(
(T ∗T )1/2

)
=

+∞∑
k=1

m+2∑
l=1

λpl
(
(T ∗kTk)

1/2
)

=
+∞∑
k=1

m+2∑
l=1

[
λl
(
T ∗kTk

)]p/2
6

6 (m+ 2)
+∞∑
k=1

[
λmax

(
T ∗kTk

)]p/2
= (m+ 2)

+∞∑
k=1

‖T ∗kTk‖
p/2

L (Cm+2) 6

6 (m+ 2)
+∞∑
k=1

‖Tk‖pL (Cm+2) 6 (m+ 2)Cp

+∞∑
k=1

[
λk(A

−1)
]p/2

< +∞

при p/2 > q, так как A−1 ∈ Sq(H). Следовательно, T ∈ Sp(H ) при p > 2q. �

Рассмотрим теперь ситуацию, когда при некотором k ∈ N уравнение gk(λ) = 0

имеет кратный корень. В этом случае может быть один либо два двукратных корня,
либо один трехкратный корень.

Разберем случай двукратного корня. В этом случае при некоторых k ∈ N (таких
номеров конечное количество) будет либо λ

(m+1)
k = λ

(m+2)
k ∈ R, либо λ

(p1)
k = λ

(m+1)
k ,
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λ
(p2)
k = λ

(m+2)
k при некоторых p1, p2 ∈ {1, . . . ,m}. Не ограничивая общности, пред-

положим первую ситуацию. Пусть u — это первый присоединенный элемент к
собственному элементу uk пучка L(λ) в точке λ

(m+2)
k (см. определение 1). Тогда

L′(λ
(m+2)
k )uk = g′k(λ

(m+2)
k )uk = 0 и

L′(λ
(m+2)
k )uk + L(λ

(m+2)
k )u = g′k(λ

(m+2)
k )uk + L(λ

(m+2)
k )u = L(λ

(m+2)
k )u = 0.

Таким образом, в качестве первого присоединенного к uk элемента можно взять
элемент uk.

Пусть ξ
(m+2)
k0 =

(
λ

1/2
k uk; (G − λ(m+2)

k )−1Quk
)τ — собственный элемент оператора

A , отвечающий собственному значению λ
(m+2)
k (см. лемму 1). Вычислим в соответ-

ствии с леммой 1 присоединенный элемент η1 оператора A . Поскольку присоединен-
ный элемент определяется с точностью до собственного элемента, то можно считать,
что ξ(m+2)

k1 = η1 − ξ(m+2)
k0 =

(
0; (G − λ(m+2)

k )−2Quk
)τ . Следовательно, оператор A име-

ет следующую цепочку из собственного и присоединенного к нему элемента:

ξ
(m+2)
k0 =

(
λ

1/2
k ; (G − λ(m+2)

k )−1Q
)τ
uk =: ϕ

(m+2)
k0 uk,

ξ
(m+2)
k1 =

(
0 ; (G − λ(m+2)

k )−2Q
)τ
uk =: ϕ

(m+2)
k1 uk.

(11)

Разберем теперь ситуацию, когда при некотором k ∈ N уравнение gk(λ) = 0

имеет трехкратный корень. В этом случае при некотором p ∈ {1, . . . ,m}
будет λ

(p)
k = λ

(m+1)
k = λ

(m+2)
k ∈ R. Пусть u — это второй присоединенный

элемент к собственному элементу uk пучка L(λ) в точке λ
(p)
k . Тогда

L′′(λ
(p)
k )uk = g′′k(λ

(p)
k )uk = g′′∞(λ

(p)
k )uk = 0, L′(λ(p)

k )uk = g′k(λ
(p)
k )uk = 0 и

2−1L′′(λ
(p)
k )uk + L′(λ

(p)
k )uk + L(λ

(p)
k )u =

= 2−1g′′∞(λ
(p)
k )uk + g′k(λ

(p)
k )uk + L(λ

(p)
k )u = L(λ

(p)
k )u = 0.

Таким образом, в качестве второго присоединенного к uk элемента можно взять
элемент uk.

Вычислим, в соответствии с леммой 1, первый η1 и второй η2 присоединенные
элементы оператора A . Легко проверить, что цепочкой из собственного и присоеди-
ненных к нему элементов будет также ξ(p)

k0 , ξ
(p)
k1 := η1 − ξ(p)

k0 , ξ
(p)
k2 := η2 − η1. Таким

образом, имеем

ξ
(p)
k0 =

(
λ

1/2
k ; (G − λ(p)

k )−1Q
)τ
uk =: ϕ

(p)
k0 uk,

ξ
(p)
k1 =

(
0 ; (G − λ(p)

k )−2Q
)τ
uk =: ϕ

(p)
k1 uk,

ξ
(p)
k2 =

(
0 ; (G − λ(p)

k )−3Q
)τ
uk =: ϕ

(p)
k2 uk.

(12)
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Далее будем считать, что система корневых элементов оператора A нормиру-
ется следующим образом. Если собственный элемент не имеет присоединенного,
то он выбирается по формуле из леммы 1. Если собственный элемент имеет один
или два присоединенных элемента, то соответствующая цепочка выбирается по
формуле (11) или (12) соответственно.

Отметим, что собственных элементов оператора A , имеющих один или два при-
соединенных элемента, может быть лишь конечное количество.

Теорема 3. Система корневых элементов оператора A , нормированных специаль-
ным образом, образует p-базис пространства H при p > 2q.

Доказательство. Покажем сначала, что система корневых элементов оператора A

полна в H . Рассмотрим для простоты ситуацию, когда у оператора A есть одно
собственное значение λ(p)

s , которому отвечает цепочка из собственного и одного или
двух присоединенных элементов. Проведем доказательство в несколько этапов.

1. Пусть собственному значению λ
(m+2)
s оператора A отвечает цепочка из

собственного и присоединенного к нему элемента, определяемых по форму-
лам (11). Предположим, что рассматриваемая система не полна в H и существует
ξ = (v; v0; v1; . . . ; vm)τ ∈H такой, что(

ξ
(p)
k , ξ

)
H

= 0, p = 1,m+ 2, k = 1, 2, . . . , s− 1, s+ 1, . . . ,(
ξ(p)
s , ξ

)
H

= 0, p = 1,m,
(
ξ

(m+2)
s0 , ξ

)
H

= 0,
(
ξ

(m+2)
s1 , ξ

)
H

= 0.
(13)

Первая строчка в (13) означает, что

M τ
k

(
(uk, v)H ; (uk, v0)H ;

(
uk, v1)H ; . . . ; (uk, vm)H

)τ
= 0

при k = 1, 2, . . . , s− 1, s+ 1, . . . (см. лемму 3). Отсюда следует, что

(uk, v)H = (uk, v0)H = · · · = (uk, vm)H = 0, k ∈ N\{s}. (14)

Вторая строчка в (13) означает, что

M τ
s,1

(
(us, v)H ; (us, v0)H ; (us, v1)H ; . . . ; (us, vm)H

)τ
= 0,

где Ms,1 = Ms,1(ϕ
(1)
s , ϕ

(2)
s , . . . , ϕ

(m)
s , ϕ

(m+2)
s0 , ϕ

(m+2)
s1 ) — матрица, столбцами которой яв-

ляются соответствующие векторы. Покажем, что detMs,1 6= 0, тогда из послед-
ней системы, соотношений (14) и полноты в H системы {uk}∞k=1 получим, что
v = v0 = v1 = · · · = vm = 0. То есть ξ = 0.
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Пусть, как и в лемме 2, J = diag(1,−I). Несложно проверить, что(
Jϕ

(m+2)
s0 , ϕ

(m+2)
s0

)
Cm+2 = 0,

(
Jϕ

(m+2)
s0 , ϕ

(m+2)
s1

)
Cm+2 = −1

2
g′′s (λ(m+2)

s ) 6= 0,(
Jϕ

(m+2)
s1 , ϕ

(m+2)
s1

)
Cm+2 = − 1

3!
g′′′s (λ(m+2)

s ).

(15)

Для дальнейших вычислений понадобится формула, которая может быть полу-
чена последовательным дифференцированием тождества Гильберта:

(G − λ)−n(G − µ)−1 =
1

(µ− λ)n
(G − µ)−1 −

n−1∑
k=0

1

(µ− λ)k+1
(G − λ)−(n−k),

µ, λ ∈ ρ(G ), n ∈ N.

(16)

С использованием соотношений gs(λ
(p)
s ) = 0 (p = 1,m) (см. (5)),

gs(λ
(m+2)
s ) = g′s(λ

(m+2)
s ) = 0, формулы (16) при n = 2 можно найти, что при всех

p = 1,m

(
Jϕ(p)

s , ϕ
(m+2)
s1

)
Cm+2 = −Rs,p

(
(G − λ(p)

s )−1Q, (G − λ(m+2)
s )−2Q

)
Cm+1 =

= −Rs,pQ
∗(G − λ(m+2)

s )−2(G − λ(p)
s )−1Q =

= −Rs,pQ
∗
[ (G − λ(p)

s )−1

(λ
(p)
s − λ(m+2)

s )2
− (G − λ(m+2)

s )−2

λ
(p)
s − λ(m+2)

s

− (G − λ(m+2)
s )−1

(λ
(p)
s − λ(m+2)

s )2

]
Q =

= −Rs,p

[ λ
(p)
s λk

(λ
(p)
s − λ(m+2)

s )2
− λk

λ
(p)
s − λ(m+2)

s

− λ
(m+2)
s λk

(λ
(p)
s − λ(m+2)

s )2

]
= 0. (17)

Из (15) и (17) найдем, что

M τ
s,1JMs,1 =


−g′s(λ

(1)
s )R2

s,1 0 · · · 0 0

0 −g′s(λ
(2)
s )R2

s,2 · · · 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 0 − 1
2!
g′′s (λ

(m+2)
s )

0 0 · · · − 1
2!
g′′s (λ

(m+2)
s ) − 1

3!
g′′′s (λ

(m+2)
s )

 ,

(−1)m+1
(

detMs,1

)2
= detM τ

s,1JMs,1 = (−1)m+1
[ 1

2!
g′′s (λ(m+2)

s )
]2

m∏
p=1

g′s(λ
(p)
s )R2

s,p 6= 0.

Следовательно, detMs,1 6= 0.
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2. Пусть теперь собственному значению λ
(p)
s оператора A отвечает цепочка из

собственного и двух присоединенных элементов, определяемых по формулам (12). Не
ограничивая общности, можно считать, что p = m. Предположим, что система корне-
вых элементов оператора A не полна в H и существует ξ = (v; v0; v1; . . . ; vm)τ ∈H

такой, что(
ξ

(p)
k , ξ

)
H

= 0, p = 1,m+ 2, k = 1, 2, . . . , s− 1, s+ 1, . . . ,(
ξ(p)
s , ξ

)
H

= 0, p = 1,m− 1,
(
ξ

(m)
s0 , ξ

)
H

= 0,
(
ξ

(m)
s1 , ξ

)
H

= 0,
(
ξ

(m)
s2 , ξ

)
H

= 0.

(18)

Первая строчка в (18), как и выше, влечет (14). Вторая строчка в (18) означает,
что

M τ
s,2

(
(us, v)H ; (us, v0)H ; (us, v1)H ; . . . ;

(
us, vm)H

)τ
= 0,

где Ms,2 = Ms,2(ϕ
(1)
s , . . . , ϕ

(m−1)
s , ϕ

(m)
s0 , ϕ

(m)
s1 , ϕ

(m)
s2 ) — матрица, столбцами которой явля-

ются соответствующие векторы. Покажем, что detMs,2 6= 0, тогда из последней си-
стемы, соотношений (14) и полноты в H системы {uk}∞k=1 получим, как и выше, что
v = v0 = v1 = · · · = vm = 0 и, значит, ξ = 0.

Несложно проверить, что(
Jϕ

(m)
s0 , ϕ

(m)
s0

)
Cm+2 = 0,

(
Jϕ

(m)
s0 , ϕ

(m)
s1

)
Cm+2 = 0,(

Jϕ
(m)
s0 , ϕ

(m)
s2

)
Cm+2 =

(
Jϕ

(m)
s1 , ϕ

(m)
s1

)
Cm+2 = − 1

3!
g′′′s (λ(m)

s ) 6= 0,(
Jϕ

(m)
s1 , ϕ

(m)
s2

)
Cm+2 = − 1

4!
g(4)
s (λ(m)

s ),
(
Jϕ

(m)
s2 , ϕ

(m)
s2

)
Cm+2 = − 1

5!
g(5)
s (λ(m)

s ),(
Jϕ(p)

s , ϕ
(m)
s1

)
Cm+2 = 0, p = 1, 2, . . . ,m− 1.

(19)

Здесь последнее соотношение выводится так же, как и в (17). Далее, с использовани-
ем соотношений gs(λ

(p)
s ) = 0 (p = 1,m− 1) (см. (5)), gs(λ

(m)
s ) = g′s(λ

(m)
s ) = g′′s (λ

(m)
s ) = 0,

формулы (16) при n = 3 можно найти, что при всех p = 1,m− 1(
Jϕ(p)

s ,ϕ
(m)
s2

)
Cm+2 = −Rs,p

(
(G − λ(p)

s )−1Q, (G − λ(m)
s )−3Q

)
Cm+1 =

= −Rs,pQ
∗(G − λ(m)

s )−3(G − λ(p)
s )−1Q =

= −Rs,pQ
∗
[ (G − λ(p)

s )−1

(λ
(p)
s − λ(m)

s )3
− (G − λ(m)

s )−3

λ
(p)
s − λ(m)

s

− (G − λ(m)
s )−2

(λ
(p)
s − λ(m)

s )2
− (G − λ(m)

s )−1

(λ
(p)
s − λ(m)

s )3

]
Q =

= −Rs,p

[ λ
(p)
s λk

(λ
(p)
s − λ(m)

s )3
− λk

(λ
(p)
s − λ(m)

s )2
− λ

(m)
s λk

(λ
(p)
s − λ(m+2)

s )3

]
= 0. (20)
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Из (19) и (20) найдем, что

M τ
s,2JMs,2 =

=



−g′s(λ
(1)
s )R2

s,1 0 · · · 0 0 0

0 −g′s(λ
(2)
s )R2

s,2 · · · 0 0 0
...

... . . . ...
...

...
0 0 · · · 0 0 − 1

3!
g′′′s (λ

(m)
s )

0 0 · · · 0 − 1
3!
g′′′s (λ

(m)
s ) − 1

4!
g

(4)
s (λ

(m)
s )

0 0 · · · − 1
3!
g′′′s (λ

(m)
s ) − 1

4!
g

(4)
s (λ

(m)
s ) − 1

5!
g

(5)
s (λ

(m)
s )


,

(−1)m+1
(

detMs,2

)2
= detM τ

s,2JMs,2 = (−1)m−1
[ 1

3!
g′′′s (λ(m)

s )
]3

m−1∏
p=1

g′s(λ
(p)
s )R2

s,p 6= 0.

Таким образом, detMs,2 6= 0 и система корневых элементов оператора A полна в
H .

3. Построим теперь, как и в теореме 2, оператор S ←→ Sk := M∗
∞Mk с заменой

вырожденных матрицMs на какие либо невырожденные. При этом оператор S будет
непрерывно обратим и по-прежнему представим в виде S = I + T , где T ∈ Sp(H )

(p > 2q), так как вырожденных матриц Ms может быть лишь конечное количество.
Таким образом, система {S ξ

(p)
k,∞}p=1,m+2, k∈N есть p-базис (p > 2q) пространства H ,

который отличается от системы специальным образом нормированных корневых эле-
ментов оператора A лишь на конечное количество элементов. Отсюда следует, что
система корневых элементов оператора A , учитывая ее полноту, есть также p-базис
(p > 2q) пространства H . �

2.3. Построение биортогональной системы в невырожденном случае. В ка-
честве следствия из леммы 2 и теоремы 2 сформулируем следующее утверждение.

Теорема 4. Пусть g′k(λ
(p)
k ) 6= 0 (p = 1,m+ 2, k ∈ N). Тогда система

ξ
(p)
k :=Rk,p

(
λ

1/2
k ; (G − λ(p)

k )−1Q
)τ
uk, p = 1,m+ 2, k ∈ N,

Rk,p :=


[
g′∞(γp)

]−1/2
, p = 1,m, k ∈ N,[

2λk
]−1/2

, p = m+ 1,m+ 2, k ∈ N

собственных элементов оператора A образует p-базис пространства H при
p > 2q, согласно теореме 2, и имеет следующую биортогональную систему:

ζ
(p)
k := −

[
g′k(λ

(p)
k )Rk,p

]−1(
λ

1/2
k ;−(G − λ(p)

k )−1Q
)τ
uk, p = 1,m+ 2, k ∈ N.

Доказательство. Теорема доказывается непосредственной проверкой. �
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Заключение

В работе доказаны теоремы о p-базисности системы корневых элементов опера-
торного блока специального вида. В случае, когда собственные элементы изучаемого
оператора не имеют присоединенных элементов, построена система, биортогональная
к системе собственных элементов.

Автор приносит благодарность проф. Н.Д.Копачевскому за обсуждение работы.
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Formulas for orthogonal projectors generated by the problem on
small motions of three viscoelastic fluids in a stationary container.

Kopachevsky N. D., Syomkina E. V.

Abstract. In the paper, we consider the problem on small motions of three viscoelastic
fluids in a stationary container. One of models of such fluids is Oldroid’s model. It is described,
for example, in the [1]. It should be noted that the present paper based on the previous N. D.
Kopachevsky and his co-authors works [2, 3, 4]. Namely, problem on small movements of two
viscoelastic fluids has already investigated in [2].

We can apply an operator approach of mentioned work to the initial-boundary-value problem
generated by the problem of small motions of three(or more) viscoelastic fluids in a stationary
container.

Studying of this problem shows us that some complications appear when we use the method
of orthogonal projection. This complications arise for the reason that fluid with two (lower and
upper) free boundaries appears in the case of problem for three fluids. Existence of such fluid
lead us to new more complicated auxiliary problems.

The aim of this paper is to get the formulas for orthogonal projectors on the spaces generated
by the problem.

This paper is organized as follows. After introduction in section 2 we formulate mathematical
statement of the problem: linearized equations of movements, stickiness conditions, kinematic and
dynamic conditions. Further, in this section, we receive the law of full energy balance and choose
the functional spaces generated by the problem. To apply of orthogonal projection method we
need to get orthogonal projectors on corresponding spaces. The law of action of the first of
them we receive in section 3. To get this formula we need to solve the auxiliary transmission
problem. This problem lead us to three Zaremba problems (a separate problem for each fluid).
Let us remark that Zaremba problem corresponding to the fluid with two free boundaries is more
complicated then others two. To solve this problem we need to search solution as the sum of two
functions. In other words, we have to solve two Zaremba problems instead of one. In section 4



Формулы для ортопроекторов, связанных с проблемой малых движений... 49

we obtain the law of action of the second orthogonal projector. The three second type auxiliary
S.G. Krein problems appear in the process of reasoning. It is obvious that the problem for the
fluid with two free boundaries is more complicated as before. In section 5 we conclude that
operator approach lets us to realize the transition from the initial-boundary-value problem to an
operator differential equation in sum of Hilbert spaces. Note that properties of main operator of
this problem are exactly the same that the properties of main operator arising for problem of
two fluids. This fact lets us to consider that all solvability statements proved for the problem of
two fluids are true for the problem of three fluids, too.

Finally, note also that this results can be extend to the case of any number of viscoelastic
fluids in a stationary container.

Keywords: orthogonal projector, viscoelastic fluid, space of solenoidal fields, hydrodynamic
system.

1. Введение

В работе [2] изучена проблема малых движений двух вязкоупругих несжимае-
мых жидкостей модели Олдройта (см., например, [1]), заполняющих неподвижный
сосуд. Для исследования этой задачи используется метод ортогонального проекти-
рования, который позволяет осуществить в операторной форме переход от исходной
начально-краевой задачи к задаче Коши для интегро-дифференциального уравне-
ния Вольтерра, а затем и для дифференциального уравнения в сумме гильбертовых
пространств. Далее, к полученной задаче применяется операторный подход (см. [5]),
который позволяет доказать теоремы о существовании и единственности обобщённо-
го решения для исходной начально-краевой задачи. Схема рассуждений, использо-
ванная в [2], может быть применена и для случая, когда в сосуде находится больше
двух жидкостей.

Исследование проблемы малых движений трёх вязкоупругих жидкостей показы-
вает, что некоторые усложнения возникают уже на этапе ортогонального проектиро-
вания исходной задачи. А именно, наличие жидкости с двумя свободными границами
(которой не было в случае двух жидкостей) приводит к возникновению новых более
сложных задач в процессе получения формул для ортопроекторов.

Целью данной работы — получить формулы для ортопроекторов, связанных с
проблемой малых движений трёх вязкоупругих жидкостей, заполняющих неподвиж-
ный сосуд.

«Таврический вестник информатики и математики», №2 (35)’ 2017



50 Н. Д. Копачевский, Е. В. Сёмкина

2. Постановка задачи и выбор пространств

Будем считать, что три вязкоупругие жидкости модели Олдройта заполняют про-
извольный сосуд Ω ⊂ R3 и в состоянии равновесия под действием гравитационного
поля занимают области Ω1, Ω2 и Ω3 соответственно с горизонтальными границами
раздела Γ1 и Γ2 (см. рисунок 1). Обозначим через S1, S2 и S3 те части границы ∂Ω,
которые примыкают к первой, второй и третьей жидкостям соответственно.

Рис. 1

Введём декартову систему координат Ox1x2x3 таким образом, чтобы ось Ox3

была направлена вверх, т. е. против действия однородного гравитационного поля.
Тогда ускорение гравитационного поля ~g = −g~e3, g > 0, а в состоянии покоя поля
давлений в жидкостях выражаются по законам

P0,k(x3) = p0j − ρkgx3, k = 1, 3, j = 1, 2, (1)

где ρk — плотности жидкостей, а p0j — давления на границах раздела Γj.
Рассмотрим малые движения системы из трёх жидкостей, близкие к состоянию

покоя. Пусть ~uk(t, x) — поля малых скоростей, а pk(t, x) — отклонения полей давлений
от их равновесных значений (см.(1)). Кроме того, полагаем, что на исследуемую гид-
родинамическую систему дополнительно к гравитационному полю действует малое
поле внешних сил ~f = ~f(t, x), x ∈ Ω.

Тогда линеаризованные уравнения движения жидкостей имеют следующий вид
(см., например, [4, c. 318, 342–343]):

ρk
∂~uk
∂t

= −∇pk + µk4~vk + ρk ~fk(t, x), div~uk = 0 (в Ωk), (2)
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~vk(t, x) = ~uk(t, x) + αk

t∫
0

e−βk(t−s)~uk(s, x)ds =: I0,k(t)~uk, k = 1, 3, (3)

где µk > 0 — динамические вязкости жидкостей, αk > 0, βk > 0 — коэффи-
циенты, характеризующие свойства вязкоупругости жидкостей модели Олдройта,
~fk(t, x) := ~f(t, x)|x∈Ωk

, а 4 — трёхмерный оператор Лапласа. Для вязких жидкостей,
как известно, на твёрдых стенках Sk сосуда должны выполняться условия прилипа-
ния, т. е.

~uk = ~0 (на Sk), k = 1, 3; (4)

кроме того, для каждой жидкости задано поле скоростей в начальный момент вре-
мени

~uk(0, x) = ~u0
k(x) (в Ωk), k = 1, 3. (5)

Выясним, какие условия выполняются на границах раздела Γ1 и Γ2. Для этого введём
функции вертикального отклонения ζ1 и ζ2, которые описывают малые перемещения
границ раздела Γ1 и Γ2 между жидкостями. Тогда, учитывая условия сохранения
объёма жидкостей, на границе Γ1 имеем

x3 =: ζ1(t, x1, x2),

∫
Γ1

ζ1dΓ1 = 0, (6)

кроме того, на Γ1 выполнено условие непрерывности полей скоростей:

~u1(t, x) = ~u2(t, x). (7)

Кинематическое условие на Γ1 имеет следующий вид:
∂ζ1

∂t
= (~u1 · ~n)Γ1 =: γn,1~u1 = (~u2 · ~n)Γ1 =: γn,2~u2, ~n = ~e3; (8)

символом γn,k, k = 1, 2, обозначена операция взятия нормального следа на Γ1, т. е.
следа нормальной компоненты поля скорости.

Сформулируем теперь динамические условия на Γ1. Они состоят в том, что на
движущейся границе раздела векторное поле напряжений при переходе от одной
жидкости к другой изменяется непрерывно. Линеаризация этого условия и его снос
на Γ1 приводят к следующим соотношениям: на Γ1 касательные напряжения (т. е.
вдоль Γ1) изменяются непрерывно, а нормальное напряжение (т. е. вдоль оси Ox3)
компенсируется гравитационным скачком давлений. Имеем

µ1τj3(~v1) = µ2τj3(~v2), j = 1, 2, τkl(~u) :=
∂uk
∂xl

+
∂ul
∂xk

, k, l = 1, 3

[−p1 + µ1τ33(~v1)]− [−p2+ µ2τ33(~v2)] = −g(ρ1 − ρ2)ζ1.

(9)
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Отметим ещё, что на Γ1 выполняются начальное условие для функции ζ1 и условие
непрерывности полей скоростей в начальный момент времени:

~u0
1(x) ≡ ~u0

2(x), ζ1(0, x) = ζ0
1 (x). (10)

Рассуждая аналогичным образом, выпишем условия на границе раздела Γ2.
Условия непрерывности полей скоростей и сохранения объёма:

~u2(t, x) = ~u3(t, x), x3 =: ζ2(t, x1, x2),

∫
Γ2

ζ2dΓ2 = 0. (11)

Кинематическое условие:
∂ζ2

∂t
= (~u2 · ~n)Γ2 =: γn,2~u2 = (~u3 · ~n)Γ2 =: γn,3~u3, ~n = ~e3. (12)

Динамические условия:

µ2τj3(~v2) = µ3τj3(~v3), j = 1, 2,

[−p2 + µ2τ33(~v2)]− [−p3+ µ3τ33(~v3)] = −g(ρ2 − ρ3)ζ2.
(13)

Начальное условие для ζ2 и условие непрерывности полей скоростей в начальный
момент времени:

~u0
2(x) ≡ ~u0

3(x), ζ2(0, x) = ζ0
2 (x). (14)

Будем считать, что задача (2)-(14) имеет классической решение, и выведем закон
баланса полной энергии гидросистемы. Предварительно выпишем формулы Грина
для векторных полей скоростей в областях Ω1, Ω2 и Ω3. Учтём, что направление
внешней нормали на Γ1 для области Ω1 и на Γ2 для области Ω2 будет ~n1 = ~e3, а на
Γ1 для Ω2 и на Γ2 для области Ω3 — соответственно ~n2 = −~n1 = −~e3. Имеем

µ1E1(~η1, ~u1) :=
1

2
µ1

∫
Ω1

(
3∑

j,l=1

τjl(~η1)τjl(~u1)

)
dΩ1 =

=

∫
Ω1

~η1 · (−µ14~u1 +∇p1)dΩ1 +

∫
Γ1

3∑
j=1

η1,j(µ1τj,3(~u1)− p1δj3)dΓ1,

div~η1 = div~u1 = 0 (в Ω1), ~η1 = ~u1 ≡ ~0 (на S1);

(15)

µ2E2(~η2, ~u2) :=
1

2
µ2

∫
Ω2

(
3∑

j,l=1

τjl(~η2)τjl(~u2)

)
dΩ2 =

=

∫
Ω2

~η2 · (−µ24~u2 +∇p2)dΩ2 −
∫
Γ1

3∑
j=1

η2,j(µ2τj,3(~u2)− p2δj3)dΓ1+ (16)
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+

∫
Γ2

3∑
j=1

η2,j(µ2τj,3(~u2)− p2δj3)dΓ2, div~η2 = div~u2 = 0 (в Ω2), ~η1 = ~u1 ≡ ~0 (на S2);

µ3E3(~η3, ~u3) :=
1

2
µ3

∫
Ω3

(
3∑

j,l=1

τjl(~η1)τjl(~u1)

)
dΩ3 =

=

∫
Ω3

~η3 · (−µ34~u3 +∇p3)dΩ3 −
∫
Γ2

3∑
j=1

η1,j(µ3τj,3(~u3)− p3δj3)dΓ2,

div~η3 = div~u3 = 0 (в Ω3), ~η3 = ~u3 ≡ ~0 (на S3).

(17)

Далее, умножая обе части (2) слева на ~uk, интегрируя полученные соотношения
по Ωk, k = 1, 3, и складывая результаты, а затем используя формулы Грина (15)-(17),
а также граничные условия задачи (4)-(14), получаем соотношение

1

2

d

dt


3∑

k=1

ρk

∫
Ωk

|~uk|2 dΩk + g(ρ1 − ρ2)

∫
Γ1

|ζ1|2 dΓ1 + g(ρ2 − ρ3)

∫
Γ2

|ζ2|2 dΓ2

=

= −
3∑

k=1

µkEk(~uk, ~vk)+
3∑

k=1

ρk

∫
Ωk

~uk · ~fkdΩk.

Это тождество есть закон баланса полной энергии системы в дифференциальной
форме. Исходя из того, что все слагаемые в (2) должны быть конечны, учитывая
кинематические условия и условия непрерывности полей скоростей на границах Γ1

и Γ2, осуществим выбор функциональных пространств для решения задачи.
С учётом условий (8), (12) будем рассматривать пространство, составленное из

набора троек векторных полей {~u1; ~u2; ~u3}:

~J0,S,Γ(Ω) :=
{
~u = {~u1; ~u2; ~u3} ∈ ~J0,S(Ω) : γn,1~u1 = γn,2~u2 (Γ1), γn,2~u2 = γn,3~u3 (Γ2)

}
,

(18)
которое является подпространством в пространстве ~J0,S(Ω) с нормой

(~u,~v)~L2(Ω) :=
3∑

k=1

ρk

∫
Ωk

~uk · ~vkdΩk.

Отметим, что ~J0,S(Ω) — ортогональная сумма трёх пространств

~J0,S(Ω) :=
3⊕

k=1

~J0,Sk
(Ωk),
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где каждое ~J0,Sk
(Ωk) — пространство соленоидальных функций с нулевыми нормаль-

ными компонентами полей скоростей на твёрдой стенке Sk:

~J0,Sk
(Ωk) :=

{
~uk ∈ ~L2(Ωk) : div~uk = 0 (в Ωk), γn,k~uk := ~uk · ~nk = 0 (на Sk)

}
.

Принимая во внимание также условия (6), (11), введём ещё пространство

~J1
0,S,Γ(Ω) :=

{
~u = {~u1; ~u2; ~u3} ∈ ~J1

0,S(Ω) : γ1~u1 = γ2~u2 (Γ1), γ2~u2 = γ3~u3 (Γ2)
}
, (19)

γ1~u1 := ~u1|Γ1 = ~u2|Γ1 =: γ2~u2, γ3~u3 := ~u3|Γ2 .

Оно является подпространством пространства ~J1
0,S(Ω) с нормой

(~u,~v) ~J1
0,S(Ω) :=

3∑
k=1

µkEk(~uk, ~vk).

Здесь ~J1
0,S(Ω) — также ортогональная сумма пространств

~J1
0,S(Ω) :=

3⊕
k=1

~J1
0,Sk

(Ωk),

каждое из которых является пространством соленоидальных функций, равных нулю
на твёрдой стенке:

~J1
0,Sk

(Ωk) :=
{
~uk ∈ ~H1(Ωk) : div~uk = 0 (в Ωk), ~uk = ~0 (на Sk)

}
.

Будем также считать, что вертикальные отклонения границ разделов жидкостей

ζ1 ∈ L2,Γ1 := L2(Γ1)	 {1Γ1}, ζ2 ∈ L2,Γ2 := L2(Γ2)	 {1Γ2}.

Замечание 1. Отметим, что пространства ~J1
0,S(Ω) и ~J0,S(Ω), а также ~J1

0,S,Γ(Ω) и
~J0,S,Γ(Ω) образуют гильбертовы пары пространств. �

3. Формула для первого ортопроектора

Получим закон действия ортопроектора

P0 := P0,S,Γ : ~J0,S(Ω)→ ~J0,S,Γ(Ω). (20)

Для этого выясним, каково ортогональное дополнение в ~J0,S(Ω) к подпростран-
ству ~J0,S,Γ(Ω). Учтём структуру подпространства ~J0,S(Ω):

~J0,S(Ω) = ~J0(Ω1)⊕ ~J0(Ω2)⊕ ~J0(Ω3)⊕ ~Gh,S1(Ω1)⊕ ~Gh,S2(Ω2)⊕ ~Gh,S3(Ω3)
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и заметим, что для элементов из ~J0(Ω1), ~J0(Ω2) и ~J0(Ω3) нормальные компоненты
полей равны нулю на всей границе. Отсюда получаем, что ~J0,S,Γ(Ω) имеет структуру

~J0,S,Γ(Ω) = ~J0(Ω1)⊕ ~J0(Ω2)⊕ ~J0(Ω3)⊕ ~Gh,S,Γ(Ω)

~Gh,S,Γ(Ω) :=
{
~u = {~u1; ~u2; ~u3} : ~uk =

1

ρk
∇ϕk, k = 1, 3,

4ϕk = 0 (в Ωk),
∂ϕk
∂n

= 0 (на Sk)

1

ρ1

∂ϕ1

∂n
=

1

ρ2

∂ϕ2

∂n
(на Γ1)

1

ρ2

∂ϕ2

∂n
=

1

ρ3

∂ϕ3

∂n
(на Γ2)

}
.

Рассуждения, аналогичные проведенным в [2, п. п. 4.1], позволяют доказать следую-
щее утверждение.

Лемма 1. Элементы из
(
~Gh,S,Γ(Ω)

)⊥
образуют множество(

~Gh,S,Γ(Ω)
)⊥

:=
{

(∇ψ1;∇ψ2;∇ψ3) : 4ψk = 0 (в Ωk)
∂ψk
∂n

= 0 (на Sk)

ρ1ψ1 − ρ2ψ2 = 0 (на Γ1), ρ2ψ2 − ρ3ψ3 = 0 (на Γ2)
}
. �

(21)

Опираясь на представление (21), получим закон действия ортопроектора P0 из
(20). Для любого ~u = {~u1; ~u2; ~u3} ∈ ~J0,S(Ω) должно быть

P0~u = P0{~u1; ~u2; ~u3} = {~u1; ~u2; ~u3} − {∇ψ1;∇ψ2;∇ψ3} ∈ ~J0,S,Γ(Ω). (22)

Для отыскания {∇ψ1;∇ψ2;∇ψ3} сформулируем следующую вспомогательную задачу

сопряжения для элементов из
(
~Gh,S,Γ(Ω)

)⊥
:

4ψk = 0 (в Ωk),
∂ψk
∂n

= 0 (на Sk), (23)

ρ1ψ1 = ρ2ψ2 =: ψ̃1 (на Γ1), ρ2ψ2 = ρ3ψ3 =: ψ̃2 (на Γ2), (24)

где ψ̃1, ψ̃2 — заданные функции.
Введём операторы следов γ1, γ21, γ22 и γ3, действующие по законам:

ψ1|Γ1 = γ1ψ1, γ1 : Ω1 → Γ1, ψ2|Γ1 = γ21ψ2, γ21 : Ω2 → Γ1,

ψ2|Γ2 = γ22ψ2, γ22 : Ω2 → Γ2, ψ3|Γ2 = γ3ψ3, γ3 : Ω3 → Γ2.

Тогда условия (24) примут вид

ρ1γ1ψ1 = ρ2γ21ψ2 =: ψ̃1 (на Γ1), ρ2γ22ψ2 = ρ3γ3ψ3 =: ψ̃2 (на Γ2). (25)
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Будем рассматривать задачу (23),(25) как задачу Зарембы для каждой из областей
Ωk, k = 1, 3. Тогда задача

4ψ1 = 0 (в Ω1),
∂ψ1

∂n
= 0 (на S1), γ1ψ1 = ρ−1

1 ψ̃1,

∫
Γ1

ψ̃1dΓ1 = 0 (на Γ1),

при условии ψ̃1 ∈ H1/2
Γ1

, имеет единственное решение

∇ψ1 = G1(ρ−1
1 ψ̃1), (26)

где G1 — линейный ограниченный оператор, действующий из H1/2
Γ1

в ~Gh,S1(Ω1). Ана-
логичным образом для задачи

4ψ3 = 0 (в Ω3),
∂ψ3

∂n
= 0 (на S3), γ3ψ3 = ρ−1

3 ψ̃2,

∫
Γ2

ψ̃2dΓ2 = 0,

при условии ψ̃2 ∈ H1/2
Γ2

, имеется решение

∇ψ3 = −G3(ρ−1
3 ψ̃3), G3 ∈ L (H

1/2
Γ2

; ~Gh,S3(Ω3)). (27)

Решение задачи в области Ω2 будем искать в виде суммы

ψ2 = ψ21 + ψ22.

Тогда задача для ψ21

4ψ21 = 0 (в Ω2),
∂ψ21

∂n
= 0 (на S2), γ21ψ21 = ρ−1

2 ψ̃1 (на Γ2), γ22ψ21 = 0 (на Γ2),

будет иметь решение

∇ψ21 = −G21(ρ−1
2 ψ̃1), G21 ∈ L (H

1/2
Γ1

; ~Gh,S2(Ω2)), (28)

при условии ψ̃1 ∈ H1/2
Γ1

, а задача для ψ22

4ψ22 = 0 (в Ω2),
∂ψ22

∂n
= 0 (на S2), γ22ψ22 = ρ−1

2 ψ̃2 (на Γ2), γ21ψ22 = 0 (на Γ1),

является решением

∇ψ22 = G22(ρ−1
2 ψ̃2), G22 ∈ L (H

1/2
Γ2

; ~Gh,S2(Ω2)), (29)

при условии ψ̃2 ∈ H1/2
Γ2

.
Из представления (22), а также с учётом (18) получим условия:

γn,1(P0~u)1 = γn,2(P0~u)2 (на Γ1), γn,2(P0~u)2 = γn,3(P0~u)3 (на Γ2),

из которых следует, что

γn,1∇ψ1−γn,2∇ψ2 = γn,1~u1−γn,2~u2 (на Γ1), γn,2∇ψ2−γn,3∇ψ3 = γn,2~u2−γn,3~u3 (на Γ2).
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Подставляя решения (26), (27), (28), (29) вспомогательных задач Зарембы в эти усло-
вия и считая функции γn,1~u1 − γn,2~u2 и γn,2~u2 − γn,3~u3 заданными, получим систему
уравнений относительно ψ̃1, ψ̃2:

ρ−1
1 γn,1G1ψ̃1 + ρ−1

2 γn,2G21ψ̃1 − ρ−1
2 γn,2G22ψ̃2 = γn,1~u1 − γn,2~u2,

−ρ−1
2 γn,2G21ψ̃1 + ρ−1

2 γn,2G22ψ̃2 + ρ−1
3 γn,3G3ψ̃2 = γn,2~u2 − γn,3~u3.

Удаётся выяснить, что операторная матрица этой системы — положительный
оператор, что позволяет получить представление для ортопроектора P0.

Лемма 2. Ортопроектор P0 := P0,S,Γ : ~J0,S(Ω)→ ~J0,S,Γ(Ω) действует по закону

P0~u = ~u−
{
G1ρ

−1
1 p1G

−1(γn,1~u1 − γn,2~u2; γn,2~u2 − γn,3~u3)τ ;

−G21ρ
−1
2 p1G

−1(γn,1~u1 − γn,2~u2; γn,2~u2 − γn,3~u3)τ+

+G22ρ
−1
2 p2G

−1(γn,1~u1 − γn,2~u2;γn,2~u2 − γn,3~u3)τ ;

−G3ρ
−1
3 p2G

−1(γn,1~u1 − γn,2~u2; γn,2~u2 − γn,3~u3)τ
}
,

где

0 < G =

(
ρ−1

1 γn,1G1 + ρ−1
2 γn,2G21 −ρ−1

2 γn,2G22

−ρ−1
2 γn,2G21 ρ−1

2 γn,2G22 + ρ−1
3 γn,3G3

)
,

G1, G21, G22, G3 — операторы вспомогательных задач Зарембы, а pk(v1; v2)τ := vk,
k = 1, 2 — операторы взятия k-й компоненты. �

4. Формула для второго ортопроектора

Получим теперь формулу для второго ортопроектора

P1 := P 1
0,S,Γ : ~J1

0,S(Ω)→ ~J1
0,S,Γ(Ω). (30)

Проведём рассуждения аналогично пункту 3, то есть сначала выясним, что пред-
ставляет собой ортогональное дополнение пространства ~J1

0,S,Γ(Ω) в ~J1
0,S(Ω). Действуя

по схеме работы [2, п. п. 4.2], используем обобщённую формулу Грина и общие приё-
мы вариационного исчисления, в результате чего получим, после проектирования на
~J0,Sk

(Ωk), следующее утверждение.

Лемма 3. Ортогональное дополнение
(
~J1
0,S,Γ(Ω)

)⊥
к подпространству ~J1

0,S,Γ(Ω) в

пространстве ~J1
0,S(Ω) состоит из слабых решений ~v = (~v1;~v2;~v3) ∈ ~J1

0,S(Ω) краевых
задач

P0,Sk
(−µk4~vk) +∇p̃k = ~0, div~vk = 0 (в Ωk), ~vk = ~0 (на Sk), k = 1, 3,

−p̃1δi3 + µ1τi3(~v1) = −p̃2δi3 + µ2τi3(~v2), i = 1, 3 (на Γ1), (31)
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−p̃2δi3 + µ2τi3(~v2) = −p̃3δi3 + µ3τi3(~v3), i = 1, 3 (на Γ2).

Здесь операторы P0,Sk
— ортогональные проекторы на пространства ~J0,Sk

(Ωk), а
∇p̃k := P0,Sk

∇p ∈ ~Gh,Sk
(Ωk). �

Опираясь на (30), (31), для любого ~u из ~J1
0,S(Ω) получим

P1~u = P1{~u1; ~u2; ~u3} = {~u1; ~u2; ~u3} − {~v1;~v2;~v3} ∈ ~J1
0,S,Γ(Ω). (32)

Чтобы найти набор {~v1;~v2;~v3}, сформулируем с учётом (31) вспомогательные за-
дачи С. Г. Крейна (вторые) для каждой области Ωk, k = 1, 3:

P0,S1(−µ14~v1) +∇p̃1 = ~0, div~v1 = 0 (в Ω1), ~v1 = ~0 (на S1), (33)

−p̃1δi3 + µ1τi3(~v1) = ψ1i, i = 1, 3 (на Γ1), (34)

P0,S3(−µ34~v3) +∇p̃3 = ~0, div~v3 = 0 (в Ω3), ~v3 = ~0 (на S3), (35)

−p̃3δi3 + µ3τi3(~v3) = ψ2i, i = 1, 3 (на Γ2), (36)

P0,S2(−µ24~v2) +∇p̃2 = ~0, div~v2 = 0 (в Ω2) ~v2 = ~0 (на S2), (37)

−p̃2δi3 + µ2τi3(~v2) = ψ1i (на Γ1), −p̃2δi3 + µ2τi3(~v2) = ψ2i (на Γ2), i = 1, 3. (38)

Здесь ψ1i и ψ2i, i = 1, 3, — i-тые компоненты заданных векторов ~ψ1 и ~ψ2 соответ-
ственно:

~ψ1|Γ1 := {−p̃1δi3 + µ1τi3(~v1)}3
i=1 = {−p̃2δi3 + µ2τi3(~v2)}3

i=1 ∈ ( ~̃H
1/2
Γ1

)∗ = ~H
−1/2
Γ1

~ψ2|Γ2 := {−p̃2δi3 + µ2τi3(~v2)}3
i=1 = {−p̃3δi3 + µ3τi3(~v3)}3

i=1 ∈ ( ~̃H
1/2
Γ2

)∗ = ~H
−1/2
Γ2

.

~̃H
1/2
Γk

:= H̃1/2(Γk)(+̇)H̃1/2(Γk)(+̇)H̃
1/2
Γk
, k = 1, 2.

Замечание 2. Здесь и далее H̃−1/2(Γ1) :=
(
H1/2(Γ1)

)∗, H̃−1/2(Γ2) :=
(
H1/2(Γ2)

)∗,
символом ” ∼ ” обозначен класс функций, продолжимых нулём на всю границу ∂Ωk

до элементов из H−1/2(∂Ωk). �

Тогда задача (33),(34) имеет слабое решение

~v1 = µ−1
1 V1

~ψ1, (39)

где V1 — линейный ограниченный оператор, действующий из ( ~H1/2(Γ1))∗ в ~J1
0,S1

(Ω1).
Аналогично задача (35),(36) имеет слабое решение вида

~v3 = −µ−1
3 V3

~ψ2, V3 : L ( ~H1/2(Γ2))∗ → ~J1
0,S3

(Ω3). (40)

Для задачи (37),(38) будем искать решение в виде суммы:

~v2 = ~v21 + ~v22, ∇p̃2 = ∇p̃21 +∇p̃22. (41)
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Тогда задача для ~v21, ∇p̃21 такова:

P0,S2(−µ24~v21) +∇p̃21 = ~0, div~v21 = 0 (в Ω2), ~v21 = ~0 (на S2),

−p̃21δi3 + µ2τi3( ~v21) = ψ1i (на Γ1), −p̃21δi3 + µ2τi3( ~v21) = 0 (на Γ2), i = 1, 3;

она будет иметь слабое решение

~v21 = −µ−1
2 V21

~ψ1, V21 : L ( ~H1/2(Γ1))∗ → ~J1
0,S2,Γ2

(Ω2). (42)

Аналогично задача для ~v22, ∇p̃22, т. е.

P0,S2(−µ24~v22) +∇p̃22 = ~0, div~v22 = 0 (в Ω2), ~v22 = ~0 (на S2),

−p̃22δi3 + µ2τi3( ~v22) = 0 (на Γ1), −p̃22δi3 + µ2τi3( ~v22) = ψ2i (на Γ2), i = 1, 3,

будет иметь слабое решение

~v22 = µ−1
2 V22

~ψ2, V22 : L ( ~H1/2(Γ2))∗ → ~J1
0,S2,Γ1

(Ω2). (43)

Подставляя выражения для решений (42),(43) в представление (41), получим реше-
ние задачи (37),(38):

~v2 = µ−1
2

(
−V21

~ψ1 + V22
~ψ2

)
. (44)

Из представления (32), принимая во внимание описание пространства ~J1
0,S,Γ(Ω) (см.

(19)), получим следующие условия:

γ1(P1~u)1 = γ2(P1~u) (на Γ1), γ2(P1~u)2 = γ3(P1~u) (на Γ2),

из которых следует, что

γ1~v1 − γ2~v2 = γ1~u1 − γ2~u2 (на Γ1), γ2~v2 − γ3~v3 = γ2~u2 − γ3~u3 (на Γ2). (45)

Перед постановкой решений (39), (40), (44) в эти условия введём следующие опера-
торы

C1 := γ1V1, C1 : ( ~H1/2(Γ1))∗ → ~̃H
1/2
Γ1
,

C3 := γ3V3, C3 : ( ~H1/2(Γ2))∗ → ~̃H
1/2
Γ2
,

C21 := γ2V21, C22 := γ2V22,

C21 : ( ~H1/2(Γ1))∗ → ~̃H
1/2
Γ1
, C22 : ( ~H1/2(Γ2))∗ → ~̃H

1/2
Γ2
.

Теперь, считая в (45) функции γ1~u1 − γ2~u2 и γ2~u2 − γ3~u3 заданными, получим
систему операторных уравнений относительно функций ~ψ1, ~ψ2:

µ−1
1 C1

~ψ1 + µ−1
2 C21

~ψ1 − µ−1
2 C22

~ψ2 = γ1~u1 − γ2~u2,

−µ−1
2 C21

~ψ1 + µ−1
2 C22

~ψ2 + µ−1
3 C3

~ψ2 = γ2~u2 − γ3~u3.
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Нетрудно установить, что матрица этой системы является положительным операто-
ром, что позволяет сформулировать следующую лемму.

Лемма 4. Ортопроектор P1 := P 1
0,S,Γ : ~J1

0,S(Ω)→ ~J1
0,S,Γ(Ω) действует по закону

P1~u = ~u−
(
µ−1

1 V1p1C
−1(γ1~u1 − γ2~u2; γ2~u2 − γ3~u3)τ ;

−µ−1
2 V21p1C

−1(γ1~u1 − γ2~u2; γ2~u2 − γ3~u3)τ+

+µ−1
2 V22p2C

−1(γ1~u1 − γ2~u2; γ2~u2 − γ3~u3)τ ;

−µ−1
3 V3p2C

−1(γ1~u1 − γ2~u2; γ2~u2 − γ3~u3)τ
)
,

где

0 < C =

(
µ−1

1 C1 + µ−1
2 C21 −µ−1

2 C22

−µ−1
2 C21 µ−1

2 C22 + µ−1
3 C3

)
,

С1, С21, С22, С3 — операторы вспомогательных задач С. Г. Крейна, а
pk(v1; v2)τ := vk, k = 1, 2, — операторы взятия k-й компоненты. �

5. Заключение

Для дальнейшего исследования задачи (2)–(14) необходимо, действуя по схеме ра-
боты [2], переписать уравнения (2) в виде одного уравнения для тройки {~u1; ~u2; ~u3}.
Это уравнение после последовательного проектирования на пространства ~J0,S(Ω) и
~J0,S,Γ(Ω) удаётся переписать в виде дифференциального операторного уравнения пер-
вого порядка в ортогональной сумме гильбертовых пространств. Отметим, что свой-
ства операторных коэффициентов полученной задачи полностью совпадают со свой-
ствами операторных коэффициентов соответствующей задачи Коши, возникшей в [2]
при рассмотрении проблемы для системы из двух вязкоупругих жидкостей. Этот ре-
зультат позволяет считать утверждения о разрешимости исходной начально-краевой
задачи, порождённой проблемой малых движений двух жидкостей, справедливыми
и в случае трёх жидкостей тоже.

Стоит отметить, что эти результаты можно распространить также на случай,
когда сосуд заполнен системой из любого конечного числа вязкоупругих жидкостей.
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On the structuring of the involve discrete information of Petri
model for acceleration computation of invariants purpose.

Lukyanova E. A, Dereza A. V.

Abstract. The present work is devoted to one of the tasks of modern scientific research
related to the construction and verification of models that allow to organize and systematize a
significant amount of information (Big Data) of real systems for making decisions on development
and optimization.

To build an adequate and informative model for systematic analysis of huge volumes, tools of
qualitative ordering are needed. At present, the various extensions of Petri nets is actively used
to implement these tasks. In this direction, we consider that the joint application of component
modeling [5] and the truncated incidence matrix [7] to structure information in the time Petri
model of system, based on Big Data, is efficient.

To achieve the stated result, the model for solving problems of this type is constructed
in the form of a component time Petri net [11], in which the time characteristic is associated
with transitions. This model is a compact-descriptive model with time, structuring information
understood by a person, into a system that adequately represents this information in data.
To verify the obtained model, in the fundamental equation of the time component Petri net
the truncated incidence matrix is used to find its structural invariants (complete invariants of
behavior and state). The truncated incidence matrix takes into account the functioning logic
of time Petri model and reduces the amount of computation by the number of parallel and
synchronized processes. Considering the elements of the incidence matrix as the accumulated
discrete information, involved in the process of finding invariants, we can, with a joint application
of the truncated incidence matrix and component modeling, obtain the compression ratio of the
involved discrete information.

In this paper the computable efficiency of the joint application of the truncated incidence
matrix and component modeling is considered using the example of the task of extracting,
organizing and using information from three distributed databases. When the task under study
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is modeled by the component time Petri net, the compression ratio of the involved discrete
information is k = 4.2. The ratio k for the detailed time model is 2.5 as the truncated incidence
matrix instead of the incidence matrix. As a result of the joint application of the component
time model and the truncated incidence matrix we have the 8.3 time decrease in the amount of
involved discrete information.

Keywords: Time Petri net, Big Data, component modelling, incidence matrix, invariants of the
time Petri net.

Введение

Одной из востребованных тем в научных исследованиях является построение и
верификация моделей, позволяющих упорядочивать и систематизировать значитель-
ный объем информации (Big Data) реальных систем с целью принятия решений по
развитию и оптимизации. Являясь подробными, Big Data представляют информа-
тивную, но громоздкую структуру. Для систематического анализа такой структуры
необходимо иметь инструменты качественного упорядочивания для построения адек-
ватной и информативной модели.

В настоящее время при реализации данных задач активно используется аппа-
рат различных расширений сетей Петри [1], [2], [3], [4]. Считаем, что модели та-
кого типа являются эффективным инструментом для организации труда специали-
ста, решающего задачи по извлечению, систематизации и применению проблемно-
ориентированной информации из нескольких распределённых баз данных. Такие мо-
дели естественны для образного восприятия человека и тем самым дают заказчику
понятное визуализированное представление о ключевых параметрах интересующей
решаемой задачи по принятию обоснованных решений (например, по эффективно-
сти, экономической целесообразности и т. д.).

Цель работы: показать эффективность совместного применения компонентного
моделирования и усеченной матрицы инцидентности для структурирования инфор-
мации в модели Петри системы, построенной на основе Big Data.

1. Постановка задачи

Для построения модели решения задач рассматриваемого типа, которые требуют
извлечения, систематизации и использования информации из нескольких распреде-
лённых баз данных, будет использовано компонентное моделирование [5], позволяю-
щее получить компактно-образную модель, структурирующую информацию, пони-
маемую человеком, в систему, которая адекватно представляет эту информацию в
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данные. В этой модели одинаково и однотипно функционирующие части моделиру-
емой задачи выделяются в элементы — компоненты-переходы и компоненты-места
[6], что даёт наглядное видение распараллеливания структуры задачи, не застилаю-
щее проблемные зоны распределения ресурсов и иерархии исполнения процессов при
параллельной программной реализации.

Время является необходимым атрибутом строящейся модели, так как его па-
раметры могут существенно повлиять на очередность и иерархию этапов решения
поставленной задачи, а следовательно, на скорость и экономичность принятия взве-
шенного решения по заявленной проблематике. Различные способы введения времен-
ной характеристики в компонентную сеть Петри предложены и проиллюстрированы
в работе [7].

В работе [8] обосновано применение нового элемента — усеченной матрицы ин-
цидентности (УМИ) в фундаментальном уравнении временной сети Петри для на-
хождения её структурных инвариантов с помощью алгоритма TSS [9]. Усеченная
матрица инцидентности учитывает логику срабатывания временной модели Петри и
уменьшает объем вычислений на количество распараллеленных и синхронизирован-
ных процессов.

В данной работе вычислимая эффективность совместного применения УМИ и
компонентного моделирования рассматривается на примере задачи извлечения, си-
стематизации и использования информации из трех распределенных баз данных.

2. Предварительные сведения

Определение 1. Временная сеть Петри (ВСП) — пятерка N = (P, T, F,W,D), где
P = {pi} — конечное множество позиций, T = {ti} — конечное множество переходов,
F ⊆ (P × T ) ∪ (T × P ) — конечное множество дуг, W : F → N — кратность дуг,
D : T → N — времена срабатывания переходов, N — множество натуральных чисел.

В графическом отображении временная сеть Петри представляет собой двудоль-
ный ориентированный граф, дополненный характеристиками дуг и вершин, пред-
ставленными натуральными числами.

Анализ модели ВСП [10], [11] осуществляется за счет анализа полных инвариан-
тов поведения и состояния, вычисляемых из фундаментального уравнения временной
сети Петри

Ax = d, (1)

где d = Mk −M0 (M0,Mk — соответственно начальная и конечная разметки ВСП),
x =

∑k
j=1 uj, где uk — вектор контроля, состоящий из n −−− 1 нулевых компонент

и одной j-й компоненты, равной 1, сигнализирующей о срабатывании на k-м шаге
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перехода tj, A = ||(a+
ij); (−a−ij)|| — матрица инцидентности размера n×2m с целыми

коэффициентами a+
ij = I(tj, pi) и a−ij = −I(pi, tj), где I — отношение инцидентности

данной ВСП.
Коэффициенты a+

ij представляют число фишек, которые добавляются в выходное
место pi при завершении срабатывания перехода tj, а коэффициенты a−ij представ-
ляют число фишек, которые отнимаются переходом tj из входного места pi, если его
срабатывание в модели N = (P, T, F,W,D) возможно.

В случае достижимости разметки Mk из разметки M0 система (1) всегда имеет
решение [9].

Определение 2. Полным инвариантом состояния временной сети Петри называ-
ется целый неотрицательный вектор z, являющийся решением системы линейных
однородных диофантовых уравнений (СЛОДУ)

z ·H = 0, (2)

где

E — единичная n×n матрица.

Рис. 1. Матрица инцидентности временной модели Петри.

Определение 3. Полным инвариантом поведения временной сети Петри называется
инвариант переходов соответствующей не временной сети Петри, являющийся целым
неотрицательным решением y СЛОДУ

B · y = 0, (3)

где B = A+ − A−.

Определение 4. Временная компонентная модель Петри (ВКСП), в которой вре-
менная характеристика ассоциируется с переходами, а время срабатывания внут-
ренних для компонент-мест переходов увеличивает время срабатывания следую-
щих за компонентой-местом переходов, представляет кортеж (P, T, F,W,D,M0), где
P=P ∗1

⋃
P2 — конечное множество мест (P ∗1 — конечное множество компонент-мест),

T — конечное множество переходов, F ⊆ (P ×T )∪ (T ×P ) — отношение инцидентно-
сти,M0 — начальная разметка, отображениеW : F → {1, 2, ...} определяет кратность
дуг, связывающих места и переходы. Временное отображение D имеет вид:
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D : T → τk + [τl,
∑

τl∈P ∗
mFtk

τl], где τk — конкретная временная задержка перехода
tk, k = 1, 2, ..., n, где n — число переходов ВКСП, m = 1, 2, ..., s, где s — число
компонент-мест ВКСП, где τl — известная или планируемая временная задержка
внутренних переходов компоненты-места.

3. Реализация применения компонентного моделирования и
усеченной матрицы инцидентности

Рассмотрим сеть Петри, показанную на рис. 2. Данная сеть представляет собой
временную модель Петри, в которой такты времени, затрачиваемые переходами на
работу, отмечены соответственно k1, k2, . . . , k5 и записаны над соответствующими пе-
реходами. Рассматриваемая сеть Петри моделирует задачу извлечения и системати-
зации информации, хранящейся в трех распределенных базах данных (БД), с целью
принятия обоснованного решения.

Рис. 2. Временная модель Петри для задачи извлечения и системати-
зации информации.

Эту модель можно представить в виде компонентной модели, показанной на
рис. 3, в которой выделены две одинаковые компоненты-места Р∗2 и Р∗4.

При этом согласно [7] время, затрачиваемое на работу компонент Р∗2 и Р∗4, добав-
ляется следующему за ними переходу t3.

В модели, показанной на рис. 3, имеет место следующая интерпретация для мест
и переходов. Место p1 — начальная информация, необходимая для постановки за-
дачи осуществления события — срабатывания перехода t1, требующего k1 единицы
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Рис. 3. Временная компонентная модель Петри.

Рис. 4. Компонента-место временной компонентной модели Петри.

времени. Места Р∗2 и Р∗4 — данные из распределенных баз данных, место p3 — до-
полнительно требуемые вычислительные ресурсы (например, мощные серверы, про-
граммное обеспечение). Переход t2 — разработка конкретной программы, занимаю-
щая k2 единицы времени. Переход t3 — решение поставленной задачи — получение
систематизированной, согласно спецификации p1, информации.

Места Р∗2, Р∗4 — условия-ресурсы — в модели с рис. 3, являясь одинаковыми
компонентами-местами, одинаково моделируют (рис. 4) извлечение запрашиваемой
информации из трех распределенных БД. При этом извлечение запрашиваемой ин-
формации, вообще говоря, может происходить по разным запросам-программам: так,
для компонент-мест Р∗2 и Р∗4 это соответственно интерпретировано переходами t∗2 и t∗4
для трех распределенных БД: p1

2, p2
2, p3

2 и p1
4, p2

4, p3
4 в детальной модели с рис. 1.

На рис. 5, 6 показаны матрицы инцидентности рассматриваемых временных се-
тей Петри: на рис. 5 — матрица инцидентности детальной временной модели Петри
размера 10×10, на рис. 6 — матрица инцидентности соответствующей компонентной
модели Петри со временем размера 4×6.
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t+1 t+2 t+3 t+4 t+5 t−1 t−2 t−3 t−4 t−5
p1 0 0 1 0 0 −1 0 0 0 0

p1
2 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0

p2
2 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0

p3
2 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0

p4
2 0 0 0 1 0 0 0 −1 0 0

p3 1 0 0 0 0 0 −1 0 0 0

p1
4 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1

p2
4 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1

p3
4 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1

p4
4 0 0 0 0 1 0 0 −1 0 0

Рис. 5. Матрица инцидентности детальной временной модели Петри.
t+1 t+2 t+3 t−1 t−2 t−3

p1 0 0 1 −1 0 0

p∗2 1 0 0 0 0 −1

p3 1 0 0 0 −1 0

p∗4 0 1 0 0 0 −1

Рис. 6. Матрица инцидентности временной компонентной модели Петри.

На рис. 7, 8 показаны усечённые матрицы инцидентности рассматриваемых вре-
менных сетей Петри: на рис. 7 — усечённая матрица инцидентности детальной вре-
менной модели Петри размера 4×10, на рис. 8 — усечённая матрица инцидентности
соответствующей временной компонентной модели Петри размера 2×6.

t+1 t+2 t+3 t+4 t+5 t−1 t−2 t−3 t−4 t−5
p1 0 0 1 0 0 −1 0 0 0 0

p1+2+3
2 , p3 4 0 0 0 0 0 −1 0 −3 0

p1+2+3
4 0 3 0 0 0 0 0 0 0 −3

p4
2, p

4
4 0 0 0 1 1 0 0 −2 0 0

Рис. 7. Усечённая матрица инцидентности детальной временной модели Петри.
t+1 t+2 t+3 t−1 t−2 t−3

p1 0 0 1 −1 0 0

p234 2 1 0 0 −1 −2

Рис. 8. Усечённая матрица инцидентности временной компонентной модели Петри.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2017, 2



О структурировании задействованной дискретной информации моделей Петри... 69

4. Объем задействованной дискретной информации

Элементы матрицы инцидентности можно рассматривать как аккумулированную
дискретную информацию, задействованную в процессе нахождения инвариантов [12].
Это даёт возможность получить коэффициент сжатия задействованной дискретной
информации. При моделировании исследуемой задачи временной компонентной се-
тью Петри относительно моделирования детальной временной сетью Петри коэффи-
циент сжатия задействованной дискретной информации k равен 4,2. Применение в
качестве матрицы инцидентности УМИ коэффициент k для детальной временной мо-
дели равен 2,5. В случае совместного применения компонентной временной модели и
УМИ имеем уменьшение объёма задействованной дискретной информации в 8,3 раза.

5. Заключение

В работе на задаче получения информации от нескольких баз данных реали-
зовано одновременное использование моделирующих возможностей временной ком-
понентной сети Петри и УМИ, правила построения которой позволяют отображать
принципы срабатывания временной сети Петри согласно условиям распараллелива-
ния и синхронизации моделируемых процессов. В результате имеем систематизацию
исходных данных моделируемой задачи в полученной для дальнейшего нахождения
полных инвариантов ВКСП матрице инцидентности. Для рассматриваемой задачи
эта итоговая матрица инцидентности показана на рис. 7. При использовании полу-
ченной матрицы инцидентности в системах уравнений (2) и (3) будем иметь зна-
чительное ускорение при вычислении полных инвариантов состояния и поведения
временной компонентной сети Петри.
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On Some Initial-Boundary Transmission Problems.

Radomirskaya K. A.

Abstract. A general approach to transmission problems was considered in the author’s
previous work ( [14], [15]). It consists in the fact that the solution of an inhomogeneous problem
is sought in the form of a sum of solutions of auxiliary homogeneous problems. In these auxiliary
problems, the inhomogeneity is contained only in one place, that is, either in the equation or in
the boundary condition. The solution of each of the auxiliary problems is found by means of the
corresponding Green’s formulas ([10], [14]). The solution of the original problem is the sum of
the solutions of the auxiliary problems. This general scheme is applied to various configurations
of Lipschitz domains with Lipschitz boundaries. Theorems on the existence and uniqueness of a
weak solution for each problem are obtained.

The approach described above is also applied to spectral conjugation problems for one, two,
and three adjacent regions. As a result of studying these problems, the same operator bundle is
obtained. It was investigated by the methods of the spectral theory of operator pencils ([9]).

The general scheme is used for initial-boundary value problems that generate the spectral
in this paper. The derivatives with respect to time enter not only into the equation, but also
into the boundary conditions in these problems. Four problems for one domain are considered,
theorems on the existence and uniqueness of a strong solution with values in the corresponding
Hilbert space are obtained. Similar problems for two and three adjacent regions are also studied.
The equations satisfied by their solutions are reduced to the same Cauchy problems as in the
case of one region. Therefore, the same theorems on existence and uniqueness are valid for them.

Keywords: Hilbert space, strong solution, basicity, asymptotics, transmission problem, initial-
boundary problem, operator pencil.

Введение

Задачи сопряжения с 60-х годов XX века рассматривались во многих рабо-
тах (см., например, [2], [18]). Такими задачами занимались Б. З. Каценеленбаум,
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Н. Н. Войтович, А. Н. Сивов ([7], [21]). Эти задачи не всегда являлись самосопря-
жёнными, но иногда они были «бесконечно близкими» к самосопряжённым задачам.

Исходным для исследования краевых и спектральных задач в липшицевых обла-
стях, а также соответствующих задач сопряжения стали работы М. С. Аграновича
(см. [1], [2], [21]) и его лекции в ежегодной Крымской осенней математической школе
(Ласпи –Батилиман). С другой стороны, многочисленные приложения, в частности,
в задачах гидродинамики (колебания жидкости в частично заполненном сосуде, коле-
бания жидкого топлива в баке космической ракеты), которыми много лет занимался
научный руководитель автора, Копачевский Н. Д. (см. [3], [23], [11], [24], [25]), требо-
вали детального рассмотрения краевых задач в негладких, например в липшицевых
областях.

Общие подходы, которые применялись при исследовании этих проблем, побужда-
ли рассматривать их на базе абстрактной формулы Грина (аналог первой формулы
Грина для оператора Лапласа) и теории слабых (вариационных) решений краевых
задач. Отсюда возник интерес к развитию теории абстрактной формулы Грина.

Один из первых вариантов формулы Грина доказал Ж.-П. Обэн (см. [16], гла-
ва 6, а также [22]). Далее, в монографии Р. Шоуволтера [26] существенно исполь-
зовалась абстрактная формула Грина в форме Ж.-П. Обэна без ссылки на [16] или
[22]. Дальнейшее исследование в этом направлении, а также применение этой теории
в приложениях отражено, в частности, в работах [4]–[6], [12], [13], [19]–[20].

В предыдущих работах автора (см. [14], [15]) подробно рассматривался общий
поход к смешанным задачам сопряжения. Он заключается в том, что решение исход-
ной неоднородной задачи разыскивается в виде суммы решений вспомогательных
задач, содержащих неоднородность лишь в одном месте — либо в уравнении, либо в
краевом условии. С помощью соответствующих формул Грина (см. [10], [14]) нахо-
дится решение каждой из вспомогательных задач (при определённых необходимых и
достаточных условиях). Решением исходной (неоднородной) задачи сопряжения яв-
ляется сумма решений вспомогательных задач. Эта общая схема рассмотрения задач
сопряжения применена к различным конфигурациям липшицевых областей с лип-
шицевыми границами, разбитыми на липшицевы куски, и с её помощью для каждой
задачи получены теоремы о существовании и единственности слабого решения.

Описанный выше подход также применён к спектральным задачам сопряжения
для одной, двух и трёх примыкающих областей (см. [14], [17]). В результате изучения
этих задач получается один и тот же операторный пучок, который далее исследован
методами спектральной теории операторных пучков (см. [9]).
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В данной работе общая схема решения задач сопряжения применяется для
начально-краевых задач, порождающих изученные спектральные. В этих задачах
производные по времени входят не только в уравнение, но и в краевые условия. Рас-
смотрены четыре задачи для одной области, получены теоремы о существовании и
единственности сильного решения со значениями в соответствующем гильбертовом
пространстве. Также изучены аналогичные задачи для двух и трёх примыкающих
областей. Уравнения, которым удовлетворяют их решения, приводятся к таким же
задачам Коши, как и в случае с одной областью. Поэтому для них справедливы те
же теоремы о существовании сильного решения.

1. Начально-краевые задачи, порождающие спектральные

Спектральные задачи, которые подробно описаны в работах [14], [17], порожда-
ются начально-краевыми задачами, в которых производные по времени входят не
только в уравнение, но и в краевые условия. Здесь будет рассмотрено несколько
таких примеров.

1.1. Первая задача. В области Ω ⊂ Rm с липшицевой границей ∂Ω, разбитой на 3
липшицевых куска Γ1, Γ2 и Γ3 с липшицевыми контурами ∂Γ1, ∂Γ2 и ∂Γ3, сформу-
лируем сначала спектральную проблему

L0u = λu (в Ω), γ1u = 0 (на Γ1), ∂2u = µγ2u (на Γ2), ∂3u = λγ3u (на Γ3),

L0u = u−4u, ∂ku = (∂u/∂n)Γk
, γku = u|Γk

, k = 1, 3, (1)

где λ и µ — параметры, один из которых можно считать спектральным, а второй —
фиксированным.

Нетрудно видеть, что если рассматривать начально-краевую задачу
∂u

∂t
+ L0u = f (в Ω), γ1u = 0 (на Γ1), ∂2u = µγ2u+ ψ2 (на Γ2),

∂3u+
∂

∂t
(γ3u) = ψ3 (на Γ3), u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω (2)

и разыскивать её решения при f ≡ 0, ψ2 ≡ 0, ψ3 ≡ 0 в виде

u(t, x) = exp(−λt)u(x), λ ∈ C, (3)

то для амплитудной функции u(x), x ∈ Ω возникает спектральная проблема (1), где
λ — искомый спектральный параметр.
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Опираясь на построения и методы, которые были использованы для краевых и
спектральных задач сопряжения (см. [14], [17]), а также на операторы вспомогатель-
ных краевых задач, можно исследовать задачу (2) и доказать теорему о её сильной
разрешимости на произвольном конечном промежутке времени.

Представим решение u(t, x) задачи (1) в виде суммы решений трех вспомогатель-
ных задач, в каждой из которых неоднородности входят в уравнение либо в краевое
условие лишь в одном месте. Не выписывая формулировки этих задач, сразу пред-
ставим решение в виде

u = A−1(f − ∂u

∂t
) + V2(µγ2u+ ψ2) + V3(ψ3 −

∂

∂t
γ3u), (4)

где A— оператор гильбертовой пары (H1
0,Γ1

(Ω); L2(Ω)), а V2 и V3 — операторы вспомо-
гательных задач Неймана. Тогда возникает дифференциальное уравнение для функ-
ции u = u(t) со значениями в пространстве H1

0,Γ1
(Ω):

(A−1 + V3γ3)
du

dt
+ (I − µV2γ2)u = A−1f + V2ψ2 + V3ψ3. (5)

Если здесь ещё сделать замену искомой функции

u(t) = A−1/2η(t), η ∈ L2(Ω), (6)

то получаем задачу Коши

(A−1 +B3)
dη

dt
+(I−µB2)η = A−1/2f+A1/2V2ψ2 +A1/2V3ψ3 =: f1(t), η(0) = A1/2u0, (7)

Bk = (A1/2Vk)(γkA
−1/2) = (γkA

−1/2)∗(γkA
−1/2) : L2(Ω)→ L2,h(Ω) ⊂ L2(Ω), k = 1, 3,

0 6 Bk ∈ S∞(H), k = 2, 4, 0 < A = A∗ ∈ S∞(H).

Осуществим в (7) ещё одну замену

(A−1 +B3)η =: w. (8)

Тогда возникает задача Коши
dw

dt
+ (I − µB2)(A−1 +B3)−1w = f1(t), w(0) = (A−1 +B3)A1/2u0. (9)

Определение 1. Назовём функцию w(t) со значениями в L2(Ω) сильным решением
задачи (9) на отрезке [0, T ], если

w(t) ∈ C1([0, T ]; L2(Ω)) ∩ C([0, T ]; D((A−1 +B3)−1)) (10)

и для неё выполнено уравнение (9), где все слагаемые принадлежат C([0, T ]; L2(Ω)),
а также выполнено условие u(0) = u0. �
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Далее будем полагать, что

µ /∈ σ(I − µB2). (11)

Теорема 1. Пусть в исходной задаче (2) выполнены условия

f(t, x) ∈ Cβ([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗), ψ2(t, x) ∈ Cβ([0, T ]; H̃−1/2(Γ2)),

ψ3(t, x) ∈ Cβ([0, T ]; H̃−1/2(Γ3)), 0 < β 6 1, u0(x) ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω), (12)

а также условие (11).
Тогда задача (9) имеет единственное сильное решение на отрезке [0, T ] в смысле

определения 1. При этом исходная начально-краевая задача имеет единственное
решение на отрезке [0, T ],

u(t, x) ∈ C([0, T ]; Ȟ1
0,Γ1

(Ω)), (13)

причём для этого решения выполнено уравнение в Ω, где все слагаемые являются
элементами из C([0, T ]; (Ȟ1

0,Γ1
(Ω))∗), граничные условия на Γk, k = 2, 3, где все сла-

гаемые являются элементами из C([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), а также начальное условие.

Доказательство. Если выполнены условия (12), то в силу свойств операторов A−1

и Bk, k = 2, 3, функция f1(t) в (9) является элементом из Cβ([0, T ]; L2(Ω)), а
w0 ∈ D((A−1 +B3)−1). Далее, так как (A−1 +B3)−1 — самосопряжённый положитель-
но определённый оператор, действующий в L2(Ω), а B2 ∈ S∞(L2(Ω)), то оператор
−(I −µB2)(A−1 +B3)−1 является генератором аналитической полугруппы, а уравне-
ние (9) — абстрактное параболическое. Поэтому при сформулированных свойствах
для f1(t) и w0 задача Коши (9) имеет единственное сильное решение на отрезке [0, T ].
Отсюда следует, что существует единственное сильное решение задачи Коши (7), где
все слагаемые являются элементами из C([0, T ];L2(Ω)). Тогда в силу (11) получаем,
что

η(t) ∈ C([0, T ];L2(Ω)),

а потому ввиду замены (6) имеем в задаче (5) (либо (4))

u(t) ∈ C([0, T ]; Ȟ1
0,Γ1

(Ω)). (14)

Далее, соотношение (4), в свою очередь, показывает, что u = u1 +u2 +u3, причём

L0u1 = f − du

dt
(в Ω), γ1u1 = 0 (на Γ1), ∂2u1 = 0 (на Γ2), ∂3u1 = 0 (на Γ3),

L0u2 = 0 (в Ω), γ1u2 = 0 (на Γ1), ∂2u2 = µγ2u+ ψ2 (на Γ2), ∂3u2 = 0 (на Γ3),

L0u3 = 0 (в Ω), γ1u3 = 0 (на Γ1), ∂2u3 = 0 (на Γ2), ∂3u3 = ψ3 −
d

dt
(γ3u) (на Γ3).
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Отсюда приходим к выводу, что для функции u выполнены все уравнения и краевые
условия задачи (2).

При этом из (14) и свойств дифференциального выражения L0u получаем,
что L0u ∈ (Ȟ1

0,Γ1
(Ω))∗, а потому в уравнении в Ω из (2) все слагаемые яв-

ляются элементами из C([0, T ]; Ȟ1
0,Γ1

(Ω)). Аналогично из (14) получаем, что
∂ku ∈ C([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), k = 2, 3, а потому все слагаемые в граничных условиях на
Γ2 и Γ3 являются элементами из C([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), k = 2, 3, соответственно. �

1.2. Вторая задача. Будем теперь считать, что µ — спектральный, а λ — фиксиро-
ванный параметр в проблеме (1), и приведём постановку начально-краевой пробле-
мы, отвечающей этому случаю. Тогда будем иметь следующее уравнение и краевые
условия:

L0u = λu+ f ( Ω), γ1u = 0 (на Γ1),

∂2u+
∂

∂t
γ2u = ψ2 (на Γ2), ∂3u = λγ3u+ ψ3 (на Γ3). (15)

Снова считаем, что u ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω) есть сумма решений трёх вспомогательных за-
дач, приходим для искомой функции u = u(t, x) к уравнению (см. (4))

u = A−1(λu+ f) + V2(ψ2 −
d

dt
γ2u) + V3(λγ3u+ ψ3) (16)

и соответствующей задаче Коши

V2γ2
du

dt
+ (I − λ(A1 + V3γ3))u = A−1f + V2ψ2 + V3ψ3, u(0) = u0. (17)

Отсюда после замены
u = A−1/2η, η ∈ L2(Ω) (18)

получаем задачу

B2
dη

dt
+ (I − λ(A−1 +B3))η = A−1/2f + A1/2V2ψ2 + A1/2V3ψ3 =: f(t),

η(0) = η0 = A1/2u0. (19)

Особенностью этой задачи, в отличие аналогичной проблемы (7), является тот
факт, что оператор B2 = (A1/2V2)(γ2A

−1/2) = (γ2A
−1/2)∗(γ2A

−1/2) лишь неотрицатель-
ный и имеет бесконечномерное ядро kerB2.

Учитывая это обстоятельство, рассмотрим проблему вида (19) в абстрактной
форме. Будем считать, что исследуется в произвольном гильбертовом пространстве
H задача Коши

B
dη

dt
+ (I − Φ)η = f(t), η(0) = η0, (20)
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где B — неотрицательный компактный оператор, имеющий ненулевое ядро:

H0 := kerB 6= {0}, (21)

а Φ ∈ S∞(H).
Воспользуемся разложением H = H0⊕H1, H1 = R(B) и преобразуем задачу (20)

к задаче Коши для дифференциального уравнения в подпространстве H1. С этой
целью представим η = η0 + η1, η0 = P0η = P0η0 ∈ H0, η1 = P1η = P1η1 ∈ H1, где P0 и
P1 — ортопроекторы на H0 и H1 соответственно.

Будем далее предполагать, что выполнены условия

ker(I − Φ) = {0}, ker(I0 − P0ΦP0) = {0}. (22)

Тогда в силу второго условия оператор (I0 − P0ΦP0) обратим, и возникает задача
Коши

B1
dη1

dt
+ (I1 − Φ1)η1 = f1(t), η1(0) = η0

1 = P1η
0, (23)

B1 := P1BP1, Φ1 = P1ΦP1 + (P1ΦP0)(I0 − P0ΦP0)−1(P0ΦP1),

f1 := P1f + (P1ΦP0)(I0 − P0ΦP0)−1P0f,

η0 = (I0 − P0ΦP0)−1[(P0ΦP1)η1 + P0f ].

Здесь оператор B1 : H1 → H1 положительный и компактный, а Φ1 ∈ S∞(H1).
Осуществляя ещё в (23) замену искомой функции

B1η1 = ξ1, (24)

придём к задаче Коши
dξ1

dt
+ (I1 − Φ1)B−1

1 ξ1 = f1(t), ξ1(0) = B1η1(0) = B1P1η
0. (25)

Лемма 1. Пусть в задаче (20), (21) выполнены условия (22), а также условия

f(t) ∈ Cβ([0, T ];H1), η0 ∈ H. (26)

Тогда эта задача имеет единственное решение η(t) ∈ C([0, T ];H), для которого все
слагаемые в уравнении (20) являются непрерывными функциями t со значениями
в H и выполнено начальное условие (20).

Доказательство. Если выполнены условия (26), то в задаче (25)

f1(t) ∈ Cβ([0, T ];H1), ξ1(0) ∈ D((B1)−1). (27)

Далее, уравнение (25) является абстрактным параболическим, так как B−1
1 —

положительно определённый самосопряжённый неограниченный оператор, а
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Φ1 ∈ S∞(H1). Отсюда следует, что задача (25) имеет единственное сильное реше-
ние на промежутке [0, T ], т. е. ξ1(t) ∈ C1([0, T ], H1) ∩ C([0, T ], D(B−1

1 )). Отсюда
получаем, что существует единственное решение η(t) задачи (23), для которого все
слагаемые в уравнении — элементы из C([0, T ];H1). Так как I1 − Φ1 обратим в силу
условий (22), то получаем свойство η1(t) ∈ C([0, T ];H1).

Возвращаясь теперь от (23) к исходной задаче (20) (см. соотношения для f1 и η0

в (23)), получаем утверждение леммы. �

Следствием леммы 1 является такое утверждение относительно разрешимости
задачи (15).

Теорема 2. Пусть в задаче (15) выполнены условия

f ∈ Cβ([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗), ψk ∈ Cβ([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), 0 < β 6 1, k = 1, 2, (28)

u(0) = u0 ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω),

а также условия

λ /∈ σ(I − λ(A−1 +B3)) ∩ σ(I0 − λP0(A−1 +B3)P0), P0H := kerB2. (29)

Тогда эта задача имеет единственное решение u ∈ C([0, T ]; Ȟ1
0,Γ1

(Ω)), для которого
каждое слагаемое в уравнении в Ω является элементом из C([0, T ]; (Ȟ1

0,Γ1
(Ω))∗), а в

граничных условиях — элементом из C([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), k = 2, 3.

Доказательство. Оно проводится по тому же плану, что и в теореме 1, с учётом
утверждения леммы 1.

Именно при выполнении условий (28), (29) из леммы 3.1 получаем, что задача (23)
имеет единственное решение η1(t) ∈ C([0, T ];H1), H1 := L2(Ω)	 kerB1. Возвращаясь
теперь от (23) к (17), (16) и рассуждая, как при доказательстве теоремы 1, приходим
к утверждению данной теоремы. �

Следствие 1. Выясним теперь, как выглядят в явной форме условия (29). Что
касается первого из них, то, очевидно, здесь исключительные значения таковы:

λ = λ−1
k (A−1 +B3), k = 1, 2, ...

Это характеристические числа компактного положительного оператора A−1 +B3,
они образуют счётное множество на положительной оси и имеют предельную
точку λ = +∞. В терминах исходной задачи (1) можно проверить, что эти ис-
ключительные значения λ суть собственные значения задачи Стефана

L0u = λu (в Ω), γ1u = 0 (на Γ1), ∂2u = 0 (на Γ2), ∂3u = λγ3u (на Γ3). (30)
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Что касается второго условия (29), то оказывается, что здесь исключитель-
ными являются собственные значения следующей видоизменённой задачи Стефана:

L0u = λu (в Ω), γ1u = 0 (на Γ1), γ2u = 0 (на Γ2), ∂3u = λγ3u (на Γ3). (31)

В самом деле, легко устанавливаем, что для B2 = (γ2A
−1/2)∗(γ2A

−1/2)

kerB2 = {η0 ∈ L2(Ω) : η0 = A1/2u0, u0 ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω), γ2u0 = 0}. (32)

Поэтому здесь вместо (30) возникает задача на собственные значения

P0η = λP0(A−1 +B3)P0η, η ∈ L2(Ω), (33)

которая имеет дискретный положительный спектр {λ0
k}∞k=1 с предельной точкой

λ = +∞. Они являются последовательными минимумами вариационного отноше-
ния

‖u0‖2
H1(Ω)/(‖u0‖2

L2(Ω) + ‖γ3u0‖2
L2(Γ3)), u0 ∈ Ȟ1

0,Γ1∪Γ2
(Ω). (34)

Таким образом, в начально-краевой задаче (15) множество исключительных
значений λ представляют собой объединение спектров вспомогательных задач Сте-
фана (30) и (31). �

1.3. Третья задача. Рассмотрим, наконец, вариант, когда граница Γ = ∂Ω области
Ω ⊂ Rm разбита не на три липшицевых куска, как в проблеме (15), а на четыре с
дополнительным краевым условием на Γ4:

L0u = λu (в Ω), γ1u = 0 (на Γ1), ∂2u = µγ2u (на Γ2),

∂3u = λγ3u (на Γ3), λ∂4u = γ4u (на Γ4). (35)

Здесь (при спектральном параметре µ) порождающая её начально-краевая задача
выглядит следующим образом:

L0u = λu+ f (в Ω), γ1u = 0 (на Γ1), ∂2u+
∂

∂t
(γ2u) = ψ2 (на Γ2),

∂3u = λγ3u+ ψ3 (на Γ3), ∂4u = λ−1γ4u+ ψ4 (на Γ4), u(0) = u0. (36)

Проводя те же рассуждения, как и во второй задаче (см. (16)–(19)), приходим по
аналогии с (19) к задаче Коши

B2
dη

dt
+ (I − λ(A−1 +B3)− λ−1B4)η = f(t), η(0) = η0 = A1/2u0, (37)

f(t) = A−1/2f +
4∑

k=2

A1/2Vkψk.
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Не приводя подробных обсуждений, сформулируем сразу итоговый результат; он
получается так же, как в проблеме (19), но с некоторыми усложнениями.

Теорема 3. Пусть в задаче (36) выполнены условия

λ /∈ σ(I − λ(A−1 +B3)− λ−1B4) ∩ σ(I0 − λP0(A−1 +B3)P0 − λ−1P0B4P0), (38)

где P0 : L2(Ω)→ kerB2 =: H0 — ортопроектор на H0, а также условия

f ∈ Cβ([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗), ψk ∈ Cβ([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), 0 < β 6 1, k = 2, 3, 4, (39)

u(0) = u0 ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω).

Тогда эта задача имеет единственное решение u ∈ C([0, T ]; Ȟ1
0,Γ1

(Ω)),
для которого каждое слагаемое в уравнении в Ω (см. (36)) является эле-
ментом из C([0, T ]; (Ȟ1

0,Γ1
(Ω))∗), а в граничных условиях — элементом из

C([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), k = 2, 3, 4, соответственно.

Следствие 2. Можно убедиться, что первое условие (38) требует, чтобы λ не
являлось собственным значением задачи С. Крейна – Стефана

L0u = λu (в Ω), γ1u = 0 (на Γ1), ∂2u = 0 (на Γ2),

∂3u = λγ3u (на Γ3), λ∂4u = γ4u (на Γ4), (40)

которая, как известно, имеет две ветви конечнократных положительных соб-
ственных значений с предельными точками λ = 0 и λ = +∞, а также не бо-
лее конечного числа невещественных комплексно сопряжённых пар конечнократных
собственных значений.

Что касается второго требования в (38), то, по аналогии с рассуждениями из
замечания 1, можно убедиться, что здесь исключительными числами являются
собственные значения модифицированной задачи С. Крейна – Стефана (см. (31))

L0u = λu (в Ω), γ1u = 0 (на Γ1), γ2u = 0 (на Γ2),

∂3u = λγ3u (на Γ3), λ∂4u = γ4u (на Γ4). (41)

Общие свойства спектра этой задачи такие же, как у задачи (40). �

1.4. Четвёртая задача. Эта задача порождает спектральную проблему (35), если
µ — фиксированный, а λ — спектральный параметр. Здесь предварительно удоб-
но, как и в задаче гидродинамики (проблема С. Крейна), ввести вместо поля ско-
ростей u(t, x) поле перемещений сплошной среды w(t, x), u(t, x) = ∂w/∂t. Тогда

«Таврический вестник информатики и математики», №2 (35)’ 2017



82 К. А. Радомирская

начально-краевая задача, отвечающая проблеме (35), формируется следующим об-
разом:

∂2w

∂t2
+ L0

∂w

∂t
= f ; (в Ω), w = 0 (на Γ1),

∂2
∂w

∂t
= µγ2

∂w

∂t
+ ψ2 (на Γ2), ∂3

∂w

∂t
+ γ3

∂2w

∂t2
= ψ3 (на Γ3), (42)

∂4
∂w

∂t
+ γ4w = ψ4 (на Γ4), w(0) = w0,

∂w

∂t
(0) = w1 = u0.

Пользуясь теми же общими приёмами, которые были использованы выше, прихо-
дим к выводу, что искомое решение w = w(t) со значениями в Ȟ1

0,Γ1
(Ω) удовлетворяет

уравнению

dw

dt
= A−1(f − d2w

dt2
) + V2(ψ2 + µγ2

dw

dt
) + V3(ψ3 − γ3

d2w

dt2
) + V4(ψ4 − γ4w). (43)

Тогда возникает задача Коши

(A−1 + V3γ3)
d2w

dt2
+ (I − µV2γ2)

dw

dt
+ V4γ4w = A−1f +

4∑
k=2

Vkψk, (44)

w(0) = w0,
dw

dt
(0) = w1 = u0.

Эта задача после замены w = A−1/2η переходит в проблему

(A−1 +B3)
d2η

dt2
+ (I − µB2)

dη

dt
+B4η = A−1/2f +

4∑
k=2

A1/2Vkψk =: f(t), (45)

η(0) = A1/2w0,
dη

dt
(0) = A1/2w1 = A1/2u0.

Осуществляя здесь ещё одну замену
dη

dt
= (A−1 +B3)−1ϕ, (46)

приходим к задаче Коши для интегродифференциального уравнения первого поряд-
ка:

dϕ

dt
+ (I − µB2)(A−1 +B3)−1ϕ+

t∫
0

B4(A−1 +B3)−1ϕ(s)ds = −B4A
1/2w0 + A−1/2f+

+
4∑

k=2

A1/2Vkψk = −B4A
1/2w0 +A−1/2f +

4∑
k=2

A1/2Vkψk, ϕ(0) = (A−1 +B3)A1/2w1. (47)
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Чтобы исследовать проблему разрешимости задачи (47), сейчас понадобится одно
утверждение, доказательство которого можно найти в [8], с. 21–25, теоремы 1.3.2,
1.3.4. В несколько ослабленной форме оно выглядит следующим образом.

Лемма 2. Пусть в задаче Коши для интегродифференциального уравнения первого
порядка, рассматриваемого в гильбертовом пространстве H, т. е. в задаче

du

dt
= A0u+

t∫
0

G(t, s)A1u(s)ds+ f(t), u(0) = u0, (48)

выполнены следующие условия: 1◦. A0 является генератором аналитической полу-
группы;
2◦. D(A1) ⊃ D(A0);
3◦. G(t, s), ∂G(t, s)/dt ∈ C(4T ;H), 4T := {(t, s) : 0 6 s 6 t ∈ T};
4◦. f(t) ∈ Cβ([0, T ];H), 0 < β 6 1;

5◦. u0 ∈ D(A0).

Тогда задача (48) имеет единственное сильное решение

u(t) ∈ C([0, T ]; D(A0)) ∩ C1([0, T ];H), (49)

для которого все слагаемые в (48) являются элементами из C([0, T ];H) и выполнено
начальное условие. �

Воспользуемся леммой 2 применительно к задаче (47). В этой задаче оператор
−(I − µB2)(A−1 + B3)−1 является генератором аналитической полугруппы, причём
области определения этого генератора и оператора, стоящего под знаком интеграла,
совпадают. Далее, можно считать, что в (47) G(t, s) ≡ I и потому выполнено условие
3◦ леммы 2.

Отсюда приходим к следующему выводу.

Лемма 3. Если в задаче (48) выполнены условия

w0 ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω), w1 ∈ Ȟ1
0,Γ1

(Ω), (50)

f(t) ∈ Cβ([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗), ψk ∈ Cβ([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), k = 2, 3, 4, 0 < β 6 1,

(51)
то эта задача имеет единственное сильное решение на отрезке [0, T ], и для это-
го решения все слагаемые в уравнении (47) являются непрерывными функциями
t ∈ [0, T ] со значениями в L2(Ω). �

Это утверждение позволяет установить такой факт.
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Теорема 4. Пусть в задаче (42) выполнены условия (50), (51), а также условие

µ /∈ σ(I − µB2). (52)

Тогда эта задача имеет сильное решение

w ∈ C2([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗) ∩ C1([0, T ]; Ȟ1
0,Γ1

(Ω)), (53)

для которого выполнены уравнение (42), где все слагаемые являются элементами
из C([0, T ]; (Ȟ1

0,Γ1
(Ω))∗), граничные условия (42), где все слагаемые на Γk являются

элементами из C([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), k = 2, 3, 4, а также начальные условия (42).

Доказательство. При выполнении условий (50), (51) по лемме 3 задача (47),
а потому и задача (45) имеют решения, для которых все слагаемые в этих
уравнениях являются элементами из C([0, T ]; L2(Ω)). Тогда в силу усло-
вия (52) имеем dη/dt ∈ C([0, T ]; L2(Ω)). Отсюда получаем, что в зада-
че (44), а потому и в (43) dw/dt ∈ C([0, T ]; Ȟ1

0,Γ1
(Ω)). Следовательно,

L0(dw/dt) ∈ C([0, T ]; (Ȟ1
0,Γ1

(Ω))∗), ∂k(dw/dt) ∈ C([0, T ]; H̃−1/2(Γk)).
Далее, устанавливаем, опираясь на представление (43), как и выше, что для

w(t, x) выполнены уравнение и краевые условия (42), а потому, в силу доказанных
свойств, в уравнении (42) все слагаемые — элементы из C([0, T ]; (Ȟ1

0,Γ1
(Ω))∗), а в

граничных условиях — элементы из C([0, T ]; H̃−1/2(Γk)), k = 2, 3, 4.
Отсюда также приходим к выводу, что имеет место свойство (53) и, кроме того,

свойство γ3w ∈ C2([0, T ]; H̃−1/2(Γ3)). Наконец, выполнены также начальные условия
(50). �

2. Начально-краевые задачи для двух примыкающих областей

Рассмотрим две примыкающие области Ω1 и Ω2 с липшицевыми границами, толь-
ко для начала каждую из внешних границ разобьем не на 4, а на 3 липшицевых кус-
ка, а внутреннюю границу не на 7, а на 5. Сформулируем начально-краевую задачу,
которая порождает соответствующую спектральную. В ней параметр λ является ис-
комым спектральным, а µ — фиксированным.

∂u1

∂t
+ L0u1 = f1 (в Ω1),

∂u2

∂t
+ L0u2 = f2 (в Ω2); (54)

на внешних границах:

γ11,1u1 = 0 (на Γ11,1), γ22,1u2 = 0 (на Γ22,1), (55)
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∂11,2u1 = µγ11,2u1 + ψ11,2 (на Γ11,2), ∂22,2u2 = µγ22,2u2 + ψ22,2 (на Γ22,2),

∂11,3u1 + ∂
∂t

(γ11,3u1) = ψ11,3 (на Γ11,3), ∂22,3u2 + ∂
∂t

(γ22,3u2) = ψ22,3 (на Γ22,3);

(56)
на границах стыка:

γ21,1u1 − γ12,1u2 = 0, ∂21,1u1 + ∂12,1u2 = 0 (на Γ21,1), (57)

γ21,2u1 − γ12,2u2 = 0, ∂21,2u1 + ∂12,2u2 = µγ21,2u1 + ψ21,2 (на Γ21,2), (58)

γ21,3u1 − γ12,3u2 = 0, ∂21,3u1 + ∂12,3u2 +
∂

∂t
(γ21,3u1) = ψ21,3 (на Γ21,3), (59)

∂21,4u1 = −∂12,4u2 = µ(γ21,4u1 − γ12,4u2) + ψ21,4 (на Γ21,4), (60)

∂21,5u1 = −∂12,5u2 = − ∂

∂t
(γ21,5u1 − γ12,5u2) + ψ21,5 (на Γ21,5); (61)

ui(0, x) = u0
i (x), x ∈ Ωi, i = 1, 2.

Как и в случае с одной областью (см. п. п. 1.1), представляем решение этой задачи
в виде суммы решений вспомогательных задач, с помощью формул Грина находим их
слабые решения и получаем решение задачи в виде суммы решений вспомогательных
задач. Объединяя вместе краевые задачи, для которых неоднородности в уравнениях
имеют одинаковый смысл (например, коэффициенты при λ и µ), мы видим, что
решение такого набора задач может быть представлено в форме

u = A−1(f − ∂u

∂t
) + V2(µγ2u+ ψ2) + V3(ψ3 −

∂

∂t
γ3u), (62)

где u = (u1;u2), f = (f1; f2), A — оператор гильбертовой пары
(H1

0,Γ11,1
(Ω1)⊕H1

0,Γ22,1
(Ω2); L2(Ω));

V2γ2 = V11,2V
∗

11,2 + V22,2V
∗

22,2 + V21,2V
∗

21,2 + V21,4V
∗

21,4;

V2ψ2 = V11,2ψ11,2 + V22,2ψ22,2 + V21,2ψ21,2 + V21,4ψ21,4;

V3γ3 = V11,3V
∗

11,3 + V22,3V
∗

22,3 + V21,3V
∗

21,3 + V21,5V
∗

21,5;

V3ψ3 = V11,3ψ11,3 + V22,3ψ22,3 + V21,3ψ21,3 + V21,5ψ21,5.

То есть мы получили такое же уравнение, что и в случае аналогичной задачи для
одной области (см. пп. 1.1, (4)). Операторы, входящие в уравнение (62), обладают
теми же свойствами, что и операторы из (4). Таким образом, все дальнейшие пре-
образования (см. (5)–(9)) и выводы (см. теорему 1) из пп. 1.1 справедливы и в этом
случае.

Далее перейдём ко второй начально-краевой задаче для двух примыкающих об-
ластей. В отличии от первой, в этой задаче параметр µ — искомый спектральный,
а λ — фиксированный. Получаем начально-краевую задачу для двух примыкающих
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областей в следующем виде

L0u1 = λu1 + f1 (в Ω1), L0u2 = λu2 + f2 (в Ω2); (63)

γ11,1u1 = 0 (на Γ11,1), γ22,1u2 = 0 (на Γ22,1), (64)

∂11,2u1 + ∂
∂t

(γ11,2u1) = ψ11,2 (на Γ11,2), ∂22,2u2 + ∂
∂t

(γ22,2u2) = ψ22,2 (на Γ22,2),

∂11,3u1 = λγ11,3u1 + ψ11,3 (на Γ11,3), ∂22,3u2 = λγ22,3u2 + ψ22,3 (на Γ22,3);

(65)

γ21,1u1 − γ12,1u2 = 0, ∂21,1u1 + ∂12,1u2 = 0 (на Γ21,1), (66)

γ21,2u1 − γ12,2u2 = 0, ∂21,2u1 + ∂12,2u2 +
∂

∂t
(γ21,2u1) = ψ21,2 (на Γ21,2), (67)

γ21,3u1 − γ12,3u2 = 0, ∂21,3u1 + ∂12,3u2 = λγ21,3u1 + ψ21,3 (на Γ21,3), (68)

∂21,4u1 = −∂12,4u2 = − ∂

∂t
(γ21,4u1 − γ12,4u2) + ψ21,4 (на Γ21,4), (69)

∂21,5u1 = −∂12,5u2 = λ(γ21,5u1 − γ12,5u2) + ψ21,5 (на Γ21,5); (70)

ui(0, x) = u0
i (x), x ∈ Ωi, i = 1, 2.

И снова мы получаем аналогичное уравнение, как и в случае с одной областью
(см. (16))

u = A−1(λu+ f) + V2(ψ2 −
d

dt
γ2u) + V3(λγ3u+ ψ3), (71)

где u = (u1;u2), f = (f1; f2);

V2γ2 = V11,2V
∗

11,2 + V22,2V
∗

22,2 + V21,2V
∗

21,2 + V21,4V
∗

21,4;

V2ψ2 = V11,2ψ11,2 + V22,2ψ22,2 + V21,2ψ21,2 + V21,4ψ21,4;

V3γ3 = V11,3V
∗

11,3 + V22,3V
∗

22,3 + V21,3V
∗

21,3 + V21,5V
∗

21,5;

V3ψ3 = V11,3ψ11,3 + V22,3ψ22,3 + V21,3ψ21,3 + V21,5ψ21,5.

Затем, как и в случае с одной областью, получаем задачу Коши с оператором
B2 > 0, у которого ядро бесконечномерно. Проектируем на подпространства H0 и H1

и можем сделать аналогичные выводы, что и в пп. 1.2.
Третья начально-краевая задача для двух областей снова формулируется для

случая, когда µ — спектральный параметр, а λ — фиксированный. Но теперь каждая
из внешних границ разделена не на 3, а на 4 части, а внутренняя — не на 5, а на 7
липшицевых кусков. Получаем уравнения в Ω1 и Ω2

L0u1 = λu1 + f1 (в Ω1), L0u2 = λu2 + f2 (в Ω2); (72)
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условия на внешних границах:

γ11,1u1 = 0 (на Γ11,1), γ22,1u2 = 0 (на Γ22,1), (73)

∂11,2u1 + ∂
∂t

(γ11,2u1) = ψ11,2 (на Γ11,2), ∂22,2u2 + ∂
∂t

(γ22,2u2) = ψ22,2 (на Γ22,2),

∂11,3u1 = λγ11,3u1 + ψ11,3 (на Γ11,3), ∂22,3u2 = λγ22,3u2 + ψ22,3 (на Γ22,3),

∂11,4u1 = λ−1γ11,4u1 + ψ11,4 (на Γ11,4), ∂22,4u2 = λ−1γ22,4u2 + ψ22,4 (на Γ22,4);

(74)
условия на границах стыка:

γ21,1u1 − γ12,1u2 = 0, ∂21,1u1 + ∂12,1u2 = 0 (на Γ21,1), (75)

γ21,2u1 − γ12,2u2 = 0, ∂21,2u1 + ∂12,2u2 +
∂

∂t
(γ21,2u1) = ψ21,2 (на Γ21,2), (76)

γ21,3u1 − γ12,3u2 = 0, ∂21,3u1 + ∂12,3u2 = λγ21,3u1 + ψ21,3 (на Γ21,3), (77)

γ21,4u1 − γ12,4u2 = 0, ∂21,4u1 + ∂12,4u2 = λ−1γ21,4u1 + ψ21,4 (на Γ21,4), (78)

∂21,5u1 = −∂12,5u2 = − ∂

∂t
(γ21,5u1 − γ12,5u2) + ψ21,5 (на Γ21,5), (79)

∂21,6u1 = −∂12,6u2 = λ(γ21,6u1 − γ12,6u2) + ψ21,6 (на Γ21,6), (80)

∂21,7u1 = −∂12,7u2 = λ−1(γ21,7u1 − γ12,7u2) + ψ21,7 (на Γ21,7); (81)

ui(0, x) = u0
i (x), x ∈ Ωi, i = 1, 2.

И снова с помощью общего сформулированного выше подхода находим решения
вспомогательных задач и приходим к выводу, что искомое решение удовлетворяет
уравнению

u = A−1(λu+ f) + V2(ψ2 −
d

dt
γ2u) + V3(λγ3u+ ψ3) + V4(λ−1γ4u+ ψ4), (82)

где u = (u1;u2), f = (f1; f2);

V2γ2 = V11,2V
∗

11,2 + V22,2V
∗

22,2 + V21,2V
∗

21,2 + V21,5V
∗

21,5;

V2ψ2 = V11,2ψ11,2 + V22,2ψ22,2 + V21,2ψ21,2 + V21,5ψ21,5;

V3γ3 = V11,3V
∗

11,3 + V22,3V
∗

22,3 + V21,3V
∗

21,3 + V21,6V
∗

21,6;

V3ψ3 = V11,3ψ11,3 + V22,3ψ22,3 + V21,3ψ21,3 + V21,6ψ21,6;

V4γ4 = V11,4V
∗

11,4 + V22,4V
∗

22,4 + V21,4V
∗

21,4 + V21,7V
∗

21,7;

V4ψ4 = V11,4ψ11,4 + V22,4ψ22,4 + V21,4ψ21,4 + V21,7ψ21,7.

Уравнение (82) аналогично соответствующему уравнению для одной области,
операторы из уравнений обладают одинаковыми свойствами. Значит, и выводы,
сформулированные в пп. 1.3, применимы к этой проблеме.
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Наконец, рассмотрим четвёртую начально-краевую задачу для двух сопряжён-
ных областей. Здесь, как и в первой задаче, параметр λ — спектральный, µ — фикси-
рован. Однако внешняя граница разделена на 4 липшицевых куска каждая, а внут-
ренняя — на 7 липшицевых кусков. Получаем уравнения

∂2w1

∂t2
+ L0

∂w1

∂t
= f1 (в Ω1),

∂2w2

∂t2
+ L0

∂w2

∂t
= f2 (в Ω2); (83)

на внешних границах заданы условия:

w1 = 0 (на Γ11,1), w2 = 0 (на Γ22,1), (84)

∂11,2
∂w1

∂t
= µγ11,2

∂w1

∂t
+ ψ11,2 (на Γ11,2), ∂22,2

∂w2

∂t
= µγ22,2

∂w2

∂t
+ ψ22,2 (на Γ22,2),

∂11,3
∂w1

∂t
+ γ11,3

∂2w1

∂t2
= ψ11,3 (на Γ11,3), ∂22,3

∂w2

∂t
+ γ22,3

∂2w2

∂t2
= ψ22,3 (на Γ22,3),

∂11,4
∂w1

∂t
+ γ11,4w1 = ψ11,4 (на Γ11,4), ∂22,4

∂w2

∂t
+ γ22,4w2 = ψ22,4 (на Γ22,4);

(85)
на границах стыка:

γ21,1
∂w1

∂t
− γ12,1

∂w2

∂t
= 0, ∂21,1

∂w1

∂t
+ ∂12,1

∂w2

∂t
= 0 (на Γ21,1), (86)

γ21,2
∂w1

∂t
− γ12,2

∂w2

∂t
= 0, ∂21,2

∂w1

∂t
+ ∂12,2

∂w2

∂t
= µγ21,2

∂w1

∂t
+ ψ21,2 (на Γ21,2), (87)

γ21,3
∂w1

∂t
− γ12,3

∂w2

∂t
= 0, ∂21,3

∂w1

∂t
+ ∂12,3

∂w2

∂t
+ γ21,3

∂2w1

∂t2
= ψ21,3 (на Γ21,3), (88)

γ21,4
∂w1

∂t
− γ12,4

∂w2

∂t
= 0, ∂21,4

∂w1

∂t
+ ∂12,4

∂w2

∂t
+ γ21,4w1 = ψ21,4 (на Γ21,4), (89)

∂21,5
∂w1

∂t
= −∂12,5

∂w2

∂t
= µ(γ21,5

∂w1

∂t
− γ12,5

∂w2

∂t
) + ψ21,5 (на Γ21,5), (90)

∂21,6
∂w1

∂t
= −∂12,6

∂w2

∂t
= −∂

2w

∂t2
(γ21,6u1 − γ12,6u2) + ψ21,6 (на Γ21,6), (91)

∂21,7
∂w1

∂t
= −∂12,7

∂w2

∂t
= −(γ21,7p1 − γ12,7p2)w + ψ21,7 (на Γ21,7); (92)

wi(0) = w0
i ,
∂wi
∂t

(0) = w1 = u0, i = 1, 2.

И снова, как и в случае с одной областью, мы приходим к выводу, что искомое
решение w = w(t) со значениями в Ȟ1

0,Γ1
(Ω) удовлетворяет уравнению

dw

dt
= A−1(f − d2w

dt2
) + V2(ψ2 + µγ2

dw

dt
) + V3(ψ3 − γ3

d2w

dt2
) + V4(ψ4 − γ4w), (93)

где w = (w1;w2), f = (f1; f2);

V2γ2 = V11,2V
∗

11,2 + V22,2V
∗

22,2 + V21,2V
∗

21,2 + V21,5V
∗

21,5;

V2ψ2 = V11,2ψ11,2 + V22,2ψ22,2 + V21,2ψ21,2 + V21,5ψ21,5;
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V3γ3 = V11,3V
∗

11,3 + V22,3V
∗

22,3 + V21,3V
∗

21,3 + V21,6V
∗

21,6;

V3ψ3 = V11,3ψ11,3 + V22,3ψ22,3 + V21,3ψ21,3 + V21,6ψ21,6;

V4γ4 = V11,4V
∗

11,4 + V22,4V
∗

22,4 + V21,4V
∗

21,4 + V21,7V
∗

21,7;

V4ψ4 = V11,4ψ11,4 + V22,4ψ22,4 + V21,4ψ21,4 + V21,7ψ21,7.

А значит, для этой задачи справедливы все дальнейшие выводы из пп. 1.4.

3. Начально-краевые задачи для трёх примыкающих областей

Наконец, рассмотрим эти же задачи, но для трёх примыкающих областей. В
областях Ωk, k = 1, 3 из Rm уравнения имеют вид:

∂uk
∂t

+ L0uk = fk (в Ωk), k = 1, 3; (94)

условия на внешних границах:

γkk,1uk = 0 (на Γkk,1), (95)

∂kk,2uk = µγkk,2uk + ψkk,2 (на Γkk,2),

∂kk,3ui + ∂
∂t

(γkk,3uk) = ψkk,3 (на Γkk,3), k = 1, 3;
(96)

на границах стыка:

γkj,1uj − γjk,1uk = 0, ∂kj,1uj + ∂jk,1uk = 0 (на Γkj,1), (97)

γkj,2uj − γjk,2uk = 0, ∂kj,2uj + ∂jk,2uk = µγkj,2uj + ψkj,2 (на Γkj,2), (98)

γkj,3uj − γjk,3uk = 0, ∂kj,3uj + ∂jk,3uk +
∂

∂t
(γkj,3uj) = ψkj,3 (на Γkj,3), k, j = 1, 3, k 6= j;

(99)
uk(0, x) = u0

k(x), x ∈ Ωk, k = 1, 3.

И снова с помощью много раз описанного выше подхода разбиваем эту задачу на
вспомогательные, находим решение исходной задачи в виде суммы решений вспомо-
гательных задач. Краевые задачи, для которых неоднородности имеют один смысл,
объединяем и получаем уравнения того же вида, что и в более простых случаях с
одной и двумя примыкающими областями (см. (4), (62))

u = A−1(f − ∂u

∂t
) + V2(µγ2u+ ψ2) + V3(ψ3 −

∂

∂t
γ3u), (100)

где u = (u1;u2;u3), f = (f1; f2; f3), A — оператор гильбертовой пары
(H1

0,Γ11,1
(Ω1)⊕H1

0,Γ22,1
(Ω2)⊕H1

0,Γ33,1
(Ω3); L2(Ω)),

V2γ2 =
3∑

k=1

Vkk,2V
∗
kk,2 + V21,2V

∗
21,2 + V32,2V

∗
32,2 + V13,2V

∗
13,2;
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V2ψ2 =
3∑

k=1

Vkk,2ψkk,2 + V21,2ψ21,2 + V32,2ψ32,2 + V13,2ψ13,2;

V3γ3 =
3∑

k=1

Vkk,3V
∗
kk,3 + V21,3V

∗
21,3 + V32,3V

∗
32,3 + V13,3V

∗
13,3;

V3ψ3 =
3∑

k=1

Vkk,3ψkk,3 + V21,3ψ21,3 + V32,3ψ32,3 + V13,3ψ13,3.

Значит, как и в случае с двумя областями, все выводы из пп. 1.1 справедливы и
в этом случае.

Рассмотрим вторую начально-краевую задачу для двух примыкающих областей.

L0uk = λuk + fk (в Ωk), k = 1, 3; (101)

γkk,1uk = 0 (на Γkk,1), (102)

∂kk,2uk + ∂
∂t

(γkk,2uk) = ψkk,2 (на Γkk,2),

∂kk,3uk = λγkk,3ukk + ψkk,3 (на Γkk,3), k = 1, 3;
(103)

γkj,1uj − γjk,1uk = 0, ∂kj,1uj + ∂jk,1uk = 0 (на Γkj,1), (104)

γkj,2uj − γjk,2uk = 0, ∂kj,2uj + ∂jk,2uk +
∂

∂t
(γkj,2uj) = ψkj,2 (на Γkj,2), (105)

γkj,3uj − γjk,3uk = 0, ∂kj,3uj + ∂jk,3uk = λγkj,3uj + ψkj,3 (на Γkj,3), k, j = 1, 3, k 6= j;

(106)
uk(0, x) = u0

k(x), x ∈ Ωk, k = 1, 3.

И снова мы получаем аналогичное уравнение, как и в случае с одной и двумя
областями (см. (16), (71))

u = A−1(λu+ f) + V2(ψ2 −
d

dt
γ2u) + V3(λγ3u+ ψ3), (107)

где u = (u1;u2;u3), f = (f1; f2; f3);

V2γ2 =
3∑

k=1

Vkk,2V
∗
kk,2 + V21,2V

∗
21,2 + V32,2V

∗
32,2 + V13,2V

∗
13,2;

V2ψ2 =
3∑

k=1

Vkk,2ψkk,2 + V21,2ψ21,2 + V32,2ψ32,2 + V13,2ψ13,2;

V3γ3 =
3∑

k=1

Vkk,3V
∗
kk,3 + V21,3V

∗
21,3 + V32,3V

∗
32,3 + V13,3V

∗
13,3;
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V3ψ3 =
3∑

k=1

Vkk,3ψkk,3 + V21,3ψ21,3 + V32,3ψ32,3 + V13,3ψ13,3.

Поэтому можно сделать аналогичные выводы, что и в пп. 1.2.
Третья начально-краевая задача для трёх областей имеет следующий вид

L0uk = λuk + fk (в Ωk), k = 1, 3; (108)

условия на внешних границах:

γkk,1uk = 0 (на Γkk,1), (109)

∂kk,2uk + ∂
∂t

(γkk,2uk) = ψkk,2 (на Γkk,2),

∂kk,3uk = λγkk,3uk + ψkk,3 (на Γkk,3),

∂kk,4uk = λ−1γkk,4uk + ψkk,4 (на Γkk,4), k = 1, 3;

(110)

условия на границах стыка:

γkj,1uj − γjk,1uk = 0, ∂kj,1uj + ∂jk,1uk = 0 (на Γkj,1), (111)

γkj,2uj − γjk,2uk = 0, ∂kj,2uj + ∂jk,2uk +
∂

∂t
(γkj,2uj) = ψkj,2 (на Γkj,2), (112)

γkj,3uj − γjk,3uk = 0, ∂kj,3uj + ∂jk,3uk = λγkj,3uj + ψkj,3 (на Γkj,3), (113)

γkj,4uj − γjk,4uk = 0, ∂kj,4uj + ∂jk,4uk = λ−1γkj,4uj + ψkj,4 (на Γkj,4), k, j = 1, 3, k 6= j;

(114)
uk(0, x) = u0

k(x), x ∈ Ωk, k = 1, 3.

Находим решения вспомогательных задач и приходим к выводу, что искомое ре-
шение удовлетворяет уравнению

u = A−1(λu+ f) + V2(ψ2 −
d

dt
γ2u) + V3(λγ3u+ ψ3) + V4(λ−1γ4u+ ψ4), (115)

где u = (u1;u2;u3), f = (f1; f2; f3);

V2γ2 =
3∑

k=1

Vkk,2V
∗
kk,2 + V21,2V

∗
21,2 + V32,2V

∗
32,2 + V13,2V

∗
13,2;

V2ψ2 =
3∑

k=1

Vkk,2ψkk,2 + V21,2ψ21,2 + V32,2ψ32,2 + V13,2ψ13,2;

V3γ3 =
3∑

k=1

Vkk,3V
∗
kk,3 + V21,3V

∗
21,3 + V32,2V

∗
32,2 + V13,2V

∗
13,2;

V3ψ3 =
3∑

k=1

Vkk,3ψkk,3 + V21,3ψ21,3 + V32,2ψ32,2 + V13,2ψ13,2;
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V4γ4 =
3∑

k=1

Vkk,4V
∗
kk,4 + V21,4V

∗
21,4 + V32,2V

∗
32,2 + V13,2V

∗
13,2;

V4ψ4 =
3∑

k=1

Vkk,4ψkk,4 + V21,4ψ21,4 + V32,2ψ32,2 + V13,2ψ13,2.

Задача получилась такая же, как и третьи задачи для одной и двух областей.
Поэтому справедливы выводы из пп. 1.3 о существовании и единственности сильного
решения.

Четвёртая начально-краевая задача для трёх примыкающих областей выглядит
следующим образом

∂2wk
∂t2

+ L0
∂wk
∂t

= fk (в Ωk); (116)

условия на внешних границах:

wk = 0 (на Γkk,1), (117)

∂kk,2
∂wk

∂t
= µγkk,2

∂wk

∂t
+ ψkk,2 (на Γkk,2),

∂kk,3
∂wk

∂t
+ γkk,3

∂2wk

∂t2
= ψkk,3 (на Γkk,3),

∂kk,4
∂wk

∂t
+ γkk,4wk = ψkk,4 (на Γkk,4), k = 1, 3;

(118)

на границах стыка:

γkj,1
∂wj
∂t
− γjk,1

∂wk
∂t

= 0, ∂kj,1
∂wj
∂t

+ ∂jk,1
∂wk
∂t

= 0 (на Γkj,1), (119)

γkj,2
∂wj
∂t
− γjk,2

∂wk
∂t

= 0, ∂kj,2
∂wj
∂t

+ ∂jk,2
∂wk
∂t

= µγkj,2
∂wj
∂t

+ ψkj,2 (на Γkj,2), (120)

γkj,3
∂wj
∂t
− γjk,3

∂wk
∂t

= 0, ∂kj,3
∂wj
∂t

+ ∂jk,3
∂wk
∂t

+ γkj,3
∂2wj
∂t2

= ψkj,3 (на Γkj,3), (121)

γkj,4
∂wj
∂t
−γjk,4

∂wk
∂t

= 0, ∂kj,4
∂wj
∂t

+∂jk,4
∂wk
∂t

+γkj,4wj = ψkj,4 (на Γkj,4), k, j = 1, 3, k 6= j;

(122)

wk(0) = w0
k,
∂wk
∂t

(0) = w1 = u0, k = 1, 3.

Как и в случаях с одной и двумя областями, мы приходим к выводу, что искомое
решение w = w(t) со значениями в Ȟ1

0,Γ1
(Ω) удовлетворяет уравнению

dw

dt
= A−1(f − d2w

dt2
) + V2(ψ2 + µγ2

dw

dt
) + V3(ψ3 − γ3

d2w

dt2
) + V4(ψ4 − γ4w), (123)

где w = (w1;w2;w3), f = (f1; f2; f3);

V2γ2 =
3∑

k=1

Vkk,2V
∗
kk,2 +

3∑
k=1

3∑
j=1

Vkj,2V
∗
kj,2;
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V2ψ2 =
3∑

k=1

Vkk,2ψkk,2 +
3∑

k=1

3∑
j=1

Vkj,2ψkj,2;

V3γ3 =
3∑

k=1

Vkk,3V
∗
kk,3 +

3∑
k=1

3∑
j=1

Vkj,3V
∗
kj,3;

V3ψ3 =
3∑

k=1

Vkk,3ψkk,3 +
3∑

k=1

3∑
j=1

Vkj,3ψkj,3;

V4γ4 =
3∑

k=1

Vkk,4V
∗
kk,4 +

3∑
k=1

3∑
j=1

Vkj,4V
∗
kj,4;

V4ψ4 =
3∑

k=1

Vkk,4ψkk,4 +
3∑

k=1

3∑
j=1

Vkj,4ψkj,4.

И снова общие свойства полученной задачи подробно описаны в пп. 1.4 для одной
области.

Заключение

В данной работе применена общая схема решения задач сопряжения (подроб-
но изученная в предыдущих работах автора, см. [14], [15]) для начально-краевых
задач, порождающих рассмотренные ранее спектральные (см. [17]), в них производ-
ные по времени входят не только в уравнение, но и в краевые условия. Подробно
рассмотрены четыре задачи для одной области, получены теоремы об их сильной
разрешимости. Также изучены аналогичные задачи для двух и трёх примыкающих
областей. Уравнения, которым удовлетворяют их решения, приводятся к таким же
задачам Коши, как и в случае с одной областью. Поэтому для них справедливы те
же теоремы о существовании сильного решения.
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On basis invariants of unitary group W (J3(4)).

Rudnitskii O. I.

Abstract. In this paper, some properties of basis invariants of the unitary groupW (J3(4)) of
order 336 generated by reflections in 3-dimensional unitary space are studied. There is developed
a new method of finding in explicit form the basic invariants of group W (J3(4)). This method
is based on the following property of group W (J3(4)) – group W (J3(4)) contains group B3 of
symmetries of the cube, and Pogorelov polynomials of the form

Jmi(G) =
∑
σ∈G

(~x, σ ~s)mi ,

where G is a reflection group, σ is reflection with respect to planes of symmetry, ~s is the unit
normal vector (with origin O) of one of them, vector ~x is given by ~x = (xi), mi are degrees of
the basic invariants of group G. In the present paper, using that method, the basis invariants of
group W (J3(4)) in explicit form were constructed.

Keywords: Unitary space, reflection, reflection group, invariant, algebra of invariants.

Введение

Группа W (J3(4)) порядка 336, порожденная отражениями в трехмерном унитар-
ном пространстве, и ее инварианты исследовались в большом числе работ, см., напри-
мер, [1]–[7]. При этом особый интерес представляет алгебраическая кривая γ четвер-
того порядка, которая на комплексной проективной плоскости задается уравнением
J4 = 0, где J4 – базисный инвариант четвертой степени группы W (J3(4)).

В частности, кривая γ имеет 28 двойных касательных [2], является единствен-
ной кривой рода три с группой автоморфизмов порядка 168, а сам этот порядок
реализует оценку, даваемую теоремой Гурвица для максимального порядка группы
автоморфизмов кривой рода три [3].

В рамках этой статьи рассматривается новый подход к построению в явном виде
базисных инвариантов группы W (J3(4)).
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1. Постановка задачи

Пусть в n-мерном унитарном пространстве Un задана координатная система на-
чалом O и ортонормированным базисом ~ei (i = 1, n); G – конечная невещественная
и неприводимая группа, порожденная отражениями относительно гиперплоскостей
с общей точкой O. Множество всех многочленов, инвариантных относительно G,

образуют алгебру IG, порожденную n алгебраически независимыми многочленами
степеней mi (показатели G) [8]. В. Ф. Игнатенко [4] поставил задачу нахождения в
явном виде всех образующих алгебры IG на основе многочленов Погорелова

Jmi
(G) =

∑
σ∈G

(~x, σ ~s)mi , (1)

где σ – отражения относительно гиперплоскостей, ~s – единичный вектор нормали (с
началом O) одной из них, вектор ~x = (xi). Эта задача была решена в работе [5].

Целью настоящей работы является построение новым способом (с использова-
нием многочленов Погорелова) в явном виде образующих алгебры IW (J3(4)).

2. Базисные инварианты группы W (J3(4))

ГруппаW (J3(4)) порядка 336 порождена в пространстве U3 отражениями второго
порядка относительно плоскостей с уравнениями

x2 = 0, x1 + x2 − αx3 = 0 (2)

и
x2 + x3 = 0, (3)

где α = 1−ε
√

7
2

, (корень уравнения z2 − z + 2 = 0), ε =
√
−1 [9]. Все 21 плоскости

отражения определяются уравнениями

xi = 0, xi ± xj = 0, i, j = 1, 3, (i < j),

xi ± xj ± αxk = 0 ((i, j, k) = (1, 2, 3)− циклически).
(4)

Множество их нормальных векторов σ ~s (система корней группы W (J3(4))) со-
стоит из 42 векторов

±~ei, ±
α

2
(~ei ± ~ej), ±

1

2
(~ei ± ~ej ± ᾱ~ek).

Оно инвариантно относительно группы W (J3(4)). Степени mi = 4, 6, 14 [8].
В работе [5] найдены все образующие алгебры IW (J3(4)) вида (1). Рассмотрим еще

один способ нахождения базисных инвариантов группы W (J3(4)).
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В [9] доказано, что при n ≥ 3 каждая примитивная группа G, порожденная
отражениями второго порядка, содержит неприводимую вещественную подгруппу,
порожденную отражениями. В частности, W (J3(4)) содержит группу B3 симметрий
куба.

Выберем среди плоскостей (4) три плоскости, определяющие фундаментальную
область группы B3. Они имеют уравнения (2) и x1 − x2 = 0. При этом система
корней группы B3 (множество σ ~s) состоит из векторов ±~e1, ±~e2, ± ᾱ√

2
~e3, ± 1√

2
(~e1±~e2),

±1
2
(~e1 ± ~e2 ± ᾱ ~e3). Степени образующих алгебры IB3 равны 2, 4, 6.
Введем обозначения Pmi

= Jmi
(B3). Тогда, используя (1), с точностью до посто-

янного множителя, имеем:

P2 = 2(x1
2 + x2

2) + α2x3
2,

P4 = 7(x1
4 + x2

4) + 2α4x3
4 + 18x1

2x2
2 + 6α2x3

2(x1
2 + x2

2),

P6 = 7(x1
6 + x2

6) + α6x3
6 + 25x1

2x2
2(x1

2 + x2
2) + 5α2x3

2(x1
4 + x2

4)+

+5α4x3
4(x1

2 + x2
2) + 30α2x1

2x2
2x3

2.

Поскольку W (J3(4)) ⊃ B3, алгебра IW (J3(4)) ⊂ IB3 . Таким образом, многочлен
f ∈ IB3 , если f ∈ IW (J3(4)). При этом, в силу выбора фундаментальной области
группы B3, элемент f алгебры IB3 принадлежит алгебре IW (J3(4)) тогда и только
тогда, когда он удовлетворяет условию

δ(f) = f, (5)

где δ – отражение второго порядка относительно плоскости с уравнением x2 +x3 = 0.

Так как любой элемент f алгебры IB3 представим в виде f = φt(Pmi
), где φt(Pmi

) –
некоторый многочлен подходящей степени t, от образующих Pmi

, то f ∈ IW (J3(4)), если
многочлен φt(Pmi

) инвариантен относительно отражения δ.
Получим теперь явный вид многочленов φt(Pmi

) и найдем образующие алгебры
IW (J3(4)). Так как степени базисных инвариантов группы W (J3(4)) равны 4, 6, 14, нас
будут интересовать только многочлены φt(Pmi

) степеней t = 2, 3, 7.

1. Пусть t = 2. Тогда

F4 = φ2(P2, P4) = a1P4 + a2P2
2,

где a1, a2 – неопределенные коэффициенты.
Если F4 удовлетворяет условию (5), то он должен оставаться неизменным при

следующей замене переменных x1 = x′1, x2 = −x′3, x3 = −x′2. Отсюда для коэффи-
циентов a1, a2 получим следующую систему линейных уравнений
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{
7a1 + 4a2 = 2α4a1 + α4a2,

9a1 + 4a2 = 3α2a1 + 2α2a2.

Ее решения a1 = c, a2 = α4−53
28

c. Обозначим через I4 многочлен F4 при найденных
значениях коэффициентов a1, a2. Имеем

I4 = −εα
2c√
7

(∑
xi

4 − 3ᾱ
∑
i<j

xi
2xj

2

)
.

Здесь и далее в записи многочленов индексы i, j, k принимают значения 1, 2, 3 и
удовлетворяют неравенствам, указанным под знаком суммы.

Многочлен I4, определяемый однозначно с точностью до постоянного множителя,
является образующей четвертой степени алгебры IW (J3(4)). Отметим, что он совпа-
дает с базисным инвариантом четвертой степени группы W (J3(4)), полученным в
работе [5] (смотри также [2, 3]).

2. Если t = 3, то многочлен

F6 = φ3(P2, P4, P6) = a1P6 + a2P2P4 + a3P2
3.

Как и в случае t = 2, из соотношения (5), получаем линейную систему из трех
уравнений 

7a1 + 14a2 + 8a3 = α6a1 + 2α6a2 + α6a3,

25a1 + 50a2 + 24a3 = 5α2a1 + 19α2a2 + 12α2a3,

25a1 + 50a2 + 24a3 = 5α4a1 + 10α4a2 + 6α4a3.

Общее решение этой системы: a1 = 91+49ε
√

7
180

c, a2 = −2ε
√

7α
9

c, a3 = c. Таким образом,
многочлен F6, при найденных значениях коэффициентов ai, имеет вид

I6 = F6 = −α
7

20
c
(

2
∑

xi
6 + 5ᾱ

∑
xi

4xj
2 + 20α2x1

2x2
2x3

2
)
.

Форма I6 является образующей шестой степени алгебры IW (J3(4)) и, с точностью
до постоянного множителя, совпадает с базисным инвариантом шестой степени груп-
пы W (J3(4)), полученным в работе [5].

3. Пусть t = 7. Тогда

F14 = φ7(P2, P4, P6) = a1P2
7 + a2P2

5P4 + a3P2
4P6 + a4P2

3P4
2 + a5P2

2P4P6+

+a6P2P6
2 + a7P2P4

3 + a8P6P4
2.

Как и ранее, соотношение (5) приводит к линейной системе 15 уравнений относи-
тельно 8 неизвестных коэффициентов al, которую мы не приводим здесь вследствие
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ее громоздкости. Общее решение этой системы имеет вид:

a1 = (−329459886 + 6528438ε
√

7)c1 + (−177558885 + 6627825ε
√

7)c2,

a2 = (587493144− 504504ε
√

7)c1 + (229020120 + 5733000ε
√

7)c2,

a3 = (−120121344− 12644352ε
√

7)c1 + (97969032− 24008040ε
√

7)c2,

a4 = (−320663840− 3742816ε
√

7)c1 + (−74389840− 8165360ε
√

7)c2,

a5 = (89739776 + 14576128ε
√

7)c1 + (−137090240 + 24081344ε
√

7)c2,

a6 = (−20590976− 7068544ε
√

7)c1 + (−6146560− 9658880ε
√

7)c2,

a7 = 49787136c1,

a8 = 49787136c2,

где c1, c2 – произвольные числа.
Тогда многочлен F14, при найденных значениях неопределенных коэффициентов

al, может быть приведен к следующему виду

I14 = F14 = 3427α2(c1(−224α2
∑

xi
14 − 784(14 + α)

∑
xi

12xj
2+

+(48216 + 21560ε
√

7)
∑

xi
10
xj

4 − (26656 + 10976ε
√

7)
∑

xi
8xj

6−

−(354956 + 70364ε
√

7)
∑
j<k

xi
10xj

2xk
2 − (219912 + 36456ε

√
7)
∑

xi
8xj

4xk
2+

+(554680 + 67032ε
√

7)
∑
i<j

xi
6xj

6xk
2 − (648368− 276752ε

√
7)
∑
j<k

xi
6xj

4xk
4)+

+c2((1743− 461ε
√

7)
∑

xi
14 − (5243− 497ε

√
7)
∑

xi
12xj

2+

+(28959 + 23443ε
√

7)
∑

xi
10
xj

4 + (10045 + 26201ε
√

7)
∑

xi
8xj

6−

−(135142 + 107758ε
√

7)
∑
j<k

xi
10xj

2xk
2 − (463197 + 7833ε

√
7)
∑

xi
8xj

4xk
2+

+(870044 + 200844ε
√

7)
∑
i<j

xi
6xj

6xk
2 − (272146 + 56042ε

√
7)
∑
j<k

xi
6xj

4xk
4)).

Эта форма при любых значениях c1, c2 есть инвариант 14-й степени группы
W (J3(4)). Если c1 = 40 и c2 = −35 + 9ε

√
7, то I14, с точностью до постоянного

множителя, совпадает с I4
2I6. Следовательно, I14 – образующая алгебры IW (J3(4)),

только для значений c1, c2, удовлетворяющих условию c2
c1
6= −35+9ε

√
7

40
.

Отметим, что при значениях

c1 = −182973 + 290537ε
√

7 и c2 = −213528− 427336ε
√

7
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форма I14 , с точностью до постоянного множителя c = 2163274, совпадает с базисным
инвариантом четырнадцатой степени группы W (J3(4)), полученным в работе [5].

Заключение

В статье предложен и реализован новый метод построения в явном виде, на осно-
ве многочленов Погорелова, базисных инвариантов группы W (J3(4)), порожденной
отражениями в трехмерном унитарном пространстве. Преимущество предложенно-
го метода состоит в возможности при проведении вычислений рассматривать не все
множество плоскостей отражения (их 21), а только его подмножество, состоящее из
9 плоскостей.

Отметим также, что возможна модификация указанного метода, основанная на
следующем свойстве группы B3 симметрий куба.

Так как B3 ⊃ A3, где A3 – группа симметрий правильного тетраэдра, то
W (J3(4)) ⊃ A3 и IW (J3(4)) ⊂ IA3 . Плоскости, определяющие фундаментальную об-
ласть группы A3, можно задать уравнениями (2) и x1 = 0. Следовательно, элемент
f алгебры IA3 принадлежит алгебре IW (J3(4)) тогда и только тогда, когда он удовле-
творяет условию (5).

Поскольку степени mi базисных инвариантов группы A3 равны 2, 3, 4, то для
нахождения базисных инвариантов удобнее использовать многочлены вида

Hmi
=
∑
r

(~x,
−−→
OVr)

mi ,

где
−−→
OVr – радиус-векторы 4 вершин правильного тетраэдра.
Метод нахождения вершин правильного тетраэдра по его плоскостям симметрии

приведен в работе [10]. Используя этот метод, получим: для выбранной фундамен-
тальной области вершины тетраэдра определяются векторами ±~e1 + ᾱ

2
~e3, ±~e2 − ᾱ

2
~e3.

Тогда базисные инварианты группы A3 имеют вид:

H2 = 2(x1
2 + x2

2) + α2x3
2,

H3 = x1
2x3 − x2

2x3,

H4 = 8(x1
4 + x2

4) + α4x3
4 + 12α2(x1

2x3
2 + x2

2x3
2).

Реализуя рассмотренный в данной статье метод для форм Hmi
, можно построить

все базисные инварианты группыW (J3(4)), при этом будет использоваться еще мень-
шее число плоскостей, а базисные инварианты четвертой и шестой степеней будут,
с точностью до постоянного множителя, совпадать с полученными ранее базисными
инвариантами.
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РЕФЕРАТЫ ИНФОРМАТИКА & МАТЕМАТИКА

Войтицкий В. И., Копачевский Н. Д. О малых движениях системы двух
сочленённых тел с полостями, частично заполненными тяжёлой вязкой
жидкостью / В. И. Войтицкий, Н. Д. Копачевский // Таврический вест-
ник информатики и математики. — 2017. — №2 (35). — C. 7 – 32.

УДК: 517.98, 517.955, 532.5

В работе изучается линеаризованная начально-краевая задача, порожденная пробле-
мой малых движений системы двух сочленённых маятников с полостями, частично
заполненными тяжелой вязкой жидкостью. Приводится вывод уравнений движения,
выводится закон баланса полной энергии, изучается операторная постановка задачи
в терминах неизвестных полей перемещений жидкостей. Финальное дифференци-
альное уравнение второго порядка в гильбертовом пространстве попадает в класс
сильно демпфированных линейных динамических систем. Отсюда следует теорема о
существовании и единственности сильного решения задачи Коши на произвольном
отрезке времени [0;T ]. Соответствующая спектральная задача сводится к изучению
обобщённого пучка С. Г. Крейна, возможно, с конечным числом отрицательных соб-
ственных значений.

Ключевые слова: уравнение изменения кинетического момента, операторная матрица,
самосопряженный оператор, дискретный спектр, p-базис.

Закора Д. А. О корневых элементах операторной матрицы /
Д. А. Закора // Таврический вестник информатики и математики. —
2017. — №2 (35). — C. 33 – 47.

УДК: 517.984.26, 517.984.5

В работе изучаются собственные и присоединенные элементы операторного блока
специального вида. Доказано, что система корневых элементов этого операторного
блока образует p-базис в основном гильбертовом пространстве при некотором p > 0.
В случае, когда изучаемый оператор не имеет присоединенных элементов, строится
система, биортогональная к системе собственных элементов.

Ключевые слова: операторная матрица, спектр, корневой элемент, базис, биортого-
нальная система.
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Копачевский Н. Д., Сёмкина Е. В. Формулы для ортопроекторов, связан-
ных с проблемой малых движений трёх вязкоупругих жидкостей, запол-
няющих неподвижный сосуд / Н. Д. Копачевский, Е. В. Сёмкина // Та-
врический вестник информатики и математики. — 2017. — №2 (35). —
C. 48 – 61.

УДК: 517.958

В работе изучается проблема малых движений трёх вязкоупругих несжимаемых
жидкостей модели Олдройта, заполняющих неподвижный сосуд. В процессе решения
применяется метод ортогонального проектирования исходного уравнения на порож-
дённые задачей пространства. Выясняется, что уже на этом этапе возникают некото-
рые усложнения по сравнению с задачей для двух вязкоупругих жидкостей, которая
была рассмотрена ранее. Эти трудности появляются в связи с наличием жидкости с
двумя свободными границами. Цель данной работы — получить формулы для орто-
проекторов, связанных с проблемой малых движениях трёх вязкоупругих жидкостей,
заполняющих неподвижный сосуд.

Ключевые слова: ортопроектор, пространство соленоидальных векторных полей, вяз-
коупругая жидкость, гидродинамическая система.

Лукьянова Е. А., Дереза А. В. О структурировании задействованной дис-
кретной информации моделей Петри с целью ускорения вычисления инва-
риантов / Е. А. Лукьянова, А. В. Дереза // Таврический вестник инфор-
матики и математики. — 2017. — №2 (35). — C. 62 – 71.

УДК: 519.711, 519.17

В работе на примере моделирования задачи получения информации из нескольких
баз данных реализовано совместное применение аппарата компонентного моделиро-
вания и усеченной матрицы инцидентности для структурирования задействованной
дискретной информации, требуемой в процессе нахождения инвариантов временной
модели Петри, с целью дальнейшего ускорения её анализа.

Ключевые слова: модели Петри со временем, большие данные, компонентное моделиро-
вание, матрица инцидентности, инварианты временной сети Петри.
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Радомирская К. А. О некоторых начально-краевых задачах сопряжения /
К. А. Радомирская // Таврический вестник информатики и математи-
ки. — 2017. — №2 (35). — C. 72 – 96.

УДК: 517.28, 517.984.46, 517.91

В работе изучается общая схема решения начально-краевых задач сопряжения, в ко-
торых производные по времени входят не только в уравнение, но и в краевые условия.
Рассмотрены четыре задачи для одной области, получены теоремы о существовании
и единственности сильного решения со значениями в соответствующем гильбертовом
пространстве. Также изучены аналогичные задачи для двух и трёх примыкающих
областей. Уравнения, которым удовлетворяют их решения, приводятся к таким же
задачам Коши, как и в случае с одной областью. Поэтому для них справедливы
стандартные теоремы о существовании сильного решения.

Ключевые слова: гильбертово пространство, сильное решение, базисность, задача со-
пряжения, начально-краевая задача, операторный пучок.

Рудницкий О. И. О базисных инвариантах унитарной группы W (J3(4)) /
О. И. Рудницкий // Таврический вестник информатики и математики. —
2017. — №2 (35). — C. 97 – 103.

УДК: 514.7

Предложен и реализован новый способ построения в явном виде базисных инвари-
антов группы W (J3(4)) порядка 336, порожденной отражениями в трехмерном уни-
тарном пространстве.

Ключевые слова: унитарное пространство, отражение, группа отражений, инвариант,
алгебра инвариантов.
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