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Abstract. Applicability and novelty of the following research lies in that the decision-maker in a
multicriteria problem aims not only to maximize guaranteed values of each criterion, but also to minimize
the guaranteed risks accompanying the said maximization. The topic of the research lies at the interface
of the multicriteria problem (MP) theory and the Savage–Nichans minimax regret principle (MRP): the
concept of a weakly effective estimate has been derived from the MP theory, while estimation of risks
with values of the Savage–Nichans regret function has been derived from the MRP. The scope of this
research is limited to interval uncertainties: the decision-maker only knows the limits of the interval, and
probabilistic characteristics are missing. A new term of a “strongly guaranteed solution under outcomes
and risks” (SGSOR) is introduced; its existence for “regular”–confined–strategies for the mathematical
programming is established. As an example of a practical application, a problem of diversification of a
multi-currency deposit has been suggested and solved.

Keywords: Pareto maximum, strategy, uncertainty, vector guarantee, Savage risk, principle of
minimax regret.

Introduction

A multicriteria problem under uncertainty (MPU) is defined here by an ordered set
as follows:

< N, X, Y, f(x, y) >, (1)

where N = 1, . . . , N (N ≥ 2) is a set of index numbers of the criteria; possible strategies
x ∈ X ⊆ Rn (belong to the set X from Euclidian n-dimensional space Rn); Y ⊆ Rm is
a subset of interval uncertainties y; f(x, y) is a vector of criteria fi(x, y) (i ∈ N); each
criterion fi(x, y) is a scalar function, defined in the Cartesian product X × Y . When
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building a Savage–Nichans risk function, so-called strategic uncertainties y(x) : X → Y

are used; sets of such uncertainties are denoted as Y X . Therefore, the decision-maker in
the problem (1) seeks to adopt a strategy x ∈ X to increase values of each criterion
fi(x, y) (called outcomes). The decision maker also must take in account the effects from
any possible uncertainty y ∈ Y . In the present article, we will additionally consider
new N criteria: Savage–Nichans risk functions. Thus the present article is dedicated to
mathematical rationalization of a method of building a strategy that would both increase
guaranties of all outcomes and decrease risks accompanying such an increase.

1. Savage–Nichans minimax regret

In 1939, Romanian mathematician, who migrated to America in 1938, Abraham Wald
(1902–1950) introduced [1] the maximin principle (principle of guaranteed outcome),
which allows finding a guaranteed result in a one-criterion problem under uncertainty
(OCPU). In almost 10 years, German mathematician Jürg Nichans in 1948 and
American mathematician, economist, and statistician Leonard Savage (1917–1971) in 1951
suggested [2, 3] the principle of minimax regret, which allows building guaranteed risks
for OCPU; it would later be referred to as “Savage risk” (later named “Nichans–Savage
criterion”). We will note that Savage worked as a statistician under the commandership
of John von Neumann, which motivated the emergence of the minimax regret principle.
In 1977, the Savage Award was founded; it is annually conferred to authors of the two
most outstanding doctoral theses in the fields of economics and statistics. MRP for a
one-criterion problem

Γ1 = 〈X, Y, φ(x, y)〉 ,
centered around building a pair (xr, Rr

φ) ∈ X×R compliant with the following equations:

Rr
φ = max

y∈Y
Rφ(xr, y) = min

x∈X
max
y∈Y

Rφ(x, y), (2)

where Savage–Nichans risk function is:

Rφ(x, y) = max
z∈X

φ(z, y)− φ(x, y). (3)

The value Rφ(x, y) from (3) is called (Savage–Nichans) risk in Γ1. The risk
function Rφ(x, y) estimates the margin between the value of the criterion and the
“best” (for the decision-maker in the problem Γ1) value maxz∈X φ(z, y). Obviously,
the decision-maker tries to minimize Rφ(x, y) by selecting their strategy x ∈ X
assuming the greatest possible resistance in accordance with the principle of
guaranteed result. Therefore, following (2)–(3), the decision maker is optimistic

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2016, 4



Risks in a Multicriteria Problem under Uncertainty 9

(aims for “the best” value maxx∈X φ(x, y)) as opposed to pessimistic decision-
maker (who is oriented towards “the worst” solution: the maximin solution
(x0, φ0 = maxx∈X miny∈Y φ(x, y) = miny∈Y φ(x0, y)). From now on, we will consider that
the decision-maker in the problem (1) exposes an optimistic strategy: they make a Savage–
Nichans risk function

Ri(x, y) = max
z∈X

fi(z, y)− fi(x, y), i ∈ N (4)

for each component of the vectorial criterion f(x, y); its value is called risk. We will note
two conditions: first, each criterion fi(x, y) from (1) corresponds to its own risk Ri(x, y).
Second, the decision-maker aims to choose a strategy x ∈ X to decrease all risks Ri(x, y)

simultaneously.

Remark 1. Such models can be found, for example, a market, where a salesperson
under conditions of unpredictable import tries to maximize their profit. Review of these
uncertainties can be found in [4, p. 102–106], [5, p. 19–32] and other publications.

Existence of uncertainties forms the set

φ(x, Y ) = {φ(x, y)|∀y ∈ Y }

for all x ∈ X. The set can be “narrowed down” using risks. What is a risk? Famous Russian
optimization theory expert T.K. Sirazetdinov believes there is no strict definition of risk
[6, p. 31]. Sixteen definitions have been reviewed in monography [7, p. 15]. A majority of
these requires statistical data on uncertainty. However, the decision-maker often does not
have such data. Such situations fall in the scope of the present article.

We will define risk as possibility of deviance of the values from the desired ones. We
will note that this definition echoes the “regular” microeconomic risks described in, for
example, [8, pp. 40–50]; it corresponds to the aforesaid risk. Lastly, accounting for risks
is an actual problem in economics; this notion is supported by the 1990 Nobel Prize
in economics, won by Harry Max Markowitz and his new approach [9] to the analysis
of investment distribution risk and diversification of the expected return on investment.
In the present article, this approach is extended to multicriteria problems. Finally, in
publications on macroeconomics [4, p. 103], [8, p. 5], [10, p. 343] decision-makers are
divided into three categories: risk-averse, risk-loving, and risk-neutral. In the present
article, the decision-maker is considered risk-neutral (and, as noted above, optimistic).

«Таврический вестник информатики и математики», №4 (33)’ 2016
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2. Strong guaranties and transition from (1) to a 2N–criteria
problem

By forming a risk function Ri(x, y) for each criterion fi(x, y) using formula (4),
we transform the original problem into a following extension of the problem (1) to a
2N–criteria problem

〈N, X, Y, {fi(x, y),−Ri(x, y)}i∈N〉 , (5)

where N, X, and Y are identical to those in (1), and the vectorial criterion f(x, y) is
concatenated with a N–vector −R(x, y) = (−R1(x, y), ...,−RN(x, y)), where the latter
are deliberately taken in negation to provide uniformity of applying strategies x ∈ X to
each of the 2Ncriteria fi(x, y),−Ri(x, y). Precisely, in (5), the decision-maker forms their
strategy x ∈ X in order to increase value of each criterion fi(x, y),−Ri(x, y)(i ∈ N) from
both N–vectors: f(x, y) and −R(x, y). The decision-maker must also expect a possibility
of emergence of uncertainty y ∈ Y .

We will now proceed to the strong guaranties for criteria. The first author of the
present article suggested three methods of accounting for uncertainties in the series of
works [11], [12]: analog of a saddle point [11] and two analogs of maximin [12]: strong and
vectorial guarantees. It should be noted that the former guaranty is used in the present
work, while the latter was used in [13].

Definition 1. A scalar function fi[x] is called a strong guaranty of criterion
fi(x, y) : X × Y → R, if for each x ∈ X the in inequality takes plays

fi[x] ≤ fi(x, y)], ∀y ∈ Y (i ∈ N).

Remark 2. Obviously, the function fi[x] = miny∈Y fi(x, y) ∀x ∈ X is a strong guaranty
for fi(x, y). This points us to a method of building strong guaranties for the 2N criteria
from (5).

We will now consider strong guaranties Ri[x] for risk functions Ri(x, y) from (4).
Building such guaranties is conducted in three stages.

First, function
ψi(y) = max

z∈X
fi(z, y) ∀y ∈ Y (i ∈ N),

is defined.
Second, Savage–Nichans risk functions are built:

Ri(x, y) = ψi(y)− fi(x, y) (i ∈ N).

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2016, 4



Risks in a Multicriteria Problem under Uncertainty 11

Third, the strong guaranty is built:

Ri[x] = max
y∈Y

Ri(x, y) (i ∈ N).

We’ll note that the decision-maker seeks to decrease their risk Ri(x, y) by choosing a
suitable x ∈ X for a given realization of ∀y ∈ Y . If the said functions fi[x],−Ri[x] exist,
then they are strong guaranties for fi(x, y),−Ri(x, y), correspondingly. Indeed,

fi[x] = min
y∈Y

fi(x, y) =⇒ fi[x] ≤ fi(x, y) ∀y ∈ Y (i ∈ N),

−Ri[x] = min
y∈Y

(−Ri(x, y)) =⇒ −Ri[x] ≤ −Ri(x, y) ∀y ∈ Y (i ∈ N).

Existence of fi[x] and Ri[x] follows from the well-known fact of operations research:

Lemma 1. [14, p. 54] If sets X and Y are compact and criteria fi(x, y) are continuous
in X × Y , then
а) function fi[x] = miny∈Y fi(x, y) is continuous in X;
b) function ψi[x] = maxx∈X fi(x, y) is continuous in X.

From this point, comp Rn is the designation for the set of compacts within Rn, and
the continuousness of fi(x, y) in X × Y is denoted as fi(x, y) ∈ C(X × Y ).

Remark 3. In problem (1), if criterion fi(x, y) ∈ C(X × Y ) and X ∈ comp Rn,
Y ∈ comp Rm, then the Savage risk function Ri(x, y) (i ∈ N) in (4) is continuous
in X × Y . Indeed, continuousness of φi[y] follows from Lemma 1, statement a), and,
accordingly, the Savage risk function is continuous as a difference of continuous functions:
Ri(x, y) = φi[y]− fi(x, y) (i ∈ N).

Remark 4. The Savage risk function from (4) characterizes deviation of criterion fi(x, y)

from the “desired”, value maxx∈X fi(x, y). This prompts the decision maker to choose a
strategy x ∈ X, which would decrease the difference Ri(x, y) from (4) to the greatest
extent possible or, equivalently, increase −Ri(x, y). Then the given MPU (5) is assigned
to a 2N -criteria problem

〈X, Y, {fi(x, y),−Ri(x, y)}i∈N〉 .
The goal of the decision maker in (5) is to choose a strategy x ∈ X so that the 2N criteria
fi(x, y),−Ri(x, y) (i ∈ N) assume the greatest values possible; the decision maker must
also expect a possibility of emergence of uncertainty y ∈ Y .

«Таврический вестник информатики и математики», №4 (33)’ 2016



12 Zhukovskiy V.I., KirichenkoM. M., Boldyrev M. V., Smirnova L. V.

3. Formalization of a guaranteed under outcomes and risks
solution of the problem (1)

Literature dedicated to MPUs is quite extensive (in particular, we refer the reader to
[13]). The distinctiveness of the “interval character” of uncertainties in (1) (about which
we know only its limits) prompts us to refer to available information: the decision-maker
learns guaranteed changes of criteria. In the present work, we limit ourselves to strong
guaranties fi[x] and −Ri[x] of criteria fi(x, y) and −Ri(x, y). Therefore we find natural
transition from MPU (5) to a “multicriteria problem of guaranties”, in which uncertainty
does not exist:

Γg =
〈
X, {fi[x],−Ri[x]}i∈N

〉
.

Finally, criteria fi[x] and −Ri[x] in Γyare closely linked by an optimization of their
“semantics,” since Ri[x] assesses the risk of the formation of the outcome fi[x]: an increase
in the difference fi[x]−Ri[x] entails an increase of the guaranteed equal outcome fi[x], or
a decrease of the risk of Ri[x]. Inversely, a decrease in this difference involves an increase
fi[x] or an increase in the risk of f Ri[x]. The goal of the decision-maker is to increase
fi[x], or a decrease of the risk of Ri[x] at the same time a possible increase fi[x] involves
decrease of the risk of Ri[x]. Thus we will link the 2N -criteria problem Γg to an auxiliary
N -criteria problem:

Γa =
〈
X, {Fi[x] = fi[x]−Ri[x]}i∈N

〉
. (6)

To formalize a solution of (1) with regards to guaranteed outcomes and risks, we will
use one of the definitions of vectorial maximum used in the multicriteria problem theory
[15]. First such definition was formulated in 1909 by Italian economist and sociologist
Vilfredo Pareto (1848–1923) and, therefore, was eventually named the “Pareto maximum”
(effective solution).

We will, however, use the concept of “Slater maximality”, which includes Pareto
maximality as a particular case. This concept apparently first emerged in Russian
literature in article of L. Hurwitz translated into Russian [16].

Definition 2. A strategy xS is called Slater maximal (sometimes weakly effective) for a
N -criteria problem (6) if ∀x ∈ X the following system is incompatible:

Fi[x] > Fi[x
S] (i ∈ N).

Remark 5. From Definition 2 follows that x∗ ∈ X is not Slater maximal in (6), if ∃x̄ ∈ X
the following inequalities are correct:

Fi[x̄] > Fi[x
∗] (i ∈ N).
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Statement 1. (sufficient condition). If

min
i∈N

Fi[x
S] = max

x∈X
min
i∈N

Fi[x], (7)

then xS is Slater maximal in (6).

Proof. From (7) and Remark 5 follows: [∀x ∈ X ∃j ∈ N : Fj[x] ≤ Fj[x
S]] =⇒ [system{

Fi[x] ≤ Fi[x
S]
}
i∈N is incompatible] =⇒ [xS is Slater maximal in (6)]. �

Theorem 1. (existence). If fi(·) ∈ C(X×Y ) i ∈ N and Xand Y are compact, then there
is a Slater maximal strategy in (6).

Proof. From Lemma 1 follows:

fi(·) ∈ C(X × Y ) =⇒ fi[x] ∈ C(X) ∀(i ∈ N),

and from Remark 3: Ri(·) ∈ C(X × Y ) (i ∈ N). Then Lemma 1 provides us with the
following: mini∈N Fi[x] = mini∈N(fi[x]−Ri[x]) ∈ C(X) (i ∈ N). Continous functions Fi[x]

reach their maximum in some point xS, where (7) is correct. The statement being proved
follows from Statement 1.

�

Definition 3. A triplet (xS, f [xS], R[xS]) is called strongly guaranteed under risks and
outcomes solution of (1) if there exist

fi[x] = min
y∈Y

fi(x, y), Ri[x] = max
y∈Y

Ri(x, y) (i ∈ N)

and xS the Slater maximum for the problem (6).

We will remind the reader that

f [x] = (f1[x], . . . , fN [x]), R[x] = (R1[x], . . . , RN [x]),

Ri[x] = max
y∈Y

Ri(x, y), Ri(x, y) = max
z∈X

fi(z, y)− fi(x, y).

Why is the strongly guaranteed under outcomes and risks solution (SGOR) suggested
as a “good” solution of the MPU (1)?

First, it provides an answer to the indigenous Russian question: “What is to be done?”
It is suggested the decision maker follow the strategy xS of the tripod (xS, f [xS], R[xS]).

Second, this strategy xS “provides” outcomes fi(xS, y) greater than or equal to fi[xS]

with a risk of Ri(x
S, y) not greater than Ri[x

S] for any i ∈ N, under implementation of
any uncertainty y ∈ Y (i.e. xS set lower limits for outcomes implemented under x = xS

and upper limits for risks accompanying this implementation).
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Third, situation xS implements “the greatest” Slater maximal outcomes and
corresponding “minus” risks; otherwise speaking, there is no situation x 6= xS, in which
all risk guarantees fi[xS] would increase and at the same time, all risk guarantees would
decrease Ri[x

S].
It should be noted that the union of “second,” and “third”, is somewhat analogous to

the maximin strategy for a one-criterion problem under uncertainty, with the difference
being the substitution of the inner minimum in Γ1 with miny∈Y Fi(x, y) (i ∈ N) and the
substitution of the outer maximum with the Slater maximum. Two possible research routes
are available at this point. The first one of them is to substitute the Slater maximum
with the Slater, Borwein, Geoffrion optimums and conical optimality, and to establish
connection between such different solutions. The second route is based on the desire
of the decision maker for higher profits, while the guarantees in Definition 2 are the
“lowest”. Therefore it is possible to substitute scalar minimums (from the inner minimum
in the maximin) with a vectorial one (listed above), therefore increasing the guarantees.
Connections between solutions are also of interest (some attempts to build such connection
the first author lists in the monography [13]).

Fourth, Definition 2 allows suggesting a constructive method of building a SGOR. It
may be reduced to four steps.

Step 1. Using fi(x, y), find maxx∈X fi(x, y) = ψi[y] and build the Savage risk function
for criterion fi(x, y), assuming Ri(x, y) = ψi[y]− fi(x, y)(i ∈ N).

Step 2. Build outcome guarantees fi[x] = miny∈Y fi(x, y) and risk guarantees
Ri[x] = maxy∈Y Ri(x, y) (i ∈ N).

Step 3. For a N -criteria guarantees problem
〈
X, Y, {Fi[x] = fi[x]−Ri[x]}i∈N

〉
,

calculate a Slater maximal strategy xS. Remark 1 may be used here as well as the following
transition to the concept of Pareto maximality.

Definition 4. Strategy xP ∈ X is called Pareto maximal (sometimes also effective)
for a N -criteria problem (6), if for any x ∈ X, the system of inequalities

Fi[x] ≥ Fi[x
P ] (i ∈ N),

of which at least one inequality is strict, is incompatible.

We will note the following:
First, as follows from Definitions 2 and 3, any Pareto maximal strategy is at the same

time Slater maximal; the opposite is not generally correct.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2016, 4



Risks in a Multicriteria Problem under Uncertainty 15

Second, according to the Karlin’s lemma [6, p. 71] the strategy xP ∈ X satisfying the
following condition:

max
x∈X

∑
i∈N

αiFi[x] =
∑
i∈N

αiFi[x
P ],

where αi = const > 0, is Pareto maximal for the problem (6) Assuming constant
α1 = α2 = 1, we obtain the following equation, suitable for building Pareto (and thus
Slater) maximums:

max
x∈X

(F1[x] + F2[x]) = F1[xS] + F2[xS].

Step 4. Using xS, determine the values of guarantees
fi[x

S] and Ri[x
S] (i ∈ N) and collect them into two N -vectors

f [xS] = (f1[xS], . . . , fN [xS]), R[xS] = (R1[xS], . . . , RN [xS]).
The resulting tripod (xS, f [xS], R[xS]) forms the desired SGOR, which complies with

Definition 2, i.e. using strategy xS results in a guaranteed outcome fi[xS] with a guaranteed
Savage risk Ri[x

S] for each criterion fi(x, y) (i ∈ N).

4. Risks and outcomes for diversification of a deposit into
sub-deposits in different currencies

As we mentioned before, there are three types of decision-makers: risk-averse, risk-
loving, and risk-neutral. In the present article, a solution for the problem of diversification
of a deposit into sub-deposits in rubles and in a foreign currency is found for a risk-neutral
person in three cases. It should be noted that another article [4, p. 9] addresses the
problem, and it presents results different from those below. The case is that Slater solutions
form a set the elements of which are in general different. Different elements of the same
Slater set appear in [4] as well as in the present article. We will now proceed to the
diversification problem.

The amount of money in a singular deposit diversified into two sub-deposits (in
rubles and a foreign currency) accumulated by the end of the year may [18, p. 58–60]
be represented as

φ(x, y) = x(1 + r) +
1− x
k

(1 + d)y = f1(x) + f2(x, y),

f1(x) = x(1 + r), f2(x, y) =
1− x
k

(1 + d)y,

(8)

where r and d are the rates of interest for the sub-deposits in rubles and a foreign currency,
accordingly; k and y are the exchange rates (to the ruble) in the beginning and the end of
the year, accordingly; x ∈ [0, 1] is a fraction defining the proportion, in which the singular
deposit is divided into the sub-deposits. In accordance with (8), x is then the fraction of
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the sub-deposit in rubles, and the remaining part 1−x is converted into a foreign currency
1−x
k

and allocated in a sub-deposit. In the end of the year it is converted back into rubles
1−x
k

(1 + d)y and the resulting amount of money is determined by the sum in (8). It is
required to determine the fraction x, under the implementation of which the resulting
amount of money φ(x, y) is the greatest possible one. It must be taken in account the
future exchange rate y is normally unknown. We will, however, assume it may be defined
in a corridor of possible values, precisely, y ∈ [a, b], where the constants b > a > 0 are set
or obtained at first. So, the mathematical model of the diversification problem in hand
may be represented as an ordered tripod

Γ2 = 〈X = [0, 1], Y = [a, b], {fi(x, y)}i=1,2〉 , (9)

where function fi(x, y) (i = 1, 2) is defined in (8); here, X = [0, 1] is the set of strategies
x of the decision maker; Y = [a, b] is the set of uncertainties y; finally, fi(x, y) (i = 1, 2)
is the function of usefulness (criterion), the value of which is called outcome. From the
point of view operations research, Γ2 is a two-criterion problem of making decisions under
uncertainties. Presence of an uncertainty, as well as the intent to consider it is strongly
tied to risks — “the possibility of deviation of any variables from the desired values” [7,
p.15].

We will investigate three cases of the said problem:

first, k
1 + r

1 + d
≤ a;

second, k
1 + r

1 + d
≥ b;

third, a ≤ k
1 + r

1 + d
≤ b.

Fig. 1.

Cases 1 and 2.

Statement 2.
(xS, f [xS], R[xS]) = (xS, f1[xS], f2[xS], R1[xS], R2[xS]) =

=


(

0, 0,
1 + d

k
a, 1 + r, 0

)
, k

1 + r

1 + d
≤ a,(

1, 1 + r, 0, 0,
1 + d

k
b

)
, k

1 + r

1 + d
≥ b.

(10)
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Proof. Part 1.
Stage 1. Building the Savage–Nichans risk functions in accordance with (4):

R1(x, y) =

[
max
z∈[0,1]

f1(z)

]
− (1 + r)x = (1− x)(1 + r),

R2(x, y) =

[
max
z∈[0,1]

f1(z, y)

]
− (1− x)d

1 + r

k
y = xy

1 + d

k
.

Stage 2. Building guarantees of outcomes and risks. It is easy to see that

f1[x] = min
y∈[a,b]

x(1 + r) = x(1 + r), f2[x] = min
y∈[a,b]

(1− x)
1 + d

k
y = (1− x)

1 + d

k
a,

R1[x] = max
y∈[a,b]

R1(x, y) = (1− x)(1 + r), R2[x] = max
y∈[a,b]

R2(x, y) = x
1 + d

k
b.

Stage 3. Finding the optimal strategy in the four-criteria problem
< X = [0, 1], {fi[x],−Ri[x]}i=1,2) >. From this, we will also define criteria for the

subsidiary problem Γ =
〈
X = [0, 1], {Fi[x]}i=1,2

〉
:

F1[x] = f1[x]−R1[x] = (2x− 1)(1 + r)

F2[x] = f2[x]−R2[x] =
1 + d

k
a− 1 + d

k
(a+ b)x

Part 2.
Stage 4. We now want to maximize the sum of criteria

max
x∈[0,1]

(F1[x] + F2[x]) = F1[xS] + F2[xS]

and build the Pareto maximal (and, therefore, Slater maximal) strategy xS in accordance
with

F [xS] = max
x∈[0,1]

F [x],

where F [x] = F1[x] + F2[x] =
1 + d

k
(x(2γ − a− b)− (γ − a)), where γ =

1 + r

1 + d
k.

The function to be maximized, F [x], is linear with respect to x and defined in [0, 1]

and, therefore, can only reach its maximal value only in either x = 0 or in x = 1;

F [0] =
1 + d

k
(a− γ);F [1] =

1 + d

k
(γ − b).

Lemma 2. The following implications are correct:

a ≥ γ =⇒ F [0] > F [1].
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Proof. Indeed,

a ≥ γ =⇒ a+ a

2
≥ γ =⇒ a+ b

2
> γ =⇒ a− γ > γ − b =⇒

=⇒ F [0] =
1 + d

k
(a− γ) >

1 + d

k
(γ − b) = F [1].

�

Analogously,

Lemma 3. The following implications are correct:

γ ≥ b =⇒ F [0] < F [1].

�

Stage 5. According to the lemmas above, maximum is attained under xS = 0 when
a ≥ γ and under xS = 1 when γ ≥ b. The corresponding guaranties can be obtained

from here and Part 2: f1[0] = 0, f2[0] =
1 + d

k
a, R1[0] = 1 + r, R2[0] = 0, f1[1] = 1 + r,

f2[1] = 0, R1[1] = 0, R2[1] =
1 + d

k
b.

We will now only note that R1[0] = 1 + r is the risk of f1[0] equaling 0. f [1] = 1 + r is
also less than the maximal outcome. That demonstrates the essence of the Savage–Nichans

risk. Similar is the “meaning” of R2[1] =
1 + d

k
b. This result has been partially obtained

by the authors in [19] using a different method than described above.
Case 3. Here we will use evidence for stage 3 of statement 2 proof in the first, two-

criteria problem Γα = 〈[0, 1], Fi[x]i=1,2〉, in particular, where

F1[x] = (2x− 1)(1 + r),

F2[x] =
1 + d

k
a− (2x− 1)(1 + r);

(11)

second, sufficient conditions (7) for existence of xS from statement 1 which for problem (9)
take the form

min
i=1,2

Fi[x
S] = max

x∈[0,1]
min
i=1,2

Fi[x].

Statement 3. For a < k
1 + r

1 + d
< b, the SGOR is

(xS, f [xS], R[xS]) = (xS; f1[xS], f2[xS];R1[xS], R2[xS]) =
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=

(
γ + a

2γ + a+ b
;

γ + a

2γ + a+ b
(1 + r),

γ + b

2γ + a+ b

1 + d

k
a; (12)

(1 + r)
γ + b

2γ + a+ b
, b

1 + d

k

γ + a

2γ + a+ b

)
.

Proof. Plot two functions F1(x) and F2(x). These functions are linear with respect to x,
defined on a compact [0, 1], and their plots are shown on the Fig. 2.

Fig. 2.

Function mini=1,2 {F1(x), F2(x)} is shown in bold on Fig. 2: the angle ABC. Point B
is determined for maxx∈[0,1] mini=1,2 {F1[x], F2[x]} by the equality

F1(xS) = F2(xS),

or given the functions F1[x] and F2[x],

xS[2(1 + r) +
1 + d

k
(a+ b)] = 1 + r +

1 + d

k
a,
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or, assuming γ = 1+r
1+d

k,
xS[2γ + (a+ b)] = γ + a,

from which follows
xS =

γ + a

2γ + a+ b
,

and
1− xS =

γ + b

2γ + a+ b
,

Finally, using the formulas from step 2 of statement 2 proof we can find

f1[xS] = (1 + r)
γ + a

2γ + a+ b
, f2[xS] = a

1 + d

k

γ + b

2γ + a+ b
,

R1[xS] = (1 + r)
γ + b

2γ + a+ b
, R2[xS] = b

1 + d

k

γ + b

2γ + a+ b
.

�
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Stability of Learning Classification Algorithms Based on the
Modified Estimates Calculation Model.

Anafiyev A. S., Blyschik V. F., Donskoy V. I.

Abstract. In this paper, we obtain the following theoretical result: there exists a stable
algorithm A of the modified model ABO∗ training, guaranteeing its learnability in the form
of universal empirical generalization directly by use learning sample by the way minimizing
the empirical risk. To obtain this result the LOO stability of the algorithm A was proved.
Algorithm A described in details in this article is a learning procedure with adaptation.
It requires the adjustment of only the weights of objects of training sample. The remaining
parameters of the model remain fixed. This is sufficient to achieve the desired result. Proposed
modification of the model ABO is minimal: it excludes only the case where “the point is voting
for itself”. It is easy to show that in the case when the modified model ABO∗ is learned by
only the choice the shortest elementary logical separators (in particular — a dead-end tests),
a universal empirical generalization will also take place.

1. Введение. Постановка задачи

В теории машинного обучения центральным вопросом является проблема обучаемости,
под которой понимают способность алгоритмов обучения к эмпирическому обобщению —
свойству, заключающемуся в их способности по конечному множеству частных случаев
(объектов, примеров, прецедентов) построить обобщение в виде решающего правила, спо-
собного гарантированно обеспечить высокую вероятность правильного принятия решения
при предъявлении любого объекта, не участвовавшего в обучении.

В рамках этой статьи в качестве частного случая, достаточного для получения основ-
ного теоретического результата, взята задача обучения классификации объектов для случая
двух классов.
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Целью работы является доказательство возможности построения устойчивого алго-
ритма обучения классификации в рамках модифицированной модели вычисления оце-
нок (ABO) на основе метода минимизации эмпирического риска по одной заданной обу-
чающей выборке. Модификация модели, на первый взгляд, может показаться незначитель-
ной, и она, действительно, минимальна: изменяется лишь область суммирования в оценках,
исключающая вклад в суммы ровно одной точки.

Модель ABO была создана академикомЮ. И.Журавлёвым [11, 13, 12] и развивала идеи
предложенных им алгоритмов распознавания, основанных на построении тупиковых тестов
таблиц обучения как совокупности оптимальных (по минимуму длины) элементарных клас-
сификаторов [6]. В дальнейшем теория моделей ABO получила широкое развитие в работах
академиков В. Л. Матросова [18, 19] и К. В. Рудакова [2, 21], профессоров В. В. Рязано-
ва [22], А. Г. Дьяконова [8, 9, 10], а также многих других исследователей [16, 20, 23, 17, 15].

Первоначальные модели ABO предполагали тщательный анализ таблиц прецедентов и
позволяли автоматически получать функции принадлежности объектов классам. Заметим,
что в этом смысле был получен важный результат, на основе которого стало возможным
строить эмпирические нечёткие модели принятия решений, поскольку именно получение
функций принадлежности, а не построение операций над ними, являлось “узким местом”
теории нечётких множеств [14].

Являясь по сути эталонными, в случае точной начальной прецедентной информации мо-
дели ABO на уровне интуитивного представления должны были давать все более высокую
точность с ростом числа эталонов, поскольку использовали не полное совпадение с ними,
а аппроксимирующую функцию принадлежности, вычисляемую на основе специально вве-
денного расстояния между объектами. Однако при непосредственном применении метода
минимизации эмпирического риска по эталонной выборке статистическая теория обучения
Вапника–Червоненкиса давала отрицательный результат об обучаемости, поскольку в ука-
занной постановке ёмкость (V C размерность) модели ABO оказывалась бесконечной.

Более поздние теоретические результаты, показавшие, что обучаемость может быть
обеспечена не только за счёт конечной ёмкости применяемого семейства решающих пра-
вил, но и за счёт устойчивости алгоритмов обучения [24, 25, 26, 27], послужили поводом
для дополнительного изучения вопроса об обучаемости модели ABO методом минимизации
эмпирического риска непосредственно по одной обучающей выборке.

В статье используются следующие основные обозначения:
(x1, . . . , xn) = x̃ ∈ Xn ⊂ Rn — точка или допустимый объект, описанный n веществен-

ными переменными–признаками;
K0 и K1 — два класса (множества) объектов, K0 ∪ K1 = Xn; α ∈ {0; 1} — номер

класса Kα;
(x̃, α) — прецедент или пример, являющийся парой, содержащей некоторый объект x̃

с заведомо и точно известным номером класса α, которому этот объект принадле-
жит (x̃ ∈ Kα);
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Xl = {(x̃j , αj)lj=1} — обучающая выборка, состоящая из l прецедентов, представляющая
собой набор представителей двух классов: Xl = T0 ∪ T1; T0 ∩ T1 = ∅; T0 ⊂ K0; T1 ⊂ K1;

Xl — множество всевозможных обучающих выборок, содержащих l прецедентов (име-
ющих длину l);

F = {ϕ : Xn → {0; 1}}— произвольное семейство решающих правил (классификаторов);
A : Xl → F — произвольный алгоритм (или метод) обучения;
A(Xl) = h ∈ F — алгоритм классификации, обученный по данной выборке Xl;
A(Xl, θ̃) — алгоритм классификации, обученный по данной выборке Xl в случае, ес-

ли F — параметрическое семейство; θ̃ — набор параметров;
A(Xl)(x̃) ∈ {0; 1} — результат классификации объекта x̃ алгоритмом A(Xl), обученным

по выборке Xl;
ν(A(Xl)) = 1

l |{x̃j : A(Xl)(x̃j) 6= αj}lj=1| — частота ошибок при классификации примеров
выборки Xl алгоритмом A(Xl), обученным по этой же выборке Xl (в общем случае не все
примеры выборки могут классифицироваться правильно);

P(A(Xl)) — вероятность ошибки (неизвестная) алгоритма A(Xl), обученного по произ-
вольной выборке длины l; P(A(Xl)) = EP

[∣∣A(Xl)(x̃) 6= α(x̃)
∣∣], где α(x̃) — истинный, но

неизвестный номер класса, которому принадлежит точка x̃;
ErrP(A(Xl)) = P(A(Xl)) — эквивалентное обозначение вероятности ошибки алгорит-

ма A(Xl);
EP — математическое ожидание по мере P ;
P — вероятностное распределение (неизвестное) на множестве допустимых приме-

ров Xn × {0; 1};
P l — вероятностное распределение (неизвестное) на множестве Xl =

(
Xn × {0; 1}

)l
всевозможных обучающих выборок длины l;

λ — функция потерь: λ(h, x̃) =

0, если h(x̃) = α(x̃);

1, если h(x̃) 6= α(x̃) или h(x̃) не определено.

Следующие два параграфа имеют обзорный характер и предназначены для разъясне-
ния ряда используемых определений и теорем теории машинного обучения, которые при-
менялись в процессе получения основного результата работы.

2. V C размерность и обучаемость

В теории машинного обучения одним из важнейших понятий является V C-размерность
или емкость семейств отображений, из которых извлекаются решающие правила [3].
C этим понятием тесно связано представление об обучаемости алгоритмов в форме рав-
номерной по классу используемых классификаторов сходимости эмпирических частот оши-
бок обученных классификаторов к их вероятностям. И поскольку данная статья посвящена
обучаемости модифицированной модели ABO, ниже со ссылками на первоисточник приво-
дятся основные положения статистической теории обучения Вапника–Червоненкиса.
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Применение произвольного классификатора ϕ ∈ F к l точкам из выборкиXl порождает
l двоичных значений — бинарную строку

ỹ = (y1, . . . , yj , . . . , yl) : yj = ϕ(x̃j) ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , l.

Будем называть строку ỹ разбиением выборки Xl на два класса в соответствии со зна-
чениями 0 и 1 классификатора ϕ и использовать обозначение ỹϕ = ϕ̃(X̃l).

Применение одного и того же алгоритма к различным выборкам и применение раз-
личных алгоритмов к одной и той же выборке даёт, вообще говоря, различные разбиения.
Алгоритмы–классификаторы семейства F, порождающие одинаковые разбиения любых до-
пустимых выборок, будем называть подклассом эквивалентных алгоритмов семейства F.

Определение 1. [3] Пусть ∆F(x̃1, . . . , x̃l) — число различных классификаций выборки Xl

на два класса, получаемое при использовании всех классификаторов семейства F. Функцией
роста семейства F называется

mF(l) = max
x̃1,...,x̃l

∆F(x̃1, . . . , x̃l),

где максимум берётся по всем возможным последовательностям из l точек (допустимых
объектов).

Определение 2. Энтропией семейства F на обучающих выборках длины l называется
величина

HF(l) = EPl

(
ln ∆F(x̃1, . . . , x̃l)

)
.

В [3] доказано, что функция роста mF(l) либо тождественно равна 2l, либо, если это не
так, мажорируется функцией

∑h
i=0C

i
l ≤ 1.5 l

h

h! . Если это неравенство имеет место, то мини-
мальное удовлетворяющее ему число h называют ёмкостью семейства классифицирующих
функций F.

Определение 3. [3] V C-размерностью или ёмкостью семейства классифицирующих функ-
ций F = {ϕ : Xn → {0, 1}}, обозначаемой V CD(F), называется наибольшее значение l∗

такое, что найдется выборка Xl∗ , которая может быть разбита всеми 2l
∗ способами алго-

ритмами семейства F:

∃Xl∗ : ∀ỹ ∈ {0, 1}l∗ ∃ϕ ∈ F
(
ỹ = ϕ̃(X̃l∗)

)
,

но никакая выборка длины большей, чем l∗, разбита функциями этого семейства всеми
способами быть не может.

Если же при любом l найдется выборка, разбиваемая всеми 2l способами, то V C-раз-
мерность семейства F полагается неограниченной (равной ∞).

Теорема 1. [3] Вероятность того, что хотя бы для одного классификатора ϕ, принадле-
жащего семейству F и выбранного методом минимизации эмпирического риска, частота
ошибки на обучающей выборке длины l отклонится от её вероятности более, чем на любое
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положительное ε > 0, удовлетворяет неравенствам

P l

(
sup
ϕ∈ F

∣∣P(ϕ(Xl))− ν(ϕ(Xl))
∣∣ > ε

)
< 6mF(2l)e−

ε2l
4 ;

P l

(
sup
ϕ∈ F

∣∣P(ϕ(Xl))− ν(ϕ(Xl))
∣∣ > ε

)
< 9

(2l)V CD(F)

V CD(F) !
(2l)e−

ε2l
4 .

Следствие 1. Для того, чтобы частота ошибки на обучающей выборке любого решающе-
го правила ϕ, принадлежащего семейству F и выбранного методом минимизации эмпири-
ческого риска равномерно сходилась (по вероятности) при l → ∞ к вероятности ошибки
этого правила ϕ, достаточно, чтобы ёмкость V CD(F) семейства F была конечной.

Иначе говоря, конечность V CD(F) семейства F является достаточным условием обу-
чаемости, понимаемой как гарантированная возможность найти путём минимизации эм-
пирической ошибки решающее правило ϕ ∈ F такое, что его истинная вероятность ошибки
гарантированно не будет превышать эмпирическую ошибку на сколь угодно малое поло-
жительное ε > 0 со сколь угодно высокой надёжностью при неограниченном росте длины
обучающей выборки.

Необходимым условием обучаемости (в том же смысле, как это оговаривается в доста-
точном условии) является условие [3]

lim
l→∞

HF(l)

l
= 0.

Если V CD(F) = ∞, то для любого l достоверно существует хотя бы одна выборка Xl,
которую можно расклассифицировать всеми 2l способами. И если в пространстве всех вы-
борок такие выборки имеют ненулевую меру, то можно показать, что найдётся константа c

такая, что

lim
l→∞

HF(l)

l
→ c > 0.

Поэтому необходимое условие обучаемости по Вапнику–Червоненкису, требующее сколь
угодно малой энтропии на символ для класса F, является близким к требованию конечно-
сти V CD(F).

Определение 4. Семейство классификаторов F называется PAC (Probably Approximately
Correct) обучаемым (при использовании семейства гипотез–классификаторов H ), если су-
ществует алгоритм обучения A, который на основе прецедентного описания любого класси-
фикатора ϕ ∈ F в виде обучающей выборки длины l, при любых вероятностных распределе-
ниях P l (обучающих выборок) и P(допустимых точек-объектов признакового пространства
с указанной принадлежностью классам) определяет гипотезу h ∈H такую, что для любых
ε, δ : 0 < ε, δ < 1

2

P l[ErrP(h) < ε] > 1− δ, (1)

и при этом существует функция l = l(ε, δ), которая обеспечивает выполнение неравен-
ства (1), где ErrP(h) = P[h(x̃) 6= ϕ(x̃)].
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Вариант модели PAC обучаемости, когда целевой неизвестный классификатор ϕ ∈ F

заведомо содержится в семействе H, используемом для обучения, называется реализуемой
PAC моделью (или правильной PAC обучаемостью) [25].

Теорема 2. [24, 27] Семейство классификаторов F является PAC обучаемым тогда и
только тогда, когда V CD(F) <∞.

Несмотря на то, что известны различные подходы к формулировке обучаемости, во
многих моделях требование конечности V C размерности семейства, в котором отыскивается
классификатор или которое содержит искомый классификатор, является определяющим.

3. Устойчивость алгоритмов обучения и обучаемость

В этом параграфе обзорно даётся одна из формализаций устойчивости обучающих ал-
горитмов. Приводятся известные результаты [26], необходимые для решения поставленной
задачи — исследования устойчивости и обучаемости модифицированной модели ABO.

Определение 5. Говорят, что имеет место универсальное эмпирическое обобщение, ес-
ли для любого выбранного алгоритмом обучения A классификатора (гипотезы) частота
ошибки этого классификатора на обучающей выборке сходится по вероятности к её мате-
матическому ожиданию при неограниченном росте длины обучающей выборки независимо
от вероятностного распределения, т. е.

∀ε > 0 P l
{∣∣P(A(Xl)

)
− ν
(
A(Xl)

)∣∣ > ε
}
→ 0 при l→∞ (2)

для любой гипотезы A(Xl) и любых вероятностных мер P l и P.

Уточним, что в формуле для эмпирической частоты ошибки

ν
(
A(Xl)

)
=

1

l

l∑
j=1

λ
(
A(Xl)(x̃j), α(x̃j)

)
A(Xl)(x̃j) — результат классификации точки x̃j из примера (x̃j , α) обучающей выборки Xl

алгоритмом A(Xl), а α(x̃j) = α — класс, к которому относится точка x̃j согласно обучаю-
щему примеру (x̃j , α).

Вероятность ошибки обученного алгоритма A(Xl), обозначенная в (2) как P
(
A(Xl)

)
,

есть вероятностная мера события-ошибки, состоящей в несовпадении результата классифи-
кации произвольной точки x̃ алгоритмом A(Xl) с истинной, но неизвестной классификаци-
ей этой точки. Введенная выше функция потерь λ является характеристической функцией
ошибки, поэтому

P
(
A(Xl)

)
= Err

(
A(Xl)

)
=

=

∫
Xn×{0;1}

λ
(
A(Xl)(x̃), α(x̃)

)
dP (x̃, α) = EP

(
λ
(
A(Xl)(x̃), α(x̃)

))
,
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где E — символ математического ожидания, и в последнем выражении используется инте-
грал Лебега.

В определении 5 семейство решающих правил, в котором отыскивается классифика-
тор A(Xl), не содержится в явном виде. Может оказаться, что алгоритм обучения (метод
обучения по К. В. Воронцову [5]) обладает свойством “сужения” семейства, в котором в
принципе могут отыскиваться гипотезы:

A : Xl → FA ⊂ F, FA 6= F. (3)

Поэтому V C размерность семейства F, вообще говоря, может быть любой, и при этом воз-
можно универсальное эмпирическое обобщение. В то же время сходимость (2) обеспечива-
ется для любой гипотезы A(Xl) и тогда

∀(A(Xl)
(∣∣P(A(Xl)

)
− ν
(
A(Xl)

)∣∣ > ε
)
⇒

(
sup

{A(Xl)∈ FA}

∣∣P(A(Xl)
)
− ν
(
A(Xl)

)∣∣ > ε

)
,

но при этом(
sup

{A(Xl)∈ F}

∣∣P(A(Xl)
)
− ν
(
A(Xl)

)∣∣ > ε

)
⇒
(
∀A(Xl)

(∣∣P(A(Xl)
)
− ν
(
A(Xl)

)∣∣ > ε)

)
.

В определении Вапника–Червоненкиса равномерной сходимости эмпирической частоты
к вероятности выбранного классификатора метод обучения вообще не фигурирует, но при
выполнении соотношений (3) справедлива принадлежность A(Xl) = ϕ ∈ F, поэтому при
выполнении условия (3) равномерная сходимость по классу F влечёт универсальное эм-
пирическое обобщение. Следовательно, конечность V CD(F) при выполнении (3) является
достаточным условием наличия универсального эмпирического обобщения; но, как будет
показано ниже, не является необходимым.

Обозначим Xj
l обучающую выборку Xl, из которой удалён ровно один пример (x̃j , αj).

Определение 6. [26] Алгоритм обучения A называется CVLoo устойчивым (Cross-
Validation Leave-one out) независимо от распределения, если для любой вероятностной ме-
ры, для любой длины выборки l ≥ l0 найдутся такие положительные ε(l), δ(l) < 1, что при
l > l0, l→∞, ε(l)→ 0, δ(l)→ 0

∀j ∈ {1, . . . , l} P l
(
|λ(A(Xj

l ), x̃j)− λ(A(Xl), x̃j)| ≤ ε(l)
)
≥ 1− δ(l),

где λ — функция потерь.
Определение 7. [26] Алгоритм обучения A называется ELooerr устойчивым независимо
от распределения, если для любой вероятностной меры при любом значении l > l0 найдутся
такие положительные ε(l), δ(l) < 1, что

∀j ∈ {1, . . . , l} P l
(
|Err(A(Xl))−

1

l

l∑
j=1

λ(A(Xj
l ), x̃j)| ≤ ε(l)

)
≥ 1− δ(l),
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где ε(l)→ 0, δ(l)→ 0 при l →∞; Err(A(Xl)) — определённая выше вероятность ошибки
классификатора A(Xl), обученного по данной выборкеXl; λ— определённая выше функция
потерь.
Определение 8. [26] Алгоритм обучения A называется LOO устойчивым, если он одно-
временно CVLoo устойчивый и ELooerr устойчивый.

Определение 9. Алгоритм обучения называется симметричным, если результат его при-
менения к любой допустимой обучающей выборке не изменяется при любой перестановке
входящих в эту выборку примеров.

Следующая теорема [26] особо важна для изложения главного результата статьи и по-
этому приводится с подробным доказательством.

Теорема 3. LOO устойчивость симметричного алгоритма обучения классификации с
ограниченной функцией потерь является достаточным условием для обеспечения универ-
сального эмпирического обобщения.

Доказательство. Для упрощения формул обозначим h = A(Xl) и

Errl
(
A(Xl)

)
= Errl(h) =

1

l

l∑
j=1

λ
(
A(Xl), x̃j

)
эмпирическую ошибку обученного по выборке Xl алгоритма A(Xl) = h в среднем по этой
же выборке.

Оценим математическое ожидание (вероятностную меру) квадрата отклонения вероят-
ности ошибки решающего правила (гипотезы) h = A(Xl), полученного в результате обуче-
ния, от эмпирической ошибки этой гипотезы. Распределение P l, и семейство H, которому
принадлежит гипотеза h, полагаются произвольными.

P l
(
Err

(
A(Xl)

)
− 1

l

l∑
j=1

λ
(
A(Xl), x̃j

))2

= El

(
Err(h)− Errl

(
A(Xl)

))2

= El

(
Err(h)− 1

l

l∑
j=1

λ
(
A(Xj

l ), x̃j
)

+
1

l

l∑
j=1

λ
(
A(Xj

l ), x̃j
)
− Errl

(
A(Xl)

))2

≤ 2El

(
Err(h)− 1

l

l∑
j=1

λ
(
A(Xj

l ), x̃j
))2

+ 2El

(1

l

l∑
j=1

λ
(
A(Xj

l ), x̃j
)
− Errl(h)

)2
. (4)

Последнее неравенство следует из того, что (a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2.
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Оценим второе слагаемое (4).

2El

(1

l

l∑
j=1

λ
(
A(Xj

l ), x̃j
)
− Errl(h)

)2

= 2El

(1

l

l∑
j=1

λ
(
A(Xj

l ), x̃j
)
− 1

l

l∑
j=1

λ
(
A(Xl), x̃j

))2

= 2El

(1

l

l∑
j=1

λ
(
A(Xl), x̃j

)
− 1

l

l∑
j=1

λ
(
A(Xj

l ), x̃j
))2

= 2El
1

l2

∣∣∣∣ l∑
j=1

(
λ
(
A(Xl), x̃j

)
− λ

(
A(Xj

l ), x̃j
))∣∣∣∣2 (5)

≤ 2MEl
1

l

∣∣∣∣ l∑
j=1

(
λ
(
A(Xl), x̃j

)
− λ

(
A(Xj

l ), x̃j
))∣∣∣∣

(последний шаг доказательства основан на использовании ограниченности функции потерь,

в силу чего
∣∣∣∣∑l

j=1

(
λ
(
A(Xl), x̃j

)
− λ

(
A(Xj

l ), x̃j
))∣∣∣∣ ≤ M · l, где M — константа; в нашем

случае — при бинарной функции потерь λ — имеем M = 1, и из квадрата модуля в (5)
заменяем один модуль на l)

≤ 2El
1

l

l∑
j=1

∣∣λ(A(Xl), x̃j
)
− λ

(
A(Xj

l ), x̃j
)∣∣

= 2
1

l

l∑
j=1

El
∣∣λ(A(Xl), x̃j

)
− λ

(
A(Xj

l ), x̃j
)∣∣

(далее учитываем, что A — симметричный алгоритм; El| · | — математическое ожидание
по вероятностному распределению P l на множестве обучающих выборок не зависит от j)

= 2El
∣∣λ(A(Xl), x̃j

)
− λ

(
A(Xj

l ), x̃j
)∣∣

для любого примера x̃j (для любого j) из произвольной обучающей выборки Xl.
Окончательно получаем неравенство

El

(
Err(h)− Errl

(
A(Xl)

))2

≤ 2El

(
Err(A(Xl))−

1

l

l∑
j=1

λ
(
A(Xj

l ), x̃j
))2

+2El
∣∣λ(A(Xl), x̃j

)
− λ

(
A(Xj

l ), x̃j
)∣∣,

в правой части которого содержатся два слагаемых, справедливых для любого j ∈ {1, . . . , l}.
Первое слагаемое соответствует определению ELooerr устойчивости, а второе — CVLoo

устойчивости. Если оба эти слагаемые при l → ∞ одновременно стремятся к нулю, то,
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согласно определению, имеет место LOO устойчивость, что влечёт универсальное эмпи-
рическое обобщение, поскольку сумма указанных слагаемых является верхней оценкой ве-
роятности квадрата отклонения вероятности ошибки полученной в результате обучения
гипотезы, от её эмпирической ошибки. �

4. Определение модели ABO и её необучаемость
непосредственно по заданной выборке
(без дополнительной “контрольной”)

Будем полагать, что обучающая выборка состоит из двух частей — представителей (при-
меров) двух непересекающихся классов объектов K0 и K1 соответствующих выборочным
значениям 0 и 1 классифицирующей функции:

Xl = {(x̃j , αj)lj=1} = T0 ∪ T1; T0 ∩ T1 = ∅;

T0 = {(x̃, α) : α = 0}; T1 = {(x̃, α) : α = 1};

|Xl| = l; |T0| = k0; |T1| = k1.

Потребуем, чтобы в обучающей выборке Xl не содержалось одинаковых точек (что легко
обеспечивается исключением повторов и противоречий).

Метод (алгоритм) вычисления оценок (ABO), предназначенный для построения клас-
сификатора по заданной обучающей выборке, определяется следующим образом.

1. Точке x̃ каждого примера (x̃, α) обучающей выборки ставится в соответствие неот-
рицательное число ω(x̃) — “вес” этого примера (эталона x̃).

2. Задаётся система множеств Ω̃, называемых опорными, которые являются некоторым
образом отобранными подмножествами множества {1, ..., n} номеров переменных. Каждому
опорному множеству Ω ∈ Ω̃ ставится в соответствие неотрицательное число W (Ω) — “вес”
опорного множества.

3. Вводится расстояние между координатами xi и yi точек x̃ и ỹ по формуле
ρ(xi, yi) = |xi − yi|, i = 1, n.

4. Определяется функция близости по опорному множеству:

BΩ(x̃, ỹ) =

1, если |{i ∈ Ω : ρ(xi, yi) ≤ ε}| ≥ q0;

0, в противном случае,

где ε и q0 — положительные числовые параметры; q0 >
1
2 |Ω̃|.

5. Определяются оценки за класс Kα, α ∈ {0, 1}:

Γα(ỹ) =
1

kα

∑
Ω∈Ω̃

∑
x̃∈Tα

ω(x̃) ·W (Ω) ·BΩ(x̃, ỹ).

6. Решающее правило, полученное в результате построения методом ABO по выборкеXl

и заданных параметрах Θ̃ алгоритма A(Xl, Θ̃) классификации или распознавания номера
класса α произвольной точки ỹ (не обязательно содержащейся в таблице обучения), состоит
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в следующем.
A(Xl, Θ̃)(ỹ) = α, если Γα(ỹ) > Γ1−α(ỹ) + β;

иначе значение A(Xl; Θ̃)(ỹ) не определено.

Здесь Θ̃ обозначает всю совокупность параметров, входящих в модель ABO:
Θ̃ = (ω̃, W̃ , Ω̃, ε, q0, k̃α, β).

Подчеркнём: A обозначает метод построения алгоритма классификации (в нашем слу-
чае — ABO, а A(Xl; Θ̃) — полученный по методу ABO по заданной выборке и набору
параметров Θ̃ конкретный алгоритм.

В тех случаях, когда для упрощения записи можно опустить использованные парамет-
ры, будем обозначать алгоритм, построенный согласно описанной модели ABO как A(Xl)

или даже h = A(Xl) = A(Xl, Θ̃).
7. Задаётся функция потерь. В рамках данной статьи — как

λ(h, ỹ) =

0, если h(ỹ) = α(ỹ);

1, если h(ỹ) 6= α(ỹ) или h(ỹ) не определено,
(6)

где h(ỹ) — номер класса, определённый построенным алгоритмом, а α(ỹ) — истинный но-
мер класса, которому принадлежит точка ỹ. Заданная таким образом функция потерь λ
является характеристической функцией ошибки.

8. Эмпирический функционал качества
1

l

∑
ỹ∈Xl

λ(h, ỹ)

определяет частоту ошибок при распознавании объектов произвольной обучающей выбор-
ки Xl длины l.

9. Обучение в рамках модели ABO реализуется последовательной адаптивной процеду-
рой нахождения таких значений параметров, при которых достигается как можно меньшее
значение функционала качества на заданной для обучения выборки.

В классической модели ABO используются две выборки, которые называют обучающей
и контрольной (что не всегда совпадает с соответствующими названиями выборок в других
моделях). “Обучающая” выборка в модели ABO служит для задания эталонов, а контроль-
ная — для обучения модели путём варьирования её параметров. При таком разбиении для
обучения используется вторая, контрольная выборка, а “обучающая"(эталонная) выборка
служит для фиксации конечно параметрической модели, имеющей VC размерность, кото-
рая была оценена в работах [15, 17] А. Г. Ицковым — сверху как mn, а В. В. Мамаевым —
снизу как mn и сверху как 4mn, где n — число переменных–признаков, а m — число при-
меров в эталонной выборке. Полученные ими результаты совместны, если только ёмкость
эталонной части модели ABO равна в точности mn.

Но даже при использовании только эталонной выборки алгоритмы распознавания,
основанные на вычислении оценок, и прежде всего — тестовые, показали практическую
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полезность и высокую точность, что с позиций современного представления о машин-
ном обучении объясняется построением в этих алгоритмах кратчайших элементарных
классификаторов-отделителей (осуществляется минимизация их сложности в колмогоров-
ском смысле [7]) и бустинга [28] над ними.

Использованию в моделях ABO обучающей выборки “напрямую” по назначению пре-
пятствует следующий факт.

Теорема 4. Пусть модель ABO обучается по параметрам только по одной заданной
обучающей выборке длины l. Тогда для любого из 2l возможных вариантов принадлежно-
сти обучающих примеров представленной выборки одному из двух классов в рамках этой
модели может быть построен алгоритм, правильно классифицирующий все объекты обу-
чающей выборки.

Доказательство. Функции близости BΩ определяют для любой точки ỹ некоторую специ-
фическую окрестность в виде объединения цилиндрических множеств

O(ỹ) =
⋃

Ω∈Ω̃

{x̃ ∈ Xl : |{i ∈ Ω : ρ(xi, yi) ≤ ε}| > q0}.

Построим выборку Xl из l объектов так, что ρ(xji , x
q
i ) >> ε, i ∈ 1, n, для любой пары

точек x̃j 6= x̃q, которые будут в эту выборку входить. Очевидно, это можно сделать, взяв в
качестве точек выборки центры достаточно удалённых друг от друга шаров в Rn.

Рис. 1. Расположение шаров радиуса ε с центрами, соответствующими
точкам x̃1, x̃2, . . . обучающей выборки.
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Получить такие центры можно, например, последовательно увеличивая все коор-
динаты предыдущего центра на одну и ту же величину D, превышающую, например,
3 · ε (рис. 1). Тогда любой точке x̃j , j = 1, . . . , l, обучающей выборки Xl построенный
алгоритм присвоит тот же самый номер класса, который она имеет в выборке:

Γα(x̃) =
1

kα

∑
Ω∈Ω̃

∑
x̃∈Tα

ω(x̃) ·W (Ω) ·BΩ(x̃, ỹ) =
ω(x̃ ∈ Tα)

kα

∑
Ω∈Ω̃

W (Ω) > β,

и в то же время Γ1−α(x̃) = 0. Следовательно, для любого из 2l вариантов пометок точек
выборки бинарными номерами классов можно построить алгоритм, способный настроиться
на этот вариант разбиения. �

Замечание 1. При настройке алгоритма (мы принципиально различаем настройку и обу-
чение! ) с целью получения любой заданной классификации достаточно варьировать лишь
один параметр ε; остальные разумно заданные параметры модели не повлияют на результат
такой настройки.

Напомним [24, 27], что PAC-обучаемость произвольной модели M имеет место тогда и
только тогда V CD(M) <∞.

Следствие 2. Модель ABO, используемая в случае одной обучающей выборки, имеет
неограниченную V C-размерность: V CD(ABO) =∞.

Следствие 3. В случае использования одной обучающей выборки, модель ABO не удо-
влетворяет достаточному условию обучаемости статистической теории Вапника–
Червоненкиса и не является PAC обучаемой.

PAC-обучаемость в классической модели ABO обеспечивается за счёт того, что к “обу-
чающей” выборке добавляется так называемая “контрольная”, и эта контрольная выборка
используется для адаптации параметров и минимизации на ней эмпирического риска. По-
лагается, что m примеров “обучающей” выборки обеспечивают получение фиксированного
числа m эталонов. Построенная модель с зафиксированными эталонами обладает конечной
вапниковской энтропией, определяемой только пространством настраиваемых параметров.
Только затем осуществляется обучение по “контрольной” выборке.

Модифицированная модель ABO∗ имеет следующие отличия от описанной выше моде-
ли ABO.

1o. Изменена область суммирования для внутренней суммы в формуле вычисления оце-
нок:

Γ∗α(ỹ) =
1

|Tα| − 1

∑
Ω∈Ω̃

∑
{x̃∈Tα: x̃ 6=ỹ}

ω(x̃) ·W (Ω) ·BΩ(x̃, ỹ).

Область суммирования {x̃ ∈ Tα : x̃ 6= ỹ} исключает вклад в оценку самой оцениваемой
точки ỹ, т.е. точка сама за себя не “голосует”.
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Нормирующий коэффициент 1/(|Tα| − 1) содержит в знаменателе число, в точности
равное количеству точек класса Tα, по которым происходит суммирование.

Естественно полагать, что если l — число всех примеров обучающей выборки, то |Tα|
представляет её некоторую часть, например, близкую к половине, kα = |Tα| ≈ l/2.

2o. Перед началом обучения все точки выборки сортируются в лексикографическом
порядке.

Эта сортировка считается внутренним начальным фрагментом алгоритма обучения,
который сначала накапливает объекты в некоторый буфер в порядке их поступления и
затем, до начала основной своей части, сортирует их. Благодаря этому любое изменение
порядка примеров в изначально заданной обучающей выборке приводит к одной и той
же последовательности примеров в отсортированной выборке, которая используется для
обучения.

Очевидно, что любой алгоритм обучения модели ABO∗ с учётом предварительной
сортировки (2o) будет симметричным.

3o. Решающее правило классификации или распознавания номера класса α произволь-
ной точки ỹ (не обязательно содержащейся в таблице обучения) состоит в следующем.

A(Xl, Θ̃)(ỹ) = α, если Γα(ỹ) > Γ1−α(ỹ) + β ⇔ Γα(ỹ)− Γ1−α(ỹ) > β;

A(Xl, Θ̃)(ỹ) не определено, если|Γα(ỹ)− Γ1−α(ỹ)| < β,

где β — пороговое значение, заданный параметр алгоритма; Θ̃ обозначает всю совокупность
параметров, входящих в модель ABO∗: Θ̃ = (ω̃, W̃ , Ω̃, ε, q0, k̃α, β).

4o. Функция потерь определяется соотношением (6).
С целью получения доказательства LOO устойчивости алгоритмов, построенных

в рамках модели ABO∗, будем проводить обучение, варьируя только параметры
ω(x̃), x̃ ∈ {T0 ∪ T1}, чего достаточно для получения требуемого теоретического результата.

Если переписать формулу вычисления оценок в виде

Γ∗α(ỹ) =
∑

{x̃∈Tα: x̃ 6=ỹ}

ω(x̃)

(
1

kα − 1

∑
Ω∈Ω̃

W (Ω) ·BΩ(x̃, ỹ)

)
, (7)

то можно интерпретировать выражения

K (x̃, ỹ) =
1

kα − 1

∑
Ω∈Ω̃

W (Ω) ·BΩ(x̃, ỹ)

как потенциальные функции [1]; тогда

Γ∗α(ỹ) =
∑

{x̃∈Tα: x̃ 6=ỹ}

ω(x̃) ·K (x̃, ỹ),
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и параметры параметры ω(x̃), x̃ ∈ {T0 ∪ T1} можно интерпретировать как коэффициенты
в разложении оценки по потенциальным функциям. Заметим, что указанная интерпрета-
ция служит лишь некоторым обоснованием целесообразности выбора именно и только этих
параметров для описываемой ниже процедуры обучения.

5. Алгоритм A обучения модифицированной модели ABO∗

и его свойства

Опишем алгоритм обучения модели ABO∗, который будем далее обозначать A∗.
Чтобы упростить формулы, будем полагать, что зафиксированы веса опорных мно-

жеств: W (Ω) = 1 для всех Ω ∈ Ω̃.
Пусть задана константа β > 0 и пусть ω0 > 0 — начальное значение, одинаковое для

всех параметров ω(x̃) — весов точек x̃ ∈ {T0 ∪ T1}, определяющее начальные значения
оценок Γ

∗(0)
α (ỹ), α ∈ {0, 1}.

При предъявлении на очередном шаге обучения t ∈ {1, 2, . . . } очередной точки ỹ обу-
чающей выборки будем полагать, что имеет место ошибка в двух случаях.

В первом случае — если одновременноΓ
∗(t)
α (ỹ)− Γ

∗(t)
1−α(ỹ) > β,

и точка ỹ принадлежит классу с номером 1− α .
(8)

Заметим, что при выполнении условия (8) разность Γ
∗(t)
α (ỹ) − Γ

∗(t)
1−α(ỹ) положительна.

Для корректировки ошибки необходимо уменьшить оценку Γ
∗(t)
α (ỹ) и(или) увеличить оцен-

ку Γ
∗(t)
1−α(ỹ).
Во втором случае будем считать, что ошибка имеет место, если

|Γ∗(t)α (ỹ)− Γ
∗(t)
1−α(ỹ)| ≤ β,

и тогда для её корректировки нужно увеличивать оценку Γ
∗(t)
a (ỹ) по тому клас-

су Ka, a ∈ {0; 1}, которому принадлежит очередная предъявляемая точка ỹ обучающей
выборки и/или уменьшать оценку по классу K1−a.

В случае, противном указанным двум, ошибки при предъявлении очередной точки ỹ

нет, и веса ωt(x̃) не изменяются.
Будем полагать заданными положительные константы ∆1 и ∆2. Обозначим

∆0 = ∆1 + ∆2. Пусть, далее, γt =
1

2t
есть монотонно убывающая последовательность поло-

жительных чисел, t = 0, 1, 2, . . . .
В случае, если при предъявлении очередного примера ỹ, принадлежащего классу K1−α,

имеет место ошибка, выполняется процедура коррекции весов ровно µ точек x̃ ∈ {T0 ∪ T1},
ближайших к точке ỹ = 1 по евклидовой метрике

ρ(x̃, ỹ) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2
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по формуламωt(x̃) = max{ωt−1(x̃)− γt∆1; 0}, если x̃ принадлежит классу α,

ωt(x̃) = ωt−1(x̃) + γt∆2, если x̃ принадлежит классу 1− α.
(9)

Если же очередной пример ỹ классифицируется построенным к моменту его предъяв-
ления алгоритмом правильно, то изменение веса ωt−1(x̃) не происходит ни для одной точки
x̃ обучающей выборки. Константа µ является параметром алгоритма обучения.

Очевидно, вес ωt(x̃) каждого примера x̃ на каждом шаге t будет неотрицательным. Под
шагом t понимается очередной номер предъявления примера обучающей выборки.

При необходимости, если номер шага t превышает заданную длину обучающей выбор-
ки l, полагается, что выборка циклически повторно просматривается сначала до конца.

Согласно процедуре (9), в результате коррекции на шаге t будем иметь

γt min{∆1,∆2} ≤ |ωt(x̃)− ωt−1(x̃)| ≤ γt max{∆1,∆2} < γt∆0.

Величина суммарного изменения оценки Γ
∗(t)
α (ỹ) (α ∈ {0; 1}) в результате коррекции

на шаге t будет заведомо ограничена величиной

γt · µ ·∆0 · |Ω̃|
kα − 1

,

поскольку вклад в суммирование, как оговорено выше, дают только µ точек.

6. CVLoo устойчивость алгоритма обучения A

Теорема 5. Алгоритм обучения A является CVLoo устойчивым независимо от распре-
делений вероятностей классифицируемых объектов и обучающих выборок.

Доказательство. Обозначим A(Xl) алгоритм классификации, полученный описанным вы-
ше модифицированным методом ABO∗ по заданной выборке Xl длины l, а A(Xj

l ) — по той
же выборке Xl, из которой удалён ровно один пример с номером j ∈ 1, l. Пусть α(x̃j) —
номер класса этого удаляемого объекта в таблице обучения. Функция потерь

λ

(
A(Xl), x̃j)

)
=

0, если A(Xl)(x̃j) = α(x̃j);

1, если A(Xl)(x̃j) 6= α(x̃j) или A(Xl)(x̃j) не определено.

Заданная таким образом функция потерь равна нулю, если построенный алгоритм пра-
вильно классифицирует точку x̃j , и единице — если алгоритм даёт ошибку классификации
или отказывается от решения. Можно дать следующую интерпретацию заданной функции
потерь: любой вариант ответа алгоритма, отличный от правильного, является ошибкой.

Классификация точки x̃j обученным алгоритмом определяется сравнением оценок
Γ∗α(x̃j) и Γ∗1−α(x̃j).
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После обучения по выборке Xl оценки имеют вид

Γ∗α(x̃j) =
1

|Tα| − 1

∑
{x̃∈Tα: x̃ 6=x̃j}

ω(x̃)
∑
Ω∈Ω̃

W (Ω) ·BΩ(x̃j , x̃); (10)

Γ∗1−α(x̃j) =
1

|T1−α|
∑

{x̃∈T1−α}

ω(x̃)
∑
Ω∈Ω̃

W (Ω) ·BΩ(x̃j , x̃). (11)

Назовём величину
W (ỹ, x̃) = ω(x̃)

∑
Ω∈Ω̃

W (Ω) ·BΩ(ỹ, x̃)

обобщённым расстоянием от точки ỹ до точки x̃. Заметим, что по окончании обучения вес
любой точки ω(x̃)

0 < ω(x̃) ≤ ω0 +40

∞∑
t=1

1

2t
= ω0 +40 <∞

будет ограниченной величиной. Обобщённое расстояние также является ограниченным:

0 < W (ỹ, x̃) < (ω0 +40)|Ω̃|.

Точки обучающей выборки случайно и независимо извлекаются из генеральной сово-
купности Xn ⊂ Rn в соответствии с существующими условными распределениями вероят-
ностей Pα, α ∈ {0; 1}, точек классов Kα. Интеграл

Mα(x̃j) =

∫
Xn

W (x̃j , x̃)dPα(x̃) <∞

является математическим ожиданием обобщённого расстояния от точки x̃j по классу Kα,
а величина

Γ∗α(x̃j) =
1

|Tα| − 1

∑
{x̃∈Tα: x̃ 6=x̃j}

W (x̃j , x̃) (12)

является выборочной средней этого же обобщённого расстояния (заметим, что в сумме в
правой части равенства (12) ровно |Tα| − 1 членов).

Дисперсия

Dα(x̃j) =

∫
Xn

(W (x̃j , x̃)−Mα(x̃j))
2dPα(x̃) <

(
(ω0 +40)|Ω̃|

)2
также является ограниченной. Тогда по теореме Чебышева при l→∞ и |Tα| → ∞

Γ∗α(x̃j)→Mα(x̃j).

Напомним: мы полагаем, что при длине выборки l → ∞ число примеров класса Kα в
этой выборке тоже стремится к бесконечности: |Tα| → ∞, α ∈ {0; 1}.

Возможны только следующие два случая.
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1. При сколь угодно большой длине выборки l (l→∞) обученный алгоритм принимает
решение о принадлежности точки x̃j классу Kα на основе имеющего место неравенства

Γ∗α(x̃j)− Γ∗1−α(x̃j) > β,

где β — константа, параметр алгоритма. При l→∞ это неравенство принимает вид

Mα(x̃j)−M1−α(x̃j) > β,

и тогда
Mα(x̃j)−M1−α(x̃j) = β + ξ,

где ξ — некоторая положительная константа, поскольку числа Mα, M1−α и θ являются
константами (не зависящими от l) в рамках рассматриваемой вероятностной модели.

Пусть точка x̃j обучающей выборки действительно принадлежит классу Kα (алгоритм
принимает правильное решение).

После обучения алгоритмом по выборке Xj
l (по той же самой выборке Xl из которой

удалён один пример (x̃j , α) из части выборки Tα, состоящей из примеров класса Kα)
оценки имеют вид

Γ∗jα (x̃j) =
1

|Tα| − 1

∑
Ω∈Ω̃

∑
{x̃∈Tα\{x̃j}}

ω̂(x̃) ·W (Ω) ·BΩ(x̃, ỹ); (13)

Γ∗j1−α(x̃j) =
1

|T1−α|
∑
Ω∈Ω̃

∑
{x̃∈T1−α}

ω̂(x̃) ·W (Ω) ·BΩ(x̃, ỹ), (14)

Сравним оценки (10) и (13)при l → ∞. Они, вообще говоря, могут отличаться некото-
рыми весами (ω(x̃) и ω̂(x̃)), поскольку при обучении по выборке Xl пример x̃j участвовал
в обучении и поэтому мог повлиять на процесс коррекции весов. Но при l → ∞ он мог
инициировать коррекцию только один раз, поэтому пример x̃j мог повлиять на веса лишь µ
ближайших к нему по евклидовой метрике точек из сколь угодно большого числа l предъ-
явленных.

Выборка Xj
l состоит точно тех же примеров, что и выборка Xl, за исключением приме-

ра x̃j . При обучении по выборке Xj
l пример x̃j не участвует в коррекции, и указанные выше

µ точек по этому примеру не корректируются. Поэтому суммы (10) и (13) отличаются не
более чем на положительную величину σ1(x̃j), которую можно оценить сверху

σ1(x̃j) <
µ · (ω0 + ∆0) · |Ω̃|

|Tα| − 1
→ 0 при l→∞, |Tα| → ∞.

Аналогично, оценки (11) и (14) не могут отличаться более чем на положительную ве-
личину σ2(x̃j), которую можно оценить сверху точно также

σ2(x̃j) <
µ · (ω0 + ∆0) · |Ω̃|

|T1−α|
→ 0 при l→∞, |T1−α| → ∞;

σ0(x̃j) = σ1(x̃j) + σ2(x̃j)→ 0
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как сумма двух бесконечно малых.
При l→∞

Γ∗α(x̃j)− Γ∗1−α(x̃j) > β ⇔ Γ∗α(x̃j)− Γ∗1−α(x̃j) = ε+ β,

где ε > 0 — некоторая константа, ε > σ0(x̃j), и

Γ∗jα (x̃j)− Γ∗j1−α(x̃j) = β + ε− σ0(x̃j) > β,

и в пределе при l → ∞ алгоритмы A(Xl) и A(Xj
l ), полученные в результате обучения

по выборкам Xl и Xj
l будет давать одинаковый (в этом случае — правильный) ответ при

классификации точки x̃j с вероятностью единица.
Точно таким же способом показывается, что результат классификации алгоритма-

ми A(Xl) и A(Xj
l ) в случае, когда, как и выше, Γ∗α(x̃j)−Γ∗1−α(x̃j) > β, но точка x̃j принад-

лежит классу K1−α (в этом случае — уже ошибочный) также изменяться не будет. Таким
образом, для любого α ∈ {0; 1}

Γ∗α(x̃j)− Γ∗1−α(x̃j) > β ⇒ Γ∗jα (x̃j)− Γ∗j1−α(x̃j) > β.

Аналогичным способом легко показать обратное:

Γ∗jα (x̃j)− Γ∗j1−α(x̃j) > β ⇒ Γ∗α(x̃j)− Γ∗1−α(x̃j) > β.

2. При сколь угодно большой длине выборки l (l → ∞) обученный алгоритм принимает
решение об ошибке на основе имеющего место неравенства |Γ∗α(x̃j)−Γ∗1−α(x̃j)| < β. В этом
случае

|Γ∗α(x̃j)− Γ∗1−α(x̃j)| = β − ε; ε > 0;

|Γ∗jα (x̃j)− Γ∗j1−α(x̃j)| < β − ε+ σ0(x̃j), ε = const > σ0(x̃j)→ 0 при l→∞,

поэтому Γ∗jα (x̃j)− Γ∗j1−α(x̃j)| < β, и в этом случае результат классификации точки x̃j алго-
ритмами A(Xl) и A(Xj

l ) в пределе при l→∞ будет одинаковым.
В силу доказанного факта неизменяемости результатов классификации алгоритмами

A(Xl) и A(Xj
l ), при l→∞ получаем

∀j ∈ {1, . . . , l} P l{|λ(A(Xj
l ), x̃j))− λ(A(Xl), x̃j))| = 0} = 1,

откуда немедленно следует CVLoo устойчивость обучающего алгоритма A . �

7. ELooerr и LOO устойчивость и обучаемость
модифицированной модели ABO∗

Теорема 6. Алгоритм A обучения модели ABO∗ с функцией потерь (6) является ELooerr
устойчивым независимо от вида распределений вероятностей классифицируемых объек-
тов и обучающих выборок.
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Доказательство. Рассмотрим математическое ожидание

E(A(Xl)) =

∫
Xn×{0;1}

λ
(
A(Xl)(x̃), (x̃, α)

)
dP̂ (x̃, α), (15)

где P̂ — вероятностная мера на множестве Xn × {0; 1}, которое является вероятностью со-
бытия, определяемого этой моделью как ошибка алгоритма, обученного по произвольной
заданной выборке длины l, и включающего в себя как неправильную классификацию то-
чек, так и отказ от классификации. Иначе говоря, величина (15) есть вероятность ошибки
алгоритма A(Xl).

Статистика
1

l

l∑
j=1

λ(A(Xj
l ), x̃j))

является выборочной средней или частотой ошибки алгоритма A(Xl), подсчитываемой ме-
тодом скользящего контроля, и являющейся при l → ∞ почти несмещённой оценкой [4,
с. 267] величины E(A(Xl)) в том смысле, что если обозначить

E(A(Xl)) = p̄l,

то математическое ожидание оценки, полученной методом скользящего контроля будет

E
(1

l

l∑
j=1

λ(A(Xj
l ), x̃j))

)
= p̄l−1.

Величины p̄l−1 и p̄l стремятся при l → ∞ к одному и тому же пределу. Обозначим этот
предел p̄∞. При l → ∞ разность p̄l−1 − p̄∞ = ε1(l), где ε1(l) — бесконечно малая,
которая независимо от её знака стремится к нулю; ε1(l) = o(l). Аналогично p̄l− p̄∞ = ε2(l),
ε2(l) = o(l). Поэтому

|p̄l − p̄l−1| = |p̄∞ + ε2(l)− p̄∞ − ε1(l)| → 0 при l→∞.

Следовательно, при l→∞, согласно закону больших чисел,

p̄l−1 =
1

l

l∑
j=1

λ(A(Xj
l ), x̃j))→ E(A(Xl)) = p̄l.

Таким образом, для любой выборки Xl и для любого j ∈ {0, . . . , l} имеет место неравенство

|E(A(Xl))−
1

l

l∑
j=1

λ(A(Xj
l ), x̃j))| → 0.

Последнее соотношение означает, что

∀ε ∃l0 = l0(ε) : ∀l > l0 |E(A(Xl))−
1

l

l∑
j=1

λ(A(Xj
l ), x̃j))| < ε. (16)
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Иначе говоря, в пределе при l →∞ неравенство (16) выполняется достоверно, с вероятно-
стью единица:

P l{|E(A(Xl))−
1

l

l∑
j=1

λ(A(Xj
l ), x̃j))| ≤ ε(l)} = 1

для любой бесконечно малой ε(l) → 0 при l → ∞; и тем более для любой сколь угодно
малой δ(l)→ 0 и для любого j ∈ {0, . . . , l} выполняется неравенство

P l{|E(A(Xl))−
1

l

l∑
j=1

λ(A(Xj
l ), x̃j))| ≤ ε(l)} ≥ 1− δ(l),

означающее ELooerr устойчивость алгоритма A . �

Теорема 7. Существует LOO устойчивый алгоритм обучения модифицированной моде-
ли ABO∗ методом минимизации эмпирического риска по одной заданной обучающей вы-
борке, обеспечивающий обучаемость этой модели в форме универсального эмпирического
обобщения.

Доказательство. Описанный выше (параграф 5) алгоритм A обучения модели ABO∗ яв-
ляется симметричным (стр. 36), CVLoo устойчивым (по теореме 5) и ELooerr устойчивым (по
теореме 6), следовательно, по теореме 3 обеспечивает универсальное эмпирическое обобще-
ние по методу минимизации эмпирического риска по одной (без использования эталонной)
обучающей выборке. �

Заключение

В статье получен следующий теоретический результат: существует устойчивый алго-
ритм A обучения модифицированной модели ABO∗, гарантирующий её обучаемость в фор-
ме универсального эмпирического обобщения непосредственно по единственной заданной
выборке путём минимизации эмпирического риска. Для получения этого результата была
доказана LOO устойчивость алгоритма A . Алгоритм A подробно описан в данной статье
и является процедурой обучения с поощрением. Он предполагает адаптацию только весов
объектов обучающей выборки. Остальные параметры модели полагаются зафиксированны-
ми. Этого оказалось достаточно для достижения требуемого результата.

Предложенная модификация модели ABO является минимальной: исключается только
случай, когда "точка голосует сама за себя".

Нетрудно показать, что в случае, когда в модифицированной модели ABO∗ процесс
обучения заключается только в выборе по обучающей выборке кратчайших элементарных
логических отделителей (в частности — тупиковых тестов), универсальное эмпирическое
обобщение также будет иметь место.
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The linear problem of making solution with consider the risks and
regrets.

Bardin A. E., Zhiteneva J. N.

Abstract. This paper deals with a linear programming problem with interval function
coefficients. A new approach for a problem under uncertainty is proposed. It is based on two
concepts: the guaranteed result and the minimax regret criterion. We consider the following
linear programming problem under uncertainty

max
x∈X

f(x, y),

where f(x, y) =
n∑
i=1

yixi is utility function, the feasible set X is given by

X =
{
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn| Ax ≤ b

}
.

Here A is an m × n matrix, x and b are n- and m-column vectors, respectively. The set of
uncertainties is defined by

Y =
{
y = (y1, y2, . . . , yn)| ai ≤ yi ≤ bi, i ∈ {1, 2, . . . , n}

}
.

Further, we decide the standard linear programming problem

f(x, y) =
n∑
i=1

aixi → max,{
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ X,
xi ≥ 0, i ∈ {1, 2, . . . , n},

where X =
{
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn| Ax ≤ b

}
and x∗V ∈ X is solution.

The two-criteria problem

Γ = 〈X,
{
f1(x) = RV (x), f2(x) = RS(x)

}
〉,

is formalized. Here

RV (x) = fV [x∗V ]−
n∑
i=1

aixi

is risk function,
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RS(x) = max
y∈Y

φ(x, y)−min
x∈X

max
y∈Y

φ(x, y)

is regret function, where φ(x, y) = max
z∈X

f(x, y)− f(x, y).

Then we look for vector xP ∈ X, which minimizes the function

F (x) = R2
V (x) +R2

S(x), x ∈ X.

Solution xP ∈ X is Pareto optimal for problem Γ. In this paper we construct the algorithm
finding optimal solution xP ∈ X. In order to illustrate the proposed solution method, a numerical
example is given.

Keywords: linear programming problem, uncertainty, two-criteria problem, risk function, regret
function, Pareto minimum.

Введение

В работах [1]–[3] Жуковского В. И. и его учеников исследуются конфликтные
системы при неопределенности. Там же формализованы различные понятия реше-
ния, которые базируются на принципах оптимального поведения из теории задач
при неопределенности. В данной работе анализируется линейная модель принятия
решений в условиях действия неконтролируемых факторов.

Для принятия решения в условиях неопределенности используется ряд критери-
ев. Согласно максиминному критерию Вальда игра с природой рассматривается как
конфликт с разумным и агрессивным противником, делающим все для того, чтобы
помешать лицу, принимающему решение (ЛПР) достигнуть успеха. Таким образом,
осторожная (максиминная) стратегия ЛПР является оптимальной согласно этому
критерию. Этот критерий олицетворяет «позицию пессимизма». Он ориентируется
на самую неблагоприятную для ЛПР реализацию неопределенности. Такой подход
естественен для того, кто боится проиграть.

Критерий минимаксного сожаления Сэвиджа при выборе оптимальной стратегии
ориентируется не на выигрыш, а на сожаления. В качестве оптимальной стратегии
выбирается та стратегия, при которой величина сожаления в наихудших условиях
минимальна. Такая стратегия поведения часто соответствует принципам азартного
игрока.

Очевидно, разумный игрок должен учитывать как возникающие риски при при-
нятии решения, так и возможность получения большего выигрыша. Возникает идея
формализации нового подхода к принятию решений в игре с природой, который мог
бы соединить позитивные особенности обоих принципов и ослабить их негативные
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свойства. В данной работе формализуется понятие U -оптимального по рискам и со-
жалениям решения линейной задачи и указан алгоритм построения оптимального
решения.

1. Постановка задачи.
Формализация оптимального решения

Рассмотрим задачу линейного программирования при неопределенности

f(x, y) =
n∑
i=1

yixi → max,
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ X, X ∈ comp Rn,

0 < ai ≤ yi ≤ bi,

xi ≥ 0, i ∈ {1, 2, . . . , n}.

(1)

Неотрицательный набор переменных x = (x1, x2, . . . , xn) можно интерпретиро-
вать как план производства n видов продукции, причем количество продукции
каждого вида ограничено ресурсами данного производства. Будем предполагать,
что множество X допустимых планов определено системой линейных уравнений и
нестрогих линейных неравенств. Неопределенность yi, i ∈ {1, 2, . . . , n}, можно рас-
сматривать как доход от реализации единицы i-го вида продукции. При этом для
указанных доходов известны лишь граничные значения, которые зависят от рыноч-

ных цен, спроса и т.д. Тогда целевая функция f(x, y) =
n∑
i=1

yixi есть суммарный доход

от реализации всей продукции. Формализуем U -оптимальное по рискам и сожалени-
ям решение данной задачи.

Согласно подходу в работах [1]–[3] стратегический риск по Вальду для лица при-
нимающего решение (ЛПР) положим равным

RV (x) = max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y)−min
y∈Y

f(x, y), (2)

стратегическое сожаление по Сэвиджу определим как

RS(x) = max
y∈Y

φ(x, y)−min
x∈X

max
y∈Y

φ(x, y), (3)

где функция сожаления φ(x, y) вычисляется согласно равенству

φ(x, y) = max
z∈X

f(x, y)− f(x, y).

Отметим, что риски и сожаления определены как стратегические, то есть явля-
ются функциями только от выбранного решения (стратегии) x ∈ X. Заметим также,
что вследствие непрерывности функции f(x, y) и компактности множеств решенийX
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и неопределенностей

Y =
{
y = (y1, y2, . . . , yn)| ai ≤ yi ≤ bi, i ∈ {1, 2, . . . , n}

}
,

все указанные максимумы и минимумы существуют, причем функции RV (x) и RS(x)

будут непрерывными.
Для исходной задачи (1) введем обозначение:

fV [x] = min
y∈Y

f(x, y) =
n∑
i=1

aixi.

Тогда гарантированный суммарный доход от реализации плана x∗V равен

max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) = max
x∈X

n∑
i=1

aixi = fV [x∗V ].

Здесь осторожный по Вальду план x∗V ∈ X есть решение оптимизационной задачи

f(x, y) =
n∑
i=1

aixi → max,{
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ X,
xi ≥ 0, i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Получаем стратегический риск по Вальду

RV (x) = fV [x∗V ]−
n∑
i=1

aixi.

Далее построим алгоритм нахождения функции RS(x), определенной в (3).
Введем обозначение:

ΦS[x] = max
y∈Y

φ(x, y). (4)

Пусть

φ(x, y) = max
z∈X

f(x, y)− f(x, y) = max
z∈X

n∑
i=1

yi(zi − xi) =
n∑
i=1

yi(z
∗
i (y)− xi). (5)

Здесь вектор z∗(y) = (z∗1(y), z∗2(y), . . . , z∗n(y)) является решением задачи парамет-
рического программирования

f(z, y) =
n∑
i=1

yizi → max,
z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ X, X ∈ compRn

0 < ai ≤ yi ≤ bi,

zi ≥ 0, i ∈ {1, 2, . . . , n}.

(6)
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Так как параметры yi, i ∈ {1, 2, . . . , n}, положительны, а также zi ≥ 0,
i ∈ {1, 2, . . . , n}, то оптимальные решения z∗(y) принадлежат множеству XP мак-
симальных по Парето точек множества X. Именно, точка xP = (xP1 , x

P
2 , . . . , x

P
n ) бу-

дет максимальной по Парето точкой множества, если для всех x = (x1, x2, . . . , xn)

несовместна система неравенств 
x1 ≥ xP1 ,

x2 ≥ xP2 ,

. . .

xn ≥ xPn ,

причем хотя бы одно из неравенств является строгим.
Таким образом, с одной стороны, для каждого фиксированного набо-

ра y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Y задача (6) является задачей линейного программиро-
вания. Следовательно, оптимальное решение z∗(y) достигается в некоторой угло-
вой точке множества XP . С другой стороны, функция φ(x, y), заданная в (5),
является кусочно-линейной по переменной y. Поэтому при фиксированном наборе
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ X наибольшее сожаление ЛПР достигается в одной из угловых
точек многогранника Y , где совокупность всех угловых точек представляет собой
множество

YC =
{
c = (c1, c2, . . . , cn)| ci ∈ {ai, bi}, i ∈ {1, 2, . . . , n}

}
.

Исходя из вышесказанного, получаем, что для построения явного вида функ-
ции ΦS[x], определенной в (4), можно «сузить» множество допустимых решений X
до множества XP

C , а множество неопределенностей Y до множества YC . Таким обра-
зом, имеем следующий алгоритм:

1 шаг. Находим совокупность XP
C всех угловых точек множества XP .

2 шаг. Для каждого набора c = (c1, c2, . . . , cn) ∈ YC решаем оптимизационную
задачу

f(x) =
n∑
i=1

cixi → max,{
c = (c1, c2, . . . , cn) ∈ YC ,
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ XP

C .

(7)

3 шаг. Пусть x∗(c) = (x∗1(c), x∗2(c), . . . , x∗n(c)) оптимальное решение задачи (7) с
заданным набором c = (c1, c2, . . . , cn) ∈ YC , тогда составляем функцию

φ(x, c) =
n∑
i=1

ci(x
∗
i (c)− xi).
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4 шаг. Для каждого набора c = (c1, c2, . . . , cn) ∈ YC определяем множество X(c),
которое задается системой неравенств

φ(x, c) ≥ φ(x, d), ∀d ∈ YC .

5 шаг. Получаем явный вид функции ΦS[x] = φ(x, c), x ∈ X(c) ∩X, c ∈ YC .
В результате указанной выше последовательности шагов получаем представление

множества X как объединение конечного числа подмножеств, именно,

X =
⋃
c∈YC

(
X(c) ∩X

)
.

На каждом подмножестве вида X(c)∩X функция ΦS[x], заданная равенством (4),
имеет «особый» аналитический вид, то есть

ΦS[x] = φ(x, c) =
n∑
i=1

ci(x
∗
i (c)− xi), φ(x, c) ≥ φ(x, d), ∀d ∈ YC .

Отметим, что некоторые множества вида X(c)∩X, c ∈ YC , могут быть пустыми.
6 шаг. Далее решаем классические задачи линейного программирования, число

которых не более 2n. Именно,

ΦS[x] =
n∑
i=1

ci(x
∗
i (c)− xi)→ min,

x ∈
(
X(c) ∩X

)
.

(8)

7 шаг. Окончательно, сравнивая решения задач вида (8), находим «глобальный»
минимум функции ΦS[x] на множестве X. Пусть план x∗S является оптимальным
решением исходной задачи (1) согласно принципу Сэвиджа, то есть

ΦS[x∗S] = min
x∈X

max
y∈Y

φ(x, y) = min
x∈X

ΦS[x].

8 шаг. Если c ∈ YC , то функция Rs(x) на множестве X(c) ∩X имеет вид:

RS(x) = ΦS[x]− ΦS[x∗S] =
n∑
i=1

ci(x
∗
i (c)− xi)− ΦS[x∗S].

Перейдем к формализации U -оптимального решения для задачи (1). Исходной
задаче поставим в соответствие двухкритериальную задачу

Γ = 〈X,
{
f1(x) = RV (x), f2(x) = RS(x)

}
〉,

где ЛПР стремится получить значения каждого из критериев как можно меньше.
Формализуем понятие оптимального решения в исходной задаче, используя извест-
ные понятия оптимальности для многокритериальных задач.

«Таврический вестник информатики и математики», №4 (33)’ 2016



54 А. Е. Бардин, Ю. Н. Житенева

Определение 1. Решение в задаче (1) назовем U-оптимальным по рискам и сожа-
лениям, если оно является минимальным для функции

F (x) = R2
V (x) +R2

S(x), x ∈ X.

Теорема 1. Если система ограничений в задаче (1) является непустым компак-
том пространства Rn, то существует U-оптимальное по рискам и сожалениям
решение xU ∈ X, которое является минимальным по Парето для задачи Γ. При
этом решение xU принадлежит множеству XP максимальных по Парето точек
множества X.

2. Задача составления оптимального плана производства

Проиллюстрируем алгоритм нахождения U -оптимального по рискам и сожалени-
ям решения на конкретной модели составления оптимального плана производства.

Пример. Рассмотрим задачу линейного программирования при неопределенности

f(x, y) = y1x1 + y2x2 → max,
x1 + x2 ≤ 10,

0 ≤ x1 ≤ 8,

0 ≤ x2 ≤ 6,

(9)

где значения неопределенностей удовлетворяют неравенствам

1 ≤ y1 ≤ 8,

3 ≤ y2 ≤ 6.

Неотрицательный набор переменных x = (x1, x2) можно интерпретировать как
план производства двух видов продукции, причем количество продукции первого
вида требуется выпустить не больше 8 единиц, второго – не более 6, а общее ко-
личество выпускаемой продукции не должно превосходить 10 единиц. Неопределен-
ности y1, y2 представляют собой возможные доходы от реализации единиц соответ-
ствующих видов продукции. При этом для указанных доходов известны лишь гра-
ничные значения, которые зависят от рыночных цен, спроса и т.д. Тогда целевая
функция f(x, y) = y1x1 + y2x2 есть суммарный доход от реализации всей продукции,
где y = (y1, y2).

Найдем U -оптимальное по рискам и сожалениям решение данной задачи.
Вычислим стратегический риск по Вальду RV (x), определенный в (2). Так как

переменные x1, x2 и неопределенности y1, y2 в задаче (9) неотрицательны, то ми-
нимальное значение целевой функции f(x, y) достигается при наихудших для ЛПР
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значениях неопределенностей, то есть

min
y∈Y

f(x, y) = f(x, ymin) = x1 + 3x2,

где ymin = (1, 3).
Для нахождения max

x∈X
min
y∈Y

f(x, y) решаем задачу линейного программирования

f(x) = x1 + 3x2 → max,
x1 + x2 ≤ 10,

0 ≤ x1 ≤ 8,

0 ≤ x2 ≤ 6.

(10)

Оптимальное решение задачи (10) равно xmax = (xmax
1 , xmax

2 ) = (4, 6). Най-
денное осторожное решение является максиминным для задачи (9), при этом
max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) = 22.

Если набор x = (x1, x2) произвольное допустимое решение задачи, то стратеги-
ческий риск по Вальду для ЛПР равен

RV (x) = 22− x1 − 3x2. (11)

Перейдем к нахождению стратегического сожаления по Сэвиджу RS(x), опреде-
ленного в (3). Используем приведенный в работе алгоритм.

1 шаг. Совокупность всех угловых точек множества XP есть множество

XP
C =

{
A = (4, 6), B = (8, 2)

}
.

2 шаг. Множество вершин прямоугольника

Y =
{
y = (y1, y2)| 1 ≤ y1 ≤ 8, 3 ≤ y2 ≤ 6

}
есть

YC =
{
c(1) = (1, 3), c(2) = (1, 6), c(3) = (8, 3), c(4) = (8, 6)

}
.

Для каждого набора c(i) =
(
c

(i)
1 , c

(i)
2

)
∈ YC решаем оптимизационную задачу

f(x) = c
(i)
1 x1 + c

(i)
2 x2 → max,{

c(i) =
(
c

(i)
1 , c

(i)
2

)
∈ YC , i ∈ {1, 2, 3, 4},

x = (x1, x2) ∈ XP
C .

(12)

Получаем множество оптимальных решений x∗
(
c(i)
)

=
(
x∗1(c(i)), x∗2(c(i))

)
,

i ∈ {1, 2, 3, 4}, задач вида (12), именно{
x∗(c(1)) = (4, 6), x∗(c(2)) = (4, 6), x∗(c(3)) = (8, 2), x∗(c(4)) = (8, 2)

}
.
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3 шаг. Пусть x∗
(
c(i)
)
оптимальные решения задачи (12) с заданным набором

c(i) =
(
c

(i)
1 , c

(i)
2

)
∈ YC . Составляем функции

φ(x, c(i)) = c
(i)
1

(
x∗1(c(i))− x1

)
+ c

(i)
2

(
x∗2(c(i))− x2

)
, i ∈ {1, 2, 3, 4}.

В результате имеем систему функций:

φ(x, c(1)) = 22− x1 − 3x2,

φ(x, c(2)) = 40− x1 − 6x2,

φ(x, c(3)) = 70− 8x1 − 3x2,

φ(x, c(4)) = 76− 8x1 − 6x2.

(13)

4 шаг. Для каждого набора c(i) =
(
c

(i)
1 , c

(i)
2

)
∈ YC , i ∈ {1, 2, 3, 4}, графически

находим множество X
(
c(i)
)
, которое определяется системой неравенств

φ(x, c(i)) ≥ φ(x, c(j)), ∀i, j ∈ {1, 2, 3, 4}, j 6= i.

Отметим, что система

φ(x, c(1)) ≥ φ(x, c(j)), ∀j ∈ {2, 3, 4},

не имеет решений, то есть множество X
(
c(1)
)
пустое.

5 шаг. Получаем явный вид функции ΦS[x] = φ(x, c(i)), c(i) ∈ YC , i ∈ {2, 3, 4} . В
результате получаем представление множества X как объединение конечного числа
подмножеств, именно,

X =
⋃

i∈{2,3,4}

(
X
(
c(i)
)
∩X

)
.

6 шаг. Решаем классические задачи линейного программирования вида (8),
именно,

ΦS[x] =
2∑

k=1

c
(i)
k

(
x∗k
(
c(i)
)
− xk

)
→ min,

x ∈
(
X
(
c(i)
)
∩X

)
, i ∈ {2, 3, 4}.

(14)

7 шаг. Окончательно, сравнивая решения задач вида (14), находим «глобаль-
ный» минимум функции ΦS[x] на множестве X. Получаем, что план x∗S = (6, 4)

является оптимальным решением задачи (9) согласно принципу Сэвиджа, то есть

ΦS[x∗S] = min
x∈X

max
y∈Y

φ(x, y) = min
x∈X

ΦS[x] = 10.

8 шаг. Учитывая (3), опишем функцию RS(x) на множестве XP максимальных
по Парето точек множества X:

RS(x) =

{
60− 8x1 − 3x2, 4 ≤ x1 ≤ 6, x1 + x2 = 10,

30− x1 − 6x2, 6 ≤ x1 ≤ 8, x1 + x2 = 10.
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Таким образом, на множестве XP максимальных по Парето точек множества X
задачи (9) функцию стратегического риска по Сэвиджу можно записать в виде

RS(x) =

{
30− 5x1, 4 ≤ x1 ≤ 6, x1 + x2 = 10,

5x1 − 30, 6 ≤ x1 ≤ 8, x1 + x2 = 10.

С учетом (11), функция стратегического риска по Вальду на множестве XP при-
мет вид

RV (x) = 2x1 − 8, 4 ≤ x1 ≤ 8, x1 + x2 = 10.

Для отыскания U -оптимального по рискам и сожалениям решения задачи (9) най-
дем решение задачи минимизации функции F (x) = R2

V (x) +R2
S(x) на множестве XP ,

т. е.
F (x) = 29x2

1 − 332x1 + 964→ min,{
x1 + x2 = 10,

4 ≤ x1 ≤ 8.

Используя необходимые и достаточные условия существования экстремума, мож-
но показать, что

xU = argmin
x∈X

F (x) =

(
166

29
,
124

29

)
.

Найденное решение является U -оптимальным по рискам и сожалениям в зада-
че (9) составления оптимального плана производства.

Заключение

В данной работе определяются понятия функции риска и функции сожаления
для задачи линейного программирования при неопределенности. Каждое возможное
решение ЛПР оценивает двумя критериями: стратегическим риском по Вальду и
стратегическим сожалением по Сэвиджу. Первый критерий вычисляет возможные
потери при отклонении от гарантированного по Вальду решения. Второй критерий
учитывает возможность реализации «благоприятных» для ЛПР неопределенностей.

Формализовано U -оптимальное по рискам и сожалениям решение исходной ли-
нейной модели, которое соответствует поведению разумного игрока. Построен по-
шаговый алгоритм нахождения оптимального решения и проиллюстрирован на кон-
кретном примере.
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Введение

Рассматривается частный случай задачи распределения инвестиций по портфе-
лям, за решение которой Гарри Максу Марковицу присуждена Нобелевская премия.
Предлагаемая статья охватывает распределение денежных средств по двум депози-
там: рублевому и валютному. Эта задача ранее решалась в однокритеральной под-
становке (Жуковский В. И., Солдатова Н. Г., Молоствов В. С.) методами математи-
ческого программирования. В настоящей статье задача рассматривается в двухкри-
териальной постановке и используется метод векторной оптимизации при неопреде-
ленности, предложенный В. И. Жуковским. В результате авторы сформулировали
простой и конструктивный способ распределения вклада по двум депозитам.

1. Постановка задачи

Пусть у вкладчика в начале года на руках имеется некоторая сумма средств,
которую он желает распределить между рублевым и валютным депозитами с тем,
чтобы через год получить наращенную сумму вклада. Именно, целью вкладчика яв-
ляется такое распределение всей наличности в начале года, при которой наращенная
сумма была бы возможно большей. Важными здесь являются два факта: во-первых,
зная, как распределять каждый рубль, вкладчик будет знать, как распределять лю-
бую сумму средств; во-вторых, будущий курс валюты, естественно, неизвестен, но
имеется диапазон его возможных изменений. В таком случае, будущий курс «высту-
пает» как интервальная неопределенность, о которой известны лишь границы изме-
нения, а какие-либо вероятностные характеристики отсутствуют (по тем или иным
причинам).

Подходящей математической моделью представляется следующая двухкритери-
альная задача:

Γ = 〈Z = [0, 1], Y = [a, b], {fi(z, y)}i=1,2〉,
где Z — множество альтернатив вкладчика z, определяющих, какую часть рубля
z он вкладывает в рублевый депозит, тогда оставшуюся часть 1 − z отправляет на
валютный. Сами критерии, значения которых называют исходами, в задаче Γ имеют
вид:

f1(z, y) = z(1 + r), f2(z, y) =
1− z
K

(1 + d)y, (1)
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здесь r и d — процентные ставки по рублевому и валютному депозитам соответ-
ственно; K и y курс валюты в начале и конце года соответственно. Как уже упоми-
налось, о курсе валюты в конце года известен лишь диапазон изменений y ∈ [a, b],
где 0 < a < b — заданные постоянные. Итак, вкладчик в начале года вносит z-вую
часть каждого рубля в рублевый, а остаток 1− z — в валютный депозит, затем кон-
вертирует 1−z в валюту 1−z

K
и через год с помощью обратной конвертации 1−z

K
(1+d)y

валютный вклад по курсу y ∈ [a, b] переводится в рубли. Статья [4] как раз и посвя-
щена построению альтернативы z∗, при которой сумма вкладов становится через год
наибольшей. Однако в [4] не учтены риски, возникающие при реализации такого z∗.
Тем более отметим, что учет рисков является актуальной задачей. Подтверждает эту
актуальность Нобелевская премия 1990 г., врученная Гарри Максу Марковицу [1] за
новый подход к исследованию риска распределения инвестиций и диверсификации
ожидаемых инвестиционных доходов. Идея такого подхода в настоящей статье рас-
пространяется на двухкритериальный случай задачи Γ.

Перейдем к понятию риска (по Сэвиджу–Нихансу) [2, 3]. Для этого каждому
критерию fi(z, y) (i = 1, 2) из (1) поставим в соответствие его функцию риска (сожа-
ления) по Сэвиджу–Нихансу [2, 3]

Ri(z, y) = max
u∈Z

fi(u, y)− fi(z, y) (i = 1, 2), (2)

и его сильно гарантированный риск (по Сэвиджу–Нихансу) при альтернативе z ∈ Z:

Ri[z] = max
y∈Y

Ri(z, y). (3)

Аналогично для каждого критерия fi(z, y) (i = 1, 2) из (1) определим его сильную
гарантию [5]

fi[z] = min
y∈Y

fi(z, y) (i = 1, 2). (4)

Наконец, задаче Γ с помощью (1)–(4) поставим в соответствие двухкритериаль-
ную «задачу гарантий»

Γ2 = 〈Z, {Fi[z] = fi[z]−Ri[z]}i=1,2〉. (5)

Приведем два понятия из теории многокритериальных задач:

− в Γ2 альтернатива zS ∈ Z называется максимальной по Слейтеру (слабо эф-
фективной) в двухкритериальной задаче (5), если при ∀z ∈ Z несовместна
система строгих неравенств Fi[z] > Fi[z

S] (i = 1, 2);
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− альтернатива zP ∈ Z называется максимальной по Парето (эффективной) в
(5), если при ∀z ∈ Z несовместна система неравенств Fi[z] ≥ Fi[z

P ] (i = 1, 2),
из которых хотя бы одно строгое.

Очевидно, что любая эффективная альтернатива является одновременно слабо
эффективной, обратное, вообще говоря, не верно.

Определение. Тройку (zS; f [zS], R[zS]) назовем сильно гарантированным по исхо-
дам и рискам максимальным по Слейтеру решением исходной задачи Γ (СГИР-МС),
если существуют

1) fi[z] = min
y∈Y

fi(z, y), Ri[z] = max
y∈Y

Ri(z, y) (i = 1, 2),

2) альтернатива zS максимальна по Слейтеру в задаче (5).

Напомним, что в приведенном выше определении

f [z] = (f1[z], f2[z]), R[z] = (R1[z], R2[z]),

Ri[z] = max
y∈Y

Ri(z, y), Ri(z, y) = max
u∈Z

fi(u, y)− fi(z, y) (i = 1, 2).

Почему же в качестве «хорошего» решения Γ предлагается СГИР-МС?
Во-первых, оно отвечает на вопрос о выборе действия: вкладчику предлагается

следовать альтернативе zS из тройки (zS; f [zS], R[zS]).
Во-вторых, эта стратегия zS «обеспечивает» при каждом i = 1, 2 исход fi(zS, y)

не меньший fi[zS] с риском Ri(z
S, y) не большим Ri[z

S] при реализации любой неопре-
деленности y ∈ Y (то есть zS «устанавливает» нижние границы для реализующихся
при z = zS исходов и верхние границы для рисков, сопровождающих такую реали-
зацию).

В-третьих, ситуация zS реализует «самые большие» в векторном смысле (макси-
мальные по Слейтеру) исходы и соответствующие им «минус» риски. Иначе говоря,
не существует другой альтернативы z 6= zS, при которой увеличивались бы все га-
рантии по исходам fi[z

S] и одновременно уменьшились бы все гарантии Ri[z
S] по

рискам.
Заметим, что объединение «во-вторых» и «в-третьих» является некоторым ана-

логом «действия» максиминной стратегии в однокритериальной задаче при неопреде-
ленности. Только внутренний минимум в максимине для Γ заменяется на min

y∈Y
Fi(z, y)

(i = 1, 2), а внешний максимум — на максимум по Слейтеру. Здесь возможны два
направления для дальнейших исследований. Первое из них: заменить оптимум по
Слейтеру на оптимум по Парето, по Борвейну, по Джоффриону, конусную оптималь-
ность и установить связи между такими разными решениями. Второе направление
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основывается на стремлении вкладчика к большим исходам, а взятые нами в при-
веденном определении гарантии «самые маленькие». Поэтому можно заменить ска-
лярные минимумы (из внутреннего минимума в максимине) на векторные из числа
выше перечисленных (тем самым увеличив для некоторых i = 1, 2 гарантии).

Замечание. Приведенное определение позволяет предложить следующий кон-
структивный способ построения СГИР-МС. Он сводится к четырем этапам.

Этап 1. По fi(z, y) найти max
z∈Z

fi(z, y) = ψi[y] и построить функцию риска (по

Сэвиджу–Нихансу) для критерия fi(z, y), именно,

Ri(z, y) = ψi[y]− fi(z, y) (i = 1, 2).

Этап 2. Построить гарантии исходов fi[z] = min
y∈Y

fi(z, y), рисков

Ri[z] = max
y∈Y

Ri(z, y) (i = 1, 2) и затем критерии Fi[z] = fi[z] − Ri[z] (i = 1, 2)

задачи (5).

Этап 3. Для двухкритериальной вспомогательной задачи гарантий
Γa = 〈Z, {Fi[z]}i=1,2〉 вычислить максимальную по Слейтеру альтернативу zS.
Здесь будем применять или теорему Ю. Б. Гермейера [6, с. 66] или лемму Карлина
[6, с. 71].

Этап 4. Найти двухкомпонентные вектора

f [zS] = (f1[zS], f2[zS]), R[zS] = (R1[zS], R2[zS])

и с их помощью выписать искомую СГИР-МС (zS; f [zS], R[zS]).

2. Явный вид гарантированного решения
задачи диверсификации

Нижеследующее утверждение представляет собой центральный результат насто-
ящей статьи.

Утверждение. Явный вид СГИР-МС в исходной задаче Γ будет

(zS, f [zS], R[zS]) = (zS; f1[zS], f2[zS];R1[zS], R2[zS]) =
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=



(0; 0,
1 + d

K
a; 1 + r, 0) при γ ≤ a,(

γ + a

2γ + a+ b
;
(γ + a)(1 + r)

2γ + a+ b
,

γ + b

2γ + a+ b

1 + d

K
a;

(1 + r)
γ + b

2γ + a+ b
, b

1 + d

K

γ + a

2γ + a+ b

)
при a < γ < b,(

1; 1 + r, 0; 0,
1 + d

K
b

)
при γ ≥ b,

(6)

где γ = 1+r
1+d

K.

Доказательство. Доказательство разделим на две части. В первой установим спра-
ведливость (6) при условии γ ≤ a и γ ≥ b, во второй докажем (6) при условии
a < γ < b.

Следуем четырем этапам из замечания.
Этап 1. С помощью (2) построим

R1(z, y) = [ max
z∈[0,1]

f1(z)]− (1 + r)z = (1 + r)− z(1 + r) = (1− z)(1 + r),

R2(z, y) = [ max
z∈[0,1]

f2(z, y)]− (1− z)
1 + d

K
y = zy

1 + d

K
.

Этап 2. На основе (4) и (3) найдем сильные гарантии исходов fi[z] и рисков Ri[z]

(i = 1, 2):

f1[z] = min
y∈[a,b]

z(1 + r) = z(1 + r); f2[z] = min
y∈[a,b]

(1− z)
1 + d

K
y = (1− z)

1 + d

K
a;

R1[z] = max
y∈[a,b]

R1(z, y) = (1− z)(1 + r); R2[z] = max
y∈[a,b]

R2(z, y) = z
1 + d

K
b.

С их помощью определим критерии Fi[z] = fi[z]−Ri[z] (i = 1, 2) в задаче (5):

F1[z] = f1[z]−R1[z] = (2z − 1)(1 + r),

F2[z] = f2[z]−R2[z] =
1 + d

K
a− 1 + d

K
(a+ b)z.

Этап 3. Здесь выделим два подслучая. В первом ограничимся условиями
γ = 1+r

1+d
K ≤ a и γ ≥ b. Во втором рассмотрим оставшийся вариант a < γ < b.
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Первый подслучай γ ≤ a или γ ≥ b. Для нахождения слабо эффективной аль-
тернативы zS в задаче (5) применим лемму Карлина [6, с. 71], согласно которой zS,
найденное из

max
z∈[0,1]

(F1[z] + F2[z]) = F1[zS] + F2[zS]

будет максимальна по Парето (и, следовательно, по Слейтеру) в (5). С учетом обо-
значения γ = 1+r

1+d
K имеем

max
z∈[0,1]

(F1[z] + F2[z]) =
1 + d

K
{[2γ − (a+ b)]z − γ + a} .

Эта функция линейна по z, определена на отрезке Z = [0, 1] и поэтому максимум
достигается на концах отрезка [0, 1] либо при z = 0, либо при z = 1; причем эти
максимумы

ϕ(0) = F1[0] + F2[0] =
1 + d

K
(a− γ) и ϕ(1) = F1[1] + F2[1] =

1 + d

K
(γ − b).

Имеют место две импликации

[a ≥ γ]⇒ [ϕ(0) > ϕ(1)], [γ ≥ b]⇒ [ϕ(0) < ϕ(1)].

В самом деле,

[a ≥ γ]⇔
[
a+ a

2
≥ γ

]
⇒
[
a+ b

2
> γ

]
⇒ [a− γ > γ − b]⇒

⇒
[
ϕ(0) =

1 + d

K
(a− γ) > ϕ(1) =

1 + d

K
(γ − b)

]
.

Аналогично доказывается и вторая из приведенных импликаций.
Итак установили, что при a ≥ γ максимальной по Слейтеру в (5) является аль-

тернатива zS = 0 , а при γ ≥ b — слабо эффективной альтернативой будет zS = 1.
Соответствующие сильные гарантии исходов и рисков сразу определяются из фор-
мул, полученных в процессе доказательства на этапе 2 и они приведены в (6) для
случая γ ≤ a и γ ≥ b.

Перейдем ко второму подслучаю a < γ < b. Здесь уже применим частный случай
указанной выше теоремы Ю. Б. Гермейера [6, с. 66]: альтернатива zS, найденная из

max
z∈[0,1]

min
i=1,2

Fi[z] = min
i=1,2

Fi[z
S], (7)
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максимальна по Слейтеру в задаче (5). Из (7) сразу получаем для построения zS

равенство F1[zS] = F2[zS], откуда

zS =
γ + a

2γ + a+ b
, 1− zS =

γ + b

2γ + a+ b
,

и поэтому с помощью формул для сильных гарантий из этапа 2 устанавливаем спра-
ведливость (6) случай a < γ < b.

Заключение

Настоящая статья может быть ориентиром для вкладчика, желающего внести на
годовой срок деньги в банк для их “наращивания”. Для него естественен вопрос: ка-
кую часть суммы положить на рублевый депозит, и тогда оставшаяся часть попадет
на валютный депозит?

В статье рекомендуется при ограничении 1+r
1+d

K ≤ a все деньги вложить в валют-
ный депозит, и тогда через год каждый рубль ему принесет доход, не меньший 1+d

K
a

с нулевым риском (наверняка!).
Если же 1+r

1+d
K ≥ b, то рекомендуем вкладчику вложиться в рублевый депозит,

что принесет ему через год с нулевым риском доход от каждого вложенного рубля
не меньше 1 + r.

Наконец, при a < 1+r
1+d

K < b вкладчик часть γ+a
2γ+a+b

от каждого рубля вносит
в рублевый депозит, а остаток в валютный. Через год он получит гарантированно
за каждый вложенный рубль наращенную сумму (γ+a)(1+r)

2γ+a+b
по рублевому вкладу и

γ+b
2γ+a+b

1+d
K
a — по валютному, причем первый из них с риском по Сэвиджу–Нихансу

(1 + r) (γ+b)
2γ+a+b

и второй — с риском в b1+d
K

γ+a
2γ+a+b

.
Здесь r и d процентные ставки по рублевому и валютному депозитам соответ-

ственно; K и y курсы валюты в начале и в конце года; верхний предел изменения
курса валюты в конце года y постоянная b > 0, а нижний предел a > 0 вкладчику
приходится прогнозировать.
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Information Exploration for Discrete Optimization Problems such as
Multiple Traveling Salesman Problems.

Germanchuk M. S.

Abstract. The problem of analysis and synthesis of optimal flows like the flow of resources,
information flow etc. have a vital importance for the real systems. As a rule, the mathematical
models are given by different types of nets. These nets are graph structures with marked
vertices and edges. They yield a number of Discrete Optimization (DO) problems most of
which are NP-complete. If the information connected with a given DO problems is taken into
account, then it is possible to design approximate and heuristic algorithms capable to manipulate
complex large-scale data. The Multiple Traveling Salesman Problem (MTSP) and its more
generalized version the Vehicle Routing Problem (VRP) are the most typical test problems.
They are connected with the problems of the shortest path, Hamiltonian circuit, vertex-edge
transformation, maximum cut etc. Real situations contain similar, rational, extreme statements of
problems, which are important for both exact and approximate solutions. Approximate solutions
are based on combinations of local heuristic algorithms. Extremal problems of analysis and
synthesis on graphs should take into account knowledge, information, facts and precedents.
A variety of problems is defined by the type of graphs simulating resource networks; the
structure of graphs, their dimension, the possibility of decomposition; the nature of the objective
functions and completeness of information concerning coefficients for the criteria; the ability to
represent restrictions on the network as disjunctive normal forms. The problem is complicated by
usage of additional information (knowledge) for restrictions and requires adaptation of existing
algorithms.

In this work on the base of knowledge-oriented approach, we give an overview of existing
results for discrete optimization problems such as TSP with restrictions, formulate new problems,
and suggest algorithms to solve them. The preliminary classification is given. It is shown that
the knowledge consideration about the network structure, salesmen objectives, and prohibitions
leads to decomposition (cluster) algorithms. The further development is associated with the
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approach based on the usage of controlled intelligent agents (in particular, salesman agents). We
consider the generalized multi-agent traveler salesmen problems taking into account a variety of
knowledge, information, data needed for both intelligent agents control and local agent control,
the algorithms of decomposition, clustering, analysis and synthesis of networks. The preliminary
numerical calculations confirm a necessity in a wide range of algorithms involved in the optimal
composition of met heuristics and filling control systems.

Keywords: Multiple Traveling Salesman Problem, knowledge-oriented models, approximation
algorithms

Введение

Задачи моделирования сложных социальных, экологических, экономических си-
стем требуют детального учета существующего в таких системах многообразия по-
токов. Информационные и ресурсные потоки связаны с различного типа сетями:
транспортными, водо-, электро-, теплоснабжения; предоставления услуг; сбора, вы-
воза и переработки бытовых отходов; рекреационными и др. Такие сети представ-
ляются графовыми структурами, которым приписаны некоторые величины (длина,
стоимость, время, интенсивность и т. п.). Задачи эффективного управления потока-
ми в сетях носят как локальный, так и глобальный характер. Необходимость локаль-
ного исследования непосредственно связана с естественной локальностью сетевых
структур или является следствием сложности системы, необходимости ее кластери-
зации (декомпозиции). Практическая востребованость таких задач определяет ак-
туальность исследования. Указанная проблематика наглядно проявляется в задачах
маршрутизации, задачах типа многих коммивояжеров [6, 11, 16, 17, 18], имеющих
широкие приложения.

Целью работы является разработка методов и алгоритмов приближенного ре-
шения знаниеориентированных сетевых задач типа многих коммивояжеров большой
размерности и связанных с ними задач псевдобулевой оптимизации, служащих на-
полнением соответствующих интеллектуализированных систем управления или под-
держки принятия решений.

При исследовании таких задач возникает многообразие математических моделей,
определяемое необходимостью учета исходной (входной), априорной, поступаемой и
извлекаемой информацией, ее полнотой, неопределенностью и т. п.

В работе [3] (и библиографии к ней) указывается на актуальность исследований
сетевых транспортных задач, разнообразие их постановок. В [3, 4, 16, 17, 18], в зави-
симости от исходной информации и критериев, связанных с эффективностью струк-
турных преобразований, рассматриваются задачи анализа и синтеза оптимальной
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транспортной сети. Проблемы разработки прикладных алгоритмов интеллектуали-
зации обработки информации в сетевых задачах обозначены в [9, 13, 24].

Оптимизационные сетевые задачи приводят к моделям дискретной (ДО) и непре-
рывной оптимизации (НО) в условиях многокритериальности, большой размерно-
сти, с дополнительными ограничениями, связанными с требованиями к прохожде-
нию маршрутов, транспортным средствам (ТС) и т. п. Для разработки практиче-
ского инструментария решения такого класса задач необходим учет информации,
знаний, прецедентов; набор широкого класса точных, приближенных методов, мета-
эвристик и их композиций, учитывающих специфику задачи. Решающую роль здесь
играет соотношение между локальными и глобальными методами и алгоритмами
решения задач. Анализ, синтез, изменение структуры сети, ее кластеризация, вы-
явление главных компонент требуют разработки итерационных оптимизационных
процедур. Развитие сети [3] предполагает наличие соответствующих декомпозицион-
ных методов ДО и методов реоптимизации [10], связанных с изменением парамет-
ров существующих элементов сети, с введением новых элементов (вершины, дуги),
изменяющих структуру сети, ее топологию, характеристики компонент, связность.
Характерной для такого подхода является задача для многих коммивояжеров.

В работе приведен обзор существующих результатов по задачам ДО типа ком-
мивояжера с ограничениями и получены новые постановки задач, предложены алго-
ритмы их решения. Приведена предварительная классификация. Показано, что учет
знаний о структуре сети, целях коммивояжеров, запретах приводит к декомпозици-
онным (кластерным) алгоритмам. Частично результаты докладывались на научно-
практической конференции «Молодая наука» [25].

Задача коммивояжера (ЗК) (Travelling Salesman Problem – TSP) – задача нахож-
дения оптимального маршрута обхода вершин графа с заданной матрицей попарных
стоимостей перемещения между вершинами является классической NP-трудной за-
дачей с широкими приложениями [5, 8, 9, 19, 20, 22, 23, 24, 25, 26, 27]. Рассматривае-
мый в работе класс задач является развитием классической ЗК. Обзор теоретических
результатов, точных и приближенных алгоритмов решения ЗК содержится в рабо-
тах [16, 17, 18] и библиографиях к ним. Приведем сетевую формулировку ЗК. Пусть
G = (V, U) – ориентированный (неориентированный) граф, где V (|V | = n) – мно-
жество вершин, U – множество дуг (ребер). Для ориентированных графов приняты
термины: дуга, путь, контур. Для неориентированных графов – ребро, цепь, цикл.
Предполагается, что графы без петель и кратных дуг (ребер). Пусть C – матрица
n × n действительных чисел, cij ≥ 0, (i, j) ∈ U длин дуг (весовых коэффициентов,
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стоимости). В ЗК требуется найти замкнутый маршрут (контур, цикл, т. е. начина-
ющийся и заканчивающийся в одном городе) коммивояжера, проходящий через все
города (вершины графа) по одному разу и имеющий минимальную стоимость (длину,
если cij – расстояния).

Знаниеориентированная модификация ЗК зависит от исходной информации, до-
полнительных требований и условий.

В работе [14] предложен вариант решения задачи типа многих коммивояжеров
с помощью построения максимальных разрезов. Декомпозиция задачи с помощью
процедуры максимального разреза выделяет две компоненты, на которых решает-
ся ЗК. Тем самым определяется необходимое число коммивояжеров. Так как задача
построения максимального разреза является NP-трудной, то в работе [14] проведен
сравнительный анализ использования эвристических алгоритмов (ЭА) и показано,
что лучшие результаты дает комбинация эвристик. Выбор наилучшей комбинации
ЭА зависит от размерности задачи, полноты информации и возможности ее исполь-
зования. Это предопределяет необходимость постоянного пополнения базы моделей
задач типа коммивояжера, базы алгоритмов, базы знаний, в которой фиксируются
знания о сети, коммивояжерах, ограничениях, критериях и целевых функциях в раз-
личных формах (ДНФ – дизъюнктивных нормальных формах, продукциях, фреймах
и т. п.), а также прецеденты и результаты реальных и квазиреальных вычислитель-
ных экспериментах.

Задача построения максимальных разрезов, применяемая для решения зада-
чи многих коммивояжеров, может рассматриваться как задача кластеризации или
декомпозиции исходной задачи и наоборот. В зависимости от учета обязательных
знаний о задаче могут применяться различные методы кластеризации (декомпози-
ции) [1], а не только методы построения максимальных разрезов.

Рассмотрим некоторые из ключевых моментов реализации программы исследо-
ваний для указанного подхода на примере знаниеориентированной задачи двух ком-
мивояжеров.

1. Обобщенный алгоритм приближенного решения ЗК большой
размерности

Алгоритм приближенного решения ЗК большой размерности, допускающий ши-
рокие обобщения в зависимости от привлечения различной информации, можно
представить в следующем виде:

1◦. Задать сеть < G,C > (граф и данные о распределении весовых коэффициен-
тов C на дугах и информация о вершинах).
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2◦. Провести кластеризацию сети (множество вершин графа разбить на два
V = V1 ∪ V2, V1 ∩ V2 = ∅, Gi = (Vi, Ui), i = 1, 2).

3◦. Построить кратчайшие маршруты обхода вершин V1 и V2 полученных сетей.
4◦. Представить решение задачи для двух коммивояжеров.
5◦. Используя 4, найти решение задачи для одного коммивояжера (если необхо-

димо), как задачи обхода множеств.
Реализация каждого шага алгоритма существенно зависит от наличия доступной

и обязательной информации (знаний о структуре, модели, целях и т. д.). Приведем
некоторые варианты.

1. Задан граф G = (V, U) (ориентированный, неориентированный) и матрица
стоимостей (расстояний) C (cij ≥ 0, (i, j) ∈ U, i, j ∈ V ).

2. Граф задан частично и существует информация для восстановления составля-
ющих, необходимых для решения ЗК.

3. Сеть меняется с течением времени:
– матрица C зависит от времени t, cij = cij(t); множество вершин и дуг не меня-

ется;
– множество вершин и дуг меняется с течением времени.
4. Сеть доступна локально:
– по мере продвижения агента-коммивояжера;
– из-за большой размерности сети для реализации решения задачи доступна толь-

ко часть сети.
5. Сеть находится в развитии (синтез сети, старение сети, аварийное (катастро-

фическое) изменение сети).
6. Сеть задается с помощью процедуры распознавания сети (алгоритмически).
7. Задание сети зависит от целей, поставленных при решении исходной приклад-

ной задачи, сводящейся к задаче типа m-коммивояжеров (ЗmК):
– цели определены полностью, непротиворечивы, иерархии целей соответствует

иерархия критериев;
– цели определены не полностью и необходима процедура устранения неопреде-

ленности.
8. Цели и критерии разные у каждого коммивояжера или общие. Определена

информация о критериях достижения целей.
9. Данные в сети полностью доступны каждому коммивояжеру или разная ин-

формация для каждого с непустым пересечением информационных множеств. На-
пример, известна статистика о данных сети: распределение весов, длин дуг, стоимо-
сти, характеристики для вершин и т. п.
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10. Учет знаний и прецедентов. Задание обязательных ограничений:
– по прохождению дуг (очередность) для каждого коммивояжера;
– по запретам на прохождение дуг каждым коммивояжером;
– по очередности посещения вершин;
– по сохранению оптимальных фрагментов маршрута, используемых ранее ком-

мивояжером. Такие знания, как правило, можно формализовать в виде ДНФ огра-
ничений. Приведем пример такой формализации.

Если дуга (i, j) ∈ R ⊂ U принадлежит множеству дуг обязательных для вклю-
чения в маршрут, то соответствующая переменная xij = 1. Для дуг, входящих в
вершину i и выходящих из j, справедливы формулы: ∨

(k,i)∈U
xki = 1 и ∨

(j,m)∈U
xjm = 1.

Объединение приводит к ограничениям

&
(i,j)∈R

((
∨

(k,i)∈U
xki

)
xij

(
∨

(j,m)∈U
xjm

))
.

В работах [22, 23, 24] отражены направления, связанные с ограничениями, внут-
ренними потерями и с условиями предшествования (задача курьера). Другие обобще-
ния связаны с обходом конечной системы множеств и дополнительными затратами,
связанными с выполнением работ. Для решения применяется оптимальный алгоритм
на основе экономичной версии динамического программирования, в рамках которого
и учитывается дополнительная информация. Заметим, что для такого класса задач
метод ветвей и границ также позволяет учитывать локальную информацию (огра-
ничения).

Возможные приложения связаны с транспортными перевозками, логистическими
задачами, для которых характерны ограничения в виде условий предшествования.
Транспортное средство по прибытию в пункт может принимать груз или корреспон-
денцию для доставки в другой пункт. Образуется пара: отправитель – получатель.
Информация о таких парах формирует ограничения необходимые для исполнения,
что усложняет выбор маршрута коммивояжера.

Примером учета знаний о вершинах в задаче двух коммивояжеров с множеством
вершин V графа G является выделение множества V1 ⊂ V (|V1| = k; |V | = n). Требу-
ется построить маршрут коммивояжеров, обязательно проходящий через множество
выделенных вершин V1 точно один раз, а через остальные (n− k) вершин – не более
одного раза [6, 11].

Указанная постановка задачи допускает дальнейшие обобщения. Выделяются два
множества вершин V1 и V2 :V1 ∪ V2 ⊆ V . Нужно найти два гамильтоновых контура
Γ1 и Γ2 такие, что агент вершины V1 посещает по одному разу, а остальные не более
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одного, аналогично для другого агента-коммивояжера (вершины V2 по одному разу,
а остальные не более одного).

Видоизменение данной постановки заключается в выделении множества вер-
шин V3, которые коммивояжеры посещают не более одного раза: V1 ∪ V2 ∪ V3 ⊆ V .

10.1. Известна прецедентная информация прохождения маршрутов (для всей или
части сети) предпочтительная для лица, принимающего решение (ЛПР).

10.2. Есть дополнительная информация: априорная о решении, прецедентная, о
необходимой точности решения и т. д.

11. Условия согласования по выбору: оптимальных маршрутов между коммиво-
яжерами; обмену информацией; характеру взаимодействия (кооперативному, неко-
оперированному, пошаговому и т. п.).

12. Известна или неизвестна информация о полноте знаний по всем сетевым ком-
понентам.

Следующим вариантом является обобщенная ЗК; она состоит в построении пол-
ного кратчайшего контура, в котором на посещение вершины не накладывается усло-
вие точно один раз. Для обобщенной ЗК в такой формулировке возможны указанные
выше обобщения.

В ЗК с условиями на дуги, выделяется фиксированное множество дуг U1 ⊂ U .
Требуется построить маршрут коммивояжера, обязательно проходящий через это
множество дуг. Такие условия ставятся в задаче о сельском почтальоне, в задаче о
сборе мусора.

В ЗК с несколькими весовыми матрицами кроме матрицы C задается еще одна
или несколько других матриц весов дуг (ребер) [16]:

1) матрицы задают ограничения сверху и (или) снизу на вес маршрута коммиво-
яжера и требуется найти решения ЗК с матрицей C, удовлетворяющие ограничениям
на веса/маршрут (кроме длины маршрута, могут быть ограничения на время про-
хождения маршрута, общие затраты и т. п.);

2) матрицы задают дополнительные ограничения на части маршрута коммивоя-
жера;

3) матрицы содержат критерии и ограничения.

2. Кластерная задача многих коммивояжеров

В практических задачах может быть неизвестно, какую необходимо иметь инфор-
мацию о сети, что является следствием неудачных постановок задач, спецификаций,
моделей и т. п. Роль адекватной, рациональной, целевой информации возрастает для
многокомпонентных сетей.
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2.1. Варианты обхода множества вершин. Например, в кластерной задаче мно-
гих коммивояжеров множество вершин V разбито на кластеры (компоненты) Vi,
i = 1, k, V1 ∪ V2 ∪ . . . ∪ Vk ⊆ V . Возможны различные варианты обхода вершин:

1) j-й коммивояжер посещает все вершины кластера Vi подряд и только после
этого переходит к межкластерному маршруту;

2) на маршрут в кластере Vi и между кластерами могут быть заданы условия
предшествования и другие условия;

3) требуется посетить в каждом кластере только часть вершин (или одну, мини-
мальный маршрут между Vi, i = 1, k);

4) находится представительная вершина кластера Vi, такая, что расстояние до
непосещаемых вершин кластера не превышает заданной величины;

5) требуется определить кластеры, удовлетворяющие условиям 4);
6) между коммивояжерами возможна конкуренция и т. д. (игровые обобщения).
Выделение блоков в задачах ДО типа многих коммивояжеров можно интерпре-

тировать как процесс кластеризации, который определяется спецификой задачи. В
том случае, когда явно присутствуют кластеры (иерархическая инфраструктура го-
рода, региона и т. д.), можно использовать известные алгоритмы кластеризации [1].
Декомпозиция задачи с помощью процедуры максимального разреза выделяет две
компоненты, на которых решается ЗК. Тем самым определяется необходимое число
коммивояжеров. Если размерности полученных компонент велики, процедура повто-
ряется. Для приближенного решения используются эвристики, как в задаче о мак-
симальном разрезе, так и для решения ЗК на кластерах. Например, приближенное
решение задачи о максимальном разрезе предполагает предварительное извлечение
информации:

1) по статистике распределения весовых коэффициентов, расстояний (ранжиро-
вания);

2) по грубому распределению кластеров, качественной информации о компонен-
тах, экспертной и прецедентной информации.

В работе [19] предлагается использовать декомпозиционный алгоритм, в котором
с помощью какой-нибудь кластеризации множество вершин разбивается на некоторое
число компонент (групп). Далее отыскивается рациональный обход этих множеств
(компонент) и устанавливаются вершины входа и выхода для смежных компонент.
Для каждой компоненты определяется кратчайший маршрут, соединяющий точки
входа и выхода. Затем эти маршруты объединяются.
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В задаче кластеризации учитывается удаленность вершин друг от друга. Пред-
полагается что число кластеров и центры группирования (вершины) заданы. Проце-
дура кластеризации проводится итерационно.

2.2. Учет знаний о принадлежности выделенной дуги одному из комми-
вояжеров. В задаче m-коммивояжеров принадлежность дуги (i, j) одному из них
приводит к ситуациям:

а) дуга (i, j) принадлежит искомому пути одного из коммивояжеров, но (i, j) не
принадлежит другим коммивояжерам;

б) одновременно принадлежит k-му и p-му коммивояжерам;
в) одновременно принадлежит всем коммивояжерам;
г) только одна из вершин — i и/или j принадлежит кому-то из других коммиво-

яжеров.

2.3. Алгоритм кластеризации задачи. Алгоритм состоит из следующих шести
шагов.

1◦. В кластер первого коммивояжера включаем вершины i и j. Для второго ком-
мивояжера выбираем вершину k максимально удаленную от вершин i и j.

2◦. Находим максимальный разрез между вершинами i,j и вершиной k.
3◦. Находим минимальный разрез, отделяющий вершины i,j от вершины k.
4◦. Если цели коммивояжеров не противоположны, то кластеризацию проводим

по максимальному разрезу. Тем самым в искомые маршруты не войдут дуги с мак-
симальным суммарным весом.

5◦. На кластерах строим пути (контуры) каждого из коммивояжеров.
6◦. Если цели коммивояжеров противоположны, то второй коммивояжер может

использовать вершины минимального разреза, тем самым, удлиняя путь первого ком-
мивояжера. Здесь возможна различная тактика агентов-коммивояжеров в зависимо-
сти от целей и доступной информации (игры на графах).

Приведем применение одного из простых алгоритмов построения разрезов, кото-
рый содержит следующие преобразования: найти максимальное значение (расстоя-
ние) cij ≥ 0, если на дугу (i, j) не наложено ограничений, то вершину i включить в
маршрут первого коммивояжера, а вершину j – в маршрут второго коммивояжера,
иначе, взять следующую по рейтингу дугу (k, p) и повторить процедуру, а дугу (i, j)

включить в маршрут одного из коммивояжеров и т. д. Параллельная работа трех
агентов, два из которых коммивояжеры, а третий осуществляет декомпозицию ЗК
для двух коммивояжеров позволяет упростить решения задачи.
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При реализации такой схемы с обязательными ограничениями, дополнитель-
ной информацией на компонентах (множество меньшей размерности) и построении
маршрута обхода множеств в качестве моделей ставится в соответствие ряд задач
псевдобулевой условной оптимизации, в частности с дизъюнктивными ограничени-
ями, для которых можно использовать результаты многокритериальной условной
псевдобулевой оптимизации [12].

Реальные ситуации содержат близкие, рациональные, экстремальные (оптими-
зационные) постановки задач, для которых важны как точные, так и приближен-
ные решения. Приближенные решения, как правило, базируются на комбинациях
локальных эвристических алгоритмов. В экстремальных задачах анализа и синте-
за на графах, как указывалось, необходимо учитывать знания, факты и прецеден-
ты. Разнообразие задач диктуется классами графов, моделирующих ресурсные сети;
структурой графов, их размерностью, возможностью декомпозиции; характером це-
левых функций и полнотой информации о коэффициентах критериев; возможностью
представления знаний об ограничениях на сети в виде ДНФ. Использование допол-
нительной информации (знаний) по обязательным ограничениям усложняют задачу
и требуют адаптации существующих алгоритмов.

Известные алгоритмы, реализующие построение кратчайшего пути, гамильто-
нового контура, максимального разреза, решения обобщенной задачи коммивояже-
ра, вершинно-реберных преобразований, нахождения потоковых характеристик се-
ти требуют модификаций, удовлетворяющих обязательным ограничениям, извлека-
емым и возникающим в процессе решения задачи знаниям.

Исходя из сочетания локального и глобального характера знаний о задаче ти-
па TSP в работах [6, 11], приведен подход по рациональному рассмотрению многокри-
териальных задач нескольких коммивояжеров как агентных в самоорганизующейся
системе. Агентная задача многих коммивояжеров на изменяющейся сети естествен-
но возникает, когда в рамках большой сетевой системы реализуется оптимальная
сеть (синтез сети). На базе известных решений проводится реоптимизация относи-
тельно добавления вершин, дуг, внутренних условий (ДНФ ограничений), знаний, по
количеству коммивояжеров-агентов. Устойчивость задач или оптимальных решений
позволяет строить эффективные алгоритмы.

Заметим, что количество агентов-коммивояжеров связано с декомпозицией ис-
ходной задачи большой размерности, с выделением характерных кластеров (город,
район и т. п.). С другой стороны решение задачи кластеризации может осуществ-
ляться с помощью агентов-коммивояжеров (задача распознавания конечных графов
несколькими агентами).
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Заключение

Базируясь на классической задаче типа многих коммивояжеров и применяя зна-
ниеориентированный подход, удалось описать как известные, так и новые постановки
задач дискретной оптимизации. Показано, что учет знаний, фактов, прецедентов мо-
жет реализоваться в моделях условной псевдобулевой оптимизации. Обоснование ал-
горитмов может опираться на точные методы (ветвей и границ, динамического про-
граммирования). Эти методы позволяют учитывать различные условия предшество-
вания, обязательного включения в оптимальный маршрут выделенного множества
дуг и другие. Размерность сети и NP-сложность задач требуют эвристических под-
ходов, основанных на различных алгоритмах декомпозиции и кластеризации. Такие
алгоритмы предложены в работе. Также рассмотрены обобщенные многоагентные
задачи типа коммивояжера, в которых учитываются разнообразные знания, данные,
необходимые для интеллектуального управления агентами и локального управления,
осуществляемого самим агентом, алгоритмы декомпозиции, кластеризации, анализа
и синтеза сети. Предварительные численные расчеты подтверждают необходимость
создания широкого комплекса алгоритмов, участвующих в оптимальной композиции
метаэвристик и наполняющих системы управления.
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MSC2010: 90C29

Новизна подхода, предложенного в настоящей статье, состоит в том, что лицо, прини-
мающее решение (ЛПР) в многокритериальной задаче при неопределенности стре-
мится не только увеличить гарантированное значение каждого из своих критери-
ев, но и одновременно уменьшить гарантированные риски, сопровождающие такое
увеличение. Предлагаемое исследование выполнено на стыке теории многокритери-
альных задач и принципа минимаксного сожаления Сэвиджа–Ниханса. Из теории
многокритериальных задач использовано понятие слабо эффективной оценки и со-
провождающая теорема Гермейера Ю.Б., а из принципа минимаксного сожаления —
оценка риска значением функции сожаления по Сэвиджу–Нихансу. Рассмотрение
ограничено интервальными неопределенностями, о которых (ЛПР) известна лишь
граница изменения, а какие-либо вероятностные характеристики отсутствуют. Вве-
дено новое понятие сильно гарантированного по исходам и рискам максимального
по Слейтеру решения, установлено его существование при обычных для математи-
ческого программирования ограничениях (непрерывность критериев, компактность
множества стратегий и неопределенностей). В качестве приложения найден явный
вид предложенного решения в задаче диверсификации вклада по рублевому и ва-
лютному депозитам.

Ключевые слова: максимум по Парето, стратегия, неопределенность, векторная гаран-
тия, риск по Сэвиджу, принцип минимаксного сожаления.

АнафиевА.С., БлыщикВ.Ф., ДонскойВ.И. Устойчивость алгоритмов
обучения классификации, основанных на модифицированной модели вы-
числении оценок / А.С.Анафиев, В.Ф.Блыщик, В.И.Донской // Та-
врический вестник информатики и математики. — 2016. — №4 (33). —
C. 23 – 47.

УДК: 519.95

В этой статье получен следующий теоретический результат: существует устойчивый
алгоритм A обучения модифицированной модели ABO∗, гарантирующий её обуча-
емость в форме универсального эмпирического обобщения непосредственно по од-
ной обучающей выборке путём минимизации эмпирического риска. Чтобы получить
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этот результат, была доказана LOO устойчивость алгоритма A . Алгоритм A по-
дробно описан в статье и является процедурой обучения с адаптацией, предполагаю-
щей варьирование только весов объектов обучающей выборки. Остальные параметры
модели полагаются фиксированными. Этого оказалось достаточно, чтобы добиться
требуемого результата. Предлагаемая модификация модели ABO минимальна: при
вычислении оценок исключается только случай суммирования, когда объект “голо-
сует за себя”. Легко показать, что в случае, когда модифицированная модель ABO∗

основана на использовании кратчайших элементарных логических отделителей (в
частности — тупиковых тестов), универсальное эмпирическое обобщение будет так-
же иметь место.

Ключевые слова: модифицированная модель ABO∗, устойчивость алгоритмов обучения,
обучаемость.

БардинА.Е., ЖитеневаЮ.Н. Линейная задача принятия решений с уче-
том рисков и сожалений / А.Е.Бардин, Ю.Н.Житенева // Таврический
вестник информатики и математики. — 2016. — №4 (33). — C. 48 – 58.

УДК: 519.87

В работе рассматривается задача линейного программирования при неопределен-
ности, формализуется понятие U -оптимального по рискам и сожалениям решения
данной задачи. Указан алгоритм построения оптимального решения. Реализация ал-
горитма показана на примере задачи составления оптимального плана производства

Ключевые слова: задача линейного программирования, неопределенность, двухкритери-
альная задача, риск по Вальду, сожаление по Сэвиджу, минимум по Парето.

Бельских Ю. А., Жуковский В. И., Смирнова Л. В. Способ гарантиро-
ванного распределения денежных средств по двум депозитам /
Ю. А. Бельских, В. И. Жуковский, Л. В. Смирнова // Таврический вест-
ник информатики и математики. — 2016. — №4 (33). — C. 59 – 67.

УДК: 519.853.53:519.816.4

Предлагается способ распределения фиксированной суммы средств по рублевому и
валютному депозитам. Способ лежит на стыке результатов теории многокритериаль-
ных задач при неопределенности и принципа минимаксного сожаления Сэвиджа–Ни-
ханса принятия решения в однокритериальной задаче при неопределенности. Этот
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способ позволяет гарантированно оценить наращенную за год сумму вклада, распре-
деленного в начале года по двум указанным депозитам. Причем о курсе валюты в
конце года известны лишь границы изменения.

Ключевые слова: многокритериальная задача, неопределенность, максимум по Слейте-
ру и Парето, критерий, альтернатива, принцип минимаксного сожаления.

ГерманчукМ.С. Использование дополнительной информации в за-
дачах дискретной оптимизации типа многих коммивояжеров /
М.С. Германчук // Таврический вестник информатики и математи-
ки. — 2016. — №4 (33). — C. 68 – 82.

УДК: 519.16

Для реальных систем актуальной является проблема анализа и синтеза оптималь-
ных потоков различной природы: ресурсных, информационных и других. В качестве
математических моделей используются сети — графовые структуры, вершинам и ду-
гам которых приписаны некоторые величины. Возникает многообразие классов задач
дискретной оптимизации (ДО), как правило, NP-трудных. Естественный учет ин-
формации, связанной с данными задачами ДО, позволяет строить алгоритмы (при-
ближенные, эвристические), пригодные для сложных задач большой размерности.
Характерными и тестовыми являются задачи маршрутизации, задачи типа многих
коммивояжеров. С ними связаны задачи построения кратчайшего пути, гамильтоно-
ва контура, вершинно-реберных преобразований, максимального разреза и другие.
В реальных ситуациях возникают экстремальные постановки задач, для которых
важны как точные, так и приближенные решения. Приближенные решения бази-
руются на комбинациях локальных и эвристических алгоритмов. В экстремальных
задачах анализа и синтеза на графах необходимо учитывать знания, факты, преце-
денты и другую релевантную информацию. Разнообразие задач диктуется классами
графов, моделирующих ресурсные сети; структурой графов, их размерностью, воз-
можностью декомпозиции; характером целевых функций и полнотой информации
о коэффициентах критериев; возможностью представления знаний об ограничениях
на сети в виде дизъюнктивных нормальных форм. Использование дополнительной
информации (знаний) по обязательным ограничениям усложняют задачу и требуют
адаптации существующих алгоритмов.

В работе, используя знаниеориентированный подход, приведен обзор существу-
ющих результатов по задачам ДО типа коммивояжера с ограничениями и получены
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новые постановки задач, предложены алгоритмы их решения. Приведена предвари-
тельная классификация. Показано, что учет знаний о структуре сети, целях комми-
вояжеров, запретах приводит к декомпозиционным (кластерным) алгоритмам. Даль-
нейшее развитие связывается с подходом, основанным на использовании управляе-
мых интеллектуальных агентов (в частности, агентов-коммивояжеров). Рассмотрены
обобщенные многоагентные задачи типа коммивояжера, в которых для интеллекту-
ального управления учитывается разнообразная информация, необходимая для ин-
теллектуального управления агентами, и локального управления, осуществляемого
самим агентом, алгоритмы декомпозиции, кластеризации, анализа и синтеза сети.
Предварительные численные расчеты подтверждают необходимость создания широ-
кого комплекса алгоритмов, участвующих в оптимальной композиции метаэвристик
и наполняющих системы управления.

Ключевые слова: задачи типа многих коммивояжеров, знаниеориентированные модели,
приближенные алгоритмы.
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