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ZERO SETS OF SOLUTIONS OF THE HYPERBOLIC DARBOUX
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Abstract. Zero sets of solutions of the hyperbolic Darboux equation Volchkov V. V. and
Volchkov Vit. V.

A hyperbolic analog of the generalized Darboux equation is considered. We investigate the structure
of zero sets of its solutions for the case where the solution is a radial function of second variable. We
show that every solution vanishing on some annulus must be zero in some other annulus containing the
first one.

Keywords: Darboux equation, hyperbolic plane, zero sets, uniqueness theorems, transmutation
maps

Introduction and statement of main result

Let D = {z ∈ C : |z| < 1}. The partial differential equation

(1− |z|2)2 ∂2

∂z ∂z
= (1− |w|2)2 ∂2

∂w ∂w
(1)

with f = f(z, w) ∈ C2(D × D) is called the generalized Darboux equation. Equations
of type (1) are of considerable interest in their own right, but they are also important
for many applications in geometric analysis (see [1], [2]) and integral geometry (see [3]–
[5]). In particular, such equations are closely connected with the mean value operators on
symmetric spaces (see [1]–[3], [5]).

If f(z, w) is a function of z and |w|, and f(z, w) = h(z, ρ), ρ = arth |w|, then
equation (1) can be rewritten as

4i(1− |z|2)2 ∂2h

∂z ∂z
=
∂2h

∂ρ2
+ 2cth 2ρ

∂h

∂ρ
. (2)

This relation is called the hyperbolic Darboux equation. Some Euclidean analogs of
equation (2) were studied in [1], [4, Part 5] and [6].

In this paper, we study zero sets of solutions of the hyperbolic Darboux equation. The
main result of the paper is as follows.
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Theorem 1. Let f ∈ C2(D × D) satisfy (1) and assume that f(z, w) is a function of z
and |w|. Suppose that R ∈ (0, 1) and r ∈ [0, R) are given and the following conditions
hold.

(i) f(z, 0) = 0 if r ≤ |z| ≤ R.
(ii) f(z, w) = 0 for all z, w ∈ D, |z| = R.

Then f(z, w) = 0 for all z, w ∈ D such that r ≤ |z| ≤ R and |w| ≤ th (arth |z|−arth r).

Some Euclidean analogs of Theorem 1 can be found in [4, Part 5] and [6]. As
regards other aspects of the theory of differential equations on symmetric spaces and
their applications, see [2, Ch. 5].

1. Notation

In the paper, we use the following standard notation: R, N, Z, and Z+ denote the sets
of real, natural, integer, and non-negative integers, respectively; Γ is the gamma-function;
F (a, b; c; z) is the Gauss hypergeometric function.

We shall consider the disk D as a Riemannian manifold with the Riemannian structure

ds2 =
|dz|2

(1− |z|2)2
. (3)

The Laplace-Beltrami operator for (3) is given by

L = 4i(1− |z|2)2 ∂2

∂z ∂z
.

The hyperbolic distance d between the points z1, z2 ∈ D is defined by

d(z1, z2) =
1

2
ln
|1− z1z2|+ |z2 − z1|
|1− z1z2| − |z2 − z1|

.

In particular,

d(z, 0) =
1

2
ln

1 + |z|
1− |z|

and |z| = th d(z, 0), z ∈ D.

The Riemannian measure dµ on D has the form

dµ(z) =
i

2

dz ∧ dz
(1− |z|2)2

.

For R > 0, BR(w) denotes the open non-Euclidean disk of radius R centered at w, i.e.,

BR(w) = {z ∈ D : d(z, w) < R}.

We set BR = BR(0) and SR(w) = {z ∈ D : d(z, w) = R}. Furthermore, let χR be the
characteristic function (the indicator) of the disk BR.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2016, 2



Zero sets of solutions of the hyperbolic Darboux equation 9

We need the following classes of functions and distributions on D: L(D) and Lloc(D)

are the classes of functions integrable and locally integrable on D with respect to the
measure dµ; D ′(D) and E ′(D) are the spaces of distributions and compactly supported
distributions on D, respectively; D(D) is the space of compactly supported functions
infinite differentiable in D.

Let T be a distribution with compact support in R. Its Fourier transform is defined
by the relation

T̂ (z) = 〈T, e−izt〉, z ∈ C.

For a distribution f , f denotes its complex conjugation, supp f stands for the support
of f . The symbol × denotes the convolution of distributions on D in the cases where it
exists (see [1, Ch. 2, § 5]). For the convolution of distributions on R, we use the usual
symbol "∗".

Let T = {z ∈ C : |z| = 1} and let ρ, ϕ be the polar coordinates of the point z ∈ D\{0}.
Let Hk be the space of spherical harmonics of degree k on T, regarded as a subspace of
L2(T) (see [4, Part 1, Ch. 5]). The dimension of Hk is denoted by the symbol ak. We
have a0 = 1 and ak = 2 for k ≥ 1. The reader can easily see that L2(T) is the direct sum
of the spaces Hk from the L2 theory of Fourier series on the unit circle. Indeed, Hk(T)

as a space of functions of the variable eiϕ, −π < ϕ < π, is the complex linear span of
{eikϕ, e−ikϕ}. From this point of view a Fourier series expansion on T in the same as an
expansion into spherical harmonics.

We set

Y
(0)

1 (σ) =
1√
2π
, Y

(k)
1 (σ) =

σk√
2π
, Y

(k)
2 (σ) =

σk√
2π
, σ ∈ T, k ≥ 1.

To every function f ∈ Lloc(BR) we assign its Fourier series

f(z) ∼
∞∑
k=0

ak∑
j=1

fk,j(ρ)Y
(k)
j (σ), 0 < ρ < thR, σ = z/%,

where
fk,j(ρ) =

∫
T

f(ρσ)Y
(k)
j (σ) |dσ|.

We set
fk,j(z) = fk,j(ρ)Y

(k)
j (σ).

Let O(2) be the orthogonal group of R2 with the normalized Haar measure dτ . If τ is
a rotation through angle θ in R2 then we set tk1,1(τ) = e−ikθ and tk2,2(τ) = eikθ. In addition,

«Таврический вестник информатики и математики», №2 (31)’ 2016



10 V. V. Volchkov, Vit. V. Volchkov

let t01,1(τ) = 1 for all τ ∈ O(2). Then one has

fk,j(z) = ak

∫
O(2)

f(τ−1z) tkj,j(τ) dτ (4)

(см. [7, Part 2, Ch. 9, formula (9.5)]).
Next, for each f ∈ D ′(BR) we define the distribution fk,j ∈ D ′(BR) by the formula

〈fk,j, g〉 =

〈
f, ak

∫
O(2)

g(τ−1z) tkj,j(τ) dτ

〉
, g ∈ D(BR).

For a set M(BR) ⊂ D ′(BR) let

Mk,j(BR) = {f ∈M(BR) : f = fk,j}, M\(BR) = M0,1(BR).

2. The functions Φλ,k,j

For the rest of the paper, λ ∈ C and

ν = ν(λ) =
1

2
(iλ+ 1).

For k ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , ak} and z ∈ D\{0} we put

Φλ,k,j(z) = Φλ,k(ρ)Y
(k)
j (σ), ρ = |z|, σ = z/ρ,

where
Φλ,k(ρ) =

Γ(ν + k)

Γ(ν) Γ
(
k + 1

) ρk (1− ρ2
)ν
F
(
ν + k, ν; k + 1; ρ2

)
. (5)

The equality

Φλ,k,j(z) =
1

2π

∫
T

(
1− |z|2

|z − η|2

)ν
Y

(k)
j (η) |dη| (6)

holds for all λ ∈ C and z ∈ D (see [4, Part 2, Ch. 2, formula (2.9)]). Since

1− |z|2

|z − η|2
≤ 1 + |z|

1− |z|
, z ∈ D, η ∈ T,

it follows from (6) that

max
z∈Br

∣∣∣∣( ∂

∂z

)α1
(
∂

∂z

)α2

Φλ,k,j(z)

∣∣∣∣ = O
(
(1 + |λ|)α1+α2 er|Imλ|) (7)

for r ∈ (0, 1) and α1, α2 ∈ Z+, where the constant in O does not depend on λ.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2016, 2



Zero sets of solutions of the hyperbolic Darboux equation 11

Lemma 1. Let λ, µ ∈ C, R ∈ (0, 1). Then

(λ2 − µ2)

R∫
0

t

(1− t2)2
Φλ,k(t) Φµ,k(t) dt =

=
R

(1−R2)

(
Φλ,k(R)Φ′µ,k(R)− Φµ,k(R)Φ′λ,k(R)

)
.

(8)

Proof. We have

Φλ,k(t) =
Γ(ν + k)

Γ(ν) Γ
(
k + 1

) tk (1− t2)−k ϕλ,k(arth t), (9)

where
ϕλ,k(ξ) = F

(
k +

1 + iλ

2
, k +

1− iλ
2

; k + 1; −sh2 ξ

)
(10)

(see (5) and [8, Ch. 2.9]). Using now [7, formulae (7.18) and (7.46)] we see that

(λ2 − µ2)

t∫
0

∆α(ξ)ϕµ,k(ξ)ϕλ,k(ξ) dξ =

= ∆k(t)
(
ϕλ,k(t)ϕ

′
µ,k(t)− ϕµ,k(t)ϕ′λ,k(t)

)
,

where

∆k(t) =

(
sin 2it

2i

)2k+1

.

This together with (9) implies (8). �

Equality (9) implies that for all k ∈ Z+, R ∈ (0, 1) the function Φλ,k(R) is an even
entire function of λ. Using [7, Proposition 7.4] we see from Hadamard’s theorem [9, Ch. 1,
Theorem 13] that Φλ,k(R) has infinitely many zeros. Since the function Φλ,k(R) is even,
the set of these zeros is symmetric with respect to λ = 0. It follows from (9), (10), and
the expansion of F in a hypergeometric series (see [8, Ch. 2, § 2.1, formula (1)]) that
Φλ,k(R) > 0 for iλ ∈ R.

Lemma 2. All the zeros of Φλ,k(R) are real and simple.

Proof. Let Φλ,k(R) = 0 for some λ ∈ C. We claim that λ ∈ R and d
dt

Φt,k(R)
∣∣∣
t=λ
6= 0.

Assume that λ 6∈ R; then λ2 6= λ
2, since iλ 6∈ R. Putting µ = λ in (8) and taking into

account that Φλ,k(R) = 0, we infer that

R∫
0

t

(1− t2)2

∣∣Φλ,k(t)
∣∣2 dt = 0, (11)

«Таврический вестник информатики и математики», №2 (31)’ 2016



12 V. V. Volchkov, Vit. V. Volchkov

which is impossible. Now assume that d
dt

Φt,k(R)
∣∣∣
t=λ

= 0. Letting µ → λ in (8) we
obtain (11) once again. Hence, all the zeros of Φλ,k(R) are real and simple. �

Let Nk(R) be the set of positive zeros λ of the function Φλ,k(R). Lemma 2 shows that
Nk(R) has the form Nk(R) = {λ1, λ2, . . .}, where λm = λm(R, k) is the sequence of all
positive zeros of Φλ,k(R) numbered in the ascending order. Owing to [9, Ch. 1, Theorem 6],
we have

∞∑
m=1

λ−1−ε
m <∞

for any ε > 0.

Lemma 3. Let λ ∈ Nk(R) and

I(λ) =

R∫
0

t

(1− t2)2
|Φλ,k(t)|2 dt.

Then I(λ) > Cλ−4, where C > 0 does not depend on λ.

Proof. Because of (10), for t > 0 one has

ϕλ,k(t) =
Γ(k + 1) (sh 2t)2k

Γ(k + 1
2
) 2k−

3
2

t∫
0

(ch 2t− ch 2ξ)k−
1
2 ·

· F
(

2k, 0; k +
1

2
;
ch t− ch ξ

2 ch t

)
cosλξ dξ

(see [10, equality (2.21)]). Using now (9) and repeating the arguments in [4, Part 2, the
proof of Lemma 2.7] we arrive at the desired statement. �

3. The spherical transform

For any m ∈ Z we consider the differential operator dm defined on C1(0, 1) as follows:(
dmf

)
(t) =

tm

(1− t2)m−1

d

dt

((1

t
− t
)m
f(t)

)
, f ∈ C1(0, 1).

Let Lk = L − 4(k − 1)kI, where I is the identity operator. A simple calculation shows
that (

Lkf
)
(z) = (dk−1d−ku)(ρ)Y

(k)
j (σ) (12)

if f ∈ C2(BR) has the form f(z) = u(ρ)Y
(k)
j (σ).

Using (5) and [8, formulae 2.8 (25), 2.8 (26))] we easily obtain(
dkΦλ,k

)
(ρ) = (iλ− 2k − 1)Φλ,k+1(ρ), (13)
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d−k−1Φλ,k+1

)
(ρ) = (iλ+ 2k + 1)Φλ,k(ρ). (14)

In what follows we assume that all functions that are defined and continuous in a
punctured neighbourhood of zero in C and admit continuous extension to 0 are defined
at 0 by continuity. The functions Φλ,k,j admit continuous extension to the point z = 0,
becoming real-analytic functions on D. Formulae (13), (14) and (12) imply that(

L+ (λ2 + 1)I
)(

Φλ,k,j

)
= 0. (15)

Formula (15) with k = 0 implies that Φλ,0(|z|) coincides with the elementary spherical
function ϕλ on D (see [8, Ch. 4, §4.2]). The spherical transform f̃(λ) of a distribution
f ∈ E

′

\ (D) is defined by
f̃(λ) = 〈f, ϕλ〉. (16)

By (16) and (15) we conclude that

L̃mf(λ) = (−1)m(λ2 + 1)mf̃(λ), m ∈ Z+.

This together with (7) shows that for f ∈ (E
′

\ ∩ C2m)(D)

f̃(λ) = O
(
|λ|−2m

)
, λ→∞, λ ∈ R, (17)

where the constant of the symbol O is independent of λ.

Lemma 4. Let T ∈ E ′\ (D), f ∈ C2(D) and Lf = −(λ2 + 1)f . Then

(f × T )(z) = T̃ (λ)f(z), z ∈ D. (18)

In particular,

(Φλ,k,j × χr)(z) = π sh 2r
Φλ,1(thr)

ν
Φλ,k,j(z) (19)

for any r > 0.

Proof. The first equality follows from the mean value theorem for the eigenfunctions of
the operator L (see [8, Ch. 4, § 2.2]). Next one has

χr(λ) =

∫
Br

Φλ,0(|z|)dµ(z) = 2π

thr∫
0

ρΦλ,0(ρ)

(1− ρ2)2
dρ.

Combining this with (14), we obtain

χ̃r(λ) = π sh 2r
Φλ,1(thr)

ν
.

Thus the second equality in the lemma follows from the first with T = χr. �
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Lemma 5. Let t > 0 and k ∈ Z+. Then there exists Ut,k ∈ E ′(R) such that
suppUt,k ⊂ [−t, t] and

Ût,k(λ) =
√

2π
Γ(ν)

Γ(ν + k)
Φλ,k(th t), λ ∈ C. (20)

Proof. As already pointed out in § 3, for each t > 0 the function Γ(ν)
Γ(ν+k)

Φλ,k(th t) is an
even entire function of λ. Moreover, it follows from (7) that

|Φλ,k(th t)| ≤ c et|Imλ|, (21)

where the constant c > 0 does not depend on λ. Now the Paley-Wiener theorem (see [11,
Theorem 7.3.1]) completes the proof. �

We now define an operator allowing the reduction of several problems for convolution
in D to the one-dimensional case. As usual, we set ρ = |z|, σ = z/ρ.

For f ∈ Lloc(D), ζ ∈ D \ {0}, z ∈ D \ {0} we set

Aζ(f)(z) =
1− ρ2

2π ρ
(f × χarth |z|)(ζ)Y

(1)
1 (σ) . (22)

Lemma 6. Let a > 0. There exists a linear homeomorphism Ak,j : D ′k,j(Ba)→ D ′\(−a, a)

such that the following assertions hold.

(i) For each λ ∈ C,

Ak,j(Φλ,k,j)(t) =
Γ(ν + k)

Γ(ν) Γ
(
k + 1

) cosλt. (23)

(ii) If f ∈ Lloc
k,j(Ba), t ∈ (0, a), and ζ ∈ St, then

2
√

2π A1,1

(
Aζ(f)

)
= Γ

(
k + 1

)
Y

(k)
j

(
ζ

|ζ|

)(
Ak,j(f) ∗ Ut,k

)
(24)

in D ′(t− a, a− t).

Proof. According to [7, Theorem 10.21], there exists a linear homeomorphism
Ak,j : D ′k,j(Ba) → D ′\(−a, a) satisfying (23). Let us prove (24). First of all, we note
that the set Lin {Φλ,k,j, λ ∈ C} is a dense subset of D ′k,j(Ba) (see [7, Proposition 9.9]).
Let a > 0, η ∈ D \ {0}. Consider a sequence fn ∈ Lin {Φλ,k,j, λ ∈ C} such that fn → f

in the space L(Ba(η)). Let ϕ ∈ D(D), suppϕ ⊂ Ba and let

ψ(z) =
1− ρ2

2π%
ϕ(z)Y

(1)
1 (σ) .
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Using (22) we obtain ∣∣〈Aη(fn), ϕ〉 − 〈Aη(f), ϕ〉
∣∣ ≤

≤ sup
z∈Ba

∫
Bd(0,z)(η)

|fn − f |dµ
∫
Ba

|ψ|dµ ≤

≤
∫

Ba(η)

|fn − f |dµ
∫
Ba

|ψ|dµ.

Since fn → f in L(Ba(η)) this implies that the sequence {Aη(fn)} converges to Aη(f)

in D ′(D). Therefore, to prove Lemma 6 we can assume without loss of generality that
f = Φλ,k,j, λ ∈ C. Next one has

2
√

2π A1,1

(
Aζ(Φλ,k,j)

)
(ξ) = Φλ,k,j(ζ) cosλξ (25)

(see (19)). On the other hand,

Γ
(
k + 1

) (
Ak,j(Φλ,k,j) ∗ Ut,k

)
(ξ) =

√
2π Φλ,k(ζ) cosλξ (26)

because of (23) and (20). Comparing (25) with (26) we arrive at (24). �

4. Proof of Theorem 1

We now proceed to the proof of Theorem 1. Let f ∈ C2(D×D) and suppose that this
function satisfies conditions (i)–(ii) in Theorem 1. For each t ∈ (0, 1), Asgeirsson’s mean
value theorem (see [1, Ch. 2, § 5.6, Theorem 5.28]) yields∫

St(z)

f(ζ, 0) dω(ζ) =

∫
St(0)

f(z, ζ) dω(ζ), z ∈ D,

where dω(ζ) =
|dζ|

1− |ζ|2
.

This equality and condition (i) in Theorem 1 show that

f(z, w) =
1

2π sh 2t

∫
St(z)

f(ζ, 0) dω(ζ) (27)

for all z ∈ D, w ∈ St(0). Let R′ = arthR, a = 2R′ − arth r. Now define u(z) = f(z, 0) for
r ≤ |z| < a and u(z) = 0 for |z| < r. Relation (4) and property (ii) imply that

uk,j(x) = 0 in BR′ (28)
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for all k ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , ak}. In addition, by property (ii) and (27),

(uk,j × χt)(ζ) = 0, ζ ∈ SR′(0),

for each t ∈ (0, R′ − arth r). Hence

Ak,j(u
k,j) ∗ UR′,k = 0 in (R′ − a, a−R′)

because of Lemma 6. Using now Lemma 3 and [4, Part 3, Theorem 1.3] we see that

Ak,j(u
k,j)(t) =

∑
λ∈Nk(R)

cλ,k,j cosλt, (29)

where cλ,k,j ∈ C,
cλ,k,j = O(λγ), λ→∞ (30)

for some γ > 0, and the series in (29) converges in the space D ′(−a, a). Owing to (23),
this means that

uk,j(z) =
∑

λ∈Nk(R)

cλ,k,j Φλ,k,j(z), (31)

where the series converges in D ′(Ba). Let ϕε ∈ D\(D) and suppϕε ⊂ Bε, ε ∈ (0, a). In
view of Lemma 4, we conclude from (31) that

(uk,j × ϕε)(z) =
∑

λ∈Nk(R)

cλ,k,j ϕ̃ε(λ) Φλ,k,j(z), z ∈ Ba−ε. (32)

Together with (30), relation (17) yields

cλ,k,j ϕ̃ε(λ) = O

(
1

λb

)
, λ→∞

for each b > 0. Taking (21) into account we see that the series in (32) converges uniformly
on compacts. Therefore, we obtain

cλ,k,j ϕ̃ε(λ) =

∫
BR′

|Φλ,k,j(z)|2 dµ(z)


−1 ∫
BR′

(uk,j × ϕε)(z) Φλ,k,j(z) dµ(z)

(see Lemma 1). Letting ε→ 0, for a suitable sequence {ϕε} one has

cλ,k,j =

∫
BR′

|Φλ,k,j(z)|2 dµ(z)


−1 ∫
BR′

uk,j(z) Φλ,k,j(z) dµ(z).

Hence cλ,k,j = 0 for all λ, k, j because of (28). Now we know that the functions uk,j and
u vanish in Ba. In view of (27) this gives us the assertion of Theorem 1.
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Small movements and eigenoscillations of a system “an ideal fluid–
barotropic gas”.

Gaziev E. L., Kopachevsky N. D.

Abstract. The paper is devoted to investigation of the problem on small movements and
eigenoscillations of a system that consists of an ideal incompressible fluid and barotropic gas,
and is situated in bounded vessel.

At the first part we use an operator approach for an investigation of the problem on small
oscillations of the system. By this way the initial-boundary value problem is transformed to
Cauchy problem for differential-operator equation of the second order in some Hilbert space. The
operator coefficients of this equation are operator of kinetic energy (positive and compact) and
operator of potential energy (bounded from below self-adjoint one with discrete spectrum). At
the bounded statically stable equilibrium state the potential energy operator is positive definite.

On the base of the properties of these operators we prove the theorems on correct solvability
as Cauchy problem for differential-operator equation as initial-boundary value problem. We prove
also the theorem on instability of considered system in the case when an minimal eigenvalue of
the potential energy operator is negative.

For eigenoscillations problem we prove that the spectrum of this problem is discrete with
a limit point at infinity. For computing of the eigenvalues (squared oscillation freequences) we
formulate the variational principle on the base of Ritz approach.

At the second part of our paper we consider more detailed the special case of the oscillations
problem when the vessel is cylindrical with arbitrary cross section and an equilibrium dividing
surface between fluid and gas is horizontal. We receive the characteristic equation of the problem
and prove that solutions of the equation are asymptotically divided into two sets. For the first
set there are corresponded gravitational-capillary waves in the system, and for the second one —
acoustic waves in a gas.
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Keywords: ideal fluid, incompressible fluid, barotropic gas, low gravity, equilibrium state,
eigenoscillations, eigenvalue, operator approach, Hilbert space, initial-boundary value problem,
spectral problem, solvability, strong solution, instability.

1. Часть I. Малые движения и собственные колебания системы
"жидкость—газ" в произвольной ограниченной области

1.1. Предисловие. Данная работа является продолжением исследований, пред-
ставленных в [1]. Здесь рассматривается в общей постановке задача о малых дви-
жениях и собственных колебаниях системы "идеальная жидкость–баротропный газ"
в произвольной ограниченной области. Предполагается, что эта система находится
в условиях, близких к невесомости, и потому следует учитывать влияние, наряду с
гравитационными, поверхностных сил. В связи с этим граница раздела "жидкость–
газ" является, вообще говоря, криволинейной. Предполагается, что состояние рав-
новесия системы определено, т. е. известна конфигурация границы раздела, области,
занимаемой жидкостью и газом, а также законы изменения давления в жидкости и
баротропном газе.

В части I статьи (пп. 2–11) исследуется операторными методами (см. [2])
начально-краевая задача о малых движениях системы. При этом при изучении вспо-
могательных краевых задач для областей с липшицевой границей используются обоб-
щенные формулы Грина (см. [3], [4]). Итогом такого подхода является переход от
исходной задачи к задаче Коши для дифференциально-операторного уравнения вто-
рого порядка в некотором гильбертовом пространстве. Операторные коэффициенты
этого уравнения имеют физический смысл: это операторы кинетической и потен-
циальной энергии системы. Изученные свойства этих операторов позволяют полу-
чить утверждение о корректной разрешимости задачи Коши для дифференциально-
операторного уравнения, а затем и аналогичное утверждение для исходной начально-
краевой задачи.

В работе рассматриваются также собственные колебания системы (п. 5, 8, 9).
Доказаны теоремы о дискретности спектра, о полноте и базисности системы соб-
ственных функций спектральной задачи, а также обращение теоремы Лагранжа об
устойчивости.

Часть II статьи посвящена рассмотрению спектральной проблемы в случае, когда
жидкость и газ заполняют цилиндрический сосуд с произвольным поперечным се-
чением, причем граница раздела между жидкостью и газом горизонтальная. Это
позволяет использовать метод разделения переменных и более детально исследовать
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проблему собственных колебаний. Установлено, в частности, что частоты и моды соб-
ственных колебаний асимптотически разбиваются на два класса: это поверхностные
волны, обусловленные действием в системе гравитационных и поверхностных сил
и родственные колебаниям двух несжимаемых жидкостей постоянной плотности, а
также акустические волны, отвечающие колебаниям лишь одного газа с неподвиж-
ной границей раздела.

Данная работа выполнена за счет средств гранта Российского научного фонда
(проект 16-11-10125), выполняемого в Воронежском госуниверситете.

Авторы благодарят З. З. Ситшаеву за внимание и помощь в работе.

1.2. О задаче статики. Будем считать, что идеальная однородная жидкость и ба-
ротропный газ заполняют некоторую область Ω ⊂ R3 и находятся под действием
слабого однородного гравитационного поля с ускорением ~g. Тогда в процессе движе-
ния жидкости следует учитывать и действие капиллярных (поверхностных) сил, и
данная гидросистема будет находиться в условиях, близких к невесомости (см. [6]).
Постоянную плотность жидкости обозначим через ρ1 > 0, а область, занятую ею
в состоянии покоя, — через Ω1 ⊂ Ω. Обозначим через S1 ту часть твердой стенки
S = ∂Ω, которая примыкает к жидкости, а через Γ — границу раздела сред в состоя-
нии покоя. Соответственно через S2 обозначим часть твердой стенки, примыкающую
к газу: S2 = S \ S1.

Введем декартову систему координат Ox1x2x3 таким образом, чтобы ось Ox3

была направлена против действия гравитационного поля: ~g = −g~e3 (~ek – орт оси Oxk,
k = 1, 3). Предполагаем, что газ является баротропным, т. е. зависимость градиента
давления ∇p2 от плотности газа ρ2 имеет вид

∇p2 = a2∇ρ2, (1.2.1)

где a2 — квадрат скорости звука в газе, которую считаем постоянной. Тогда, учи-
тывая условие равновесия в газе, получаем, что равновесная плотность газа ρ2,0(x),
x = (x1, x2, x3), изменяется по закону

ρ2,0(x) = ρ2,0(0) exp(−gx3/a
2), x ∈ Ω2, (1.2.2)

а равновесное давление — соответственно по закону

p0
2,0(x) = c2 + a2ρ2,0(0) exp (−gx3/a

2), c2 = const.

Равновесное давление в жидкости, как известно, изменяется по закону

p0
1(x) = c1 − gρ1x3, c1 = const. (1.2.3)
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1.3. Постановка задачи о малых колебаниях гидросистемы. Будем считать,
что задача статики решена (см. [6], [1]), т. е. определена форма равновесной поверх-
ности Γ, потому и области Ω1 и Ω2, занятые в состоянии покоя жидкостью и газом
соответственно.

Переходя к рассмотрению малых движений жидкости и газа относительно рав-
новесного состояния, введем поля перемещений ~wk(t, x) частиц жидкости и газа со-
ответственно в областях Ωk, k = 1, 2, а также поля отклонений давлений pk(t, x) и от-
клонение поля плотности в газе ρ2(t, x) от их равновесных значений (см. (2.2)–(2.4)).
Тогда после линеаризации уравнений движения в жидкости и газе, а также учитывая
снос граничных условий с движущейся границы раздела на равновесную поверхность
Γ (эта процедура для одной жидкости подробно описана, например, в [6]), приходим
к следующей начально-краевой задаче:

ρ1
∂2 ~w1

∂t2
= −∇p1 + ρ1

~f1, div ~w1 = 0 (в Ω1), (1.3.1)

ρ2,0
∂2 ~w2

∂t2
= −∇p2 − ρ2g~e3 + ρ2,0

~f2, ρ2 + div(ρ2,0 ~w2) = 0 (в Ω2), (1.3.2)

~w1 · ~n = 0 (на S1), ~w2 · ~n = 0 (на S2),

~w1 · ~n = ~w2 · ~n =: ζ (на Γ),

∫
Γ

ζdΓ = 0, (1.3.3)

p1 − p2 = Lσζ := −σ∆Γζ + aσ(x)ζ (на Γ),
∂ζ

∂ν
+ χζ = 0 (на ∂Γ), (1.3.4)

aσ(x) := −σ(k2
1 + k2

2) + g(ρ1 − ρ2,0(x)) cos(~̂n, ~e3), χ := (kΓ cos δ − kS)/ sin δ,

~wk(0, x) = ~w0
k(x),

∂ ~wk
∂t

(0, x) = ~w1
k(x), x ∈ Ωk, k = 1, 2. (1.3.5)

Поясним обозначения в уравнениях и граничных условиях (3.1)–(3.1). Через
~fk(t, x) (k = 1, 2) обозначены дополнительные малые поля плотности массовых сил,
наложенных на гравитационное поле. Далее, через ~n обозначен единичный вектор
внешней нормали (на Γ он направлен внутрь Ω2), а через ~ν — аналогичный вектор
к ∂Γ в плоскости, касательной к Γ на контуре ∂Γ. Затем δ — это угол смачивания
(двугранный угол между Γ и S1, 0 < δ < π); kΓ и kS — кривизны сечений поверхно-
стей Γ и S плоскостью, перпендикулярной к ∂Γ; ∆Γ — оператор Лапласа—Бельтра-
ми, действующий на поверхности Γ; σ = const > 0 — коэффициент поверхностного
натяжения на границе ”жидкость–газ”, т. е. на Γ; k1 и k2 — главные кривизны поверх-
ности Γ.

Отметим еще, что функция ζ = ζ(t, x), x ∈ Γ описывает малые перемещения дви-
жущейся границы раздела ”жидкость–газ” относительно равновесной поверхности Γ
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вдоль нормали ~n к Γ. Заметим также, что последнее условие в (3.4) есть следствие
условия сохранения объема жидкости в процессе малых колебаний гидросистемы, а
последнее условие в (3.5) — следствие сохранения угла смачивания в этом процессе
(см. [6]).

1.4. Применение метода ортогонального проектирования к исследуемой
проблеме. Будем исследовать задачу (3.1)–(3.1) методами теории операторов, дей-
ствующих в гильбертовом пространстве (см., например, [2], [6]). В связи с этим введем
необходимые для дальнейшего функциональные гильбертовы пространства.

1◦. Пространство векторных полей ~L2(Ω1) с квадратом нормы

‖~w1‖2
~L2(Ω1)

:=

∫
Ω1

|~w1|2 dΩ1.

2◦. Пространство ~L2(Ω2; ρ2,0) векторных полей с весом:

‖~w2‖2
~L2(Ω2;ρ2,0)

:=

∫
Ω2

ρ2,0(x)|~w2|2 dΩ2.

3◦. Пространство скалярных полей L2(Γ) с квадратом нормы

‖ζ‖2
L2(Γ) :=

∫
Γ

|ζ|2 dΓ

и его подпространство
L2,Γ := L2(Γ)	 {1Γ},

где 1Γ — единичная функция, заданная на Γ, а {1Γ} — одномерное подпространство
констант.

Будем далее считать, что искомые векторные и скалярные поля в задаче (3.1)–
(3.1) являются функциями переменной t со значениями в соответствующих введен-
ных гильбертовых пространствах. Заметим также, что в силу (2.1), (2.2) в правой
части первого уравнения (3.2)

−∇p2 − ρ2g~e3 = −a2ρ2,0(x)∇(ρ−1
2,0(x) ρ2).

Поэтому поля ~w2(t, x) и ∇(ρ−1
2,0(x)ρ2(t, x)) можно считать элементами пространства

~L2(Ω2; ρ2,0). Соответственно ~w1(t, x) и ∇p1(t, x) считаем элементами из ~L2(Ω1), а
ζ(t, x) — элементом из L2,Γ.

Воспользуемся теперь ортогональным разложением

~L2(Ω1) = ~J0(Ω1)⊕ ~G0,Γ(Ω1)⊕ ~Gh,S(Ω1), (1.4.1)
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~J0(Ω1) :=
{
~v1 ∈ ~L2(Ω1) : div~v1 = 0 (в Ω1), ~v1 · ~n = 0 (на ∂Ω1)

}
,

~G0,Γ(Ω1) :=
{
~u1 ∈ ~L2(Ω1) : ~u1 = ∇ϕ1, ϕ1 = 0 (на Γ)

}
,

~Gh,S(Ω1) :=
{
~w1 ∈ ~L2(Ω1) : ~w1 = ∇Φ1, ∆Φ1 = 0 (в Ω1),

∂Φ1

∂n
= 0 (на S1),

∫
Γ

Φ1dΓ = 0
}
,

(см. [2], с. 106), а также аналогичным разложением в пространстве с весом (оно до-
казывается так же, как (4.2), но только на два подпространства):

~L2(Ω2; ρ2,0) = ~G(Ω2; ρ2,0)⊕ ~J0(Ω2; ρ2,0), (1.4.2)

~G(Ω2; ρ2,0) :=
{
~u ∈ ~L2(Ω2; ρ2,0) : ~u = ∇ϕ,

∫
Ω2

ρ2,0 ϕdΩ2 = 0
}
,

~J0(Ω2; ρ2,0) :=
{
~v ∈ ~L2(Ω2; ρ2,0) : div (ρ2,0~v) = 0 (в Ω2), ~v · ~n = 0 (на ∂Ω2)

}
. (1.4.3)

(Здесь div (ρ2,0~v) и ~v · ~n, как и в (4.2), понимаются как функционалы в соответству-
ющих пространствах с негативной нормой, см. [2], с. 101–102.)

Из (4.2), (4.3) приходим к выводам, что в задаче (3.1)–(3.1) поле смещений ~w1(t, x)

нужно искать в виде

~w1(t, x) = ~v1(t, x) +∇Φ1(t, x), ~v1(t, x) ∈ ~J0(Ω1), ∇Φ1(t, x) ∈ ~Gh,S(Ω1), (1.4.4)

а поле давлений ∇p1(t, x) — в виде

∇p1(t, x) = ∇p̃1(t, x) +∇ϕ1(t, x), ∇p̃1 ∈ ~Gh,S(Ω1), ∇ϕ1 ∈ ~G0,Γ(Ω1). (1.4.5)

Соответственно, поле смещений ~w2(t, x) естественно разыскивать в виде

~w2(t, x) = ~v2(t, x) +∇Φ2(t, x), ~v2 ∈ ~J0(Ω2; ρ2,0), ∇Φ2(t, x) ∈ ~G(Ω2; ρ2,0), (1.4.6)

при этом функция ∇(ρ−1
2,0(x)ρ2(t, x)) уже является элементом из ~G(Ω2; ρ2,0). Наконец,

ζ(t, x) есть функция переменной t со значениями в L2,Γ.
Введем в рассмотрение ортопроекторы

P1,0 : ~L2(Ω1)→ ~J0(Ω1), P1,0,Γ : ~L2(Ω1)→ ~G0,Γ(Ω1), P1,h,S1 : ~L2(Ω1)→ ~Gh,S1(Ω1), (1.4.7)

а также ортопроекторы

P2,0 : ~L2(Ω2; ρ2,0)→ ~J0(Ω2; ρ2,0), P2,G : ~L2(Ω2; ρ2,0)→ ~G(Ω2; ρ2,0). (1.4.8)

Действуя ортопроекторами (4.9) на обе части первого уравнения (3.1), используя
представление (4.6), (4.7) и начальные условия, придем к соотношениям

∂2~v1

∂t2
= P1,0

~f1, ~v1(0, x) = P1,0 ~w
0
1(x),

∂~v1

∂t
(0, x) = P1,0 ~w

1
1(x); (1.4.9)
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∇ϕ1 = ρ1P1,0,Γ
~f1, ϕ1 = 0 (на Γ), (1.4.10)

ρ1
∂2

∂t2

(
∇Φ1

)
= −∇p̃1 + ρ1P1,h,S1

~f1, (1.4.11)

∇Φ1 · ~n = 0 (на S1), ∇Φ1 · ~n = ζ (на Γ),

∫
Γ

ζdΓ = 0. (1.4.12)

Аналогичная процедура для уравнения (3.2) при действии ортопроекторов (4.1)
дает соотношения

ρ2,0
∂2~v2

∂t2
=ρ2,0P2,0

~f2, ~v2(0, x)=P2,0 ~w
0
2(x),

∂~v2

∂t
(0, x)=P2,0 ~w

1
2(x); (1.4.13)

ρ2,0
∂2

∂t2

(
∇Φ2

)
= −a2ρ2,0∇(ρ−1

2,0 ρ2) + ρ2,0P2,G
~f2,

∇Φ2 · ~n = 0 (на S2), ∇Φ2 · ~n = ζ (на Γ),

∫
Γ

ζdΓ = 0.
(1.4.14)

Преимуществом метода ортогонального проектирования на подпростран-
ства (4.2), (4.3) является то обстоятельство, что задачи (1.4.9), (1.4.10), а так-
же (1.4.13) решаются непосредственно, а нетривиальной оказывается пробле-
ма (1.4.11), (1.4.12), (1.4.14) с учетом видоизмененных краевых и начальных условий.

Сформулируем постановку этой оставшейся начально-краевой задачи, опира-
ясь на тот факт, что в (1.4.11) и (1.4.14) все векторные поля потенциальны. Тогда
из (1.4.11) приходим к интегралу Коши—Лагранжа в области Ω1:

ρ1
∂2Φ1

∂t2
+ p̃1 = ρ1f̃1 + c̃1(t), ∇f̃1 = P1,h,S1

~f1.

В области Ω2 аналогично получаем

∂2Φ2

∂t2
+ a2ρ2,0

−1ρ2 = f̃2 + c̃2(t), ∇f̃2 = P2,G
~f2. (1.4.15)

С использованием этих соотношений динамическое граничное условие (3.5) (с
учетом соотношения ϕ1 = 0 (на Γ), см. (1.4.10)) после применения к нему ортопро-
ектора PΓ : L2(Γ)→ L2,Γ приводится к виду

ρ1
∂2Φ1

∂t2
− ∂2

∂t2

(
PΓ(ρ2,0Φ2)

)
+Bσζ = ρ1f̃1 − PΓ(ρ2,0f̃2) (на Γ),

Bσζ := PΓLσPΓζ, D(Bσ) =
{
ζ ∈ H2(Γ) ∩ L2,Γ :

∂ζ

∂ν
+ χζ = 0 (на ∂Γ)

}
.

С учетом (4.5) и (4.8) из второго уравнения (3.2) также имеем

ρ2 = − div(ρ2,0 ~w2) = − div(ρ2,0~v2)− div(ρ2,0∇Φ2),
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и тогда (1.4.15) принимает вид

∂2Φ2

∂t2
= a2∆0Φ2 + f̃2(t, x), ∆0Φ2 := ρ−1

2,0 div(ρ2,0∇Φ2).

Таким образом, в терминах потенциалов смещений нетривиальная начально-
краевая задача о малых движениях гидросистемы "идеальная жидкость–
баротропный газ" формулируется следующим образом. Необходимо найти функции
Φ1(t, x) и Φ2(t, x) из следующих уравнений, краевых и начальных условий:

∆Φ1 = 0 (в Ω1); (1.4.16)

∂2Φ2

∂t2
= a2∆0Φ2 + f̃2(t, x) (в Ω2),

∆0Φ2 := ρ−1
2,0div(ρ2,0∇Φ2), ∇f̃2 := P2,G

~f2;

(1.4.17)

∂Φ1

∂n
= 0 (на S1),

∂Φ2

∂n
= 0 (на S2),

∂Φ1

∂n
=
∂Φ2

∂n
=: ζ (на Γ),∫

Γ

ζdΓ = 0,

∫
Γ

Φ1dΓ = 0,

∫
Ω2

ρ2,0Φ2 dΩ2 = 0,

∫
Ω2

ρ2,0f̃2 dΩ2 = 0;
(1.4.18)

ρ1
∂2Φ1

∂t2
− ∂2

∂t2
PΓ (ρ2,0Φ2) + Bσζ = ρ1f̃1 − PΓ(ρ2,0f̃2) (на Γ), ∇f̃1 := P1,h,S1

~f1; (1.4.19)

Bσζ := PΓLσPΓζ, Lσζ = LσPΓζ = −σ∆Γζ + aσ(x)ζ,
∂ζ

∂ν
+ χζ = 0 (на ∂Γ); (1.4.20)

Φ1(0, x) = Φ0
1(x),

∂Φ1

∂t
(0, x) = Φ1

1(x), x ∈ Ω1,

Φ2(0, x) = Φ0
2(x),

∂Φ2

∂t
(0, x) = Φ1

2(x), x ∈ Ω2.

(1.4.21)

Кроме того, для Φ0
1(x) и Φ0

2(x), а также Φ1
1(x) и Φ1

2(x) должны выполняться условия
согласования в виде

∂Φ0
1

∂n
=
∂Φ0

2

∂n
=: ζ0,

∂Φ1
1

∂n
=
∂Φ1

2

∂n
=: ζ1 (на Γ). (1.4.22)

1.5. Постановка задачи о собственных колебаниях гидросистемы. Будем
рассматривать, наряду с начально-краевой задачей (1.4.16)–(1.4.21), задачу о соб-
ственных колебаниях системы "жидкость–газ", т. е. такие решения этой задачи, ко-
торые описывают свободные движения (~f1(t, x) ≡ ~0, ~f2(t, x) ≡ ~0) в исходной поста-
новке, см. (3.1)–(3.1). В этом случае решения задачи (1.4.16)–(1.4.21) можно искать
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в виде
Φk(t, x) = exp(iωt)Φk(x), k = 1, 2,

где ω — частота колебаний, a Φk(x) — амплитудные функции.
Для амплитудных элементов приходим к следующей спектральной проблеме

∆Φ1 = 0 (в Ω1), −∆0Φ2 = λa−2Φ2 (в Ω2), λ := ω2, (1.5.1)

∂Φ1

∂n
= 0 (на S1),

∂Φ2

∂n
= 0 (на S2),

∂Φ1

∂n
=
∂Φ2

∂n
=: ζ (на Γ), (1.5.2)

Bσζ = λ(ρ1Φ1 − PΓ(ρ2,0Φ2)) (на Γ), (1.5.3)∫
Γ

ζ dΓ = 0,

∫
Γ

Φ1 dΓ = 0, λ

∫
Ω2

ρ2,0Φ2 dΩ2 = 0. (1.5.4)

Здесь спектральный параметр λ входит как в уравнение в области Ω2, так и в гра-
ничное условие (1.5.3). Кроме того, порядки дифференциальных операторов в урав-
нениях (1.5.1) и (1.5.3) совпадают, так как ∆, ∆0 и ∆Γ — эллиптические операторы
одного и того же (второго) порядка.

Будем далее предполагать, что область Ω имеет липшицеву границу ∂Ω. Более
того, считаем, что поверхности S1, S2 и Γ — кусочно-гладкие с ненулевыми внут-
ренними углами, а контур ∂Ω (граница между Γ и S = ∂Ω) также обладаeт этими
свойствами.

Лемма 1. Пусть функции aσ(x), x ∈ Γ, и χ(x), x ∈ ∂Γ, определяемые состояни-
ем равновесия системы, непрерывны. Тогда оператор Bσ, заданный соотношениями
(1.4.20) на функциях из H2(Γ) ∩ L2,Γ, допускает расширение по Фридрихсу до само-
сопряженного ограниченного снизу оператора с дискретным спектром:

(Bσζ, ζ)L2,Γ
≥ c ‖ζ‖2

L2,Γ
, ∀ ζ ∈ D(Bσ) ⊂ H1(Γ) ∩ L2,Γ, c ∈ R. (1.5.5)

Доказательство. Оно такое же, как аналогичное утверждение для одной идеальной
жидкости, см. [2, c. 163–164]. �

Определение 1. Будем говорить, что система ”жидкость–газ” статически устойчива
по линейному приближению, если оператор Bσ положительно определен (Bσ � 0),
т. е. в (1.5.5) c > 0. �

Физический смысл оператора Bσ состоит в том, что его квадратичная форма
(Bσζ, ζ)L2,Γ

равна удвоенной потенциальной энергии исследуемой системы, отвечаю-
щей действию на нее гравитационных и поверхностных сил. При этом

(Bσζ, ζ)L2,Γ
=

∫
Γ

[σ|∇Γζ|2 + aσ(x)|ζ|2]dΓ + σ

∮
∂Γ

χ(s)|ζ|2ds, ζ ∈ D(Bσ). (1.5.6)
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Если Bσ � 0, то правая часть в (1.5.6) задает квадрат нормы ‖ζ‖2
Bσ

в энергетическом
пространстве HBσ = D(B

1/2
σ ), причем эта норма эквивалентна норме Дирихле:

c1

∫
Γ

|∇Γζ|2dΓ ≤ ‖ζ‖2
Bσ ≤ c2

∫
Γ

|∇Γζ|2dΓ,

∀ζ ∈ HBσ = H1(Γ) ∩ L2,Γ =: H1
Γ.

(1.5.7)

(Доказательство этого факта такoe же, как в [2, с. 164]).
Отметим теперь простое свойство решений задачи (1.5.1)–(1.5.4): собственные

значения этой задачи вещественны. Для доказательства этого факта приведем сна-
чала обобщенные формулы Грина для операторов ∆, ∆0 и ∆Γ, рассматриваемые в
соответствующих гильбертовых пространствах (см. [4]). Применительно к исследуе-
мой задаче они имеют следующий вид:

(η1, u1)H1(Ω1) :=

∫
Ω1

∇η1 · ∇u1 dΩ1 = 〈η1,−∆u1〉L2(Ω1)+

+ 〈γ1,Γη1, ∂1,Γu1〉L2(Γ) + 〈γS1η1, ∂S1u1〉L2(S1), ∀η1, u1 ∈ Ȟ1(Ω1) ⊂ H1(Ω1),

∆u1 ∈ (H1(Ω1))∗, γ1,Γη1 := η1|Γ ∈ H1/2(Γ), ∂1,Γu1 :=
∂u1

∂n

∣∣∣
Γ
∈ H̃−1/2(Γ),

γS1η1 := η1|S1 ∈ H1/2(S1), ∂S1u1 :=
∂u1

∂n

∣∣∣
S1

∈ H̃−1/2(S1); (1.5.8)

(η2, u2)H1(Ω2;ρ2,0) :=

∫
Ω2

ρ2,0(x)∇η2 · ∇u2 dΩ2 = 〈η2,−∆0u2〉L2(Ω2;ρ2,0)+

+ 〈γ2,Γη2, ρ2,0∂2,Γu2〉L2(Γ) + 〈γS2η2, ρ2,0∂S2u2〉L2(S2), ∀η2, u2 ∈ Ȟ1(Ω2) ⊂ H1(Ω2),

γ2,Γη2 := η2|Γ ∈ H1/2(Γ), ∂2,Γu2 :=
∂u2

∂n

∣∣∣
Γ
∈ H̃−1/2(Γ),

γS2η2 := η2|S2 ∈ H1/2(S2), ∂S2u2 :=
∂u2

∂n

∣∣∣
S2

∈ H̃−1/2(S2); (1.5.9)

(η, ζ)H1
Γ

:=

∫
Γ

∇Γη · ∇Γζ dΓ = 〈η,−∆Γζ〉L2(Γ) + 〈γ0η, ∂0ζ〉L2(∂Γ), ∀η, ζ ∈ H1
Γ,

γ0η := η|∂Γ ∈ H1/2(∂Γ), ∂0ζ :=
∂ζ

∂ν

∣∣∣
∂Γ
∈ H−1/2(∂Γ). (1.5.10)
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Здесь косыми скобками обозначены значения функционалов из сопряженного
пространства на элементах из основного пространства, а Ȟ1(Ωk) — те продпростран-
ства из H1(Ωk), у элементов которых производные по нормали, заданные на части
границы области, продолжимы нулем в классе H−1/2(∂Ωk) (см. [4]).

Для области Ω1 это будут оснащения (с компактными вложениями)

H1(Ω1) ↪→↪→ L2(Ω1) ↪→↪→ (H1(Ω1))∗,

H
1/2
Γ := H1/2(Γ) ∩ L2,Γ ↪→↪→ L2,Γ ↪→↪→ (H

1/2
Γ )∗ = H̃

−1/2
Γ ,

H1/2(S1) ↪→↪→ L2(S1) ↪→↪→ (H1/2(S1))∗ = H̃−1/2(S1).

Для области Ω2 соответственно имеем

H1(Ω2; ρ2,0) ↪→↪→ L2(Ω2; ρ2,0) ↪→↪→ (H1(Ω2; ρ2,0))∗,

∫
Ω2

ρ2,0u2 dΩ2 = 0,

H
1/2
Γ ↪→↪→ L2,Γ ↪→↪→ (H

1/2
Γ )∗, H1/2(S2) ↪→↪→ L2(S2) ↪→↪→ (H1/2(S2))∗ = H̃−1/2(S2).

Наконец, для границы Γ:

H1
Γ ↪→↪→ L2,Γ ↪→↪→ (H

1/2
Γ )∗,

H1/2(∂Γ) ↪→↪→ L2(∂Γ) ↪→↪→ (H1/2(∂Γ))∗ = H−1/2(∂Γ).

Лемма 2. Если Bσ � 0, то собственные значения λ задачи (1.5.1)–(1.5.4) находят-
ся среди значений вариационного отношения

F1(Φ1; Φ2) :=

ρ1

∫
Ω1

|∇Φ1|2 dΩ1 +

∫
Ω2

ρ2,0(x)|∇Φ2|2 dΩ2

a−2

∫
Ω2

ρ2,0(x)|Φ2|2 dΩ2 + ‖B−1/2
σ (ρ1Φ1 − PΓ(ρ2,0(x)Φ2))‖2

L2,Γ

. (1.5.11)

В общем случае, когда выполнено лишь условие ограниченности снизу (1.5.5),
эти собственные значения можно найти среди значений вариационного отношения

F2(Φ1; Φ2) :=

a2

∫
Ω2

ρ2,0(x)|∆0Φ2|2 dΩ2 + 〈ζ, Bσζ〉L2,Γ

ρ1

∫
Ω1

|∇Φ1|2 dΩ1 +

∫
Ω2

ρ2,0(x)|∇Φ2|2 dΩ2

. (1.5.12)

Из (1.5.12) следует, что собственные значения λ вещественны, а из (1.5.11),
когда Bσ � 0, — что они положительны.
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Доказательство. Из условия Bσ � 0 получаем, что существует обратный компакт-
ный положительный оператор B−1

σ > 0. Значит, условие (1.5.3) можно переписать в
виде

ζ = λB−1
σ (ρ1Φ1 − PΓ(ρ2,0(x)Φ2)),

а затем воспользоваться уравнениями и граничными условиями задачи (1.5.1)–(1.5.4)
и формулами Грина (1.5.7)–(1.5.10). Тогда λ будет равно правой части (1.5.11). Ана-
логичные преобразования в случае ограниченности снизу оператора Bσ приводят к
формуле (1.5.12). �

1.6. Применение операторного подхода. Переход к задаче Коши для
дифференциально-операторного уравнения в гильбертовом пространстве.
Вернемся к задаче (1.4.16)–(1.4.20) и воспользуемся для ее исследования оператор-
ным подходом, разработанным для линейных задач гидродинамики в [2]. С этой це-
лью рассмотрим ряд вспомогательных краевых задач, связанных с (1.4.16)–(1.4.20)
и отвечающих этим задачам операторов.

1◦. Рассмотрим краевую задачу

∆Φ1 = 0 (в Ω1),
∂Φ1

∂n
= 0 (на S1),

∂Φ1

∂n
= ζ (на Γ),

∫
Γ

ζ dΓ = 0,

∫
Γ

Φ1 dΓ = 0. (1.6.1)

Опираясь на обобщенную формулу Грина (1.5.8), определим слабое решение зада-
чи (1.6.1) как такую функцию из Ȟ1

Γ(Ω1) ⊂ H1(Ω), для которой выполнено тождество

(Ψ1,Φ1)H1
Γ(Ω1) :=

∫
Ω1

∇Ψ1 · ∇Φ1 dΩ1 = 〈γ1,ΓΨ1, ζ〉L2,Γ
, ∀Ψ1 ∈ Ȟ1

Γ(Ω1). (1.6.2)

Здесь

Ȟ1
Γ(Ω1) :=

{
Φ1 ∈ H1(Ω1) :

∂Φ1

∂n

∣∣∣ ∈ H̃−1/2(Γ),

∫
Γ

Φ1dΓ = 0
}
.

Приведем без доказательства следующее утверждение: задача (1.6.1) имеет сла-
бое решение Φ1(x) ∈ Ȟ1

h,Γ(Ω1) ⊂ Ȟ1
Γ(Ω1) ⊂ H1

Γ(Ω1) тогда и только тогда, когда
ζ ∈ H̃−1/2(Γ), т. е. ζ продолжима нулем на всю Γ в классе H−1/2(∂Ω1). При этом
решение выражается формулой

Φ1(x) = V1ζ, V1 ∈ L (H̃−1/2(Γ); Ȟ1
h,Γ(Ω1)),

Ȟ1
h,Γ(Ω1) :=

{
Φ1 ∈ Ȟ1

Γ(Ω1) : ∆Φ1 = 0 (в Ω1)
}
.

2◦. Рассмотрим теперь аналогичную проблему для области Ω2:

∆0Φ22 = 0 (в Ω2), ρ2,0(x)
∂Φ22

∂n
= 0 (на S2),
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ρ2,0(x)
∂Φ22

∂n
= ρ2,0(x)ζ (на Γ),

∫
Γ

ζ dΓ = 0,

∫
Ω2

ρ2,0(x)Φ22 dΩ2 = 0. (1.6.3)

Здесь слабое решение определяется на базе обобщенной формулы Грина (1.5.9) как
такая функция из Ȟ1

Ω2;ρ2,0), для которой выполнено тождество

(Ψ2,Φ22)H1
Ω2,ρ2,0

=

∫
Ω2

ρ2,0(x)∇Ψ2 · ∇Φ22 dΩ2 =

= −〈γ2,ΓΨ2, ρ2,0ζ〉L2(Γ), ∀Ψ2 ∈ Ȟ1
Ω2,ρ2,0

, (1.6.4)

Ȟ1
Ω2,ρ2,0

:=
{

Φ2 ∈ H1
Ω2,ρ2,0

:
(
ρ2,0(x)

∂Φ2

∂n

)
Γ
∈ H̃−1/2(Γ),

∫
Ω2

ρ2,0(x)Φ2 dΩ2 = 0
}
.

Соответствующее утверждение о разрешимости задачи (1.6.3) таково: эта зада-
ча имеет слабое решение тогда и только тогда, когда ζ ∈ H̃−1/2(Γ), и это решение
решение выражается формулой

Φ22 = V2ζ, V2 ∈ L (H̃−1/2(Γ); Ȟ1
h,Ω2,ρ2,0

),

Ȟ1
h,Ω2,ρ2,0

:=
{

Φ2 ∈ Ȟ1
Ω2,ρ2,0

: ∆Φ2 = 0 (в Ω2)
}
.

3◦. Рассмотрим еще вспомогательную задачу типа задачи Неймана для уравнения
Пуассона:

−∆0Φ21(x) = f2 (в Ω2), ρ2,0
∂Φ21

∂n
= 0 (на ∂Ω2),∫

Ω2

ρ2,0(x)f2 dΩ2 = 0,

∫
Ω2

ρ2,0(x)Φ21 dΩ2 = 0. (1.6.5)

Слабое решение этой задачи определим как такую функцию Φ21 из

H1
Ω2,ρ2,0

:=
{

Φ21 ∈ H1(Ω2, ρ2,0) :

∫
Ω2

ρ2,0(x)Φ21 dΩ2 = 0
}
,

для которой имеет место тождество

(Ψ2,Φ21)H1
Ω2,ρ2,0

= 〈Ψ2, f2〉L2,Ω2,ρ2,0
, ∀Ψ2 ∈ Ȟ1

Ω2,ρ2,0
. (1.6.6)

Заметим, что (1.6.6) следует из формулы Грина (см. [5])

(η2, u2)H1
Ω2,ρ2,0

= 〈η2,−∆0u2〉L2,Ω2,ρ2,0
+

+ 〈γ2η2, ρ2,0∂2u2〉L2(∂Ω2), ∀η2, u2 ∈ H1
Ω2,ρ2,0

,
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−∆0u2 ∈(H1
Ω2,ρ2,0

)∗, γ2η2 := η2|∂Ω2∈H1/2(∂Ω2), ∂2u2 :=
∂u2

∂n

∣∣∣
∂Ω2

∈H−1/2(∂Ω2).

Как следует из теории пар гильбертовых пространств, а также слабых решений
соответствующих операторных уравнений, задача (1.6.5) равносильна операторному
уравнению

AΦ21 = f2, Φ21 ∈ D(A) = H1
Ω2,ρ2,0

,

где A : H1
Ω2,ρ2,0

→ (H1
Ω2,ρ2,0

)∗ — оператор гильбертовой пары (H1
Ω2,ρ2,0

;L2,Ω2,ρ2,0). Поэто-
му слабое решение задачи (1.6.5) существует тогда и только тогда, когда выполнено
условие f2 ∈ (H1

Ω2,ρ2,0
)∗, причем Φ21 = A−1f2 ∈ H1

Ω2,ρ2,0
.

Отметим еще, что сужение оператора A на область определения D(A) ⊂ H1
Ω2,ρ2,0

такую, что область значений этого суженного оператора совпадает с пространством

L2,Ω2,ρ2,0 :=
{

Φ2 ∈ L(Ω2; ρ2,0) :

∫
Ω2

ρ2,0(x)Φ2 dΩ2 = 0
}
,

является самосопряженным положительно определенным оператором, действующим
в L2,Ω2,ρ2,0 , причем теперь D(A1/2) = H1

Ω2,ρ2,0
.

Опираясь на решения вспомогательных краевых задач 1◦–3◦ и возвращаясь к
проблеме (1.4.16)–(1.4.22), представим искомую функцию Φ2(t, x) в виде суммы
Φ2 = Φ21 + Φ22, где Φ22 — решение вспомогательной задачи 2◦, а Φ21 — задачи 3◦.
Тогда, используя введенные операторы V1, V2 и A (в задачах 1◦–3◦), перепишем со-
отношения (1.4.17) и (1.4.19) в виде

d2

dt2

(
η + V2ζ

)
+ a2Aη = f̃2(t), η := Φ21, (1.6.7)

d2

dt2

(
− PΓγ2(ρ2,0(x)η) + Cζ

)
+Bσζ = fΓ(t) := ρ1γ1f̃1 − PΓγ2(ρ2,0(x)f̃2), (1.6.8)

Cζ := C1ζ + C2ζ := ρ1γ1V1ζ − PΓγ2(ρ2,0(x)V2ζ),

γ1Φ1 := Φ1|Γ, γ2Φ22 := Φ22|Γ.
(1.6.9)

При этом все остальные уравнения из (1.4.16)–(1.4.18) уже учтены введением опера-
торов V1, V2, A и Bσ, однако к (1.6.7)–(1.6.9) следует еще присоединить видоизменен-
ные начальные условия:

ζ(0) = ζ0
(

=
∂Φ0

1

∂n

∣∣∣
Γ

=
∂Φ0

22

∂n

∣∣∣
Γ

)
, ζ ′(0) = ζ1

(
=
∂Φ1

1

∂n

∣∣∣
Γ

=
∂Φ1

22

∂n

∣∣∣
Γ

)
,

Φ0
1(x) = V1ζ

0, Φ0
22(x) = V2ζ

0, Φ1
1(x) = V1ζ

1, Φ1
22(x) = V2ζ

1,

η(0)=Φ0
21(x)=Φ0

2(x)− V2ζ
0 =: η0, η′(0)=Φ1

21(x)=Φ1
2(x)− V2ζ

1 =: η1. (1.6.10)
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Таким образом, начально-краевая задача (1.4.16)–(1.4.21) преобразована в задачу
Коши (1.6.7)–(1.6.10) для системы двух дифференциально-операторных уравнений
второго порядка: первое — для функций переменной t со значениями в L2,Ω2,ρ2,0 , а
второе — со значениями в L2,Γ.

Приведем эту систему к более симметричному виду, осуществляя в ней замену
искомой функции:

η = A−1/2η̃; (1.6.11)

действуя еще оператором A1/2 на обе части (1.6.7), приходим к задаче

d2

dt2

(
η̃ + A1/2V2ζ

)
+ a2Aη̃ = A1/2f̃2(t), η̃(0) := A1/2η0, η̃′(0) := A1/2η1, (1.6.12)

d2

dt2

(
− PΓγ2(ρ2,0(x)A−1/2η̃) + Cζ

)
+Bσζ = fΓ(t), ζ(0) := ζ0, ζ ′(0) := ζ1. (1.6.13)

Эту задачу, в свою очередь, можно переписать в векторно-матричной форме в виде
задачи Коши для одного дифференциально-операторного уравнения второго порядка
в гильбертовом пространстве H = L2,Ω2,ρ2,0 ⊕ L2,Γ:

d2

dt2

(
A u

)
+ Bu = f(t), u(0) = u0 := (η̃(0); ζ0)τ , u′(0) = u1 := (η̃1; ζ1)τ , (1.6.14)

u(t) = (η̃(t); ζ(t))τ , f(t) = (A1/2f̃2(t); fΓ(t))τ ; (1.6.15)

A :=

(
I Q∗

Q C

)
, B :=

(
a2A 0

0 Bσ

)
, D(B) = D(A)⊕D(Bσ) ⊂H , (1.6.16)

Q := −PΓγ2(ρ2,0(x)A−1/2), Q∗ := A1/2V2,

где символом (· ; ·)τ обозначена операция транспонирования, в данном случае вектор-
строки.

1.7. О свойствах операторных коэффициентов эволюционного уравнения.
Выясним свойства операторных коэффициентов задачи (1.6.14)–(1.6.16).

Лемма 3. Операторы Q и Q∗ из (1.6.16) являются взаимно сопряженными ком-
пактными операторами.

Доказательство. Из тождества (1.6.16) при ζ ∈ H̃
−1/2
Γ , Ψ2 = A−1/2η̃ ∈ H1

Ω2,ρ2,0
,

η̃ ∈ L2,Ω2,ρ2,0 , имеем

(Ψ2, V2ζ)H1
Ω2,ρ2,0

= (A1/2Ψ2, A
1/2V2ζ)L2,Ω2,ρ2,0

= (η̃, Q∗ζ)L2,Ω2,ρ2,0
=

= −〈γ2Ψ2, (ρ2,0(x)|Γ)ζ〉L2,Γ
= −〈γ2(ρ2,0(x))A−1/2η̃, ζ〉L2,Γ

=

= −〈PΓ(γ2(ρ2,0(x)A−1/2η̃)), ζ〉L2,Γ
= 〈Qη̃, ζ〉L2,Γ

. (1.7.1)

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2016, 2



Малые движения и собственные колебания системы “жидкость-баротропный газ” 33

В этом соотношении оператор Q : L2,Ω2,ρ2,0 → H
1/2
Γ ограничен. Действи-

тельно, при η̃ ∈ L2,Ω2,ρ2,0 имеем A−1/2η̃ ∈ H1
Ω2,ρ2,0

, ρ2,0(x)A−1/2η̃ ∈ H1(Ω2),
γ2 : H1(Ω2) → H1/2(Γ) также ограничен (по теореме Гальярдо для области Ω2

с липшицевой границей ∂Ω2). Поскольку при этом H1/2(Γ) компактно вложено в
L2(Γ), то Q : L2,Ω2,ρ2,0 → L2,Γ — компактный оператор. Тогда из (1.7.1) следует, что
Q∗ := A1/2V2 : H̃

−1/2
Γ → L2,Ω2,ρ2,0 сопряжен с Q : L2,Ω2,ρ2,0 → H

1/2
Γ и ограничен. Поэто-

му Q∗ := A1/2V2 : L2,Γ → L2,Ω2,ρ2,0 — компактный оператор. �

Теперь установим свойства оператора C.

Лемма 4. Оператор C := H̃
−1/2
Γ → H

1/2
Γ (см. (1.6.9)) является ограниченным. Его

сужение на L2,Γ является компактным положительным оператором, действую-
щим в L2,Γ.

Доказательство. Пусть ζ ∈ H̃
−1/2
Γ . Тогда из (1.6.2) при Ψ1 = Φ1 = V1ζ,

(∂Φ1/∂n)Γ = ζ, имеем

〈C1ζ, ζ〉L2,Γ
= 〈ρ1γ1V1ζ, ζ〉L2,Γ

= ρ1 (Φ1,Φ1)H1
Γ(Ω1) = ρ1

∫
Ω1

|∇Φ1|2dΩ1.

Далее, из (1.6.4) при Ψ2 = Φ22 = V2ζ, (∂Φ22/∂n)Γ = ζ, получаем аналогично

〈C2ζ, ζ〉L2,Γ
= −〈PΓγ2(ρ2,0(x)V2ζ), ζ〉L2,Γ

= −〈γ2(ρ2,0(x)Φ22),
∂Φ22

∂n
〉L2,Γ

=

= (Φ22,Φ22)H1
Ω2,ρ2,0

=

∫
Ω2

ρ2,0(x)|∇Φ22|2dΩ2.

Отсюда получаем, что

〈Cζ, ζ〉L2,Γ
= 〈(C1 + C2)ζ, ζ〉L2,Γ

= ρ1

∫
Ω1

|∇Φ1|2dΩ1 +

∫
Ω2

ρ2,0(x)|∇Φ22|2dΩ2. (1.7.2)

Здесь оператор ρ1γ1V1, как следует из свойств V1 ∈ L (H̃
−1/2
Γ ;H1

Γ(Ω1)),
γ1 ∈ L (H1(Ω1);H1/2(Γ)) (снова теорема Гальярдо для области Ω1 c липшицевой
границей ∂Ω1) ограничен: C1 ∈ L (H̃

−1/2
Γ ;H

1/2
Γ ). Аналогично, как и выше, проверяем,

что C2 = −PΓγ2(ρ2,0(x)V2) ∈ L (H̃
−1/2
Γ ;H

1/2
Γ ). Значит, C = 1 + 2 ∈ L (H̃

−1/2
Γ ;H

1/2
Γ ) и

для него справедлива формула (1.7.2).
Так как H

1/2
Γ компактно вложено в L2,Γ, то C : L2,Γ → L2,Γ — компактный опе-

ратор. Теперь из (1.7.2) получаем, что C|L2,Γ
— положительный оператор. Действи-

тельно, ((C|L2,Γ
)ζ, ζ)L2,Γ

= 0 лишь при Φ1 ≡ c1 = 0 и Φ2 ≡ c2 = 0 (с учетом нормиро-
вок (1.4.18)). �
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Следствием лемм 3 и 4 является такое утверждение.

Лемма 5. Операторная матрица A из (1.6.15) является ограниченным положи-
тельным оператором, действующим в пространстве H .

Доказательство. Ограниченность и самосопряженность A очевидна в силу лемм 3
и 4. Убедимся, что A — положительный оператор.

Имеем

(A u, u)H =

(
I Q∗

Q C

)(
η̃

ζ

)
·

(
η̃

ζ

)
=

= ‖η̃‖2
L2,Ω2,ρ2,0

+ 2Re(η̃, Q∗ζ)L2,Ω2,ρ2,0
+ (Cζ, ζ)L2,Γ

=

= ‖A1/2η‖2
L2,Ω2,ρ2,0

+ 2Re(A1/2η, A1/2V2ζ)L2,Ω2,ρ2,0
+ (Cζ, ζ)L2,Γ

=

= ‖Φ21‖2
H1

Ω2,ρ2,0

+ 2Re(Φ21,Φ22)H1
Ω2,ρ2,0

+ ρ1

∫
Ω1

|∇Φ1|2dΩ1 +

∫
Ω2

ρ2,0(x)|∇Φ22|2dΩ2 =

= ρ1

∫
Ω1

|∇Φ1|2dΩ1 +

∫
Ω2

ρ2,0(x)|∇Φ2|2dΩ2 (Φ2 = Φ21 + Φ22). (1.7.3)

Здесь при выводе были использованы обозначение (1.6.7), замена (1.6.11), определе-
ния операторов V1, V2 и C, а также формула (1.7.2). Теперь из (1.7.3) следует, что
A — неотрицательный оператор, а с учетом нормировок для Φ1 и Φ2 — что этот
оператор положителен. �

Установленные в леммах 3–5 свойства операторов позволяют далее исследовать
как задачу Коши (1.6.14)–(1.6.16), так и исходную начально-краевую задачу (3.1)–
(3.1), а также соответствующие спектральные проблемы.

1.8. Cобственные колебания системы "жидкость–газ". Рассмотрим задачу о
собственных колебаниях гидросистемы на основе полученной в операторной форме
задачи Коши (1.6.14)–(1.6.16). Полагая

f(t) ≡ 0, u(t) = exp(iωt)u,

приходим для амплитудных элементов u к спектральной проблеме

Bu = λA u, u = (η̃; ζ)τ ∈ D(B) ⊂H , λ = ω2. (1.8.1)

Будем считать сначала, что система статически устойчива, т. е. оператор Bσ � 0.
Тогда и оператор B � 0, причем обратный

B−1 = diag(a−2A−1;B−1
σ )
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положителен и компактен в H = L2,Ω2,ρ2,0 ⊕ L2,Γ.
Осуществим в (1.8.1) замену

B1/2u = w ∈ D(B1/2) (1.8.2)

и подействуем слева оператором B−1/2. Возникает спектральная задача

B−1/2A B−1/2w = µw, µ := λ−1, (1.8.3)

равносильная задаче (1.8.1). Действительно, из (1.8.3) следует, что w ∈ D(B1/2) и
потому B1/2w = λA B−1/2w. После замены (1.8.2) приходим к задаче (1.8.1).

В уравнении (1.8.3) оператор B−1/2A B−1/2 компактный и положительный. От-
сюда по теореме Гильберта—Шмидта приходим к следующему выводу.

Теорема 1. Пусть Bσ � 0. Тогда задача (1.8.1) имеет дискретный положитель-
ный спектр {λk}∞k=1, lim

k→∞
λk = +∞, и систему собственных элементов {uk}∞k=1,

uk = (η̃k, ζk)
τ , образующую ортогональный базис как в энергетическом простран-

стве HB = D(B1/2) ⊂ H , так и по форме (A u, u)H оператора A . При этом
выполнены следующие свойства ортонормировки:

(uk, ul)B = (B1/2uk,B
1/2ul)H = λkδkl,

(A uk, ul)H = (A 1/2uk,A
1/2ul)H = δkl.

Собственные значения λk могут быть найдены как последовательные миниму-
мы вариационного отношения F1(Φ1; Φ2) из (1.5.11) либо вариационного отношения
F2(Φ1; Φ2) из (1.5.12), где

〈ζ, Bσζ〉L2,Γ
= (B1/2

σ ζ, B1/2
σ ζ)L2,Γ

= (ζ, ζ)Bσ .

Эти отношения следует рассматривать на классе функций Φ1, Φ2, для которых
выполнены граничные условия (1.5.2), условия нормировки (1.5.4), а также первое
уравнение (1.5.1).

Числа µk = λ−1
k могут быть найдены также как последовательные максимумы

вариационного отношения

F3(Φ1; Φ2) = F−1
1 (Φ1; Φ2) =

=

a−2

∫
Ω2

ρ2,0(x)|Φ2|2 dΩ2 + ‖B−1/2
σ (ρ1Φ1 − PΓ(ρ2,0(x)Φ2))‖2

L2,Γ

ρ1

∫
Ω1

|∇Φ1|2 dΩ1 +

∫
Ω2

ρ2,0(x)|∇Φ2|2 dΩ2

, (1.8.4)

«Таврический вестник информатики и математики», №2 (31)’ 2016



36 Э. Л. Газиев, Н. Д. Копачевский

рассматриваемого на всем пространстве H1
Γ(Ω1) ⊕ H1

Ω2,ρ2,0
. При этом уравне-

ния (1.5.1), граничные условия (1.5.2), (1.5.3) для решений задачи (1.8.1) будут вы-
полнены автоматически, так как они для проблемы (1.8.4) являются естествен-
ными c вариационной точки зрения. �

1.9. Обращение теоремы Лагранжа об устойчивости. Рассмотрим теперь
спектральную задачу (1.8.1) в случае, когда оператор Bσ из (1.6.15), имеющий дис-
кретный спектр {λk(Bσ)}∞k=1, см. лемму 1, уже не является положительно определен-
ным, т. е. система ”жидкость–газ” не является статически устойчивой по линейному
приближению. Считая, что константа c в (1.5.5) отрицательна, будем иметь

−∞ < c ≤ λ1(Bσ) ≤ . . . ≤ λκ(Bσ) < 0 = λκ+1(Bσ) = . . . = λκ+q(Bσ) < λκ+q+1(Bσ) ≤

≤ . . . ≤ λk(Bσ) ≤ . . . , κ ≥ 1, q ≥ 0, λk(Bσ)→ +∞ (k →∞), (1.9.1)

где собственные значения λk(Bσ) выписаны с учетом кратностей.
Тогда в силу определения оператора B из (1.6.15), дискретности и положитель-

ности спектра оператора A (см. задачу 3◦ в п. 6) приходим к выводу, что оператор
B имеет дискретный спектр c теми же свойствами:

−∞ < c ≤ λ1(B) ≤ . . . ≤ λκ(B) < 0 = λκ+1(B) = . . . = λκ+q(B) < λκ+q+1(B) ≤

≤ . . . ≤ λk(B) ≤ . . . , κ > 1, q ≥ 0, λk(B)→ +∞ (k →∞). (1.9.2)

Переходя к изучению задачи (1.8.1) с учетом свойств (1.9.1), (1.9.2) операторов
Bσ и B, рассмотрим ортогональное разложение

L2,Γ =: H = H0 ⊕H1, H0 := kerBσ, dimH0 = q, H1 := H 	H0,

а также соответствующие ортопроекторы P0 и P1. Тогда, подставляя ζ ∈ H в виде
ζ = ζ0 + ζ1, ζ0 ∈ H0, ζ1 ∈ H1, в уравнение (1.8.1), записанное в векторно-матричной
форме (см. (1.6.15), (1.6.16)), и проектируя обе части второго уравнения этой системы
на подпространства H1 и H0 соответственно, придем к спектральной задаче

a2Aη̃ = λ(η̃ +Q∗P0ζ0 +Q∗P1ζ1)

B1ζ1 = λ(P1Qη̃ + P1CP0ζ0 + P1CP1ζ1)

0 = λ(P0Qη̃ + P0CP0ζ0 + P0CP1ζ1)

, (1.9.3)

B1 := (P1Bσ)|H1 , kerB1 = {0}.
Далее в задаче (1.9.3) следует провести рассуждения, описываемые в общей ситу-

ации в п. 1.5.3 из [2, c. 57–60] и использующие теорию операторов в пространстве Πκ с
индефинитной метрикой. Не приводя подробных выкладок, сформулируем итоговое
утверждение.
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Теорема 2. Задача (1.8.1) при условиях (1.9.1), (1.9.2) имеет дискретный спектр
{λk)}∞k=1, расположенный на вещественной оси и имеющий предельную точку
λ = +∞. При этом κ собственных значений (нумерация с учетом их кратно-
стей) отрицательны, q последующих собственных значений нулевые, а остальные
положительны, т. е.

−∞ < λ1 ≤ . . . ≤ λκ < 0 = λκ+1 = . . . = λκ+q <

< λκ+q+1 ≤ . . . ≤ λk ≤ . . . , λk → +∞ (k →∞). (1.9.4)

Собственные элементы {uk}∞k=1 задачи (1.8.1), отвечающие собственным зна-
чениям (1.9.4), образуют ортонормированный базис по форме оператора A . При
этом выполнены свойства ортогональности

(A uk, ul)H = δkl, (Buk, ul)H = λkδkl.

�

Из теоремы 2 получаем важный физический вывод, который хорошо известен в
механике систем с конечным числом степеней свободы.

Теорема 3. (Обращение теоремы Лагранжа об устойчивости). Пусть состояние
равновесия гидросистемы ”жидкость–газ” не является статически устойчивым, и
оператор потенциальной энергии Bσ имеет по крайней мере одно отрицательное
собственное значение (см. (1.9.1)). Тогда эта система и динамически неустойчива,
т. е. задача (1.8.1) будет иметь по крайней мере одно отрицательное собствен-
ное значение λ = ω2, и потому существует решение однородной задачи (1.6.14),
экспоненциально возрастающее во времени по закону exp(t

√
|λ|). �

1.10. О существовании сильного решения задачи Коши. Вернемся к зада-
че (1.6.14)–(1.6.16) и выясним условия, при которых она однозначно разрешима на
любом отрезке времени [0, T ] в общей ситуации, когда оператор потенциальной энер-
гии Bσ лишь ограничен снизу и для его собственных значений выполнены свой-
ства (1.9.1).

Итак, имеем задачу

d2

dt2
(A u) + Bu = f(t), u(0) = u0, u′(0) = u1, (1.10.1)

u(t) = (η̃(t); ζ(t)τ , f(t) := (A1/2f̃2(t); fΓ(t))τ ,

u0 = (η̃0; ζ0)τ , u1 = (η̃1; ζ1)τ ,
(1.10.2)
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где u(t) — функция переменной t со значениями в пространстве H = L2,Ω2,ρ2,0⊕L2,Γ,
а операторы A и B определены в (1.6.14), (1.6.16).

Определение 2. Назовем сильным решением задачи (1.10.1), (1.10.2) на отрезке
[0, T ] функцию u(t) со значениями в D(A −1/2) ⊂H , для которой выполнены следу-
ющие условия:
1◦. u(t) ∈ D(A −1/2B) при любом t ∈ [0, T ] и A −1/2Bu(t) ∈ C([0, T ]; H );
2◦. u′(t) ∈ D(|B|1/2) и |B|1/2du/dt ∈ C([0, T ]; H );
3◦. u(t) ∈ C2([0, T ]; D(A −1/2));
4◦. для любого t ∈ [0, T ] выполнено уравнение (1.10.1), где все слагаемые являются
непрерывными функциями t со значениями в D(A −1/2);
5◦. выполнены начальные условия (1.10.1). �

Замечание 1. Если считать, что оператор A действует в шкале пространств
H α=D(A −α), α ∈ R, то для сильного решения задачи (1.10.1), (1.10.2)

d2

dt2
(A u) ≡ A 1/2 d

2

dt2
(A 1/2u) ≡ A

d2u

dt2
∈ C([0, T ]; D(A −1/2)). (1.10.3)

�

Докажем существование сильного решения задачи (1.10.1), (1.10.2) с использова-
нием теории сжимающих полугрупп операторов. С этой целью осуществим в (1.10.1)
замену искомой функции по формуле

u(t) = ebt v(t), b > 0.

Тогда задача (1.10.1) с учетом (1.10.3) преобразуется к виду

A
d2v

dt2
+ 2bA

dv

dt
+ Bbv = e−bt f(t), Bb := B + b2A , D(Bb) = D(B),

v(0) = v0 := u0, v′(0) = v1 := u1 − bu0.

Осуществим еще здесь формальную замену

A 1/2v(t) =: w(t)

и подействуем оператором A −1/2 слева на обе части полученного уравнения (для
сильного решения это можно сделать). В итоге возникает следующая задача Коши
для полного дифференциального уравнения второго порядка в пространстве H :

d2w

dt2
+ 2b

dw

dt
+ A −1/2BbA

−1/2w = e−btA −1/2f(t), (1.10.4)

w(0) = w0 := A 1/2v0 = A 1/2u0, w′(0) = w1 := A 1/2v1 = A 1/2(u1 − bu0). (1.10.5)
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Подберем теперь параметр b > 0 таким образом, чтобы оператор
Bb = B + b2A был положительно определенным. С этой целью введем опе-
ратор B̃b = A −1/2BbA −1/2 = A −1/2BA −1/2 + b2I и заметим, что задача на
собственные значения для оператора A −1/2BA −1/2 равносильна спектральной
задаче (1.8.1). Тогда по теореме 2 этот оператор имеет дискретный спектр (1.9.4),
в котором минимальное собственное значение λ1 := λ1(A −1/2BA −1/2), возможно,
отрицательно. Поэтому можно в качестве b > 0 взять такое число, чтобы

λ1 + b2 =: b̃2 > 0. (1.10.6)

Тогда минимальное собственное значение операторa B̃b будет положительным, и по-
тому он будет положительно определенным. В этом случае и оператор Bb будет
положительно определенным, так как, во-первых, при условии (1.10.6) этот опера-
тор будет положительным, а во-вторых, поскольку он имеет дискретный спектр (B
имеет дискретный спектр, а b2A — ограничен), то Bb � 0.

Итак, далее считаем, что выполнено условие (1.10.6). Тогда в (1.10.4) можно вве-
сти в рассмотрение еще одну искомую функцию соотношением

− iB1/2
b A −1/2w =

dz

dt
, z(0) = 0, (1.10.7)

и после дифференцирования по t (для сильного решения это законно) приходим к
связям

d2z

dt2
+ iB1/2

b A −1/2dw

dt
= 0,

z′(0) = −iB1/2
b A −1/2w(0) = −iB1/2

b v(0) = −iB1/2
b u(0).

(1.10.8)

Теперь задачу (1.10.4), (1.10.5), (1.10.7), (1.10.8) можно переписать в виде задачи
Коши для дифференциального уравнения первого порядка в ортогональной сумме
пространств H 2 = H ⊕H :

dû

dt
+ B̂û = f̂(t), û = (û1, û2)τ :=

(dw
dt

;
dz

dt

)τ
, f̂(t) = (e−btA −1/2f(t); 0)τ , (1.10.9)

û(0) = û0 := (A 1/2v1,−iB1/2
b v0)τ = (A 1/2(u1 − bu0),−iB1/2

b u0)τ ,

B̂ :=

(
2bI iA −1/2B1/2

b

iB1/2
b A −1/2 0

)
,

D(B̂)=D(B1/2
b A −1/2)⊕D(A −1/2B1/2

b )=R(A 1/2B−1/2
b )⊕R(B−1/2

b A 1/2). (1.10.10)
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Лемма 6. Оператор B̂ с областью определения (1.10.10) является максимальным
аккретивным оператором, действующим в гильбертовом пространстве H 2:

Re (B̂û, û)H 2 ≥ 0, ∀û ∈ D(B̂). (1.10.11)

Доказательство. Свойство (1.10.11) проверяется непосредственно, а свойство мак-
симальной аккретивности — из того факта, что область значений R(B̂) = H 2, так
как обратный оператор

B̂−1 =

(
0 −iA 1/2B−1/2

b

−iB−1/2
b A 1/2 2bB−1/2

b A B−1/2
b

)
задан на всем пространстве H 2 и является компактным. �

В силу леммы 6 оператор −B̂ является максимальным диссипативным операто-
ром и потому генератором сжимающей C0-полугруппы. Поэтому по известной тео-
реме Р.С. Филлипса задача (1.10.9)–(1.10.10) имеет сильное решение û(t) на отрез-
ке [0, T ], если выполнены условия

û(0) = û0 ∈ D(B̂), f̂(t) ∈ C1([0, T ]; H 2).

Опираясь на установленные факты, приведем без доказательства (оно проводит-
ся непосредственно рассудениями в обратном порядке к приведенным построениям)
итоговый результат.

Теорема 4. Пусть выполнены условия

u0 ∈ D(A −1/2B), u1 ∈ D(|B|1/2), f(t) ∈ C1([0, T ]; D(A −1/2)). (1.10.12)

Тогда задача Коши (1.10.1)–(1.10.2) имеет сильное решение в смысле определения 2.
�

1.11. Теорема о разрешимости исходной начально-краевой задачи. С помо-
щью теоремы 4 докажем теперь, что исходная начально-краевая задача (1.4.16)–
(1.4.22) имеет единственное сильное решение на отрезке [0, T ].

Предварительно опишем свойства элементов из D(A−1/2) (см. (1.10.12)).

Лемма 7. Операторная матрица A из (1.6.15), (1.6.16) допускает факторизацию
вида

A :=

(
I 0

0 C1/2

)(
I V ∗

V I

)(
I 0

0 C1/2

)
, V := C−1/2Q, V ∗ := Q∗C−1/2,
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где V и V ∗ — взаимно сопряженные ограниченные операторы. При этом оператор-
ная матрица

AV :=

(
I V ∗

V I

)
является ограниченным положительно определенным оператором, действующим в
пространстве H = L2,Ω2,ρ2,0 ⊕ L2,Γ.

Доказательство. Свойство ограниченности оператора
V ∗ = Q∗C−1/2 = A1/2V2C

−1/2 : L2,Γ → L2,Ω2,ρ2,0 следует из того, что
C−1/2 ∈ L (L2,Γ; H̃

−1/2
Γ ) (следствие из леммы 4 и теории шкал гильбертовых про-

странств), V2 ∈ L (H̃
−1/2
Γ ;H1

Ω2,ρ2,0
), H1

Ω2,ρ2,0
= D(A1/2), A1/2 ∈ L (H1

Ω2,ρ2,0
;L2,Ω2,ρ2,0). От-

сюда получаем и свойство ограниченности оператора V = −C−1/2PΓ(γ2(ρ2,0(x)A−1/2))

из L2,Ω2,ρ2,0 в L2,Γ.
Докажем теперь, что оператор AV � 0. Пусть y = (η̃; ζ̃)τ — произвольный эле-

мент из H . Тогда

(AV y, y)H = (η̃, η̃)L2,Ω2,ρ2,0
+ 2Re(V ∗ζ̃ , η̃)L2,Ω2,ρ2,0

+ ‖ζ̃‖2
L2,Γ

.

Возьмем здесь η̃ = A1/2η, η ∈ D(A1/2), ζ̃ = C1/2ζ, ζ ∈ H̃−1/2
Γ и воспользуемся тожде-

ством (1.7.3). Имеем

(AV y, y)H = ‖A1/2η‖2
L2,Ω2,ρ2,0

+ 2Re(A1/2V2ζ, A
1/2η)L2,Ω2,ρ2,0

+

+ ‖V2ζ‖2
H1

Ω2,ρ2,0

+ ρ1‖V1ζ‖2
H1

Γ(Ω1) ≥ (1− ε)‖A1/2η‖2
L2,Ω2,ρ2,0

+

+ (1− ε−1)‖A1/2V2ζ‖2
L2,Ω2,ρ2,0

+ ρ1‖V1ζ‖2
H1

Γ(Ω1), ∀ε > 0. (1.11.1)

Заметим теперь, что для слабых решений задач 1◦ и 2◦ из п. 6 операторы V1 и V2

имеют ограниченные обратные:

V −1
1 ∈ L (R(T1) ∩H1

Γ(Ω1); H̃
−1/2
Γ ), V −1

2 ∈ L (R(T2) ∩H1
Ω2,ρ2,0

; H̃
−1/2
Γ ).

Поэтому справедливо неравенство

‖V2ζ‖H1
Ω2,ρ2,0

= ‖V2V
−1

1 V1ζ‖H1
Ω2,ρ2,0

≤ ‖V2V
−1

1 ‖ · ‖V1ζ‖H1
Γ(Ω1)=: c−1‖V1ζ‖H1

Γ(Ω1).

Положим в (1.11.1)
0 < ε = 1/

√
1 + ρ1c2 < 1, c0 = 1− ε.

Тогда получим неравенство

(AV y, y)H ≥ c0

{
‖η̃‖2

L2,Ω2,ρ2,0
+ ‖V2ζ‖2

H1
Ω2,ρ2,0

+ ρ1‖V1ζ‖2
H1

Γ(Ω1)

}
=
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= c0

{
‖η̃‖2

L2,Ω2,ρ2,0
+ ‖C1/2ζ‖2

L2,Γ

}
= c0

{
‖η̃‖2

L2,Ω2,ρ2,0
+ ‖ζ̃‖2

L2,Γ

}
= c0‖y‖2

H .

Лемма доказана. �

В качестве следствия получаем такой результат.

Лемма 8. Областью определения oператора A −1/2 является множество

D(A −1/2)=
{
u = (η̃; ζ)τ : η̃ ∈ L2,Ω2,ρ2,0 , ζ ∈ D(C−1/2) = H

1/2
Γ ⊂ L2,Γ

}
. (1.11.2)

Доказательство. Из леммы 7 следует, что

A −1 :=

(
I 0

0 C−1/2

)(
I V ∗

V I

)−1(
I 0

0 C−1/2

)
,

где средний сомножитель ограничен и положительно определен в H . Поэтому

〈u,A −1u〉H = ‖A −1/2u‖2
H = ‖A −1/2

V y‖2
H ,

u = (η̃; ζ)τ ∈ D(A −1/2) ⊂H , y = (η̃;C−1/2ζ)τ ∈ D(A −1/2
V ) ⊂H .

Так как A −1/2
V и A 1/2

V — ограниченные операторы в H , то ‖A −1/2
V y‖2

H конечнo тогда
и только тогда, когда η̃ ∈ L2,Ω2,ρ2,0 , C−1/2ζ ∈ L2,Γ, откуда и следует (1.11.2). �

С целью формулировки последующих результатов введем следующие подпро-
странства пространств H1

Γ(Ω1) и H1
Ω2,ρ2,0

:

H1
h,S1

(Ω1) :=
{

Φ1 ∈ H1
Γ(Ω1) : ∆Φ1 = 0 (в Ω1),

∂Φ1

∂n

∣∣∣
S1

= 0,

∂Φ1

∂n

∣∣∣
Γ

= ζ ∈ H̃−1/2
Γ ,

∫
Γ

Φ1dΓ =

∫
Γ

ζdΓ = 0
}

= R(V1),

H1
h,S2

(Ω2; ρ2,0) :=
{

Φ2 ∈ H1
Ω2,ρ2,0

: ∆0Φ2 = 0 (в Ω2), ρ2,0
∂Φ2

∂n

∣∣∣
S2

= 0,

ρ2,0
∂Φ2

∂n

∣∣∣
Γ

= ρ2,0ζ ∈ H̃−1/2
Γ ,

∫
Ω2

ρ2,0(x)Φ2dΩ2 =

∫
Γ

ζdΓ = 0
}

= R(V2).

Определение 3. Назовем сильным решением {Φ1(t, x); Φ2(t, x)} исходной зада-
чи (1.4.16)–(1.4.22) на отрезке [0, T ] такие функции Φ1(t, x) и Φ2(t, x), для которых
выполнены следующие условия:
10. Φ2(t, x) = Φ21(t, x) + Φ22(t, x), причем Φ2(t, x) ∈ C2([0, T ];H1

Ω2,ρ2,0
),

∆0Φ21(t, x) ∈ C([0, T ];H1
Ω2,ρ2,0

), Φ22(t, x) ∈ C2([0, T ];H1
h,S2

(Ω2; ρ2,0));

20. Φ1(t, x) ∈ C2([0, T ];H1
h,S1

(Ω1)) и ζ :=
∂Φ1

∂n

∣∣∣
Γ

=
∂Φ2

∂n

∣∣∣
Γ

=
∂Φ22

∂n

∣∣∣
Γ
∈ C([0, T ]; D(C−1/2Bσ)),
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т. е. Bσζ ∈ C([0, T ];H
1/2
Γ );

30. для любого t ∈ [0, T ] выполняется уравнение (1.4.17), где все слагаемые являются
непрерывными по t функциями со значениями в H1

Ω2,ρ2,0
;

40. Φ1(t, x)|Γ ∈ C2([0, T ];H
1/2
Γ ), Φ2(t, x)|Γ ∈ C2([0, T ];H

1/2
Γ ) и для любого t ∈ [0, T ]

выполнено граничное условие (1.4.19), где все слагаемые являются непрерывными
по t функциями со значениями в H1/2

Γ ;
50. выполнены начальные условия (1.4.21)–(1.4.22). �

Опираясь на это определение и теорему 4, сформулируем итоговую теорему о
разрешимости исходной начально-краевой задачи (1.4.16)–(1.4.22).

Теорема 5. Пусть в задаче (1.4.21)–(1.4.22) выполнены условия гладкости началь-
ных функций и правых частей:

Φ0
1(x) ∈ H1

h,S1
(Ω1), Φ0

2(x) = Φ0
21(x) + Φ0

22(x), Φ0
22(x) ∈ H1

h,S2
(Ω2, ρ2,0), (1.11.3)

∆0Φ0
21(x) ∈ H1

Ω2,ρ2,0
,
∂Φ0

1

∂n

∣∣∣
Γ

=
∂Φ0

2

∂n

∣∣∣
Γ

=
∂Φ0

22

∂n

∣∣∣
Γ

=: ζ0 ∈ D(Bσ) ∩H5/2
Γ , (1.11.4)

Φ1
1(x) ∈ H1

h,S1
(Ω1), Φ1

2(x) = Φ1
21(x) + Φ1

22(x), Φ1
22(x) ∈ H1

h,S2
(Ω2, ρ2,0), (1.11.5)

Φ1
21(x)∈ D(A) ⊂H1

Ω2,ρ2,0
,
∂Φ1

1

∂n

∣∣∣
Γ

=
∂Φ1

2

∂n

∣∣∣
Γ

=
∂Φ1

22

∂n

∣∣∣
Γ

=: ζ1 ∈ D(|Bσ|1/2), (1.11.6)

f̃1(t, x) ∈ C1([0, T ];H1
h,S1

(Ω1)), f̃2(t, x) ∈ C1([0, T ];H1
Ω2,ρ2,0

). (1.11.7)

Тогда эта задача имеет на отрезке [0, T ] единственное сильное решение
{Φ1(t, x); Φ2(t, x)} в смысле определения 3.

Доказательство. 1) Проверим сначала, что при условиях (1.11.3)–(1.11.7) выполне-
ны условия (1.10.12) разрешимости задачи Коши (1.10.1), (1.10.2). Действительно,
как следует из формул (1.6.11), (1.6.14)–(1.6.16), а также (1.11.3), (1.11.4),

u0 =

(
η̃0

ζ0

)
=

(
A1/2η0

ζ0

)
, Bu0 =

(
a2A3/2Φ0

21

Bσζ
0

)
∈ L2,Ω2,ρ2,0 ⊕H

1/2
Γ ,

и потому в силу леммы 8 Bu0 ∈ D(A −1/2).
Далее, из (1.11.5), (1.11.6) имеем

η̃1 = A1/2η1 = A1/2Φ1
21 ∈ D(A1/2) = H1

Ω2,ρ2,0
,

ζ1 ∈ D(|Bσ|1/2) =⇒ u1 = (η̃1; ζ1)τ ∈ D(|B|1/2).

Наконец, из (1.11.7), (1.6.8) получаем

f(t) = (A1/2f̃2(t); fΓ(t))τ = (A1/2f̃2(t); ρ1γ1f̃1−PΓγ2(ρ2,0(x)f̃2))τ ∈ C1([0, T ]; D(A −1/2)),

где снова использована лемма 8, а также теорема вложения Гальярдо.

«Таврический вестник информатики и математики», №2 (31)’ 2016



44 Э. Л. Газиев, Н. Д. Копачевский

2) Так как при выполнении условий (1.10.12) по теореме 4 задача (1.10.1), (1.10.2)
имеет единственное сильное решение u(t) на отрезке [0, T ] (в смысле определе-
ния 2), то при любом t ∈ [0, T ] справедливы соотношения (1.6.12), (1.6.13), где в
уравнениях все слагаемые являются непрерывными функциями t со значениями в
L2,Ω2,ρ2,0 и H1/2

Γ соответственно. Действительно, из свойства 30 определения 2 следу-
ет, что d2u/dt2 ∈ C([0, T ]; D(A −1/2)) и по леммe 8 получаем, что d2η̃/dt2 ∈ L2,Ω2,ρ2,0 ,
d2(Cζ)/dt2 ∈ C([0, T ]; D(C−1/2)), D(C−1/2) = H

1/2
Γ . Поэтому аналогичными свойства-

ми обладают и другие слагаемые в (1.6.12), (1.6.13).
3) Из доказанных свойств решений задачи (1.6.12), (1.6.13) после замены (1.6.11)

получаем, что справедливы уравнения (1.6.7), (1.6.8), где в первом уравнении все
слагаемые непрерывны по t со значениями в D(A1/2) = H1

Ω2,ρ2,0
, a во втором — по-

прежнему со значениями в H1/2
Γ .

4) Из (1.6.7), (1.6.8) с учетом обратных замен, связанных с переходом
от исходной задачи (1.4.16)–(1.4.22) к задаче (1.6.7), (1.6.8), получаем, что
выполнены уравнения, начальные и краевые условия задачи (1.4.16)–(1.4.22),
причем {Φ1(t, x); Φ2(t, x)} является сильным решением этой задачи в смыс-
ле определения 3. В частности, свойство Φ2(t, x) ∈ C2([0, T ];H1

Ω2,ρ2,0
) следу-

ет из того, что Φ2 = η + V2ζ, и из уравнения (1.6.7). Соответственно,
Φ1(t, x)∈C2([0, T ];H1

h,S1
(Ω1)), так как d2(ρ1Φ1 − PΓ(ρ2,0(x)Φ2))|Γ/dt2 ∈ C([0, T ];H

1/2
Γ ),

а также d2(−PΓ(ρ2,0(x)Φ2))|Γ/dt2 ∈ C([0, T ];H
1/2
Γ ). �

Таким образом, теорема 5 дает достаточные условия согласования гладкости
начальных данных, такие, чтобы существовало сильное решение задачи (1.4.16)–
(1.4.22) при его естественном определении на произвольном временном интервале
в произвольной составной области с липшицевыми границами.

2. Часть II. Колебания системы "жидкость–газ" в
цилиндрической области

2.1. Постановка спектральной задачи. Применение метода разделения пе-
ременных. Будем теперь считать, что цилиндрический контейнер Ω ⊂ R3 с про-
извольным поперечным сечением Γ заполнен идеальной несжимаемой жидкостью
плотности ρ1 и баротропным газом. Жидкость занимает область Ω1 = Γ× (−h1, 0), а
газ — область Ω2 = Γ× (0, h2). Считаем, что декартова система координат Oxyz вы-
брана таким образом, что граница раздела Γ лежит в плоскости Oxy, а образующая
цилиндра направлена вдоль оси Oz. Считаем также, что вдоль оси Oz сверху вниз
действует гравитационное поле с ускорением g > 0, а газ является баротропным и в
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состоянии покоя его плотность определяется по формуле

ρ2,0 = ρ2,0(z) = ρ2,0(0) exp(−gz/a2). (2.1.1)

При этом равновесное давление

P = P0(z) = a2ρ2,0(0) exp(−gz/a2) + const.

Рассмотрим малые колебания гидросистемы "жидкость–газ", близкие к состо-
янию покоя. Тогда для данной конфигурации системы в цилиндрическом сосуде
для искомых амплитудных функций Φ1(x, y, z) и Φ2(x, y, z) потенциалов смещений
(см. п. 5, уравнения (1.5.1)–(1.5.4)) возникает следующая спектральная задача:

∆Φ1 = 0 (в Ω1),
∂Φ1

∂n
= 0 (на S1), (2.1.2)

−∆0Φ2 = λa−2Φ2 (в Ω2),
∂Φ2

∂n
= 0 (на S2), λ := ω2,

∂Φ1

∂z
=
∂Φ2

∂z
=: ζ (наΓ, т. е. при z = 0),∫

Γ

ζdΓ = 0,

∫
Γ

Φ1dΓ = 0,

∫
Γ

Φ2dΓ = 0,

− σ∆Γζ + g∆ρζ = λ(ρ1Φ1 − ρ2,0(0)Φ2) (на Γ),
∂ζ

∂nΓ

= 0 (на ∂Γ), (2.1.3)

∆ρ := ρ1 − ρ2,0(0), ∆Γ :=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, ∆ := ∆Γ +

∂2

∂z2
,

∆0Φ2 := ρ−1
2,0(z) div(ρ2,0(z)∇Φ2). (2.1.4)

Здесь: S1 := {∂Γ × (−h1, 0)} ∪ {(x, y, z) : (x, y) ∈ Γ, z = −h1} — твердая стенка,
примыкающая к жидкости, S2 := {∂Γ × (0, h2)} ∪ {(x, y, z) : (x, y) ∈ Γ, z = h2} —
твердая стенка, примыкающая к газу, ~n — внешняя нормаль к цилиндру Ω, σ > 0 —
коэффициент поверхностного натяжения на границе раздела "жидкость-газ", т. е.
при z = 0, ~nΓ — внешняя нормаль к границе ∂Γ сечения Γ. Будем далее считать ∂Γ

гладкой кривой класса C2.
Введем, как и в п. 5, пространство L2,Γ и оператор Bσ, который здесь действует

по закону

Bσζ := −σ∆Γζ + g∆ρζ, ζ ∈ D(Bσ) :=
{
ζ ∈ L2,Γ ∩H2(Γ) :

∂ζ

∂nΓ

= 0 (на ∂Γ)
}
. (2.1.5)
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Так как ∂Γ — кривая класса C2, то с использованием формулы Грина для оператора
∆Γ, получаем, что и

(Bσζ, ζ)L2,Γ
=

∫
Γ

(σ|∇Γζ|2 + g∆ρ|ζ|2) dΓ =: (ζ, ζ)Bσ , ∀ζ ∈ D(Bσ) ⊂ L2,Γ.

Отсюда следует, что Bσ � 0 и существует положительный и притом компактный
обратный оператор B−1

σ , действующий в L2,Γ, а потому граничное условие (2.1.3)
можно переписать в виде

ζ = λB−1
σ (ρ1Φ1 − ρ2,0(0)Φ2) (на Γ). (2.1.6)

Опираясь на (2.1.6) и используя формулы Грина для операторов ∆Γ и ∆0, можно
установить, как и в теореме 1, что собственные значения λ задачи (2.1.2)–(2.1.4)
являются последовательными минимумами вариационного отношения

F (Φ1; Φ2) =
(
ρ1

∫
Ω1

|∇Φ1|2 dΩ1 +

∫
Ω2

ρ2,0(z)|∇Φ2|2 dΩ2

)
/

(
a−2

∫
Ω2

ρ2,0(z)|Φ2|2 dΩ2 + (B−1
σ (ρ1Φ1 − ρ2,0(0)Φ2), (ρ1Φ1 − ρ2,0(0)Φ2))L2,Γ

)
.

Заметим еще, что задача (2.1.2)–(2.1.4) не имеет нетривиальных решений вида
Φ1(x, y, z) ≡ 0, Φ2(x, y, z) ≡ Φ2(z), отвечающих случаю, когда жидкость и граница
раздела системы "жидкость-газ" неподвижны, а в газе имеются лишь вертикальные
волны сжатия-растяжения.

Цилиндричность области Ω, заполненной жидкостью и газом, позволяет провести
разделение переменных в задаче (2.1.2)–(2.1.4), если искать решения в виде

Φ1(x, y, z) = v1(z)u(x, y), Φ2(x, y, z) = v2(z)u(x, y), ζ = ηu(x, y). (2.1.7)

Тогда вместо задачи (2.1.2)–(2.1.4) возникает спектральная задача

−∆Γu = µu (на Γ),
∂u

∂nΓ

= 0 (на ∂Γ),

∫
Γ

u dΓ = 0, (2.1.8)

а также спектральная проблема, которую далее будем называть основной:

d2v1

dz2
− µv1 = 0 (−h1 < z < 0),

dv1

dz
= 0 (z = −h1), (2.1.9)

− ρ−1
2,0(z)

d

dz

(
ρ2,0(z)

dv2

dz

)
+ µv2 = λa−2v2 (0 < z < h2),

dv2

dz
= 0 (z = h2), (2.1.10)

dv1

dz
=
dv2

dz
=: η (z = 0), (σµ+ g∆ρ)η = λ(ρ1v1(0)− ρ2,0(0)v2(0)). (2.1.11)
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Как известно, спектральная задача Неймана (2.1.8) имеет дискретный спектр
{µk}∞k=1, состоящий из положительных конечнократных собственных значений µk с
предельной точкой на +∞. Отвечающая этому спектру система собственных функ-
ций {uk(x, y)}∞k=1 задачи образует ортогональный базис в пространстве L2,Γ, а также
в энергетическом пространстве H1

Γ = H1(Γ) ∩ L2,Γ с квадратом нормы

‖u‖2
H1

Γ
:=

∫
Γ

|∇Γu|2dΓ,

∫
Γ

u dΓ = 0.

Далее будем считать, что выполнены следующие свойства ортонормировки:

(uk, ul)L2,Γ
= δkl, (uk, ul)H1

Γ
= µkδkl, k, l ∈ N.

Таким образом, для определения функций {v1k(z), v2k(z)} возникает счетное мно-
жество спектральных задач (2.1.9)–(2.1.11), отвечающих значениям µ = µk, k ∈ N.
Отметим еще, что собственные функции uk(x, y) задачи (2.1.8) являются также соб-
ственными функциями оператора Bσ из (2.1.5), отвечающими собственным значени-
ям

λk(Bσ) = σµk + g∆ρ, k = 1, 2, . . . .

Заметим, наконец, что собственные значения λ задачи (2.1.9)–(2.1.11) при µ = µk
являются последовательными минимумами вариационного отношения

Fk(v1; v2) =
(
ρ1

0∫
−h1

(|v′1(z)|2 + µk|v1(z)|2)dz +

h2∫
0

ρ2,0(z)(|v′2(z)|2 + µk|v2(z)|2)dz
)
/

(
a−2

h2∫
0

ρ2,0(z)|v2(z)|2dz + λ−1
k (Bσ)|ρ1v1(0)− ρ2,0(0)v2(0)|2

)
.

Этот факт для задачи (2.1.9)–(2.1.11) доказывается так же, как в теореме 1 соответ-
ствующее утверждение для задачи (1.8.1) (см. (1.8.4)).

2.2. Вспомогательные спектральные задачи. Прежде чем изучать зада-
чи (2.1.9)–(2.1.11) при µ = µk, рассмотрим две вспомогательные спектральные за-
дачи, имеющие непосредственное отношение к (2.1.9)–(2.1.11) с физической точки
зрения. Это — задача о собственных колебаниях двух идеальных несжимаемых жид-
костей, расположенных в областях Ω1 и Ω2 соответственно и имеющих постоянные
плотности ρ1 и ρ2,0(0), а также задача об акустических колебаниях баротропного газа
в области Ω2.
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Формулировка первой задачи формально получается из (2.1.2)–(2.1.4) при
a2 →∞ и имеет вид

∆Φ1 = 0 (в Ω1),
∂Φ1

∂n
= 0 (на S1), ∆Φ2 = 0 (в Ω2),

∂Φ2

∂n
= 0 (на S2), (2.2.1)

∂Φ1

∂z
=
∂Φ2

∂z
=: ζ (на Γ, т. е. при z = 0),

∫
Γ

Φ1 dΓ =

∫
Γ

Φ2 dΓ =

∫
Γ

ζ dΓ = 0,

Bσζ = λ(ρ1Φ1 − ρ2,0(0)Φ2) (на Γ). (2.2.2)

Формулировка второй задачи получается из (2.1.2)–(2.1.4) при ζ ≡ 0:

−∆0Φ2 = λa−2Φ2 (в Ω2),
∂Φ2

∂n
= 0 (на S2),

∂Φ2

∂z
= 0 (на Γ),

∫
Γ

Φ2 dΓ = 0. (2.2.3)

Каждая из задач допускает разделение переменных вида (2.1.7) и приводит снова
к задаче (2.1.8), а также следующим одномерным проблемам.

Первая задача:

d2v1

dz2
− µv1 = 0 (−h1 < z < 0),

dv1

dz
= 0 (z = −h1), (2.2.4)

d2v22

dz2
− µv22 = 0 (0 < z < h2),

dv22

dz
= 0 (z = h2),

dv1

dz
=
dv22

dz
=: η (z = 0), λk(Bσ)η = λ(ρ1v1(0)− ρ2,0(0)v22(0)). (2.2.5)

Вторая задача:

− ρ−1
2,0(z)

d

dz

(
ρ2,0(z)

dv21

dz

)
= ν v21(z), ν := λa−2 − µ, (0 < z < h2), (2.2.6)

dv21

dz
= 0 (z = 0),

dv21

dz
= 0 (z = h2). (2.2.7)

Решения задач (2.2.4)–(2.2.5) и (2.2.6)–(2.2.7) находятся в явной форме с учетом
формулы (2.1.1) для функции ρ2,0(z). Для задачи (2.2.4)–(2.2.5) имеем

v1 = v1k(z) = α−1
k ηk

ch[αk(z + h1)]

sh(αkh1)
, −h1 ≤ z ≤ 0,

v22 = v22 k(z) = −α−1
k ηk

ch[αk(z − h2)]

sh(αkh2)
, 0 ≤ z ≤ h2, , αk := µ

1/2
k ,

λ =: λ
(1)
k = αkλk(Bσ)(ρ1cth(αkh1) + ρ2,0(0) cth(αkh2))−1, k = 1, 2, . . . . (2.2.8)

Этим решениям отвечают пограничные волны, экспоненциально затухающие при
отходе от границы Γ (т. е. при z = 0) вдоль нормали к этой границе.

Для задачи (2.2.6)–(2.2.7) справедливо следующее утверждение.
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Лемма 9. Эта задача имеет дискретный спектр {νp}∞p=0,

0 = ν0 < ν1 < . . . < νp < . . . , νp → +∞ (p→∞)

и систему собственных функций {v21p(z)}∞p=0,

v210(z) ≡ 1,

h2∫
0

ρ2,0(z)v21p(z)dz = 0, p = 1, 2, . . . ,

v21p(z) = exp(gz/(2a2))(cos(πpz/h2)− gh2/(2πpa
2) sin(πpz/h2)),

полную и ортогональную в гильбертовом пространстве L2([0, h2]; ρ2,0(z)) со скаляр-
ным произведением

(v, w)L2([0,h2];ρ2,0(z)) :=

h2∫
0

ρ2,0(z)v(z)w(z)dz,

а также в энергетическом пространстве H1([0, h2]; ρ2,0(z)) с квадратом нормы

‖v‖2
H1([0,h2];ρ2,0(z)) :=

h2∫
0

ρ2,0(z)|v′(z)|2dz +
∣∣∣ h2∫

0

ρ2,0(z)v(z)dz
∣∣∣2,

эквивалентной стандартной норме пространства H1([0, h2]).
�

Лемма 10. Вторая вспомогательная задача (2.2.3) имеет дискретный спектр

λ
(2)
kp := a2(µk + νp) = a2

(
µk +

(πp
h2

)2

+
g2

4a4

)
, k = 1, 2, . . . , p = 0, 1, 2, . . . , (2.2.9)

и систему собственных функций

Φ2kp(x, y, z) := v21p(z)uk(x, y), k = 1, 2, . . . , p = 0, 1, 2, . . . , (2.2.10)

где uk(x, y) — собственные функции задачи (2.1.8).
При этом функции (2.2.10) образуют ортогональный базис как в пространстве

L2(Ω2; ρ2,0(z)) со скалярным произведением

(Φ,Ψ)L2(Ω2;ρ2,0(z)) :=

∫
Ω2

ρ2,0(z)Φ(x, y, z)Ψ(x, y, z)dΩ2,

так и в пространстве H1(Ω2; ρ2,0(z)) с квадратом нормы

‖Φ‖2
H1(Ω2;ρ2,0(z)) :=

∫
Ω2

ρ2,0(z)|∇Φ|2dΩ2 +
∣∣∣ ∫
Ω2

ρ2,0(z)Φ dΩ2

∣∣∣2,
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эквивалентной стандартной норме пространства H1(Ω2).
Если для задачи (2.2.6)–(2.2.7) выполнены свойства ортонормировки

(v21p, v21q)L2([0,h2];ρ2,0(z)) = δpq, (v21p, v21q)H1([0,h2];ρ2,0(z)) = νp δpq,

а также свойства ортонормировки (2.1.5) для собственных функций задачи (2.1.8),
то для функций (2.2.10) выполнены свойства ортонормировки

(Φ2kp,Φ2jl)L2(Ω2;ρ2,0(z)) = δkj δpl, (Φ2kp,Φ2jl)H1(Ω2;ρ2,0(z)) = λ
(2)
kp a

−2 δkj δpl.

�

Переходя теперь к рассмотрению первой вспомогательной задачи (2.2.1)–(2.2.2),
введем подпространство тех пар Φ := (Φ1; Φ2) гармонических функций из H1(Ω1) и
H1(Ω2), для которых выполнены свойства из (2.2.1)–(2.2.2):

H1
h,Γ(Ω) :=

{
(Φ1(x, y, z); Φ2(x, y, z)) : ∆Φ1 = 0 (в Ω1),

∂Φ1

∂n
= 0 (на S1),

∆Φ2 = 0 (в Ω2),
∂Φ2

∂n
= 0 (на S2),

∂Φ1

∂z
=
∂Φ2

∂z
=: ζ (на Γ, т. е. при z = 0),∫

Γ

ζdΓ = 0,

∫
Γ

Φ1dΓ =

∫
Γ

Φ2dΓ = 0
}
,

а норма введена по закону

‖Φ‖2
H1
h,Γ(Ω) := ρ1

∫
Ω1

|∇Φ1|2dΩ1 + ρ2,0(0)

∫
Ω2

|∇Φ2|2dΩ2, ∀Φ = (Φ1; Φ2) ∈ H1
h,Γ(Ω).

Лемма 11. Собственные функции вспомогательной задачи (2.2.1)–(2.2.2) имеют
вид

Φ1k(x, y, z) = v1k(z)uk(x, y), Φ2k(x, y, z) = v2k(z)uk(x, y), k = 1, 2, . . . ,

а собственные значения выражаются формулой (2.2.8). При этом имеют место
следующие условия ортономировки:

(Φk,Φj)H1
h,Γ(Ω) = δkj, ζk :=

∂Φ1k

∂z

∣∣∣
z=0

=
∂Φ2k

∂z

∣∣∣
z=0

,

(Bσζk, ζj)L2,Γ
= (ζk, ζj)Bσ =

∫
Γ

∇Γζk · ∇Γζj dΓ = λ
(1)
k δkj, k, j = 1, 2, . . . , ,

причем функции Φk := {Φ1k; Φ2k} образуют ортонормированный базис в H1
h,Γ(Ω), а

функции ζk(x, y) — ортогональный базис в энергетическом пространстве HBσ опе-
ратора Bσ, а также в пространстве L2,Γ.

�
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2.3. Характеристическое уравнение основной спектральной задачи. Опира-
ясь на установленные факты, перейдем к рассмотрению спектральной задачи (2.1.9)–
(2.1.11) при µ = µk = α2

k.
Прежде всего, решение уравнения (2.1.9) c учетом граничного условия имеет вид

v1(z) = b1ch[αk(z + h1)], b1 6= 0.

Далее, с учетом (2.1.1) из (2.1.10) приходим к соотношениям

v′′2(z)− (g/a2)v′2(z) + ν v2(z) = 0, 0 < z < h2, v
′
2(h2) = 0, ν = λ/a2 − µk. (2.3.1)

Общее решение этого однородного уравнения имеет вид

v2(z) = eδz[b2 cos(γz) + b3 sin(γz)], γ2 = ν − δ2 > 0, δ := g/(2a2), (2.3.2)

где b2 и b3 — произвольные постоянные.
С учетом граничного условия в (2.3.1) и условия (2.1.11) получаем систему ли-

нейных однородных уравнений относительно неизвестных bk, k = 1, 3:

b2[δ cos(γh2)− γ sin(γh2)] + b3[δ sin(γh2) + γ cos(γh2)] = 0,

b1αk sh(αkh1)− b2δ − b3γ = 0,

b1[λk(Bσ)αk sh(αkh1)− λρ1ch(αkh1)] + b2λρ2,0(0) = 0.

Приравнивая нулю определитель этой системы, приходим к характеристическому
уравнению для нахождения собственных значений λ:

− γ[δ cos(γh2)− γ sin(γh2)] · [λk(Bσ)αk − λρ1cth(αkh1)] + [δ sin(γh2)+

+ γ cos(γh2)]{αkλρ2,0(0) + δ[λk(Bσ)αk − λρ1cth(αkh1)]} = 0, k = 1, 2, . . . ,

αk = µ
1/2
k , γ2 = λa−2 − µk − δ2 > 0, λk(Bσ) = σµk + g(ρ1 − ρ2,0(0)). (2.3.3)

После простых преобразований получаем уравнение

ν sin(γh2)[λk(Bσ)αk − λρ1cth(αkh1)]+

+ λαkρ2,0(0)[δ sin(γh2) + γ cos(γh2)] = 0. (2.3.4)

Нетрудно видеть, что для решений этого уравнения sin(γh2) 6= 0 (иначе
cos(γh2) = 0).

Для удобства последующих рассмотрений выберем в качестве характерного раз-
мера задачи (2.1.9)–(2.1.11) высоту h2 столба газа, а также какие-либо другие ха-
рактерные величины для времени и других физических параметров системы. Тогда
безразмерная высота столба газа будет равна 1, а другие параметры в (2.1.9)–(2.1.11)
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можно считать безразмерными. Учитывая еще свойство sin(γh2) = sin(γ) 6= 0, пере-
пишем с учетом (2.3.3) уравнение (2.3.4) в безразмерном виде:

γctgγ + δ =
[
− λk(Bσ)

a2ρ2,0(0)
(γ2 + δ2 + α2

k)
−1 +

ρ1cth(αkh1)

ρ2,0(0)αk

]
(δ2 + γ2) =

=: fk(γ
2), k = 1, 2, . . . . (2.3.5)

Здесь правая часть fk(γ2) как функция переменной γ является четной и асимптоти-
чески близкой к параболе при γ → ∞. Так как левая часть (2.3.5) также является
четной функцией γ, то корни уравнения (2.3.5) расположены симметрично относи-
тельно начала координат и потому далее можно рассматривать лишь его положи-
тельные корни.

Из графического рассмотрения уравнения (2.3.5), а также из равносильного ему
уравнения

ctgγ = − δ
γ

+
1

γ
fk(γ

2), k = 1, 2, . . .

приходим к следующим выводам.
1◦. При любом k = 1, 2, . . . задача имеет счетное множество собственных значений

λkp := a2(γ2
kp + µk + g2/(4a4)), p = 1, 2, . . . , (2.3.6)

γkp = πp+ βkp, 0 < βkp < π,

отвечающих акустическим колебаниям в гидросистеме "идеальная жидкость–
баротропный газ".

2◦. При фиксированном k и p→∞ имеют место свойства βkp → 0, то есть

λkp = λ
(2)
kp [1 + o(1)] (p→∞),

где λ(2)
kp — квадраты частот акустических колебаний газа с неподвижной границей

раздела Γ (см. (2.2.9)).
3◦. При фиксированном p и k →∞ из (2.3.6) и (2.2.9) также следует свойство

λkp = λ
(2)
kp [1 + o(1)] (k →∞, ∀p = 1, 2, . . .),

так как µk →∞ при k →∞ (см. п. 12). Таким образом,

λkp = λ
(2)
kp [1 + o(1)], k, p→∞.

4◦. Рассмотрим теперь промежуток [0, π], где также может находиться корень
уравнения (2.3.5), которое выведено при условии, что γ2 = ν − δ2 > 0 (см. (2.3.2)).
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Если, в частности, выполнено условие (см. (2.3.5))

1 + δ > −λk(Bσ)δ2

a2ρ2,0(0)
(δ2 + α2

k)
−1 +

ρ1cth(αkh1)δ2

ρ2,0(0)αk
,

то такой (единственный) корень имеется на этом промежутке. В противном случае
следует рассмотреть уравнение

δ + ξcthξ =
[
− λk(Bσ)

a2ρ2,0(0)
(α2

k + δ2 − ξ2)−1 +
ρ1cth(αkh1)

ρ2,0(0)αk

]
(δ2 − ξ2) =

=: rk(ξ
2), k = 1, 2, . . . , (2.3.7)

которое получается формальной заменой γ2 на −ξ2 и соответствует случаю
ν − δ2 = −ξ2 ≤ 0 в (2.3.2).

Обозначим через γk0 корень уравнения (2.3.5) на промежутке [0, π], а через ξk0 —
соответствующий корень уравнения (2.3.7). Тогда этим корням (одному либо друго-
му) отвечают собственные значения

λk0 = a2(γ2
k0

+ µk + g2/(4a4)), k = 1, 2, . . .

либо
λk0 = a2(−ξ2

k0
+ µk + g2/(4a4)), k = 1, 2, . . . . (2.3.8)

5◦. При a2 → ∞ собственные значения (2.3.8), соответствующие корням уравне-
ния (2.3.7), имеют асимптотическое поведение

λk0 = λ
(1)
k [1 + o(1)] (a2 →∞), (2.3.9)

т. е. отвечают решениям первой вспомогательной задачи (2.2.1)–(2.2.2), а именно слу-
чаю, когда обе жидкостные среды несжимаемы и имеют плотности ρ1 и ρ2,0(0) соот-
ветственно.

Для доказательства свойства (2.3.9) рассмотрим уравнение (2.3.7) с искомой пе-
ременной ξ, которое перепишем в виде

(δ + ξcthξ)a2(α2
k + δ2 − ξ2)αkρ2,0(0) + [λk(Bσ)− a2(α2

k + δ2−

− ξ2)ρ1cth(αkh1)](δ2 − ξ2) = 0, δ = g/(2a2) = O(a−2) (a→∞), (2.3.10)

и будем искать его корни с асимптотическим поведением

ξk0 = αk + βk0a
−2 +O(a−4) (a→∞).

Подстановка ξk0 в (2.3.10) и приравнивание коэффициентов при одинаковых степенях
a−2 приводит к формуле

βk0 = −λ(1)
k /(2αk), k = 1, 2, . . . .
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Отсюда и следует асимптотическая формула (2.3.9).
Таким образом, в системе "идеальная жидкость–баротропный газ" имеются соб-

ственные колебания, родственные поверхностным колебаниям системы, состоящей из
двух идеальных несжимаемых жидкостей, а также акустическим колебаниям в газе
при почти неподвижной границе раздела между жидкостью и газом и состоянию
покоя в жидкости.

Численные расчеты, связанные с нахождением решений уравнений (2.3.5)
и (2.3.9), подтвердили эти общие выводы. Они показали также, что формы собствен-
ных колебаний имеют следующее свойство: в жидкости они затухают при отходе от
границы раздела Γ, а в газе осциллируют, причем частота осцилляций, отвечающая
значениям λkp, увеличивается при p→∞.

Заключение

В работе получены следующие результаты.
1◦. Изучена проблема малых движений и собственных колебаний системы, состо-

ящей из идеальной несжимаемой жидкости и баротропного газа. Эта система запол-
няет произвольную ограниченную область трехмерного пространства и находится в
условиях, близких к невесомости. Граница области предполагается липшицевой.

2◦. Исследована задача о собственных колебаниях гидросистемы, при этом при-
менен операторный подход. Изучены свойства операторов потенциальной и кинети-
ческой энергии. На этой основе доказаны теоремы о дискретности спектра частот
колебаний, о базисности системы форм собственных колебаний, а также обращение
теоремы Лагранжа об устойчивости.

3◦. Начально-краевая задача о малых движениях гидросистемы приведена к за-
даче Коши для дифференциально-операторного уравнения второго порядка в гиль-
бертовом пространстве. На этой основе доказана теорема о сильной разрешимости
исходной начально-краевой задачи.

4◦. Проведено подробное рассмотрение задачи о собственных колебаниях систе-
мы в случае, когда сосуд имеет цилиндрическую форму с произвольным поперечным
сечением, а граница раздела между жидкостью и газом горизонтальна. Получено ха-
рактеристическое уравнение задачи об определении спектрального параметра (квад-
рата частоты колебаний). Установлено, что спектр задачи асимптотически разби-
вается на два множества, отвечающие соответственно гравитационно-капиллярным
волнам у границы раздела "жидкость–газ" и акустическим волнам в газе при непо-
движной границе раздела.
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A local version of the Pompeiu problem for regular simplex.

Ivanisenko N. S.

Abstract. Let V be a domain in Rn, n > 2. A set A is a regular simplex, whose edge
is
√

2, in four-dimensional space. Some problems about functions is locally integrable on a set V
with vanishing integrals over all images λA ⊂ V , λ ∈ M(n) of a fixed compact set A ⊂ Rn are
studied in the present paper. If the only function is locally integrable on a set V and satisfying
this condition is f = 0 then the set A is called a Pompeiu set in V.

Extremely interesting are local versions of the Pompeiu problem, when a function f is defined
on a bounded domain V ⊂ Rn and

∫
λA f(x) = 0 is required to hold only when λA ⊂ V. In this

case the object is to determine conditions on the set A under which have the equality
∫
λA f(x) = 0

implies that f = 0 on V.
We will say that a compact set A ⊂ Rn has the local Pompeiu property with respect to the

domain V if every function f is locally integrable on a set V have the equality
∫
λA f(x) = 0, for

all λA ⊂ V, λ ∈ M(n) vanishes almost everywhere in V. Such set A is also called a Pompeiu
set in V. We will denote by Pomp(V ) the collection of all Pompeiu sets in the domain V.

Of considerable interest is the case when V is the ball Br ⊂ Rn, r > r∗(A) (where r∗(A)

is the radius of the smallest closed ball containing the set A). One can in this case show that for
a broad class of sets A the condition A ∈ Pomp(Br) occurs when the size of Br is sufficiently
large compared with A. The following problem arises in this connection. The following problem
arises in this connection.

Problem. Let A ⊂ Rn be a compact set such that A ∈ Pomp(Br) for some r > r∗(A). Find
R(A) = infr > r∗(A) : A ⊂ Pomp(Br) and investigate when the value R(A) is attainable, that
is, A ⊂ Pomp(Br) for r = R(A).

The questions concerning the local version Pompeiu’s problem are investigated in this paper.
The case, under considerations is investigation of a regular simplex in the fourth dimension space.
A number of results similar to Stokes’s formula are obtained, which allow to calculate integral
from some differential operator, which working on set functions though values, similar to integral
to a subset or border of a simplex of smaller dimension. In particular, the case when these subset
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are faces and volume figures of the simplex is considered. Some estimates Pompeiu’s radius were
obtained earlier. In this paper estimates are considerably refined. These formulas help to improve
the existing evaluation Pompeiu’s radius.

Also we consider the problem about minimal radius of a ball on which A is a Pompeiu’s set.
A assessment Pompeiu’s radius, for this regular simplex, have received.

Keywords: a local version Pompeiu’s problem, Pompeiu’s radius, regular simplex, locally
integrable function, four-dimensional space.

Введение

Далее в работе через Rn обозначается вещественное евклидово пространство раз-
мерности n > 2 с евклидовой нормой | · |, через M(n) группа изометрий Rn, через
Mot(A,B) = {λ ∈ M(n) : λA ⊂ B} – часть группы движений, оставляющая A внут-
ри B, и BR = {x ∈ Rn : |x| < R} – шар радиуса R.

Компактное множество A ⊂ Rn называется множеством Помпейю в B, если из
того, что комплекснозначная локально суммируемая функция в B (f ∈ Lloc(B)), для
которой ∫

λA

f(x)dx = 0 (1)

для всех λ ∈ Mot(A,B), следует, что функция f равна нулю почти всюду в B.
Классическая проблема Помпейю состоит в описании класса Pomp(Rn) таких

множеств A и была изучена многими авторами (обзор [1] с обширной библиографи-
ей). Ряд достаточных условий принадлежности A ∈ Pomp(Rn) получили: румынский
математик Помпейю в 1929 году [2, 3, 4], Николеско в 1929 году [5, 6], Христов в 1943
году [7, 8, 9], Илиеф в 1946 году [10, 11, 12] и Чакалов в 1949 году [13].

Легко видеть даже на плоскости R2, что не каждое множество имеет свойство
Помпейю. В самом деле, пусть BR = {x ∈ R2 : |x| < R}, R > 0 — фиксировано и
f(x1, x2) = ei(α1x2+α2x2). Тогда, поскольку λBR является кругом радиуса R с центром
в точке y ∈ R2, координаты которой зависят только от λ ∈ M(2), интеграл (1)
сводится к ∫

|x−y|6R

ei(α1x2+α2x2)dx =
2πR

|α|
J1(R|α|)ei(α1y2+α2y2),

где J1 — функция Бесселя первого рода, |α|2 = α2
1 + α2

2. Отсюда делаем вывод, что
круг не является множеством Помпейю в R2, поскольку всякий раз, когда R|α| —
нуль функции Бесселя J1, получаем, что существует ненулевая функция f ∈ C∞(R2),
удовлетворяющая (1).
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Для многих конкретных случаев известен ряд результатов, с помощью которых
можно определить, является A множеством Помпейю или нет [14, 15, 16, 17, 18, 19,
20, 21, 22, 23]. Отметим следующую теорему:

Теорема Вильямса [24, 25]. Пусть A — открытое ограниченное подмноже-
ство Rn с липшицевой границей, гомеоморфной сфере, и связным дополнением. Тогда
если A /∈ Pomp(Rn), то граница A является вещественно-аналитическим подмно-
гообразием в Rn.

Этот результат, в частности, показывает, что многие множества A с особенностя-
ми на границе (например, многогранники) принадлежат Pomp(Rn).

В случае множества A с вещественно–аналитической границей ситуация слож-
нее. Примером множества A ⊂ Pomp(Rn) для любого n > 2 является эллипсоид,
отличный от шара.

При n > 3 классу Pomp(Rn) принадлежит также замыкание внутренности то-
ра [26].

В 2005 году В.В. Волчков получил примеры множеств Помпейю, граница кото-
рых не обязательно липшицева [27]. Одним из таких множеств является "снежинка
Коха".

В случае, когда некоторое множество не обладает свойством Помпейю, наличие
ненулевой функции с условием (1) дает возможность получить нетривиальные оцен-
ки плотности укладки произвольного компакта в Rn множества вида λA, λ ∈M(n).

Такие оценки получил Б. Д. Котляр в работах [28, 29]. Если же A имеет свойство
Помпейю, то в силу теоремы Винера [30] возможна аппроксимация в L1(Rn) линей-
ными комбинациями индикаторов множеств вида λA, λ ∈M(n).

Если A ∈ Pomp(Rn), возникает вопрос, при каких значениях R компактное мно-
жество будет принадлежать классу Pomp(BR)? В связи с этим в работе [31] постав-
лена следующая

Проблема (4.1.1 из [31], локальный вариант проблемы Помпейю). Для данного A
найти R(A) = inf{R > 0 : A ∈ Pomp(BR)}.

Ряд результатов, содержащих оценки сверху для величины R(A), получен
К.А. Беренстейном и Р. Гэем [32, 33], а также В.В. Волчковым [31].

В частности, для правильного треугольника со стороной a известно значение
величины R(A) = a

√
3

2
, для правильной треугольной пирамиды радиус Помпейю

R(A) = a
√

3. Ранее для пространства размерности больше 3, для симплекса была
получена верхняя оценка радиуса Помпейю. В данной работе уточнена оценка вели-
чины R(A) для правильного симплекса в четырехмерном пространстве.
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1. Вспомогательные конструкции

В данной работе рассматривается правильный симплекс S̃4 в R4 с вершинами
z1(1, 0, 0, 0), z2(0, 1, 0, 0), z3(0, 0, 1, 0), z4(0, 0, 0, 1), z5((1−

√
5)/4, (1−

√
5)/4,

(1−
√

5)/4, (1−
√

5)/4).

Введем необходимые дифференциальные операторы:
q∗1 = ∂/∂y1 − ∂/∂y2, q∗2 = ∂/∂y1 − ∂/∂y3, q∗3 = ∂/∂y1 − ∂/∂y4,

q∗4 = ∂/∂y2 − ∂/∂y3, q∗5 = ∂/∂y2 − ∂/∂y4, q∗6 = ∂/∂y3 − ∂/∂y4,

q7 = ((
√

5+3)/4)∗(∂/∂y1)+((
√

5−1)/4)∗(∂/∂y2)+((
√

5−1)/4)∗(∂/∂y3)+((
√

5−1)/4)∗
∗ (∂/∂y4),

q8 = ((
√

5−1)/4)∗(∂/∂y1)+((
√

5−1)/4)∗(∂/∂y2)+((
√

5−1)/4)∗(∂/∂y3)+((
√

5+3)/4)∗
∗ (∂/∂y4).

Для формулировки теоремы 1 рассмотрим следующие операторы:
H2,3,5 =

∫ 1

0
[((−q∗1)q4q5(−q∗2)q∗6(−q∗3)f)(((

√
5− 1)/4)x2 + ((

√
5− 1)/4)x3 + (1−

√
5)/4,

((
√

5 + 3)/4)x2 + ((
√

5− 1)/4)x3 + (1−
√

5)/4, ((
√

5− 1)/4)x2 + ((
√

5 + 3)/4)x3 +

+ (1−
√

5)/4, ((
√

5− 1)/4)x2 + ((
√

5− 1)/4)x3 + (1−
√

5)/4)]dx3

H1 = −q∗4q∗5q∗6q8, H2 = q∗1q
∗
5(q∗2(q8 + q∗3) + q∗6q8)− q∗1q∗4q∗2(q8 + q∗3) + q∗4q

∗
5q
∗
6q8,

H3 = q∗1q
∗
5(−q∗2(q8 + q∗3)− q∗6q8), H4 = q∗1q

∗
4q
∗
2(q8 + q∗3), D̃1 = q7H2,3,5.

Необходимые дифференциальные операторы для формулировки теоремы 2:
H2,3,4,5 =

∫ 1

0
dx2

∫ 1−x2

0
dx3

∫ 1−x2−x3

0
((−q∗1)q∗4q

∗
5(−q∗2)q∗6q3f)[((

√
5− 1) 4)x2 +

+ ((
√

5− 1)/4)x3 + ((
√

5− 1)/4)x4 +(1−
√

5)/4, ((
√

5 + 3)/4)x2 + ((
√

5− 1)/4)x3 +

+((
√

5−1)/4)x4+(1−
√

5)/4, ((
√

5−1)/4)x2+((
√

5+3)/4)x3+((
√

5−1)/4)x4+(1−
√

5)/4,

((
√

5− 1)/4)x2 +((
√

5− 1)/4)x3 + ((
√

5 + 3)/4)x4 + ((1−
√

5)/4)]dx4,

H̃1 = q∗4q
∗
5q
∗
6, H̃2 = −q∗1q∗5(−q∗2 + q∗6)− q∗1q∗4q∗2 − q∗4q∗5q∗6, H̃3 = q∗1q

∗
5(−q∗2 + q∗6),

H̃4 = q∗1q
∗
4q
∗
2, D̃2 = H2,3,4,5.

2. Формулировки основных результатов

Приведенные ниже теоремы содержат информацию о том, какими допустимыми
дифференциальными операторами необходимо подействовать на достаточно гладкую
функцию f, чтобы интеграл по множеству S̃4 от данных конструкций выражался
через значения некоторых дифференциальных операторов от функции f : 1) в грани
z2z3z5 и вершинах, и 2) в объемном теле z2z3z4z5 и вершинах симплекса.

Теорема 1. Для произвольной функции f ∈ C8(S̃4) верно следующее равенство:∫
S̃4

(D̃1f)(y)dy =
√

5H2,3,5 +
√

5
4∑
i=1

(Hif)(zi).
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Теорема 2. Если функция f ∈ C7(S̃4), тогда выполняется следующее равенство:∫
S̃4

(D̃2f)(y)dy =
√

5H2,3,4,5 +
√

5
4∑
i=1

(H̃if)(zi).

3. Доказательства основных результатов

Доказательство теоремы 1. Производя следующие замены:
y1 = ((

√
5 + 3) 4)x1 + ((

√
5− 1)/4)x2 + ((

√
5− 1)/4)x3 + ((

√
5− 1)/4)x4 + (1−

√
5)/4;

y2 = ((
√

5− 1)/4)x1 + ((
√

5 + 3)/4)x2 + ((
√

5− 1)/4)x3 + ((
√

5− 1)/4)x4 + (1−
√

5)/4;

y3 = ((
√

5− 1)/4)x1 + ((
√

5− 1)/4)x2 + ((
√

5 + 3)/4)x3 + ((
√

5− 1)/4)x4 + (1−
√

5)/4;

y4 = ((
√

5− 1)/4)x1 + ((
√

5− 1)/4)x2 + ((
√

5− 1)/4)x3 + ((
√

5 + 3)/4)x4 + (1−
√

5)/4,

переходим от интеграла по множеству S̃4 к интегралу по множеству
S4 = {x ∈ R4 : x1 + x2 + x3 + x4 6 1, xj > 0, j = 1, 2, 3, 4} :∫

S̃4
f(y1, y2, y3, y4)dy1dy2dy3dy4 =

√
5
∫
S4
f(((
√

5 + 3)/4)x1 + ((
√

5− 1)/4)x2 +

+ ((
√

5− 1)/4)x3 + ((
√

5− 1)/4)x4+ (1−
√

5)/4, ((
√

5− 1)/4)x1 + ((
√

5 + 3)/4)x2 +

+ ((
√

5− 1)/4)x3 + ((
√

5− 1)/4)x4 + (1−
√

5)/4, ((
√

5− 1)/4)x1 + ((
√

5− 1)/4)x2 +

+ ((
√

5 + 3)/4)x3 + ((
√

5− 1)/4)x4+ (1−
√

5)/4, ((
√

5− 1)/4)x1 + ((
√

5− 1)/4)x2 +

+ ((
√

5− 1)/4)x3 + ((
√

5 + 3)/4)x4 + (1−
√

5)/4)dx1dx2dx3dx4.

Для произвольной функции f переход к повторному интегралу по множеству S4

будем осуществлять исходя из данного равенства:∫
S4
f(x1, x2, x3, x4)dx1dx2dx3dx4 =

=
∫ 1

0
dx1

∫ 1−x1

0
dx2

∫ 1−x1−x2

0
dx3

∫ 1−x1−x2−x3

0
f(x1, x2, x3, x4)dx4.

Действуя оператором q7 на функцию f, имеем:∫
S̃4

(q7f)(y)dy =

=
√

5
∫ 1

0
dx2

∫ 1−x2

0
dx3

∫ 1−x2−x3

0
dx4

∫ 1−x2−x3−x4

0
[(((
√

5 + 3)/4) ∗ (∂/∂x1) +

+((
√

5−1)/4)∗(∂/∂x2)+((
√

5−1)/4)∗(∂/∂x3)+((
√

5−1)/4)∗(∂/∂x4))f ](((
√

5+3)/4)x1+

+ ((
√

5− 1)/4)x2 +((
√

5− 1)/4)x3 + ((
√

5− 1)/4)x4 + (1−
√

5)/4, ((
√

5− 1)/4)x1 +

+ ((
√

5 + 3)/4)x2+ ((
√

5− 1)/4)x3 + ((
√

5− 1)/4)x4 + (1−
√

5)/4, ((
√

5− 1)/4)x1 +

+ ((
√

5− 1)/4)x2 + ((
√

5 + 3)/4)x3 + ((
√

5− 1)/4)x4+ (1−
√

5)/4, ((
√

5− 1)/4)x1 +

+ ((
√

5− 1)/4)x2 + ((
√

5− 1)/4)x3 + ((
√

5 + 3)/4)x4 + ((1−
√

5)/4))dx1 =

=
√

5
∫ 1

0
dx2

∫ 1−x2

0
dx3

∫ 1−x2−x3

0
[f(1− x2 − x3 − x4, x2, x3, x4)− f(((

√
5− 1) 4)x2 +

+ ((
√

5− 1)/4)x3 + ((
√

5− 1)/4)x4+ (1−
√

5)/4, ((
√

5 + 3)/4)x2 + ((
√

5− 1)/4)x3 +

+ ((
√

5− 1)/4)x4 + (1−
√

5)/4, ((
√

5− 1)/4)x2 + ((
√

5 + 3)/4)x3 + ((
√

5− 1)/4)x4 +

+ (1−
√

5)/4, ((
√

5− 1)/4)x2+ ((
√

5− 1)/4)x3 + ((
√

5 + 3)/4)x4 + ((1−
√

5)/4))]dx4.

Аналогично получаем:
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S̃4

(−q∗3q8q7f)(y)dy =

=
√

5
∫ 1

0
dx2

∫ 1−x2

0
[(q8f)(0, x2, x3, 1− x2 − x3)− (q8f)(1− x2 − x3, x2, x3, 0)]dx3 −

−
√

5
∫ 1

0
dx2

∫ 1−x2

0
[(−q∗3f)(0, x2, x3, 1−x2−x3)−(−q∗3f)(((

√
5−1)/4)x2+((

√
5−1)/4)x3+

+ (1−
√

5)/4, ((
√

5 + 3)/4)x2+ ((
√

5− 1)/4)x3 + (1−
√

5)/4, ((
√

5− 1)/4)x2 +

+ ((
√

5 + 3)/4)x3 + (1−
√

5)/4, ((
√

5− 1)/4)x2 + ((
√

5− 1)/4)x3 + (1−
√

5)/4)]dx3.

Приводя подобные слагаемые, приходим к равенству:∫
S̃4

(−q∗3q8q7f)(y)dy =
√

5
∫ 1

0
dx2

∫ 1−x2

0
(q8 + q∗3)(f)(0, x2, x3, 1− x2 − x3)dx3−

−
√

5
∫ 1

0
dx2

∫ 1−x2

0
(q8f)(1− x2 − x3, x2, x3, 0)dx3 +

+
√

5
∫ 1

0
dx2

∫ 1−x2

0
[(−q∗3f)(((

√
5− 1)/4)x2 + ((

√
5− 1)/4)x3 + (1−

√
5)/4,

((
√

5 + 3)/4)x2+ ((
√

5− 1)/4)x3 + (1−
√

5)/4, ((
√

5− 1)/4)x2 + ((
√

5 + 3)/4)x3 +

+ (1−
√

5)/4, ((
√

5− 1)/4)x2 + ((
√

5− 1)/4)x3 + (1−
√

5)/4)]dx3.

Подействуем теперь оператором −q∗2q∗6 на функцию −q∗3q8q7f и приведем подоб-
ные слагаемые. В результате имеем:∫

S̃4
((−q∗2)q∗6(−q∗3)q8q7f)(y)dy =

√
5
∫ 1

0
(−q∗2(q8 + q∗3)− q∗6q8)(f)(0, x2, 1− x2, 0)dx2 +

+
√

5
∫ 1

0
(q∗2(q8 + q∗3)f)(0, x2, 0, 1− x2)dx2+

√
5
∫ 1

0
(q∗6q8f)(1− x2, x2, 0, 0)dx2+

+
√

5
∫ 1

0
[((−q∗2)q∗6(−q∗3)f)(((

√
5− 1)/4)x2 + ((

√
5− 1)/4)x3 + (1−

√
5)/4,

((
√

5 + 3)/4)x2+ ((
√

5− 1)/4)x3 + (1−
√

5)/4, ((
√

5− 1)/4)x2 + ((
√

5 + 3)/4)x3 +

+ (1−
√

5)/4, ((
√

5− 1)/4)x2 + ((
√

5− 1)/4)x3 + (1−
√

5)/4)]dx3.

Вычисляя интеграл по множеству S̃4 от функции (−q∗1)q4q5(−q∗2)q∗6(−q∗3)q8q7f, по-
лучим:∫

S̃4
((−q∗1)q∗4q

∗
5(−q∗2)q∗6(−q∗3)q8q7f)(y)dy =

=
√

5
∫ 1

0
[((−q∗1)q4q5(−q∗2)q∗6(−q∗3)f)(((

√
5− 1)/4)x2 + ((

√
5− 1)/4)x3 + (1−

√
5)/4,

((
√

5 + 3)/4)x2 + ((
√

5− 1)/4)x3 + (1−
√

5)/4, ((
√

5− 1)/4)x2 + ((
√

5 + 3)/4)x3 +

+ (1−
√

5)/4, ((
√

5− 1)/4)x2 + ((
√

5− 1)/4)x3 + (1−
√

5)/4)]dx3+

+
√

5[−(q∗4q
∗
5q
∗
6q8f)](1, 0, 0, 0)+

+
√

5[(q∗1q
∗
5(q∗2(q8 + q∗3) + q∗6q8) − q∗1q

∗
4q
∗
2(q8 + q∗3) + q∗4q

∗
5q
∗
6q8)f ](0, 1, 0, 0)+

+
√

5[q∗1q
∗
5(−q∗2(q8 + q∗3)− q∗6q8)f ](0, 0, 1, 0) +

√
5[q∗1q

∗
4q
∗
2(q8 + q∗3)f ](0, 0, 0, 1).

Воспользовавшись обозначениями, введенными выше, получаем формулу, с по-
мощью которой выражается интеграл по правильному симплексу S̃4 через значения
данных операторов в грани z2z3z5 и вершинах данного симплекса:

∫
S̃4

(D̃1f)(y)dy =
√

5H2,3,5 +
√

5
4∑
i=1

(Hif)(zi).

Это завершает доказательство теоремы 1.
Доказательство теоремы 2. Действуя оператором −q∗3 на функцию q7f , имеем:
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S̃4

(−q∗3q7f)(y)dy =

=
√

5
∫ 1

0
dx2

∫ 1−x2

0
[f(0, x2, x3, 1− x2 − x3)− f(1− x2 − x3, x2, x3, 0)]dx3 +

+
√

5
∫ 1

0
dx2

∫ 1−x2

0
dx3

∫ 1−x2−x3

0
(q3f)(((

√
5− 1) 4)x2 + ((

√
5− 1)/4)x3 + ((

√
5− 1)/4)x4+

+ (1−
√

5)/4, ((
√

5 + 3)/4)x2 + ((
√

5− 1)/4)x3 + ((
√

5− 1)/4)x4 + (1−
√

5)/4,

((
√

5− 1)/4)x2 + ((
√

5 + 3)/4)x3 + ((
√

5− 1)/4)x4 + (1−
√

5)/4, ((
√

5− 1)/4)x2+

+ ((
√

5− 1)/4)x3 + ((
√

5 + 3)/4)x4 + ((1−
√

5)/4))dx4.

Подействуем оператором −q∗2q∗6 на функцию −q∗3q7f и приведем подобные слагае-
мые, получим равенство:∫

S̃4
((−q∗2)q∗6(−q∗3)q7f)(y)dy =

=
√

5
∫ 1

0
dx2

∫ 1−x2

0
dx3

∫ 1−x2−x3

0
(−q∗2q∗6q3f)[((

√
5−1) 4)x2+((

√
5−1)/4)x3+((

√
5−1)/4)x4+

+(1−
√

5)/4, ((
√

5 + 3)/4)x2 + ((
√

5− 1)/4)x3 + ((
√

5− 1)/4)x4 + (1−
√

5)/4,

((
√

5− 1)/4)x2 + ((
√

5 + 3)/4)x3 + ((
√

5− 1)/4)x4 + (1−
√

5)/4, ((
√

5− 1)/4)x2+

+ ((
√

5− 1)/4)x3 + ((
√

5 + 3)/4)x4 + ((1−
√

5)/4)]dx4 +

+
√

5
∫ 1

0
((−q∗2 − q∗6)f)(0, x2, 1− x2, 0)dx2 +

+
√

5
∫ 1

0
(q∗2f)(0, x2, 0, 1− x2)dx2+

√
5
∫ 1

0
(q∗6f)(1− x2, x2, 0, 0)dx2.

Интеграл по множеству S̃4 от функции (−q∗1)q∗4q
∗
5(−q∗2)q∗6(−q∗3)q7f имеет вид:∫

S̃4
((−q∗1)q4q5(−q∗2)q∗6(−q∗3)q8q7f)(y)dy =

=
√

5
∫ 1

0
dx2

∫ 1−x2

0
dx3

∫ 1−x2−x3

0
((−q∗1)q∗4q

∗
5(−q∗2)q∗6q3f)[((

√
5− 1) 4)x2 + ((

√
5− 1)/4)x3 +

+ ((
√

5− 1)/4)x4 +(1−
√

5)/4, ((
√

5 + 3)/4)x2 + ((
√

5− 1)/4)x3 +

+((
√

5−1)/4)x4+(1−
√

5)/4, ((
√

5−1)/4)x2+((
√

5+3)/4)x3+((
√

5−1)/4)x4+(1−
√

5)/4,

((
√

5− 1)/4)x2 +((
√

5− 1)/4)x3 + ((
√

5 + 3)/4)x4 + ((1−
√

5)/4)]dx4+

+
√

5[(q∗4q
∗
5q
∗
6f)](1, 0, 0, 0) +

√
5[(−q∗1q∗5(−q∗2 + q∗6)− q∗1q∗4q∗2 − q∗4q∗5q∗6)f ](0, 1, 0, 0)+

+
√

5[q∗1q
∗
5(−q∗2 + q∗6)f ](0, 0, 1, 0) +

√
5[q∗1q

∗
4q
∗
2f ](0, 0, 0, 1).

Используя обозначения, введенные перед теоремами, получим формулу, с помо-
щью которой интеграл по правильному симплексу S̃4 выражается через значения
приведенных операторов в объемном теле z2z3z4z5 и вершинах данного симплекса:

∫
S̃4

(D̃2f)(y)dy =
√

5H2,3,4,5 +
√

5
4∑
i=1

(H̃if)(zi).

Это завершает доказательство теоремы 2.

4. Оценка сверху радиуса Помпейю

Для данного правильного симплекса S̃4 с длиной ребра равной
√

2 центр опи-
санной сферы расположен в точке O(

√
5−1

4
√

5
,
√

5−1
4
√

5
,
√

5−1
4
√

5
,
√

5−1
4
√

5
) и радиус R = 2√

5
. Для

удобства переобозначим вершины симплекса A = z1, B = z2, C = z3, D = z4,W = z5.
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Возьмем R > R. Решая соответствующую геометрическую задачу, найдем ми-
нимальное значение радиуса R, для которого множество вершин при всевозможных
сдвигах и вращениях компакта S̃4 внутри шара радиуса R, при которых симплекс
находится полностью внутри шара, совпадает с внутренностью шара. А также изу-
чим множество U(R) = {z = λzi : λ ∈ Mot(S̃4,BR), i = 1, 5}. Данное множе-
ство содержит все допустимые положения вершин λz1, λz2, λz3, λz4, λz5, при которых
λ ∈Mot(S̃4,BR).

Экстремальные положения вершин симплекса: первое — когда A,B,C,D ∈ ∂BR
(т. е. вершины A,B,C,D лежат на границе шара), а вершина W лежит внутри шара;
второе — когда вершина W ∈ ∂BR, а остальные вершины симплекса лежат внутри
шара.

Рассмотрим первый экстремальный случай. Найдем расстояние от центра сферы
O1 радиуса R до вершины правильного симплекса W.

Сначала найдем координаты точки O1. Поскольку A,B,C,D ∈ ∂BR, имеем:
|O1A| = |O1B| = |O1C| = |O1D| = R. Положим O1(α, α, α, α), тогда имеем вектор
−−→
O1A(1 − α,−α,−α,−α). Длина данного вектора |

−−→
O1A| =

√
1− 2α + 4(α)2 = R. Ре-

шая квадратное уравнение, получим α1 = 1+
√

4R2−3
4

> 0, α2 = 1−
√

4R2−3
4

< 0. Таким
образом, имеем координаты центра сферы O1(1−

√
4R2−3
4

, 1−
√

4R2−3
4

, 1−
√

4R2−3
4

, 1−
√

4R2−3
4

)

радиуса R.
Зная координаты центра сферы O1, найдем расстояние от вершины симплексаW

до O1.

Зная координаты вектора
−−−→
WO1(−

√
4R2−3+

√
5

4
, −
√

4R2−3+
√

5
4

, −
√

4R2−3+
√

5
4

, −
√

4R2−3+
√

5
4

),

вычислим длину вектора |
−−−→
WO1| =

√
(4(−

√
4R2−3+

√
5

4
)2 = −

√
4R2−3+

√
5

2
.

Решая неравенство −
√

4R2−3+
√

5
2

< R, покажем, что вершина W находится внутри
шара, и найдем для какого значения радиуса R вершина расположена максимально
близко к центру сферы. Итак, (−

√
4R2−3+

√
5

2
)2 < R2 ⇒ 2− 10

√
4R2 − 3 < 0⇒ R2 > 2√

5
,

значит ∀R > R вершинаW находится внутри шара. Заметим также, что подкоренное
выражение

√
4R2 − 3 > 0⇒ R 6

√
2. Таким образом, при R =

√
2 точкаW совпадает

с центром сферы радиуса R (следовательно, если R =
√

2, тогда множество вершин
симплекса совпадает с внутренностью данного шара, U(R) = BR), при R <

√
2

искомое расстояние ρ1(R) = −
√

4R2−3+
√

5
2

.

Делаем вывод: если A,B,C,D ∈ ∂BR, тогда множество U(R) является множе-
ством: −

√
4R2−3+

√
5

2
< |x| < R при R < R <

√
2.

Рассмотрим второй экстремальный случай. Найдем ближайшее расстояние от
вершины симплекса A до центра сферы O1 радиуса R.
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Перемещаем вершину симплекса W на границу шара так, чтобы
оставшиеся вершины симплекса лежали внутри данного шара. Пусть
Wη ∈ ∂BR, Wη(η, η, η, η), η < 0, найдем η из соотношения |O1Wη| = R.

Имеем: |O1Wη|2 = 416η2+8(
√

4R2−3−1)η−2
√

4R2−3+4R2−2
16

= R2

⇒ η1 = 1+2R−
√

4R2−3
4

> 0, η2 = 1−2R−
√

4R2−3
4

< 0. Имеем координа-
ты точки Wη(

1−2R−
√

4R2−3
4

, 1−2R−
√

4R2−3
4

, 1−2R−
√

4R2−3
4

, 1−2R−
√

4R2−3
4

). Т. о., из
точки W в Wη перемещение произведено с помощью сдвига на вектор
−→η (

√
5−2R−

√
4R2−3

4
,
√

5−2R−
√

4R2−3
4

,
√

5−2R−
√

4R2−3
4

,
√

5−2R−
√

4R2−3
4

).

Проверим, что при данном сдвиге остальные вершины симплекса находятся
внутри шара. Поскольку симплекс правильный, достаточно доказать данное пред-
положение для одной вершины. Сдвигая вершину A на вектор −→η , получаем точ-
ку Aη(4+

√
5−2R−

√
4R2−3

4
,
√

5−2R−
√

4R2−3
4

,
√

5−2R−
√

4R2−3
4

,
√

5−2R−
√

4R2−3
4

). Проверим неравен-
ство |OAη| < R. Длина вектора

−−−→
O1Aη(

3+
√

5−2R
4

,
√

5−1−2R
4

,
√

5−1−2R
4

,
√

5−1−2R
4

) равна
|
−−−→
O1Aη| =

√
R2 −

√
5R + 2. Тогда, решая неравенство R2 −

√
5R + 2 < R2, получа-

ем, что оно выполняется для всех R > R. Таким образом, мы показали, что при
указанном сдвиге вершины правильного симплекса остаются внутри шара. А так-
же найдено ближайшее расстояние от центра окружности до вершин симплекса:
ρ2(R) =

√
R2 −

√
5R + 2.

Можем сделать вывод, что множество U(R) является множеством:√
R2 −

√
5R + 2 < |x| < R.

Сравнивая величины ρ1(R) и ρ2(R), видим, что ρ1(R) < ρ2(R). Отсюда делаем
вывод, что при первом экстремальном расположении симплекса (с длиной ребра

√
2)

при сдвигах и поворотах симплекса внутри шара радиуса R множество его вершин
покрывает большую часть шара, чем при втором.

Вывод: 1) U является множеством: −
√

4R2−3+
√

5
2

< |x| < R при R < R <
√

2,

2) U(R) = BR при R =
√

2.

Таким образом, получаем оценку сверху радиуса Помпейю:

R(S̃4) 6
√

2.

Заключение

В работе получены следующие результаты: 1) формулы, аналогичные формулам
Стокса, которые позволяют выразить интеграл от некоторого оператора, действу-
ющего на заданную функцию, через значения интеграла по подмножествам грани-
цы симплекса меньшей размерности. В частности, рассмотрен случай, когда этими
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подмножествами являются грани и объемные тела симплекса; 2) получено уточне-
ние оценки радиуса Помпейю для данного правильного симплекса в четырехмерном
пространстве.
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Problems of statics, stability, and small oscillations of an ideal
incompressible fluid in a partially filled container with holes in the
bottom.

Kopachevsky N. D., Sitshaeva Z. Z.

Abstract. The paper deals with the problems on statics, stability, eigenoscillations and
small movements of an ideal incompressible fluid in a vessel with bottom holes.

A rectangular channel (plane problem) and cylindrical container (axisymmetric problem) are
considered. It is assumed that hydrosystem is under low gravity conditions, and therefore the
action of surface tension forces and weak gravitational forces are considered.

Under these assumptions, the free surface of a fluid is disconnected and consists of an upper
part (located inside vessel) and surfaces hanging drops held by capillary forces. The cases of a
horizontal upper part of the free surface, as well as an option when it is curved, are studied.

In the investigation the methods of linear operators, acting in Hilbert spaces, as well as
variations and operator approaches are used.

In static problem the boundary value problems for the system of second order differential
equations with an additional integral condition are obtained and the algorithm of the numerical
solution is proposed.

In the problem on stability of the hydrosystem equilibrium state the statements of the static
stability of the equilibrium state, based on the sign of the minimum eigenvalue of associated
spectral problem are proved. By using of operator approach the problem is transformed to the
spectral problem in a Hilbert space and the properties of its operator matrices are studied. It is
proved that this problem has a discrete spectrum consisting of two branches of eigenvalues, with
a limit point at +∞ and the boundary of the stability of the hydrosystem is found.
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In the eigenoscillations problem by using of auxiliary boundary value problems a
corresponding spectral problem is studied; the theorem on the properties of the spectrum and
statement on the dynamic stability and instability are proved.

In this paper an initial-boundary value problem for small movements of hydrosystem are
formulated. It is proved that if the initial data of the problem satisfy certain smoothness
conditions, then unique strong solution of this problem exists, as well as solution of associated
Cauchy problem for differential operator equation in corresponding Hilbert space.

Keywords: ideal incompressible fluid, low gravity, equilibrium state, oscillations, operator
approach, Hilbert space, initial-boundary value problem, spectral problem, solvability, strong
solution, instability

Введение

В последние несколько лет в работах авторов изучались различные аспекты по-
ведения идеальной несжимаемой жидкости, частично заполняющей прямоугольный
канал (плоская задача) либо цилиндрический сосуд (осесимметричная задача), в дни-
ще которого имеются отверстия и потому из этих отверстий свисают капли, удержи-
ваемые в состоянии покоя капиллярными (поверхностными) силами. В данной работе
подводится итог исследований по этому кругу вопросов. Это задачи статики, устой-
чивости, собственных колебаний и малых движений гидросистемы.

Рассматриваются варианты, когда верхняя свободная поверхность жидкости го-
ризонтальна (угол смачивания равен прямому) либо криволинейна и когда количе-
ство отверстий (свисающих капель) — одно либо несколько.

При изучении проблемы используются методы теории линейных операторов, дей-
ствующих в гильбертовом пространстве, методы вариационного исчисления и др.
Изложение материала проводится без доказательств с указанием ссылок на работы
авторов, где эти вопросы рассмотрены подробно.

Данная работа выполнена за счет средств гранта Российского научного фонда
(проект 14-21-00066), выполняемого в Воронежском госуниверситете.

1. Задачи статики

1.1. Простейшая проблема с одной свисающей каплей. Эта задача изучена
в [1].

Рассмотрим круговой цилиндрический сосуд радиуса R с образующими, направ-
ленными вертикально вверх. В днище сосуда имеется круговое отверстие радиуса r0.
Будем считать, что сосуд частично заполнен идеальной несжимаемой жидкостью
плотности ρ и общим объемом V . На данную гидросистему действует однородное
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гравитационное поле, направленное вертикально вниз и имеющее ускорение ~g. Пола-
гаем также, что система находится в условиях, близких к невесомости, когда следует
учитывать действие капиллярных (поверхностных) сил (см. [5]–[7]).

Будем считать, что в состоянии равновесия жидкость занимает область
Ω = Ω0 ∪ Ω1, где Ω0 = Γ × (0, h), 0 < h < h0 := V/(πR2), — подобласть, отвеча-
ющая части жидкости внутри сосуда, Γ — поперечное сечение, а Ω1 — подобласть,
отвечающая капле, вышедшей из отверстия и свисающей с днища сосуда. Обозна-
чим верхнюю свободную поверхность жидкости через Γ0 и будем считать, что угол
смачивания δ на границе контакта поверхности Γ0 с твердой стенкой S сосуда ра-
вен прямому, т. е. δ = π/2. Тогда поверхность Γ0 будет горизонтальной и |Γ0| = πR2.
Свободную поверхность капли обозначим через Γ1, она подлежит определению в про-
цессе решения задачи статики.

Введем декартову систему координат Oxyz с центром O, расположенным на цен-
тре днища сосуда. Тогда имеем ~g = −g~k, где g — величина ускорения гравитацион-
ного поля, а ~k — орт оси Oz. Считаем также для простоты, что внешнее постоянное
давление pa ≡ 0.

Введем в качестве характеристического размера задачи радиус R цилиндра и все
дальнейшие выкладки будем проводить в безразмерных переменных. Пусть функции

r = r(s), z = z(s), 0 ≤ s ≤ s0 (1.1)

задают в параметрической форме уравнение образующей равновесной равновесной
поверхности Γ1, где в качестве параметра s выбрана длина дуги вдоль кривой, от-
считываемая от оси симметрии. Тогда для функций (1.1) возникает задача Коши
(см. [1]) для системы обыкновенных квазилинейных дифференциальных уравнений,
учитывающих очевидные начальные условия:

z′′ = −r′(b0(z − h) + z′/r), z(0) = z0 < 0, z′(0) = 0, (1.2)

r′′ = z′(b0(z − h) + z′/r), r(0) = 0, r′(0) = 1. (1.3)

Здесь b0 = ρgR2/σ — число Бонда, характеризующее отношение гравитационных сил
к капиллярным, а σ > 0 — коэффициент поверхностного натяжения.

Задача (1.2), (1.3) содержит два неизвестных параметра: h и z0. Их следует по-
добрать (при заданном b0) таким образом, чтобы были выполнены краевые соотно-
шения

z(s0) = 0, r(s0) = r0, 0 < r0 < 1, (1.4)
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а также условие на величину объема капли:

π

s0∫
0

[r(s)]2z′(s)ds = 4V := π(h0 − h), (1.5)

где h0 и h — безразмерны.
Наряду с задачей (1.1)–(1.5) будем рассматривать также плоскую задачу о рав-

новесии в канале, когда жидкость находится в кювете малой протяженности вдоль
оси Oy. Тогда можно считать, что задача рассматривается в плоскости Oxz. В этом
случае Γ0 — горизонтальная прямая, а Γ1 — кривая, симметричная относительно оси
Oz.

Выберем в качестве характерного размера полуширину l канала, а профиль капли
в параметрической форме будем разыскивать в виде

x = x(s), z = z(s), 0 ≤ s ≤ s0. (1.6)

Тогда аналогично осесимметричной проблеме приходим к задаче

z′′ = −b0x
′(z − h), z(0) = z0 < 0, z′(0) = 0, (1.7)

x′′ = b0z
′(z − h), x(0) = 0, x′(0) = 1, (1.8)

z(s0) = 0, x(s0) = x0, 0 < x0 < 1,

s0∫
0

x(s)z′(s)ds) = (h0 − h)/2, (1.9)

где x0 — полуширина отверстия в днище, b0 = ρgl2/σ.
В п. 1.3 работы [1] описан метод решения задач (1.1)–(1.5) (осесимметричный

случай) и (1.6)–(1.9) (плоский случай), основанный на методе итераций: сначала при
выбранном h итерации по z0 осуществляются с тем, чтобы выполнялись условия (1.4),
а затем итерации по h для выполнения условия (1.5). Аналогичная процедура исполь-
зуется и в задаче (1.6)–(1.9), результаты расчетов приведены в п. 1.3 из [1].

1.2. Более сложная задача о равновесии. Эту задачу рассмотрим для плоской
проблемы (см. [2]), для соответствующей осесимметричной задачи аналогичные рас-
смотрения проводятся таким же образом.

Будем теперь считать, что жидкость находится в канале полуширины l, а на
днище имеются две свисающие капли, расположенные симметрично относительно
оси канала, причем они имеют симметричные одинаковые профили. Кроме того,
полагаем, что угол смачивания δ0 на верхней поверхности Γ0 не равен π/2, и потому
она является криволинейной. Центры капель на днище обозначим через O1 и O2, им
отвечают точки (−a, 0) и (a, 0) соответственно, их полуширины равны d, 0 < 2d < l.
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Здесь следует в задаче статики разыскивать уравнения равновесной верхней кри-
вой Γ0, а также профили капель Γ1 и Γ2 соответственно. Тогда взамен задачи (1.6)–
(1.9) возникает следующая проблема. Уравнение кривой Γ0 ищем в виде (в безраз-
мерной форме)

x0 = x0(s), z0 = z0(s), −s0 ≤ s ≤ s0, (1.1)

исходя из уравнений (см. (1.7), (1.8))

x′′0(s) = −z′0(s)[b0(z0(s)− h) + q0],

z′′0 (s) = x′0(s)[b0(z0(s)− h) + q0]

и граничных условий

x0(0) = 0, z0(0) = h, (0 < h < h0), x′0(0) = 1, z′0(0) = 0, (1.2)

x0(s0) = 1, x′0(s0) = sin δ0, (1.3)

0 < 4V = (h0 − h)−
s0∫

0

z0(s)x′0(s) ds. (1.4)

Аналогичные формулировки для правой и соответственно левой капель (с учетом
условий закрепления капель на концах) приводят к двум идентичным задачам

x′′j (s) = z′j(s)[b0(zj(s)− h) + q0], (1.5)

z′′j (s) = −x′j(s)[b0(zj(s)− h) + q0], (0 ≤ s ≤ sj, j = 1, 2), (1.6)

x1(0) = a, x′1(0) = 1, z1(0) = h1 < 0, z′1(0) = 0, (1.7)

x2(0) = −a, x′2(0) = 1, z2(0) = h1, z′2(0) = 0, (1.8)

x1(s1) = a+ d, x2(s2) = −a+ d, z1(s1) = z2(s2) = 0, (1.9)

2

s1∫
0

x1(s)z′1(s) ds0 = 4V = V0 − V > 0. (1.10)

Для проблемы (1.1)–(1.10) также разработан итерационный алгоритм ее решения.
Сначала при h = 0 находим профиль равновесной дуги Γ0 путем выбора q̂0 = q̂0(δ0),
для которого в конечной точке s = s0 выполнены условия (1.3). Затем итерируем
по параметру h1 (см. (1.7), (1.8)) с выходом по первому условию (1.9). Итогом вы-
числений являются таблицы значений q̂0 = q̂0(b0, δ0), b0 > 0, 0 < δ0 < π, а также
h = h(b0, δ0, h0, d) и h1 = h1(b0, δ0, h0, d), h0 > 0, d > 0.

Отметим, что аналогичный алгоритм реализован для произвольного конечно-
го числа свисающих симметричных одинаковых капель (плоская задача), а также
в соответствующей пространственной проблеме (цилиндрический сосуд, осесиммет-
ричные одинаковые капли).
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2. Об устойчивости равновесного состояния гидросистемы

2.1. Вариационный подход. Рассмотрим снова плоскую проблему и будем счи-
тать, что равновесное состояние гидросистемы определено, т. е. найдены профили
свободной поверхности Γ0, а также свисающих капель, количество которых для общ-
ности будем считать равным m.

Переходя к рассмотрению проблемы устойчивости, введем малые отклонения
гидросистемы относительно состояния равновесия. Именно введем отклонения ζ0(s),
s ∈ Γ0, поверхности Γ0 вдоль внешней нормали ~n0 к ней, а также аналогичные от-
клонения ζj(s), s ∈ Γj, для поверхностей Γj, j = 1,m. Тогда из условия сохранения
общей площади, занимаемой несжимаемой жидкостью (плоская проблема), следует,
что должно выполняться условие∫

Γ0

ζ0 dΓ0 +
m∑
j=1

∫
Γj

ζj dΓj = 0. (2.1)

Как хорошо известно (см. [5], гл. 2), вопрос об устойчивости гидросистемы в
окрестности состояния равновесия жидкости в условиях, близких к невесомости, свя-
зан со знаком второй вариации ее потенциальной энергии U . В рассматриваемой
проблеме вторая вариация δ2U может быть найдена из ее общего представления
(см. [7], c. 206):

δ2U =
m∑
j=0

{∫
Γj

[
aj|ζj|2 + |ζ ′j(s)|2

]
dΓj +

∫
∂Γj

χj|ζj|2ds
}
, (2.2)

aj = aj(s) := b0 cos(~̂nj, ~k)− (kj(s))
2, kj(s) = b0(zj(s)− h) + q0, s ∈ Γj, j = 0,m,

где kj(s) — кривизны дуг Γj. Кроме того, учитывая специфику задачи, что Γ0 сколь-
зит вдоль вертикальных стен, а свисающие капли закреплены на ∂Γj, т. е. в концевых
точках, приходим к краевым условиям

ζ ′0(s0) + χ0(s0)ζ0(s0) = 0, −ζ ′0(−s0) + χ0(−s0)ζ0(−s0) = 0, (2.3)

χ0(s) :=
z′0(s)

x′0(s)

[
b0(z0(s)− h) + q0

]
, ζj(sj) = ζj(−sj) = 0, j = 1,m. (2.4)

Рассмотрим вопрос о минимуме функционала (2.2) при условиях (2.1), (2.3), (2.4)
и условии нормировки

m∑
j=0

∫
Γj

|ζj|2dΓj = 1. (2.5)
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Как хорошо известно из вариационного исчисления, минимум задачи на услов-
ный экстремум квадратичного функционала (2.2) (с условиями (2.3), (2.4) и дополни-
тельными условиями (2.1), (2.5)), а также функция ζ̂ := (ζ0; ζ1; . . . ; ζm), реализующая
этот минимум, представляют собой наименьшее собственное значение λ = λ∗ и соот-
ветствующую нормированную собственную функцию ζ̂ спектральной задачи

M0ζ0 + µ = λζ0 (на Γ0), (2.6)

ζ ′0(s0) + χ0(s0)ζ0(s0) = 0, −ζ ′0(−s0) + χ0(−s0)ζ0(−s0) = 0, (2.7)

Mjζj + µ = λζj (на Γj), ζj(sj) = ζj(−sj) = 0, j = 1,m, (2.8)

Mjζj := −ζ ′′j + aj(s)ζj, j = 0,m, (2.9)

рассматриваемой при условии (2.1). Здесь λ и µ — не определенные множители
Лагранжа.

Отсюда приходим к следующим выводам.
1◦. Если минимальное собственное значение λ = λ∗ задачи (2.6)–(2.9), (2.1) поло-

жительно, то равновесное состояние гидросистемы статически устойчиво.
2◦. Если λ∗ < 0, то равновесное состояние статически неустойчиво (жидкость

прольется вниз через отверстия в днище).
3◦. Границей области устойчивости является такая совокупность заданных пара-

метров гидросистемы, для которой выполнено условие λ∗ = 0.
Утверждения 1◦–3◦ называют спектральным признаком статической устойчиво-

сти гидросистемы.

2.2. Операторный подход к проблеме устойчивости. Этот подход подробно
описан в п. 2.2 работы [2]. Поэтому далее приведем без доказательства этапы этого
исследования.

Рассмотрим спектральную проблему (2.6)–(2.9), (2.1) как задачу на собственные
значения некоторого неограниченного линейного оператора, действующего в гиль-
бертовом пространстве. С этой целью, опираясь на (2.5) и (2.1), введем комплексное
гильбертово пространство

L2(Γ) :=
m⊕
j=0

L2(Γj) (2.1)

наборов элементов (столбцов) ζ̂ := (ζ0; ζ1; . . . ; ζm)τ с квадратом нормы

‖ζ̂‖2
L2(Γ) :=

m∑
j=0

∫
Γj

|ζj|2dΓj =:
m∑
j=0

‖ζj‖2
L2(Γj)

(2.2)
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и соответствующим скалярным произведением. Введем также его подпростран-
ство L2,Γ тех элементов из L2(Γ), для которых выполнено условие (2.1), т. е. эле-
ментов, ортогональных к одномерному подпространству, натянутому на единичную
функцию

1Γ := (1Γ0 ; 1Γ1 ; . . . ; 1Γm)τ .

Введем еще подпространство

L2,Γ0 :=
{
η0 ∈ L2(Γ0) :

∫
Γ0

η0 dΓ0 = (η0, 1Γ0)L2(Γ0) = 0
}

(2.3)

с соответствующим скалярным произведением.
В системе соотношений (2.6)–(2.9) можно исключить параметр µ, введя оператор

усреднения по Γ0:

K0ζ0 := |Γ0|−1

∫
Γ0

ζ0dΓ0. (2.4)

Тогда из (2.6)–(2.9) возникает спектральная задача, которая при m = 2 выглядит
следующим образом: P0M0 0 0

−K0M0 M1 0

−K0M0 0 M2


 ζ0

ζ1

ζ2

 = λ

 P0 0 0

−K0 I1 0

−K0 0 I2


 ζ0

ζ1

ζ2

 , (2.5)

где P0 := I0 −K0 : L2(Γ0)→ L2,Γ0 — ортопроектор.
Из уравнений статики для Γ0 следует, что эта поверхность не изменяет своей

формы при ее возмущениях сдвига по вертикали. Такие возмущения для криволи-
нейной Γ0 описываются функциями вида cx′0(s). Опираясь на этот факт, представим

общее возмущение ζ̂ свободной поверхности Γ =
2⋃
j=0

Γj в видe суммы возмущений,

отвечающих сдвиговому возмущению поверхности Γ0 и общему возмущению лишь
одной поверхности Γj, (j = 1, 2;m = 2). Кроме того, наряду со сдвиговыми возму-
щениями на Γ0, учтем также возмущения, сохраняющие общую площадь жидкости
при неподвижных границах Γj, j = 1, 2. Тогда

ζ0 = η0 +
2∑
j=1

ζ0j x
′
0(s),

∫
Γ0

η0dΓ0 = 0, (2.6)

где ζ0j — постоянные. Отсюда

ζ0j = −1

2

∫
Γj

ζj dΓj =: −Kjζj, ζj ∈ L2(Γj), j = 1, 2. (2.7)
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Используя еще свойство (см. [2], лемма 2.1)

M0x
′
0(s) = b0, x′′0(s0) + χ(s0)x′0(s0) = 0, −x′′0(−s0) + χ(−s0)x′0(−s0) = 0, (2.8)

приходим к выводу, что

µ =
( 2∑
j=1

ζ0j

)
(2λ|Γ0|−1 − b0)−K0(M0η0). (2.9)

Тогда задача (2.5) принимает вид B0 0 0

−K0M0 B1 + b0K1 b0K2

−K0M0 b0K1 B2 + b0K2


 η0

ζ1

ζ2


= λ

 I0 (2|Γ0|−1 − x′0(s))K1 (2|Γ0|−1 − x′0(s))K2

0 I1 + 2|Γ0|−1K1 2|Γ0|−1K2

0 2|Γ0|−1K1 I2 + 2|Γ0|−1K2


 η0

ζ1

ζ2

 , (2.10)

B0 := P0M0P0, D(B0) = {η0 ∈ L2,Γ0 ∩H2(Γ0) : η′0(s0) + χ0(s0)η0(s0) = 0,

− η′0(−s0) + χ0(−s0)η0(−s0) = 0},

Bj := Mj, D(Bj) = {ζj ∈ H2(Γj) : ζj(sj) = ζj(−sj) = 0}, j = 1, 2.

Таким образом, задача об устойчивости исследуемой гидросистемы приведена к
задаче на собственные значения (2.10). Здесь слева стоит неограниченный оператор,
представленный в виде матрицы с неограниченными операторными коэффициента-
ми. Областью определения этого оператора является множество

D(B0)⊕D(B1)⊕D(B2) ⊂ L2,Γ0 ⊕ L2(Γ1)⊕ L2(Γ2).

Оказывается (см. [2]), что эта операторная матрица представляет собой оператор
потенциальной энергии исследуемой гидросистемы: ее квадратичная форма на эле-
ментах (ζ0; ζ1; ζ2)τ равна удвоенной потенциальной энергии малых отклонений гид-
росистемы от состояния равновесия. Особенность этой матрицы состоит в том, что
она имеет треугольный блочный вид, и это позволяет определить тот класс возмуще-
ний свободной поверхности, на котором гидросистема теряет устойчивость. Отметим
еще, что задача существенно упрощается, если угол смачивания δ0 на верхней по-
верхности Γ0 равен π/2, и потому Γ0 — плоская горизонтальная поверхность. В этом
случае проблема (2.10) распадается на две независимые спектральные задачи.

В общей ситуации, когда δ0 6= π/2 свойства операторных коэффициентов в (2.10)
таковы (см. [2]).

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2016, 2



Задачи статики, устойчивости и колебаний жидкости в сосуде с отверстиями 77

1◦. Операторы K0, K1 и K2 являются компактными неотрицательными операто-
рами.

2◦. Oператор B0 является ограниченным снизу самосопряженным оператором с
дискретным спектром; такими же свойствами обладают операторы Bj, (j = 1, 2).

3◦. Oператор(
K1 K2

K1 K2

)
: L2(Γ1)⊕ L2(Γ2)→ L2(Γ1)⊕ L2(Γ2) =: L̃2

неотрицателeн.
Отсюда получаем следующий результат.

Теорема 1. Спектр задачи (2.10) с горизонтальной Γ0 является дискретным с
предельной точкой λ = +∞. Он является объединением спектров оператора B0 и
задачи(

B1 + b0K1 b0K2

b0K1 B2 + b0K2

)(
ζ1

ζ2

)
= λ

(
I1 +K1 K2

K1 I2 +K2

)(
ζ1

ζ2

)
. (2.11)

Ветви {λk(B0)}∞k=1 отвечают возмущения нулевого объема (площади) в окрест-
ности Γ0 при неподвижных границах Γ1 и Γ2, а ветви собственных значений
{λk}∞k=1 задачи (2.11) — сдвиговые возмущения поверхности Γ0, порожденные воз-
мущениями общего вида поверхностей Γ1 и Γ2.

Границей области устойчивости исследуемой гидросистемы является такой
набор ее исходных параметров, при которых минимальное собственное значение
оператора

B̃ + b0K̃ :=

(
B1 + b0K1 b0K2

b0K1 B2 + b0K2

)
(2.12)

равно нулю. �

Это же утверждение справедливо и в случае, когда Γ0 криволинейна (0 < δ0 < π).
При этом устойчивость теряется на сдвиговых возмущениях, когда верхняя граница
Γ0 перемещается как единое целое вдоль вертикальной оси.

3. О собственных колебаниях гидросистемы

3.1. Постановка задачи. Рассмотрим теперь проблему малых собственных коле-
баний гидросистемы: жидкость в канале с вертикальными стенками и двумя свисаю-
щими c днища каплями (плоский случай). Можно показать, что эта задача сводится
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к нахождению потенциала малых перемещений жидкости Φ = Φ(t, x), x ∈ Ω, связан-
ного с полем скоростей ~u жидкости соотношением

~u(t, x) =
∂

∂t

(
∇Φ(t, x)

)
.

Собственными колебаниями называют такие решения начально-краевой задачи
о малых движениях гидросистемы, для которых

Φ(t, x) = exp(iωt)Φ(x), x ∈ Ω,

где ω — неизвестная частота колебаний, а Φ(x) — амплитудная функция, описываю-
щая форму колебаний.

В принятых выше безразмерных переменных для нахождения функции Φ(x) воз-
никает следующая спектральная задача (она выписана по аналогии с близкой зада-
чей из [7], c. 293):

∆Φ = 0 (в Ω),
∂Φ

∂n
= 0 (на S), (3.1)

M0ζ0 + µ = λΦ (на Γ0), ζ0 :=
∂Φ

∂n0

∣∣∣
Γ0

, λ = ρω2l3σ−1, (3.2)

M1ζ1 + µ = λΦ (на Γ1), ζ1 :=
∂Φ

∂n1

∣∣∣
Γ1

, (3.3)

M2ζ2 + µ = λΦ (на Γ2), ζ2 :=
∂Φ

∂n2

∣∣∣
Γ2

. (3.4)

Здесь µ — неизвестная заранее константа, λ — квадрат безразмерной частоты соб-
ственных колебаний, остальные обозначения — те же, что и в (2.6)–(2.9).

В динамической проблеме (3.1)–(3.4), как и ранее в (2.6)–(2.9), можно исключить
параметр µ с помощью оператора K0 из (2.4). Имеем

K0M0ζ0 + µ = λK0(Φ|Γ0),

и тогда из (3.1)–(3.4) приходим к спектральной проблеме P0M0 0 0

−K0M0 M1 0

−K0M0 0 M2


 ζ0

ζ1

ζ2

 = λ

 Φ|Γ0 −K0(Φ|Γ0)

Φ|Γ1 −K0(Φ|Γ0)

Φ|Γ2 −K0(Φ|Γ0)

 , (3.5)

аналогичному соотношению (2.5). Здесь снова стоит операторная матрица потенци-
альной энергии исследуемой гидросистемы, а справа, как выясняется, — операторная
матрица кинетической энергии этой системы.
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3.2. Вспомогательные краевые задачи и их операторы. Переходя к рассмот-
рению спектральной задачи (3.1)–(3.4), отметим, что необходимым условием ее раз-
решимости является условие ∫

Γ0

ζ0dΓ0 +
2∑
j=1

∫
Γj

ζjdΓj = 0, (3.1)

т. е. условие (2.1) при m = 2. Опираясь на (3.1), рассмотрим три вспомогательные
задачи Неймана, позволяющие выразить правую часть в (3.5) в виде действия опе-
раторной матрицы на искомый столбец ζ̂ := (ζ0; ζ1; ζ2)τ либо аналогичный столбец
(η0; ζ1; ζ2)τ , как это было в (2.10).

Именно, представим решение задачи (3.1)–(3.4) в виде

Φ(x) = Φ0(x) + Φ1(x) + Φ2(x), (3.2)

где слагаемые являются решениями следующих вспомогательных задач.
1◦. Задача о колебаниях границы Γ0 при неподвижных границах Γ1 и Γ2:

∆Φ0 = 0 (в Ω),
∂Φ0

∂n
= 0 (на S),

∂Φ0

∂n
= η0 (на Γ0),

∫
Γ0

η0dΓ0 = 0,

∂Φ0

∂n
= 0 (на Γ1),

∂Φ0

∂n
= 0 (на Γ2),

∫
Γ0

Φ0dΓ0 = 0. (3.3)

2◦. Задача о сдвиговых колебаниях границы Γ0 при общем возмущении границы
Γ1 и неподвижной границе Γ2:

∆Φ1 = 0 (в Ω),
∂Φ1

∂n
= 0 (на S),

∂Φ1

∂n
= ζ01x

′
0(s) (на Γ0),

∂Φ1

∂n
= ζ1 (на Γ1),

∂Φ1

∂n
= 0 (на Γ2),

∫
Γ0

Φ1dΓ0 +

∫
Γ1

Φ1dΓ1 = 0, (3.4)

где ζ01 = −K1ζ1, и потому выполнено необходимое условие разрешимости этой зада-
чи.

3◦. Задача о сдвиговых колебаниях границы Γ0 при общем возмущении границы
Γ2 и неподвижной границе Γ1:

∆Φ2 = 0 (в Ω),
∂Φ2

∂n
= 0 (на S),

∂Φ2

∂n
= ζ02x

′
0(s) (на Γ0),

∂Φ2

∂n
= 0 (на Γ1),

∂Φ2

∂n
= ζ2 (на Γ2),

∫
Γ0

Φ2dΓ0 +

∫
Γ2

Φ2dΓ2 = 0, (3.5)
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где ζ02 = −K2ζ2, и потому выполнено необходимое условие разрешимости этой зада-
чи.

Каждая из задач (3.3)–(3.5) является задачей Неймана для уравнения Лапласа.
Eсли выполнены условия

η0 ∈ L2,Γ0 , ζ1 ∈ L2(Γ1), ζ2 ∈ L2(Γ2), (3.6)

то в области Ω с липшицевой границей ∂Ω существуют единственные обобщенные
решения этих задач, принадлежащие подпространству гармонических функций из
H1(Ω), и можно считать, что

Φ0 = V0η0, Φ1 = V1ζ1, Φ2 = V2ζ2, (3.7)

где Vj, (j = 0, 1, 2) — соответствующие разрешающие операторы этих задач. Тогда в
силу (3.2) потенциал Φ допускает представление

Φ = V0η0 + V1ζ1 + V2ζ2 ∈ H1(Ω), (3.8)

и потому (по теореме Гальярдо, см. [8]) имеем

Φ|Γ0 =γ0V0η0 + γ0V1ζ1 + γ0V2ζ2 ∈ H1/2(Γ0),

Φ|Γ1 =γ1V0η0 + γ1V1ζ1 + γ1V2ζ2 ∈ H1/2(Γ1),

Φ|Γ2 =γ2V0η0 + γ2V1ζ1 + γ2V2ζ2 ∈ H1/2(Γ2),

(3.9)

где γj, j = 0, 1, 2, — соответствующие операторы следа.
Формулы (3.9) позволяют, как и в п. 2, перейти от задачи (3.5) к спектральной

задаче B0 0 0

−K0M0 B1 + b0K1 b0K2

−K0M0 b0K1 B2 + b0K2


 η0

ζ1

ζ2


= λ

 A00 A01 A02

A10 A11 A12

A20 A21 A22


 η0

ζ1

ζ2

 , (3.10)

A00 := P0γ0V0P0, A01 := P0γ0V1, A02 := P0γ0V2,

A10 := γ1V0 −K0γ0V0, A11 := γ1V1 −K0γ0V1, A12 := γ1V2 −K0γ0V2,

A20 := γ2V0 −K0γ0V0, A21 := γ2V1 −K0γ0V1, A22 := γ2V2 −K0γ0V2,

(3.11)

а операторы слева в (3.10) — те же, что и в проблеме устойчивости (2.10).
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3.3. Свойства решений спектральной задачи. Оказывается, матрица
A = (Ajk)

2
j,k=0 в (3.10) имеет отчетливый физический смысл: это матрица ки-

нетической энергии гидросистемы, так как ее квадратичная форма на элементах
(η0; ζ1; ζ2)τ равна удвоенной кинетической энергии системы. Поэтому она представ-
ляет собой положительный компактный оператор, действующий в пространстве

Ľ2 := L2,Γ0 ⊕ L2(Γ1)⊕ L2(Γ2). (3.1)

Таким образом, задача о собственных колебаниях гидросистемы приведена к спек-
тральной проблеме

Bζ̌ = λA ζ̌ , ζ̌ := (η0; ζ1; ζ2)τ ∈ D(B) ⊂ Ľ2, (3.2)

где B — операторная матрица потенциальной энергии слева в (3.10), свойства кото-
рой уже были изучены в п. 2.

Теорема 2. Задача (3.2) о собственных колебаниях гидросистемы имеет дискрет-
ный вещественный спектр с предельной точкой λ =∞. Если собственные значения
λk(B) оператора B обладают свойствами

−∞ < λ1(B) ≤ . . . ≤ λκ(B) < 0 = λκ+1(B) = . . . = λκ+q(B) < λκ+q+1(B) ≤ . . . ,

(3.3)
то собственные значения λk := λk(B; A ) задачи (3.2) удовлетворяют этим же
неравенствам

−∞ < λ1 ≤ . . . ≤ λκ < 0 = λκ+1 = . . . = λκ+q < λκ+q+1 ≤ . . . . (3.4)

�

Следствием этой теоремы является такое утверждение.

Теорема 3 (о динамической устойчивости и неустойчивости системы). 1◦. Если ми-
нимальное собственное значение λ1(B) оператора потенциальной энергии B поло-
жительно, то исследуемая гидросистема динамически устойчива.

2◦. Если λ1(B) < 0, то гидросистема динамически неустойчива, причем устой-
чивость теряется на сдвиговых возмущениях поверхности Γ0.

3◦. Границе области динамической устойчивости соответствует условие
(2.12):

λ∗ := λmin(B + b0K ) = 0. (3.5)

�

Утверждения данной теоремы называют спектральным признаком динамической
устойчивости гидросистемы.
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4. О разрешимости проблемы малых колебаний системы

Эта задача разобрана в [3, 4].

4.1. О постановке исходной начально-краевой задачи. Рассмотрим теперь бо-
лее детально начально-краевую задачу о малых движениях исследуемой гидросисте-
мы (плоский случай).

Пусть ~w(t, x) — поле малых перемещений жидкости, p(t, x) — отклонение поля
давлений от равновесного поля давлений, ~f(t, x) — малое поле внешних массовых
сил, наложенных на гравитационное поле. Тогда линеаризованные уравнения Эйлера
движения идеальной несжимаемой жидкости принимают вид

ρ
∂2 ~w

∂t2
+∇p = ρ~f, div~w = 0 (в Ω). (4.1)

На твердой стенке S должно выполняться условие непротекания

wn := ~w · ~n = 0 (на S) . (4.2)

Вводя еще отклонение по нормали, запишем условие сохранения объема:

~w · ~nj =: ζj (на Γj), j = 0, 1, 2,

∫
Γ0

ζ0 dΓ0 +
2∑
j=1

∫
Γj

ζj dΓj = 0. (4.3)

На поверхностях Γj должны выполняться динамические условия:

p|Γj = −σζ ′′j + ajζj =: Mjζj, j = 0, 1, 2 , (4.4)

а на ∂Γj — краевые условия для поверхности Γ0 и капель Γj :

∂ζ0

∂ν
+ χ0ζ0 = 0 (на Γ0), ζj = 0 (на ∂Γ0), j = 1, 2 . (4.5)

Здесь обозначения те же, что и в (2.6)–(2.9). Для полной постановки начально-
краевой задачи необходимо еще добавить начальные условия:

~w(0, x) = ~w0(x),
∂ ~w

∂t
(0, x) = ~w1(x), x ∈ Ω. (4.6)

Для исследования задачи (4.1)–(4.6) применяется метод ортогонального проек-
тирования уравнений движения на ортогональные подпространства пространства
вектор-функций ~L2(Ω) с квадратом нормы

‖~w‖2
~L2(Ω)

:=

∫
Ω

|~w|2 dΩ. (4.7)
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Подробная процедура применения этого метода описана в [9, § 3.3 ]. Здесь от-
метим только, что искомые поля ~w(t, x) и ∇p(t, x) будем считать функциями пе-
ременной t со значениями в ~L2(Ω), и воспользуемся тем фактом, что ~L2(Ω) имеет
ортогональное разложение

~L2(Ω) = ~J0(Ω)⊕ ~Gh,S(Ω)⊕ ~G0,Γ(Ω) , (4.8)

~J0(Ω) :=
{
~v ∈ ~L2(Ω) : div~v = 0 (в Ω), vn = 0 (на ∂Ω)

}
,

~Gh,S(Ω) :=
{
~u = ∇Φ ∈ ~L2(Ω) : ∆Φ = 0 (в Ω),

∂Φ

∂n
= 0 (на S),

∫
Γ

Φ dΓ = 0
}
,

~G0,Γ(Ω) :=
{
~w = ∇Ψ ∈ ~L2(Ω) : Ψ = 0 (на Γ)

}
.

Тогда в (4.1) имеем

~w = ~v +∇Φ, ~v ∈ ~J0(Ω), ∇Φ ∈ ~Gh,S(Ω),

∇p = ∇ϕ+∇χ, ∇ϕ ∈ ~Gh,S(Ω), ∇χ ∈ ~G0,Γ(Ω).
(4.9)

Проектируя уравнения движения на введенные подпространства, убеждаемся,
что проекции на ~J0(Ω) и ~G0,Γ(Ω) дают тривиальные соотношения, а основной про-
блемой является начально-краевая задача в подпространстве ~Gh,S(Ω), т. е. задача о
нахождении потенциала перемещений Φ(t, x) в данной гидросистеме. Соответствую-
щая задача о собственных колебаниях уже рассмотрена в п. 3 (см. (3.1)–(3.4)).

4.2. О сильной разрешимости начально-краевой задачи. Повторяя для
начально-краевой задачи в подпространстве ~Gh,S(Ω) те же преобразования, которые
в п. 3 были проделаны для соответствующей спектральной проблемы (см. (3.1)–(3.4)),
приходим к выводу, что эта проблема равносильна задаче Коши

ρ
d2

dt2
A ζ̌ + σBζ̌ = ρA f, ζ̌ := (η0, ζ1; ζ2)τ , f := (f0; f1; f2)τ , (4.1)

∇f = Ph,S ~f, ζ̌(0) = ζ̌0, ζ̌ ′(0) = ζ̌1,

где ζ̌(t) — искомая функция из пространства Ľ2(Ω) = L2,Γ0 ⊕ L2(Γ1)⊕ L2(Γ2).

Теорема 4. Если в задаче (4.1) выполнены условия

ζ̌0 ∈ D(A −1/2B), ζ̌1 ∈ D(|B|1/2), f ∈ C1([0, T ]; D(A −1/2)),

то существует единственное сильное решение этой задачи на отрезке [0, T ], т. е.
все слагаемые в уравнении (4.1) непрерывны по t со значениями в D(A −1/2)). �

Следствием теоремы 4.1 является такое утверждение.
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Теорема 5. Пусть в исходной задаче(4.1)–(4.6) выполнены условия

~w0(x) ∈ ~J0(Ω)⊕ ~Gh,S(Ω); w0
n|Γk ∈ D(Bk) ∩H5/2(Γk), k = 0, 1, 2;

~w1(x) ∈ ~J0(Ω)⊕ ~Gh,S(Ω), w1
n|Γ0 ∈ H1(Γ0), w0

n|Γk ∈ H1
0 (Γk), k = 1, 2;

~f(t, x) ∈ C1([0, T ]; ~L2(Ω)).

Тогда задача (4.1)–(4.6) имеет на отрезке [0, T ] сильное решение, т. е. в уравнении
движения (4.1) все функции непрерывны по t со значениями в ~L2(Ω), а в граничных
условиях на Γ = Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ2 все слагаемые непрерывны по t со значениями в

H
1/2
Γ := (H1/2(Γ0)×H1/2

0 (Γ1)×H1/2
0 (Γ2)) ∩ L2,Γ.

�

Заключение

В работе рассмотрены задачи статики, устойчивости, собственных колебаний и
малых движений идеальной несжимаемой жидкости, которая находится в сосуде с
донными отверстиями в условиях, близких к невесомости. Рассмотрены случаи пря-
моугольного канала (плоская задача) и цилиндрического контейнера (осесимметрич-
ная задача), случаи как горизонтальной, так и криволинейной верхней части свобод-
ной поверхности.

В задаче статики получены краевые задачи для системы дифференциальных
уравнений второго порядка с дополнительным интегральным условием и предложен
алгоритм их численного решения. В проблеме устойчивости равновесного состояния
гидросистемы доказаны утверждения о статической устойчивости равновесного со-
стояния, основанные на знаке минимального собственного значения ассоциированной
спектральной проблемы. Задача об устойчивости приведена к задаче на собственные
значения в некотором гильбертовом пространстве; показано, что эта задача имеет
дискретный спектр, состоящий из двух ветвей собственных значений, с предельной
точкой на +∞ и определяется граница области устойчивости гидросистемы.

В проблеме собственных колебаний доказана теорема о свойствах спектра задачи,
а также ее следствие о динамической устойчивости и неустойчивости гидросистемы.
Наконец, доказано, что если исходные данные начально-краевой задачи о малых дви-
жениях гидросистемы удовлетворяют некоторым условиям гладкости, то существует
единственное сильное решение этой проблемы, а также ассоциированной с ней задачи
Коши для дифференциально-операторного уравнения в соответствующем гильбер-
товом пространстве.
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Multiple completeness of the root functions of some nonregular
pencils of the third order differential operators.

Rykhlov V. S.

Abstract. Three concrete examples of strongly nonregular polynomial pencils of ordinary
differential operators of the third order generated on [0, 1] by a linear differential expression with
constant coefficients, polynomially depending on spectral parameter λ, and by two-point not
semisplitting boundary conditions are considered, namely:

1) the pencil L1
0(λ) of the form

y′′′ − λy′′ + λ2y′ − λ3y = 0,

y(0) + y(1) = y′(0) + iy′(1) = y′′(0)− y′′(1) = 0;

2) the pencil L2
0(λ) of the form

y′′′ − (1 + i)λy′′ + (2 + i)λ2y′ − 2λ3y = 0,

y(0)− 5y(1) = y′(0)− (2 + 6i)y′(1) = y′′(0) + 10y′′(1) = 0;

3) the pencil L3
0(λ) of the form

y′′′ − (1− i)λy′′ + (1 + 2i)λ2y′ − (1 + 3i)λ3y = 0,

y(0) + 5y(1) = y′(0) + (1 + 2i)y′(1) = y′′(0)− (3 + i)y′′(1) + (6− 3i)λy′(1) = 0.

Based on general theorems on multiple completeness of the root functions, obtained earlier
by the author, multiple completeness of the root functions of the pencils in the space L2[0, 1]

is investigated. It is found that in spite on a similar form of pencils of these examples, the
multiplicity of the completeness of the root functions is completely different.

1Работа подготовлена в рамках выполнения государственного задания Минобрнауки России (проект
№ 1.1520.2014/K)
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For the first example the root functions are one-fold complete in the space L2[0, 1] with a
possible finite defect and two-fold incomplete with infinite defect.

For the second example the root functions are two-fold complete in the space L2[0, 1] with a
possible finite defect and three-fold incomplete with infinite defect.

And for the third example the root functions are three-fold complete in the space L2[0, 1].
Appropriate sets of vector-functions, orthogonal to derivative chains of corresponding

multiplicity of the considered pencils, built by the root functions of the considered pencils, are
constructed.

The method of investigating of multiple completeness of the root functions is to use a
special solution of the basic differential equation depending on an arbitrary parameter vector.
An important role is played by lemma on the characteristic polygons of the special solutions
when as vector-parameters are taken vectors constructed on the basis of the coefficients of the
boundary conditions and the roots of the characteristic polynomial.

Keywords: pencil of ordinary differential operators, pencil of the third order, nonregular pencil,
root functions, eigen- and associated functions, multiple completeness, constant coefficients of
differential expression, not semisplitting boundary conditions, two-point boundary conditions

Введение

Рассмотрим обыкновенный дифференциальный пучок L0(λ), порожденный диф-
ференциальным выражением (здесь и далее обозначения взяты из статьи [1])

`0(y, λ) :=
∑
j+s=n

pjsλ
sy(j), pjs ∈ C, pn0 6= 0 (1)

и нормированными двухточечными краевыми условиями

U0
i (y, λ) ≡ U0

i0(y, λ) + U0
i1(y, λ) :=

∑
j+s≤κi

λs(αijsy
(j)(0) + βijsy

(j)(1)) = 0, i = 1, n, (2)

где λ ∈ C — спектральный параметр, aijs, bijs ∈ C, 0 ≤ κi ≤ n− 1.
Суммарный порядок краевых условий (2) обозначим буквой κ, то есть по опре-

делению κ = κ1 + κ2 + . . .+ κn.
Далее будут использоваться известные определения собственных значений (с. з.)

пучка, собственных и присоединенных функций (с. п.ф) или, кратко, корневых функ-
ций (к.ф.), производных m-цепочек (1 ≤ m ≤ n), построенных по системе к.ф.,
которые можно найти, например, в [2, 3, 4].

Предположим, что множество всех с. з. пучка L(λ) счетно. Обозначим это мно-
жество Λ := {λk}. Пусть Y := {yk} есть множество всех к.ф. пучка L0(λ), соответ-
ствующих множеству Λ. Обозначим Λ0 := Λ ∪ {0}.
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Решается задача нахождения условий на коэффициенты пучка L0(λ), при кото-
рых имеет место или отсутствует n-кратная полнота в пространстве L2[0, 1] системы
к.ф. В последнем случае естественно возникает вопрос об условиях m-кратной пол-
ноты при 1 ≤ m ≤ n.

Определение 1. Определенную на некотором множестве D ⊃ Λ достаточно глад-
кую по λ функцию g(x, λ), x ∈ [0, 1] назовем порождающей для системы к.ф. пучка
L0(λ), если функции

∂kg(x, λ)

∂λk

∣∣∣∣
λ=λν

, k = 0, sν , λν ∈ Λ

являются к.ф. пучка L0(λ), соответствующими с. з. λν кратности sν + 1.

В [1] был подробно описан новый подход к исследованию кратной полноты к.ф.
сильно нерегулярных пучков дифференциальных операторов с не полураспадающи-
мися краевыми условиями. Там же была изложена краткая история вопроса. Основ-
ную роль в этом новом подходе играют порождающие функции специального вида.

В настоящей статье рассматриваются три конкретных сильно нерегулярных пуч-
ка третьего порядка с не полураспадающимися краевыми условиями на предмет
исследования кратной полноты их к.ф. в пространстве L2[0, 1] на основе теории,
изложенной в [1]. Следует отметить, что, несмотря на схожесть этих трех пучков,
кратность полноты у них совершенно различна.

Рассмотрим уравнение `0(y, λ) = 0. Предположим, что корни {ωk}nk=1 его харак-
теристического уравнения

∑
j+s=n pjsω

j = 0 попарно различны и отличны от нуля.
Система функций yj(x, λ) = exp(λωjx), j = 1, n, как известно, является фундамен-
тальной системой решений (ф.с.р.) уравнения `0(y, λ) = 0 при λ 6= 0.

Как и в [1], введем следующие вектор-столбцы при j = 1, n

Hj(λ) :=
(
U0

1 (yj, λ), . . . , U0
n(yj, λ)

)T
,

Vj(λ) ≡ (v1j(λ), . . . , vnj(λ))T :=
(
U0

10(yj, λ), . . . , U0
n0(yj, λ)

)T
,

V̂j(λ) = (λ−κ1v1j(λ), . . . , λ−κnvnj(λ))T ,

Wj(λ) ≡ (w1j(λ), . . . , wnj(λ))T := e−λωj
(
U0

11(yj, λ), . . . , U0
n1(yj, λ)

)T
,

Ŵj(λ) = (λ−κ1w1j(λ), . . . , λ−κnwnj(λ))T .

Перейдем теперь к рассмотрению конкретных примеров.
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Пример 1.

На отрезке [0, 1] рассмотрим пучок обыкновенных дифференциальных операто-
ров третьего порядка L1

0(λ) вида:

y′′′ − λy′′ + λ2y′ − λ3y = 0,

y(0) + y(1) = y′(0) + iy′(1) = y′′(0)− y′′(1) = 0.

Здесь ω1 = −i, ω2 = 1, ω3 = i и, следовательно, ф.с.р. уравнения `0(y, λ) = 0

состоит из функций

y1(x, λ) = e−iλx, y2(x, λ) = eλx, y3(x, λ) = eiλx (λ 6= 0).

В данном случае имеем

V1 =

 1

−i
−1

 , V2 =

 1

1

1

 , V3 =

 1

i

−1

 ,

W1 =

 1

1

1

 , W2 =

 1

i

−1

 , W3 =

 1

−1

1

 .

(3)

Для характеристического определителя пучка L1
0(λ) справедливо представление

∆(λ) := det
(
U0
i (yj)

)3

ij=1
=
∣∣H1(λ), H2(λ), H3(λ)

∣∣ =

= λ3
∣∣V̂1 + eλω1Ŵ1, V̂2 + eλω2Ŵ2, V̂3 + eλω3Ŵ3

∣∣ = λ3
(
∆0 + eλω1∆1 + eλω2∆2 + eλω3∆3+

+ eλ(ω1+ω2)∆12 + eλ(ω1+ω3)∆13 + eλ(ω2+ω3)∆12 + eλ(ω1+ω2+ω3)∆123

)
, (4)

где на основании (3)

∆0 = |V̂1V̂2V̂3| = −4i, ∆1 = |Ŵ1V̂2V̂3| = 0,

∆2 = |V̂1Ŵ2V̂3| = 0, ∆3 = |V̂1V̂2Ŵ3| = 4,

∆12 = |Ŵ1Ŵ2V̂3| = 0, ∆13 = |Ŵ1V̂2Ŵ3| = 0,

∆23 = |V̂1Ŵ2Ŵ3| = 4i, ∆123 = |Ŵ1Ŵ2Ŵ3| = −4.

(5)

C учетом этих значений из (3) получим

∆(λ) = λ3
(
− 4i− 4eλ + 4eiλ + 4ie(1+i)λ

)
=: λ3∆̃1(λ).

В левой части рис. 1 изображены характеристический многоугольник M∆ и мно-
гоугольникM для данного примера. Эти многоугольники были введены в [1]. Чтобы
не загромождать рисунки, пишем на них «i» вместо «ωi», «ij» вместо «ωi + ωj», . . . .
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Рис. 1. Многоугольники M∆ и M , соответственно, в примерах 1–3.

Следовательно, рассматриваемый пучок является сильно нерегулярным [1] или
не нормальным [4]. Кроме того, краевые условия не являются полураспадающимися.
Поэтому к этому пучку не применимы теоремы о кратной полноте к.ф. из [4, 5, 6].

На основании лемм 2 и 3 из [1] нетрудно установить, что

V1 6∈ (α), V2 ∈ (α), V3 ∈ (α), W1 ∈ (α), W2 ∈ (α), W3 6∈ (α),

где условие (α) определено в [1].
В следствии того, что

rank(V2, V3,W1,W2) = 2 < 3 = n,

то воспользоваться следствием 1 из [1] о 3-кратной полноте к.ф. для рассматрива-
емого в этом примере пучка L1

0(λ) нельзя. Но так как имеется пара с одинаковым
индексами {V2,W2} ∈ (α), то по теореме 2 из [1] можно заключить, что система к.ф.
данного пучка 1-кратно полна в L2[0, 1] с возможным конечным дефектом.

Ввиду того, что rank(V2,W2) = 2, то в соответствии с определением функций
y(x, λ; Γ(λ)) и леммой 1 [1] имеем две линейно-независимые порождающие функции
y(x, λ;V2(λ)) и y(x, λ;W2(λ)), для которых V2 ∈ (α) и W2 ∈ (α). Покажем, что других
порождающих функций y(x, λ; Γ(λ)) с Γ ∈ (α), линейно-независимых от y(x, λ;V2(λ))

и y(x, λ;W2(λ)), нет.
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Так как rank(V2,W2,W3) = 3, то можно искать вектор-параметр Γ со свойством
Γ ∈ (α) в виде

Γ(λ) = c1V2(λ) + c2W2(λ) + c3W3(λ), (6)

где c1, c2, c3 — пока неизвестные числа.
Запишем функцию y(x, λ; Γ(λ)) подробнее, воспользовавшись соответствующей

формулой из [1]:

y(x, λ; Γ(λ)) = λ3

∣∣∣∣∣ 0 y1(x, λ) y2(x, λ) y3(x, λ)

−Γ̂ V̂1 + eλω1Ŵ1 V̂2 + eλω2Ŵ2 V̂3 + eλω3Ŵ3

∣∣∣∣∣ =

= λ3
(
y1(x, λ)

∣∣Γ̂, V̂2 + eλω2Ŵ2, V̂3 + eλω3Ŵ3

∣∣+ y2(x, λ)
∣∣V̂1 + eλω1Ŵ1, Γ̂, V̂3 + eλω3Ŵ3

∣∣+
+ y3(x, λ)

∣∣V̂1 + eλω1Ŵ1, V̂2 + eλω2Ŵ2, Γ̂
∣∣) = λ3

(
y1(x, λ)

(∣∣Γ̂V̂2V̂3

∣∣+ eλω2
∣∣Γ̂Ŵ2V̂3

∣∣+
+ eλω3

∣∣Γ̂V̂2Ŵ3

∣∣+ eλ(ω2+ω3)
∣∣Γ̂Ŵ2Ŵ3

∣∣)+ y2(x, λ)
(∣∣V̂1Γ̂V̂3

∣∣+ eλω1
∣∣Ŵ1Γ̂V̂3

∣∣+
+ eλω3

∣∣V̂1Γ̂Ŵ3

∣∣+ eλ(ω1+ω3)
∣∣Ŵ1Γ̂Ŵ3

∣∣)+ y3(x, λ)
(∣∣V̂1V̂2Γ̂

∣∣+ eλω1
∣∣Ŵ1V̂2Γ̂

∣∣+
+ eλω2

∣∣V̂1Ŵ2Γ̂
∣∣+ eλ(ω1+ω2)

∣∣Ŵ1Ŵ2Γ̂
∣∣)). (7)

Чтобы выполнялось условие Γ ∈ (α), нужно потребовать выполнения условий∣∣Γ̂Ŵ2V̂3

∣∣ =
∣∣Ŵ1Γ̂V̂3

∣∣ =
∣∣Ŵ1Ŵ2Γ̂

∣∣ = 0 (8)

или ∣∣Γ̂V̂2V̂3

∣∣ =
∣∣Ŵ1Γ̂V̂3

∣∣ =
∣∣Ŵ1V̂2Γ̂

∣∣ = 0. (9)

Пусть выполняются условия (8). C учетом (6) эти условия можно записать в виде
следующей алгебраической системы относительно неизвестных c1, c2, c3:

c1

∣∣V̂2Ŵ2V̂3

∣∣+ c2

∣∣Ŵ2Ŵ2V̂3

∣∣+ c3

∣∣Ŵ3Ŵ2V̂3

∣∣ = 0,

c1

∣∣Ŵ1V̂2V̂3

∣∣+ c2

∣∣Ŵ1Ŵ2V̂3

∣∣+ c3

∣∣Ŵ1Ŵ3V̂3

∣∣ = 0,

c1

∣∣Ŵ1Ŵ2V̂2

∣∣+ c2

∣∣Ŵ1Ŵ2Ŵ2

∣∣+ c3

∣∣Ŵ1Ŵ2Ŵ3

∣∣ = 0.

(10)

Учитывая, что в данном примере V̂2 = Ŵ1, V̂3 = Ŵ2 и выполняются соотношения
(5), получим эквивалентное последней системе уравнение

c3

∣∣Ŵ1Ŵ2Ŵ3

∣∣ = 0.

А так как
∣∣Ŵ1Ŵ2Ŵ3

∣∣ 6= 0, то в качестве решения системы (10) будем иметь: c3 = 0, а
c1, c2 — произвольные комплексные числа.

Таким образом, никаких других порождающих функций y(x, λ; Γ(λ)) с Γ ∈ (α)

помимо y(x, λ;V2(λ)) и y(x, λ;W2(λ)) у рассматриваемого пучка нет.
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Покажем, что система к.ф. данного пучка двухкратно не полна в L2[0, 1] и имеет
бесконечный дефект. Пусть вектор=функция (в.-ф.) h(x) = (h̄1(x), h̄2(x))T ∈ L2

2[0, 1]

ортогональна всем 2-производным цепочкам, построенным по системе к.ф. пучка
L1

0(λ). Проводя теперь рассуждения, аналогичные рассуждениям [1, с. 81], получим:
1∫

0

y(x, λ;V2(λ))h2(x, λ) dx ≡ 0,

1∫
0

y(x, λ;W2(λ))h2(x, λ) dx ≡ 0, (11)

где h2(x, λ) := h1(x) + λh2(x), при возможном дополнительном предположении орто-
гональности в.-ф. h(x) в пространстве L2

2[0, 1] некоторому конечному набору в.-ф.
Используя (7), легко найдем

y(x, λ;V2(λ)) = λ3
(
− 4e(1+i)λy1(x, λ) +

(
4eiλ − 4i

)
y2(x, λ) + 4ieλy3(x, λ)

)
, (12)

y(x, λ;W2(λ)) = λ3
(

4eiλy1(x, λ) +
(
4ieiλ − 4

)
y2(x, λ)− 4iy3(x, λ)

)
. (13)

Обозначив Y 2
j (λ) =

∫ 1

0
yj(x, λ)h2(x, λ) dx, j = 1, 3, из (11)–(13) получим

−4e(1+i)λY 2
1 (λ) +

(
4eiλ − 4i

)
Y 2

2 (λ) + 4ieλY 2
3 (λ) ≡ 0, (14)

4eiλY 2
1 (λ) +

(
4ieiλ − 4

)
Y 2

2 (λ)− 4iY 2
3 (λ) ≡ 0. (15)

Умножая (15) на eλ и складывая с (14), получим

∆̃1(λ)Y 2
2 (λ) ≡ 0.

А учитывая, что ∆̃1(λ) = 0 только при λ ∈ Λ0, окончательно получим

Y 2
2 (λ) ≡ 0. (16)

Из (16) и (15) тогда найдем

eiλY 2
1 (λ)− iY 2

3 (λ) ≡ 0. (17)

При λ = 0 из (16) получим
1∫

0

h1(x) dx = 0. (18)

С учетом этого (16) можно представить, интегрируя один раз по частям, в виде
1∫

0

eiλx
( x∫

0

h1(t) dt− h2(x)

)
dx ≡ 0.
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Отсюда получим

h2(x) =

x∫
0

h1(t) dt п. в. x ∈ [0, 1]. (19)

Интегрируя по частям в (17) и используя (19) и (18), найдем
1∫

0

eiλx
(
h1(x) + h1(1− x)

)
dx ≡ 0,

что дает
h1(x) = −h1(1− x) dx п. в. x ∈ [0, 1]. (20)

Следовательно, условия (19)–(20) дают линейное многообразие всех функций
h(x), ортогональных всем 2-производным цепочкам, соответствующим к.ф. пуч-
ка L1

0(λ) и, возможно, некоторому фиксированному конечному множеству в.-ф. из
L2

2[0, 1]. Очевидно, это линейное многообразие имеет бесконечную размерность.
Таким образом, установлено, что к.ф. пучка L1

0(λ) однократно полны в L2[0, 1]

с возможным конечным дефектом и двукратно не полны с бесконечным дефектом.
Впервые этот пример был исследован несколько другим методом с таким же резуль-
татом в [7].

Пример 2

На отрезке [0, 1] рассмотрим пучок обыкновенных дифференциальных операто-
ров третьего порядка L2

0(λ) вида:

y′′′ − (1 + i)λy′′ + (2 + i)λ2y′ − 2λ3y = 0,

y(0)− 5y(1) = y′(0)− (2 + 6i)y′(1) = y′′(0) + 10y′′(1) = 0.

Здесь ω1 = −i, ω2 = 1, ω3 = 2i и, следовательно, ф.с.р. уравнения `0(y, λ) = 0

состоит из функций

y1(x, λ) = e−iλx, y2(x, λ) = eλx, y3(x, λ) = e2iλx (λ 6= 0).

В данном случае имеем

V1 =

 1

−i
−1

 , V2 =

 1

1

1

 , V3 =

 1

2i

−4

 ,

W1 =

 −5

−6 + 2i

−10

 , W2 =

 −5

−2− 6i

10

 , W3 =

 −5

12− 4i

−40

 .
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Для характеристического определителя пучка L2
0(λ) справедливо представление

(аналогично (4))

∆(λ) = λ3
(
− (3 + 9i) + (6 + 18i)eλ − (69 + 27i)e2iλ − (120− 90i)eiλ+

+ (30 + 540i)e(1+2i)λ + (2400− 1800i)e(1+i)λ
)

=: λ3∆̃2(λ).

В средней части рис. 1 изображены M∆ и M для данного примера.
Следовательно, рассматриваемый пучок L2

0(λ) является сильно нерегулярным.
Кроме того, краевые условия не являются полураспадающимися. Поэтому, как и в
примере 1, к этому пучку не применимы теоремы о кратной полноте к.ф. из [4, 5, 6].

Аналогично тому, как это было сделано в предыдущем примере, на основании
лемм 2 и 3 из [1] нетрудно установить, что

V1 6∈ (α), V2 ∈ (α), V3 ∈ (α), W1 ∈ (α), W2 ∈ (α), W3 6∈ (α).

В следствии того, что

rank(V2, V3,W1,W2) = 2 < 3 = n,

то воспользоваться следствием 1 из [1] о 3-кратной полноте к.ф. для рассматрива-
емого в этом примере пучка L2

0(λ) нельзя. Но так как имеется пара с одинаковым
индексами {V2,W2} ∈ (α), то по теореме 2 из [1] можно заключить, что система к.ф.
данного пучка 1-кратно полна в L2[0, 1] с возможным конечным дефектом.

Ввиду того, что rank(V2,W2) = 2, то в соответствии определением функций
y(x, λ; Γ(λ)) и леммой 1 [1] получим две линейно-независимые порождающие функ-
ции y(x, λ;V2(λ)) и y(x, λ;W2(λ)), для которых V2 ∈ (α) иW2 ∈ (α). Аналогично тому,
как это было сделано в примере 1, можно показать, что других порождающих функ-
ций y(x, λ; Γ(λ)) с Γ ∈ (α), линейно-независимых от y(x, λ;V2(λ)) и y(x, λ;W2(λ)),
нет.

Покажем, что система к.ф. данного пучка 2-кратно полна в L2[0, 1] с возмож-
ным конечным дефектом. Пусть h(x) = (h̄1(x), h̄2(x))T ∈ L2

2[0, 1] ортогональна всем
2-производным цепочкам, построенным по системе к.ф. пучка L2

0(λ). Проводя теперь
рассуждения, аналогичные рассуждениям [1, с. 81], получим:

1∫
0

y(x, λ;V2(λ))h2(x, λ) dx ≡ 0,

1∫
0

y(x, λ;W2(λ))h2(x, λ) dx ≡ 0, (21)

где, как и перед этим, h2(x, λ) := h1(x) + λh2(x), при возможном дополнительном
предположении ортогональности в.-ф. h(x) в пространстве L2

2[0, 1] некоторому ко-
нечному набору в.-ф.
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Используя (7), легко найдем

y(x, λ;V2(λ)) = λ3
(

(−360 + 270i)e(1+2i)λy1(x, λ)−

−
(
(3 + 9i) + (69 + 27i)e2iλ + (120− 90i)eiλ

)
y2(x, λ)− (9 + 27i)eλy3(x, λ)

)
, (22)

y(x, λ;W2(λ)) = λ3
(

(360− 270i)e2iλy1(x, λ)+

+
(
(6 + 18i) + (30 + 540i)e2iλ + (2400− 1800i)eiλ

)
y2(x, λ) + (9 + 27i)y3(x, λ)

)
. (23)

Используя уже введенные обозначения, из (21)–(23) получим

(−360 + 270i)e(1+2i)λY 2
1 (λ)−

(
(3 + 9i) + (69 + 27i)e2iλ + (120− 90i)eiλ

)
Y 2

2 (λ)−

− (9 + 27i)eλY 2
3 (λ) ≡ 0, (24)

(360− 270i)e2iλY 2
1 (λ) +

(
(6 + 18i) + (30 + 540i)e2iλ + (2400− 1800i)eiλ

)
Y 2

2 (λ)+

+ (9 + 27i)Y 2
3 (λ) ≡ 0. (25)

Умножая (25) на eλ и складывая с (24), получим

∆̃2(λ)Y 2
2 (λ) ≡ 0.

А учитывая, что ∆̃2(λ) = 0 только при λ ∈ Λ0, окончательно получим

Y 2
2 (λ) ≡ 0. (26)

Из (26) и (25) тогда найдем

(360− 270i)e2iλY 2
1 (λ) + (9 + 27i)Y 2

3 (λ) ≡ 0

или
− (5 + 15i)e2iλY 2

1 (λ) + Y 2
3 (λ) ≡ 0. (27)

При λ = 0 из (26) получим
1∫

0

h1(x) dx = 0. (28)

С учетом этого (26) можно представить, интегрируя один раз по частям, в виде
1∫

0

eiλx
( x∫

0

h1(t) dt− h2(x)

)
dx ≡ 0.
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Отсюда получим

h2(x) =

x∫
0

h1(t) dt п. в. x ∈ [0, 1]. (29)

Интегрируя по частям в (27) и используя (29) и (28), найдем
2∫

0

eiλxF (x) dx ≡ 0, (30)

где

F (x) :=

{
2+i

4
h1

(
x
2

)
, x ∈ [0, 1],

2+i
4
h1

(
x
2

)
− (20 + 10i)h1(2− x), x ∈ [1, 2].

(31)

Из (30) следует, что
F (x) = 0 п. в. x ∈ [0, 2]

или

h1(x) = 0, п. в. x ∈
[
0, 1

2

]
, (32)

h1(x)− 40h1(2− 2x), п. в. x ∈
[

1
2
, 1
]
. (33)

Из (33) получим

h1(x) =
1

40
h1

(2− x
2

)
п. в. x ∈ [0, 1],

что дает

‖h1‖L2[0,1] =
1

40

 1∫
0

∣∣∣∣h1

(
2− x

2

)∣∣∣∣2 dx


1
2

=
1

40

2

1∫
1/2

|h1(x)|2 dx


1
2

≤
√

2

40
‖h1‖L2[0,1].

Следовательно, ‖h1‖L2[0,1] = 0, то есть h1(x) = 0 п. в. x ∈ [0, 1]. Таким обра-
зом, соотношение (32) выполняется автоматически и из (29) получаем h2(x) = 0 при
x ∈ [0, 1].

Таким образом, установлено, что к.ф. пучка L2
0(λ) двукратно полны в L2[0, 1] с

возможным конечным дефектом.
Покажем, что трехкратной полноты к.ф. пучка L2

0(λ) в пространстве L2[0, 1] нет
и имеет место бесконечный дефект.

Пусть в.-ф. h(x) = (h̄1(x), h̄2(x), h̄3(x))T ∈ L3
2[0, 1] ортогональна всем 3-

производным цепочкам, построенным по системе к.ф. пучка L2
0(λ), и, возможно,

некоторому вполне конкретному конечному множеству в.-ф. из L3
2[0, 1]. Повторяя
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предыдущие рассуждения, найдем аналогично

Y 3
2 (λ) ≡ 0. (34)

− (5 + 15i)e2iλY 3
1 (λ) + Y 3

3 (λ) ≡ 0, (35)

где

Y 3
j (λ) :=

1∫
0

eωjλxh3(x, λ) dx, j = 1, 3, h3(x, λ) = h1(x) + λh2(x) + λ2h3(x).

При λ = 0 из (34) получим
1∫

0

h1(x) dx = 0. (36)

Далее, из (34) получим, учитывая (36),

0 ≡ Y 3
2 (λ) = λ

1∫
0

eλx

− x∫
0

h1(t) dt+ h2(x)

 dx+ λ2

1∫
0

eλxh3(x) dx. (37)

Сократив предварительно на λ и положив λ = 0, получим
1∫

0

h2(x)−
x∫

0

h1(t) dt

 dx = 0. (38)

Учитывая это соотношение, из (37) найдем, интегрируя по частям,

λ2

1∫
0

eλx

h3(x)−
x∫

0

h2(t) dt+

x∫
0

t∫
0

h1(τ) dτ dt

 dx ≡ 0.

Следовательно,

h3(x) =

x∫
0

h2(t) dt−
x∫

0

t∫
0

h1(τ) dτ dt. (39)

Учитывая это соотношение в (35) и проделывая соответствующие преобразова-
ния, получим

2∫
0

eiλxH(x) dx ≡ 0, (40)
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где

H(x) :=


−5i

4
h̃1

(
x
2

)
+ 2+i

4
h2

(
x
2

)
, п. в. x ∈ [0, 1],

−5i
4
h̃1

(
x
2

)
+ 2+i

4
h2

(
x
2

)
+

+(30− 10i)h̃1(2− x)− (20 + 10i)h2(2− x), п. в. x ∈ [1, 2].

Здесь обозначено h̃1(x) =
∫ x

0
h1(t) dt.

Из (40) следует, что
H(x) = 0 п. в. x ∈ [0, 2]

или

h̃1(x)− 1−2i
5
h2(x) = 0, п. в. x ∈

[
0, 1

2

]
,

(41)

h̃1(x)− 1−2i
5
h2(x) + 8(1 + 3i)h̃1(2− 2x) + 8(1− 2i)h2(2− 2x) = 0, п. в. x ∈

[
1
2
, 1
]
.

(42)

Очевидно, при условиях (36) и (38) эти соотношения эквивалентны ортогональности
в.-ф. h 3-производным цепочкам, построенным по к.ф. пучка L2

0(λ).
Покажем, что уравнение (41)–(42) при условиях (36) и (38) имеет бесчисленное

множество линейно-независимых решений.
Перепишем (42) в виде

h2(2− 2x) = 1
40
h2(x) + (1− i)h̃1(2− 2x)− 1+2i

40
h̃1(x) п. в. x ∈

[
1
2
, 1
]
.

Сделав замену 2− 2x = x1, получим

h2(x) = 1
40
h2(1− x

2
) +K(x) п. в. x ∈ [0, 1], (43)

где обозначено

K(x) = (1− i)h̃1(x)− 1+2i
40
h̃1(1− x

2
), x ∈ [0, 1]. (44)

Введем оператор A ∈ L2[0, 1]→ L2[0, 1]

(Af)(x) := 1
40
f(1− x

2
), x ∈ [0, 1]. (45)

Очевидно,
‖A‖ ≤

√
2

40
< 1

и, следовательно, существует ограниченный обратный оператор

(E − A)−1 = E + A+ A2 + . . . . (46)
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Таким образом, с использованием оператора A уравнение (43) можно записать в
виде

h2(x) = (Ah2)(x) +K(x) п. в. x ∈ [0, 1], (47)

откуда с учетом (46) получим

h2(x) = ((E − A)−1K)(x) п. в. x ∈ [0, 1]. (48)

Перепишем (41) в виде

(1 + 2i)h̃1(x) = h2(x) п. в. x ∈
[
0, 1

2

]
. (49)

Учитывая здесь (48), получим

(1 + 2i)h̃1(x) = ((E − A)−1K)(x) п. в. x ∈
[
0, 1

2

]
или

(1 + 2i)((E − A)h̃1)(x) = K(x) п. в. x ∈
[
0, 1

2

]
.

C учетом (44) отсюда найдем

(1 + 2i)h̃1(x)− (1 + 2i) 1
40
h̃1(1− x

2
) = (1− i)h̃1(x)− 1+2i

40
h̃1(1− x

2
) п. в. x ∈

[
0, 1

2

]
или

h̃1(x) = 0, п. в. x ∈
[
0, 1

2

]
.

Итак, задаем произвольную функцию h̃1 ∈ W 1
2 [0, 1] такую, что

h̃1(x) = 0, п. в. x ∈
[
0, 1

2

]
, h̃1(1) = 0,

1∫
1/2

h̃1(x) dx = 0. (50)

Ясно, что это бесконечномерное семейство функций.
Далее, определим K(x) по формуле (44). Тогда можно определить h2(x) по фор-

муле (48) или
((E − A)h2)(x) = K(x), x ∈ [0, 1].

Отсюда, используя (45) и (44), получим

h̃1(x)− 1−2x
5
h2(x) + 8(1 + 3i)h̃1(2− 2x) + 8(1− 2i)h2(2− 2x) = 0, п. в. x ∈

[
1
2
, 1
]
,

то есть (42) выполняется.
Из (50) получим

3ih̃1(x) =
(

1+2i
40
− 1+2i

40

)
h̃1(1− x

2
), x ∈

[
0, 1

2

]
,

или

(1 + 2i)h̃1(x)− 1+2i
40
h̃1(1− x

2
) = (1− i)h̃1(x)− 1+2i

40
h̃1(1− x

2
), x ∈

[
0, 1

2

]
,
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или
(1 + 2i)((E − A)h̃1)(x) = K(x), x ∈

[
0, 1

2

]
,

или
(1 + 2i)h̃1(x) = ((E − A)−1K)(x), x ∈

[
0, 1

2

]
,

или
(1 + 2i)h̃1(x) = h2(x), x ∈

[
0, 1

2

]
,

или
h̃1(x) = 1−2i

5
h2(x), x ∈

[
0, 1

2

]
,

а это значит, что и (41) также выполняется.
Далее, (36) выполняется в силу выбора h̃1(x) с условием (50).
Проверим выполнение условия (38). Это условие можно записать в виде:

1∫
0

h2(x) dx =

1∫
0

h̃1(x) dx = 0. (51)

Пусть h̃1 и h2 есть построенные решения уравнения (41)–(42), которое является
теперь тождеством. При этом выполняются предположения (50).

Из (41) сразу следует, что

h2(x) = 0, x ∈
[
0, 1

2

]
.

Таким образом, с учетом (50) и (51), требуется проверить выполнения условия
1∫

1/2

h2(x) dx = 0. (52)

Интегрируя тождество (42) по x от 1/2 до 1, получим
1∫

1/2

h2(x) dx = 19−22i
19

1∫
1/2

h̃1(x) dx = 0,

то есть (52) выполняется.
Построим теперь функции

h1(x) = h̃′1(x), h3 =

x∫
0

h2(t) dt−
x∫

0

h̃1(t) dt, x ∈ [0, 1],

и в.-ф. h = (h̄1, h̄2, h̄3)T . Ясно, что h ∈ L3
2[0, 1].
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Из проведенных рассуждений видно, что бесконечномерное множество постро-
енных в.-ф. ортогонально 3-производным цепочкам, соответствующим к.ф. пучка
L2

0(λ). Это показывает, что система к.ф. пучка L2
0(λ) 3-кратно не полна в L2[0, 1] и

имеет бесконечный дефект.

Пример 3

На отрезке [0, 1] рассмотрим пучок обыкновенных дифференциальных операто-
ров третьего порядка L3

0(λ) вида:

y′′′ − (1− i)λy′′ + (1 + 2i)λ2y′ − (1 + 3i)λ3y = 0,

y(0) + 5y(1) = y′(0) + (1 + 2i)y′(1) = y′′(0)− (3 + i)y′′(1) + (6− 3i)λy′(1) = 0.

Здесь ω1 = 1−2i, ω2 = 1, ω3 = i−1 и, следовательно, ф.с.р. уравнения `0(y, λ) = 0

состоит из функций

y1(x, λ) = e(1−2i)λx, y2(x, λ) = eλx, y3(x, λ) = e(i−1)λx (λ 6= 0).

В данном случае имеем

V1 =

 1

1− 2i

−3− 4i

 , V2 =

 1

1

1

 , V3 =

 1

i− 1

−2i

 ,

W1 =

 5

5

5

 , W2 =

 5

1 + 2i

3− 4i

 , W3 =

 5

−3− i
−5 + 15i

 .

Для характеристического определителя пучка L3
0(λ) справедливо представление

(аналогично (4))

∆(λ) = λ3
(
(14− 2i) + (48 + 6i)eλ − (2− 16i)e(i−1)λ − (172 + 54i)eiλ−

− (10 + 570i)e(1−i)λ).
В правой части Рис. 1 изображены M∆ и M для данного примера.
Следовательно, рассматриваемый пучок L3

0(λ) является сильно нерегулярным.
Кроме того, краевые условия не являются полураспадающимися. Поэтому к этому
пучку не применимы теоремы о кратной полноте к.ф. из [4], [5], [6].

Аналогично тому, как это было сделано в предыдущих примерах, на основании
лемм 2 и 3 из [1] нетрудно установить, что

V1 6∈ (α), V2 ∈ (α), V3 ∈ (α), W1 ∈ (α), W2 ∈ (α), W3 ∈ (α).
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Так как
rank(V2, V3,W1,W2,W3) = 3 = n,

то, воспользовавшись следствием 1 из [1], получим, что система к.ф. пучка L3
0(λ)

3-кратно полна в L2[0, 1].
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The inequality of Bernstein for even j - polynomial of Schlomilch.

Sanina E. L.

Abstract.
The role of the Bernstein inequality in various problems of approximation theory in

problems of differential equations well known books from MS Nikolsky [1], NI Bari [2] (p. 895),
Sigmund [3] (p. 41), and others. Bernstein inequality in the simplest case, it follows from the
Riesz interpolation

T ′n(t) =
1

4π

2n∑
k=1

(−1)k+1 1

sin2 θk
2

Tn(t+ θk) , θk =
2k − 1

2n
π,

for trigonometric polynomials

Tn(t) =
a0

2
+

n∑
k=1

(ak sin kt+ bk cos kt) .

and has the form
‖T ′n(t)‖C[−π,π] ≤ n‖Tn(t)‖C[π,π].

j-polynomials Schlomilch introduced in [4]. Properties of the even and odd j-polynomials are
described in [5]. The need to study this kind of polynomials associated with many problems of
the theory of functions of weighted spaces, singular differential equations [6].

Classic series Schlomilch have the form

a0

2Γ(ν + 1)
+

∞∑
m=1

(
am

Jν(mx)

(mx/2)ν
+ bm

Hν(mx)

(mx/2)ν

)
,

where Jν — Bessel function of the first kind, and Hν — Struve function. How Jν(mx)
(mx/2)ν — even

and Hν(mx)
(mx/2)ν — odd.
Among the Fourier-Bessel series, Dini series Schlomilch series most resemble trigonometric

Fourier series, as the series Schlomlich generated by trigonometric series using integrals
Schlomilch or Sonin. Therefore, the properties Schlomilch series can be explored using the
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properties of trigonometric series. In [7] noted that the application for the full series Schlomilch
(with even and odd components), there are physical limitations of the use of Struve functions.

General view even j-polynomials Schlomilch n has the form

Sn(x) =
a0

2
+

n∑
m=1

am jν(mx) .

Received interpolation formula for B-derivative j-polynomials Schlomlich, which is a
consequence of the Riesz interpolation formula for trigonometric polynomials:

Bν (Sn)(x) =
1

4n2

2n∑
k,m=1

(−1)k+m(
cos

Θk−m
2 − cos

Θk+m

2

)2 Πν
xTn(x+ Θk+m) ,

where Bν = d2

dx2 + 2ν+1
x

d
dx — singular differential operator of Bessel, ν > −1

2 .
On the basis of this formula is an analogue of the Bernstein inequality, where the role of the

derivative of the Bessel operator executes and performs the role of a trigonometric polynomial
of even j-polynomial Schlomlich:

|Bk
ν Sn(x)| ≤ n2k sup

x∈[0,π]
|Sn(x)| ≤ n2kM, x ∈ [0, π], k ∈ N.

This is the main result of this work. Using this inequality will allow to explore the direct
and inverse theorems approximation theory, embedding theorem in weighted classes Nikolsky
functions Besov, Sobolev-Kipriyanova.

Keywords: Bessel operator, Poisson operator interpolation formula, j-polynomial Schlomilch,
Bernstein’s inequality

Введение

Роль неравенства Бернштейна в различных проблемах теории приближения
функций, в задачах дифференциальных уравнений хорошо известна из книг
М.С. Никольского [1], Н.И. Бари [2, с. 895], А. Зигмунда [3, с. 41] и др. Неравенство
Бернштейна в простейшем случае вытекает из интерполяционной формулы Рисса

T ′n(t) =
1

4π

2n∑
k=1

(−1)k+1 1

sin2 θk
2

Tn(t+ θk) , θk =
2k − 1

2n
π,

для тригонометрических многочленов

Tn(t) =
a0

2
+

n∑
k=1

(ak sin kt+ bk cos kt)

и имеет вид
‖T ′n(t)‖C[−π,π] ≤ n‖Tn(t)‖C[π,π]. (1)

«Таврический вестник информатики и математики», №2 (31)’ 2016



106 Е. Л. Санина

j-многочлены Шлемильха введены в работе [4]. Свойства таких четных и нечетных
j-многочленов описаны в [5]. Необходимость исследования такого рода многочленов
связана с многочисленными проблемами теории функций весовых пространств, син-
гулярных дифференциальных уравнений (см. например монографию [6]).

1. Ряды и многочлены Шлемильха

Классическим рядом Шлемильха называется ряд вида

a0

2Γ(ν + 1)
+
∞∑
m=1

(
am

Jν(mx)

(mx/2)ν
+ bm

Hν(mx)

(mx/2)ν

)
,

где Jν — функция Бесселя первого рода, а Hν — функция Струве. Как известно,
функция Jν(mx)

(mx/2)ν
— четная, а функция Hν(mx)

(mx/2)ν
— нечетная.

Среди рядов Фурье—Бесселя, Дини ряды Шлемильха наиболее напоминают три-
гонометрические ряды Фурье, поскольку ряды Шлемильха порождены тригономет-
рическими рядами применением интегралов Шлемильха или Сонина. Поэтому свой-
ства рядов Шлемильха можно изучить с использованием свойств тригонометриче-
ских рядов. В [7, с. 693] отмечено, что для применения полных рядов Шлемильха (с
четной и нечетной составляющими) существуют ограничения физического характера
из-за использования функций Струве.

Обобщенные ряды Шлемильха рассматриваются на отрезке [−π, π], четные ряды
Шлемильха — на отрезке [0, π]. Если потребовать четность от функции, представ-
ленной обобщенным рядом Шлемильха, то ее разложение (разумеется по четным
функциям) можно записать следующим образом

a0

2
+
∞∑
m=1

am Jν(mx)

(mx/2)ν
=
a0

2
+
∞∑
m=1

a′m jν(mx),

где мы воспользовались следующей формулой связи j-функций Бесселя jν и функций
Бесселя первого рода Jν (см. [8])

jν(x) =
2ν Γ(ν + 1)

xν
Jν(x).

Поэтому общий вид четных j-многочленов Шлемильха порядка n имеет вид

Sn(x) =
a0

2
+

n∑
m=1

am jν(mx) .
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2. Интерполяционная формула для B-производной от четного
j-многочлена Шлемильха

Оператор Пуассона действует по формуле

Πν
xf(x, t) = C(ν)

π∫
0

f(x cosα, t) sin2ν α dα, C(ν) =
Γ(ν + 1)

Γ
(

2ν+1
2

)
Γ
(

1
2

) .
Учитывая, что нормирующая константа в операторе Пуассона подобрана так, чтобы
Πp(1)=1, можем записать представление j-многочлена Шлемильха в виде

Sn(x) =
a0

2
+

n∑
m=1

amjν(mx) = Πν

(
a0

2
+

n∑
m=1

am cos(mx)

)
= Πν(Tn(x)) .

Тригонометрический многочлен Tn(x) условимся называть сопровождающим
j-многочлен Шлемильха.

В работе [9], как следствие интерполяционной формулы Рисса для тригономет-
рических многочленов, получены следующие интерполяционные формулы для В-
производной j-многочленов Шлемильха.

Теорема 1. Пусть Sn(x) = a0

2
+

n∑
k=1

ak jν(kx) — четный j-многочлен Шлемильха

порядка n и Tn – сопровождающий тригонометрический многочлен. Тогда для В-
производной многочлена Sn имеет место следующая интерполяционная формула

Bν (Sn)(x) =
1

4n2

2n∑
k,m=1

(−1)k+m(
cos Θk−m

2
− cos Θk+m

2

)2 Πν
xTn(x+ Θk+m) , (1)

где Bν — сингулярный дифференциальный оператор Бесселя, ν > −1
2
, а

Θk−m =
π(k −m)

n
, Θk+m =

π(k +m− 1)

n
, k,m = 1, 2, . . . , 2n .

Эта же формула может быть представлена в виде четного j-многочлена Шле-
мильха:

Bν (Sn)(x)=
1

4n2

2n∑
k,m=1

(−1)k+m(
cos Θk−m

2
− cos Θk+m

2

)2

(
a0

2
+

n∑
s=1

a′s jν(sx)

)
,

где a′s = as cos(Θk+m) = as cos
(
sπ
n

(k +m− 1)
)
.
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Если сопровождающий многочлен задан в виде
n∑

s=−n
cs e

isx, то соответствующая

интерполяционная формула определяется равенством

Bν (Sn)(x) =
1

4n2

2n∑
k,m=1

(−1)k+m(
cos Θk−m

2
− cos Θk+m

2

)2

n∑
s=−n

c′s jν(sx) ,

где
c′l = cs e

is(Θk+m) = cs e
isπ k+m−1

n .

2. Неравенство Бернштейна для В-производной от четного
j-многочлена Шлемильха

Основной результат этой работы заключается в следующей теореме.

Теорема 2. Пусть Sn — четный j-многочлен Шлемильха порядка n и Tn(x) — его
сопровождающий многочлен (т.е. Sn(x)=Πp Tn(x)), для которого на отрезке [0, π]

выполняется неравенство
|Tn(t)| ≤M. (1)

Тогда
|Sn(x)| ≤M. (2)

Для произвольного натурального числа k

|Bk
ν Sn(x)| ≤ n2k sup

x∈[0,π]

|Sn(x)| ≤ n2kM, x ∈ [0, π], (3)

где Bν — сингулярный дифференциальный оператор Бесселя, ν > −1
2
.

Доказательство. Неравенство (4) непосредственно вытекает из неравенства (3) вви-
ду того, что Sn(t) = ΠνTn(t), при этом оператор Пуассона Πν ограниченный, а его
нормирующая константа подобрана так, чтобы Πν(1) = 1.

Сопровождающий тригонометрический многочлен Tn является бесконечно диф-
ференцируемой функцией, ограниченной не только на [0, π], но, ввиду его четности,
и на [−π, π], той же константой. Функция Tn — 2π-периодическая, поэтому свойство
(3) распространяется на любой отрезок длинны 2π с той же константой M . Следо-
вательно выполняется неравенство

|Tn(x+ Θk+m)| ≤M, ∀x ∈ R1, (4)

где Θk+m = π(k+m−1)
n

, k,m = 1, 2, ..., 2n.
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Неравенство (5) будет очевидно, если будет доказано следующее неравенство:

| Bν(Sn)(x) |≤ n2 sup
x∈[0,π]

|Tn(x)|. (5)

Для доказательства (7) воспользуемся интерполяционной формулой (2). Имеем

|Bν (Sn)(x)| ≤ 1

4n2

2n∑
k,m=1

(−1)k+m(
cos Θk−m

2
− cos Θk+m

2

)2 Πν
x |Tn(x+ Θk+m)| .

Далее применим оценку (6) и учтем ограниченность оператора Пуассона, в резуль-
тате чего получим

|Bν (Sn)(x)| ≤M
1

4n2

2n∑
k,m=1

(−1)k+m(
cos Θk−m

2
− cos Θk+m

2

)2 =

= M
1

16n2

2n∑
k,m=1

(−1)k+m

sin2

(
Θk−m

2
+

Θk+m
2

2

)
sin2

(
Θk−m

2
−

Θk+m
2

2

) ,
поскольку

Θk−m + Θk+m

2
=

2Θk

2
= Θk,

Θk−m −Θk+m

2
= −2Θm

2
= −Θm,

то

|Bν (Sn)(x)| ≤M
1

16n2

2n∑
k,m=1

(−1)k+m

sin2
(

Θk
2

)
sin2

(
Θm
2

) =

= M
1

16n2

2n∑
k=1

(−1)k+1

sin2 Θk
2

2n∑
m=1

(−1)m+1

sin2 Θm
2

. (6)

Если в классической интерполяционной формуле для тригонометрических многочле-
нов положить Tn(x) = sin(nx), то

d

dx
sin(nx) =

1

4n

2n∑
k=1

(−1)k+1 1

sin2 Θk
2

sin(n(x+ θk)),

n cos(nx) =
1

4n

2n∑
k=1

(−1)k+1 1

sin2 Θk
2

sin(n(x+ θk)),

далее, при x = 0 получим

n =
1

4n

2n∑
k=1

(−1)k+1 1

sin2 Θk
2

sin(n θk)).
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Так как
θk =

2k − 1

2n
π ,

то

sin(n θk) = sin
(
kπ − π

2

)
= ∓1 (соответственно при четном и нечетном k).

Следовательно получим равенство

n =
1

4n

2n∑
k=1

(−1)k+1 1

sin2 Θk
2

. (7)

Применив формулу (9) к неравенству (8), получим

|Bν (Sn)(x)| ≤ n2M = n2 sup
x∈[0,π]

|Tn(x)| ,

из чего следует неравенство (5).
Доказательство закончено. �

Заключение

Основным результатом работы является неравенство (5). Использование этого
неравенства позволит исследовать прямые и обратные теоремы теории приближения,
теоремы вложения в весовых классах функций Никольского, Бесова, Соболева—Кип-
риянова.
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Рассматривается гиперболический аналог обобщенного уравнения Дарбу. Исследу-
ется структура нулевых множеств его решений для случая, когда решения являются
радиальными функциями по одной из переменных. Показано, что если решение об-
ращается в нуль в некотором кольце, то оно обязано быть равно нулю в некотором
другом кольце, содержащем первое.

Ключевые слова: уравнение Дарбу, гиперболическая плоскость, нулевые множества,
теоремы единственности, трансмутационные отображения.

Газиев Э. Л., Копачевский Н. Д. Малые движения и собственные
колебания системы “жидкость-баротропный газ” / Э. Л. Газиев,
Н. Д. Копачевский // Таврический вестник информатики и матема-
тики. — 2016. — №2 (31). — C. 18 – 55.

УДК: 517.984:517.958

Рассматривается проблема малых движений и собственных колебаний идеальной
несжимаемой жидкости и баротропного газа в контейнере, находящемся в условиях,
близких к невесомости. С использованием операторного подхода изучены свойства
операторов потенциальной и кинетической энергии системы, доказаны теоремы о
свойствах спектра и системы собственных функций задачи, получены достаточные
условия неустойчивости системы. Доказаны теоремы о сильной разрешимости исход-
ной начально-краевой проблемы. Изучена задача о собственных колебаниях системы
в случае, когда сосуд является цилиндрическим и имеет произвольное поперечное
сечение. Установлено наличие гравитационно-капиллярных и акустических волн в
системе.

Ключевые слова: идеальная жидкость, несжимаемая жидкость, баротропный газ, ма-
лая гравитация, равновесие, собственные колебания, собственное значение, операторный
подход, гильбертово пространство, начально-краевая задача, спектральная задача, разре-
шимость, сильное решение, неустойчивость.
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Иванисенко Н. С. Локальный вариант проблемы Помпейю для правиль-
ного симплекса / Н. С. Иванисенко // Таврический вестник информатики
и математики. — 2016. — №2 (31). — C. 56 – 67.

УДК: 517.935.7

В данной работе изучаются вопросы, связанные с локальным вариантом проблемы
Помпейю. Исследуемое множество является правильным симплексом с длиной реб-
ра равной

√
2 в четырехмерном пространстве. Получены результаты, аналогичные

формулам Стокса, которые позволяют выразить интеграл от некоторого оператора,
действующего на заданную функцию, через значения интеграла по подмножествам
границы симплекса меньшей размерности (граням и объемным телам (тетраэдрам)).
Также уточнены для рассматриваемого множества, имеющиеся оценки радиуса Пом-
пейю.

Ключевые слова: локальный вариант проблемы Помпейю, радиус Помпейю, правильный
симплекс, локально интегрируемые функции, четырехмерное пространство.

Копачевский Н. Д., Ситшаева З. З. Задачи статики, устойчиво-
сти и колебаний жидкости в сосуде с отверстиями в днище /
Н. Д. Копачевский, З. З. Ситшаева // Таврический вестник информатики
и математики. — 2016. — №2 (31). — C. 68 – 86.

УДК: 517.984:517.958

Рассматриваются задачи статики, устойчивости, собственных колебаний и малых
движений идеальной несжимаемой жидкости, расположенной в сосуде с донными
отверстиями в условиях, близких к невесомости с учетом капиллярных сил. Изуча-
ются случаи прямоугольного канала (плоская задача) и цилиндрического контейнера
(осесимметричная задача). Рассмотрены случаи как горизонтальной, так и криволи-
нейной верхней части свободной поверхности. Проблемы изучаются с использова-
нием методов линейных операторов, действующих в гильбертовых пространствах,
а также вариационного и операторного подходов. В задаче статики получены крае-
вые задачи для системы дифференциальных уравнений второго порядка с дополни-
тельным интегральным условием и предложен алгоритм их численного решения. В
проблеме устойчивости равновесного состояния гидросистемы доказываются утвер-
ждения о статической устойчивости равновесного состояния, основанные на знаке
минимального собственного значения ассоциированной спектральной проблемы. С
использованием операторного подхода задача об устойчивости приводится к задаче
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на собственные значения в некотором гильбертовом пространстве; изучаются свой-
ства ее операторных матриц. Доказывается, что эта задача имеет дискретный спектр,
состоящий из двух ветвей собственных значений, с предельной точкой на +∞ и опре-
деляется граница области устойчивости гидросистемы. В проблеме собственных ко-
лебаний с использованием вспомогательных краевых задач исследуется соответству-
ющая спектральная проблема; доказывается теорема о свойствах спектра задачи, а
также ее следствие о динамической устойчивости и неустойчивости гидросистемы.
Доказывается, что если исходные данные начально-краевой задачи о малых движе-
ниях системы удовлетворяют некоторым условиям гладкости, то существует един-
ственное сильное решение этой проблемы, а также ассоциированной с ней задачи
Коши для дифференциально-операторного уравнения в соответствующем гильбер-
товом пространстве.

Ключевые слова: идеальная несжимаемая жидкость, малая гравитация, состояние рав-
новесия, колебания, операторный подход, гильбертово пространство, начально-краевая за-
дача, спектральная задача, разрешимость, сильное решение, неустойчивость.

Рыхлов В. С. Кратная полнота корневых функций некоторых нерегуляр-
ных пучков / В. С. Рыхлов // Таврический вестник информатики и мате-
матики. — 2016. — №2 (31). — C. 87 – 103.

УДК: 517.927.25

Рассматриваются три конкретных примера сильно нерегулярных полиномиальных
пучков обыкновенных дифференциальных операторов с двухточечными не полурас-
падающимися краевыми условиями. На основе общих теорем о кратной полноте кор-
невых функций, полученных автором ранее, исследуется кратная полнота корневых
функций этих пучков в пространстве L2[0, 1]. Установлено, что, несмотря на похо-
жий вид пучков из этих примеров, кратность полноты корневых функций у них
совершенно разная: однократная, двукратная и трехкратная. Причем, установлен-
ная кратность точная. Построены соответствующие множества вектор-функций ор-
тогональных производным цепочкам соответствующей кратности, построенным по
корневым функциям рассматриваемых пучков.

Ключевые слова: пучок обыкновенных дифференциальных операторов, пучок третьего
порядка, нерегулярный пучок, корневые функции, собственные и присоединенные функции,
кратная полнота, постоянные коэффициенты дифференциального выражения, не полурас-
падающиеся краевые условия, двухточечные краевые условия.
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Санина Е. Л. Неравенство Бернштейна для четного j–многочлена Шле-
мильха / Е. Л. Санина // Таврический вестник информатики и математи-
ки. — 2016. — №2 (31). — C. 104 – 111.

УДК: 517.9

На основе интерполяционной формулы для четного j-многочлена Шлемильха дока-
зан аналог неравенства Бернштейна, где роль производной играет оператор Бесселя
B = d2

dx2 + 2p+1
x

d
dx
, а роль тригонометрического многочлена выполняет четный j-

многочлен Шлемильха.

Ключевые слова: оператор Бесселя, оператор Пуассона, интерполяционная формула,
j-многочлен Шлемильха, неравенство Бернштейна.
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