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ОТ РЕДАКЦИИ

В данном номере журнала собраны работы участников XXVI Крымской Осен-
ней МатематическойШколы-симпозиума по спектральным и эволюционным задачам
(КРОМШ—2015). Конференция проводится сотрудниками факультета математи-
ки и информатики Крымского федерального университета имени В.И. Вернадского
каждый год осенью с 1990 года на южном побережье Крыма. Конференция
КРОМШ—2015, организованная сотрудниками кафедры математического анализа
Таврической академии КФУ им. В.И. Вернадского при участии Российского фон-
да фундаментальных исследований, Московского государственного университета
им. М.В. Ломоносова, проходила с 17 по 29 сентября 2015 в пос. Батилиман (база
отдыха “Чайка”).

В конференции приняло участие 167 человек из России, Казахстана, Бело-
руссии, Украины, Узбекистана и Польши, среди которых действительных членов
академий — 1, докторов наук — 45, кандидатов наук — 70, аспирантов, соискателей,
студентов и др. — 42. Было прочитано 40 лекций, сделано 104 доклада и сообщения,
24 стендовых доклада.

Российская Федерация была представлена, в-частности, такими учебны-
ми и научными заведениями: Московский государственный университет име-
ни М.В. Ломоносова, Московский физико-технический институт, Российский
университет дружбы народов, Институт системного программирования РАН,
Вычислительный центр им. А.А. Дородницына РАН, Математический институт
им. В.А. Стеклова РАН, Институт машиноведения им. А.А. Благонравова РАН,
Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, НИУ Высшая
Школа Экономики, Московский государственный областной гуманитар-
ный институт (г. Орехово-Зуево), Крымский федеральный университет
им. В.И. Вернадского (г. Симферополь), Крымский инженерно-педагогический
университет (г. Симферополь), Филиал МГУ им. М.В. Ломоносова в г. Севастополе,
Северный (Арктический) федеральный университет имени М.В. Ломоносова
(г. Архангельск), Белгородский государственный университет, Воронежский
государственный университет, Вологодский государственный педагогический уни-
верситет, Институт Математики с ВЦ УНЦ РАН (г. Уфа), Санкт-Петербургский
Государственный Университет, Петербургское отделение Математического ин-
ститута им. Стеклова, Казанский (Приволжский) Федеральный Университет,
Южный Федеральный Университет (г. Ростов-на-Дону), Нижегородский госу-
дарственный университет им. Н.И. Лобачевского, Саратовский госуниверситет
им. Н. Г. Чернышевского, Самарский государственный университет, Институт
прикладной физики РАН (г. Нижний Новгород).
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СЛУЧАЙ МАЛОЙ ИНТЕНСИВНОСТИ В СПЕКТРАЛЬНЫХ
ЗАДАЧАХ С ВНУТРЕННЕЙ ДИССИПАЦИЕЙ ЭНЕРГИИ

c© О. А. Андронова
Крымский федеральный университет им. В.И. Вернадского

Академия строительства и архитектуры
кафедра высшей математики и информатики факультета водных ресурсов и энергетики

пр. Академика Вернадского, 4, Симферополь, 295007, Российская Федерация
e-mail: o.andronova@list.ru

The case of weak intensity in spectral problems with the internal
dissipation of an energy.

Andronova O. A.

Abstract. We consider the following spectral problem:

λ2u− λβKu−4u = 0 (in Ω),
∂u

∂n
+ u = 0 ( on Γ), K = K∗ � 0. (1)

Here Ω ⊂ Rm is an domain with Lipschitz boundary Γ = ∂Ω. The parameter β > 0 imitates
the power of the internal dissipation of an energy.

The problem (1) can be reduce to study another spectral problem seeing in sum of Hilbert
spaces:(

βK iA1/2

iA1/2 0

)(
u

ζ

)
= λ

(
u

ζ

)
, u ∈ D(A) ∩D(K), ζ ∈ D(A1/2), A� 0. (2)

The methods of the spectral theory of the operator bundles and the theory of the self-adjoint
operators in idefinite metric spaces are used.

Here we study the case, when βK := 2βAδ, β > 0, δ > 0. Then we have(
2βAδ iA1/2

iA1/2 0

)(
u

ζ

)
= λ

(
u

ζ

)
, δ > 0, u ∈ D(Aδ) ∩D(A1/2), ζ ∈ D(A1/2). (3)

We consider here, that 0 < A−1 ∈ S∞(E).

This problem contains two parameters: β > 0 и δ > 0. The aim of consideration of this
problem is a desire to trace, as spectrum mutates when δ grows at different positive β and to
obtain the statements about localization of the spectrum and the properties of own and joined
elements.

It is found out that behavior of spectrum depends on intensity of internal dissipation in the
system. It can be weak, middle and strong. The case of small intensity of internal dissipation is
studied, so cases δ = 0, 0 < δ < 1/2 and frontier case δ = 1/2 are considered.

We investigate that connection between operators βK = 2βAδ both confirms the results
got before and opens new effects in a spectral problem. The spectrum substantially depends on
parameter δ, so when 0 6 δ < 1/2 it locates near imaginary semiaxis.
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The detailed structure of spectrum depends on the parameter of internal dissipation β. In
particular, in frontier case δ = 1/2 the spectrum structure substantially depends on β: when
0 < β < 1 it is imaginary and when β > 1 — real and positive.

In the case of weak intensity of internal dissipation in all range of change δ and β the systems
of eigenfunctions form basis Rissa in some Hilbert spaces.

Keywords: Hilbert space, compact self-adjoint operator, classes of compact operators,
characteristic equation, dynamics of the eigenvalues’ motion.

Введение
Термин “диссипация энергии” (лат. dissipatio) означает рассеяние, переход части

энергии упорядоченных процессов (кинетической энергии движущегося тела, энер-
гии электрического тока и т. п.) в энергию неупорядоченных процессов, в конечном
счете — в теплоту. Системы, в которых энергия упорядоченного движения с течени-
ем времени убывает за счёт диссипации, переходя в другие виды энергии, например
в теплоту или излучение, называются диссипативными. Примерами диссипативных
систем являются: твердое тело, движущееся по поверхности другого при наличии
трения, жидкость или газ, между частицами которых при движении действуют си-
лы вязкости, и т. п.

Диссипативные системы формируют важный класс задач, который в настоящее
время является предметом активного исследования. Главная особенность таких за-
дач заключается в наличии механизмов “перераспределения” и выделения энергии.
Взаимодействие этих двух механизмов ведет за собой появление особых режимов в
системе. Рост интереса к диссипативным системам был стимулирован попыткой най-
ти адекватные математические модели для объяснения турбулентности в жидкости,
основанные на понятии аттрактора.

Настоящая работа касается исследования спектральных задач, порожденных
начально-краевыми задачами с внутренней диссипацией энергии, а также некото-
рым модельным примерам. Отметим, что этим исследованиям предшествовало де-
тальное изучение эволюционных и спектральных проблем с поверхностной дисси-
пацией энергии. Автор данной работы и его научный руководитель проф. Копачев-
ский Н.Д. познакомились с проблемой исследования эволюции динамических систем
с поверхностной диссипацией энергии на лекции проф. Чуешова И.Д. на 15 Крым-
ской осенней математической школе-симпозиуме по спектральным и эволюционным
задачам (КРОМШ — 2004, Ласпи—Батилиман). Ранее и другими авторами иссле-
довались задачи с диссипацией на границе. Так, Лагнез Дж. в работе [1] исследовал
вопрос затухания решений волнового уравнения в ограниченной области при наличии
диссипации на границе. Работа [2] посвящена изучению равномерной стабилизации

“Таврический вестник информатики и математики”, №3 (28)’ 2015
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решений на границе области для полулинейного волнового уравнения с нелинейной
диссипацией на границе.

Работы Чуешова И.Д. с соавторами и его монография (см. [3] — [4]) посвяще-
ны изучению бесконечномерных диссипативных динамических систем, в частности,
систем с поверхностной диссипацией энергии. Так, в [3] исследуется проблема су-
ществования конечномерного аттрактора для полулинейного волнового уравнения
с нелинейной диссипацией на границе области. В [4] изучается глобальные аттрак-
торы для уравнения Кармана с нелинейной поверхностной диссипацией. Отметим
еще, что исследованием аттракторов (притягивающих множеств) динамических си-
стем занимались многие другие ученые. Упоминаем лишь монографию Бабина А.В.
и Вишика М.И.(1992), работы Ладыженской О.А.(1985), Темама (1988).

Результатом исследования линейной начально-краевой задачи с поверхностной
диссипацией энергии стала работа автора и его научного руководителя Копачев-
ского Н.Д. [13]. В работе методами функционального анализа изучается линейная
начально-краевая задача математической физики с поверхностной диссипацией энер-
гии, а также ее абстрактный аналог с использованием абстрактной формулы Грина
для тройки гильбертовых пространств. Рассматриваются также спектральные про-
блемы, порожденные этими задачами. Далее, в работе [14] исследовались начально-
краевые и спектральные задачи при различной интенсивности внутренней диссипа-
цией энергии. Оказалось, что при некоторых дополнительных соотношениях между
операторами, входящими в постановку задачи, появляются новые эффекты. Здесь, в
статье, приведен такой пример спектральной задачи с внутренней диссипацией энер-
гии. Он подробно разобран для случая малой интенсивности внутренней диссипации.
Случаи средней и сильной интенсивности еще требуют детального исследования и
будут отражены в последующих публикациях автора.

1. Простейшая спектральная задача с внутренней диссипацией
энергии

Рассматривается начально-краевая задача математической физики с внутренней
диссипацией энергии. Ее формулировка такова. В области Ω с липшицевой границей
Γ = ∂Ω требуется найти функцию u = u(t, x), для которой выполнено уравнение

∂2u

∂t2
+ βK

∂u

dt
−4u = f(t, x) (вΩ), β > 0, (4)

а также граничные и начальные условия:
∂u

∂n
+ u = 0 (наΓ), u(0, x) = u0(x),

∂u

∂t
(0, x) = u1(x) (вΩ). (5)
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Здесь слагаемое βK(∂u/∂t), β > 0, появляется вследствие наличия в динамической
системе внутренней диссипации энергии; при β = 0 задача (4) — (5) является гипер-
болической, т. е. консервативной.

Далее изучаются нормальные движения системы, т. е. такие решения однородной
задачи (4) – (5) без начальных условий, для которых

u(t, x) = exp(−λt)u(x), x ∈ Ω, λ ∈ C. (6)

Тогда для амплитудных элементов u(x) возникает спектральная задача

λ2u− λβKu−4u = 0 (в Ω),
∂u

∂n
+ u = 0 ( на Γ). (7)

Далее вводятся, как в работах [13], [14], гильбертовы пространства L2(Ω), H̃ 1(Ω)

со скалярным произведением

(u, v)1,Ω =

∫
Ω

∇u · ∇v dΩ +

∫
Γ

u · v dΓ

и L2(Γ), а также порождающий оператор A гильбертовой пары
(
H̃ 1(Ω);L2(Ω)

)
,

Au := −4u, D(A) :=

{
u ∈ H̃ 1(Ω) :

∂u

∂n
+ u = 0 (на Γ), R(−4) = L2(Ω)

}
.

Тогда задачу (7) можно переписать в виде

Lβ(λ)u := (λ2I − λβK + A)u = 0, (8)

где Lβ(λ) — квадратичный операторный пучок с операторными коэффициентами A
иK. Далее будем считать, чтоK = K∗ � 0 — неограниченный положительно опреде-
ленный оператор, область определения которого “сравнима”, с D(A), т. е. выполнено
одно из условий: D(A) ⊂ D(K), либо D(A) ⊃ D(K). Отметим, что оператор A также
обладает свойствами A = A∗ � 0.

Спектральная задача (7) допускает обобщение на случай тройки про-
странств E,F,G и оператора следа γ, для которых справедлива абстрактная фор-
мула Грина (см. [6], [7]). Её формулировка такова: требуется найти элемент u ∈ F
такой, что выполнены уравнение и граничное условие:

λ2u− λβKu+ Lu = 0 (в E ), ∂u = 0 (в G ). (9)

Введя здесь оператор A гильбертовой пары (F ;E),

Au := Lu, D(A) := {u ∈ F : ∂u = 0 (в G ), R(L) = E} ⊂ F, (10)

снова приходим к проблеме (8), рассматриваемой теперь в пространстве F.
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Итак, далее будем рассматривать абстрактную спектральную проблему

λ2u− λβKu+ Au = 0 (в E ), u ∈ D(A) ∩D(K) ⊂ F. (11)

Так как A� 0, то число λ = 0 не является собственным значением задачи (11). От-
сюда следует, что эту задачу можно привести к исследованию спектральной задачи
для линейного по λ операторного пучка. Именно: введем в (11) новый искомый эле-
мент ζ согласно формуле iA1/2u = λζ. Тогда задача (11) будет равносильна проблеме

(
βK iA1/2

iA1/2 0

)(
u

ζ

)
= λ

(
u

ζ

)
, u ∈ D(A) ∩D(K), ζ ∈ D(A1/2), A� 0, (12)

которая рассматривается в пространстве E2 := E ⊕ E.

Ранее в работе [14] были показано, что собственные значения задач (11), (12)
расположены в правой комплексной полуплоскости симметрично относительно ве-
щественной оси. При β = 0 спектр задачи дискретен, расположен на мнимой оси.
Более точные свойства спектра и системы корневых элементов зависят от интенсив-
ности внутренней диссипации. Так, если диссипация в динамической системе доста-
точно мала, то спектр задачи (11) локализован в окрестности мнимой оси, а кор-
невые элементы имеют свойства двукратной полноты и двукратной базисности по
Абелю–Лидскому. В случае средней интенсивности внутренней диссипации спектр
задачи локализован в окрестности положительной полуоси, дискретен и имеет пре-
дельную точку λ = ∞, а корневые элементы задачи образуют полную систему ли-
бо базис Абеля –Лидского в пространстве E2. В случае большой внутренней дис-
сипации происходит новая перестройка спектра задачи, он имеет две положитель-
ных ветви собственных значений с предельными точками не только на бесконечно-
сти, но и в нуле. Таким образом, в динамической системе имеются не только как
угодно быстро затухающие апериодические нормальные движения, отвечающие соб-
ственным значениям λ+

k → +∞, (k →∞) и множителям exp(−λ+
k t), но и как угод-

но медленно затухающие, отвечающие собственным значениям λ−k и множителям
exp(−λ−k t), λ

−
k → +0 (k →∞). Собственные элементы, отвечающие каждой ветке, об-

разуют базис Рисса в пространстве E.

Рассмотрим задачу (12) при условии, что βK := 2βAδ, β > 0, δ > 0. Тогда
возникает спектральная проблема(

2βAδ iA1/2

iA1/2 0

)(
u

ζ

)
= λ

(
u

ζ

)
, u ∈ D(Aδ) ∩D(A1/2), ζ ∈ D(A1/2), (13)
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содержащая два параметра: β > 0 и δ > 0. Цель дальнейших рассмотрений — про-
следить, как видоизменяется спектр задачи при возрастании δ и различных положи-
тельных β. При этом считаем, что 0 < A−1 ∈ S∞(E).

Пусть {uk(A)}∞k=1 — собственные элементы оператора A, а {λk(A)}∞k=1 —
его (конечнократные) собственные значения, 0 < λ1(A) 6 . . . 6 λk(A) 6 . . . ,

λk(A) → +∞ (k → ∞), пронумерованные с учетом их кратностей. Отметим,
что при β = 0 задача (13) имеет решения

λ±k = ±iλ1/2
k (A), z±k =

1√
2

(±uk(A);uk(A))t, k = 1, 2, . . . , (14)

при этом собственные элементы

{z+
k }
∞
k=1 ∪ {z

−
k }
∞
k=1 (15)

образуют ортогональный базис в пространстве E2.
10. Будем сначала считать, что δ = 0, β > 0. Тогда

Aβ :=

(
2βI iA1/2

iA1/2 0

)
=

(
I −2iβA−1/2

0 I

)(
0 iA1/2

iA1/2 0

)
,

и проблема (13) сводится к задаче на собственные значения слабовозмущенного са-
мосопряженного оператора.

Собственные значения этой задачи таковы:

λ±k (β) =

{
β ± i

√
λk(A)− β2, β2 < λk(A),

β ±
√
β2 − λk(A), β2 > λk(A), k = 1, 2, . . . .

(16)

Если, в частности, β2 < λ1(A), то все собственные значения λ±k невещественные и
расположены на окружностях

|Reλ±k (β)|2 + |Imλ±k (β)|2 = r2
k, rk := λ

1/2
k (A). (17)

В этом случае собственные элементы z±k таковы:

z+
k (β) =

1√
2

 uk(A)

iεk(β)uk(A)

 , z−k (β) =

−iεk(β)uk(A)

uk(A)

 . (18)

εk(β) := βλ
−1/2
k (A)− i

√
1− β2λ−1

k (A), |εk(β)| = 1, k = 1, 2, . . . .

Они обладают следующими свойствами:

(z±k (β), z±l (β))E2 = δkl, (z+
k (β), z−l (β))E2 = iRe εk(β)δkl,
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и потому при β > 0 уже не образуют ортогональную систему элементов в E2. Заметим
еще, что по отношению к индефинитному скалярному произведению с оператором
J = diag(I;−I) = J ∗ = J −1, когда оператор Aβ J -симметричен, все собственные
элементы (18), отвечающие невещественным собственным значениям λ±k , являются
J -нейтральными:

(J z±k , z
±
k )E2 =: [z±k , z

±
k ] = 0, k = 1, 2, . . . . (19)

Пусть теперь для заданного κ ∈ N выполнено условие λκ(A) < β < λκ+1(A).

Тогда собственные значения λ±k (β) c номером j < κ + 1 вещественны, положи-
тельны и определяются формулами

λ±j (β) = β ±
√
β2 − λj(A), j = 1, . . . ,κ. (20)

Этим номерам j = 1,κ := 1, . . . ,κ отвечают J -положительные (для λ+
j (β)) и соот-

ветственно J -отрицательные (для λ−j (β)) собственные элементы задачи (13).
В самом деле, для этих номеров j имеем вместо (18) следующие формулы соб-

ственных элементов:

z+
j (β) =

 uj(A)

iε̃j(β)uj(A)

 , z−j (β) =

−iε̃j(β)uj(A)

uj(A)

 , j = 1,κ, (21)

ε̃j(β) := (β −
√
β2 − λj(A))/λ

1/2
j (A) > 0, j = 1,κ. (22)

Покажем, что собственные элементы z+
j (β) из (21) являются J -положительными, а

z−j (β) — J -отрицательными. Действительно,

[z+
j , z

+
j ] := (J z+

j , z
+
j )

E2 = ‖uj(A)‖2
E − |ε̃j(β)|2 · ‖uj(A)‖2

E = (1− |ε̃j(β)|2) =

=

1−

(
β −

√
β2 − λj(A)

)2

λj(A)

 = 2

√
β2 − λj(A)

λj(A)

(
β −

√
β2 − λj(A)

)
> 0; (23)

[z−j , z
−
j ] := (J z−j , z

−
j )

E2 = |ε̃j(β)|2 · ‖uj(A)‖E − ‖uj(A)‖E =

= |ε̃j(β)|2 − 1 < 0, j = 1,κ. (24)

Отметим еще одно важное обстоятельство: собственные элементы z±k (β) выража-
ются через собственные элементы z±k (0), т. е. через элементы (14) ортонормирован-
ного базиса в E2, посредством следующих формул:

z+
k (β) = diag(I; iK+)z+

k (0), z−k (β) = diag(iK+; I)z−k (0), β2 < λ1(A), (25)
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K+ := βA−1/2 − i(I − β2A−1)
1/2
, ‖K+‖ = 1. (26)

В самом деле, для u = uk(A) имеем

iK+uk(A) = i(βλ
−1/2
k (A)− i

(
1− β2λ−1

k (A)
)1/2

)uk(A) = iεk(β)uk(A). (27)

Лемма 1. Если выполнено условие β2 < λ1(A), то собственные элементы (18) за-
дачи (13) образуют базис Рисса в пространстве E2.

Доказательство. Докажем сначала, что эти элементы образуют полную систему
в E2. Пусть z0 := (u0; ζ0)t ∈ E2 — элемент, ортогональный всем элементам систе-
мы (18). Тогда выполнены условия

(z0, z
+
k ) = 0, (z0, z

−
k ) = 0, k = 1, 2, . . . ,

т. е. имеют место соотношения (см. (18))

(uk(A), u0)E + iεk(β)(uk(A), ζ0)E = 0,

−iεk(β)(uk(A), u0)E + (uk(A), ζ0)E = 0, k = 1, 2, . . . .
(28)

Так как |εk(β)| = 1, то ε−1
k (β) = 1/εk(β), и вторая совокупность уравнений (28) дает

(uk(A), u0)E + iεk(β)(uk(A), ζ0) = 0, k = 1, 2, . . . .

Отсюда и из первых соотношений (28) получаем

(Im εk(β))(uk(A), ζ0)E = 0, k = 1, 2, . . . ,

и так как Im εk(β) 6= 0 при любом k, то в силу ортогональной базисности систе-
мы {uk(A)}∞k=1 в E получаем, что ζ0 = 0. Но тогда (uk(A), u0)E = 0, что и дает
свойство u0 = 0. Таким образом, система элементов {z+

k (β)}∞k=1 ∪ {z
−
k (β)}∞k=1 полна в

пространстве E2.

Воспользуемся теперь тем фактом, что в представлении (25), (26) оператор K+

ограниченно обратим и

K−1
+ = K∗+ = βA−1/2 + i(I − β2A−1)

1/2
, (29)

т. е. K+ — унитарный оператор, действующий в пространстве E. Отсюда следует, что
оператор diag(I; iK+) и diag(iK+; I) имеют ограниченные обратные операторы:

(diag(I; iK+))−1 = diag(I;−iK∗+), (diag(iK+; I))−1 = diag(−iK∗+; I). (30)

Таким образом, элементы z+
k (β) получаются применением ограниченного и огра-

ниченно обратимого оператора K+ := diag(I; iK+), примененного в части {z+
k (0)}∞k=1

ортогонального базиса (15), а элементы {z−k (β)}∞k=1 — применением ограниченного и
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ограниченно обратимого оператора

K− := diag(iK+; I), (31)

к элементам {z−k (0)}∞k=1. Отсюда следует, что совокупность собственных элементов
задачи (13) при выполнении условия β2 < λ1(A) образует базис Рисса в простран-
стве E2. �

Подведем итоги рассмотрения спектральной задачи (13) при δ = 0.

а) Эта задача имеет дискретный спектр (16) с предельной точкой λ =∞. Все
невещественные собственные значения λ±k расположены на прямой Reλ = β > 0 и
получаются при пересечении этой прямой с полуокружностью (17) при Reλ > 0.

б) Если выполнены условия λκ(A) < β < λκ+1(A), то задача имеет ровно κ пар
вещественных положительных собственных значений λ±j (β), которые находятся по
формулам (20). Отвечающие этим значениям собственные элементы (21) образуют
равномерно дефинитные подпространства

L +
1 := span{z+

j (β)}κ
k=1

, L −
1 := span{z−j (β)}κ

k=1
. (32)

Докажем последнее утверждение для подпространства L +
1 . Имеем (23)

[z+
j (β), z+

j (β)] = (J z+
j (β), z+

j (β))
E2 = 2

√
β2 − λj(A)

λj(A)

(
β −

√
β2 − λj(A)

)
=

= 2

√
β2 − λj(A)

β +
√
β2 − λj(A)

> 2

√
β2 − λκ(A)

β +
√
β2 − λ1(A)

=: c2 > 0, j = 1,κ. (33)

Так как подпространства, натянутые на собственные элементы z+
j , J -ортогональны

для несовпадающих между собой собственных значений λ+
j , то отсюда, разлагая лю-

бой элемент из L +
1 по J -ортогональному базису {z+

j (β)}κ
j=1

и используя неравен-
ство (33), приходим к выводу, что

[z, z] > c2‖z‖2
E2 , c2 > 0, ∀z ∈ L +

1 , (34)

т. е. L +
1 — равномерно положительное подпространство.

Аналогично можно доказать, что L −
1 — равномерно отрицательное подпростран-

ство. Поэтому L ±
1 — равномерно дефинитные подпространства.

в) Введем теперь неотрицательное подпространство

L + := L +
1 uL +

0 , L +
0 := span

{
z+
k : Imλ+

k > 0, k = κ + 1, . . .
}
, (35)

а также соответствующее неположительное подпространство

L − := L −
1 uL −

0 , L −
0 := span

{
z−k : Imλ−k < 0, k = κ + 1, . . .

}
. (36)
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Тогда при условиях λκ(A) < β < λκ+1(A) пространство E2 допускает разложение
E2 = L + uL −, где L ± — подпространства (35) и (36).

Будем сначала считать, что выполнено свойство β2 < λ1(A), и докажем этот
факт. В самом деле, так как в E имеется ортонормированный базис {uk(A)}∞k=1, то
любой элемент z = (u; ζ)t ∈ E2 можно представить в виде

z = (u; ζ)t =

(
∞∑
k=1

α1kuk(A);
∞∑
k=1

α2kuk(A)

)t

, α1k = (u, uk(A)), α2k = (ζ, uk(A)). (37)

Тогда соотношение z = z+ + z−, z± ∈ L ±, приводит к равенству

(
u

ζ

)
=
∞∑
k=1

c+
k (β)

(
uk(A)

iεk(β)uk(A)

)
+
∞∑
k=1

c−k (β)

(
−iεk(β)uk(A)

uk(A)

)
=


∞∑
k=1

α1kuk(A)

∞∑
k=1

α2kuk(A)

 ,

(38)
откуда получаем, что должны выполняться условия

c+
k (β)− iεk(β)c−k (β) = α1k, c+

k (β)iεk(β) + c−k (β) = α2k, k = 1, 2, . . . . (39)

Отсюда имеем

c+
k (β) =

α1k + iεk(β)α2k

1− ε2
k(β)

, c−k (β) =
α2k − iεk(β)α1k

1− ε2
k(β)

, k = 1, 2, . . . . (40)

Так как здесь

1− ε2
k(β) = 1−

[
βλ
−1/2
k (A)− i

√
1− β2λ−1

k (A)

]2

∼ 1− (−i)2 = 2 (k →∞), (41)

то ряды в средней части (38) сходятся, и утверждение при β2 < λ1(A) доказано.
Если вместо этого условия выполнено условие λκ(A) < β < λκ+1(A), то все те же

рассуждения можно провести в подпространстве пространства E2 коразмерностью
2κ, а в конечномерном (2κ-мерном) дополнении утверждение очевидно.

г) Отметим, наконец, что при возрастании β количество вещественных собствен-
ных значений увеличивается, они получаются из комплексно сопряженных пар соб-
ственных значений {λ+

k ;λ−k } путем слияния при β = rk = λ
1/2
k (A), k = 1, 2, . . . ; появ-

ляется кратный корень, который затем расходится при дальнейшем увеличении β,

принимая значения λ±k вида (20). При этом выполнены неравенства

λ−k (β) < β < λ+
k (β), β > rk = λ

1/2
k (A). (42)
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20. Рассмотрим теперь вариант, когда в задаче (13) выполнены условия

0 < δ < 1/2, β > 0. (43)

Здесь, как и в случае 10, имеет место факторизация

Aβ,δ =

(
I −2iβAδ−1/2

0 I

)(
0 iA1/2

iA1/2 0

)
, (44)

D(Aβ,δ) = D(A1/2)⊕D(A1/2),

и так как Aδ−1/2 ∈ S∞, то снова возникает задача на собственные значения слабо-
возмущенного самосопряженного оператора. Общие результаты исследования задачи
изложены в [14], однако конкретный вид оператора диссипации позволяет уточнить
их.

Собственные значения λ±k задачи

Aβ,δz = λz, z ∈ D(Aβ,δ), (45)

в этом случае таковы:

λ±k (β) =

 λ
1/2
k (A)

[
βλ

δ−1/2
k (A)± i

√
1− β2λ2δ−1

k (A)

]
, β2 < λ1−2δ

k (A),

βλδk(A)±
√
β2λ2δ

k (A)− λk(A), β2 > λ1−2δ
k (A).

(46)

Невещественные собственные значения, как легко подсчитать, расположены на
окружностях

|Reλ|2 + |Imλ|2 = r2
k, rk := λ

1/2
k (A). (47)

Кроме того, исключая tk := λk(A) из соотношений

Reλ±k = βλδk(A), Imλ±k = ±
√
λk(A)− β2λ2δ

k (A), (48)

приходим к выводу, что эти собственные значения расположены на кривых, уравне-
ние которых имеет вид

|Imλ|2 = (Reλ/β)1/δ − (Reλ)2, Reλ > β1/(1−2δ). (49)

Таким образом, λ±k расположены на пересечении кривых (47) и (49), что позволяет
получить характер спектра λ±k = λ±k (β) при изменении k ∈ N и возрастании пара-
метра β > 0 от нуля до β = +∞.

Собственные элементы z±k задачи (45) таковы:
а) если λ±k невещественны, то

z+
k =

(
uk(A)

iεk(β; δ)uk(A)

)
, z−j =

(
−iεk(β; δ)uk(A)

uk(A)

)
, (50)
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εk(β; δ) := βλ
δ−1/2
k (A)− i

√
1− β2λ2δ−1

k (A), |εk(β; δ)| = 1. (51)

б) для вещественных λ±k имеем

z+
k =

(
uk(A)

iε̃k(β; δ)uk(A)

)
, z−j =

(
−iε̃k(β; δ)uk(A)

uk(A)

)
, (52)

ε̃k(β; δ) :=

[
βλδk(A)−

√
β2λ2δ

k (A)− λk(A)

]/(
λ

1/2
k (A)

)
. (53)

Опираясь на эти факты и проводя рассуждения, аналогичные тем, которые бы-
ли использованы в разобранном выше случае 10, приходим к следующим выводам
относительно решений задачи (45) при условиях (43).

а) Эта задача имеет дискретный спектр (46) с предельной точкой λ =∞. Все
невещественные собственные значения расположены на пересечении кривых (49) и
окружностей (47).

б) Если выполнены условия

λ1/2−δ
κ (A) < β < λ

1/2−δ
κ+1 (A), (54)

для некоторого κ ∈ N, то задача имеет ровно κ пар вещественных положительных
собственных значений λ±j (β; δ), которые находятся по формулам (46). Отвечающие
этим собственным значениям собственные элементы образуют равномерно дефинит-
ные подпространства.

в) Если выполнено условие

β < λ
1/2−δ
1 (A), (55)

то все собственные значения задачи невещественные (см. (46)), а отвечающие им
собственные элементы (50) образуют базис Рисса в пространстве E2.

При доказательстве последнего утверждения, как и при доказательстве леммы 1,
используется тот факт, что

z+
k =

(
I 0

0 iK+

)(
uk(A)

uk(A)

)
, z−k =

(
iK+ 0

0 I

)(
−uk(A)

uk(A)

)
, (56)

K+ := βAδ−1/2 − i
(
I − β2A2δ−1

)1/2
, K∗+ = K−1

+ . (57)

Если вместо (55) выполнено условие (54), то упомянутое выше свойство базисно-
сти Рисса сохраняется.

г) При возрастании β количество вещественных собственных значений увеличи-
вается, а невещественные собственные значения λ±k (β; δ) проходят при возрастании
β по окружностям (47) “быстрее”, чем в случае 10, когда δ = 0.
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30. Пусть теперь выполнено пограничное условие

δ =
1

2
(58)

и по прежнему β > 0. Здесь

Aβ,1/2 =

(
I −2iβI

0 I

)(
0 iA1/2

iA1/2 0

)
, D(Aβ,1/2) = D(A1/2)⊕D(A1/2), (59)

и потому Aβ,1/2 не является слабым возмущением оператора

A0 := i

(
0 A1/2

A1/2 0

)
, (60)

отвечающего случаю β = 0 в задаче (45) при δ = 1/2. Поэтому свойство локализа-
ции спектра в окрестности мнимой оси, которое имело место в разобранных выше
вариантах 10 и 20, здесь не выполнено.

Собственные значения оператора Aβ,1/2 таковы:

λ±k (β) =

 λ
1/2
k (A)

(
β ±

√
β2 − 1

)
, β > 1,

λ
1/2
k (A)

(
β ± i

√
1− β2

)
, 0 6 β < 1.

(61)

Собственные элементы, отвечающие невещественным собственным значениям,
имеют вид

z+
k (β) =

(
uk(A)

iεuk(A)

)
, z−k (β) =

(
−iεuk(A)

uk(A)

)
, ε := β − i

√
1− β2, (62)

а собственные элементы, отвечающие вещественным собственным значениям, тако-
вы:

z+
k (β) =

(
uk(A)

iε̃uk(A)

)
, z−k (β) =

(
−iε̃uk(A)

uk(A)

)
, ε̃ := β −

√
β2 − 1. (63)

Отправляясь от формул (61) — (63), сформулируем общие свойства решений за-
дачи на собственные значения для оператора Aβ,1/2.

а) Собственные значения λ±k (β) образуют дискретный спектр с предельной точ-
кой λ =∞. Если выполнено условие 0 < β < 1, то собственные значения λ±k невеще-
ственны, расположены на пересечении окружностей

|Reλ|2 + |Imλ|2 = r2
k, rk := λ

1/2
k (A),
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а также прямых

Imλ = ±

(√
1− β2

β

)
Reλ, Reλ > 0. (64)

б) Если выполнено условие β > 1, то собственные значения λ±k вещественны,
положительны и образуют две ветви

λ±k = λ
1/2
k (A)

(
β ±

√
β2 − 1

)
, k = 1, 2, . . . , (65)

причем каждая из ветвей имеет предельную точку +∞ при k →∞.
Собственные элементы, {z+

k }
∞
k=1, отвечающие собственным значениям {λ+

k }
∞
k=1,

являются J -положительными:

[z+
k , z

+
k ] = (J z+

k , z
+
k )E2 = 1− ε̃2 = . . . =

2
√
β2 − 1

1 +
√
β2 − 1

> 0. (66)

Соответственно, собственные элементы {z−k }
∞
k=1, отвечающие собственным значени-

ям {λ−k }
∞
k=1, являются J -отрицательными:

[z−k , z
−
k ] = (J z−k , z

−
k )E2 = ε̃2 − 1 < 0. (67)

в) При выполнении условия 0 < β < 1 собственные элементы {z+
k }
∞
k=1 ∪ {z

−
k }
∞
k=1,

отвечающие невещественным собственным значениям {λ±k }
∞
k=1, образуют базис Рисса

в пространстве E2. При этом

z+
k (β) =

(
I 0

0 iεI

)(
uk(A)

uk(A)

)
, z−k (β) =

(
iεI 0

0 I

)(
−uk(A)

uk(A)

)
, k = 1, 2 . . . .

(68)

г) При β > 1 собственные элементы {z+
k }
∞
k=1 ∪ {z

−
k }
∞
k=1, отвечающие (веществен-

ным) собственным значениям {λ±k }
∞
k=1, образуют J - ортогональный базис в про-

странстве E2.

Заключение

Подводя итоги рассмотрения простейшей спектральной задачи в случае малой
интенсивности внутренней диссипации, отметим следующие важные обстоятельства.

1. При учете внутренней диссипации, когда операторы основной задачи связаны
соотношением βK = 2βAδ, спектр задачи существенно зависит от δ: при 0 6 δ < 1/2

имеет место малая диссипация и локализация спектра в окрестности мнимой оси;
наперед скажем, что при 1/2 6 δ < 1 — средняя диссипация и локализация спек-
тра в окрестности положительной полуоси, а также наличие лишь одной предельной
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точки на бесконечности; при 1 6 δ <∞ — большая диссипация и наличие двух пре-
дельных точек на положительной полуоси. Случай средней и сильной интенсивности
находится в стадии исследования, результаты будут опубликованы позже.

2. Детальная структура спектра зависит от коэффициента диссипации β. В част-
ности, при δ = 1/2 (пограничный случай) структура спектра существенно зависит
от β: при 0 < β < 1 спектр невещественный, а при β > 1 — вещественный и положи-
тельный.

3. В случае малой интенсивности внутренней диссипации во всем диапазоне из-
менения параметров δ и β собственные элементы задачи образуют базис Рисса.

Таким образом, на примере разобранной спектральной задачи были как подтвер-
ждены общие выводы, полученные в работе [14], так и установлены новые факты,
одним из которых является наличие базисности Рисса системы собственных элемен-
тов в случае малой диссипации.

Автор благодарит проф. Н.Д. Копачевского за руководство написанием статьи.
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Some notes on the history of Orlicz spaces.

Bogatov E. M.

Abstract. This work is devoted to the history of the Orlicz spaces LM , which are widely used
in mathematics and its applications. They consist of integrable functions with a convex function
M(u), for which the integral ρM (u) =

∫ b
a M(u(x))dx is finite. Previously unseen features of this

history are revealed.
The analysis of the state of mathematics near the beginning of the theory of functions,

when there was a reassessment of the relationship between the computational and ideological
aspects, is performed. The influence of the ideas of the major European mathematicians - E.
Landau, who got necessary and sufficient conditions for the convergence of products of sequences
series; F. Riesz as creator of space Lp; William Young, as the author bearing his name inequality
and classes of " supersummable" functions; S. Banach, as the founder of the theory of complete
normed spaces and other scientists is investigated. W. Orlicz relied on their results in 1932-1936,
when he created Banach space with the norm

‖u‖OLM = supρN (v)≤1

∫ b
a uvdx, (*)

where N(v) — complementary to M(u) convex function, such that the Young inequality
uv ≤M(u) +N(v) holds, and function u(x) satisfies condition ρM (ku) <∞ for some k > 0.

It is noted that an important condition for the introduction of a new space (a generalization
of the space Lp) were results, obtained by W. Orlicz together with Z. Birnbaum and published
in 1931, including

a) necessary and sufficient conditions for the integrability of functions product using convex
functions;

b) definition of the role of functions, growing no faster than power functions (these functions
satisfy so-called ∆2 - condition for integrability and convergence in the classes M(u)-integrable
functions. A convex function M(u) satisfies ∆2 - condition for large u, if
∃k ∈ R : M(2u) ≤ kM(u) for |u| ≥ a .
It is alleged that the starting point of the norm (*) introduction in the space LM by W.

Orlicz was determination of linear functional view in LM due to the scheme, proposed by S.
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Banach for the space Lp. Other variants of the space LM norm equipment - Amemiya norm and
Luxembourg norm are also given.

Orlicz spaces role in modern mathematics and its applications are briefly indicated. The most
famous representatives of the Soviet and post-Soviet science, specializing on the Orlicz spaces
are also listed.

Keywords: History of functional analysis, generalization of Lp, Orlicz spaces LM , W. Orlicz, Z.
Birnbaum, Banach spaces, classes of integrable functions, Orlicz norm, Polish mathematics,
soviet mathematics.

Введение

Функциональный анализ, возникший в начале прошлого века, уже давно превра-
тился из просто новой области математики в универсальную математическую док-
трину, стал важнейшей частью математической “идеологии” [1, c. 82]. В нём сошлись
и переплелись идеи и подходы классического анализа, линейной алгебры, теории
множеств, топологии [2].

Основная цель настоящей работы — проследить, как проблемы, связанные с обос-
нованием классического анализа, потребовавшие рассмотрения различных видов схо-
димости, среди других достижений привели к классическому результату — классам
Орлича и пространствам Орлича. Здесь будут выделены некоторые особенности, не
замеченные другими авторами, проводившими исследования по данному вопросу:
Ф.А. Медведевым [3, Гл. 3], Л.Малиграндой и В.Внуком[4] – [6], А.Питчем [7, Гл. 6],
а также обозначен вклад советских математиков в развитие теории пространств Ор-
лича.

Предыстория

После выделения понятия функции как самостоятельного объекта исследования
насущным стал вопрос о представлении её в виде некоторого аналитического вы-
ражения, в том числе в виде ряда. Математики XVII –XVIII вв. главным образом
интересовались вычислительной стороной, мало задумываясь над вопросом о смыс-
ловом содержании представления функций рядами. Но на следующем этапе, к началу
XIXв, когда началась глубокая реформа математики, заложившая основы матема-
тической строгости и обоснованности, с утверждением методологии, направленной
на выявление условий и пределов истинности и границ каждого математического
утверждения, положение изменилось, вышеуказанное осмысление вышло на первый
план [3, Гл. 3], [8]. Новая идейная атмосфера стала характерной для всей математи-
ки XIXв.
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Одним из истоков функционального анализа явилась теоретико-множественная
топология, и совершенно не случайно, что различные формы предельного перехо-
да заняли центральное место в функциональном анализе. Здесь нас будут интере-
совать некоторые виды сходимости, мотивированные поисками решений линейных
интегральных уравнений. В частности, к Д. Гильберту восходит задача поиска необ-
ходимых и достаточных условий для того, чтобы числа ai

ai =

b∫
a

f(x)ϕi(x)dx

можно было рассматривать, как коэффициенты Фурье неизвестной функции f(x) по
рассматриваемой системе {ϕi(x)}. Сам Д. Гильберт решил данную задачу для непре-
рывной функции f(x). Обобщение результата Гильберта привело к знаменитой теоре-
ме Рисса –Фишера, авторы которой рассматривали задачу в пространстве L2[a, b] [3,
c. 130–132].

Венгерский математик Фридьеш Рисс (1880-1956) — одна из главных фигур в
создании функционального анализа. Ему принадлежит целый ряд основополагаю-
щих результатов в период становления данной дисциплины (этот отрезок времени
был назван А.М. Вершиком периодом “бури и натиска” [1, c.86]. Статью Рисса [9]
можно считать одной из вех в истории функционального анализа. В ней было введе-
но пространство Lp как естественное обобщение пространства L2, но это обобщение
оказалось совершенно не тривиальным и имело далеко идущие последствия.

Рисс исходил из работы Э.Ландау [10], который обобщил неравенство Гёльдера
на бесконечномерный случай и получил необходимое и достаточное условия сходи-
мости рядов от произведений последовательностей. Рисс усилил условия интегриру-
емости произведения функций f(x)ϕi(x), введя в предположении о том, что функ-
ция |f(x)| интегрируема со степенью p>1. Здесь он столкнулся с трудностью, кото-
рая отсутствовала в случае p=2. Дело в том, что из интегрируемости двух функций
по отдельности не всегда следует интегрируемость их произведения. Для преодоле-
ния этой трудности Риссу пришлось ввести сопряжённое с Lp пространство Lq, где
1/p + 1/q = 1. В итоге оказалось, что каждое из пары пространств Lp, Lq состоит
из тех (и только тех) функций, которые при умножении на любую функцию из со-
пряжённого пространства дают интегрируемое произведение. Рисс также установил
полноту пространств Lp [9, c. 449 – 451], [3, c. 136 – 138].

Английский математик Уильям Юнг (1863 – 1942) независимо от Рисса пришёл
к пространствам Lp и сделал дальнейшие шаги. Из его значительного научного на-
следия нас будет интересовать работа 1912 г. [11]. Рассматривая некоторые задачи
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теории рядов Фурье, Юнг заинтересовался нахождением условий того, чтобы функ-
ция представлялась неопределённым интегралом некоторой суммируемой функции,
на которую наложены дополнительные условия (в частных случаях эти условия были
найдены Фишером и Риссом; они сводились к тому, что функция f(x) принадлежала
пространству L2 или Lp). Юнг поставил более сложную задачу — получить анало-
гичный результат не только для p-й степени модуля f(x), но и вообще для некоторой
функции от f(x) [3, c. 142]. Указанная задача привела Юнга к получению следующего
неравенства, названного его именем:

uv ≤
u∫

0

p(z)dz +

v∫
0

q(z)dz, (1)

где p(·) — положительная, возрастающая функция действительной переменной u ≥ 0,
имеющая положительную производную p′(u), а q(v) — обратная к ней функция,
u = q(v) [11, c. 226].

Функции, удовлетворяющие неравенству (1), позднее стали называться дополни-
тельными по Юнгу [12, c. 65]. Они привели к замечательному обобщению, которое
будет рассмотрено ниже.

К поставленной задаче Юнг вернулся более чем через десятилетие, введя сгруп-
пированные пары классов так называемых “сверхсуммируемых” функций, для кото-
рых интеграл

b∫
a

Q[|u(x)|]dx (2)

принимает конечное значение,

Q(u) =

u∫
0

q(z)dz, (3)

где q(z) является положительной, монотонно возрастающей функцией, заданной на
промежутке (0,+∞), для которой lim

z→∞
q(z) =∞ [13].

Данные классы соединяются в пары посредством неравенства (1) таким образом,
что произведение двух функций, принадлежащих классам пары, является сумми-
руемым (как например, uln(u) и ev). Идеи, заложенные в рассмотренных работах
Юнга, были развиты рядом других математиков. Прежде всего упомянем работу
английского математика Джона Бёркиля (1990 – 1993) [14], в которой он дал опреде-
ление сильной и слабой сходимости в классах Юнга и доказал несколько теорем об
этих сходимостях. Кроме того, он сформулировал важное условие, которому должны
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удовлетворять функции Q(u) вида (3), растущие не быстрее степенных:

∃k = Const,Q(2u) ≤ kQ(u). (4)

(оно было позднее названо ∆2-условием, см. ниже).
Все эти результаты сконцентрировались в работах польских математиков, полу-

чили в них дальнейшее развитие и привели к понятиям и методам, ставшими класси-
ческими и нашедшими широкое применение в разнообразных задачах функциональ-
ного анализа и его приложений. Речь идёт о двух ярких представителях Львовской
школы функционального анализа: З. Бирнбауме и В. Орличе.

Зигмунт Бирнбаум (1903 – 2000) — ученик Г. Штейнгауза, который, в свою оче-
редь, был учеником Д. Гильберта и являлся одним из основателей Львовской школы
функционального анализа и журнала Studia Mathematica, получившего широкую
международную известность [14, гл. 2]. Именно Штейнгауз “открыл” в 1916 г. Сте-
фана Банаха [16, с. 300]. После окончания Львовского университета в 1929 – 1931 гг.
Бирнбаум проходил стажировку в Гёттингене под руководством Э. Ландау [17].

Владислав Орлич (1903-1990) — также выпускник Львовского университета, уче-
ник Банаха, стажировался в Гёттингене в те же самые годы, что и Бирнбаум [4] – [6]. В
дальнейшем их пути разошлись, в середине 1930-х Бирнбаум эмигрировал в США, а
Орлич перебрался в Познаньский университет, где основал получившую известность
математическую школу.

В недолгий период сотрудничества Бирнбаума с Орличем ими была написана
большая работа “Об обобщении понятия взаимно сопряжённых потенциалов” [18].
Она была представлена в редакцию Studia Mathematica в октябре 1930 г. и с некото-
рыми добавлениями опубликована в следующем году. Главным результатом этой ра-
боты является всестороннее рассмотрение и углубление свойств восходящих к Юнгу
и Бёркилю N -функций вида (3) с точки зрения их использования в задачах инте-
грируемости и сходимости.

Выпуклая функция N(u) называется N-функцией, если [3, с. 144]

• она задана и непрерывна для всех u из интервала (−∞,+∞);
• N(0) = 0, N(u) > 0 при u > 0; N(−u) = N(u);
• существуют такие числа α > 0, β > 0, что при u > α всегда N(u) > β.

Если N -функция M(u) удовлетворяет условию

lim
|u|→∞

M(u)

|u|
=∞ lim

|u|→0

M(u)

|u|
= 0, (5)

то она называется N ′-функцией [18, с. 8].
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В работе [18] также определяются пары дополнительных N ′-функций M(u)
и N(v), которые представляются в виде

M(u) =

u∫
0

p(t)dt, N(v) =

v∫
0

p−1(t)dt. (6)

Дополнительные функции удовлетворяют неравенству Юнга

uv ≤M(u) +N(v).

Этот факт, наряду с результатами Ф. Рисса [9] и Р. Купера [19], способствовал дока-
зательству Бирнбаумом и Орличем теоремы об интегрируемости произведения функ-
ций f(x) и g(x) в терминах интегрируемых с M(u) и N(v) функций. Приведём соот-
ветствующие формулировки [18, c. 37].

Функция f(x) называется интегрируемой с M(u) на отрезке [0,1], если она изме-
рима на этом отрезке и интеграл

∫ 1

0
M [|f(x)|]dx конечен.

N -функция N(v) называется сопряженной в смысле интегрирования (или кратко
сопряженной) для N -функции M(u), если:

1. Из того, что f(x) интегрируема с M(u), а g(x) интегрируема с N(v), следует, что
интеграл от произведения

∫ 1

0
f(x)g(x)dx ограничен.

2. Если при заданной f(x) и N(v)-интегрируемой g(x) из конечности величины∫ 1

0
f(x)g(x)dx следует, что f(x) интегрируема с M(u).

Было установлено, что для существования сопряжённой к N ′-функции M(u) N ′-
функции N(v) необходимо и достаточно, чтобы при больших u функция M(u) удо-
влетворяла ∆2 -условию и была псевдомонотонна [18, c. 46].

Отметим, что ∆2-условие, фигурирующее в этом утверждении, является част-
ным случаем ∆α-условия: если существуют такие числа α > 0 и kα, что для всех
достаточно больших u выполняется неравенство

M(αu) ≤ kαM(u), (7)

то говорят, что функция M(u) удовлетворяет ∆α — условию [18, c. 22].
Соотношение (7) появилось в работе Бирнбаума и Орлича, как следствие выше-

указанных условий интегрируемости произведения функций f(x ) и g(x).
Теперь имелись все предпосылки для дальнейшего обобщения — связать понятие

интегрируемых с M(u) функций с общей теорией нормированных пространств. Этот
решающий шаг был сделан Орличем.
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Изучение представления функций, различных видов сходимости привели, поми-
мо выделения частного класса функций Lp, к гораздо более масштабным последстви-
ям. К важнейшим из них следует отнести рождение понятия банаховых пространств.
Одной из фундаментальных идей, приведших к созданию функционального анали-
за, является переход “от конечного к бесконечному”. Среди работ других математи-
ков [20] в этом направлении выделим статью Д. Гильберта (1909) [21], представля-
ющую собой доклад, который он намеревался сделать на IV конгрессе математиков
в Риме в 1908 г. По словам В.М. Тихомирова, это была не обычная математическая
работа, а скорее — пророчество. Гильберт старался охватить с высоты просторы
зарождающейся новой науки. Многое тогда виделось не вполне отчётливо, и он стре-
мился донести хотя бы общую планировку, объявить об открытии нового “материка”
и призвать к освоению новых территорий. Суть его работы точно выражают сло-
ва “бесконечномерный анализ”, где участвуют и “бесконечное число переменных” и
“отображения в бесконечномерные пространства” [22]. Гильберт указывает на глав-
ную цель рождающейся новой области математики — нахождение общей точки зре-
ния и единого метода доказательства для проблем анализа, касающихся решения
уравнений относительно функций (задач вариационного исчисления, дифференци-
альных и интегральных уравнений и т. п.). Здесь он ставит ещё более высокую задачу,
чем провести доказательство некоторого утверждения или показать невозможность
подобного доказательства — получить возможность приступить к таким исследова-
ниям в области теории функций и теории дифференциальных уравнений [21, с. 39;49].

Появление понятия полного нормированного пространства, или, как его чаще
называют, банахова пространства явилось гигантским шагом вперёд, но он не был
единоличным достижением С. Банаха. В 1906 г. М. Фреше в своей диссертации, раз-
вивая идеи Ж. Адамара, ввёл понятие метрического пространства [23].

В работах по теории интегральных уравнений и бесконечных квадратичных форм
Д. Гильберт ввёл пространства, носящие его имя, l2 и L2. Ф. Рисс, М. Фреше и
Э. Шмидт стоят уже на более абстрактной точке зрения. В метрические и гильберто-
вы пространства ими вводятся фундаментальные понятия сильной и слабой сходимо-
сти, компактности, полноты, сепарабельности, линейных операторов, а также язык
евклидовой геометрии - понятие нормы, удовлетворяющей неравенству треугольни-
ка. Было замечено, что пространство функций с интегрируемым квадратом облада-
ет геометрией, аналогичной геометрии евклидова пространства. К аксиоматическо-
му определению бесконечномерных пространств наиболее близок, по-видимому, был
Ф. Рисс [24, с. 220 – 225]. Решающий шаг в определении понятия полных нормирован-
ных пространств был сделан в начале 1920-х гг., и он связан с именами нескольких
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математиков. Это были Стефан Банах [25], австрийские математики Эдуард Хел-
ли [26], Ганс Хан [27] и американский математик Норберт Винер [28]. Всё же можно
утверждать, что эти пространства совершенно справедливо носят имя Банаха, по-
скольку именно он предпринял их глубокое и систематическое изучение.

Классы и пространство Орлича

Вернёмся к нашему основному сюжету. Вся атмосфера львовской школы 1920-
1930 гг. была буквально “пропитана” идеями Банаха [29]. Не вызывает сомнений не
только, что Орлич пришёл к своему замечательному обобщению пространств Lp под
воздействием этих идей, но и что и сам Банах был непосредственно знаком с изыс-
каниям своего ученика, поскольку именно он представил в начале 1932 г. статью
Орлича [30] в редакцию “Известий Польской академии наук”. В этой статье Орлич
ввёл в рассмотрение классы суммируемых функций LΦ, у которых вместо степени
p под знаком интеграла фигурировала N -функция Φ(u). Точнее говоря, принадлеж-
ность функции u классу LΦ определялась конечностью величины

ρΦ(u) =

1∫
0

Φ(u(x))dx,

как это было предложено ещё А. Зигмундом [31].

Для включения указанного класса в общую теорию банаховых пространств необ-
ходимо было преодолеть две трудности. Первая заключалась в том, что в общем
случае данный класс функций не является линейным. Орлич показал, что класс LΦ

является линейным множеством тогда, и только тогда, когда N-функция Φ(u)

удовлетворяет ∆2 — условию при больших u:

∃k ∈ R : Φ(2u) ≤ kΦ(u) для |u| ≥ a. (8)

В качестве примера функции, удовлетворяющей этому условию, можно привести
N -функцию Φ(u) = |u|α(| ln |u||+ 1) [18, c. 30].

Вторая трудность заключалась в выборе подходящей нормировки. Использова-
ние в этой ситуации аналогии с нормой в Lp:

‖u‖ = Φ−1

 1∫
0

Φ(|u(x)|)dx

 , (9)
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где Φ−1 — функция, обратная к Φ, не приводит к цели [12, с. 95]. Оказывается, что (9)
не является нормой — свойство линейности ‖αu‖ = |α| · ‖u‖ удовлетворяется далеко
не для всех Φ.

Проследить дальнейший ход мыслей Орлича может помочь основополагающая
работа Банаха [32].

В главе 4, §4 Банах приводит теорему о представлении линейного функционала
в Lp в виде

f(v) = (u, v) =

1∫
0

uvdx, (10)

а его норма определена следующим образом:

‖f‖Lp′ = sup‖v‖Lp≤1
|f(v)|, (11)

где ‖v‖Lp =

 1∫
0

|v|pdx

1/p

. (12)

С учётом того, что пространства Lp и Lp′ являются двойственными при 1/p+1/p′ = 1;
p > 1 [9], из соотношения (11) можно сделать вывод о том, что для определения
нормы в Lp можно использовать формулу нормы для функционалов из сопряжённого
пространства

‖v‖Lp = sup||u||
Lp
′≤1

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

uvdx

∣∣∣∣∣∣ . (13)

Пользуясь некоей аналогией пространств Lp и LΦ, Орлич исходит из определения
нормы (13) в сопряженном к LΦ пространстве LΨ и её естественных свойств:

1. ρΦ(u) ≤ K ⇒ ‖u‖LΦ
≤ K∗

2. lim
i→∞
j→∞

∫ 1

0
Φ[|ui(x)− uj(x)|]dx = 0⇒ lim

i→∞
j→∞

‖ui(x)− uj(x)‖LΦ
= 0.

При этом единичный шар в пространстве LΨ представлялся Орличем как множество
ρΨ(v) ≤ 1 [30, c. 210], где Ψ(u) — дополнительная к Φ(u) функция.

Окончательно норма была введена им для функций с конечной величиной ρΦ(u),
как

‖u‖LΦ
= max

ρΨ(v)≤1

1∫
0

uvdx. (14)

Следует отметить, что конечность нормы (14) следует из теоремы об интегрируемо-
сти произведения функций, полученных Орличем с Бирнбаумом в [18, с. 46], уже
упоминаемой нами выше (формула (7)).
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Полученное банахово пространство было обозначено Орличем через L∗Φ (он дока-
зал его полноту при условии, что Φ удовлетворяет ∆2 — условию при больших u [30,
с. 210]). Несколько позднее Зигмунд дал доказательство полноты L∗Φ без каких-либо
дополнительных условий на Φ [12, с. 96].

Отметим, что нормированное пространство Орлича, порождённое функцией
Φ(u) = |u|p

p
совпадает с Lp. При этом норма (14) будет отличаться от традици-

онной нормы (12) в пространстве Lp постоянным множителем, равным q−1/q , где
q = p/(p− 1) [30, с. 214].

Для выявления дальнейшей аналогии с пространствами Lp необходимо было
определить, в каком виде представляются линейные функционалы над простран-
ством L∗Φ. Орлич показал, что этот вид совпадает с (12), при условии, что порожда-
ющая класс LΦ функция Φ(u) удовлетворяет ∆2 — условию [30, с. 226]. При этом в
процессе доказательства было использовано существование базиса Хаара в L∗Φ, сле-
дующее из результатов совместной с Бирнбаумом работы [30, с. 216].

Это представление дало Орличу возможность в следующей работе [33, с. 94] опре-
делить норму, уже в точности следуя (11), как

‖u‖OLM = supρN (v)≤1

b∫
a

uvdx (15)

Здесь M(u) — N ′-функция; N(v) — дополнительная к M(u) функция. Функции u,
входящие в (15) должны удовлетворять условию ρM(ku) < ∞ для некоторого k>0
[33, с. 93].

Получившееся банахово пространство будем обозначать LOM . В работе [33, с. 98–
100] Орлич также показал его сепарабельность и рефлексивность при условии, что
пространство LOM порождено функциями, удовлетворяющими условию (8).

Как отмечает Л. Малигранда [5, с. 323], впервые термин пространство Ор-
лича появился в статьях M. Морса, В. Трансю [34] и М.А. Красносельского,
Я.Б. Рутицкого [35].

Отметим, что обычная формула для нормы (15) не позволяет производить её
фактическое вычисление [36, с. 106]. В связи с этим представляет интерес введение
эквивалентной нормировки LOM , лишённой этого недостатка. Это удалось сделать в
1955 г. В. Люксембургу [37]. Он упростил определение пространства LOM , определив
его как линейную оболочку выпуклого множества BM = {u : ρM(u) ≤ 1} с нормой

‖u‖LM = inf{γ > 0 : u ∈ γBM}
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Эта норма стала называться нормой Люксембурга. То же самое выражение было
получено ранее Х. Накано в рамках теории модулярных пространств [38].

Ещё одна конструктивная норма, допустимая к применению в данной ситуации,
была введена И. Амемия:[39]

‖u‖ALM = inf
k>0

k−1(1 + ρM(ku))

Её употребительность в пространстве LOM была замечена М.А.Красносельским и
Я.Б.Рутицким [36, с. 110].

Заключение

Пространства Орлича нашли широкое применение: плодовитая идея замены сте-
пенной функции на более общую была перенесена на другие типы функциональных
пространств [4, c. 107]. Эта идея воплотилась в ныне хорошо известные пространства
Орлича-Безиковича, Харди-Орлича, Липшица-Орлича, Орлича-Лоренца, Орлича-
Марцинкевича, Орлича-Соболева, Орлича-Зигмунда, Бергмана-Орлича, Орлича-
Накано, Муселяка-Орлича и др. В настоящее время пространства Орлича с успе-
хом используются в теории линейных и нелинейных дифференциальных [40] – [41] и
интегральных [42] – [43] уравнений, теории функций [44, гл. 9] и гармоническом ана-
лизе [45], теории вероятностей и математической статистике [46], теории интерполя-
ций [47] – [48], теории симметричных пространств [49], эргодической теории и теории
мартингала [50], теории риска [51] и других разделах математики и механики [52],
[53].

Опубликование монографии Красносельского и Рутицкого [36] в 1958 году вдох-
новило многих учёных СССР начать исследования по теории пространств Орлича. В
итоге сформировалась целая сеть научных направлений, которая буквально “оплела”
Советский Союз и впоследствии СНГ1. Наиболее известными представителями этих
направлений, по нашему мнению, являются2

• Вайнберг М.М., Гапошкин В.Ф. — 1960–70 гг; Иванова О.А. — 1990 – н. в.
(Москва)
• Похожаев С.И., Брудный Ю.А., Трушин Б.В., 1970 – н. в. (Москва)
• Лозановский Г.Я. — 1960 – 1970 гг., Макаров Б.М. — 1980 гг. (Ленинград)
• Козаченко Ю.В. — 1980 – н. в., Чайченко С.О. — н. в. (Киев)
• Шрагин И.В., Левченко И.В. — 1960 – 70 гг. — н. в. (Кишинёв)

1соответствующая информация про мировые научные школы приведена в [4, c. 107-108]
2периодизация приблизительная.
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• Соболев В.И. — 1960 – 1980 гг., Семёнов Е.М., Овчинников В.И. — 1960 гг – н. в.
(Воронеж)
• Антонцев C.H., Кажихов АВ., Монахов B.H. — с 1970 гг по н. в., Мамон-
тов А.Е. — 2000 – н. в. (Новосибирск)
• Асташкин С.В. — 1980 – н. в. (Самара)
• Грибанов Ю.И. — 1960 – 1970 гг (Казань)
• Симоненко И.Б., Юдович В.И. — 1960 – 70 гг, Фетисов В. Г. — 2000 – н. в. (Ро-
стов н/Д)
• Чернов А.В. — н. в. (Нижний Новгород)
• Климов В.С., Семко Е.Р. — 1970 – н. в. (Ярославль)
• Карлович Ю.И. — 1980 – н. в. (Минск)
• Векслер А.С. — 1980 – 1990 гг, Чилин В.И. — 1990 – н. в., Закиров Б.С. —
2000 – н. в. (Ташкент)
• Муратов М.А., Пашкова Ю.С. — 1990 – н. в. (Симферополь)
• Лукомский С.Ф. — 2000 – н. в. (Саратов)
• Ткебучава Г. Е. — 1980 – 2000 гг.; Кокилашвили В.М. — 1970 – 2000 гг. (Тбили-
си)
• Казарян С.С. — 1980 – н. в. (Ереван)
• Акишев Г.А., Махашев С.Т. — 2000 – н. в. (Караганда).

Автор выражает искреннюю признательность Р.Р.Мухину (СТИ МИСИС)
за постановку задачи и полезные обсуждения, а также Г.И. Синкевич (Санкт-
Петербург, СПбГАСУ), Л. Малигранде (Швеция, Технологический Университет,
г. Лулео) , В. Г. Задорожнему (Воронеж, ВГУ), М.А. Муратову (Симферополь,
КФУ), В.И. Чилину (Ташкент, НУУ), Е. Буткиевич (Польша, Гданьский универси-
тет), В.П. Богатовой за помощь в предоставлении необходимых материалов и сведе-
ний.
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Spectral analysis of difference operators of second order with a
growing potential.

Garkavenko G. V., Uskova N. B.

Abstract.
Let H = l2(Z) be a Hilbert space of twosided complex sequences with the inner product

(x, y) =
∑∞

n=−∞ x(n)y(n), x : Z → C, y : Z → C and the norm generated by this
scalar product. In the space of H regarded linear operator A − B : D(A) ⊂ H → H,
where (Ax)(n) = a(n)x(n), n ∈ Z, D(A) = {x ∈ l2(Z) :

∑∞
n=−∞ |x(n)|2|a(n)|2 < ∞},

(Bx)(n) = −2x(n) + x(n + 1) + x(n − 1), x ∈ H. The sequence a : Z → C has the property:
lim
|n|→∞

|a(n)| → 0, 0 < di = inf
i 6=j
|a(i)− a(j)| → ∞, |i| → ∞. In the standard basis of the space H

the operator A−B is tridiagonal matrix with nonzero main, first and minus first diagonals.
The class of differential operators and their matrix corresponds to the Sturm-Liouville

operator with growth potential in their deskritization. We study the spectral properties of the
operator A − B. The method of investigation is proposed A.G. Baskakov simular operators
method essentially used in the spectral analysis of the various classes of differential operators.
For operators, the operator in question is close to A − B similar operators method previously
used. One of the main results is the following statement

Theorem. There is a natural number k ≥ 1, that the spectrum σ(A−B) of operator A−B
represented in the form σ(A − B) = σ(k) ∪ (∪|i|>kσi), where σ(k) contains no more than 2k + 1

eigenvalues, σi = {µi}, |i| > k — singletons and have the following asymptotic formula

µi = a(i) + 2 +O(d−1
i ),

µi = a(i) + 2− a(i+ 1)− 2a(i) + a(i− 1)

(a(i+ 1)− a(i))(a(i− 1)− a(i))
+O(d−2

i ), |i| > k.
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The corresponding eigenvectors ẽi, |i| > k, admits the asymptotic estimate ‖ẽi−ỹi‖ = O(d−2
i ),

where

ỹi(j) =


1, i = j,

(a(i± 1)− a(i))−1, j = i± 1,

0, in other cases.

For the spectral projectors P̃i = P ({µi}, A − B), Pi = P ({a(i)}, A), |i| > k take place Formula
‖P̃i − Pi‖ = O(d−1

i ), |i| > k.

Keywords: spectral analysis, difference operator, the similar operator method, spectrum, spectral
projections.

Введение

Рассмотрим гильбертово пространство двусторонних комплексных последова-
тельностей l2(Z) со скалярным произведением (x, y) =

∑∞
n=−∞ x(n)y(n) и нормой

‖x‖ = (
∑∞

n=−∞ |x(n)|2)
1
2 , где x, y ∈ l2(Z), x : Z → C, y : Z → C, порождённой

этим скалярным произведением. В пространстве l2(Z) зададим линейный замкнутый
оператор A : D(A) ⊂ l2(Z)→ l2(Z) формулой

(Ax)(n) = a(n)x(n), n ∈ Z, x ∈ D(A) (1)

с областью определения D(A) ⊂ l2(Z) вида

D(A) = {x ∈ l2(Z) :
∑
|a(n)|2|x(n)|2 <∞},

где a : Z→ C — последовательность, обладающая свойствами:
lim
|n|→∞

|a(n)| → ∞; 0 < di = infi 6=j |a(i)− a(j)| → ∞, |i| → ∞.

Из этих свойств следует, что a(i) 6= a(j) при i 6= j, i, j ∈ Z.
Символом ρ(A) обозначим резольвентное множество оператора A, а символом

σ(A) — его спектр. Из условий на последовательность a : Z → C следует, что
σ(A) = {a(n), n ∈ Z}, то есть спектр оператора A состоит из простых изоли-
рованных собственных значений. Если число λ0 не совпадает ни с одним a(n),
то λ0 ∈ ρ(A) и оператор (A − λ0I)−1 : l2(Z) → l2(Z) действует по формуле
((A−λ0I)−1x)(n) = ((a(n)−λ0)−1x)(n), n ∈ Z, такой оператор является нормальным
компактным оператором (и оператор A : D(A) ⊂ l2(Z)→ l2(Z), ввиду нормальности
резольвенты, также является нормальным оператором).

Рассмотрим самосопряженный ограниченный оператор B : l2(Z)→ l2(Z) вида

(Bx)(n) = −2x(n) + x(n+ 1) + x(n− 1), n ∈ Z, x ∈ l2(Z). (2)
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Оператор вида A−B рассматривался в работах Отелбаева М. (см., например, [1], [2]).
В стандартном базисе {ek}, k ∈ Z пространства l2(Z), где ek = (δnk), n, k ∈ Z, мат-
рица оператора A − B имеет трёхдиагональный вид с ненулевыми минус первой,
нулевой и первой диагоналями (при нумерации диагоналей целыми числами). Рас-
сматриваемый класс разностных операторов и их матриц, соответствует уравнениям
Штурма –Лиувилля при их дискретизации [2].

В работе изучаются спектральные свойства оператора A−B, а именно: получены
оценки собственных значений, собственных векторов и спектральных проекторов.

Исследовать оператор A−B будем методом подобных операторов, который и из-
ложем в адаптированном для рассматриваемого случая виде. Отметим, что к опера-
торам, близким к оператору A−B, метод подобных операторов ранее не применялся.

1. Метод подобных операторов

Метод подобных операторов берёт начало с работ А. Пуанкаре, А.А. Ляпунова,
Н.М. Крылова, Н.Н. Боголюбова, К. Фридрихса, Р. Тернера и окончательно оформ-
ляется в работах А. Г. Баскакова [3] – [5]. Мы будем придерживаться идеологии и
методологии работы [5]. Обычно метод подобных операторов применяется для полу-
чения спектральных характеристик дифференциальных операторов (см., например,
[7] – [8]).

Основная идея метода подобных операторов состоит в преобразовании операто-
ра A − B, где A : D(A) ⊂ H → H — хорошо изученный оператор с известными
характеристиками, имеющий спектр σ(A) и резольвентное множество ρ(A), а опе-
ратор возмущения B в некотором смысле мал по сравнению с A, и подобный ему
более просто устроенный оператор. В нашем случае подобный оператор будет иметь
блочно-диагональную матрицу. Спектральные свойства такого оператора легко изу-
чать, так как они близки к спектральным свойствам оператора A.

Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство. Символом A обо-
значим одно из операторных пространств: 1) EndH — банахова алгебра
ограниченных линейных операторов, действующих в H с нормой ‖X‖∞; 2)
End∗H ⊂ EndH — банахова алгебра операторов с суммируемыми диагоналями [6] с
нормой ‖X‖∗ =

∑
p supi−j=p |xij|, где X = (xij) матрица оператора X в стандартном

базисе пространства H. Очевидно, что ‖X‖∞ 6 ‖X‖∗.

Определение 1. [5]. Пусть A → A, Γ : A → A трансформаторы. Тройку (A, J,Γ)

назовём допустимой для невозмущенного оператора A, а A — допустимым простран-
ством возмущений, если
1) J и Γ — непрерывные трансформаторы, причём J — проектор;
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2) (ΓX)(D(A)) ⊂ D(A), при этом

AΓX − ΓXA = X − JX, X ∈ A (3)

и Y = ΓX ∈ A — единственное решение уравнения AY − Y A = X − JX, удовлетво-
ряющее условию JY = 0;
3) существует постоянная γ > 0 такая, что

‖Γ‖ ≤ γ, max{‖XΓY ‖, ‖ΓXY ‖} ≤ γ‖X‖‖Y ‖;

4) для любого X ∈ A и ε > 0 существует λε ∈ ρ(A) такое, что ‖X(A− λεI)−1‖∞ < ε.

Теорема 1. [5]. Пусть (A, J,Γ) — допустимая тройка для оператора
A : D(A) ⊂ H → H и B — некоторый оператор из A. Тогда, если

γ‖B‖A <
1

4
, (4)

то оператор A − B подобен оператору A − JX, где X ∈ A, является решением
нелинейного операторного уравнения

X = BΓX − (ΓX)(JB)− (ΓX)J(BΓX) +B = Φ(X). (5)

Решение X может быть найдено методом простых итераций, положив
X0 = 0, X1 = Φ(0) = B,X2 = Φ2(0), ....

2. Теорема о подобии

Вернёмся к операторам A : D(A) ⊂ H = l2(Z)→ H и B, определённым формула-
ми (1) и (2) соответственно. Отметим, что в дальнейшем удобно будет пользоваться
матричным представлением операторов A и B в стандартном базисе пространства H.

Cобственными векторами оператора A являются базисные векторы en, n ∈ Z,
а соответствующие спектральные проекторы задаются формулой Pnx = (x, en)en,
n ∈ Z.

Представим оператор A−B в виде A−B = Ã−B̃, где (Ãx)(n) = a(n)x(n)+2x(n),
(B̃x)(n) = x(n − 1) + x(n + 1). Тогда σ(Ã) = {a(n) + 2, n ∈ Z} собственные векторы
и спектральные проекторы те же, что и у оператора A. Очевидно, что возмуще-
ние B̃ принадлежит как пространству EndH, так и пространству End∗H, причём
‖B̃‖∞ = ‖B̃‖∗ = 2, главная диагональ матрицы оператора B̃ нулевая.

Перейдём к определению трансформаторов J : A→ A и Γ : A→ A. Положим

JX =
∑
n∈Z

PnXPn, X ∈ A.
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Очевидно, что трансформатор J диагонализует матрицу оператора X и JB̃ = 0

в силу определения оператора B̃, более того ‖J‖ = 1.
Перепишем равенство (3) для матричных элементов матрицы Y = (yij), где

Y = ΓX (здесь учтено, что Ã|Hi = (a(i) + 2)Ii, Hi = RanPi, i ∈ Z, символом D|Y
обозначено сужение оператора D на подпространство Y ):

a(l)ylm − ylma(m) = xlm, l 6= m,

откуда
ylm =

xlm
a(l)− a(m)

, (6)

и yll = 0, l ∈ Z. Таким образом, матричные элементы оператора ΓX определены.
При этом, если X ∈ EndH, то и Y ∈ EndH и

‖Y ‖∞ = C(inf
i 6=j
|a(i)− a(j)|)−1‖X‖∞,

где 1 6 C 6 5 (см. [3]). Здесь используется оценка на норму обратного операто-
ра к оператору коммутирования для вычисления нормы оператора ΓX. Эта оценка
является следствием более общих оценок, приводимых в [3] (теорема 1.3).

Пусть X ∈ End∗H, тогда

‖Y ‖∗ =
∑
p

sup
i−j=p

|yij| =
∑
p

sup
i−j=p

|xij|
|a(i)− a(j)|

6 (inf
i 6=j
|a(i)− a(j)|)−1

∑
p

sup
i−j=p

|xij| =

= (inf
i 6=j
|a(i)− a(j)|)−1‖X‖∗

Пусть Qk =
∑
|i|≤k Pi. Наряду с трансформаторами J и Γ рассмотрим семейство

трансформаторов Jk и Γk, задаваемых формулами

JkX =
∑
|i|>k

PiXPi +QkXQk, ΓkX = ΓX − Γ(QkXQk) = ΓX −Qk(ΓX)Qk.

Ясно, что J0X = JX, Γ0X = ΓX. Операторы JkX и ΓkX отличаются от JX и ΓX

на конечномерный оператор.
Более того, величина γ (здесь она зависит от k)из теоремы 1 задает-

ся формулой γ = γk = C(inf |i|6k,|j|>k |a(i) − a(j)|)−1 при X ∈ EndH или
γk = (inf |i|6k,|j|>k |a(i) − a(j)|)−1 при X ∈ End∗H. Точное значение константы C

неизвестно, известна лишь её оценка, например, C 6 5 [3], но так как мы в дальней-
шем будем получать асимптотические оценки, то точное значение C несущественно.
Выполнение условия 4) из определения 1 следует из того, что оператор X ограничен,
а норму оператора (A−λεI)−1, λε ∈ ρ(A), можно сделать малой за счет подходящего
выбора числа λε.
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Итак, доказана

Лемма 1. Тройка (End l2(Z), Jk,Γk) является допустимой для оператора Ã трой-
кой при любом k.

Тройка (End∗ l2(Z), Jk,Γk) является допустимой для оператора Ã тройкой.

Из леммы 1 и теоремы 1 и того, что dk →∞ при |k| → ∞ вытекает

Теорема 2. Существует такое k > 0, что оператор Ã − B̃ подобен оператору
блочно-диагонального вида Ã− JkX, то есть

(Ã− B̃)(I + ΓkX) = (I + ΓkX)(Ã− JkX),

где оператор X есть решение уравнения (5) с Γk и Jk, и возмущением B̃.

3. Основные результаты

В следующей теореме приводятся аимптотические формулы для собственных
значений оператора A−B.

Теорема 3. Существует такое натуральное число k ≥ 1, что спектр σ(A − B)

оператора A − B представим в виде σ(A − B) = σ(k) ∪ (∪|i|>kσi), где σ(k) содержит
не более чем 2k + 1 собственных значений, σi = {µi}, |i| > k —одноточечные мно-
жества и имеют место следующие асимптотические формулы

µi = a(i) + 2 +O(d−1
i ), (7)

µi = a(i) + 2− a(i+ 1)− 2a(i) + a(i− 1)

(a(i+ 1)− a(i))(a(i− 1)− a(i))
+O(d−2

i ), |i| > k. (8)

Соответствующие собственные векторы ẽi, |i| > k допускают асимптотическую
оценку ‖ẽi − ỹi‖ = O(d−2

i ), где

ỹi(j) =


1, i = j,

(a(i± 1)− a(i))−1, j = i± 1,

0, в остальных случаях.

Доказательство. Мы рассмотрим только случай A = EndH, так как случай
A = End∗H рассматривается аналогично.

Из подобия операторов A − B и Ã − JkX следует, что их спектры совпада-
ют и спектр оператора A − B допускает представление (4), где σi = σ(Ai) и
Ai = ((a(i) + 2)I − PiX)|Hi , |i| > k, Hi = ImPi. Таким образом, для асимптоти-
ческой оценки собственных значений оператора Ã − B̃ нам нужен оператор PiX|Hi ,
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но нам известен не сам оператор X, а последовательные приближения к нему, при-
чём первым приближением является оператор B̃. Второе приближение имеет вид
X2 = B̃ΓkB̃ − ΓkB̃JkB̃ − ΓkB̃Jk(B̃ΓkB̃) и так далее.

Представим оператор PiX|Hi в виде (PiB̃ + Pi(X − B̃))|Hi при этом
PiB̃|Hi = 0, |i| > k. Отметим асимптотические равенства:

||Pi(X − B̃)|Hi || = ||Pi(B̃ΓkX)|Hi || = O(d−1
i ).

Таким образом, формула (7) имеет место. Равенство (8) устанавливается аналогич-
но, но в качестве второго приближения X берем оператор X2 и учитываем, что

Pi(B̃ΓkB̃)|Hi = (
1

a(i− 1)− a(i)
+

1

a(i+ 1)− a(i)
)I, |i| > k. В итоге получаем пред-

ставление (8).
Перейдём к оценке отклонений собственных векторов. Опять же из подобия рас-

сматриваемых операторов A−B и Ã− JkX следует равенство

ẽi = (I + ΓkX)ei = ei + ΓkB̃ei + Γk(X − B̃)ei, |i| > k,

где ẽi — собственный вектор оператора A−B, отвечающий собственному значению µi,
определенному формулой (7), а ei — собственный вектор оператора Ã, отвечающий
собственному значению a(i) + 2, |i| > k. Отметим, что ei является вектором стан-
дартного базиса пространства l2(Z). Так как (ΓkB̃)ei есть i- столбец матрицы ΓkB̃,
то (ΓkB̃)ei = {0, ..., 0, 1

a(i−1)−a(i)
, 0, 1

a(i+1)−a(i)
, 0, ...}T . Рассмотрим последовательность

ỹi вида

ỹi(k) =


1, i = k,

(a(i± 1)− a(i))−1, k = i± 1,

0, в остальных случаях.

Следовательно, ‖ẽi − ỹi‖ = O(d−2
i ), i > k + 1. �

В последующей теореме получены оценки равносходимости cпектральных разло-
жений операторов A−B и A.

Теорема 4. Для спектральных проекторов P̃i = P ({µi}, A − B), |i| > k, и
Q̃k =

∑
|i|≤k P̃i имеют место формулы

P̃i = PiU
−1 + ΓXPiU

−1, |i| > k, Q̃k = QkU
−1 + ΓXQkU

−1,

P̃i − Pi = (ΓkXPi − PiΓkX)U−1, |i| > k, Q̃k −Qk = (ΓkXQk −QkΓkX)U−1,

причём
‖P̃i − Pi‖A = O(d−1

i ), |i| > k, (9)
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и

‖
N∑
|i|≥m

P̃i −
N∑
|i|≥m

Pi‖A ≤M( min
|p|,|l|≥m
p 6=l

|a(p)− a(l)|)−1, где m > k, (10)

а M — некоторая постоянная.

Доказательство. Из подобия операторов Ã−B̃ и Ã−JkX̃ следует, что спектральные
проекторы Pi, |i| > k оператора Ã (или оператора A) и спектральные проекторы
P̃i = P (σ̃i, Ã− B̃) связаны равенством

P̃i = (I + ΓkX̃)Pi(I + ΓkX̃)−1,

где X̃ ∈ A — решение нелинейного уравнения (5). Отсюда и следуют формулы для
P̃i и P̃i − Pi. Аналогично получаются формулы для Q̃k и Q̃k −Qk. Далее:

||P̃i − Pi|| ≤ C1(||ΓkX̃Pi||+ ||PiΓkX̃||+ d−1
i ), ‖(ΓkX̃)Pi‖ 6 C1d

−1
i

для некоторой постоянной C1 > 0. Следовательно, имеет место оценка (9). Оцен-
ка (10) получается аналогично оценке (9). �

Пример. Пусть числа a(n), n ∈ Z, таковы, что a(n) = c1 ·sign(n)|n|α+c2, α > 1 и
оператор B определен равенством (2). Тогда имеют место теоремы 3 и 4 для асимпто-
тической оценки собственных векторов, собственных значений и спектральных про-
екторов оператора A − B. Заметим, что в этом случае di = c3|i|α−1, α > 1, di → ∞
при |i| → ∞.
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Dynamics of stationary structures in a parabolic problem with
transformation of reflection.

Kornuta A. A.

Abstract.
We consider the scalar parabolic equation on the quadrant which describes the dynamics of

phase modulation of the light wave that has passed a thin layer of the nonlinear medium of Kerr
type with transformation of reflection of the spatial variable in the two-dimensional feedback[1].
The equation depends on two parameters: the diffusion coefficient µ > 0 and Λ < −1. The
bifurcation parameter is µ. When decreasing µ and its passing −1 − Λ from the zero solution
losing its stability there branches out a pair of exponentially asymptotically stable stationary
spatially inhomogeneous solutions. Using the Galerkin method it is found that there exists the
solution Λ∗ such one, that with Λ > Λ∗ the indicated stationary solutions remain stable when
decreasing µ parameter. When µ −→ 0 these stationary solutions approach the step functions
with values ±

√
−1− Λ. If Λ < Λ∗ then there is such value of the parameter µ < −1− Λ, when

passing through which there is a loss of stability of stationary solutions. This bifurcation results
in birth of two pairs of exponentially asymptotically stable stationary solutions. We have received
a representation of these stationary solutions.

With further decrease of µ parameter and the passage of the next bifurcation values each
time the zero solution increases the instability index by one. As a result of the bifurcation
of the zero solution each time a new pair of unstable stationary spatially inhomogeneous
solutions branches out. The nature of the stability of these solutions for the withdrawal from
the corresponding bifurcation parameter values depends on the order of approximation. We have
received a representation of these stationary solutions.

The direct numerical solution of the equation under consideration suggests that the
application of the Galerkin method for the problem of stationary structures leads to a
quantitatively and qualitatively correct results.

Keywords: nonlinear optics, feedback, bifurcation analysis, stability, Galerkin’s method.
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Введение

Одной из самых популярных нелинейных оптических систем является система,
состоящая из тонкого слоя нелинейной среды керровского типа и различным обра-
зом организованного контура двумерной обратной связи. Обратная связь позволя-
ет воздействовать на динамику системы посредством управляемого преобразования
пространственных переменных, которое выполняется призмами, линзами и други-
ми устройствами. Нелинейный интерферометр — одна из наиболее простых опти-
ческих систем, в которой реализуется нелокальный характер взаимодействия свето-
вых полей. Моделирование динамики нелинейных оптических систем с нелокальны-
ми взаимодействиями в контуре обратной связи [1, 2] приводит к параболическим
функционально-дифференциальным уравнения с преобразованием пространствен-
ной переменной искомой функции.

В [3] экспериментально установлено многообразие оптических структур, пока-
зана зависимость их количества и форм от коэффициента диффузии. Согласно ло-
кальной теории бифуркации, для параболических уравнений с преобразованием про-
странственных переменных (см. [2, 4] и библиографию к ним) возникновение опти-
ческих структур вызвано потерей устойчивости пространственно однородного режи-
ма. В [5] для параболического уравнения на отрезке с преобразованием отражения
пространственной переменной в малой окрестности бифуркационного значения па-
раметра построены стационарные структуры и проведен анализ их устойчивости. С
использованием метода центральных многообразий, в [4, 6] исследуются стационар-
ные структуры параболической задачи, бифурцирующие в кольце и круге.

1. Постановка задачи

В настоящей работе рассматривается функционально-дифференциальное урав-
нение на квадрате P = {(x, y) | − π/2 < x < π/2,−π/2 < y < π/2} [1, 4, 6], описываю-
щее динамику фазовой модуляции w = w (t, x, y) световой волны, прошедшей тонкий
слой нелинейной среды керровского типа в оптической системе с преобразованием
отражения в контуре обратной связи:

∂tw (t, x, y) + w (t, x, y) = µ∆w (t, x, y) +K (1 + γ cosw (t,−x, y)) , t > 0,

w (x, 0) = w0 (x) ,
(1)

∂xw (t,−π/2, y) = ∂xw (t, π/2, y) = ∂yw (t, x,−π/2) = ∂yw (t, x, π/2) = 0, (2)

здесь ∆ — оператор Лапласа, µ > 0 — коэффициент диффузии частиц нели-
нейной среды, коэффициент K > 0 пропорционален интенсивности входного поля,
0 < γ < 1 — видность (контрастность) интерференционной картины.
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Пусть H = L2 (P ) — гильбертово пространство интегрируемых с квадратом на P
функций. Обозначим Hs, s ∈ Z+ шкалу пространств, порожденную оператором ∆

при граничных условиях (2). Норма в пространстве Hs, s ∈ Z+, определяется фор-
мулой ‖u‖2

s =< (−∆)s > + < u, u >, здесь < ∗, ∗ > — скалярное произведение
в гильбертовом пространстве H.

Данная работа посвящена нахождению асимптотической формы и анализу устой-
чивости пространственно неоднородных стационарных решений, бифурцирующих
из пространственно однородных стационарных решений (1) w (t, x, y) = ω, которые
определяются уравнением

ω = K (1 + γ cosω) . (3)

При увеличении K количество одновременно существующих корней этого урав-
нения неограниченно растет, причем при K → ∞ их состав постоянно обновляет-
ся: рождаются новые состояния равновесия и исчезают старые. Фиксируем гладкую
ветвь решений ω = ω (K) , 1 + Kγ sinω (K) 6= 0 уравнения (3). Выполняя замену
w = v+ω и раскладывая функцию cos (v + ω) в окрестности точки v = 0 в степенной
ряд, получаем уравнение

∂tv (t, x, y) + v (t, x, y) = µ∆v (t, x, y) +

+Λ

(
v (t,−x, y) +

1

2
v2 (t,−x, y) ctgω − 1

6
v3 (t,−x, y) +O

(
v4
))

,

t > 0, v(x, 0) = v0(x),

∂xv (t,−π/2, y) = ∂xv (t, π/2, y) = ∂yv (t, x,−π/2) = ∂yv (t, x, π/2) = 0,

(4)

где Λ=−Kγ sinω. Далее будем считать, что Λ<0 и выполняется следующее условие.
Условие 1. cosω = 0.

Опуская в (4) слагаемые порядка O (v4) и выполняя замену
(
−Λ

6

)1/2
v = u, полу-

чаем уравнение:

∂tu (t, x, y) + u (t, x, y) = µ∆u (t, x, y) + ΛQu (t, x, y) + (Qu (t, x, y))3 , t > 0,

Qu (t, x, y) = u (t,−x, y) , u(x, 0) = u0(x),

∂xu (t,−π/2, y) = ∂xu (t, π/2, y) = ∂yu (t, x,−π/2) = ∂yu (t, x, π/2) = 0.

(5)

Множество стационарных решений Eµ уравнения (5), а следовательно, решений кра-
евой задачи

µ∆u (x, y)− u (x, y) + ΛQu (x, y) + (Qu (x, y))3 = 0,

∂xu (−π/2, y) = ∂xu (π/2, y) = ∂yu (x,−π/2) = ∂yu (x, π/2) = 0,
(6)

зависит от параметра µ > 0.
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Уравнение (5), линеаризованное в окрестности нулевого решения, представим
в виде

∂tu = Au,

где Au = µ∆u−u+ ΛQu, Qu (t, x, y) = u (t,−x, y) . Линейный оператор A с областью
определения H2, рассматриваемый как неограниченный оператор в пространстве H,
является самосопряженным оператором. Методом Фурье устанавливается следующее
утверждение [4]

Лемма 1. Оператор A, рассматриваемый в гильбертовом пространстве H с об-
ластью определения H2, имеет полную ортогональную систему собственных функ-
ций

sin (2k + 1)x · sin (2s+ 1) y, sin (2k + 1)x · cos 2sy,

cos 2kx · sin (2s+ 1) y, cos 2kx · cos 2sy,

k, s = 0, 1, 2, . . ., соответствующих собственным значениям

λ2k+1,s = −1− µ
(
(2k + 1)2 + s2

)
− Λ, λ2k,s = −1− µ

(
(2k)2 + s2

)
+ Λ.

Согласно теореме 5.1.1 ([7, стр.113]) и лемме 1, если Λ > 1, то нулевое решение (5)
неустойчиво для любых µ > 0. Если −1 < Λ < 1, то нулевое решение (5) является
асимптотически устойчивым для любых µ > 0. Интерес представляет случай Λ < −1.

Выберем теперь K так, чтобы выполнялось следующее условие.

Условие 2. Λ = Λ (K) < −1.

Если µ > µ1,0 = − (1 + Λ) , то согласно лемме 1 нулевое решение задачи (5) яв-
ляется устойчивым. При убывании параметра µ и его прохождении через значение
µ1,0 нулевое решение теряет устойчивость, одна точка спектра переходит на положи-
тельную полуось. Обозначим µ2k+1,s =

µ1,0

(2k + 1)2 + s2
, k = 0, 1, 2, . . . , s = 1, 2, 3, . . .

Если µ1,1 < µ < µ1,0, то индекс неустойчивости нулевого решения равен 1. Индекс
неустойчивости нулевого решения повышается на единицу при уменьшении µ и его
прохождении через µ2k+1,s, k = 0, 1, 2, . . . , s = 0, 1, 2, . . . Параметр µ далее прини-
мается в качестве бифуркационного. С использованием метода центральных много-
образий в работе [4] доказана теорема о существовании, устойчивости и асимптоти-
ческой форме двух стационарных пространственно неоднородных решений рассмат-
риваемой задачи. В отличие от [4] в данной работе для описания асимптотической
формы и исследования устойчивости стационарных решений (5) используется метод
Галёркина. Отметим, что родственные задачи в одномерном случае рассматривались
в [8, 9]
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2. Аппроксимация уравнения (5)

Для исследования динамики стационарных структур задачи (5) при отходе пара-
метра µ от соответствующего бифуркационного значения в данной работе строится
иерархия упрощённых моделей уравнения (5) [10].

Будем искать приближённые решения уравнения (5) в виде

u =
N∑
k=0

(z2k+1,0 sin (2k + 1)x+ z0,2k+1 sin (2k + 1) y) +

+
N∑
k=0

N∑
s=0

z2k+1,2s+1 sin (2k + 1)x · sin (2s+ 1) y+

+
N∑
k=0

N∑
s=0

z4k+2,2s+1 cos (4k + 2)x · sin (2s+ 1) y+

+
N∑
k=0

N∑
s=0

z2k+1,4s+2 sin (2k + 1)x · cos (4s+ 2) y.

(7)

Подставим (7) в уравнение (5). Приравняв затем коэффициенты
при sin (2k + 1)x, sin (2k + 1) y, sin (2k + 1)x sin (2s+ 1) y, cos (4k + 2)x sin (2s+ 1) y,

sin (2k + 1)x cos (4s+ 2) y,
(
k, s = 0, N

)
, приходим к системам обыкновенных диф-

ференциальных уравнений:
Ż = F (Z, µ) , (8)

где Z = {zp,q} , индексы p, q, принимающие значения 0, 2k + 1, 4k + 2, k = 0, N, не
могут быть одновременно чётными. Были рассмотрены аппроксимации порядков 12,
21, 40, 55, 84, которые соответствуют значениям N = 1, 5.

Согласно проведенному анализу, системы (8) для N = 1, 5 обладают рядом общих
свойств. Опишем их. Для Λ < −1 и любого N = 1, 5 нулевое решение (8) экспоненци-
ально устойчиво при µ > µ1,0(все точки спектра матрицы устойчивости расположены
на отрицательной полуоси). При переходе параметра µ значения µ1,0 одна точка спек-
тра переходит на положительную полуось, нулевое решение теряет устойчивость. В
результате этой бифуркации от нуля ответвляются две непрерывные по µ ветви непо-
движных точек ±z(1) (µ,N) = ±

{
z

(1)
p,q

}
, координаты которых, кроме z(1)

2k+1,0, k = 0, N,

равны нулю, причём
z

(1)
1,0 > z

(1)
3,0 > . . . > 0, k = 0, N.

Функция

ϕ1 (x, y, µ,N) =
N∑
k=1

z
(1)
2k+1 sin(2k + 1)x (9)
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является приближённым решением краевой задачи (6), отвечающим ветви неподвиж-
ных точек z(1) (µ,N).

Функция ϕ1 (x, y, µ) не зависит от y. Асимптотическая форма и динамика та-
ких решений исследована в [8]. Представляет интерес лишь вопрос об устойчивости
ϕ1 (x, y, µ) под действием мод, зависящих от y. Проведенный для значений N = 1, 5

анализ спектра показал, что существует Λ∗ ≈ −2 такое, что для Λ > Λ∗ и любых
µ < µ1 спектр лежит на отрицательной полуоси. Отметим, что при уменьшении
параметра µ точки спектра сближаются, причём максимальная точка спектра отде-
лена от нуля. В качестве иллюстрации приведём для Λ = −1.5, N = 3 спектры z(1)

при различных значениях параметра µ:

µ = 0.4→ {−19.70,−13.91, . . . ,−3.70,−3.30,−2.69,−1.79,−0.59,−0.19} ,

µ = 0.1→ {−5.46,−4.88, . . . ,−1.47,−1.42,−1.37,−1.11,−0.81,−0.71} ,

µ = 0.01→ {−1.94,−1.78, . . . ,−1.01,−0.99,−0.92,−0.87,−0.84,−0.83} ,

µ = 0.001→ {−1.58,−1.56, . . . ,−0.995,−0.80,−0.79,−0.78,−0.78,−0.77} .

Точки z(1) (µ,N) устойчивы для указанных значений Λ > Λ∗ при любых µ < µ1. Сле-
довательно, есть основания полагать, что решение ϕ1 (x, y, µ) задачи (6) устойчиво
при µ < µ1.

На Рис. 1 представлен график приближённого решения (9) краевой задачи (6)
для µ = 0.001.

Рис. 1. Приближённое решение (9) краевой задачи (6) при L = −1.5,
µ = 0.001, N = 4.
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Для Λ < Λ∗ существует значение параметра µ∗ = µ∗ (N) такое, что
при µ∗ < µ < µ1,0 все точки спектра z(1) (µ,N) принадлежат отрицательной полу-
оси. При µ = µ∗ наибольшая точка спектра z(1) (µ,N) переходит на положительную
полуось. В результате от теряющей устойчивость ветви z(1) (µ,N) ответвляется пара
непрерывных по параметру µ ветвей стационарных точек z(±1) (µ,N) . Проведенный
анализ спектров ветвей z(±1) показал, что при одинаковых значениях параметра µ
спектры точек z(+1) (µ,N) и z(−1) (µ,N) совпадают. Для значений параметра µ < µ∗

все точки спектра z(+1) (µ,N) находятся в левой полуплоскости.
При уменьшении параметра µ и переходе значения µ1,1 = (−1− L)/2 индекс

неустойчивости нулевого решения увеличивается, ещё одна точка спектра тривиаль-
ного решения переходит на положительную полуось. В результате от нуля ответвля-
ется вторая пара непрерывных по µ ветвей стационарных точек ±z(2) (µ,N) такиx,
что

z
(2)
2k+1,0 = z

(2)
0,2k+1 = z

(2)
2k+1,4s+2 = z

(2)
4s+2,2k+1 = 0, k, s = 0, N,

z
(2)
2k+1,2s+1 = z

(2)
2s+1,2k+1, k 6= s,

z
(2)
1,1 > z

(2)
1,3 > . . .

Функция

ϕ2 (x, y, µ,N) =
N∑

k,s=0

z
(2)
2k+1,2s+1 sin (2k + 1)x · sin (2s+ 1) y (10)

является приближённым решением (6), отвечающим ветви неподвижных точек z(2).

На Рис. 2 изображено приближённое решение ϕ2 (x, y, µ,N) задачи (6), опреде-
ляемые равенством (10).

Анализ спектра ветви неподвижных точек z(2) (µ,N) системы (8), проведенный
для N = 1, 5, приводит к следующим результатам. Спектр устойчивости z(2) (µ,N)

лежит на вещественной оси. Все точки спектра ветви неподвижных точек z(2) (µ,N) ,

кроме максимальной точки λ0(µ,N), принадлежат левой полуоси. При уменьшении
параметра µ отрицательные точки спектра сближаются: максимальная точка спек-
тра уменьшается, а минимальная точка увеличивается. В окрестности бифуркацион-
ного значения параметра µ1,1 максимальная точка спектра λ0(µ,N) ветви неподвиж-
ных точек z(2) (µ,N) положительна. Для −2 < Λ < −1 при отходе от бифуркацион-
ного значения максимальная точка спектра λ0(µ,N) медленно приближается к нулю
и переходит через нуль на левую полуось.

При уменьшении параметра µ и переходе значения µ1,2 = (−1 − L)/5 ин-
декс неустойчивости нулевого решения увеличивается до трёх. В результате
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Рис. 2. Приближённое решение (6), N = 5, L = −1.5, µ = 0.01.

от нуля ответвляется третья пара непрерывных по µ ветвей стационарных то-
чек ±z(3) (µ,N) = ±

{
z

(3)
l,m

}
; l,m = 0, 1, 2, . . . , у которых все координаты, кроме

z
(3)
2k+1,4s+2, k, s = 0, 1, 2, . . . , равны нулю. Функция

ϕ3 (x, y, µ) =
N∑

k,s=0

z
(3)
2k+1,4s+1 sin (2k + 1)x · cos (4s+ 2) y (11)

является приближённым решением (6), отвечающим ветви неподвижных точек z(3).

На Рис. 3 приведено приближённое решение ϕ3 (x, y, µ) задачи (6), определяемое
равенством (11).

Приведём далее полученные нами результаты по динамике спектра неподвиж-
ных точек z(3) (µ,N) , N = 1, 5 системы (8). Спектр z(3) (µ,N) лежит на веществен-
ной оси. Все точки спектра ветви неподвижных точек z(3) (µ,N) , кроме двух мак-
симальных точек λ1(µ,N), λ2(µ,N), принадлежат левой полуоси. При уменьшении
параметра µ отрицательные точки спектра сближаются: максимальная точка умень-
шается, а минимальная точка увеличивается. В окрестности бифуркационного значе-
ния параметра µ1,2 максимальные точки спектра λ1(µ,N), λ2(µ,N) ветви неподвиж-
ных точек z(3) (µ,N) положительны. При уменьшении параметра µ и отходе от µ1,2

для −2 < Λ < −1 поведение λ1(µ,N), λ2(µ,N) зависит от N : при N 6= 3 точ-
ки λ1(µ,N), λ2(µ,N) медленно приближаются к нулю, но не переходят через нуль;
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Рис. 3. Приближённое решение (6), N = 5, L = −1.5, µ = 0.001.

при N = 3 точки λ1(µ,N), λ2(µ,N) медленно приближаются к нулю, сначала од-
на точка переходит с ненулевой скоростью через нуль на левую полуось, а потом и
вторая точка переходит на левую полуось. Например,

N = 3 µ = 0.075 → {−6.90,−5.71, . . . ,−0.53,−0.41,−0.36,−0.235, 0.18, 0.13} ,
µ = 0.05 → {−5.18,−4.42, . . . ,−0.58,−0.42,−0.37,−0.30,−0.05, 0.03} ,
µ = 0.01 → {−2.61,−2.33, . . . ,−0.71,−0.58,−0.49,−0.31,−0.14,−0.10} ,
µ = 0.001 → {−2.21,−1.91, . . . ,−0.71,−0.60,−0.54,−0.23,−0.17,−0.08} ,
µ = 0.0001 → {−1.81,−1.73 . . . ,−0.69,−0.58,−0.38,−0.32,−0.28,−0.19} .

Для Λ < −2 при уменьшении параметра µ ветвь неподвижных точек z(3) (µ,N) уве-
личивает индекс неустойчивости: ещё две точки спектра одна за другой переходят
через нуль на правую полуось.

Рассмотрим решения Stµϕk, k = 1, 3 уравнения (5) с начальными условиями
ϕk (x, µ,N) . Согласно численным расчетам, проведенным для L = −3

2
, N = 1, 5,

на значительных промежутках изменения времени решения Stµϕk меняются медлен-
но.

На Рис. 4 представлено численное решение Stµϕ3 уравнения (5), полученное с по-
мощью пакета "Mathematica 8.0"для µ = 0.001,Λ = −3

2
, t = 2.2 · 105, где в качестве

начального условия принято приближённое решение ϕ3 краевой задачи (6).
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Рис. 4. Приближённое решения (5) c начальной функцией (11) при
µ = 0.001, Λ = −3

2
, t = 2.2 · 105

Отметим, что из проведенного численного анализа можно сделать вывод, что в
течение промежутка времени (0,≈ 2 · 105) решения Stµϕk, k = 1, 2, 3 меняются медлен-
но. При дальнейшем увеличении t на профилях решений появляются резкие всплес-
ки, расположенные на линии быстрого изменения функции (линии перехода).

На Рис. 5 приведено решение Stµϕ1 задачи (5) при t = 2.5 · 105, µ = 0.001, иллю-
стрирующее указанное поведение. При увеличении времени t от 2·105 амплитуда этих
всплесков быстро возрастает, достигая значений порядка 106 при t = 106. По наше-
му мнению, это явление связано с накопление ошибок интерполяции при численных
расчётах.

Таким образом, результаты непосредственного приближённого решения зада-
чи (5) согласуются с результатами галёркинской аппроксимации исходной задачи.

Заключение

Рассмотрены галеркинские аппроксимации порядков 12, 21, 40, 55, 84 уравне-
ния (5), описывающего динамику фазовой модуляции световой волны, прошедшей
тонкий слой нелинейной среды керровского типа в оптической системе с преобразо-
ванием отражения пространственной переменной в контуре обратной связи.

При уменьшении µ и его прохождении −1− Λ от теряющего устойчивость нуле-
вого решения ответвляется пара экспоненциально асимптотически устойчивых ста-
ционарных пространственно неоднородных решений. При µ → 0 эти стационарные
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Рис. 5. Приближённое решения (5) c начальной функцией (9) при
µ = 0.001, Λ = −3

2
, t = 2.5 · 105

решения приближаются к ступенчатым функциям со значениями ±
√
−1− Λ. Уста-

новлено, что существует значение Λ∗ ≈ −2 такое, что при Λ∗ < Λ < −1 указанные
стационарные решения сохраняют устойчивость при уменьшении параметра µ. Если
Λ < Λ∗, то существует значение параметра µ, при переходе через которое имеет место
потеря устойчивости стационарных решений. В результате происходит бифуркация
рождения двух пар экспоненциально асимптотически устойчивых стационарных ре-
шений, которые сохраняют устойчивость при уменьшении параметра µ. Получено
представление этих стационарных решений.

При уменьшении µ и прохождении значений µ2k+1,s =
µ1,0

(2k + 1)2 + s2
,

k = 0, 1, 2, . . ., s = 1, 2, 3, . . . нулевое решение увеличивает индекс неустойчивости.
В результате этих бифуркации от нулевого решения каждый раз ответвляется новая
пара неустойчивых стационарных пространственно неоднородных решений. Харак-
тер устойчивости этих решений при отходе параметра µ от соответствующих бифур-
кационных значений зависит от порядка галёркинской аппроксимации.

Непосредственное численное решение рассматриваемого уравнения позволяет
утверждать, что применение метода Галёркина в задаче о стационарных струк-
турах приводит к количественно и качественно правильным результатам для
t ∈ (0,≈ 2 · 105).
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On the rate of equiconvergence in an analogue of the Steinhaus
theorem.

Rykhlov V. S.

Abstract. H. Steinhaus’s theorem on equiconvergence in the uniform metric for
trigonometric series of product of two functions and product one of these functions and
trigonometric series of another function is well known. In this paper analogues of this theorem
which deal with the same equiconvergence are proved and equiconvergence rate is estimated.
Equiconvergence is proved not on all the main segment, but on any compact of the main interval.
It simplifies calculations. Consideration of all the main segment, as a rule, in applications of the
results received in article it isn’t required. It is sufficient to research equiconvergence on any
compact of the main interval. The results of the paper are used in the study of equiconvergence
of expansions in biorthogonal series with respect to eigen and associated functions of ordinary
differential operators with regular boundary conditions and non-smooth coefficient at (n− 1)-th
derivative and in ordinary trigonometric series. In introduction of the paper a short historical
background is given. In the first part of the paper a general equiconvergence theorem in terms
of modules of continuity of the decomposed functions in various metrics is proved. In the second
part of the paper logarithmic modules of a continuity are considered. In this case the theorem of
equiconvergence is formulated in simpler form. Accuracy estimates of rate of equiconvergence is
shown in this case. Namely, examples of functions which properties differ a little from properties
of functions in conditions of the theorem of equiconvergence, but equiconvergence for which does
not exist already. The estimate from below is given for equiconvergence rate on some subsequences
of trigonometric series. In the third part of the paper the theorem of equiconvergence is proved
for a case, when modules of continuity are estimated from above by slowly varying functions.
In this case the equiconvergence rate is also estimated. As special case, this theorem contains
already received results for logarithmic modules of continuity.
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Обозначим через σs(f) — s-ю частичную сумму обычного тригонометрического
ряда Фурье функции f(x) на отрезке [0, 1]. Г. Штейнгауз в 1913 году [1] доказал
следующую теорему [2, с. 111].

Теорема (A). Если f(x) ∈ L1[0, 1], W (x) удовлетворяет условию Липшица поряд-
ка 1 на [0, 1] и обе функции периодичны, то

lim
s→∞
‖Wσs(f)− σs(Wf)‖C[0,1] = 0. (1)

В работах [3, 4] равносходимость типа (1), но только в метрике пространства
C[δ, 1 − δ] для любого δ ∈ (0, 1

2
) была установлена при других условиях на функ-

ции f(x) и W (x). Чтобы сформулировать полученый результат, введем следующие
классы функций при α > 0 и 1 ≤ p ≤ ∞:

Hα
p [0, 1] =

{
f ∈ Lp[0, 1] : ω(f ; δ)p = O

(
ln−α

1

δ

)
, δ → +0

}
,

где

ω(f ; δ)p = sup
0<h≤δ

 t−h∫
0

|f(t+ h)− f(t)|p dt


1
p

,

если 1 ≤ p <∞, и
ω(f ; δ)∞ = sup

0<h≤δ
sup

t∈[0,1−h]

|f(t+ h)− f(t)|;

под L∞[0, 1] понимаем C[0, 1]. Считаем также, что H0
p [0, 1] = Lp[0, 1].

Теорема (B). Пусть W (x) = W0 +
∫ x

0
g(t) dt, где W0 есть произвольная константа,

тогда для любого δ ∈ (0, 1
2
)

lim
s→∞
‖Wσs(f)− σs(Wf)‖C[δ,1−δ] = 0, (2)

если выполняеся хотя бы одно из условий

1) g ∈ L∞[0, 1], f ∈ L1[0, 1];
2) g ∈ Lq[0, 1], f ∈ Lp[0, 1], 1

p
+ 1

q
< 1;

3) g ∈ Hα
1 [0, 1], f ∈ Hβ

∞[0, 1], α + β > 1.
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Если неравенства в условиях 2) – 3) заменить на противоположные (< на >, а >
на <), то утвержждение (2) станет неверным.

На самом деле в этой теореме вместо (2) справедлива равносходимость немного
в более общей формулировке, а именно: для любого компакта K ⊂ (0, 1)

lim
s→∞
‖Wσs(f)− σs(Wf)‖C(K) = 0. (3)

Именно в такой формулировке мы будем далее исследовать равносходимость.
Естественно, возникает вопрос о скорости равносходимсти в (2) в зависимости

от свойств функций g(x) и f(x). В первой части статьи получена оценка скорости
равносходимости в общем случае (теорема 1). Полученный результат практически по-
вторяет результат [5], но отличается методом доказательства и немного другим изло-
жением. Во второй части статьи, как простое следствие из общей теоремы 1, форму-
лируется теорема равносходимости в случае, когда модули непрерывности функций
g(x) и f(x) имеют логарифмические оценки сверху (теорема 2). Здесь же показывает-
ся точность полученных оценок скорости равносходимсмости (теорема 3). В третьей
части статьи получены оценки скорости равносходимости (теоремы 4 и 5) в весь-
ма важных случаях, когда модули непрерывности функций g(x) и f(x) оцениваются
сверху медленно меняющимися функциями [6, c. 10]. В частности, теорема 2 является
частным случаем теоремы 5.

Полученные в статье аналоги теоремы Штейнгауза существенно использовались
автором без доказательства в работах [7]–[9].

1. Оценка скорости равносходимости в общем случае

Предположим, что f(x) ∈ Lp[0, 1] и g(x) ∈ Lq[0, 1], где 1 ≤ p ≤ ∞, 1/p + 1/q = 1.
Кроме того, обозначим, как и в теореме (B), W (x) = W0 +

∫ x
0
g(t) dt, где W0 есть

произвольная константа.

Теорема 1. Для любого компакта K ⊂ (0, 1) имеет место оценка

‖Wσs(f)− σs(Wf)‖C(K) ≤ C(f, g,K)ψ(s), (4)

где
ψ(s) = inf

m∈N

(
ω
(
f ;

1

m

)
p
ϕ

1
q (s) + ω

(
g;

1

m

)
q

+
m4

s
ln s

)
; (5)

здесь

ϕ(s) =

1∫
1/s

ξ−1ϕ̃q1(ξ) dξ, ϕ̃1(t) = sup
τ∈[0,t]

ϕ1(τ), ϕ1(τ) = inf
m∈N

(
ω
(
g;

1

m

)
q

+ (m2τ)
1
q

)
(6)

при 1 ≤ q <∞ и ϕ(s) ≡ 1 при q = +∞.
“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2015, 3
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Доказательство. В доказательстве данной теоремы нам потребуются некоторые ре-
зультаты из теории приближения функций многочленами и некоторые оценки много-
членов в разных метриках. Есть много разных источников, откуда можно взять эти
результаты. Воспользуемся далее, например, следующими результатами из [10]–[11],
которые сформулируем как леммы.

Лемма 1. Если f(x) ∈ Lp[0, 1] (1 ≤ p ≤ ∞), то ([10, с. 84])

Em(f)p ≤ Cω

(
f ;

1

m

)
p

, (7)

где Em(f)p — наилучшее приближение функции f(x) в метрике Lp[0, 1] алгебраиче-
скими многочленами степени m.

Лемма 2. Если Qm(x) — произвольный алгебраический многочлен степени m,
1 ≤ p < r ≤ ∞, s ∈ N, то существует константа C(p, r), зависящая только
от p и r, и константа C(s), зависящая только от s, такие, что ([11])

‖Qm‖r ≤ C(p, r)m2( 1
p
− 1
r )‖Qm‖p; (8)

‖Q(s)
m ‖p ≤ C(s)m2s‖Qm‖p. (9)

В дальнейшем будем обозначать через C, C(·, ·, . . . ) различные константы, зави-
сящие, может быть, от аргументов, стоящих в круглых скобках. Например, всегда
можно считать справедливыми оценки

‖Fm‖p ≤ C(f), ‖Gm‖q ≤ C(g), (10)

где Fm(x), Gm(x) обозначают алгебраические многочлены наилучшего приближения
порядка m, соответственно, функций f(x) и g(x). Здесь и дальше ‖ · ‖r = ‖ · ‖Lr[0,1].

Перейдем теперь непосредственно к доказательству теоремы 1. Очевидно,

A(x, s) = Wσs(f)(x)− σs(Wf)(x) =

1−x∫
−x

f(x+ t)

x∫
x+t

g(τ) dτ
sin 2π(s+ 1

2
)t

sin πt
dt =

=

1−x∫
−x

fm(x+ t)

x∫
x+t

g(τ) dτh(t)Ds(t) dt+

1−x∫
−x

Fm(x+ t)

x∫
x+t

g(τ) dτh(t)Ds(t) dt =

= A1m(x, s) + A2m(x, s), (11)

где обозначено Ds(t) = sin 2π(s+ 1
2
)t/πt, h(t) = πt/sin πt, fm(x) = f(x) − Fm(x), а

m ∈ N есть параметр. Очевидно, h(t) ∈ C2[0, 1].
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Рассмотрим
∫ x
x+t

g(τ) dτ и выясним, как зависит скорость стремления этого инте-
грала к нулю при t → 0 от свойств функции g(x). На основании (8) и (10) получим
для любого m ∈ N и 1 ≤ q <∞∣∣∣∣∣∣

x∫
x+t

g(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
x∫

x+t

|g(τ)−Gm(τ)| dτ +

x∫
x+t

|Gm(τ)| dτ ≤

≤ t
1
pEm(g)q + t‖Gm‖∞ ≤ C(g)t

1
p

(
Em(g)q + (m2t)

1
q

)
.

Так как m ∈ N есть произвольный параметр, то обозначив

ϕ̃1(t) = sup
τ∈[0,t]

ϕ1(τ), ϕ1(τ) = inf
m∈N

(
ω
(
g;

1

m

)
q

+ (m2τ)
1
q

)
, (12)

из последнего неравенства получим при 1 ≤ q <∞ оценку∣∣∣∣∣∣
x∫

x+t

g(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ C(g)t
1
p ϕ̃1(t). (13)

Очевидно, при q =∞ тоже справедлива оценка (13), если считать ϕ̃1(t) ≡ 1.
Рассмотрим слагаемое A1m(x, s), определенное в (11). При p > 1 на основании

(13) и (7) получим

|A1m(x, s)| ≤ C(g)Em(f)pB
1
q
s ≤ C(f, g)ω

(
f ;

1

m

)
p
B

1
q
s , (14)

где

Bs = πq
1∫

0

ϕ̃q1(t)t
q
p |Ds(t)|q dt =

1∫
0

ϕ̃q1(t)t−1

∣∣∣∣sin 2π
(
s+

1

2

)
t

∣∣∣∣q dt.
Обозначим as = 1

2s+1
. Тогда

Bs =

as/2∫
0

ϕ̃q1(t)t−1

∣∣∣∣sin 2π
(
s+

1

2

)
t

∣∣∣∣q dt+

as∫
as/2

ϕ̃q1(t)t−1

∣∣∣∣sin 2π
(
s+

1

2

)
t

∣∣∣∣q dt+
+

as∫
0

∣∣∣∣sin 2π
(
s+

1

2

)
t

∣∣∣∣q 2s∑
k=1

ϕ̃q1(t+ kas)(t+ kas)
−1 dt = B1s +B2s +B3s. (15)

Из определения функции ϕ̃1(t) в (12) видно, что эта функция является неубыва-
ющей при p > 1. Кроме того, очевидно, ϕ̃1(t)→ 0 при t→ 0.

Таким образом

B1s +B2s ≤ C(g)ϕ̃q1

(1

s

)
, (16)
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B3s ≤ as

2s∑
k=1

ϕ̃q1((k + 1)as)(kas)
−1 ≤

≤ 2
2s−1∑
k=2

ϕ̃q1((k + 1)as)(k + 1)−1 + ϕ̃q1

( 2

2s+ 1

)
+ ϕ̃q1(1)

1

2s
≤

≤ C

 2s∫
2

ϕ̃q1

( 1 + ξ

1 + 2s

)
ξ−1 dξ + ϕ̃q1

(1

s

)
+

1

s

 ≤
≤ C

 1∫
1/s

ξ−1ϕ̃q1(ξ) dξ + ϕ̃q1

(1

s

)
+

1

s

 = C

(
ϕ(s) + ϕ̃q1

(1

s

)
+

1

s

)
, (17)

где

ϕ(s) =

1∫
1/s

ξ−1ϕ̃q1(ξ) dξ.

Так как ϕ(s) 6→ 0 при s → ∞, а ϕ̃q1(1/s) → 0, то на основани (14)–(17) получим
при p > 1

|A1m(x, s)| ≤ C(f, g)ω
(
f ;

1

m

)
p
ϕ

1
q (s). (18)

Легко видеть, что эта оценка имеет место и при p = 1, если считать в этом случае
ϕ(s) ≡ 1.

Рассмотрим теперь A2m(x.s). Будем считать, что x ∈ K, где K ⊂ (0, 1) есть
произвольный компакт. Не нарушая общности, можно считать, что K ⊂ [δ, 1− δ] при
достаточно малом δ ∈ (0, 1/2). Справедливо равенство

A2m(x, s) =

1−x∫
0

+

0∫
−x

= H1m(x, s) +H2m(x, s). (19)

Так как слагаемые выше рассматриваются совершенно аналогично, рассмотрим, на-
пример, слагаемое H1m(x, s).

Обозначим через Sk углы в комплексной ρ-плоскости, определяемые неравен-
ствами kπ/2 ≤ arg ρ ≤ (k + 1)π/2, k = 0, 1, 2, 3. Пусть ω1, ω2 — различные корни
2-й степени из −1, занумерованные для ρ ∈ Sk так, что <ρω1 ≤ <ρω2. Ясно, что ωk
есть либо i, либо −i в зависимости от arg ρ. Введем в рассмотрение контуры θ(s),
образованные дугами окружностей радиуса 2π(s+ 1/2), попавших в S0 ∪ S3, причем
обозначим θ0(s) = θ(s) ∩ S0, θ3(s) = θ(s) ∩ S3.

На основании леммы (6.13) [4] будем иметь
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H2m(x, s) = − 1

2πi

∫
θ0(s)

1−x∫
0

Fm(x+ t)

x∫
x+t

g(τ) dτh(t)ieρit dt dρ+

+
1

2πi

∫
θ3(s)

1−x∫
0

Fm(x+ t)

x∫
x+t

g(τ) dτh(t)ie−ρit dt dρ = I1m(x, s) + I2m(x, s). (20)

Так как слагаемые выше рассматриваются аналогично, рассмотрим, например,
слагаемое I1m(x, s). Справедливо представление

I1m(x, s) = − 1

2π

∫
θ0(s)

Ĩ1m(x, ρ) dρ, (21)

где

Ĩ1m(x, ρ) =

1−x∫
0

Fm(x+ t)

x∫
x+t

g(τ) dτh(t)ieρit dt.

Проводим в Ĩ1m(x, ρ) один раз интегрирование по частям. Получим

Ĩ1m(x, ρ) = Fm(1)

x∫
1

g(τ) dτh(1− x)
1

ρi
eρi(1−x) − 1

ρi

1−x∫
0

eρit

(
F ′m(x+ t)

x∫
x+t

g(τ) dτh(t)+

+ Fm(x+ t)

x∫
x+t

g(τ) dτh′(t)− Fm(x+ t)g(x+ t)h(t)

)
dt =

4∑
j=1

Kjm(x, ρ). (22)

На основании (8)–(10)∣∣∣∣ 1

2π

∫
θ0(s)

K1m(x, ρ) dρ

∣∣∣∣ ≤ C(f, g)m
2
p

∣∣∣∣ ∫
θ0(s)

1

|ρ|
e<ρiδ |dρ|

∣∣∣∣ ≤ C(f, g, δ)
m

2
p

s
. (23)

Далее, так как по лемме 1.7 [8, с. 984]∣∣∣∣ ∫
θ0(s)

1−x∫
0

e<ρit |dρ|
∣∣∣∣ ≤ C ln s,

то аналогично предыдущему∣∣∣∣ 1

2π

∫
θ0(s)

(
K2m(x, ρ) +K3m(x, ρ)

)
dρ

∣∣∣∣ ≤ C(f, g)m2+ 2
p

ln s

s
. (24)

Наконец, рассмотрим K4m(x.ρ). Обозначим gl(x) = g(x) − Gl(x), где Gl(x), как
было обозначено раньше, есть многочлен наилучшего приближения функции g(x) в
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метрике пространства Lq[0, 1]. Тогда

K4m(x, ρ) =
1

ρi

1−x∫
0

eρitFm(x+ t)gl(x+ t)h(t) dt+

+
1

ρi

1−x∫
0

eρitFm(x+ t)Gl(x+ t)h(t) dt = L1ml(x, ρ) + L2ml(x, ρ). (25)

Очевидно, в силу неравенств (10), (7) и определения El(g)q∣∣∣∣ 1

2π

∫
θ0(s)

L1ml(x, ρ) dρ

∣∣∣∣ ≤
1−x∫
0

|Fm(x+ t)||gl(x+ t)| dt ≤ C(f)ω
(
g;

1

l

)
q
. (26)

В L2ml(x, ρ) проводим один раз интегрирование по частям

L2ml(x, ρ) =
1

(ρi)2
eρi(1−x)Fm(1)Gl(1)h(1− x)− 1

(ρi)2
Fm(x)Gl(x)h(1)−

− 1

(ρi)2

1−x∫
0

(
F ′m(x+t)Gl(x+t)h(t)+Fm(x+t)G′l(x+t)h(t)+Fm(x+t)Gl(x+t)h′(t)

)
eρit dt.

Отсюда на основании нравенств (8)–(10) получим∣∣∣∣ 1

2π

∫
θ0(s)

L2ml(x, ρ) dρ

∣∣∣∣ ≤ C
1

s

(
‖Fm‖∞‖Gl‖∞ + ‖F ′m‖∞‖Gl‖∞ + ‖Fm‖∞‖G′l‖∞

)
≤

≤ C(f, g)
1

s

(
m2+ 2

p l
2
q +m

2
p l2+ 2

q

)
. (27)

Из (25)–(27) при l = m получим∣∣∣∣ 1

2π

∫
θ0(s)

K4m(x, ρ) dρ

∣∣∣∣ ≤ C(f, g)

(
ω
(
g;

1

m

)
q

+
m4

s

)
.

Отсюда и из (19)–(24) будем иметь

|A2m(x, s)| ≤ C(f, g,K)

(
ω
(
g;

1

m

)
q

+
m4

s
ln s

)
.

Из этой оценки и оценки (18) на основании равенства (11) получим оценку

|A(x, s)| ≤ C(f, g,K)

(
ω
(
f ;

1

m

)
p
ϕ

1
q (s) + ω

(
g;

1

m

)
q

+
m4

s
ln s

)
.

“Таврический вестник информатики и математики”, №3 (28)’ 2015



70 В. С. Рыхлов

Отсюда в силу произвольности m ∈ N следует утверждение теоремы. Тем самым
теорема 1 полностью доказана.

�

2. Оценка скорости равносходимости в случае логарифмических
модулей непрерывности

Накладывая на ω(f ; δ)p и ω(g; δ)q такие требования, при которых ψ(s) → 0

при s → ∞ в теореме 1, можно получать различные достаточные условия равно-
сходимости и оценку скорости равносходимости, легко получается, например, следу-
ющий результат, усиливаюший теорему (B).

Теорема 2. Пусть f(x) ∈ Hβ
p [0, 1], g(x) ∈ Hα

q [0, 1], 1/p + 1/q = 1, 1 ≤ p ≤ +∞,
α > 0, β > 0. Тогда для любого компакта K ⊂ (0, 1) имеет место равносходимость

‖Wσs(f)− σs(Wf)‖C(K) ≤ C(f, g,K)Ψ(s)→ 0 при s→∞, (28)

если

1) α + β > 1
q
, 1 ≤ q <∞; при этом справедливо представление

Ψ(s) =
ln

1
q s

lnα+β
+ χ(αq)

(ln ln s)
1
q

lnβ s
+

1

lnα s
+

1

lnβ s
, (29)

где χ(ξ) = 0 при ξ 6= 0 и χ(0) = 1;
2) α, β — произвольные положительные числа, q = ∞; при этом справедливо

представление

Ψ(s) =
1

lnα s
+

1

lnβ s
.

Доказательство. Для доказательства воспользуемся результатом теоремы 1. Пусть
ω(f ; δ)p ≤ C ln−β 1/δ и ω(g; δ)q ≤ C ln−α 1/δ при δ → +0. Найдем оценку сверху для
функции ψ(s), определяемой формулой (5).

Рассмотрим сначала случай 1 ≤ q <∞. В этом случае, очевидно,

ϕ1(τ) ≤ C(g) inf
m∈N

(
1

lnαm
+ (m2τ)

1
q

)
. (30)

Если положить при 0 < τ < 1

m̃(τ) = E

(
1

√
τ ln

(α+1)q
2 1

τ

)
,
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где через E(·) обозначена функция антье, то имеет место неравенство

inf
m∈N

(
1

lnαm
+ (m2τ)

1
q

)
≤
(

1

lnα m̃(τ)
+ (m̃2(τ)τ)

1
q

)
≤ C

1

lnα 1
τ

,

Следовательно, из (30) получим

ϕ1(τ) ≤ C(g)
1

lnα 1
τ

.

А так как функция справа в этой формуле является возрастающей, то справед-
лива и оценка

ϕ̃1(τ) ≤ C(g)
1

lnα 1
τ

.

Далее имеем

ϕ(s) = C(g) +

1/2∫
1/s

1

ξ
ϕ̃q1(ξ) dξ ≤ C(g)

1−
1/2∫

1/s

d ln 1
ξ

lnαq 1
ξ

 . (31)

Если αq = 1, то отсюда получим

ϕ(s) ≤ C(g) ln ln s. (32)

Если же αq 6= 1, то из (31) получим

ϕ(s) ≤ C(g)
(
1 + C ln1−αq s

)
. (33)

Следовательно, используя формулы (5), (32), (33), будем иметь в случае 1−αq ≤ 0

ψ(s) ≤ C(f, g,K) inf
m∈N

(
χ(αq)

(ln ln)
1
q

lnβm
+

1

lnαm
+

1

lnβm
+
m4 ln s

s

)
.

А если 1− αq > 0, то из формул (5), (33) будем иметь

ψ(s) ≤ C(f, g,K) inf
m∈N

(
ln

1
q s

lnβm lnα s
+

1

lnαm
+

1

lnβm
+
m4 ln s

s

)
.

Полагая в последних двух формулахm = E
(
s

1
8

)
, получим утверждение теоремы 2

в случае 1 ≤ q <∞.

Если же q = ∞, то так как в этом случае ϕ(s) ≡ 1, то полагая m = E
(
s

1
8

)
в

правой части формулы (5), также получаем утверждение теоремы 2 и в этом случае.

Теорема 2 полностью доказана. �

Доказанная теорема точна в следующем смысле.
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Теорема 3. 1) Если 1/p + 1/q > 1 при p > 1, q > 1 и p1 > p, q1 > q любые числа
такие, что по-прежнему 1/p1 + 1/q1 > 1, то существуют такие функции
f(x) ∈ Lp[0, 1] и g(x) ∈ Lq[0, 1] и некоторая возрастающая подпоследователь-
ность натуральных чисел {jn}, что справедлива оценка снизу∣∣∣∣Wσjn(f)

(1

2

)
− σjn(Wf)

(1

2

)∣∣∣∣ > j1/p1+1/q1−1
n . (34)

2) Если q = 1, 0 < α + β < 1, α1 > α, β1 > β, но по-прежнему α1 + β1 < 1,
то существуют функции f(x) ∈ Hβ

∞[0, 1] и g(x) ∈ Hα
1 [0, 1], положительная

константа C(α1, β1) и некоторая возрастающая подпоследовательность на-
туральных чисел {sk} такие, что∣∣∣∣Wσs(f)

(1

2

)
− σs(Wf)

(1

2

)∣∣∣∣ ≥ C(α1, β1)
ln sk

lnα1+β1 sk
. (35)

Доказательство. Предположим, что f(x) — четная, а g(x) — нечетная функции от-
носительно 1/2. Тогда, используя обозначение из доказательства теоремы 1, получим
представление

A
(1

2
, s
)

= 2

1/2∫
0

f1(t)

t∫
0

g1(τ) dτ dt+ 4
s∑

k=0

1/2∫
0

f1(t)

t∫
0

g1(τ) dτ cos 2kπt dt, (36)

где f1(t) = f(1/2− t), g1(t) = g(1/2− t) (0 ≤ t ≤ 1/2).

Докажем первую часть теоремы. Рассмотрим p2, q2 такие, что p1 > p2 > p и
q1 > q2 > q. Положим

f1(x) = x−1/p2 , g1(x) = x−1/q2 .

Тогда, очевидно, f(x) ∈ Lp[0, 1], g(x) ∈ Lq[0, 1].

Далее воспользуемся формулой для средних Фейера тригонометрического ря-
да [2, с. 138]

B(s) =
1

s

s−1∑
j=0

A(1/2, j) =
2

s

1/2∫
0

f1(t)

t∫
0

g1(τ) dτ

(
sin πst

sin πt

)2

dt.

Легко получается оценка снизу при некоторой положительной константе C(p2, q2)
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B(s) ≥ 2

s

1/2s∫
0

1

t1/p2

t∫
0

dτ

τ 1/q2

(
sinπst

sinπt

)2

dt ≥

≥ 2

(1− 1/q2)s

1/2s∫
0

t1−1/p2−1/q2

(
2st

πt

)2

dt = C(p2, q2)s1/p2+1/q2−1. (37)

Так как 1/p2 + 1/q2 > 1, то B(s) → +∞ при s → ∞ с не меньшей cкоростью,
чем полученной в (37), а значит, очевидно, последовательность {A(1/2, s)} не может
быть ограниченной.

Предположим

(∃C̃ > 0) (∀j ∈ N) |A(1/2, j)| ≤ C̃j1/p1+1/q1−1. (38)

Тогда отсюда, из оценки (37) и из определения B(s) легко получим при любом s ∈ N

C(p2, q2)s1/p2+1/q2−1 ≤ B(s) ≤ 1

s

s−1∑
j=0

|A(1/2, j)| ≤ C̃
1

s

s−1∑
j=0

j1/p1+1/q1−1 ≤ ˜̃Cs1/p1+1/q1−1,

а этого быть не может, так как по построению 1/p2 + 1/q2 > 1/p1 + 1/q1.
Следовательно, предположение (38) не верно, то есть

(∀C > 0) (∃jC ∈ N) |A(1/2, jC)| > Cj
1/p1+1/q1−1
C .

В частности,
(∀n ∈ N) (∃jn ∈ N) |A(1/2, jn)| > nj1/p1+1/q1−1

n . (39)

Тем самым получим последовательность {jn} ⊂ N. Если бы эта после-
довательность была ограниченной, то начиная с некоторого номера было бы
jn0 = jn0+1 = jn0+2 = . . . Тогда, в силу (39), имела бы место оценка для любого
k ≥ n0

kj
1/p1+1/q1−1
k = kj1/p1+1/q1−1

n0
< |A(1/2, jk)| = |A(1/2, jn0)|,

а это невозможно.
Следовательно, jn →∞ при n→∞ и

|A(1/2, jn)| > nj1/p1+1/q1−1
n > j1/p1+1/q1−1

n

и, тем самым, первая часть теоремы доказана.
Докажем вторую часть теоремы.
Пусть α, β ≥ 0 таковы, что α + β < 1. Построим такие функции g(x) ∈ Hα

1 [0, 1]

и f(x) ∈ Hβ
∞[0, 1], что некоторая подпоследовательность {A(1/2, sk)} для них расхо-

дится. Для этого рассмотрим α1 > α, β1 > β, но по-прежнему α1 +β1 < 1. В качестве
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g1(x) возьмем функцию

g1(x) =
1

τ
ln−1−α1

20

τ
. (40)

Положим g(x) = g1(1/2 − x) при x ∈ [0, 1/2] и продолжим g(x) нечетно на отрезок
[1/2, 1].

Далее потребуется следующее простое следствие из [4, Лемма (6.7, с. 46–47)],
связанное с классами Орлича [12, с. 91]. Сформулируем его в виде леммы. Обозначим
через ln+ u функцию, которая равна lnu при u ≥ e и тождественно равна 1 при
0 ≤ u < 1. Введем следующие классы функций при γ > 0 [12, с. 91]

L
(

ln+ L
)γ

[a, b] =
{
f(x)

∣∣∣ b∫
a

|f(x)|
(

ln+ |f(x)|
)γ
dt < +∞

}
.

Лемма 3. Если при нектором γ > 0 будет f(x) ∈ L
(

ln+ L
)γ

[a, b], то для любо-
го δ, 0 < δ < γ, существуют константы η(δ) > 0 и C(f) > 0 такие, что при
|b1 − a1| ≤ η(δ), где a1, b1 ∈ [a.b],

b1∫
a1

|f(x)| dx ≤ C(f) ln−δ
1

|b1 − a1|
.

Так как g1 ∈ L(ln+ L)α̃[0, 1
2
], где α < α̃ < α1, то, воспользовавшись леммой 3

и монотонным убыванием функции g1(x) при x ∈ (0, 1], нетрудно получить, что
g1 ∈ Hα

1 [0, 1
2
] и, следовательно, g ∈ Hα

1 [0, 1].
Построим теперь требуемую функцию f(x). Для этого при x ∈ [0, 1/2] рассмотрим

функцию вида

h1(t) =
∞∑
k=1

1

5k
Qmk(t), (41)

где mk = E(Mk), Mk = 55
k−1
α1+β1 , а

Qm(t) = 2 sin 4mπt
m∑
k=1

sin 2kπt

k
=

=

(
cos 2mπt

m
+ ...+

cos 2(2m− 1)πt

1

)
−
(

cos 2(2m+ 1)πt

1
+ ...+

cos 2(3m)πt

m

)
.

(42)
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Точно так же, как и в [13, с. 107], можно показать, что h1(t) ∈ Hα1+β1
∞ [0, 1/2].

Кроме того, так как

3ms∑
j=ms

1/2∫
0

h1(t) cos 2jπt dt = 0, s = 1, 2, . . . ,

то

2mk−1∑
j=1

1/2∫
0

h1(t) cos 2jπt dt =

=

2mk−1∑
j=mk

1/2∫
0

h1(t) cos 2jπt dt+
k−1∑
s=1

3ms∑
j=ms

1/2∫
0

h1(t) cos 2jπt dt =

2mk−1∑
j=mk

1/2∫
0

h1(t) cos 2jπt dt.

(43)

Далее, нетрудно видеть, что существует константа C > 0 такая, что при доста-
точно больших k ∈ N

2mk−1∑
j=mk

1/2∫
0

h1(t) cos 2jπt dt =
1

5k

2mk−1∑
j=mk

1

2mk − j
≥ lnmk

2 · 5k
≥ C

lnmk

lnα1+β1 mk

−→
k→∞

+∞, (44)

так как α1 + β1 < 1.
Положим

f1(t) =
h1(t)∫ t

0
g1(τ) dτ

(45)

и покажем, что f1(t) ∈ Hβ
∞[0, 1/2].

В самом деле

|f1(t+ d)− f1(t)| ≤ |h1(t+ d)− h1(t)|∫ t+d
0

g1(τ) dτ
+

∫ t+d
t

g1(τ) dτ |h1(t)|∫ t+d
0

g1(τ) dτ
∫ t

0
g1(τ) dτ

= X1(t, d) +X2(t, d).

(46)
Так как h1(t) ∈ Hα1+β1

∞ [0, 1/2] и
b∫

0

g1(t) = 1/α1 · ln−α1 20/b, (47)

то
X1(t, d) ≤ C lnα1

20

t+ d
ln−α1−β1

1

d
≤ C ln−β1

1

d
≤ C ln−β

1

d
. (48)

Рассмотрим теперь X2(t, d). Возможны следующие случаи:
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а) 0 ≤ t ≤ d; так как g1(t) ∈ Hα
1 [0, 1/2], h1(t) ∈ Hα1+β1

∞ [0, 1
2
], h1(0) = 0 и справед-

ливо равенство (47), то

X2(t, d) ≤ C
lnα1 20

t+d
lnα1 20

t

lnα1+β1 1
t

lnα 1
d

≤ C
lnα1 1

t+d
lnα1 1

t

lnα1+β1 1
t

lnα 1
d

≤ C
lnα1−α 1

d

lnβ1−β 1
d

1

lnβ 1
d

≤ C
1

lnβ1 1
d

, (49)

если считать α1 − α = β1 − β;
б) d ≤ t ≤ 1

2
− d. Применяя первую теорему о среднем к

∫ t+d
t

g1(τ)dτ , помня,
что h1(t) ∈ Hα1+β1

∞ [0, 1/2], h1(0) = 0 и справедливо равенство (47), получим при
0 < θ(= θ(t, d)) < 1

X2(t, d) ≤ C
d

(t+ θd) ln1+α1 20
t+θd

lnα1 20
t+d

lnα1 20
t

lnα1+β1 1
t

≤ C
d

t ln1+β1 10
t

А так как функция t−1 ln−1−β1 10
t
монотонно убывает при t ∈ (0, 1/2], то оконча-

тельно в этом случае получим

X2(t, d) ≤ C
1

ln1+β1 10
d

≤ C
1

lnβ 1
d

. (50)

Таким образом, из (46), (48)–(50) следует, что f1(t) ∈ Hβ
∞[0, 1/2]. Далее при

t ∈ [0, 1/2] положим f(t) = f1(1/2− t) и продолжим f(t) четно на отрезок [1/2, 1]. Со-
вершенно ясно, что f(t) ∈ Hβ

∞[0, 1]. В силу (36), (41)–(45) существует такая константа
C > 0, для которой при sk = 2mk − 1 имеем оценку снизу

A(1/2, sk) ≥ C
lnmk

lnα1+β1 mk

−→
k→∞

+∞.

Тем самым теорема 2, таким образом, полностью доказана.
�

3. Оценка скорости равносходимости в общем случае медленно
меняющихся модулей непрерывности

Предположим, что при 1/p+ 1/q = 1

ω(f ; δ)p = O(v(δ)), ω(g; δ)q = O(w(δ)), δ → +0, (51)

где v(δ) и w(δ) — монотонные убывающие к нулю функции при δ → +0, медленно
меняющиеся в нуле в смысле определения 1.2 [6, с. 10].

Прежде, чем cформулировать основную теорему этого раздела, докажем предва-
рительно две леммы. Будем использовать при этом обозначения, введенные в теоре-
ме 1, не оговаривая это особо. Пусть ε — сколь угодно малое положительное число,
фиксированное в наших рассуждениях.
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Лемма 4. Справедлива следующая оценка при t→ +0 и 1 ≤ q < +∞

ϕ̃(t) = O
(
w
(
t

1−ε
2

))
. (52)

Доказательство. В рассматриваемом случае имеем

ϕ1(τ) ≤ C inf
m∈N

(
w
( 1

m

)
+ (m2τ)

1
q

)
, τ → +0.

Полагая здесь m = E
(
τ
ε1−1

2

)
, где 0 < ε1 < ε, получим

ϕ1(τ) ≤ C

(
w
(

1/E
(
τ
ε1−1

2

))
+
(
E2
(
τ
ε1−1

2

)
τ
) 1
q

)
≤

≤ C

(
w
(

1/
(
τ
ε1−1

2 − 1
))

+
((
τ
ε1−1

2

)2
τ
) ε1

q

)
≤

≤ C
(
w
(

1/
(
τ
ε−1

2

))
+ τ

ε1
q

)
≤ Cw

(
τ

1−ε
2

)
, τ → +0,

причем в последнем неравенстве мы воспользовались следующими двумя свойствами
медленно меняющихся функций [6, с. 24–25]: пусть L(x) — произвольная медленно
меняющаяся в нуле функция, тогда

а) для любого γ > 0 при x→ 0

xγL(x)→ 0, x−γL(x)→∞,

б) для любого λ ∈ (−∞,∞) функция Lλ(x) является медленно меняющейся.

Используя эту оценку и монотонность функции w(δ), получим оценку

ϕ̃1(t) = sup
τ∈[0,t]

ϕ1(τ) ≤ Cw
(
t

1−ε
2

)
, t→ +0.

Тем самым лемма доказана.
�

Лемма 5. В случае 1 ≤ q < +∞ функция ϕ(s) есть медленно меняющаяся при
s→ +∞.

Доказательство. Имеем с учетом предыдущей леммы

ϕ(s) =

1∫
1/s

ξ−1ϕ̃q1(ξ) dξ = O
( 1∫

1/s

ξ−1wq
(
ξ

1−ε
2

)
dξ
)
. (53)
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Далее,
1∫

1/s

ξ−1wq
(
ξ

1−ε
2

)
dξ =

s∫
1

wq
(
x
ε−1

2

)
x−1 dx.

Обозначим w̃(x) = wq
(
x
ε−1

2

)
. Из определения медленно меняющейся функции и

свойства б), сформулированного в додказательстве предыдущей леммы, следует, что
w̃(x) есть медленно меняющаяся функция в бесконечности.

Таким образом,

ϕ(s) = O
( s∫

1

w̃(x)x−1 dx
)
,

где w̃(x) есть медленно меняющаяся функция в бесконечности. Из этого соотношения
следует утверждение доказываемой леммы, если принять к сведению формулировку
упражнения 2.2 [6, с. 82]. Лемма доказана. �

Теорема 4. Если выполняется предположение (51), 1 ≤ q < +∞, то для любого
ε ∈ (0, 1/2) и любого компакта K ⊂ (0, 1) имеет место равносходимость (3), когда

v
(
s
ε−1

4

)( 1∫
1/s

ξ−1wq
(
ξ

1−ε
2

)
dξ
)1/q

→ 0 при s→∞; (54)

при этом в оценке (4)

ψ(s) = v
(
s
ε−1

4

)( 1∫
1/s

ξ−1wq
(
ξ

1−ε
2

)
dξ
)1/q

+ w
(
s
ε−1

4

)
. (55)

В случае q = +∞ равносходимость (3) для любого компакта K ⊂ (0, 1) имеет
место всегда и при этом

ψ(s) = v
(
s−

1
4

)
+ w

(
s−

1
4

)
.

Доказательство. Используя оценки (51), из (5) получим при s→∞

ψ(s) ≤ inf
m∈N

(
v
( 1

m

)
ϕ1/q(s) + w

( 1

m

)
+
m4

s
ln s
)
. (56)

Полагая в (56) m = E
(
s

1−ε2
4

)
, где 0 < ε2 < ε, получим

ψ(s) ≤
(
v
(
1/E

(
s

1−ε2
4

))
ϕ1/q(s) + w

(
1/E

(
s

1−ε2
4

))
+ E4

(
s

1−ε2
4

ln s

s

))
≤

≤ C(f, g,K)
(
v
(
1/
(
s

1−ε2
4 − 1

))
ϕ1/q(s) + w

(
1/
(
s

1−ε2
4 − 1

))
+ s−ε2 ln s

)
≤
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≤ C
(
v
(
s
ε−1

4

)
ϕ1/q(s) + w

(
s
ε−1

4

)
+ s−ε2 ln s

)
≤

≤ C
(
v
(
s
ε−1

4

)
ϕ1/q(s) + w

(
s
ε−1

4

))
, (57)

причем в последнем неравенстве мы воспользовались утверждением леммы 5, свой-
ствами а) и б) медлено меняющихся функций, приведенных в лемме 4, и свойством [6,
с. 25]:

в) если L1(x), L2(x) есть медленно меняющиеся функции, то и функции
L1(x) + L2(x), L1(x)L2(x) есть медленно меняющиеся функции.

Учитывая далее оценку (53), из (57) получаем условие равносходимости (54) и
скорость равносходимости (55) в случае 1 ≤ q < +∞.

В случае q = +∞ утверждение теоремы очевидно, если в (5) воспользоваться
неравенствами (51) и положить m = E

(
4
√
s
)
.

Теорема полностью доказана. �

Произвольная медленно меняющаяся функция L(x), вообще говоря, не обладает
свойством

г) для любого γ > 0 справедливо L(xγ) ∼ L(x).

Однако наиболее часто используемые на практике медленно меняющиеся функ-
ции (такие, как: log x, log log x или более общий класс: (log x)α1(log2 x)α2 . . . (logk x)αk ,
где числа α1, . . . , αk вещественны и, по определению, logr x = log(logk−1 x)) облада-
ют этим свойством. Ввиду важности этого класса медленно меняющихся функций и
ввиду упрощения в этом случае формулировки теоремы 4, уместно сформулировать
следующую теорему, доказательство которой есть очевидное следствие теоремы 4.

Теорема 5. Если выполняется предположение (51), а функции v(δ) и w(δ) облада-
ют свойством г), то для любого компакта K ⊂ (0, 1) в случае 1 ≤ q < +∞ имеет
место равносходимость (3), когда

v
(1

s

)( 1∫
1/s

ξ−1wq
(
ξ

1−ε
2

)
dξ
)1/q

→ 0 при s→∞;

при этом в оценке (4)

ψ(s) = v
(1

s

)( 1∫
1/s

ξ−1wq(ξ) dξ
)1/q

+ w
(1

s

)
.
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В случае же q =∞ равносходимость (3) для любого компакта K ⊂ (0, 1) в метрике
пространства C(K) имеет место всегда и при этом в оценке (4)

ψ(s) = v
(1

s

)
+ w

(1

s

)
.

Очевидно, при выполнении предположений теоремы 2 из последней теоремы по-
лучаем, как следствие, утверждение теоремы 2.
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Stationary structures in a parabolic problem with reflection spatial
variable.

Khazova Y. A.

Abstract. Recently, there have been many studies on nonlinear optics, which is due to the
wide use of optical systems in information technologies. The key advantages of optical methods
for data storage and conversion are parallel signal processing and high performance. Owing to
their natural benefits, optical systems are used to create elements of content-addressable memory,
pattern recognition systems, and learning analog computers.

One of the most popular nonlinear optical systems is a system consisting of a thin layer
of nonlinear Kerr-type medium and a two-dimensional feedback loop that can be organized in
different ways. The fundamental feature of such systems is that the external feedback loop can be
used to directly influence the nonlinear dynamics of the system by using prisms, lenses, dynamic
holograms, and other devices for controlled transformation of spatial variables.

Parabolic functional differential equations with transformed arguments of the unknown
function, used to model optical systems with two-dimensional feedback, are a new class of
equations for studying the structurization phenomenon.

The paper deals with the dynamics of stationary structures of a parabolic equation on a
circle with small diffusion in case of reflection spatial variable. The method to be used combines
the formalisms Galerkin’s methods.

Emergence of metastable structures in the equation at reduction of parameter has bifurcation
character. In Galerkin’s approximations of the equation average (20 – 31) dimensions the broad
spectrum saddle-nodal bifurcations is implemented. Continuous branches of stationary points
of systems of the ordinary differential equations which are given rise as a result saddle-nodal
bifurcations, are answered by continuous branches of approximate stationary solutions. In this
work the task about approximate stationary solutions of the equation type of transitional layer
with one transition point is investigated. The set of approximate stationary solutions of the
equation stated above like correctly reflects nature of evolution of metastable structures with one
transition point at increase and at mean values of parameter. The last means that each metastable
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structure of the equation with one transition point at increase passes near approximate stationary
solutions with one transition point. Thus it is about dynamics of metastable structures not only
at stage of slow evolution, but also in transitional zone. At research of metastable structures the
task about approximate stationary solutions is key. In this work it is established that for the
solution of this task at mean values of parameter application of method of Galerkin’s leads to
qualitatively and quantitatively correct results.

Keywords: parabolic problem, bifurcation, stability, Galerkin’s method.

Введение

Оптические системы с двумерной обратной связью демонстрируют широкие воз-
можности по исследованию процессов зарождения и развития диссипативных струк-
тур [1, 6]. Обратная связь позволяет воздействовать на динамику оптической систе-
мы посредством управляемого преобразования пространственных переменных, вы-
полняемых призмами, линзами, динамическими голограммами и другими устрой-
ствами. Нелинейный интерферометр с зеркальным отражением поля в двумерной
обратной связи является одной из наиболее простых оптических систем, в которых
реализуется нелокальный характер взаимодействия световых полей. В этом случае
экспериментально установлено многообразие оптических структур, выявлена зави-
симость их количества и форм от коэффициента диффузии [1, 7]. Математической
моделью оптических систем с двумерной обратной связью являются полулинейные
параболические уравнения с преобразованиями пространственных переменных. Па-
раболическое уравнение на отрезке с преобразованием отражения рассматривалось
в работах [8, 6, 2]. Методы локальной теории бифуркаций в этом случае применя-
лись в [8, 6] с целью построения стационарных структур и анализа их устойчивости.
Метод Галеркина использовался в [2, 3] для построения стационарных структур и
исследования их устойчивости при углублении в область надкритичности.

Задача о бифуркации пространственно неоднородных стационарных решений
из пространственно однородного стационарного решения параболической задачи на
окружности с преобразованием отражения исследовались в работе [10]. В указанной
работе рассматривалась, при некоторых упрощающих предположениях, задача об
эволюции стационарных решений при уменьшении коэффициента диффузии и его
приближении к нулю. Эта же задача в данной работе рассматривается при более
общих, чем в [10], условиях. Отметим, что в работе [10] также рассматривался во-
прос о метаустойчивых структурах при малых значениях коэффициента диффузии
и некоторых упрощающих условиях. Здесь тоже будем исследовать метаустойчивые
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структуры при более общих условиях. Строится иерархия упрощенных моделей ука-
занной задачи. Анализ галеркинских аппроксимаций указанной задачи, а также её
численные расчеты в пакете “Mathematica”, позволяют утверждать, что при средних
(не очень малых) значениях коэффициента диффузии в рассматриваемой задаче воз-
никают метаустойчивые структуры.

1. Постановка задачи

На окружности рассматривается параболическая задача с преобразованием от-
ражения

ut + u = Duϕϕ +K(1 + γ cosu(π − ϕ, t)), t > 0, (1)

u(ϕ+ 2π, t) = u(ϕ, t). (2)

Задача (1), (2) моделирует динамику фазовой модуляции u(ϕ, t), ϕ ∈ (0, 2π), t > 0,
световой волны, прошедшей тонкий слой нелинейной среды керровского типа с преоб-
разованием отражения в контуре обратной связи в одномерном приближении. Здесь
D — коэффициент диффузии нелинейной среды, положительный коэффициент K
пропорционален интенсивности входного поля, γ — видность (контрастность) интер-
ференционной картины, 0 < γ < 1.

Гильбертово пространство L2(]0, 2π[) 2π–периодических функций обозначим H.
Пусть Hs, s ∈ N , шкала пространств, порожденная оператором 4 (4 — од-
номерный оператор Лапласа) при условиях (2). Норма в Hs задается формулой
‖u‖2

s =< (−4)su, u > + < u, u >. Здесь < ∗, ∗ > — скалярное произведение в H.
Отметим, что оператор −4 с областью определения H2 в пространстве H имеет
полную ортогональную систему собственных функций 1, sinϕ, cosϕ, sin 2ϕ, cos 2ϕ . . ..

Рассмотрим в этом разделе вопросы существования, формы и устойчивости в мет-
рике H1 пространственно неоднородных стационарных решений, бифурцирующих из
пространственно однородных стационарных решений, т. е. решений u(ϕ, t) = w, опре-
деляемых из уравнения

ω = K(1 + γ cosω). (3)

С ростом K количество сосуществующих корней этого уравнения неограниченно
растет, причем при K → ∞ их состав постоянно меняется [4, 5]: рождаются новые
состояния равновесия и умирают старые. Поэтому фиксируем гладкую ветвь реше-
ний

ω = ω(K, γ), 1 +Kγ sinω(K, γ) 6= 0, (4)

уравнения (3).
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Затем линеаризуем (1), (2) на ω(K, γ). В результате получаем уравнение

ut + Lu = 0,

где

Lu = u−Duϕϕ − ΛQu,

Λ = Λ(K, γ) = −Kγ sinω,

Q — самосопряженный в H оператор, определенный согласно равенству
Qu(ϕ, t) = u(π − ϕ, t).

Несложно убедиться в справедливости следующего предположения.

Лемма 1. Оператор L имеет полную ортогональную систему собственных функ-
ций

1, cosϕ, sinϕ, cos 2ϕ, sin 2ϕ . . . ,

соответствующих собственным значениям

λc0 = 1− Λ, λc1 = 1 +D + Λ, λs1 = 1 +D − Λ, λc2 = 1 + 4D − Λ, λs2 = 1 + 4D + Λ . . .

Если Λ > 1, то ω(K, γ) неустойчиво. Если −1 < Λ < 1, то ω(K, γ) устойчиво.
Таким образом, интерес представляет случай Λ < −1. Фиксируем K такое, что вы-
полняется следующее условие.

Условие 1. Λ = Λ(K, γ) < −1.

Проблема реализуемости этого условия исследована в [4, 5].

2. Устойчивые структуры параболической задачи

В качестве бифуркационного параметра примем D. Замена u = v + ω приводит
уравнение (1), (2) в пространстве H1 к виду

vt + Lv = R(Qv), (5)

где
R(Qv) = Λ

1

2!
ctgω ·Qv2 − Λ

1

3!
·Qv3, (6)

L = L(D) = 1 −D4− ΛQ, Qv(ϕ, t) = v(π − ϕ, t), а все члены порядка 4 и выше
опущены.

Справедлива следующая теорема [10].
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Теорема 1. Пусть выполнено условие 1. Существует δ0 > 0 такое, что если
0 < D1 −D < δ0, то решениями (5) являются v±(ϕ,D), где

v±(ϕ,D) = ±
(
D −D1

c1(D1)

)1/2

cosϕ+

+
1

2!

(
D −D1

c1(D1)

)
Λ

2
ctg ω((λc0 − 2λc1)−1 + (λs1 − 2λc1)−1 cos 2ϕ)±

± 1

3!

(
D −D1

c1(D1)

)3/2

(λs4−3λc1)−1

(
Λ

4
− 3

4
Λ2 ctg2 ω(λs2 − 2λc1)−1

)
cos 3ϕ+O((D−D1)2).

Здесь
c1(D) =

Λ

8
− 1

4
(Λ ctg ω)2((λ0 − 2λc1)−1 +

1

2
(λc2 − 2λc1)−1) < 0.

Решения u± экспоненциально устойчивы.

Теорема 1 справедлива в окрестности бифуркационного значения D1 парамет-
ра D. Для исследования задачи об эволюции v±(ϕ,D) при выходе D из окрестно-
стиD1 в [10] использовался метод Галеркина. При этом предполагалось, что cosω = 0.

В данной статье рассматривается общий случай уравнения (5) (cosω 6= 0), а
также влияние квадратичного слагаемого на форму и устойчивость возникающих
пространственно неоднородных стационарных решений. Согласно теореме 1, нуле-
вое решение (5) асимптотически устойчиво для всех D > D1, D1 = −(1 + Λ). При
уменьшении параметра D и его прохождении через значение D1 нулевое решение
теряет устойчивость. В результате от нулевого решения ответвляется пара стацио-
нарных решений v±1 , которая рождается устойчивой. При дальнейшем уменьшенииD

и прохождении значения
D1

4
из неустойчивого нулевого решения бифурцирует пара

стационарных решений v±2 , которая рождается неустойчивой с индексом неустойчи-

вости 1. Для каждого
D1

(k + 1)2
< D <

D1

k2
, k = 1, 2 . . .,D1 = −(1+Λ) существует ровно

k пар стационарных решений v±1 , v
±
2 , . . . , v

±
k уравнения (5), которые бифурцируют из

нулевого решения.
Рассмотрим галеркинскую аппроксимацию уравнения (5) в виде

v =
N∑
s=0

zs cos sϕ+
N∑
k=1

zk+N sin kϕ. (7)

Подставим (7) в уравнение (5). Приравняв затем коэффициенты при cos sϕ и
sin kϕ, s = 0, N , k = 1, N , приходим к системе уравнений

żs = −λcszs + gs(z), s = 0, N,

żk+N = −λskzk+N + gk+N(z), k = 1, N.
(8)
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Функции gs(z), gk+N(z) зависят от порядка аппроксимации N (в связи с громозд-
костью выражения для них не приводятся).

Системы уравнений (8) обладают рядом общих свойств. Для каждого N нулевое
решение (8) — асимптотически устойчиво, если D > D1. Нулевое решение (8) теряет
устойчивость при прохождении параметраD через значениеD1. Максимальная точка
спектра нулевого решения проходит в этом случае через нуль с ненулевой скоростью.
В результате этой бифуркации от нуля ответвляются две устойчивые непрерывные
ветви неподвижных точек z1

±(D,N) = (z1
s,±(D,N), 0), s = 0, N , где все четные ком-

поненты положительные, а у нечетных знак чередуется. Справедливо неравенство:
|z1

1,±(D,N)| > |z1
3,±(D,N)| > . . ..

В силу (7) и определения z1
±(D,N) справедливо следующее равенство

v±1 (D) = v±1 (ϕ,D) ≈
N∑
s=0

z1
s,±(D,N) cos sϕ. (9)

Опишем динамику по параметру D стационарных решений v±1 (ϕ,D) уравне-
ния (5), опираясь на равенство (9) и численные расчеты непрерывной ветви z1

±(D,N)

стационарных точек системы (8), проведенные для N до 33. Для значений параметра
D вблизи D1 v

±
1 (ϕ,D) является квазигармонической функцией с малой амплитудой.

Амплитуда функций (9) монотонно возрастает с убыванием параметра D, прибли-

жаясь к значениям
3Λ ctgω ±

√
9Λ2 ctg2 ω + 24Λ2 − 24Λ

2Λ
при D → 0. Заметим, что

начиная с зависящего от N значения D∗ функции (9) колеблются вблизи значений
3Λ ctgω ±

√
9Λ2 ctg2 ω + 24Λ2 − 24Λ

2Λ
. На рис. 1 представлены приближенные реше-

ния v+
1 (ϕ,D), полученные согласно (9) для N = 10.

Перейдем теперь к вопросу об устойчивости стационарного решения v±1 (ϕ,D). С
этой целью обратимся к динамике спектра σ(z1

±(D,N)) ветви неподвижных точек
z1
±(D,N) системы (8). Проведенный анализ показал, что при убывании параметра D
точки спектра сближаются. При этом максимальная точка спектра µ1

1 < 0 — убывает,
а остальные точки — возрастают. В качестве примера приведем 4 максимальные
точки спектра, когда N = 10, ω = 1.76, Λ = −1.17

σ(z1(0.07, 10)) ={. . . ,−1.179,−0.693,−0.331,−0.207},

σ(z1(0.03, 10)) ={. . . ,−0.666,−0.471,−0.280,−0.264},

σ(z1(0.001, 10)) ={. . . ,−0.377,−0.374,−0.301,−0.265}.

Проведенный анализ дляN от 16 до 33 дает основание предполагать, что решение
v±1 (ϕ,D) асимптотически устойчиво на промежутке (0, D1) изменения параметра D.
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Рис. 1. Решения v+
1 (ϕ,D), гдеD = 0.1; 0.08; 0.06; 0.04; 0.03; 0.02; 0.01; 0.001,

N = 10, ω = 1.76, Λ = −1.17.

Спектр стационарных точек системы дифференциальных уравнений зависит от пара-
метра Λ. Спектры z1

+(D,N), z1
−(D,N) совпадают. В рассмотренных нами примерах,

когда D от 0 до D1 и cosω отходит от нуля, получено, что спектр всегда отделен от
нуля. Так, например, для Λ = −2.39

σ(z1(1.1, 10)) ={. . . ,−4.172,−3.610,−2.754,−0.591},

σ(z1(0.8, 10)) ={. . . ,−3.441,−3.072,−1.922,−1.211},

σ(z1(0.07, 10)) ={. . . ,−1.883,−1.145,−1.509,−1.669}.

3. Решения v±2 (ϕ,D)

Перейдем теперь к анализу формы и устойчивости стационарных решений
v±2 (ϕ,D) уравнения (5). Эта пара решений рождается из нуля неустойчивой с индек-

сом неустойчивости 1 тогда, когда параметрD, убывая, проходит черезD2 =
D1

4
. Для

анализа поведения v±2 (ϕ,D) при отходе параметраD от точки бифуркации обратимся
к системам (8). В этих системах индекс неустойчивости нуля повышается на единицу
и становится равным двум тогда, когда параметр D, убывая, проходит через D2. В
результате имеет место бифуркация “вилки” — от нуля ответвляются две непрерыв-
ные ветви неподвижных точек z2

±(D,N) = (z0,−z2
s,±(D,N),±z2

k+N,±(D,N)), s = 0, N ,
k = 0, N , где от нуля отличны только координаты с индексами 4m, m = 0, 1, 2, . . ..
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Как и выше, воспользовавшись равенством (7), приходим к следующему прибли-
женному равенству

v±2 (D) = v±2 (ϕ,D) ≈
N∑
k=0

z2
4k,±(D,N) cos 4kϕ+

N∑
k=1

z2
4k+2+N,±(D,N) sin(4k + 2 +N)ϕ.

(10)
Равенства (10) позволяют описать динамику v±2 (ϕ,D) при убывании D. Отме-

тим, что при D → 0 v±2 (ϕ,D) приближается к ступенчатой функции, принимающей

значения
3Λ ctgω ±

√
9Λ2 ctg2 ω + 24Λ2 − 24Λ

2Λ
и точками разрыва 0,

π

2
, π,

3π

2
, 2π. На

рис. 2 представлены, согласно (10), приближенные решения v−2 (ϕ,D), где N = 10,
ω = 1.76, Λ = −1.17 и различных значениях параметра D.
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Рис. 2. Решения v−2 (ϕ,D), гдеD = 0.035; 0.03; 0.02; 0.01; 0.008; 0.006; 0.005,
N = 10, ω = 1.76, Λ = −1.17.

Вопрос об устойчивости v±2 (ϕ,D) при уменьшении параметра D приводит к во-
просу о поведении максимального собственного значения решения v±2 (ϕ,D). Обра-
тимся в этой связи к вопросу о динамике при уменьшении параметраD максимально-
го собственного значения µ2

1(D,N) неподвижных точек z2
±(D,N) системы (8). Спектр

матрицы устойчивости z2
±(D,N) лежит на вещественной оси и его максимальная точ-

ка µ2
1(D,N) при малых D2−D > 0 принадлежит положительной полуоси. Остальные

точки спектра лежат на отрицательной полуоси.
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Поведение µ2
1(D,N) при уменьшении D зависит от порядка аппроксимации N .

Если N = 4n − 3, n = 5, 6, 7, то с уменьшением D µ2
1(D,N) убывая приближа-

ется к нулю, затем медленно меняется вблизи нуля, оставаясь на положительной
полуоси. Если приведенное выше условие на N не выполняется, то µ2

1(D,N) при-
ближается к нулю при уменьшении параметра D и при некотором D = D∗∗(N) ста-
новится отрицательным. Приведем иллюстрирующий пример: µ2

1(0.03, 10) = 0.047,
µ2

1(0.0106, 10) = 0.0000596, µ2
1(0.0105, 10) = −9.99 · 10−6, µ2

1(0.0104, 10) = −0000782,
µ2

1(0.006, 10) = −0.00441.
Проведенный анализ не позволяет сделать строгих заключений о характере

устойчивости решений v±2 (ϕ,D) на всем интервале (0, D2) изменения D. Однако есть
основания полагать, что v±2 (ϕ,D) на интервале (0, D2) сохраняет индекс неустойчи-
вости.

4. Метаустойчивые структуры

В системах (8) размерности N согласно проведенному бифуркационному анализу
для значений N от 20 до 30 реализуется широкий спектр седло-узловых бифуркаций
при средних (не очень малых) значениях параметра D. В результате бифуркации
седло-узел в однопараметрической системе (8) появляются две непрерывные по D
ветви стационарных точек, индексы неустойчивости которых отличаются на 1. Эти
ветви стационарных точек определены для всех положительных значений парамет-
ра D, которые меньше соответствующего бифуркационного. Рассматриваемым двум
ветвям стационарных точек (8) отвечают в силу (7) две непрерывные ветви при-
ближенных стационарных решений (5) типа внутреннего переходного слоя. Будем
говорить, что приближенные решения (5) указанного типа отвечают седло-узловым
бифуркациям в системе (8). Некоторые из седло-узловых бифуркаций в (8) порож-
дают непрерывные по D ветви приближенных стационарных решений (5) типа внут-
реннего переходного слоя с четырьмя точками перехода.

Реализация в системе (8) бифуркаций седло-узел с указанными выше свойства-
ми вызвана медленной эволюцией вблизи нуля максимальной точки спектра ветвей
стационарных точек z2

±(D,N) на достаточно большом интервале изменения пара-
метра D. Далее для определенности ограничимся анализом бифуркаций седло-узел,
связанных с ветвью стационарных точек z2

±(D,N). Бифуркации седло-узел указан-
ного типа объединяются в конечные наборы бифуркаций, которые называются далее
каскадами седло-узловых бифуркаций.

Рассмотрим один из каскадов, который порождает приближенные решения кра-
евой задачи (5) с точками перехода, принадлежащими интервалу (π, 2π). Имеет
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место 3 таких бифуркаций с бифуркационными значениями D = Dk, k = 1, 2, 3,
D1 > D2 > D3. Здесь Dk = Dk(N), k = 1, 2, 3. Подчеркнем, что Dk = Dk(N),
k = 1, 2, 3 убывают с ростом N . Приведем теперь в качестве иллюстрации для случая
N = 10 приближенные бифуркационные значения D, соответствующие им коорди-
наты точек и 3 наибольшие точки их спектров:

D1 = 0.0329

(0.01160, 0.179, 0.00205, 0.116,−0.00901, 0.0265,−0.000251, 0.00341, . . .)

{ . . . ,−0.323,−0.215, 0.0000138}

(0.01169, 0.214, 0.00267, 0.124,−0.00841, 0.0285,−0.000111, 0.00326, . . .)

{ . . . ,−0.322,−0.217,−5.51 · 10−8}

D2 = 0.0299

(0.0143, 0.520, 0.0148, 0.196,−0.00181,−0.00867,−0.000294,−0.00711, . . .)

{ . . . ,−0.333,−0.257, 1.3 · 10−7}

(0.0144, 0.527, 0.0151, 0.195,−0.00163, 0.00936,−0.000320,−0.00732, . . .)

{ . . . ,−0.334,−0.258,−1.35 · 10−7}

D3 = 0.00716

(0.0390, 1.0384, 0.0274,−0.101,−0.0101,−0.0767,−0.000577, 0.0711, . . .)

{ . . . ,−0.332,−0.317, 1.3 · 10−7}

(0.0392, 1.0479, 0.0275,−0.120,−0.0108,−0.0625,−0.000181, 0.0657, . . .)

{ . . . ,−0.347,−0.320,−1.4 · 10−7}

С целью сокращения многоточием обозначены остальные координаты стацио-
нарных точек. Устойчивая и неустойчивая ветви неподвижных точек, родившиеся в
результате седло-узловой бифуркации системы (8), расходятся медленно с уменьше-
нием параметра D. Соответственно медленно расходятся и отвечающие им в силу (7)
непрерывные ветви приближенных решений краевой задачи (5).

Приведенным стационарным точкам системы (8), где N = 10, D = 0.004, отвеча-
ют приближенные решения задачи (5) на рис. 3. Очевидно, что с помощью преобра-
зования ϕ→ 2π−ϕ можно получить другие наборы ветвей приближенных решений.

Обозначим vs,+k = vs,+k (ϕ,D,N), vu,+k = vu,+k (ϕ,D,N), k = 1, 2, 3 непрерывные по D
ветви приближенных решений (5), отвечающие соответственно в силу (7) устойчивой,
неустойчивой непрерывным ветвям стационарных решений системы (8), рожденных
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Рис. 3. Приближенные стационарные решения (5), Λ = −1.17, ω = 1.76,
D = 0.005.

в результате седло-узловой бифуркации с номером k. Подчеркнем, что имеет место
слабая зависимость указанных функций от N .

Положим далее N = 10. Рассмотрим решения StDv
s,+
2 , StDv

u,+
2 уравнения (5) с на-

чальными условиями vs,+k = vs,+k (ϕ,D,N), vu,+k = vu,+k (ϕ,D,N). Согласно численным
расчетам, на значительных промежутках изменения времени решения StDv

s,+
2 , StDv

u,+
2

меняются медленно. Приближенные решения vs,+2 , vu,+2 порождают метаустойчивые
структуры. На рис. 4 представлено решение StDv

s,+
2 уравнения (5). Видно, что в тече-

ние времени t порядка 40000 решения StDv
s,+
2 медленно меняется. Затем за достаточно

короткий по сравнению с этапом медленной эволюции промежуток времени StDv
s,+
2

оказывается вблизи устойчивого стационарного решения.

Заключение

Проведенный анализ показал, что замена исходной задачи некоторыми упрощен-
ными моделями является целесобразной. В галёркинских аппроксимациях уравне-
ния (5) средних (15–25) размерностей реализуется широкий спектр седло-узловых
бифуркаций. Непрерывным ветвям стационарных точек систем обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, рожденных в результате седло-узловых бифуркаций, от-
вечают непрерывные ветви приближенных стационарных решений (5). Исследована
задача о приближенных стационарных решениях уравнения (5) типа переходного
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Рис. 4. Метаустойчивая структура (5), Λ = −1.17, ω = 1.76, D = 0.005.

слоя с четырьмя точками перехода. Множество приближенных стационарных реше-
ний уравнения (5) указанного выше типа правильно отражает характер эволюции
метаустойчивых структур с четырьмя точками перехода при увеличении t и при
средних значениях параметра D. Последнее означает, что каждая метаустойчивая
структура уравнения (5) с четырьмя точками перехода при увеличении t проходит
вблизи приближенных стационарных решений (5) с двумя точками перехода. При
этом речь идет о динамике метаустойчивых структур не только на стадии медлен-
ной эволюции, но и в переходной зоне. При исследовании метаустойчивых структур
задача о приближенных стационарных решениях является ключевой. Установлено,
что для решения этой задачи при средних значениях параметра D применение ме-
тода Галеркина приводит к качественно и количественно правильным результатам.
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Calculation of particular solution of inhomogeneous linear
equations with almost algebraic operators in the case of simple roots
of the characteristic equation.
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Abstract.
In some works of the author of the monograph [7] the notion of algebraic elements and

elements that are algebraic relatively the twosided ideal, so called almost algebraic elements are
systematically applied to the solution of some classes of equations.

In this paper author proves that in the definition of almost algebraic element the twosided
ideal may de substituted by leftsided ideal. In this case ordinary linear differential and difference
operators may serve as almost algebraic elements, which are solutions of certain operator
equations [8].

The concept of almost algebraic relatively left ideal elements is applied to the calculation of

the partial solution of the equations of the form L(A,B)(u) =
n,m∑

i=0,j=0
aijA

iBj(u) = f , where A

and B is linear operators. In the case when one of the operators A or B, for example, B, is almost
algebraic and has only simple characteristic numbers ti, it is associated with a finite number of
operators Pi, acting in the space N and being called projectors. If B0 is generator of the ideal I,
then the space N solutions of equations B(y) = 0 is a direct sum of subspaces Ni = Pi(N).

In the case when B(f) = 0 and a partial solution of the original equation exists in the
space N , it can be calculated as the sum of partial solutions of many independent equations
L(A, ti)(ui) = Pi(f), prepared substituting in the original equation of the characteristic numbers
ti instead of the operator B. Partial solutions of the equations are specified by left regularizer of
L(A, ti) obtained from the equation RiL(A, ti) +XiVi = ε, where Ri is unknown left regularizer
operator L(A, ti), Xi is unknown operator, Vi is operator annihilates the element Pi(f), ε is unit
operator.

In the paper are proposed an example of differential-difference equation and is then given
several ways to use almost algebraic elements to finding a partial solution.



96 В. Г. Цирулик

Keywords: almost algebraic difference and differential operators, a left regularizer of
linear operators, differential-difference operators, particular solution of inhomogeneous linear
differential-difference equations.

Введение

Дифференциально–разностные уравнения рассматривались разными авторами и
с различных точек зрения, например, в [1] и [6]. Общая теория линейных уравнений
в банаховом пространстве приведена в монографии [3]. Частные решения неоднород-
ных линейных дифференциально-разностных уравнений можно вычислять проще,
если использовать понятие почти алгебраического элемента, рассматривавшееся в
работах автора [7].

1. Линейные операторы, алгебраические относительно
левого идеала

Пусть N — конечномерное линейные пространство над полем комплексных чи-
сел C, A0 — алгебра линейных операторов, действующих в пространстве N , I —
левый главный идеал алгебры, образованный операторами, аннулирующими про-
странство N . Далее через a ≡ b (modI) обозначается сравнение по модулю левого
идеала I, ε — единица алгебры.

Определение 1. Множество Πs, 2 ≤ s ≤ dim N , операторов Pi ∈ A0 и Pi не принад-
лежит I, называется оптимальным множеством разделенных проекторов простран-
ства N мощности s относительно идеала I, если выполняются условия:

P1 + · · ·+ Ps ≡ ε(modI) (1)

Pi(N)
⋂

Pj(N) = 0 при i 6= j. (2)

Определение 2. Множество проекторов относительно идеала I, удовлетворяющих
дополнительно условию

PjPk ≡

Pj (modI), k = j,

0 (modI), k 6= j,
(3)

называется I — идемпотентной системой ортогональных проекторов.

В дальнейшем для краткости I — идемпотентная система проекторов.

Определение 3. Оператор A называется алгебраическим относительно левого иде-
ала I (почти алгебраическим), если существует такой ненулевой многочлен ν(t) с
коэффициентами в поле C, что ν(A) ∈ I.
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Сравни с [7], где идеал I двусторонний. Алгебраическим оператором является,
например, инволюция некоторого порядка. Почти алгебраические операторы возни-
кают как решения уравнения XD = DY , где D — заданный оператор, а X, Y —
операторы, подлежащие определению [8]; Y — компонента решения является почти
алгебраическим оператором.

Определение 4. Оператор A называется почти алгебраическим степени m, если
существует нетривиальный многочлен ν(t) степени m такой, что ν(A) ∈ I, и не су-
ществует многочлена степени меньшей чем m такого, что ν(A) ∈ I. Если это так,
то многочлен νm(t) называется характеристическим многочленом оператора A, а его
корни называются характеристическими корнями оператора .

Далее полагаем, что почти алгебраические операторы A ∈ A0 не принадлежат
идеалу I и m ≥ 2. Старшие коэффициенты характеристических многочленов опера-
торов будем считать равными единице.

Лемма 1. (Ш. Эрмит) Для произвольного многочлена νm(t) =
s∏
i=1

(t−ti)ri, построен-

ного по множеству пар (ti; ri), i = 1, s, s ≥ 2, где ti — попарно различные комплекс-
ные числа, называемые узлами, ri — натуральные числа, называемые кратностями,
r1 + · · ·+ rs = m, справедливо тождество

1 ≡
s∑
i=0

pi(t), (4)

где

pi(t) = qi(ti)
s∏

j=1;j 6=i

(t− tj)rj , (5)

причем qi(ti) =

ri−1∑
k=0

(t− ti)k

k!

dk

dtk

[
(t− ti)ri
νm(t)

]
t=ti

.

Тождество (4) называется разбиением единицы.

Построим по формулам (5) операторы

Pj = pj(A), (6)

где A ∈ A0 — почти алгебраический оператор с характеристическим многочленом

νm(t) =
s∏
i=1

(t− ti)ri , ti 6= tj при i 6= j, r1 + · · ·+ rs = m.

Лемма 2. Операторы Pj = pj(A) обладают свойством

(A− tjε)rjPj ≡ 0(modI),∀j = 1, s. (7)
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Доказательство. Действительно

(A− tiε)riPi = (A− tjε)qj(A)
s∏

i=1;i 6=j

(A− tiε)ri =

= qj(A)νm(A) ∈ I, ∀j = 1, · · · , s.

�

Лемма 3. Операторы Pj = pj(A) образуют I- идемпотентную систему проекто-
ров.

Доказательство. Свойство (1) следует из (4). Обозначим Nj = Pj(N). Согласно (7),
(A − tjε)rjPjx = 0 ∀x ∈ N . А поскольку уравнения (A − tjε)rjy = 0, (A − tiε)riy = 0

при i 6= j не имеют общих нетривиальных решений, то Pj(N)
⋂
Pi(N) = 0.

Идемпотентность. По построению оператры Pj коммутативные, поэтому
при j 6= k получим:

PjPk = pj(A)pk(A) = qj(A)qk(A)
s∏

i=1;i 6=j

(A− tiε)ri
s∏

i=1;i 6=k

(A− tiε)ri =

= qj(A)qk(A)
s∏

i=1;i 6=j;i 6=k

(A− tiε)riνm(A) ∈ I.

При j = k имеем:

P 2
j − Pj =

s∑
i=1;i 6=j

PjPi ∈ I,

то есть P 2
j ≡ Pj(modI). �

Теорема 1. Следующие утверждения равносильны:

а) оператор A ∈ A0 является почти алгебраическим относительно левого идеа-

ла I с характеристическим многочленом νm(t) =
s∏
i=0

(t− ti)ri ;

б) существуют I-идемпотентная система проекторы Pj ∈ A0, j = 1, · · · , s;
в) пространство N является прямой суммой своих подпространств: N =

s⊕
j=1

Nj,

Nj = Pj(N).

Доказательство. а) → б). Положим Pj = pj(A), где pj(t) определяются по формуле
(6), поэтому утверждение следует из формулы (4) и леммы 3.

б) → в). Из справедливости б) и по определению 1.
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в) → а). Пусть N является прямой суммой подпространств Nj = Pj(N) =

= ker(A− tjε)rj . Обозначим νm(A) =
s∏
j=1

(A− tjε)rj . Согласно предположению ∀x ∈ N ,

имеем x =
s∑
j=1

xj, xj ∈ Nj. Отсюда

νm(A)x = νm(A)
s∑
j=1

xj =
s∑
j=1

[
s∏

k=1;k 6=j

(A− tkε)rk
]

(A− tjε)rjxj = 0.

Следовательно, оператор A почти алгебраический степени r1 + · · ·+ rs = m. �

Теорема 2. Если характеристический многочлен νm(t) оператора A не имеет
кратных корней, то

Ak ≡
m∑
j=1

tkjPj(modI), k = 1, 2, . . . . (8)

Доказательство. Так как все собственные корни оператора простые, то из (7) сле-
дует APj ≡ tjPj(modI). Складывая эти сравнения, получим в силу (4)

A ≡
s∏
j=1

tjPj(modI). (9)

Применяя далее индукцию по k, находим

Ak ≡
s∑
j=1

tkjPj(modI). (10)

�

Рассмотрим теперь уравнение

Lr(A,B)u = f, (11)

где Lr = Lr(A,B) =
p∑
i=0

q∑
j=0

ai jA
iBj — оператор (многочлен от A,B),

r = max(p, q, p + q) — совокупный порядок оператора, коэффициенты которо-
го aij принадлежат некоторому полю K, содержащему поле комплексных чи-
сел C, замкнутому относительно действия линейных операторов A,B, то есть
∀a ∈ K,A(a) ∈ K,B(a) ∈ K. Оператор Lr можно рассматривать как многочлен от A с

коэффициентами, зависящими от оператора B, и записывать его как Lr =
p∑
i=0

ai(B)Ai,

либо как многочлен от оператора B с коэффициентами, зависящими от оператора A,

и записывать его как Lr =
q∑
j=0

bj(A)Bj; ε = A0 = B0 — операторная единица.
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Элемент f принадлежит некоторому конечномерному линейному пространствуN
над полем C. Далее предполагается, что операторы A,B действуют в пространстве N
и, следовательно, A,B ∈ A0, I — левый главный идеал алгебры операторов A0,
аннулирующих пространство N .

Частное решение уравнения будем искать в пространстве N , так что оператор[Lr,
по предположению, кроме своей естественной области определения M действует и в
этом пространстве.

Теорема 3. Пусть в уравнении (11) оператор B — почти алгебраический относи-
тельно идеала I с характеристическим многочленом νm(t) и простыми характе-
ристическими корнями tj, j = 1,m; Pj — I-идемпотентная система проекторов,
fj = Pj(f). Если операторы Lr(A, tj), полученные из оператора Lr(A,B) подста-
новкой чисел tij, i = 0, q, вместо операторов Bi, действуют в пространстве и N и
kerLr(A, tj)

⋂
N = 0, то частное решение уравнения (11) может быть вычислено

как сумма частных решений системы независимых уравнений

Lr(A, tj)uj = fj, j = 1,m. (12)

Доказательство. Поскольку операторы A,B,Lr(A,B) действуют в конечномерном
пространстве N , то искомое решение существует. Заменив степени Bi в силу теоре-

мы 2, получим
q∑
i=0

bi(A)
m∑
j=1

tijPju = f . Меняя порядок суммирования и учитывая, что

f ∈ N , найдем
m∑
j=1

q∑
i=0

bi(A)tijPju =
m∑
j=1

Pjf или
m∑
j=1

(Lr(A, tj)Pju − Pjf) = 0. Согласно

предположению, правые части (Lr(A, tj)Pju системы отличны от нуля, а простран-
ство N , которое является прямой суммой своих подпространств Nj равно Pj(N),
откуда получаем (12). �

2. Почти алгебраические дифференциальные операторы

Пусть K — дифференциальное поле с дифференцированием δ = d/dx (элемента-
ми поля K являются функции f(x) вещественной или комплескной переменной x),
поле комплексных чисел C ⊂ K.

Обозначим через K[δ] алгебру обыкновенных линейных дифференциальных опе-

раторов (ОЛДО), то есть многочленов вида Dn =
n∑
i=0

aiδ
i, ai ∈ K, an 6= 0, n — порядок

оператора, δ0 = ε — единица алгебры.
Почти алгебраические ОЛДО возникают, например, при рассмотрении уравне-

ния [8]
XDn = DnY, (13)
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где Dn ∈ K[δ] — заданный оператор, а X, Y — операторы, подлежащие определению.
Коэффициенты этих операторов, вообще говоря, принадлежат некоторому расшире-
нию R ⊃ K, полученному присоединением к полю K решений системы дифферен-
циальных уравнений на коэффициенты операторов X, Y .

Определение 5. Решением уравнения (13) называется любая пара операторов
(X, Y ) из R[δ]×R[δ], обращающая (13) в тождество.

Множество решений этого уравнения не пусто, поскольку в нем содержатся эле-
менты централизатора оператора Dn в R[δ]. Поскольку множества X и Y компонент
решений уравнения (13) являются изоморфными C-алгебрами, то ограничимся рас-
смотрением алгебры Y , а её элементы будем называть решениями уравнения (13).

Обозначим через N пространство решений уравнения Dn(y) = 0. Из рассмотре-
ния уравнения (13) следует, что операторы Y являются гомоморфизмами простран-
ства N , A0 — алгебра этих операторов. Множество операторов из Y , аннулирующих
пространство N , является левым идеалом в алгебре R[δ], обозначается I. Этот идеал
является главным, с образующей Dn, I = (Dn).

Теорема 4. Каждая Y компонента решения уравнения (13) является алгебраиче-
ским оператором относительно идеала I.

Доказательство. Оператор Y действует на пространстве N посредством матрицы
определенной в некотором базисе. Пусть νn(t) — характеристический многочлен. Для
каждого его корня ti кратности ri, i = 1, · · · , s, оператор (Y − tiε)ri имеет ровно ri
линейно независимых решений в пространстве N , а произведение этих операторов
аннулирует пространство N , значит, νn(Y ) ∈ I. �

Пусть оператор Dq ∈ K[δ] таков, что оператор Dn допускает представление

Dn =
m∑
i=0

ciD
i
q, ci ∈ C, n = mq. Тогда оператор Dq почти алгебраический с ха-

рактеристическим многочленом νm(t) =
s∏
i=0

(t − ti)
ri , где t1, t2, · · · , ts — различные

характеристические корни оператора Dq, r1, · · · , rs, соответственно, их кратности,
r1 + · · ·+ rs = m,m ≥ 2.

Теорема 5. Следующие условия эквивалентны:

а) Dq — почти алгебраический оператор с характеристическим многочленом
νm(t);

б) существует s линейных операторов Pj ∈ A0 таких, что:
s∑
j=1

Pj ≡ ε(modI), (14)
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PjPk ≡

Pj (modI), k = j,

0 (modI), k 6= j,
(15)

(Dq − tjε)rjPj ≡ 0(modI). (16)

в) пространство N является прямой суммой своих подпространств

Nj = ker(Dq − tjε)rj , N =
s⊕
j=1

Nj, где r1 + · · ·+ rs = m.

Утверждение является следствием теоремы 1.

3. Почти алгебраические разностные операторы

Пусть K — поле функций f(x) вещественной или комплексной переменной x,
содержащее поле комплексных чисел C, замкнутое относительно “разностного” опе-
ратора ω, действующего по формуле ωf(x) = f(x+ h) ∀f(x) ∈ K,h ∈ C . Обозначим
через K[ω] алгебру обыкновенных линейных разностных операторов (ОЛРО), то есть

многочленов вида Ωn =
n∑
i=0

aiω
i, ai ∈ K, an 6= 0, n — порядок оператора, ω0 = ε —

единица алгебры.
Почти алгебраические ОЛРО возникают, например, при рассмотрении уравне-

ния, аналогичного (13),
XΩn = ΩnY, (17)

где Ωn ∈ K[ω] — заданный оператор, а X, Y — операторы, подлежащие определению.
Коэффициенты этих операторов, вообще говоря, принадлежат некоторому расшире-
нию G ⊃ K, полученному присоединением к полю K решений системы разностных
уравнений на коэффициенты операторов X, Y .

Определение 6. Решением уравнения (17) называется любая пара операторов
(X, Y ) из G[ω]×G[ω], обращающая (17) в тождество.

Множество решений этого уравнения не пусто, поскольку в нем содержатся эле-
менты централизатора оператора Ωn в G[ω]. Поскольку множества X и Y компо-
нент решений уравнения (17) являются изоморфными C-алгебрами, то ограничим-
ся рассмотрением алгебры Y , а её элементы будем называть решениями уравнения
(17). Обозначим через N пространство решений уравнения Ωn(y) = 0. Из рассмотре-
ния уравнения (17) следует, что операторы Y являются гомоморфизмами простран-
ства N , A0— алгебра этих операторов. Множество операторов из Y , аннулирующих
пространство N , является левым идеалом в алгебре G[ω], обозначается I. Этот идеал
является главным, с образующей Ωn, I = (Ωn).
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Теорема 6. Каждая Y компонента решения уравнения (17) является алгебраиче-
ским оператором относительно идеала I.

Доказательство. Оператор Y действует на пространстве N посредством матрицы
определенной в некотором базисе. Пусть νn(t) — характеристический многочлен этой
матрицы. Для каждого его корня ti кратности ri оператор (Y − tiε)ri имеет ровно ri,
i = 1, s, линейно независимых решений в пространстве N , а произведение этих
операторов аннулирует пространство N , то есть νn(Y ) ∈ I. �

Пусть оператор Ωq таков, что оператор Ωn допускает представление Ωn =
m∑
i=0

ciΩ
i
q,

ci ∈ C, n = mq. Тогда оператор Ωq почти алгебраический с характеристическим

многочленом νm(t) =
s∏
i=0

(t − ti)ri , где t1, t2, · · · , ts — различные характеристические

числа оператора Ωq, r1, · · · , rs, соответственно, их кратности, r1 + · · ·+rs = m,m ≥ 2.

Теорема 7. Следующие условия эквивалентны:

а) Ωq — почти алгебраический оператор с характеристическим многочленом
νm(t);

б) существует s линейных операторов Pj ∈ A0 таких, что:
s∑
j=1

Pj ≡ ε(modI), (18)

PjPk ≡

Pj (modI), k = j,

0 (modI), k 6= j,
(19)

(Ωq − tjε)rjPj ≡ 0(modI). (20)

в) пространство N является прямой суммой своих подпространств

Nj = ker(Ωq − tjε)rj , N =
s⊕
j=1

Nj, где r1 + · · ·+ rs = m.

Утверждение является следствием теоремы 1.

4. Дифференциально-разностные уравнения

Применим понятие почти алгебраического элемента (оператора) к
дифференциально-разностным уравнениям. Пусть поле K замкнуто относительно

действия “разностного” ω и дифференциального δ операторов; Ωp =
p∑
i=0

biω
i ∈ K[ω],

bi ∈ K, Dq =
q∑
i=0

aiδ
i ∈ K[δ], ai ∈ K. Операторы Am = Am(Ωp, Dq) =

r∑
i=0

s∑
j=0

ai jΩ
i
pD

j
q,
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aij ∈ K, где m = max(rp, sq, rp+ sq) — совокупный порядок оператора — можно рас-
сматривать как алгебру A [Ωp] многочленов от Ωp с коэффициентами, зависящими

от оператора Dq, и записывать её элементы как Am =
r∑
i=0

ai(Dq)Ω
i
p, либо как алгебру

A [Dq] многочленов от оператора Dq с коэффициентами, зависящими от оператора

Ωp, и записывать её элементы как Am =
s∑
j=0

bj(Ωp)D
j
q; ε = ω0 = δ0 — единица алгебры.

Рассмотрим уравнение
Am(Ωp, Dq)u = f (21)

с оператором Am(Ωp, Dq) и функцией f = f(x) принадлежащей пространству N ре-
шений некоторого дифференциального уравненияDn(y) = 0,Dn ∈ K[δ],M — область
определения оператора Am, а областью его значений является пространство N .

Пусть I = (Dn) — левый главный идеал алгебры A0, с образующей Dn ∈K[δ],

Dn =
n∑
j=0

ajδ
j, aj ∈ K. Если оператор Dn может быть представлен в виде

Dn =
k∑
i=0

ciD
i
q, ci ∈ C, n = kq, то он является алгебраическим относительно идеа-

ла I с характеристическим многочленом νk(t) =
s∑
i=0

(t− ti)ri , r1 + · · ·+ rs = k, ti 6= tj

при i 6= j.

Будем искать решение уравнения в пространстве N то есть предполагать, что
оператор Am(Ωp, Dq) действует и в этом пространстве.

Теорема 8. Если операторы Am(Ωp, tj), полученные из оператора Am(Ωp, Dq) под-
становкой чисел tij, i = 0, s, вместо операторов Di

q, действуют в пространстве N и
kerAm(Ωp, tj)

⋂
N = 0, то частное решение уравнения (21) может быть вычислено

как сумма частных решений системы независимых уравнений

Am(Ωp, tj)uj = fj, j = 1, s, (22)

где fj = Pj(N), операторы Pj — образуют I- идемпотентную систему проекторов.

Доказательство. Доказательство повторяет доказательство теоремы 3 при замене
операторов A,B на операторы Ωp, Dq, соответственно. �

Заметим, что методы решения однородных и неоднородных обыкновенных ли-
нейных разностных уравнений даны в [4], [5].
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5. Пример

Вычислим частное решение уравнения

u(x+ 1)(4)
xx − 2u(x+ 1)(4)

xx + 2u(x+ 1)(2)
xx − 4u(x)(2)

xx + 2u(x+ 1)− u(x) = f(x) (23)

с правой частью f(x) = exp
(

x√
2

)
+ cos

(√
5
2
x
)
.

Перепишем уравнение в операторной форме

A5(u) = [(ω − 2ε)(δ4 + 2δ2 + ε) + ω + ε]u = f(x). (24)

Здесь δ — оператор дифференцирования по переменной x, оператор ω действует на
функцию f(x) по формуле ω(f(x)) = f(x + 1). Приведем три варианта решения,
выбирая различным образом почти алгебраический оператор.

Вариант 1. Запишем оператор в виде A5(u) = (ω − 2ε)(δ2 + ε)2 + ω + ε. Правая
часть уравнения принадлежит пространству решений дифференциального уравне-
ния D4(u) =

(
(δ2 + ε)2 − 9

4
ε
)
u = 0, которое принимаем в качестве пространства N .

Таким образом, оператор δ2 + ε — алгебраический относительно левого главного иде-
ала I = (D4) с характеристическим многочленом ν2(t) = t2 − 9

4
ε и простыми харак-

теристическими числами t1 = −3
2
, t2 = 3

2
.

Построим проекторы по формулам (6), которые в силу простых корней имеют
вид

P1 = −1
6
(2δ2 − ε), P2 = 1

6
(2δ2 + 5ε), (25)

тогда P1(f(x)) = f1(x) = cos
(√

5
2
x
)
, P2(f(x)) = f2(x) = exp

(
x√
2

)
.

Согласно теореме 8, для вычисления частного решения имеем систему независи-
мых уравнений

A5(t1)u1 = cos

(√
5
2
x

)
, A5(t2)u2 = exp

(
x√
2

)
. (26)

Частные решения этих уравнений найдем, построив левые регуляризаторы опе-
раторов в их левых частях по формулам

Rj
m1
A5(tj) +Bj

m2
Ωj

1 = ε, j = 1, 2, (27)

которые рассматриваются как уравнения относительно неизвестных операторов Rj
m1

и Bj
m2

. Операторы Rj
m1

называются левыми регуляризаторами операторов A5(tj),
Ωj

1 — операторы, аннулирующие функции fj(x) = Pj(f(x)). В каждом случае ищем
минимальное решение [2] уравнения (27).

Имеем A5(t1) = A5(t2) =
13

4
ω − 7

2
ε. Для первого уравнения

Ω1
2 = ω2−2 cos

(√
5
2

)
ω + ε — оператор, аннулирующий правую часть. Поэтому
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минимальное решение уравнения (27) нужно искать в виде R1
1 = a1ω + b1ε, B1

0 = c1ε.

Составляя и решая систему относительно a1, b1, c1, получим a1 =
52

365− 364 cos
(√

5
2

) ,
b1 = −2

7
+

338

7(365− 364 cos
(√

5
2

) , c1 =
169

365− 364 cos
(√

5
2

) , следовательно,

u1(x) = R1
1(f1(x)) =

52 cos
(√

5
2
(x− 1)

)
− 56 cos

(√
5
2
x
)

365− 364 cos
(√

5
2

) .

Для второго уравнения имеем: Ω2
1 = ω − exp

(
1√
2

)
ε, поэтому решение уравне-

ния (27) ищем в виде R2
0 = a2ε, B2

0 = b2ε. Получаем a2 =
4

−14 + 13 exp
(

1√
2

) , сле-
довательно, u2(x) =

4 exp
(

1√
2
x
)

−14 + 13 exp
(

1√
2

) . Таким образом, искомое частное решение

таково

u(x) =
52 cos

(√
5
2
(x− 1)

)
− 56 cos

(√
5
2
x
)

365− 364 cos
(√

5
2

) +
4 exp

(
1√
2
x
)

−14 + 13 exp
(

1√
2

) .
Вариант 2. Строим оператор D3 = (δ − 1√

2
ε)(δ2 + 5

2
ε), ядру N которо-

го принадлежит правая часть уравнения. Оператор дифференцирования δ

является алгебраическим относительно левого идеала I = (D3) с харак-
теристическим многочленом третьей степени и простыми характеристиче-

скими числами t1 =
1√
2
, t2 =

5√
2
i, t3 = − 5√

2
i. В этом случае имеются три

проектора: P1 =
1

3
(δ2 +

5

2
ε), P2 =

−i
5i+

√
5
δ2 +

i−
√

5

21/2(5i+
√

5)
δ +

√
5

2(5i+
√

5)
ε

и P3 =
i

−5i+
√

5
δ2 − i+

√
5

21/2(−5i+
√

5)
δ +

√
5

2(−5i+
√

5)
ε, применение которых

в теореме приводит к следующей системе:

(
13

4
ω −

7

2
ε

)
u1(x) = exp

(
x
√

2

)
,(

13

4
ω −

7

2
ε

)
u2(x) =

1

2
exp

−i
√

5

2
x

,

(
13

4
ω −

7

2
ε

)
u3(x) =

1

2
exp

i
√

5

2
x

. Вы-

числяя левые регуляризаторы операторов и применяя их к уравнениям, получим,

вообще говоря, комплексные решения: u1(x) = 4 exp

(
x√
2

)(
−14 + 13 exp

(
1√
2

))−1

,
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u2(x) = 2 exp

(
−i
√

5

2
x

)(
−14 + 13 cos

(
−i
√

5

2

))−1

, u3(x) = 2 exp

(
i

√
5

2
x

)
×

×

(
−14 + 13 cos

(
i

√
5

2

))−1

. Выделив вещественную часть, придем к решению,

полученному ранее.

Вариант 3. Рассмотрим кратко случай, когда почти алгебраическим эле-
ментом выбирается оператор ω. Перепишем оператор уравнения в виде
A5(u) = (δ4 + 2δ2 + 2ε)ω − (δ4 + 2δ2 − ε). В качестве образующей левого глав-
ного идеала выбираем разностный оператор Ω3, аннулирующий пространство
N , с базисом из функций exp

(
x√
2

)
, cos

(√
5
2
x
)
, sin

(√
5
2
x
)
. Теперь оператор

ω является алгебраическим относительно идеала I = (Ω3) c простыми харак-
теристическими числами k1 = exp

(
1√
2

)
, k2 = exp

(
−i
√

5
2

)
, k3 = exp

(
i
√

5
2

)
.

Проекторы Pi, i = 1, 3, зависят от оператора ω, что приводит к трем независи-
мым уравнениям ((ti − 1) δ4 + 2 (ti − 1) δ2 + (2ti − 1) ε)ui(x) = Pi(f(x). Частные
решения этих уравнений вычислим, построив с помощью уравнений (27) левые
регуляризаторы операторов в левых частях.

Заключение

Понятие элементов почти алгебраических относительно двусторонних идеалов
распространяется на элементы почти алгебраические относительно левых идеалов.
Показано, что таковыми могут быть обыкновенные линейные дифференциальные и
разностные операторы, являющиеся решениями некоторых операторных уравнений.
В случае простых корней характеристического уравнения строятся соответствующие
проекторы и левые регуляризаторы. Полученные результаты применяются к отыс-
канию частных решений неоднородных обыкновенных линейных дифференциально-
разностных уравнений с почти алгебраическим дифференциальным или разностным
оператором.
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РЕФЕРАТЫ ИНФОРМАТИКА & МАТЕМАТИКА

Андронова О. А. Случай малой интенсивности в спектральных задачах с
внутренней диссипацией энергии / О. А. Андронова // Таврический вест-
ник информатики и математики. — 2015. — №3 (28). — C. 8 – 23.

УДК: 517.9:532

В статье рассмотрены спектральные задачи с внутренней диссипацией энергии и
приведены простейшие свойства спектра данной задачи. Выясняется, что спектр рас-
сматриваемых задач достаточно своеобразен, он зависит от интенсивности внутрен-
ней диссипации, что и обосновывает рассмотрение “модельных” спектральных задач.
Результаты рассмотрения одной модельной спектральной задачи как подтверждают
ранее доказанные общие свойства спектра, так и устанавливают новые факты. В слу-
чае малой интенсивности внутренней диссипации энергии получены утверждения о
локализации спектра, о полноте и базисности системы корневых элементов.

Ключевые слова: гильбертово пространство, компактный самосопряжённый оператор,
классы компактности, характеристическое уравнение, динамика изменения собственных
значений.

Богатов Е. М. Некоторые заметки об истории пространств Орлича /
Е. М. Богатов // Таврический вестник информатики и математики. —
2015. — №3 (28). — C. 24 – 39.

УДК: 51(09)

Работа посвящена истории создания пространств Орлича LM , состоящих из функ-
ций, интегрируемых с выпуклой функцией M(u), для которых конечен инте-
грал ρM(u) =

∫ b
a
M(u(x)dx. Проводится анализ состояния математической на-

уки на этапе переоценки соотношения между её вычислительными и идейны-
ми аспектами. Исследуется влияние идей крупнейших европейских математи-
ков — Э. Ландау, Ф. Рисса, У. Юнга, С. Банаха и др., на результаты которых
опирался В. Орлич в 1932 – 1936 гг. при создании банахова пространства с нор-
мой ‖u‖OLM = supρN (v)≤1

∫ b
a
uvdx, где N(v) — дополнительная к M(u) по Юнгу вы-

пуклая функция, а функция u(x) удовлетворяет условию ρM(ku) <∞ для некоторо-
го k > 0. Приводятся наиболее известные представители советской и постсоветской
науки, специализирующиеся на пространствах Орлича и их приложениях.

Ключевые слова: история функционального анализа, обобщения пространств Lp, про-
странство Орлича LM , В. Орлич, З. Бирнбаум, банаховы пространства, классы инте-
грируемых функций, норма Орлича, советская математика, польская математика
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Гаркавенко Г. В., Ускова Н. Б. Спектральный анализ разностных опе-
раторов второго порядка с растущим потенциалом / Г. В. Гаркавенко,
Н. Б. Ускова // Таврический вестник информатики и математики. —
2015. — №3 (28). — C. 40 – 48.

УДК: 517.9

В работе рассматривается один класс разностных операторов, соответствующий опе-
ратору Штурма –Лиувилля с растущим потенциалом при его дискретизации. Изу-
чаются спектральные свойства операторов данного класса. Методом исследования
служит предложенный А. Г.Баскаковым метод подобных операторов, обычно приме-
няемый в спектральном анализе различных классов дифференциальных операторов.
Для исходного оператора построены две допустимые тройки, в первой из которых
в качестве пространства допустимых возмущений выступает банахова алгебра огра-
ниченных линейных операторов, а во втором — банахова алгебра операторов с сум-
мируемыми диагоналями. Получены асимптотические оценки собственных значений,
собственных векторов и спектральных проекторов.

Ключевые слова: спектр, метод подобных операторов, асимптотические оценки, раз-
ностный оператор, спектральные проекторы

Корнута А. А. Динамика стационарных структур в параболической зада-
че с преобразованием отражения / А. А. Корнута // Таврический вестник
информатики и математики. — 2015. — №3 (28). — C. 49 – 61.

УДК: 517.957

Рассматривается скалярное параболическое уравнение с преобразованием отражения
пространственной переменной. Исследуется асимптотическая форма и устойчивость
пространственно неоднородных стационарных решений, бифурцирующих из нулево-
го решения.

Ключевые слова: нелинейная оптика, обратная связь, бифуркационный анализ, устой-
чивость, метод Галёркина

Рыхлов В. С. О скорости равносходимости в аналоге теоремы Штейнгау-
за / В. С. Рыхлов // Таврический вестник информатики и математики. —
2015. — №3 (28). — C. 62 – 81.

УДК: 517.518.4

Хорошо известна теорема Х. Штейнгауза о равносходимости в равномерной метри-
ке тригонометрического ряда от произведения двух функций и произведения одной
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из этих функций на тригонометрический ряд от другой функции. В данной статье
доказываются аналоги этой теоремы, в которых речь идет о такой же равносходи-
мости и оценивается скорость равносходимости. Равносходимость доказывается не
на всем основном отрезке, а на любом компакте основного интервала. Это упрощает
выкладки. Тем более, рассмотрение всего отрезка, как правило, в приложениях полу-
ченных в статье результатов не требуется. Достаточно исследования равносходимо-
сти на любом компакте основного интервала. Результаты статьи используются при
исследовании равносходимости разложений в биортогональные ряды по собствен-
ным и присоединенным функциям обыкновенных дифференциальных операторов с
регулярными краевыми условиями и негладким коэффициентом при (n−1)-й произ-
водной и по тригонометрической системе. Во введении статьи дается краткая исто-
рия вопроса. В первой части статьи доказывается общая теорема равносходимости в
терминах модулей непрерывности разлагаемых функций в различных метриках. Во
второй части статьи рассматриваются логарифмические модули непрерывности. В
этом случае теорема равносходимости формулируется в более простой форме, пока-
зывается точность оценки скорости равносходимости. А именно, строятся примеры
функций, свойства которых мало отличаются от свойств функций в условиях теоре-
мы равносходимости, но равносходимости для которых уже нет. Дается оценка снизу
скорости равносходимости на некоторой подпоследовательности тригонометрическо-
го ряда. В последней, третьей, части статьи доказывается теорема равносходимости
для случая, когда модули непрерывности оцениваются сверху медленно меняющи-
мися функциями. В этом случае также оценивается скорость равносходимости. Как
частный случай, эта теорема содержит уже полученные результаты для логарифми-
ческих модулей непрерывности.

Ключевые слова: теорема Штейнгауза, теорема равносходимости, скорость равнос-
ходимости, тригонометрический ряд, модули непрерывности, логарифмические модули
непрерывности, меделнно меняющиеся функции, оценка снизу скорости равносходимости

Хазова Ю. А. Стационарные структуры в параболической задаче с от-
ражением пространственной переменной / Ю. А. Хазова // Таврический
вестник информатики и математики. — 2015. — №3 (28). — C. 82 – 94.

УДК: 517:957

Исследуется динамика стационарных структур в нелинейном оптическом резонаторе
с преобразованием отражения. Математической моделью системы является парабо-
лическое уравнение на окружности с преобразованием отражения пространственной
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переменной. Исследуется эволюция форм и устойчивость структур при уменьшении
коэффициента диффузии. В работе используется иерархия галеркинских аппрокси-
маций для построения системы дифференциальных уравнений. В этой системе возни-
кает широкий спектр седло-узловых бифуркаций, которым отвечают приближенные
решения исходной задачи. Данные приближенные решения порождают метаустойчи-
вые структуры.

Ключевые слова: параболическая задача, бифуркация, устойчивость, метод Галеркина

Цирулик В. Г. Вычисление частных решений неоднородных линейных
уравнений с почти алгебраическим оператором в случае простых корней
характеристического уравнения / В. Г. Цирулик // Таврический вестник
информатики и математики. — 2015. — №3 (28). — C. 95 – 108.

УДК: 517.929

Понятие оператора, почти алгебраического относительно некоторого двусторонне-
го идеала, алгебры линейных операторов, действующих в некоторых конечномер-
ных линейных пространствах, распространяется на тот случай, когда идеал только
левый. Рассматриваются свойства таких операторов, доказывается теорема о виде

частного решения уравнения вида
n,m∑

i=0,j=0

aijA
iBju = f , где A и B — линейные опера-

торы, f — элемент некоторого линейного пространства. Результаты применяются к
дифференциально-разностным уравнениям.

Ключевые слова: почти алгебраические дифференциальные и разностные операторы,
левые регуляризаторы линейных операторов, дифференциально-разностные операторы,
частные решения неоднородных линейных дифференциально-разностных уравнений
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