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GARANTEED OUTCOMES AND RISKS IN MULTICRITERIA
PROBLEM

c© V. I. Zhukovskiy, M. M. Kirichenko and M. V. Boldyrev
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Garanteed Outcomes and Risks in Multicriteria Problem.

V. I. Zhukovskiy, M. M. Kirichenko, M. M. Boldyrev

Abstract. The method of strategy construction in multicriteria problems under
uncertainty (MPU) is examined. Moreover, this strategy provides the Pareto maximality of
guaranteed outcome with minimal risk. As application two variants of the problem of diversifying
contribution under two deposits (local and foreign) are examined.

Keywords: Pareto maximum, strategy, uncertainty, vector guarantee, Savage risk, principle of
minimax regret

Introduction

In 1939, Romanian mathematician, who migrated to America in 1938, Abraham
Wald (1902–1950) introduced [1] the maximin principle (principle of guaranteed
outcome), which allows finding a guaranteed result in a one-criterion problem under
uncertainty (OCPU). In almost 10 years, German mathematician Jürg Niehans in 1948
and American mathematician, economist, and statistician Leonard Savage (1917–1971)
in 1951 suggested [2, 3] the principle of minimax regret, which allows building guaranteed
risks for OCPUs; it would later be referred to as “Savage risk” (later named “Niehans–
Savage criterion”). Naturally arises the question of building a strategy, which would
simultaneously guarantee a maximum possible outcome and a minimum possible risk.

If we consider the base criterion and the “minus” Savage risk as a second criterion, then
the OCPU transforms to two-criteria problem under uncertainty. The present article seeks
to provide a mathematical justification of building strategies in multicriteria problems
under uncertainty, which would simultaneously increase the guarantees of all outcomes
and decrease the accompanying risks.
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1. Definition of the problem

A multicriteria problem under uncertainty (MPU) is defined by an ordered set as
follows:

< X, Y, fi(x, y)i∈N > (1)

Possible strategies x ∈ X ⊆ Rn (belong to the set X from Euclidian n-dimensional
space Rn); Y ⊆ Rm is a subset of pure uncertainties y; criteria fi(x, y) are scalar functions,
defined in the Cartesian productX×Y ; N = 1, . . . , N , andN ≥ 2 is a set of index numbers
of the criteria. In the problem (1), the decision maker seeks to adopt a strategy x ∈ X to
increase values of each criterion fi(x, y) (called outcomes) to maximum possible ones. The
decision maker also must take in account the effects from any possible uncertainty y ∈ Y .
Ergo each strategy x ∈ X and each criterion fi(x, y) is bound to a set of outcomes
fi(x, Y ) = ∪y∈Y fi(x, y). To “narrow down” this set, we will use the Savage risks Ri(x, y),
accompanying realizations of each criterion fi(x, y). At this point, we will proceed to
building the Savage risk function Ri(x, y) for each criterion fi(x, y). Under the Nyquist–
Savage criterion [2, 3]:

Ri(x, y) = max
z∈X

fi(z, y)− fi(x, y) i ∈ N. (2)

Values of Ri(x, y) are called Savage risks under the realization of pair (x, y) ∈ X × Y .
Building Ri(x, y) is conducted in two stages: first, the function

φi[y] = max
z∈X

fi(z, y) ∀y ∈ Y (3)

is found; second, the Savage risk function Ri(x, y) is built under formula (2).

Lemma 1. [4, p. 54] If sets X and Y are compact and criteria fi(x, y) are continuous in
product X × Y , then
а) function φi[y] from (3) is continuous in Y ;
b) functions

fi[x] = min
y∈Y

fi(x, y) ∀x ∈ X (4)

are continuous in X.

Remark 1. From (4) follows that fi[x] is a guarantee for fi(x, y) for any y ∈ Y , since,
according to (4),

fi[x] ≤ fi(x, y) ∀y ∈ Y, i ∈ N.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2016, 1
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From this point, comp Rn is the designation for the set of compacts within Rn, and the
continuousness of fi(x, y) in X × Y is denoted as fi(x, y) ∈ C(X × Y ).

Remark 2. In problem (1), if criterion fi(x, y) ∈ C(X × Y ) and X ∈ comp Rn,
Y ∈ comp Rn, then the Savage risk function Ri(x, y) (i ∈ N) in (2) is continuous in
X × Y . Indeed, continuousness of φi[y] in (3) follows from Lemma 1, statement a), and,
accordingly, the Savage risk function is continuous as a difference of continuous functions:
Ri(x, y) = φi[y]− fi(x, y) (i ∈ N).

Remark 3. The Savage risk function from (2) characterizes deviation of criterion fi(x, y)

from the “desired” value maxx∈X fi(x, y). This prompts the decision maker to choose a
strategy x ∈ X, which would decrease the difference Ri(x, y) from (2) to the greatest
extent possible or, equivalently, increase −Ri(x, y). Then the given MPU (1) is assigned
to a 2N -criteria problem

〈
X, Y, fi(x, y),−Ri(x, y)i∈N

〉
. (5)

The goal of the decision maker in (5) is to choose a strategy x ∈ X so that the 2N criteria
fi(x, y),−Ri(x, y) (i ∈ N) assume the greatest values possible; the decision maker must
also expect a possibility of emergence of uncertainty y ∈ Y .

2. Formalization of a guaranteed solution

MPUs are well-described in the literature (in particular, we refer to the
monography [5] published in the United States). In the present article, we will use
the approaches from a recent series of articles [6, 7]. In this formalization, we will
use two N -vectors, f = (f1, . . . , fN), R = (R1, . . . , RN), and, finally, the 2N -vector
F = (F1, . . . , FN , FN+1, . . . , F2N), where Fi = fi, Fi+N = −Ri (i ∈ N). Then (5) may be
rewritten as 〈

X, Y, {Fj(x, y)}j=1,...,2N

〉
. (6)

Remark 4. Consider the guarantees of the risk functions −Ri(x, y) (i ∈ N):

−Ri[x] = min
y∈Y

[−Ri(x, y)] = min
y∈Y

[−FN+i(x, y)] = −max
y∈Y

FN+i(x, y) = −FN+i[x],

from which follows the equation:

Ri[x] = max
y∈Y

Ri(x, y)(i ∈ N) (7)

«Таврический вестник информатики и математики», №1 (30)’ 2016
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and thus Ri[x] ≥ Ri(x, y) ∀y ∈ Y . Then Ri[x] is the guarantee of Savage risk function
for the decision maker using strategy x ∈ X (it must be remembered that that decision
maker strives to decrease the risk and, according to (7), the risk function Ri(x, y) cannot
exceed Ri[x] for any y ∈ Y ).

We will now proceed to building a multicriteria problem of guarantees. For the
problem (1) and, accordingly, in the MPUs extended with risks (5), (6), we will only
limit ourselves to interval uncertainties y ∈ Y . We only know that y may assume any
value from Y , and probabilistic characteristics of arrangement of y ∈ Y are absent or
unknown for some reasons. Thus, the MPU (5) (or, equivalently, (6)) is assigned to a
multicriteria problem of guarantees〈

X,

{
Fj[x] = min

y∈Y
Fj(x, y)

}
j=1,...,2N

〉
. (8)

We recall that Fi[x] = miny∈Y fi(x, y) and Fi+N [x] = −maxy∈Y Ri(x, y) = Ri[x] (i ∈ N).
For a formalization of an optimal solution of (1) under risks we will use the term,
introduced in 1909 [8] by Italian economist and sociologist Vilfredo Pareto (1848–1923),
later named “the Pareto maximum”.

Definition 1. Strategy xP ∈ X is called Pareto maximal (sometimes also effective)
for a 2N -criteria problem (8), if for any x ∈ X, the system of inequalities

Fj[x] ≥ Fj[x
P ] (j = 1, . . . , 2N),

of which at least one inequality is strict, is not consistent.

Lemma 2. [9, p. 71] Assume αj = const > 0 (j = 1, . . . , 2N) , then xP ∈ X, complying
with the equation

2N∑
j=1

αjFj[x
P ] = max

x∈X

2N∑
j=1

αjFj[x],

is the Pareto maximal strategy for (8).

Corollary 1. If X ∈ comp Rn and Fj[x] ∈ C(X) (j = 1, . . . , 2N), then a Pareto maximal
strategy exists for (8).

Definition 2. A tripod (xP , f [xP ], R[xP ]) ∈ X × R2N is called Pareto guaranteed
under outcomes and risks solution of an MPU (1), if:

1) the following functions exist: fi[x] = miny∈Y fi(x, y), Ri[x] = maxy∈Y Ri(x, y)

∀x ∈ X (i ∈ N),

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2016, 1
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2) xP is Pareto maximal for a multicriteria problem of guarantees (8).

It must be remembered that

f [x] = (f1[x], . . . , fN [x]), R[x] = (R1[x], . . . , RN [x]),

Ri[x] = max
y∈Y

Ri(x, y), Ri(x, y) = max
z∈X

fi(z, y)− fi(x, y).

Why is the Pareto guaranteed under outcomes and risks solution (PGOR) suggested
as a “good” solution of the MPU (1)?

First, it provides an answer to the indigenous Russian question: “What is to be done?”
It is suggested the decision maker follow the strategy xP of the tripod (xP , f [xP ], R[xP ]).

Second, this strategy xP “provide” outcomes fi(xP , y) greater than or equal to fi[xP ]

with a risk of Ri(x
P , y) not greater than Ri[x

P ] for any i ∈ N, under implementation of
any uncertainty y ∈ Y (i.e. xP set lower limits for outcomes implemented under x = xP

and upper limits for risks accompanying this implementation).
Third, situation xP implements “the greatest” Pareto maximal outcomes and

corresponding “minus” risks; otherwise speaking, there is no situation x 6= xP , in which
all risk guarantees fi[xP ] would increase and at the same time, all risk guarantees would
decrease Ri[x

P ].
It should be noted that the union of “second” and “third” is somewhat analogous to the

maximin strategy for a one-criterion problem under uncertainty, with the difference being
the substitution of the inner minimum with miny∈Y Fi(x, y) (i ∈ N) and the substituition
of the outer maximum with the Pareto maximum. Two possible research routes are
available at this point. The first one of them is to substitute the Pareto maximum with the
Slater, Borwein, Geoffrion optimums and conical optimality, and to establish connection
between such different solutions. The second route is based on the desire of the decision
maker for higher profits, while the guarantees in Definition 2 are the “lowest”. Therefore it
is possible to substitute scalar minimums (from the inner minimum in the maximin) with
a vectorial one (listed above), therefore increasing the guarantees. Connections between
solutions are also of interest (some attempts to build such connection the first author lists
in the monography [5]).

Fourth, Definition 2 allows suggesting a constructive method of building a PGOR. It
may be reduced to four steps.

Step 1. Using fi(x, y), find maxx∈X fi(x, y) = φi[y] and build the Savage risk function
for criterion fi(x, y), assuming Ri(x, y) = φi[y]− fi(x, y)(i ∈ N).

Step 2. Build outcome guarantees fi[x] = miny∈Y fi(x, y) and risk guarantees
Ri[x] = maxy∈Y Ri(x, y) (i ∈ N).

«Таврический вестник информатики и математики», №1 (30)’ 2016



12 V. I. Zhukovskiy, M. M. Kirichenko and M. V. Boldyrev

Step 3. For a 2N -criteria guarantees problem
〈
X, Y, {fi[x],−Ri[x]}i∈N

〉
, calculate a

Pareto maximal stategy xP . Lemma 2 may be used here, assuming αj = 1 (j = 1, . . . , 2N).
Step 4. Using xP , determine the values of guarantees fi[x

P ]

and Ri[x
P ] (i ∈ N) and collect them into two N -vectors

f [xP ] = (f1[xP ], . . . , fN [xP ]), R[xP ] = (R1[xP ], . . . , RN [xP ]).
The resulting tripod (xP , f [xP ], R[xP ]) forms the desired PGOR, which complies

with Definition 2, i.e. using strategy xP results in a guaranteed outcome fi[xP ] with a
guaranteed Savage risk Ri[x

P ] for each criterion fi(x, y) (i ∈ N).
We will now proceed to the proof of existence of PGOR for requirements “usual” for

mathematical programming.

Theorem 1. If in problem (1),

1. sets X and Y are compact,
2. criteria fi(x, y) are continuous in X × Y , then a PGOR exists.

Proof. Given the continuousness of the criteria fi(x, y), according to Lemma 1, functions
fi[x] = miny∈Y fi(x, y), φi[y] = maxx∈X fi(x, y) (i ∈ N) are continuous; according
to Remark 2, this implies that the Savage risk functions Ri(x, y) ∈ C(X × Y ) are
continuous as well. From Lemma 1 also follows the continuousness of the functions
Ri[x] = maxy∈Y Ri(x, y)(i ∈ N). So, under compliance with both requirements of the
theorem, in a multicrireria problem of guarantees (8) all criteria Fj[x] are continious
(j = 1, . . . , 2N). As follows from Corollary 1, a Pareto maximal strategy xP exists
in (8), and for this strategy, vectors f [xP ] and R[xP ] are immediately defined. The tripod
(xP , f [xP ], R[xP ]) forms the sought-after PGOR (8). �

3. Risks and outcomes for diversification of a deposit into
sub-deposits in different currencies

In publications on microeconomics, for example, in [10, p. 103] all decision makers
are divided into three categories: risk-averse, risk-neutral, and risk-seeking. In the present
article, a solution of the problem of diversification of a deposit into sub-deposits in rubles
and in a foreign currency is found for a risk-neutral person in two cases. It should be noted
that another article [11, p. 9] addresses the problem, and it presents results different from
those below. The case is that Pareto solutions form a set the elements of which are in
general different. Different elements of the same Pareto set appear in [11] as well as in the
present article. We will now proceed to the diversification problem.
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The amount of money in a singular deposit diversified into two sub-deposits (in
rubles and a foreign currency) accumulated by the end of the year may [12, p. 58–60]
be represented as

f(x, y) = x(1 + r) +
1− x
k

(1 + d)y (9)

where r and d are the rates of interest for the sub-deposits in rubles and a foreign currency,
accordingly; k and y are the exchange rates (to the ruble) in the beginning and the end of
the year, accordingly; x ∈ [0, 1] is a fraction defining the proportion, in which the singular
deposit is divided into the sub-deposits. In accordance with (9), x is then the fraction of
the sub-deposit in rubles, and the remaining part 1−x is converted into a foreign currency
1−x
k

and allocated in a sub-deposit. In the end of the year it is converted back into rubles
1−x
k

(1 + d)y and the resulting amount of money is determined by the sum in (9). It is
required to determine the fraction x, under the implementation of which the resulting
amount of money f(x, y) is the greatest possible one. It must be taken in account the
future exchange rate y is normally unknown. We will, however, assume it may be defined
in a corridor of possible values, precisely, y ∈ [a, b], where the constants b > a > 0 are set
or obtained at first. So, the mathematical model of the diversification problem in hand
may be represented as an ordered tripod

Γ = 〈X = [0, 1], Y = [a, b], f(x, y)〉 , (10)

where function f(x, y) is defined in (9); here, X = [0, 1] is the set of strategies x of the
decision maker; Y = [a, b] is the set of uncertainties y; finally, f(x, y) is the function
of usefulness (criterion), the value of which is called outcome. From the perspective of
operations research, Γ is a one-criterion problem of making decisions under uncertainties.
Presence of an uncertainty, as well as the intent to consider it is strongly tied to risks —
“the possibility of deviation of any variables from the desired values” [13, p.15].

Statement. For the diversification problem of a deposit into sub-deposits in rubles and a
foreign currency, the Pareto guaranteed under outcomes and risks solution is

(xP , f [xP ], R[xP ]) =


(

0,
1 + d

k
a, 0

)
, k

1 + r

1 + d
≤ a,

(1, 1 + r, 0) , k
1 + r

1 + d
≥ b.

Proof. Consider two cases:
first, k 1+r

1+d
≤ a,

second, k 1+r
1+d
≥ b.
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These cases correspond to the two possibilities of relative of the point k 1+r
1+d

and the
interval [a, b] in the y-axis (see Fig. 1).

Fig. 1. Possible cases of relative location of the interval [a, b] and the
point k 1+r

1+d
.

Case 1.
[
k 1+r

1+d
≤ a
]

=⇒
[
1 + r ≤ 1+d

k
a
]
. Using the suggested method of finding a

PGOR (after Definition 2), we get the following results:
Stage 1. Building the Savage risk functions in accordance with (2). We have to find

the x-maximal value of the criterion f(x, y), i.e. maxx∈X f(x, y). For that, we will make
an upper estimate of this function and show that it is attainable (and thus the optimal
one). Indeed,

f(x, y) = x(1 + r) +
1− x
k

(1 + d)y ≤ 1 + d

k
ax+

1− x
k

(1 + d)y =

=
1 + d

k
x (a− y)︸ ︷︷ ︸

≤0

+
1 + d

k
y ≤ 1 + d

k
y.

And then the maximum is implemented under x = 0. Therefore, maxx∈X f(x, y) = 1+d
k
y.

Then the risk function R(x, y) = 1+d
k
y − x(1 + r)− 1−x

k
(1 + d)y = x1+d

k
(y − 1+r

1+d
k).

Stage 2. Building guarantees of outcomes and risks. It is easy to see that

f [x] = min
a≤y≤b

f(x, y) = f(x, a) = x
1 + d

k

(
1 + r

1 + d
k − a

)
+

1 + d

k
a,

−R[x] = min
a≤y≤b

[−R(x, y)] = −R(x, b) = −x1 + d

k

(
b− 1 + r

1 + d
k

)
︸ ︷︷ ︸

≥0

.

Stage 3. Finding the Pareto maximal strategy xP in the two-criteria problem
< X, f [x],−R[x] >. For that, we may find xP knowing that

max
x∈[0,1]

(f [x]−R[x]) = f [xP ]−R[xP ].
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Consider the case 1 (see Fig. 2), where the bold line denotes the graph of the sum of
the functions.

Stage 4. From the figure 2 follows that maxx∈[0,1](f [x]−R[x]) is achieved in the point
x = 0. Thus, xP = 0. Therefore, f [xP ] = 1+d

k
a and R[xP ] = 0.

Case 2. Analogous reasoning may be provided for case 2. The implication[
k 1+r

1+d
≥ b
]

=⇒
[
1 + r ≥ 1+d

k
b
]
is obvious.

Stage 1. The maximum of the function

f(x, y) = x(1 + r) +
1− x
k

(1 + d)y ≤ x(1 + r) + (1− x)
1 + d

k
b︸ ︷︷ ︸

<1+r

≤

≤ x(1 + r) + (1− x)(1 + r) = 1 + r

is attained under x = 1. Thus, maxx∈X f(x, y) = 1 + r. Therefore, the risk function
R(x, y) = (1 + r)− x(1 + r)− 1−x

k
(1 + d)y = (1− x)1+d

k
( 1+r

1+d
k − y).

Stage 2. Finding the guarantees of outcomes and risks.

f [x] = min
a≤y≤b

f(x, y) = f(x, a) = x
1 + d

k

(
1 + r

1 + d
k − a

)
+

1 + d

k
a,

−R[x] = min
a≤y≤b

[−R(x, y)] = −R(x, a) = −(1− x)
1 + d

k

(
1 + r

1 + d
k − a

)
︸ ︷︷ ︸

≥0

.

Stage 3. The requisite graphs are found in Fig. 3, with the bold line representing the
sum of the two functions f [x]−R[x].

Stage 4. Therefore, maxx∈[0,1](f [x]−R[x]) is attained in the point x = 1. Thus, xP = 1

and, accordingly, f [xP ] = 1 + r and R[xP ] = 0.
Therefore, a Pareto guaranteed solution under outcomes and risks for the problem

of diversification of a deposit into two sub-deposits, one in rubles and one in a foreign
currency, is

(xP , f [xP ], R[xP ]) =


(

0,
1 + d

k
a, 0

)
, k

1 + r

1 + d
≤ a,

(1, 1 + r, 0), k
1 + r

1 + d
≥ b.

�

«Таврический вестник информатики и математики», №1 (30)’ 2016



16 V. I. Zhukovskiy, M. M. Kirichenko and M. V. Boldyrev

Fig. 2. Pareto maximal strategy for case k 1+r
1+d
≤ a.

Conclusion

A solution of the problem of diversification of a deposit into sub-deposits in rubles
and in a foreign currency is found for a risk-neutral person in two cases.

The authors thank the participants of the seminar “Risks in complex control systems”
in the Computational Mathematics and Cybernetics Faculty of the Moscow State
University for the discussion of the present work and their remarks.

The research has been conducted within the frameworks of the scientific effort of the
Department of Optimal Control of Computational Mathematics and Cybernetics Faculty
of the Lomonosov Moscow State University.
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Fig. 3. Pareto maximal strategy for case k 1+r
1+d
≥ b.
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Introduction

The notion of “Berge equilibrium” appeared in Russia in 1994 during the critical
discussion of the published book [1] by Claude Berge in Paris. Berge equilibrium (BE)
removes “selfish” nature promoted in [1] Nash equilibrium due to the altruistic approach,
dictated by the concept of BE. In 1995 Constantin S. Vaisman (then a graduate student of
Zhukovskiy) defended his Ph.D. thesis on Berge equilibrium, at the Leningrad University
in 1995. Unfortunately, Vaisman died three years after the Ph.D. defense of the thesis,
before the age of 36 years. During these three years he published 19 works, a list of which
we present at the end of the article. We observe also that Vaisman together with the first
author of this article wrote individual chapters in two books [9, 19].
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Vaisman merit lies in the fact that he presented the example that the property of
individual rationality for BE, generally speaking, does not take place. Therefore Vaisman
added this requirement in the definition of Berge equilibrium, after which BE was naturally
called as the equilibrium by Berge–Vaisman.

BE has not got the bright destiny. Because of Vaisman’s death, who was the
greatest enthusiast of Berge equilibrium, they suspended the investigation of it in Russia.
Furthermore, the publication of the book [1] aroused the acute review of Martin Shubic.
However, the Algerian trainees of Zhukovskiy Radjef Mohamed Said and Larbani Moussa
managed to publish the works [21, 22], which caused widespread interest in the West to
BE. As shown by the review [23], right now the research of BE stuck at an early stage.
Namely, they are the initial accumulation of facts, the formalization of modification BE,
a comparison with Nash equilibrium. Futhermore, basically, all the studies are limited to
only finite non-cooperative games. We believe it is time to proceed to the second heuristic
stage, that is to answer the following two questions:

1) Is there Berge equilibrium and how to build it?
2) How should one take into account the dynamics of the conflict?
The recently published book [24] was dedicated to the answer to the first question,

it is true only within static version of non-cooperative games. We expect to dedicate a
separate book to Dynamic version of the problem (within the mathematical formalization
of the positional differential game proposed by Russian academician Krasovsky). Though
this article is devoted to a partial answer to the second question.

1. Formulation of the problem

Let us consider a non-cooperative positional linear-quadratic differential game of two
persons, where one of the players has small influence on the rate of the change of the
phase vector

〈{1, 2},Σ, {Ai}i=1,2, {Ji(U, t0, x0)}i=1,2〉. (1)

Here {1, 2} is a set of the serial numbers of the players. Variation of the control system Σ

with respect to the time t is described by the linear equation

ẋ = A(t)x+ u1 + εu2, x(t0) = x0,

where the n×n-dimensional matrix A(·) ∈ Cn×n[t0, ϑ]; t0 ≥ 0 is the moment of beginning
and ϑ > t0 is the fixed moment of finishing of the game; x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn is a
phase n-column-vector. The pair (t, x) ∈ [t0, ϑ]×Rn forms a position of the game, (t0, x0)

is the initial position of the game, (t, x(t)) is the current position of the game at the
moment of the time t ∈ [t0, ϑ]; ui ∈ Rn is a control action of the i-th player (i = 1, 2),
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the constant ε ≥ 0 is the small scalar parameter. A set of strategies of the i-th player
is Ai = {Ui ÷ ui(t, x) = Qi(t)x}, i. e., a strategy Ui of the i-th player identified with
a vector-valued function ui(t, x) (denoted by Ui ÷ ui(t, x)), that is linear with respect
to x ∈ Rn and continuous with respect to t. Thus, the choice of strategy Ui for the i-
th player means the choice of an n × n-dimensional matrix Q(·) ∈ Cn×n[0, ϑ) with the
continuous elements on interval [0, ϑ). A system U = (U1, U2) ∈ A = A1 × A2 is called a
situation of the game (1).

The game (1) proceeds in the following way. Each i-th player chooses its strategy
Ui ÷ ui(t, x) = Qi(t)x, Ui ∈ Ai (i = 1, 2). Substituting ui = ui(t, x) in (1), we have an
inhomogeneous linear system of differential equations containing continuous coefficient
with respect to t:

ẋ = [A(t) +Q1(t) + εQ2(t)]x, x(t0) = x0.

For any fixed ε = const ≥ 0 this system has the unique continuous solution x(t),
which can be extended for interval [t0, ϑ]. Using x(·) ∈ Cn[t0, ϑ], we construct realizations
ui[t] = Qi(t)x(t) of the chosen by the players strategies Ui ∈ Ai. On continuous triples
(x(t), u1[t], u2[t] | t ∈ [t0, ϑ]) we define the payoff functions of the players, which are given
by quadratic functionals:

J1(U, t0, x0) = x′(ϑ)C1x(ϑ) +

ϑ∫
t0

(u′1[t]D11u1[t]− u′2[t]D12u2[t] + x′(t)G1x(t))dt,

J2(U, t0, x0) = x′(ϑ)C2x(ϑ) +

ϑ∫
t0

(−u′1[t]D21u1[t] + u′2[t]D22u2[t] + x′(t)G2x(t))dt,

where the prime on the top indicates the operation of transposition, n × n-dimensional
matrices Ci, Gi, Dij (i, j = 1, 2) are symmetric and constant. Further, the fact that the
quadratic form u′Mu is definitely negative (positive, nonnegative and nonpositive) we
denote by M < 0 (>, ≥, ≤).

Definition. A situation UB = (UB
1 , U

B
2 ) ∈ A is called a Berge-Vaisman equilibrium

for the game (1) if the following conditions for any choice of the initial position
(t0, x0) ∈ [0, ϑ)× Rn hold:

J1(UB
1 , U2, t0, x0) ≤J1(UB, t0, x0) ∀U2 ∈ A2,

J2(U1, U
B
2 , t0, x0) ≤J2(UB, t0, x0) ∀U1 ∈ A1,

(2)
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max
U1

min
U2

J1(U1, U2, t0, x0) ≤J1(UB, t0, x0),

max
U2

min
U1

J2(U1, U2, t0, x0) ≤J2(UB, t0, x0).
(3)

2. Existence of the Berge-Vaisman equilibrium

So, we will consider a differential positional linear-quadratic game of two persons (1).
Recall that dynamics of the game is described by the ordinary linear differential equation

ẋ = A(t)x+ u1 + εu2, x(t0) = x0,

where x, ui ∈ Rn A(·) ∈ Cn×n[t0, ϑ], ε = const is a small parameter, constant ϑ > t0 ≥ 0.
A set of strategies of the i-th player is

Ai = {Ui ÷ ui(t, x) = Qi(t)x | ∀t ∈ [0, ϑ), x ∈ Rn, Q(·) ∈ Cn×n[0, ϑ)} (i = 1, 2),

payoff functions of the players are:

J1(U1, U2, t0, x0) = x′(ϑ)C1x(ϑ) +

ϑ∫
t0

(u′1[t]D11u1[t]− u′2[t]D12u2[t] + x′(t)G1x(t))dt,

J2(U1, U2, t0, x0) = x′(ϑ)C2x(ϑ) +

ϑ∫
t0

(−u′1[t]D21u1[t] + u′2[t]D22u2[t] + x′(t)G2x(t))dt,

where symmetric constant matrices Ci, Gi, Dij are such that C2 ≤ 0, G2 ≤ 0, Dij > 0

(i, j = 1, 2). Berge-Vaisman equilibrium is formalized by definition 1.

Statement. If the constant ε ≥ 0 is sufficiently small and the matrices

C2 ≤ 0, G2 ≤ 0, Dij > 0 (i, j = 1, 2), (4)

then a situation of Nash equilibrium doesn’t exist, but a situation of Berge-Vaisman
equilibrium

(UB
1 , U

B
2 )÷ (uB1 (t, x), uB2 (t, x)), UB

i ∈ Ai (i = 1, 2)

exists in the game (1) for any choice of the initial position (t0, x0) ∈ [0, ϑ)×Rn. Moreover,
uBi (t, x) can be represented in the form uBi (t, x) = QB

i (t, ε)x (i = 1, 2), where the matrices
QB
i (t, ε) ∈ Cn×n[t0, ϑ] for mentioned constant ε ≥ 0.
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Proof. First of all we note two facts. Firstly, according to D11 > 0 and (or) D22 > 0 the
situation of Nash equilibrium doesn’t exist in the game (1) [25, p. 115]. Secondly, maximins
in the left parts of the inequalities (3) don’t exist too (by D12 > 0, D21 > 0 and [26, p. 272-
273]). Therefore, to prove the existence of Berge equilibrium it is sufficient to establish
the correctness of the implication [D12 > 0, D21 > 0]⇒ [∃ ∀(t0, x0) ∈ [0, ϑ)×Rn]. We can
establish this fact using the method of the dynamic programming and Poincare’s theory
about small parameter [27]. According to the method of the dynamic programming we
construct two scalar functions

W1(t, x, u1, u2,V1, V2) =
∂V1

∂t
+

[
∂V1

∂x

]′
[A(t)x+ u1 + εu2]+

+ u′1D11u1 − u′2D12u2 + x′G1x,

W2(t, x, u1, u2,V1, V2) =
∂V2

∂t
+

[
∂V2

∂x

]′
[A(t)x+ u1 + εu2]−

− u′1D21u1 + u′2D22u2 + x′G2x.

(5)

In the usual way (such as in [25, p. 62-67]) the correctness of the next proposition
can be established, where V = (V1, V2) ∈ R2, 0n is the n-dimensional zero vector; 0n×n is
the n × n-dimensional zero matrix; Idem{u → u∗} implies that in the expression which
is situated in the braces u is replaced by u∗:

Assume that for the game (1) we find two continuously differentiable scalar functions
Vi(t, x) (i = 1, 2) such that the following conditions hold:

1.
Vi(ϑ, x) = x′Cix ∀x ∈ Rn; (6)

2. there are two n-dimensional vector-valued functions ui(t, x, V ) (i = 1, 2) such that
following expressions

max
u2

{W1(t, x, u1(t, x, V ), u2, V )} = Idem{u2 → u2(t, x, V )},

max
u1

{W2(t, x, u1, u2(t, x, V ), V )} = Idem{u1 → u1(t, x, V )}
(7)

are valid for any t ∈ [0, ϑ), x ∈ Rn, V ∈ R2;
3. there are the continuously differentiable solutions Vi(t, x) (i = 1, 2) of the system

of two partial differential equation

Wi[t, x, V ] = Wi(t, x, u1(t, x, V ), u2(t, x, V ), V (t, x)) = 0, (i = 1, 2) (8)

with boundary conditions (6);
4. the inclusions UB

i ÷ uBi (t, x) = ui(t, x, V1(t, x), V2(t, x)) ∈ Ai (i = 1, 2) hold.
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Then:
a) situation Berge-Vaisman equilibrium has a form: UB = (UB

1 , U
B
2 );

b) the payoff of the players are Ji(U
B, t0, x0) = Vi(t0, x0) (i = 1, 2) for the any initial

position (t0, x0) ∈ [0, ϑ)× Rn.
Now, we use this proposition. Firstly, the requirements (7) are valid, if

∂W1(t, x, u1(t, x, V ), u2, V )

∂u2

∣∣∣∣
u2=u2(t,x,V )

= ε
∂V1

∂x
− 2D12u2(t, x, V ) = 0n,

∂W2(t, x, u1, u2(t, x, V ), V )

∂u1

∣∣∣∣
u1=u1(t,x,V )

=
∂V2

∂x
− 2D21u1(t, x, V ) = 0n,

(9)

∂2W1(t, x, u1(t, x, V ), u2, V )

∂u2
2

= −2D12 < 0,

∂2W2(t, x, u1, u2(t, x, V ), V )

∂u2
1

= −2D21 < 0.

From (9) we get

u2(t, x, V ) =
ε

2
D−1

12

∂V1

∂x
,

u1(t, x, V ) =
1

2
D−1

21

∂V2

∂x
.

(10)

Taking into account (10) and (8) from (5) we have

W1[t, x, V ] =
∂V1

∂t
+

[
∂V1

∂x

]′
A(t)x+

1

2

(
∂V1

∂x

)′
D−1

21

∂V2

∂x
+

+
ε2

4

(
∂V1

∂x

)′
D−1

12

∂V1

∂x
+

1

4

(
∂V2

∂x

)′
D−1

21 D11D
−1
21

∂V2

∂x
+

+ x′G1x = 0, V1(ϑ, x) = x′C1x,

W2[t, x, V ] =
∂V2

∂t
+

[
∂V2

∂x

]′
A(t)x+

1

4

(
∂V2

∂x

)′
D−1

21

∂V2

∂x
+

+
ε2

2

[
∂V2

∂x

]′
D−1

12

∂V1

∂x
+
ε2

4

(
∂V1

∂x

)′
D−1

12 D22D
−1
12

∂V1

∂x
+

+ x′G2x = 0, V2(ϑ, x) = x′C2x.

(11)

We search the Lyapunov-Bellman functions Vi(t, x) (i = 1, 2) in the kind of the
quadratic form
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Vi(t, x) = x′Θi(t)x, Θ′i(t) = Θi(t) (i = 1, 2). (12)

Substituting (12) in (11) and taking into account ∂Vi(t,x)
∂x

= 2Θix (i = 1, 2), we obtain
the quadratic forms with respect to the components of the vector x. Equating to zero the
coefficients of these quadratic forms, we get the system of two matrix equations

Θ̇1 + Θ1(A+D−1
21 Θ2)+(A′ + Θ2D

−1
21 )Θ1 +G1+

+Θ2D
−1
21 D11D

−1
21 Θ2 + ε2Ψ1(Θ1,Θ2) = 0n×n, Θ1(ϑ) = C1,

Θ̇2 + Θ2A+ A′Θ2 +G2 + Θ2D
−1
21 Θ2+

+ε2Ψ2(Θ1,Θ2) = 0n×n, Θ2(ϑ) = C2,

(13)

where by symbol Ψi(Θ1,Θ2) the addends are denoted. They are quadratic with respect
to the elements of the matrices Θ1 and Θ2.

Let’s prove that the system (13) has the extendable to interval [0, ϑ] solution
(Θ1(t),Θ2(t)) for sufficiently small ε.

Indeed, for ε = 0 from (13) we get

Θ̇1 + Θ1(A+D−1
21 Θ2)+(A′ + Θ2D

−1
21 )Θ1 +G1+

+Θ2D
−1
21 D11D

−1
21 Θ2 = 0n×n, Θ1(ϑ) = C1,

(14)

Θ̇2 + Θ2A+ A′Θ2 +G2 + Θ2D
−1
21 Θ2 = 0n×n, Θ2(ϑ) = C2. (15)

Now we note that since G2 ≤ 0, D21 > 0 and C2 ≤ 0 then the matrix equation (15) has
the unique extendable to interval [0, ϑ] continuous solution Θ2(t) [28, p. 207]. Substituting
given Θ2 = Θ2(t) in (14), we obtain the matrix system of the linear inhomogeneous
equations which are relative to Θ1 with the continuous (with respect to t) coefficients. This
equation also has the unique extendable to interval [0, ϑ] continuous solution Θ1(t).Thus,
for ε = 0 the system (13) and hence the system (11) has the extendable to interval [0, ϑ]

solution (Θ1(t),Θ2(t)). According to the theorem about the continuous dependence of the
solution on parameter [27, p. 8], it follows that for sufficiently small ε the solution of
the system (13) is defined on the same interval. Moreover, by Poincare’s theorem about
analyticity of the solution by parameter [27, p. 8] this solution can be represented in the
form of the uniformly convergent on interval [0, ϑ] series

Θ∗i (t, ε) = Θi(t) +
∞∑
k=1

εkΘ
(k)
i (t) (i = 1, 2).
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This fact gives the possibility to search the solution (13) in the form of a series in
terms of powers of ε. In conclusion, we notice that by (10) we obtain

uB1 (t, x, ε) = uB1 (t, x, V2(t, x, ε) = x′Θ2(t, ε)x) =

= D−1
21 Θ2(t, ε)x, UB

1 ÷ uB1 (t, x, ε);

uB2 (t, x, ε) = uB2 (t, x, V1(t, x, ε) = x′Θ1(t, ε)x) =

= εD−1
12 Θ1(t, ε)x, UB

2 ÷ uB2 (t, x, ε).

With that the payoffs of the players for any initial positions (t0, x0) ∈ [0, ϑ]× Rn are
Ji(U

B, t0, x0) = x′0Θi(t, ε)x0 (i = 1, 2). This completes the proof.
�

Conclusion

We obtained coefficient criteria for the existence of the Berge-Vaisman equilibrium in
a non-cooperative positional linear-quadratic game of two persons with small parameter.
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Study of Solvability of the Dirichlet Problem for Nonlinear
Differential Equations of Infinite Order by the Method of Selection
Main Part.

Balashova G. S.

Abstract. This paper studies the solvability of the Dirichlet problem for nonlinear
differential equations of infinite order. Previously, this was considered a sequence of truncated
equations and boundary conditions of order 2m and using the limit transition as the m tends
to infinity have established the existence of a generalized solution of the original problem.
In this article we propose a new approach, namely:to study the solvability of the Dirichlet
problem for nonlinear differential equations of infinite order is proposed to introduce a differential
operator of infinite order as a sum of two operators of infinite order, of which one main
and the other subordinate to him. The basis of their comparison, the expected ratio of the
corresponding energy of a Sobolev space of infinite order. Then when certain conditions for
main and subordinate operators are able to prove a theorem on the existence of a generalized
solution to the original equation, with any right part from the space conjugate to the space
corresponding to the main operator. Namely, the main operator is the operator, the energy space
which is compactly embedded in energy space corresponding to the second (called subordinates).
Embedding theorems and compact attachment of a Sobolev space of infinite order, like a one-
dimensional and multidimensional regions, rather fully developed by the author.

The obtained results are illustrated on the example of a particular Dirichlet problem for
a differential equation of infinite order on two-dimensional square. It is shown how for a given
two-dimensional matrix, describing the main operator and containing infinitely many zeros, built
a regularized matrix with positive terms, defining the space of the matching element by element
energy space corresponding to the main operator. This allowed just install the subordination of
one operator to another and to check that all conditions of the theorem.

Keywords: solvability, embedding theorems, spaces, infinite order, subordinate operator.
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Разрешимость задачи Дирихле для дифференциального уравнения бесконечного
порядка в ограниченной области ранее была установлена с помощью предельного
перехода при m→∞ решений уравнений конечного порядка 2m, левая и правая ча-
сти которых представлялись частичными суммами правых и левых частей исходного
уравнения (см. [1]).

В данной работе предложен новый подход, использующий представление диффе-
ренциального оператора бесконечного порядка в виде суммы двух операторов, один
из которых главный, а другой ему подчиненный, в то время как оба оператора бес-
конечного порядка.

Итак, исследуем разрешимость задачи Дирихле для дифференциального урав-
нения бесконечного порядка в некоторой ограниченной области G ⊂ Rν , ν ≥ 1 с
границей Γ, левая часть которого есть эллиптический оператор L1 с возмущением L2:

L1(u) + L2(u) ≡
≡
∑∞
|α|=0(−1)|α|DαAα(x,Dγu) +

∑∞
|α|=0(−1)|α|DαBα(x,Dγu) = h(x), x ∈ G,

(1)

Dωu(x)|Γ = 0, |ω| = 0, 1, . . . . (2)

Так как оба оператора L1 и L2 имеют бесконечный порядок, поэтому принцип
сравнения операторов конечного порядка для них не применим. В основу их срав-
нения положено сравнение пространств, являющихся областями определения этих
операторов.

Определение 1. Дифференциальный оператор L1 называется главным по сравне-
нию с оператором L2, в дальнейшем — подчиненным, если пространство

W∞{aα, p}(G) ≡

u(x) ∈ C∞(G) : ρ(u) =
∞∑
|α|=0

aα||Dαu||pp <∞

 ,

где aα ≥ 0, p > 1 — некоторые действительные числа, || · ||p — норма в пространстве
Лебега Lp(G), соответствующее оператору L1, компактно вложено в пространство
W∞{bα, p}(G), соответствующее оператору L2.

Теоремы вложения таких пространств получены автором в работах [2], [3]. Они
позволяют из дифференциального оператора бесконечного порядка выделить глав-
ный. Однако в каждом конкретном случае это требует глубокого анализа поведения
функций Aα(x,Dγu) и Bα(x,Dγu). В данной работе на этом не останавливаемся, а
предполагаем, что исходный оператор представлен в виде суммы двух дифференци-
альных операторов бесконечного порядка (см. (1)).
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Правая часть уравнения (1) принадлежит пространству

W−∞{aα, p′}(G) ≡

h(x) =
∞∑
|α|=0

(−1)|α|Dαhα(x) : ρ′(h) =
∞∑
|α|=0

aα||hα||p
′

p′ <∞

 ,

(здесь p′ = p
p−1

, hα(x) ∈ Lp′(G)).

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:
1) Aα(x, ξγ), Bα(x, ξγ) —- непрерывные функции аргументов x ∈ G и всевозмож-

ных ξγ (α и γ —- целочисленные индексы, |γ| ≤ |α|), такие что для любых x ∈ G,
ξγ и ηα справедливы неравенства:∣∣∣∣∣∣

m∑
|α|=0

Aα(x, ξγ)ηα

∣∣∣∣∣∣ ≤ δ1

m∑
|α|=0

aα(|ξα|p−1 + 1)|ηα|,

m∑
|α|=0

Aα(x, ξγ)ξα ≥ δ2

m∑
|α|=0

aα|ξα|p −K,∣∣∣∣∣∣
m∑
|α|=0

Bα(x, ξγ)ηα

∣∣∣∣∣∣ ≤ δ3

m∑
|α|=0

bα(|ξα|p−1 + 1)|ηα|, m = 0, 1, . . . ,

где a0 > 0, b0 > 0, aα ≥ 0, bα ≥ 0 — некоторые числовые последовательности; δ1, δ2,
δ3, K — положительные постоянные, не зависящие от m.

2) Пространство
◦
W∞{aα, p}(G) ≡ {u(x) ⊂ C∞0 (G), ρ(u) <∞} нетривиально.

3) Пространство
◦
W∞{aα, p}(G) компактно вложено в пространство

◦
W∞{bα, p}(G).

4) Для оператора L1 существует непрерывный относительно
h(x) ∈ W−∞{aα, p′}(G) обратный оператор L−1

1 = R.

5) Для любых ut(x) ∈
◦
W∞{aα, p}(G), являющихся решениями задач

L1(u) + t(L2(u)− h(x)) = 0, 0 ≤ t ≤ 1,

Dωu(x)|Γ = 0, |ω| = 0, 1, . . . ,
(3)

имеет место априорная оценка
∞∑
|α|=0

aα||Dαut(x)||pp < K0. (4)

Тогда при любой правой части h(x) ∈ W−∞{aα, p′}(G) задача (1), (2) имеет по край-
ней мере одно обобщенное решение.
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Определение 2. Функция u(x) ∈
◦
W∞{aα, p}(G) называется обобщенным решением

задачи (1), (2), если для любой функции v(x) ∈
◦
W∞{aα, p}(G) выполняется тождество

∞∑
|α|=0

〈Aα(x,Dγu), Dαv〉+
∞∑
|α|=0

〈Bα(x,Dγu), Dαv〉 =
m∑
|α|=0

aα 〈hα, Dαv〉 .

Доказательство. Рассмотрим сначала задачу
∞∑
|α|=0

(−1)|α|DαAα(x,Dγu) = h(x), x ∈ G, (5)

Dωu(x)|Γ = 0, |ω| = 0, 1, . . . . (6)

Известно (см. [4]), что при выполнении условий 1), 2) задача (5), (6) имеет единствен-

ное решение u(x) ∈
◦
W∞{aα, p}(G) при любой правой части h(x) ∈ W−∞{aα, p′}(G).

Кроме того, по условию 4) существует обратный оператор

R(h) = u, (7)

непрерывный относительно h(x) ∈ W−∞{aα, p′}(G).

Установим, что оператор L2(u) непрерывно отображает пространство
◦
W∞{bα, p}(G) в W−∞{aα, p′}(G). Для этого достаточно показать, что оператор
L2(u) всякую последовательность {uk(x)}, сходящуюся к u0(x) по норме простран-

ства
◦
W∞{bα, p}(G), переводит в последовательность

L2(uk) =
∞∑
|α|=0

(−1)|α|DαBα(x,Dγuk), k = 1, 2, . . . ,

сходящуюся равномерно на единичном шаре
◦
W∞{aα, p}(G), т. е. для любой функции

v(x) ∈
◦
W∞{aα, p}(G) с нормой

|||v(x)||| ◦
W∞{aα,p}(G)

≡

 ∞∑
|α|=0

aα||Dαv(x)||pp

1/p

≤ 1 (8)

имеет место соотношение

〈L2(uk), v(x)〉 =
∑∞
|α|=0 〈Bα(x,Dγuk), D

αv(x)〉 −−−→
k→∞

−−−→
k→∞

∑∞
|α|=0 〈Bα(x,Dγu0), Dαv(x)〉 .

Из сходимости последовательности {uk(x)} по норме пространства
◦
W∞{bα, p}(G)

на шаре (8) следует, что для любого α последовательность {Dαuk} является его
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компактным подмножеством, а потому из критерия компактности множества, при-
надлежащего

◦
W∞{bα, p}(G) (см. [5]), имеем, что для любого ε > 0 существует N(ε)

такое, что для всех k = 1, 2, . . .

∞∑
|α|=N

bα||Dαuk(x)||pp < ε. (9)

Проведем следующую оценку∣∣∣∣∣∣
∞∑
|α|=0

∫
G

(Bα(x,Dγuk)−Bα(x,Dγu0))Dαv(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

N−1∑
|α|=0

∫
G

|Bα(x,Dγuk)−Bα(x,Dγu0)| · |Dαv(x)| dx+

+

∣∣∣∣∣∣
∞∑
|α|=N

∫
G

Bα(x,Dγuk)D
αv(x)dx

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
∞∑
|α|=N

∫
G

Bα(x,Dγu0)Dαv(x)dx

∣∣∣∣∣∣ =

= Σ1 + Σ2 + Σ3.

В силу сходимости {uk(x)} по норме пространства
◦
W∞{bα, p}(G) следует, что

для любого α {Dαuk(x)} равномерно стремится к Dαu0(x) при k → ∞, и так как
Bα(x, ξγ) — непрерывные функции своих аргументов, то каждое из слагаемых, вхо-
дящих в Σ1, для достаточно больших k как угодно мало, при этом Σ1 содержит
конечное число таких членов, потому |Σ1| может быть сделан меньше любого ε > 0.

Проведя аналогичные оценки для |Σ2| и |Σ3| с использованием условий 1), 3)
теоремы, неравенства Гёльдера, соотношений (8), (9) и критерия компактности вло-

жения пространства
◦
W∞{aα, p}(G) в W∞{bα, p}(G), получим |Σ2| и |Σ3| как угодно

малыми для достаточно больших k. Таким образом, непрерывность оператора L2,
действующего из

◦
W∞{bα, p}(G) в W−∞{aα, p′}(G), доказана.

Далее рассмотрим вспомогательное уравнение

∞∑
|α|=0

(−1)|α|DαAα(x,Dγu) = −t

 ∞∑
|α|=0

(−1)|α|Dα(Bα(x,Dγv)− h(x)

 , (10)

где v(x) — некоторая функция из
◦
W∞{aα, p}(G), t — число из промежутка [0; 1]. В

силу установленного выше свойства оператора L2 правая часть уравнения (10) есть
элемент пространства W−∞{aα, p′}(G), и потому оператор R из (7), примененный к
правой части уравнения (10), представим в виде
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Rt(v) = R

−t ∞∑
|α|=0

(−1)|α|DαBα(x,Dγv) + th

 .

Очевидно, что решением исходной задачи (1) является неподвижная точка отоб-

ражения v → R1(v), т. е. v = R1(v). Оператор Rt(v), действующий из
◦
W∞{aα, p}(G)

в
◦
W∞{bα, p}(G), можно представить как суперпозицию следующих операторов

v → Jv → tL2(Jv)− th→ R(tL2(Jv)− th) = Rtv = u,

где J — оператор вложения пространства
◦
W∞{aα, p}(G) в пространство

◦
W∞{bα, p}(G).

Из условия 3) следует, что J вполне непрерывен, оператор L2(u), как доказано выше,
тоже непрерывен и R непрерывен по условию 4), то Rt вполне непрерывен.

Заметим, что R0(v) = 0 при t = 0, так как единственным решением задачи (5), (6)
при h = 0 является функция v(x) ≡ 0. Это означает, что степень покрытия нуля [6]
при отображении v → v − R0(v) равна единице. Тогда в силу условия 5) для всех
v(x), удовлетворяющих условию

∞∑
|α|=0

aα||Dαv(x)||pp = 2K0,

v−Rt(v) 6= 0. В самом деле, из условия 5) следует, что все решения задачи (3) имеют

в
◦
W∞{aα, p}(G) норму, не превосходящую K

1/p
0 при любом t ∈ [0; 1]. Поэтому степень

покрытия нуля при отображении v → v −Rt(v) шара ∞∑
|α|=0

aα||Dαv(x)||pp

1/p

= (2K0)1/p

не зависит от t и при t = 0 равна единице, то и при t = 1 она также равна единице.
Следовательно, существует такая функция v(x), что v(x) − R1(v(x)) = 0. Функция
u(x) ≡ v(x) и является решением задачи (1), (2). Теорема доказана. �

Замечание 1. Нахождение условий, при которых выполняется 4), представляет
самостоятельный интерес. В работе [7] дано простое достаточное условие непрерыв-
ной обратимости оператора L1(u) при p ≥ 2, именно

∂Aα(x, ξα)

∂ξα
> Kaα|ξα|p−2, K = const. (11)

Кроме того, в [9] доказана непрерывная обратимость оператора

L(u) =
∞∑
|α|=0

(−1)|α|Dα(aα|Dαu|p−2Dαu), при p > 1.
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Замечание 2. Приведем одно из легко проверяемых достаточных условий вы-
полнения пункта 4). Пусть функция ut(x) является решением уравнения (3), т. е. удо-
влетворяет равенству

∞∑
|α|=0

〈Aα(x,Dγut), D
αut〉 = −t

∞∑
|α|=0

〈Bα(x,Dγut), D
αut〉+ t

∞∑
|α|=0

〈aαhα, Dαut〉 . (12)

Используя условие 1), неравенство Гёльдера, соотношение (12) и обозначая че-

рез ||A || норму оператора вложения пространства
◦
W∞{aα, p}(G) в пространство

◦
W∞{bα, p}(G), при естественном предположении

∑∞
|α|=0 aα||Dαut||pp ≥ 1, получим, что

для выполнения условия 4) достаточно, чтобы

δ2 − (1 + (mesG)1/p′)δ3||A ||p > 0. (13)

Пример. Рассмотрим в квадрате G = [0; 1]× [0; 1] следующую задачу:

Lu = L1(u) + λL2(u) =
∑∞

k=0(−1)kDk
x(2
−k2|Dk

xu|p−2Dk
xu)+

+
∑∞

m=0(−1)mDm
y (2−m

2 |Dm
y u|p−2Dm

y u)+

+
∑∞

k, m=1D
2k+2m
xy (2−2(k+m)2|D2k−2m

xy u|p−2D2k+2m
xy u)+

+λ
∑∞

k, m=0(−1)k+mDk+m
xy

(
(x−0,5)(y−0,5)

2(k+m)3
|Dk+m

xy u|p−2Dk+m
xy u

)
= h(x),

(14)

Dk+m
xy u(x, y)

∣∣
Γ

= 0, k, m = 0, 1, . . . . (15)

Здесь p > 1, λ ∈ R — некоторый параметр, h(x) ∈ W−∞{akm, p′}(G).

Оператор L(u) такой, что из известных результатов [4] не следует разрешимость
задачи (14), (15). В самом деле, для k = m = 2n+ 1 нарушается условие коэрцитив-
ности для оператора L. Для оператора L1(u) условие 1) выполнено с δ1 = 1, δ2 = 1,

K = 0 и последовательностью

akm =


2−k

2
, k = 0, 1, . . . , m = 0;

2−m
2
, k = 0, m = 0, 1, 2;

2−(k+m)2
, k = 2j, m = 2s, s, j = 1, 2, . . . ;

0, k = 2j + 1 8; 8 m = 2s+ 1, s, j = 0, 1, . . . .

Для оператора L2(u) условие 1) выполнено с δ3 = 1 и bkm = |λ|2−(k+m)3
.

Для проверки условия 2) строится выпуклая регуляризация посредством лога-
рифмов последовательности

Mn =

( ∑
k+m=n

akm

)−1

≥ 2n
2 1

n
,
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для которой M c
n ≥ 2n

2 1
n
, n = 1, 2, . . . , и потому

∞∑
n=1

(M c
n)−

1
np <

∞∑
n=1

2−
n
p <∞,

т. е. пространство W∞{akm, p} нетривиально.
Для проверки условия 3) проводится регуляризация двумерной матрицы {akm}

методом, предложенным в [8], т. е. сначала проводится регуляризация по переменно-
му индексу k при фиксированном m, получаем матрицу {a(1)

km}, в которой еще есть
нулевые элементы. Затем проводится регуляризация матрицы {a(1)

km} по переменному
индексу m при фиксированном k. В результате все элементы a

(2)
km > 0 для всех k и m,

причем W∞{a(2)
km, p} = W∞{akm, p} поэлементно. При этом

||u(x, y)||p ◦
W∞{a(2)

km,p}(G)

≤ 22(p+2)||u(x, y)||p ◦
W∞{akm,p}(G)

. (16)

Тогда для компактности вложения
◦
W∞{a(2)

km, p}(G) в пространство
◦
W∞{bkm, p}(G) до-

статочно убедиться, что
lim

k,m→∞
bkm(a

(2)
km)−1 = 0.

Выполнение условия 4) следует из вида оператора L1(u) и замечания 1. Остается
выяснить при каких ограничениях выполнено условие 5). Как указано в замечании 2,
для этого можно использовать условие (13) и соотношение (16)

||A ||p ≤ 22(p+2) sup
◦

u∈W∞{a(2)
km,p}(G)

∑∞
k+m=0 bkm||Dk+m

xy u||pp∑∞
k+m=0 a

(2)
km||Dk+m

xy u||pp
≤ 4|λ|22(p+2). (17)

Из условия (13) и оценки (17) следует, что при

|λ| < 2−2(p+3) (18)

условие 5) выполнено. Таким образом, при любом λ, удовлетворяющем условию
(18), задача (14), (15) имеет по крайней мере одно решение при любой правой ча-
сти h(x) ∈ W−∞{akm, p′}(G).
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On Boundary Value Problems for Integral Equations with Operator
Measures.

Bruk V. M.

Abstract. On a segment [a, b], we consider integral equations

yk(t) = yk(a) +

∫
[a,t)

(dpk)yk(s) +

∫
[a,t)

(dmk)fk(s)ds, k = 0, 1, 2, ... ,

where pk, mk are operator-valued measures defined on Borel sets ∆ ⊂ [a, b] and taking values in
a set of linear bounded operators acting in a separable Hilbert space H; fk ∈ L1(H,mk; a, b); yk
are unknown functions. The measures pk, mk are assumed to have bounded variations on [a, b].
For these equations we consider boundary conditions

Γkyk = ck, k = 0, 1, 2... ,

where Γk : C̃→B are linear continuous mappings; ck ∈ B; C̃ is a space of functions continuous
from the left on [a, b] and taking values in H; B is a Banach space; k = 0, 1, 2, ... .

Let K0 be a set of solutions of integral equation for k = 0, f0 = 0, and Γ̃0 the restriction of
Γ0 to K0, and V[a,b](p) a variation of a measure p. The aim of this paper is to prove following
statement.

Theorem. Suppose the operator Γ̃0 is a one-to-one mapping of K0 onto B and ‖Γn − Γ0‖→0,
V[a,b](pn−p0)→0, V[a,b](mn−m0)→0, fn→f0 uniformly on [a, b], cn→c in B as n→∞. Then
the problem stated above has a unique solution yn for large enough n and ‖yn(t)− y0(t)‖→0 as
n→∞ uniformly with respect to t.

We use the following statement to prove the theorem formulated above.

Theorem. Suppose a measure p has a bounded variation on [a, b]. Then there exists a unique
solution of the equation

y(t) =

t∫
t0

dp(s)y(s) + g(t)

on the interval [t0 − δ, b], where g ∈ C̃, δ = δ(t0) is small enough and δ = 0 if t0 = a.

Keywords: integral equation, operator measure, boundary value problem, Hilbert space, linear
operator.
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Введение

В данной работе на отрезке [a, b] рассматриваются интегральные уравнения

y0(t) = y0(a) +

∫
[a,t)

(dp0)y0(s) +

∫
[a,t)

(dm0)f0(s)ds, (1)

yn(t) = yn(a) +

∫
[a,t)

(dpn)yn(s) +

∫
[a,t)

(dmn)fn(s)ds, n = 1, 2, ... , (2)

где pk, mk (k = 0, 1, 2, ...) — операторные меры, определенные на борелевских мно-
жествах ∆ ⊂ [a, b] и принимающие значения в множестве линейных ограниченных
операторов, действующих в сепарабельном гильбертовом пространстве H; yk — неиз-
вестные функции, fk ∈ L1(H,mk; a, b). Предполагается, что меры pk, mk имеют огра-
ниченные вариации на [a, b]. Эти меры продолжены на отрезок [a, b0], b0 > b с помо-
щью равенства: pk(∆) = mk(∆) = 0 для всех борелевских множеств ∆ ⊂ (b, b0].

Для уравнений (1), (2) рассматриваются следующие граничные условия

Γ0y0 = c0, (3)

Γnyn = cn, n = 1, 2... , (4)

где Γk : C̃[a, b0]→B — линейные непрерывные отображения; ck∈B; k= 0, 1, 2, ...; B –
банахово пространство; C̃[a, b0] — пространство измеримых по Борелю функций со
значениями в H, непрерывных слева на (a, b0] и ограниченных на [a, b0].

Введем обозначения: K0 — множество решений уравнения (1) при f0 = 0, Γ̃0 —
сужение Γ0 на K0, V[a,b](p) — вариация меры p на [a, b]. Основным результатом статьи
является следующее утверждение.

Теорема. Пусть оператор Γ̃0 взаимно однозначно отображает K0 на B и пусть
‖Γn − Γ0‖→ 0, V[a,b](pn − p0)→ 0, V[a,b](mn −m0)→ 0, fn→ f0 равномерно на [a, b],
cn → c в B при n → ∞. Тогда при достаточно больших n задача (2), (4) имеет
единственное решение yn и ‖yn(t)− y0(t)‖→0 равномерно по t.

В случае, когда mk — «обычные» меры Лебега (т. е. mk([α,β)) = (β − α)E, где
−∞<α<β<∞, E — тождественный оператор), задачи (1) — (4) при более жестких
ограничениях на решения уравнений (1), (2), рассматривались в [1]. В этой работе,
кроме ослабления требований на решения (1), (2), изменены доказательства, а также
исправлены погрешности, допущенные [1].

Пусть mk — «обычные» меры Лебега и операторные меры pk (k = 0, 1, 2, ...)

абсолютно непрерывны, т. е. существуют такие функции t→ pk(t) (t ∈ [a, b]) со зна-
чениями в множестве линейных ограниченных операторов в H, что ‖pk‖ ∈ L1(a, b)
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и pk(∆) =
∫

∆
pk(t)dt для любого борелевского множества ∆ ⊂ [a, b]. Тогда урав-

нения (1), (2) переходят в дифференциальные уравнения y′k(t) = pk(t)yk(t) + fk(t).
Для таких уравнений в конечномерном случае сходимость решений граничных задач
изучалась во многих работах. Наиболее общие результаты получены в статье [2], где
приведена подробная библиография.

1. Решение интегральных уравнений

Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство с нормой ‖·‖. Рассмотрим
функцию ∆→p(∆), определенную на борелевских множествах ∆ ⊂ [a, b] и принима-
ющую значения в множестве ограниченных линейных операторов, действующих в H.
Функция p называется операторной мерой на [a, b] (см., например, [3, гл. 5, с. 324]),
если p равна нулю на пустом множестве и для любых непересекающихся борелевских
множеств ∆n справедливо равенство p (

⋃∞
n=1 ∆n) =

∑∞
n=1 p(∆n) со слабо сходящимся

рядом. Далее всякую меру p, определенную на борелевских множествах ∆ ⊂ [a, b],
продолжаем на некоторый отрезок [a, b0]⊃ [a, b0)⊃ [a, b], полагая p(∆) = 0 для всех
борелевских множеств ∆⊂ [a, b0]\[a, b].

Обозначим V∆(p)=ρ(∆)=sup
∑

i ‖p(∆i)‖, где sup распространяется на конечные
суммы непересекающихся борелевских множеств ∆i ⊂∆. Число V∆(p) называется
вариацией меры p на борелевском множестве ∆. Пусть мера p имеет ограниченную
вариацию на [a, b]. Тогда для ρ-почти всех ξ ∈ [a, b] существует такая операторная
функция ξ→Ψ(ξ) со значениями в множестве линейных ограниченных операторов
в H, ‖Ψ(ξ)‖=1, что для любого борелевского множества ∆⊂ [a, b] справедливо

p(∆) =

∫
∆

Ψ(ξ)dρ. (5)

Функция Ψ определяется однозначно с точностью до значений на множестве нулевой
ρ-меры. Интеграл (5) сходится в смысле обычной нормы операторов ([3, гл. 5, с. 325]).
Очевидно, V[a,b](p) = V[a,b0](p) = ρ([a, b]).

Функция h интегрируема по мере p, если существует интеграл (в смысле Бохнера)∫
∆

Ψ(t)h(t)dρ =

∫
∆

(dp)h(t). (6)

Из (6) следует, что если измеримая по Борелю функция h ограничена, то∥∥∥∥∥∥
∫
∆

(dp)h(t)

∥∥∥∥∥∥ 6 sup
t∈∆
‖h(t)‖ ρ(∆). (7)
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Символом
∫ t
t0

обозначим
∫

[t0,t)
, если t0 < t; −

∫
[t,t0)

, если t0 > t; и 0, если t0 = t.
Предположим, что функция h интегрируема по мере p на [a, b0]. Тогда функция
y(t)=

∫ t
t0
(dp)h(s) непрерывна слева в сильном смысле (здесь t0, t∈ [a, b0]).

Пусть [l1, l2]⊂ [a, b0]. Рассмотрим множество измеримых по Борелю функций со
значениями в H, ограниченных на [l1, l2], непрерывных слева на (l1, l2] и постоянных,
если b < t 6 b0. Определим норму равенством ‖u‖[l1,l2] = sup

t∈[l1,l2]

‖u(t)‖. Полученное

банахово пространство обозначим C̃[l1, l2].
Рассмотрим уравнение

y(t) =

t∫
t0

dp(s)y(s) + g(t), a 6 t0 6 b0. (8)

Теорема 1. Пусть мера p имеет ограниченную вариацию на [a, b]. Тогда для любой
функции g∈ C̃[a, b0] существует единственное решение уравнения (8), принадлежа-
щее пространству C̃[t0 − δ, b0], где δ=δ(t0)>0 достаточно мало и δ=0 при t0 =a.

Доказательство. Сначала докажем существование такого отрезка
Iδ,t0 = [t0 − δ, t0 + δ], что уравнение (8) имеет единственное решение в про-
странстве C̃(Iδ,t0) = C̃[t0 − δ, t0 + δ] (δ > 0). (Если t0 = a, то Iδ,t0 = [t0, t0 + δ], а если
t0 = b0, то Iδ,t0 = [t0 − δ, t0].)

Пусть t→ ρ̂(t) — какая-либо непрерывная слева функция, порождающая меру ρ.
Через ρ̂t0 обозначим скачок функции ρ̂ в точке t0 (возможно, что ρ̂t0 = 0). Положим
r̂t0(t) = 0 при t 6 t0 и r̂t0(t) = ρ̂t0 при t > t0. Обозначим r̂(t, t0) = ρ̂(t)− r̂t0(t). Функция
t→ r̂(t, t0) непрерывна в точке t0. Определим операторные меры равенствами

r(∆, t0) =

∫
∆

Ψ(ξ)dr̂(ξ, t0), rt0(∆) =

∫
∆

Ψ(ξ)dr̂t0(ξ).

Тогда p(∆) = r(∆, t0) + rt0(∆).
В этих обозначениях уравнение (8) примет вид y = Ay + z, где

(Ay)(t) =

t∫
t0

dr(s, t0)y(s) =

t∫
t0

Ψ(ξ)y(ξ)dr̂(ξ, t0), (9)

z(t) =

t∫
t0

drt0(s)y(s) + g(t) = r̃t0(t)x0 + g(t), x0 = g(t0), (10)

r̃t0(t) = 0 при t 6 t0 и r̃t0(t) = rt0({t0}) = p({t0}) при t > t0.
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Учитывая (7), (9), непрерывность функции r̂(·, t0) в точке t0, получим

‖(Ay)(t)‖ 6 sup
t∈Iδ,t0

‖y(t)‖ |r̂(t, t0)− r̂(t0, t0)| < ε sup
t∈Iδ,t0

‖y(t)‖ . (11)

Таким образом, sup
t∈Iδ,t0

‖(Ay)(t)‖ 6 ε sup
t∈Iδ,t0

‖y(t)‖. Выберем такое δ > 0, при котором

ε < 1. Тогда ‖A‖C̃(Iδ,t0 ) < 1. Поэтому оператор E − A имеет всюду определенный

ограниченный обратный в пространстве C̃(Iδ,t0). Функция z тогда и только тогда
равна нулю при всех t, когда g = 0 на Iδ,t0 (и, следовательно, x0 = 0). Поэтому суще-
ствует единственное решение уравнения (8) на отрезке Iδ,t0 . Это решение находится
по формуле

y = (E − A)−1z. (12)

Докажем существование решения на всем интервале [t0 − δ, b0]. Можно считать,
что t0 < b0. Достаточно установить, что решение u, определенное на интервале
[t0 − δ, d), можно продолжить за пределы этого интервала, если d 6= b0.

Сохраняем обозначения из приведенного выше доказательства, заменив t0 на
t′0. Положим t′0 = d. Фиксируем ε < 1/4 и выберем δ так, чтобы t′0 + δ 6 b0 и
|r̂(t, t′0)− r̂(t′0, t′0)| < ε при всех t ∈ Iδ,t′0

. Фиксируем точку t1 = t′0 − δ/8. Тогда для
всех t со свойством |t− t1| 6 δ/2 выполняется неравенство

|r̂(t, t′0)− r̂(t1, t′0)|6 |r̂(t, t′0)− r̂(t′0, t′0)|+|r̂(t′0, t′0)− r̂(t1, t′0)|<2ε<1/2. (13)

Рассмотрим оператор

(By)(t) =

t∫
t1

dr(s, t′0)y(s) =

t∫
t1

Ψ(ξ)y(ξ)dr̂(ξ, t′0).

Из (13) следует, что sup
t∈Iδ/2,t1

‖(By)(t)‖6 (1/2) sup
t∈Iδ/2,t1

‖y(t)‖. Поэтому оператор E − B

имеет всюду определенный ограниченный обратный в пространстве C̃(Iδ/2,t1).
Пусть v = (E − B)−1z1, w = (E − B)−1z2, где z1(t) = u(t1) − g(t1) + g(t),

z2(t)=z1(t)+h(t), h(t)= r̃t′0(t)v(t′0) и, как и выше, r̃t′0(t) = 0 при t 6 t′0 и r̃t′0(t)=p({t′0})
при t > t′0. Тогда на отрезке [t1 − δ/2, t1 + δ/2]

v(t) =

t∫
t1

Ψ(ξ)v(ξ)dr̂(ξ, t′0) + u(t1)− g(t1) + g(t), (14)

w(t) =

t∫
t1

Ψ(ξ)w(ξ)dr̂(ξ, t′0) + u(t1)− g(t1) + h(t) + g(t). (15)
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При t ∈ [t1 − δ/2, t′0] имеем из (15)

w(t) =

t∫
t1

Ψ(ξ)w(ξ)dr̂(ξ, t′0) + u(t1)− g(t1) + g(t). (16)

Из (13) следует, что уравнение

y(t) =

t∫
t1

Ψ(ξ)y(ξ)dr̂(ξ, t′0) + g̃(t), g̃ ∈ C̃[a, b0], (17)

где y — неизвестная функция, имеет единственное решение на интервале (t1−δ/8, t′0).
Тогда из (14), (16) получаем, что на интервале (t1− δ/8, t′0) функции v, w совпадают.
Следовательно, w(t′0) = v(t′0). Кроме того, равенство ρ̂(t) = r̂(t, t′0) + r̂t′0(t) и (15) при
t∈Iδ/2,t1 ( т. е. при t1 − δ/2 6 t 6 t1 + δ/2 = t′0 + (3/8)δ ) влекут

w(t) =

t∫
t1

(dp)w(s) + u(t1)− g(t1) + g(t). (18)

C другой стороны, функция u является решением уравнения (8) на [t0 − δ, t′0).
Поэтому

u(t) =

t∫
t0

(dp)u(s) + g(t) = u(t1)− g(t1) +

t∫
t1

(dp)u(s) + g(t). (19)

Учитывая, что r̂(t, t′0) = ρ̂(t), если t 6 t′0, получим из (19)

u(t) =

t∫
t1

Ψ(ξ)u(ξ)dr̂(ξ, t′0) + u(t1)− g(t1) + g(t). (20)

Из единственности решения уравнения (17) и из (14), (16), (20) получаем, что на
интервале (t1 − δ/8, t′0) функции u, v, w совпадают. Отсюда следует, что существует

lim
t→t′0−0

u(t) = w(t′0) = v(t′0).

Обозначим через ũ функцию, равную u на [t′0− δ, t′0) и w на [t′0, t
′
0 + (3/8)δ]. Функ-

ция ũ является решением уравнения (8). Действительно, при t < t′0 это утверждение
следует из того, что u является решением (8). Пусть t1 6 t 6 t′0 + (3/8)δ. Из (18),
(19) получаем

t∫
t0

(dp)ũ(s) + g(t) =

t1∫
t0

(dp)u(s) +

t∫
t1

(dp)w(s) + g(t) =

= (u(t1)− g(t1)) + w(t)− u(t1) + g(t1) = ũ(t).
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Итак, ũ — решение (8) и ũ есть продолжение u на интервал [t′0, t
′
0 + (3/8)δ].

Докажем единственность решения уравнения (8). Пусть существуют два решения
u1, u2, тогда u1(t) = u2(t) при t ∈ Iδ,t0 . Обозначим через T верхнюю грань множества
таких t, что u1(t) = u2(t) при всех t < T . Тогда u1(T ) = u2(T ) в силу непрерывности
слева функций u1, u2. При t > T имеем

ui(t) = x1 − g(T ) +

t∫
T

(dp)ui(s) + g(t), x1 =u1(T )=u2(T ), i = 1, 2. (21)

По доказанному выше, решение уравнения (21) в некоторой окрестности точки T

единственно. Поэтому T = b0. Теорема доказана. �

Следствие 1. Пусть p — мера с ограниченной вариацией. Тогда при t0 = a уравне-
ние (8) имеет единственное решение для любой функции g ∈ C̃[a, b0].

Замечание 1. В доказательстве теоремы 1 выберем δ так, чтобы в неравенстве (11)
ε 6 1/2. Тогда ‖(E − A)−1‖C̃(Iδ,t0 )6 2. Из (10), (12) следует

‖y‖C̃(Iδ,t0 )6 2(1 + VIδ,t0
(p)) ‖g‖C̃(Iδ,t0 ) .

Замечание 2. При t < t0 решение уравнения (8) может быть не единственным и,
кроме того, может не продолжаться влево.

Пример. ПустьH = C. Рассмотрим на отрезке [0, 2] меру p, заданную производящей
функцией p̂(t), равной нулю при t 6 1 и −1 при t > 1. Тогда решением уравнения
y =

∫ t
2
ydp, кроме функции, тождественно равной нулю, является функция ω(t),

равная 1, если t 6 1, и 0, если t > 1. Далее, функция y = 1 является решением
уравнения y = 1 +

∫ t
2
ydp при 1 < t 6 2. Однако это решение не продолжается влево

за точку 1. Действительно, пусть оно продолжено каким-либо образом за точку 1.
Тогда y(1) = 1−

∫
[1,2)

y(s)dp. Отсюда y(1) = 1 + y(1), что является невозможным.

Рассмотрим уравнение

y(t) =

t∫
a

(dp)y(s) + g(t), a 6 t 6 b0, g ∈ C̃[a, b0]. (22)

По следствию 1 уравнение (22) имеет единственное решение. В пространстве C̃[a, b0]

определим оператор P равенством

(Pu)(t) =

t∫
a

(dp)u(s), u ∈ C̃[a, b0], a 6 t 6 b0. (23)
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Из (7) получаем ‖Pu‖ 6V[a,b](p) supt∈[a,b0] ‖u(t)‖. Поэтому оператор P ограничен.
Из следствия 1 вытекает, что оператор (E −P)−1 существует, всюду определен (и,
следовательно, ограничен). Решение уравнения (22) имеет вид y = (E −P)−1g.

Введем в рассмотрение оператор U(t) = U(t, a), ставящий в соответствие каж-
дому элементу x ∈ H значение решения y(t) уравнения (22) при g(t) = x. Функция
t→U(t)x удовлетворяет уравнению

U(t)x = x+

t∫
a

dp(s)U(s)x, x ∈ H, a 6 t 6 b0. (24)

Функция U(·)x непрерывна слева и U(a)x=x. Равенства (23), (24) влекут

U(·)x = (E −P)−1x, (25)

где x ∈ H (здесь символ x обозначает как элемент из H, так и постоянную функцию,
равную x). Через U обозначим оператор, ставящий в соответствие элементу x ∈ H
функцию U(·)x.

Пусть K — множество функций t→ U(t)x, где x ∈ H. Линейное многообразие
K замкнуто в C̃[a, b0]. Действительно, если последовательность {U(·)xn} фундамен-
тальна, то такой же является последовательность {xn}. Поэтому {xn} сходится к
некоторому элементу x0 ∈ H. Тогда последовательность {U(·)xn} сходится в C̃[a, b0]

к U(·)x0 ∈ K . Из изложенного вытекает следующее утверждение.

Лемма 1. Оператор U непрерывно и взаимно однозначно отображает H на K .

Далее рассматривается интегральное уравнение

y(t) = y(a) +

t∫
a

(dp)y(s) +

t∫
a

(dm)f(s), (26)

где f интегрируема по мере m и записывается как f ∈ L1(H,m; a, b).

Лемма 2. Функция y тогда и только тогда является решением уравнения (26),
когда выполняется равенство

y(·) = U(·)y(a) + (E −P)−1h, h(t) =

t∫
a

(dm)f(s). (27)

Доказательство. Очевидно, функция y, определенная (27), является решением
уравнения (26). Обратно, из (26), (25) следует

y = (E −P)−1(y(a) + h) = (E −P)y(a) + (E −P)−1h = U(·)y(a)+(E−P)−1h.

Лемма доказана. �
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Пусть B — банахово пространство; Γ : C̃[a, b0] → B — линейное непрерывное
отображение. Сужение оператора Γ на K обозначим Γ̃.

Лемма 3. Пусть оператор Γ̃ взаимно однозначно отображает K на B. Тогда для
любой функции f ∈ L1(H,m; a, b) и любого элемента c ∈ B уравнение (26) имеет
единственное решение, удовлетворяющее условию

Γy = c. (28)

Доказательство. Из условия леммы следует, что задача (26), (28) имеет не более
одного решения. В (27) обозначим z = (E − P)−1h, y(a) = x. Если y — решение
задачи (26), (28), то Γy = Γ̃U(·)x + Γz = c. Отсюда Γ̃U x = c − Γz. Из леммы 1
вытекает, что Γ̃U непрерывно и взаимно однозначно отображает H на B. Поэтому
x = (Γ̃U )−1(c − Γz). Из леммы 2 получим, что y — решение задачи (26), (28) тогда
и только тогда, когда

y(·) = U(·)(Γ̃U )−1(c− Γz)+z(·), z = (E −P)−1h, h(t)=

t∫
a

(dm)f(s). (29)

Лемма доказана. �

2. Сходимость решений граничных задач

Рассмотрим интегральные уравнения

yk(t) = yk(a) +

t∫
a

(dpk)yk(s) +

t∫
a

(dmk)fk(s), a6 t6b0, k = 0, 1, 2, ... , (30)

с граничным условиями
Γkyk = ck. (31)

Здесь операторные меры pk, mk имеют ограниченные вариации; fk ∈ L1(H,mk; a, b);
Γk : C̃[a, b0]→B — линейные непрерывные отображения; k= 0, 1, 2, ...; B — банахово
пространство, ck ∈ B.

Операторы Pk, Uk(t) (k = 0, 1, 2, ...) определяются соответственно по форму-
лам (23), (24), в которых мера p заменена на pk, P на Pk, U на Uk. Через Uk

обозначается оператор x→Uk(·)x (x ∈ H). Множество функций t→Uk(t)x обознача-
ется Kk. Сужение оператора Γk на Kk обозначим Γ̃k.

Теорема 2. Пусть оператор Γ̃0 взаимно однозначно отображает K0 на B и пусть
‖Γn − Γ0‖→ 0, V[a,b](pn − p0)→ 0, V[a,b](mn −m0)→ 0, fn→ f0 равномерно на [a, b],

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2016, 1



О граничных задачах для интегральных уравнений с операторными мерами 47

cn→ c в B при n→∞. Тогда при достаточно больших n задача (30), (31) имеет
единственное решение yn и ‖yn(t)− y0(t)‖→0 при n→∞ равномерно по t.

Доказательство. Неравенство (7) влечет сходимость в равномерной операторной то-
пологии последовательности {Pn} к P0. Поэтому последовательность {(E−Pn)−1}
сходится к (E−P0)−1 в равномерной операторной топологии. Тогда из (25) следует,
что ‖Un(t)− U0(t)‖→0 равномерно по t. Поэтому последовательность {Un} сходится
к U0 при n→∞. Это влечет сходимость в равномерной операторной топологии по-
следовательности {Γ̃nUn} к Γ̃0U0. По лемме 1 операторы Uk непрерывно и взаимно
однозначно отображают H на Kk. Поэтому Γ̃0U0 : H → B — биективное отображе-
ние. Следовательно, при больших n таким же отображением является Γ̃nUn :H→B.
Поэтому Γ̃n непрерывно и взаимно однозначно отображает Kn на B. По лемме 3 зада-
ча (30), (31) имеет единственное решение при достаточно больших n. Согласно (29),
это решение имеет вид

yn(·) = Un(·)(Γ̃nUn)−1(cn−Γnzn)+zn(·), zn = (E−Pn)−1hn, hn(t)=

t∫
a

(dmn)fn(s). (32)

По условию последовательность {fn} сходится к f0 равномерно на [a, b0]. Поэтому
fn ∈L1(H,m0; a, b) и f0 ∈L1(H,mn; a, b) при достаточно больших n. Кроме того, по-
следовательность {V[a,b](mn)} ограничена. Обозначим hk(t)=

∫ t
a
(dmk)fk(s). Тогда

‖hn(t)− h0(t)‖ =

∥∥∥∥∥∥
t∫

a

d(mn −m0)f0(s) +

t∫
a

(dmn)(fn(s)− f0(s))

∥∥∥∥∥∥→ 0

равномерно по t при n → ∞. Поэтому zn = (E −Pn)−1hn → z0 = (E −P0)−1h0 в
пространстве C̃[a, b0]. Отсюда и из (32) следует, что последовательность решений yn
задачи (30), (31) сходится при n→∞ в C̃[a, b0] к решению y0, задаваемому равенством

y0(·) = U0(·)(Γ̃0U0)−1(c0 − Γ0z0)+z0(·), z0 = (E −P0)−1h0, h0(t)=

t∫
a

(dm0)f0(s).

Теорема доказана. �

Cписок литературы

1. Брук, В.М. О сходимости решений граничных задач для интегральных уравнений с оператор-
ными мерами / В. М. Брук // Таврический вестник информатики и математики. — Симферо-
поль, 2015. — № 1. — C. 20–33.

«Таврический вестник информатики и математики», №1 (30)’ 2016



48 В. М. Брук

BRUK, V.M. (2015) On the convergence of solutions of boundary value problems for integral
equations with operator measures. Taurida Journal of Computer science theory and Mathematics.
No 1. p. 20–33.

2. Кодлюк, Т.И. Предельные теоремы для одномерных краевых задач / Т.И. Кодлюк, В.А. Ми-
хайлец, Н.В. Рева // Укр. мат. журнал. — Киев, 2013. — Т. 65. — №1. — C. 70–81.

KODLYUK, T. I., MIKHAILETS, V.A. and REVA, N.V. (2013) Limit theorems for one-dimensional
boundary-value problems. Ukrainian Mathematical Journal. 65 (No 1). p. 77–90.

3. Березанский, Ю. М. Разложение по собственным функциям самосопряженных операторов /
Ю. М. Березанский. — Киев: Наукова думка, 1965. — 798 c.

BEREZANSKI, Yu.M. (1968) Expansions in Eigenfunctions of Selfadjoint Operators. Amer. Math.
Soc., Providence, RI.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2016, 1



УДК: 519.8

MSC2010: 90C09, 90C27, 90C29, 90C31

О РАДИУСЕ T1-УСТОЙЧИВОСТИ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ
ЛИНЕЙНОЙ БУЛЕВОЙ ЗАДАЧИ С НОРМАМИ ГЕЛЬДЕРА В

ПРОСТРАНСТВАХ ПАРАМЕТРОВ

c© В. А. Емеличев, К. Г. Кузьмин
Белорусский государственный университет

Механико-математический факультет
Просп. Независимости, 4, Минск, 220030, Республика Беларусь

e-mail: vemelichev@gmail.com, kuzminkg@mail.ru

On the T1-stability Radius of a Multicriteria Linear Boolean Problem
with Hölder Norms in Parameter Spaces.

Emelichev V. A. and Kuzmin K. G.

Abstract. Discrete optimization models of decision making are widespread in design,
control, economics and many other fields of applied research. Many of the decision-making
problems can be formulated as multicriteria Boolean problems. Solutions of the problems are
reduced to a choice of variables values from a discrete set that are the best in some sense,
which is determined by the physical or economical meaning. Pareto-optimal alternatives are
usually regarded as the best solutions. One of the approaches to investigate these problems is
the stability analysis carried out under the uncertainty assumption, which means that the given
coefficients of the objective vector-function are known up to a certain accuracy degree or may
change unpredictably. In these conditions, an investigation of the Pareto set behavior becomes
topical since these investigations allow one to specify reliability limits of the decisions made.

In this work, we address an issue of deriving quantitative stability characteristics. Such a
characteristic called stability radius is defined as the limit level of perturbations that retains
a certain property of a solutions set given in advance. Stability of a multicriteria optimization
problem is usually understood as a property of semi-continuity of a multi-valued mapping, which
determines the choice function in the Hausdorff sense; i. e., there exists a neighborhood in the
space of the initial parameters such that new Pareto optimums are impossible to arise inside it. A
weakening of this requirement results in the T1-stability concept, which is treated as an existence
of an initial data neighborhood of in a space of problem parameters such that, although new
Pareto optimums may arise within it, for each perturbation, there exists at least one efficient
solution to the initial problem (not necessarily the same) that retains Pareto optimality.

We study the T1-stability radius of Pareto set to parameter perturbations in the vector
criterion on an assumption that arbitrary Hölder norms are given in criteria and solutions spaces
of the multicriteria Boolean problem. Specifying problems classes for which bounds estimates
have obtained guarantees that the estimates are achievable. We also present an easily computable
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achievable upper-bound estimate, which is equal to a norm of a vector criterion coefficients
matrix. These results naturally lead to the known estimates for the T1-stability radius for the
case of Chebyshev norm in the spaces of solutions and criteria.

Keywords: multicriteria Boolean problem, Pareto set, stability radius, T1-stability, Hölder norm.

Введение

Многие проблемы принятия многоцелевых решений (индивидуальных или груп-
повых) в управлении, планировании и проектировании могут быть сформулированы
как многокритериальные (векторные) задачи дискретной оптимизации. Характер-
ной особенностью подобных задач, возникающих на практике, является неточность
исходной информации. Эта неточность обусловлена влиянием различных факторов
неопределенности и случайности: неадекватностью математических моделей реаль-
ным процессам, ошибками округления, погрешностями измерений и прочими факто-
рами. В таких условиях математическая задача не может быть корректно поставле-
на и решена без хотя бы неявного использования результатов теории устойчивости.
При этом естественным образом возникают следующие два вопроса: каким условиям
должна удовлетворять задача и в каких пределах можно варьировать ее исходные
данные, чтобы множество оптимальных решений обладало некоторым наперед задан-
ным свойством инвариантности к возмущениям исходных данных? Они определяют
два основных направления исследования проблемы устойчивости задач дискретной
оптимизации: качественное и количественное. В рамках качественного направления
авторы концентрируют свое внимание на выявлении условий различных типов устой-
чивости задачи (см. монографию [1], обзор [2] и работы [3, 4, 5, 6, 7, 8]), установлении
связи между различными видами устойчивости [9, 10], а также на поиске и описании
региона устойчивости оптимального решения [11]. Количественное направление, до-
статочно подробно изложенное в монографии [12] (см. также недавние обзоры [2, 13]),
связано с получением количественных оценок допустимых изменений в исходных
данных [14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25] и разработкой алгоритмов вычис-
ления этих оценок [26, 27, 28].

Настоящая работа лежит в русле направления, связанного с исследованием ко-
личественных характеристик устойчивости многокритериальных задач дискретной
оптимизации. Одна из таких характеристик, называемая обычно радиусом устой-
чивости, определяется как предельный уровень возмущений параметров задачи в
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метрическом пространстве, сохраняющих некоторое наперед заданное свойство мно-
жества ее решений. В качестве возмущаемых параметров обычно выступают коэф-
фициенты скалярного или векторного критерия.

Под устойчивостью многокритериальной задачи дискретной оптимизации, состо-
ящей в поиске множества Парето, понимают [1] дискретный аналог свойства полу-
непрерывности сверху по Хаусдорфу точечно-множественного отображения, зада-
ющего паретовскую функцию выбора. Тем самым, свойство устойчивости опреде-
ляет наличие такой окрестности для исходных параметров задачи, внутри которой
невозможно появление новых оптимумов Парето. Иными словами, множество Парето
внутри этой окрестности может лишь сузиться. Ослабление этого требования приво-
дит к такому типу устойчивости, который трактуется как существование окрестности
первоначальных данных задачи, внутри которой хотя и возможно появление новых
оптимумов Парето, однако для каждого возмущения должно существовать хотя бы
одно Парето-оптимальное решение исходной задачи (не обязательно одно и то же),
сохраняющее свою оптимальность. Следуя терминологии [1], будем называть такой
тип устойчивости T1-устойчивостью.

Впервые T1-устойчивость была исследована в [14] для однокритериальной ли-
нейной траекторной задачи. Позднее в [15, 17] получены нижняя и верхняя оценки
радиуса этого типа устойчивости для многокритериальной линейной булевой задачи,
а также найдена нижняя оценка для многокритериальной задачи целочисленного ли-
нейного программирования. Статья [22] посвящена получению аналогичных оценок
для векторной инвестиционной задачи с критериями Вальда. Отметим также рабо-
ту [4], где установлены необходимые и достаточные условия T1-устойчивости мно-
гокритериальных задач минимизации пороговых булевых функций. Перечисленные
выше результаты соответствуют случаю, когда в пространствах параметров задач
задана чебышевская норма l∞.

В данной работе найдены нижняя и верхняя оценки радиуса T1-устойчивости
многокритериальной линейной булевой задачи в предположении, что в критериаль-
ном пространстве и пространстве решений заданы произвольные нормы Гельдера.
В качестве следствий приведены утверждения, свидетельствующие о достижимости
полученных оценок.

1. Постановка задачи и основные определения

Пусть Rm – критериальное пространство, Rn — пространство решений,
C = [cij] — матрица размера m × n со строками Ci ∈ Rn, i ∈ Nm := {1, 2, . . . ,m},
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m ≥ 1, x = (x1, x2, . . . , xn)T ∈ X ⊆ En, n ≥ 2, E = {0, 1} |X| ≥ 2. Под m-
критериальной линейной булевой задачей

Zm(C) : Cx =
(
C1x,C2x, . . . , Cmx

)T → min
x∈X

будем понимать задачу поиска множества Парето (множества эффективных реше-
ний):

Pm(C) = {x ∈ X : X(x,C) = ∅},
где

X(x,C) = {x′ ∈ X : x �
C
x′},

x �
C
x′ ⇔ Cx ≥ Cx′ & Cx 6= Cx′}.

Таким образом, X(x,C) — множество решений x′ задачи Zm(C), которые доминиру-
ют решение x.

В силу конечности X множество Парето Pm(C) непусто при любой матрице
C ∈ Rm×n.

Возмущение элементов матрицы C будем осуществлять путем прибавления к ней
матриц C ′ из Rm×n. Таким образом, возмущенная задача Zm(C + C ′) имеет вид

(C + C ′)x→ min
x∈X

,

а множество эффективных решений такой задачи – вид Pm(C + C ′).
В пространстве решений Rn зададим произвольную норму Гельдера lp, p ∈ [1,∞],

т. е. под нормой вектора a = (a1, a2, . . . , an)T ∈ Rn будем понимать число

‖a‖p =


(∑
j∈Nn

|aj|p
)1/p

, если 1 ≤ p <∞,

max
j∈Nn
|aj|, если p =∞.

В критериальном пространстве Rm определим произвольную норму Гельдера lq, от-
личную, вообще говоря, от нормы lp. Под нормой матрицы C будем понимать норму
вектора, компонентами которого являются нормы строк матрицы. Тем самым,

‖C‖pq =
∥∥∥(‖C1‖p, ‖C2‖p, . . . , ‖Cm‖p

)∥∥∥
q
.

В пространстве Rn наряду с нормой lp будем использовать сопряженную к ней
норму lp′ , где числа p и p′, как известно, связаны равенством

1/p+ 1/p′ = 1.
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При этом полагаем p′ = 1, если p =∞, и p′ =∞, если p = 1. Поэтому далее считаем,
что областью изменений чисел p и p′ является отрезок [1,∞], а сами числа связаны
указанным выше условием. В этих обозначениях будем считать, что 1/p = 0 при
p =∞.

Не сложно заметить, что для вектора a ∈ Rn с условием |aj| = α, j ∈ Nn, при
любом числе p ∈ [1,∞] справедливо равенство

‖a‖ = αn1/p. (1)

Кроме того, известно, что для любых векторов a, b ∈ Rn выполняется неравенство
Гельдера

|aT b| ≤ ‖a‖p‖b‖p′ . (2)

Следуя [1], радиусом T1-устойчивости (в терминологии [16, 17, 4, 19] — радиусом
сильной устойчивости) задачи Zm(C), m ∈ N, с нормами Гельдера lp и lq в простран-
ствах Rn и Rm соответственно назовем число

ρm(p, q) =

{
sup Ξpq, если Ξpq 6= ∅,

0, если Ξpq = ∅,
где

Ξpq = {ε > 0 : ∀C ′ ∈ Ωpq(ε) (Pm(C) ∩ Pm(C + C ′) 6= ∅)} ,
Ωpq(ε) =

{
C ′ ∈ Rm×n : ‖C ′‖pq < ε

}
—

множество возмущающих матриц C ′ со строками C ′i, i ∈ Nm.
Таким образом, радиус T1-устойчивости задачи Zm(C) – это предельный уровень

всех таких возмущений элементов матрицы C в метрическом пространстве Rm×n, для
каждого из которых в возмущенной задаче Zm(C + C ′) сохраняется эффективность
хотя бы одного (не обязательно одного и того же) решения исходной задачи Zm(C).

Очевидно, что при выполнении равенства Pm(C) = X для каждой матрицы
C ∈ Rm×n множество Pm(C)∩Pm(C+C ′) непусто при любой возмущающей матрице
C ′ ∈ Ωpq(ε) и всяком числе ε > 0. Поэтому радиус T1-устойчивости такой задачи не
ограничен сверху. Задачу Zm(C), для которой Pm(C) 6= X, будем называть нетриви-
альной.

2. Оценки радиуса устойчивости

Для нетривиальной задачи Zm(C), m ∈ N, при любых p, q ∈ [1,∞] положим

ϕm(p) = min
x∈X\Pm(C)

max
x′∈P (x,C)

min
i∈Nm

Ci(x− x′)
‖x− x′‖p′

,
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ψm(p, q) = max
x′∈Pm(C)

min
x∈X\Pm(C)

‖[C(x− x′)]+‖q
‖x− x′‖p′

,

χm(p, q) = n1/pm1/q min
x∈X\Pm(C)

max
x′∈Pm(C)

max
i∈Nm

Ci(x− x′)
‖x− x′‖1

.

Здесь
P (x,C) = X(x,C) ∩ Pm(C),

[y]+ = (y+
1 , y

+
2 , . . . , y

+
m)T – положительная свертка вектора y = (y1, y2, . . . , ym)T ∈ Rm,

т. е. y+
i = max{0, yi}, i ∈ Nm.

Теорема. При любых p, q ∈ [1,∞] и m ∈ N для радиуса T1-устойчивости ρm(p, q)

нетривиальной задачи Zm(C) справедливы следующие оценки

0 < max{ϕm(p), ψm(p, q)} ≤ ρm(p, q) ≤ min{χm(p, q), ‖C‖pq}.

Доказательство. Поскольку справедлива формула

∀x′ ∈ Pm(C) ∀x ∈ X \ Pm(C) ∃i ∈ Nm (Ci(x− x′) > 0),

то справедливо неравенство
ψm(p, q) > 0,

свидетельствующее о том, что нижняя оценка радиуса T1-устойчивости и сам он —
положительные величины.

Теперь докажем справедливость неравенства ρm(p, q) ≥ ϕm(p). Будем предпола-
гать, что ϕm(p) > 0 (в противном случае это неравенство очевидно).

Пусть возмущающая матрица C ′ ∈ Ωpq(ϕm(p)). Тогда согласно определению чис-
ла ϕm(p) для любого решения x ∈ X \Pm(C) существует такое эффективное решение
x0 ∈ P (x,C), что выполняются неравенства

Ci(x− x′)
‖x− x′‖p′

≥ ϕm(p) > ‖C ′‖pq ≥ ‖C ′i‖p, i ∈ Nm.

Отсюда, используя неравенство Гельдера (2), находим

(Ci + C ′i)(x− x0) ≥ Ci(x− x0)− ‖C ′i‖p‖x− x0‖p′ > 0, i ∈ Nm.

Это значит
x0 6�

C+C′
x,

т. е. x ∈ X \Pm(C +C ′). Резюмируя, заключаем, что любое неэффективное решение
задачи Zm(C) остается таковым и в любой возмущенной задаче Zm(C+C ′), а значит,
верны соотношения ∅ 6= Pm(C + C ′) ⊆ Pm(C).
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Следовательно, Pm(C) ∩ Pm(C + C ′) 6= ∅ при любой возмущающей матрице
C ′ ∈ Ωpq(ϕm(p)), т. е. ρm(p, q) ≥ ϕm(p).

Далее докажем, что ρm(p, q) ≥ ψm(p, q). Как и в предыдущем случае, выбе-
рем произвольную возмущающую матрицу C ′ ∈ Rm×n, принадлежащую множеству
Ωpq(ψm(p, q)), где, как уже было установлено, ψm(p, q) — положительное число. Для
доказательства неравенства ρm(p, q) ≥ ψm(p, q) достаточно убедиться в существова-
нии решения x∗ ∈ Pm(C) ∩ Pm(C + C ′).

В соответствии с определением величины ψm(p, q) существует такое решение
x0 ∈ Pm(C), что для всякого решения x ∈ X \ Pm(C) имеют место неравенства

0 < ψm(p, q)‖x− x0‖p′ ≤ ‖[C(x− x0)]+‖q. (3)

Сначала покажем, что

∀x ∈ X \ Pm(C) ∀C ′ ∈ Ωpq(ψm(p, q)) (x 6∈ X(x0, C + C ′)). (4)

Если предположить наличие такого решения x̃ ∈ X \ Pm(C) и такой возмущающей
матрицы C̃ ∈ Ωpq(ψm(p, q)), что x̃ ∈ X(x0, C + C̃), то для любого индекса i ∈ Nm

выполняется неравенство
(Ci + C̃i)x̃ ≤ (Ci + C̃i)x

0,

а, стало быть, и неравенство

Ci(x̃− x0) ≤ C̃i(x
0 − x̃).

Откуда легко приходим к соотношению

[Ci(x̃− x0)]+ ≤ |C̃i(x̃− x0)|,

из которого с учетом (2) находим

[Ci(x̃− x0)]+ ≤ ‖C̃i‖p‖x̃− x0‖p′ .

В итоге получаем противоречие неравенству (3)

‖[C(x̃− x0)]+‖q ≤ ‖C̃‖pq‖x̃− x0‖p′ < ψm(p, q)‖x̃− x0‖p′ ,

свидетельствующее о справедливости формулы (4).
Далее укажем способ выбора необходимого решения x∗ ∈ Pm(C)∩Pm(C+C ′), где

C ′ ∈ Ωpq(ψm(p, q)). Если x0 ∈ Pm(C+C ′), то полагаем x∗ = x0. Если x0 6∈ Pm(C+C ′),
то в силу внешней устойчивости множества Парето Pm(C + C ′) (см., например, [29]
стр. 39) можно выбрать такое решение x∗ ∈ Pm(C + C ′), что x∗ ∈ X(x0, C + C ′).
Принимая во внимание доказанную формулу (4), легко понять, что x∗ ∈ Pm(C). Тем
самым доказано неравенство ρm(p, q) ≥ ψm(p, q).
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Теперь докажем неравенство ρm(p, q) ≤ χm(p, q). В соответствии с определени-
ем величины χm(p, q) найдется такое решение x0 ∈ X \ Pm(C), что для каждого
эффективного решения x ∈ Pm(C) и любого индекса i ∈ Nm верно неравенство

χm(p, q)‖x0 − x‖1 ≥ n1/pm1/qCi(x
0 − x). (5)

Пусть ε > χm(p, q). Элементы c0
ij возмущающей матрицы C0 ∈ Rm×n зададим по

правилу

c0
ij =

{
−δ, если i ∈ Nm, x

0
j = 1,

δ, если i ∈ Nm, x
0
j = 0,

где
χm(p, q) < δn1/pm1/q < ε. (6)

Отсюда, согласно (1), находим

‖C0
i ‖p = δn1/p, i ∈ Nm,

‖C0‖pq = δn1/pm1/q, C0 ∈ Ωpq(ε),

C0
i (x0 − x) = −δ‖x0 − x‖1 < 0, i ∈ Nm. (7)

Поэтому, используя (5) и (6), заключаем, что для каждого решения x ∈ Pm(C) и
всякого индекса i ∈ Nm имеют место соотношения

(Ci + C0
i )(x0 − x) ≤

(
χm(p, q)

(
n1/pm1/q

)−1 − δ
)
‖x0 − x‖1 < 0.

Таким образом, x 6∈ Pm(C + C0) при x ∈ Pm(C). Поэтому для любого
числа ε > χm(p, q) существует такая возмущающая матрица C0 ∈ Ωpq(ε), что
Pm(C) ∩ Pm(C + C0) = ∅, т. е. ρm(p, q) < ε для всякого числа ε > χm(p, q). Сле-
довательно, ρm(p, q) ≤ χm(p, q).

Наконец, убедимся в справедливости неравенства ρm(p, q) ≤ ‖C‖pq. Пусть
x0 ∈ X \ Pm(C) и ε > ‖C‖pq. Зафиксируем число δ с условием

0 < δn1/p < ε− ‖C‖pq. (8)

Введем в рассмотрение вектор-строку ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) с компонентами

ξj =

{
−δ, если x0

j = 1,

δ, если x0
j = 0.

Тогда, согласно (1), получаем
‖ξ‖p = δn1/p.
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Кроме того, для любого решения задачи Zm(C) и, в частности, для x ∈ Pm(C) верно
соотношение

ξ(x0 − x) = −δ‖x0 − x‖1 < 0. (9)

Строки C0
i ∈ Rn, i ∈ Nm, возмущающей матрицы C0 ∈ Rm×n зададим по правилу

C0
i =

{
ξ − C1, если i = 1,

−Ci, если i 6= 1.

В результате, учитывая (9), для любого решения x ∈ Pm(C) имеем

C0
1(x0 − x) = −δ‖x0 − x‖1 − C1(x0 − x)

и благодаря (8) выводим

‖C0‖pq ≤ ‖ξ‖p + ‖C‖pq = δn1/p + ‖C‖pq < ε.

Отсюда для каждого решения x ∈ Pm(C) получаем

(C1 + C0
1)(x0 − x) = −δ‖x0 − x‖1 < 0,

(Ci + C0
i )(x0 − x) = 0, i ∈ Nm \ {1}.

Это означает, что x0 ∈ X(x,C+C0). Тем самым, если x ∈ Pm(C), то x 6∈ Pm(C+C0),
что свидетельствует о пустоте множества Pm(C) ∩ Pm(C + C0). Итак, ρm(p, q) < ε

для всякого числа ε > ‖C‖pq. Следовательно, ρm(p, q) ≤ ‖C‖pq. �

3. Следствия

Из теоремы вытекают следующие два известных результата, полученные соот-
ветственно в [17] и [14] (см. также [1]).

Следствие 1. Если p = q =∞, то при любом m ∈ N для радиуса T1-устойчивости
нетривиальной задачи Zm(C) справедливы оценки

max
x′∈Pm(C)

min
x∈X\Pm(C)

max
i∈Nm

Ci(x− x′)
‖x− x′‖1

≤ ρm(∞,∞) ≤ min
x∈X\Pm(C)

max
x′∈Pm(C)

max
i∈Nm

Ci(x− x′)
‖x− x′‖1

.

Следствие 2. Если p = ∞, то при любом q ∈ [1,∞] для радиуса T1-устойчивости
нетривиальной однокритериальной задачи Z1(C) верны равенства

ρ1(∞, q) = ϕ1(∞) = χ1(∞, q) = min
x∈X\Pm(C)

max
x′∈Pm(C)

C1(x− x′)
‖x− x′‖1

.

Отметим, что следствие 2 доказывает достижимость оценок ϕm(p) и χm(p, q) при
p =∞ и m = 1. Далее предъявим еще несколько классов задач Zm(C), для которых
оценки, указанные теоремой, достижимы.
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Радиусом устойчивости эффективного решения x0 ∈ Pm(C) задачи Zm(C),
m ∈ N, с нормами Гельдера lp и lq в пространствах Rn и Rm назовем число

ρm(x0, p, q) =

{
sup Ξpq, если Θpq 6= ∅,

0, если Θpq = ∅,
где

Θpq =
{
ε > 0 : ∀C ′ ∈ Ωpq(ε)

(
x0 ∈ Pm(C + C ′)

)}
.

В работе [20] показано, что при любых p, q ∈ [1,∞] и m ∈ N для радиуса устой-
чивости эффективного решения x0 ∈ Pm(C) задачи Zm(C) справедлива формула

ρm(x0, p, q) = min
x∈X\{x0}

‖[C(x− x′)]+‖q
‖x− x′‖p′

. (10)

Очевидно, что ρm(p, q) = ρm(x0, p, q), если Pm(C) = {x0}. Поэтому на основании
формулы (10) из теоремы вытекают два утверждения, свидетельствующих о дости-
жимости нижних оценок.

Следствие 3. Если P 1(C) = {x0}, то при любых p, q ∈ [1,∞] для радиуса T1-
устойчивости нетривиальной однокритериальной задачи Z1(C) справедлива фор-
мула

ρ1(p, q) = ϕ1(p).

Следствие 4. Если Pm(C) = {x0}, то при любых p, q ∈ [1,∞] и m ∈ N для радиуса
T1-устойчивости нетривиальной задачи Zm(C) справедлива формула

ρm(p, q) = ψm(p, q).

Следствие 5. При любых p, q ∈ [1,∞] и m ∈ N существует такой класс нетри-
виальных задач Zm(), что для радиуса устойчивости любой задачи из этого класса
справедлива формула

ρm(p, q) = ‖C‖pq.

Доказательство. Данный класс задач можно построить, например, следующим об-
разом. Пусть X = {x0, x1, . . . , xn} ⊂ En, где решение x0 – это нулевой вектор, а
каждое решение xj, j ∈ Nn, — единичный вектор. И пусть C∗ = [c∗ij] ∈ Rm×n такая
матрица с отрицательными элементами, что

Pm(C∗) = X \ {x0}.
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Тогда для того чтобы решение x0 стало эффективным в возмущенной задаче
Zm(C∗ + C ′), C ′ = [c′ij] ∈ Rm×n, для каждого x ∈ X \ {x0} необходимо выполне-
ние отношения

x0 6�
C∗+C′

x.

Поэтому C ′x ≥ −C∗x. Отсюда получаем

c′ij ≥ −c∗ij, i ∈ Nm, j ∈ Nn.

Таким образом, верно неравенство ρm(p, q) ≥ ‖C∗‖pq, которое с учетом теоремы убеж-
дает нас в справедливости равенства ρm(p, q) = ‖C∗‖pq. �

4. Сравнение оценок

Покажем, что каждая из нижних (верхних) оценок, может быть лучше другой.
Прежде всего очевидно, что есть случаи, когда

ϕm(p) < ψm(p, q), (11)

поскольку ψm(p, q) > 0, а число ϕm(p) может быть и нулем.
Кроме того, так как при q 6= ∞, m ≥ 2 и Pm(C) = {x0} для всякого решения

x 6= x0 верно неравенство

‖[C(x− x0)]+‖q > min
i∈Nm

Ci(x− x0),

то (11) имеет место и при одновременном выполнении условий Pm(C) = {x0}, m ≥ 2,
p ∈ [1,∞], q ∈ [1,∞).

Также нетрудно понять, что при p ∈ [1,∞) для класса задач Zm(C), описанного
в доказательстве следствия 5, справедливо неравенство

χm(p, q) > ‖C‖pq. (12)

Конечно, возможны и противоположные неравенства. Проиллюстрируем это на сле-
дующем примере.

Пример. Пусть m = 2, n = 8, p = q =∞, X = {x1, x2, x3, x4},
x1 = (0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0)T , x2 = (0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0)T , x3 = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1)T ,
x4 = (1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0)T ,

C =

[
2 0 0 5 3 0 0 5

5 0 0 7 4 0 0 7

]
.
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Тогда

Cx1 = Cx3 =

[
5

7

]
, Cx2 =

[
3

4

]
, Cx4 =

[
2

5

]
,

P 2(C) = {x2, x4},
X \ P 2(C) = {x1, x3}.

В результате получаем ϕ2(∞) = 1, ψ2(∞,∞) = 1/2, χ2(∞,∞) = 3/2, ‖C‖∞∞ = 7.
Тем самым верны неравенства противоположные к (11) и (12).

Далее покажем, что радиус T1-устойчивости такой задачи равен 5/4.

Рассмотрим возмущающую матрицу C∗ вида

C∗ = C∗(δ) =

[
5/4 + δ 0 0 −5/4− δ 5/4 + δ 0 −1/2− δ −5/4− δ
5/4 + δ −1/2− δ 0 −5/4− δ 5/4 + δ 0 0 −5/4− δ

]
,

где δ — произвольное положительное число. Тогда очевидны равенства

‖C∗‖∞∞ = 5/4 + δ,

(C + C∗)x1 =

[
15/4− δ
21/4− δ

]
, (C + C∗)x2 =

[
15/4 + δ

21/4 + δ

]
,

(C + C∗)x3 =

[
13/4− δ
23/4− δ

]
, (C + C∗)x4 =

[
13/4 + δ

23/4 + δ

]
.

Таким образом, для любого δ > 0 имеем

P 2(C + C∗) = {x1, x3},

X \ P 2(C + C∗) = {x2, x4}.
Поэтому для всякого числа ε > 5/4 существует такая возмущающая матрица
C∗ ∈ Ω∞∞(ε), что P 2(C) ∩ P 2(C + C∗) = ∅. Следовательно,

ρ2(∞,∞) ≤ 5/4. (13)

C другой стороны, чтобы оба решения x2 и x4 перестали быть эффективными
в возмущенной задаче Z2(C + C ′), C ′ = [c′ij] ∈ R2×8 решения x1 и x3 должны их
доминировать. Нетрудно убедиться, что x4 �

C+C′
x1 только при ‖C ′‖∞∞ ≥ 3/2. Такое

же утверждение верно и для пары решений x2 и x3. Это означает, что при любой
возмущающей матрице C ′ ∈ Ω∞∞(3/2) верны соотношения

x4 6�
C+C′

x1 и x2 6�
C+C′

x3.
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Таким образом, при C ′ ∈ Ω∞∞(3/2) только решение x1 может доминировать x2 и
только решение x3 может доминировать x4. Для этого необходимо одновременное
выполнение неравенств:

C ′1(x1 − x2) ≤ −2 = C1(x2 − x1),

C ′1(x3 − x4) ≤ −3 = C1(x4 − x3),

C ′2(x1 − x2) ≤ −3 = C2(x2 − x1),

C ′2(x3 − x4) ≤ −2 = C2(x4 − x3).

Откуда выводим
−c′i1 + c′i4 − c′i5 + c′i8 ≤ −5, i ∈ {1, 2}.

Поэтому ‖C ′‖∞∞ ≥ 5/4 и, следовательно, ρ2(∞,∞) ≥ 5/4, что вместе с (13) убеждает
нас в справедливости равенства ρ2(∞,∞) = 5/4.

Итак, в рассмотренном примере верна цепочка неравенств

ψ2(∞,∞) < ϕ2(∞) < ρ2(∞,∞) < χ2(∞,∞) < ‖C‖∞∞.

Заключение

Поскольку исходные данные реальных задач оптимизации, как правило, зада-
ются с некоторой степенью неопределенности (точности), возникает потребность в
исследовании устойчивости искомых решений к возмущениям параметров задачи.

В работе исследована количественная характеристика T1-устойчивости множе-
ства Парето многокритериальной линейной булевой задачи в предположении, что
в пространствах решений и критериев заданы различные нормы Гельдера. Получе-
ны следующие результаты: 1) найдены две нижние и две верхние оценки радиуса
T1-устойчивости; 2) доказана достижимость этих оценок; 3) выявлены случаи, ко-
гда каждая оценка из пары нижних (верхних) оценок лучше другой; 4) приведен
иллюстрационный числовой пример.
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Outcome and Risk in a Multi-step Positional Problem under
Uncertainty.

Zhukovskiy V. I., Vysokos M. I. and Gorbatov A. S.

Abstract. In single-criteria problem under strategical uncertainty from the point of view
of DM tasks of decision making are examined. DM tries to increase the guaranteed outcome
with possible smaller guaranteed risk. We are based on the principle of minimax regret (Savage-
Nichans) with the help of mathematical apparatus of the method of dynamic programming for
discrete problems.

First, we examine single-criteria problem of two forms which differs by pairs: contrstrategy —
pure uncertainty and pure strategy — strategical uncertainty.

In the problem of the first type, a hierarchical procedure of formation the counterstrategies of
DM is used. The discrimination of uncertainty appears: the decision-maker learns the uncertainty
which has realized and only then he chooses his strategy, namely for example for single-criteria
problem under uncertainty

Γ = 〈Σ,UZ ,Z, J(UZ , Z, x0)〉

Σ÷ x(k + 1) = f(k, x(k), u(k, x(k), z(k, x(k))), x(0) = x0 k = 0, ...,K,

UZ = (UZ(0), UZ(1), ..., UZ(K − 1))÷ (u(0, x, z), u(1, x, z), ..., u(K − 1, x, z)),

Z = (Z(0), Z(1), ..., Z(K − 1))÷ (z(0, x), ..., z(K − 1, x)),

UZ = {UZ}, Z = {Z}.

J(UZ , Z, x0) = Φ(x(K)) +

K−1∑
k=0

Fi(k, x(k), u[k], z[k]),
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the functions of risk are defined

R(UZ , Z, x0) = max
UZ∈UZ

J(UZ , Z, x0)− J(UZ , Z, x0).

In the problem of the second type strategic uncertainties are used. They are formed on the
assumption of discrimination DM, who transmits them to the researcher selected by him pure
strategy for the formation of strategic uncertainty.

In the problem about uncertainties only boundaries of changes are known (any probabilistic
characteristics are absent).

In the first case the regret function is constructed, in the second case — guarantee of outcome
and risk. Secondly, it is offered the initial single -criteria problem to set in accordance two-criteria
discrete positional problem, where the first criteria — the guaranteed outcomes, the second one —
“minus” guaranteed risk. For this two-criteria problem we construct the Pareto maximal pure
strategy, which defines the value of guaranteed outcomes and guaranteed risk accompanying the
realization of guaranteed outcome.

As the example, the explicit form of suggested solution for linear-quadratic one step variant
of single-criteria problem is obtained.

Keywords:multi-step problem, management problem strategy, multicriteria problem, guarantees,
Pareto maximum.

1. Постановка задачи

Рассматриваем однокритериальную многошаговую позиционную задачу при
неопределенности.

Функция риска Севиджа–Ниханса.
Здесь ограничимся интервальными неопределенностями. Для построения функ-

ции риска рассматриваем однокритериальную многошаговую оптимизационную за-
дачу

ΓZ = 〈Σ,UZ ,Z, J(UZ , Z, x0)〉,
изменение управляемой системы Σ описывается векторным разностным уравнением

x(k + 1) = f(k, x(k), u(k, x(k), z(k, x(k))), z(k, x(k))),

x(0) = x0, (k = 0, 1, ..., K − 1)
(1)

(момент окончания управления) постоянную K > 0 фиксируем; в (1) фазовый
n−вектор (вектор состояния) в момент времени k есть x(k) ∈ Rn, пара (k, x(k)) —
позиция в момент k в задаче ΓZ , (0, x0) — начальная позиция; стратегия ЛПР (лица,
принимающего решения) в момент времени k, именно UZ(k) отождествляется с m-
вектор-функцией u(k, x, z) ∈ Rm, этот факт обозначается UZ(k)÷u(k, x, z). В теории
дифференциальных игр UZ(k) называется контрстратегией в момент времени k и
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множество контрстратегий в момент времени k обозначим UZ(k). Стратегией ЛПР
в ΓZ является набор

UZ = (UZ(0), UZ(1), ..., UZ(K − 1))÷ (u(0, x, z), u(1, x, z), ..., u(K − 1, x, z)),

множество таких контрстратегий UZ обозначим UZ .
Согласно теории дифференциальных позиционных игр, задача ΓZ относится к

категории минимаксных. В ней применяем в момент k = 0, ..., K−1 чистую неопре-
деленность Z(k) ÷ z(k, x), z ∈ RS, множество таких неопределенностей в момент k
обозначим Z(k) = {Z(k)}, а сама неопределенность Z тогда определится набором

Z = (Z(0), Z(1), ..., Z(K − 1))÷ (z(0, x), z(1, x), ..., z(K − 1, x)),

множество которых обозначим Z =
K−1∏
k=0

Z(k).

При формировании контрстратегии UZ(k) в момент k используем иерархическую
процедуру. Именно на k-м ходу неопределенность Z(k) ÷ z(k, x) поступает к ЛПР.
Лицо, принимающее решение, на этой основе и исходя из некоторых соображений
(например, оптимизации своего критерия, об этом далее) выбирает в момент времени
k свою стратегию Uz(k)÷ u(k, x, z); как раз эти вектор-функции u(k, x, z) и z(k, x) и
фигурируют в (1).

В этом проявляется дискриминация неопределенности: при формировании своей
стратегии ЛПР становится известной реализовавшаяся в момент k неопределенность
Z(k)÷ z(k, x).

Перейдем к динамике задачи ΓZ . В момент k = 0 ЛПР узнает неопределенность
Z(0)÷ z(0, x) и формирует свою стратегию UZ(0)÷ u(0, x0, z(0, x0)). С помощью си-
стемы (1) при k = 0 находит

x(1) = f(0, x0, u(0, x0, z(0, x0)), z(0, x0)).

В следующий момент k = 1 ЛПР, получив информацию о реализовавшейся чи-
стой неопределенности Z(1)÷z(1, x), формирует свою стратегию U(1)÷u(1, x, z(1, x))

и опять-таки с помощью (1) при k = 1 находит

x(2) = f(1, x(1), u(1, x(1), z(1, x(1))), z(1, x(1))),

затем процедура с очевидными изменениями повторяется до момента k = K − 1 и в
этот момент K уже ЛПР находит на основе (1)

x(K) = f(K− 1, x(K− 1), u(K− 1, x(K− 1), z(K− 1, x(K− 1))), z((K− 1), x(K− 1))).
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В результате получаем дискретную траекторию

x0, x(1), ..., x(K),

порожденную ей реализацию выбранных ЛПР стратегий

u[0] = u(0, x0, z(0, x0)), u[1] = u(1, x(1), z(1, x(1))), ..., u[K − 1] =

= u(K − 1, x(K − 1), z(K − 1, x(K − 1))),

и реализовавшихся, появившихся независимо от действий ЛПР, последовательности
неопределенностей

z[0] = z(0, x0), z[1] = z(1, x(1)), ..., z[K − 1] = z(K − 1, x(K − 1)).

На полученных таким образом трех последовательностях:

{x(k)}Kk=0, {u[k]}K−1
k=0 , {z[k]}K−1

k=0

определен критерий, оценивающий качество поведения ЛПР (результат от выбран-
ной им стратегии UZ = (UZ(0), ..., UZ(K − 1))), который задается функционалом

J(UZ , Z, x0) = Φ(x(K)) +
K−1∑
k=0

F (k, x(k), u[k], z[k]), (2)

первое слагаемое в (2) называется терминальным, а второе — интегральным.
На содержательном уровне цель ЛПР состоит в выборе стратегии U∗Z ∈ UZ ,

при которой критерий (2) принимает как можно большее (максимальное) значение;
при этом ЛПР учитывает возможность реализации любой чистой неопределенности
Z ∈ Z.

Наконец перейдем к построению самой функции риска Сэвиджа–Ниханса [2, 3].
Для этого следует найти

max
UZ∈UZ

J(UZ , Z, x0) = J(U∗Z , Z, x0) = J [Z, x0]

при любых Z ∈ Z, x0 ∈ Rn. Далее, формировать указанную функцию риска по
формуле

R(U,Z, x0) = J [Z, x0]− J(U,Z, x0). (3)

Гарантии исхода и риска
При построении гарантий будем следовать подходу, предложенному в недавно

опубликованной серии работ [5, 6]. Для этого в задаче приходится использовать так
называемые стратегические неопределенности ZU , а сама ΓZ изменится на

ΓU = 〈Σ,U,ZU , J(U,ZU , x0)〉. (4)
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Здесь употребляемая система Σ также имеет вид (1), но вместо UZ используем мно-
жество чистых позиционных стратегий в момент k, именно вида U(k)÷ u(k, x), мно-
жество их есть U(k), а сама позиционная стратегия становится

U = (U(0), ..., U(K − 1))÷ (u(0, x), ..., u(K − 1, x)),

множество таких чистых стратегий в (4) обозначено через U. Стратегические неопре-
деленности в момент k уже будут ZU(k) ÷ z(k, x, u). Они формируются в предполо-
жении дискриминации ЛПР, которое на первом ходу передает для формирования
неопределенности ZU(k) в момент k выбранную им стратегию U(k) ÷ u(k, x). Сама
стратегическая неопределенность Z для случая (4) представляется рядом

ZU = (ZU(0), ..., ZU(k − 1))÷ (z(0, x, u(0, x)), ..., z(K − 1, x, u(K − 1, x))).

Множество таких стратегических неопределенностей в задаче (4) обозначено че-
рез ZU . Далее гарантии исхода и риска строим для ΓU из (4), а также для

ΓU = 〈Σ,U,ZU ,−R(U,ZU , x0)〉, (5)

где Σ, U, ZU те же, что в (4), а “минус” критерий взят из (3).
Перейдем к динамике задач (4) и (5). В момент k = 0 ЛПР передает выбранную

им чистую стратегию U(0)÷ u(0, x) исследователю, формирующему стратегическую
неопределенность при k = 0, именно ZU(0)÷z(0, x, u); тот определяет z(0, x, u(0, x)) и
подставляет в систему (1), заменяя z(0, x) на z(0, x, u(0, x)), а u(0, x, z(0, x)) на u(0, x).
В результате получаем из (1) при k = 0

x(1) = f(0, x0, u(0, x0), z(0, x0, u(0, x0))),

аналогично на втором шаге (при k = 2)

x(2) = f(1, x(1), u(1, x(1)), z(1, x(1), u(1, x(1)))).

Эта процедура продолжается до k = K − 1 и на последнем шаге получаем

x(K) = f(K − 1, x(K − 1), u(K − 1, x(K − 1)), z(K − 1, x(K − 1), u(K − 1, x(K − 1)))).

Получаем три последовательности: векторов состояния {x(k)}Kk=0, последователь-
ность реализаций выбранных чистых стратегий {u[k] = u(k, x(k))}K−1

k=0 и последо-
вательность стратегических неопределенностей {z[k] = z(k, x(k), u(k, x(k)))}K−1

k=0 .

На них по формуле (2) определяется критерий J(U,Z, x0) (значение которого на-
зывается исходом) и по формуле (3) функция риска по Севиджу–Нихансу (значение
которой называют риском).
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Тогда гарантия по исходу, с учетом (4), будет

J [U, x0] = min
ZU∈ZU

J(U,ZU , x0), (6)

а по риску, с учетом (3), будет

−R[U, x0] = min
ZU∈ZU

[−R(U,ZU , x0)]. (7)

2. Формализация гарантированного решения

Наличие неопределенности в Γ доставляет “большой простор” для определения
гарантированных решений задачи Γ.

Во-первых, применение общеиспользуемых принципов: максимина, минимаксного
сожаления, Гурвица, Лапласа и т. д. (см. [1]).

Во-вторых, одновременно с указанными принципами учитывать и собственное
значение критерия (2) и тем самым переходить к двух-, трех- и т. д. критериальным
задачам.

В настоящей работе будем следовать второму подходу, заключающемуся в добав-
лении к (2) еще одного критерия — “минус” функции риска Севиджа–Ниханса [2, 3],
и поиске максимальной по Парето стратегии в полученной в результате двухкрите-
риальной задаче.

При этом основываемся на “трех китах”:
1. способе доказательства метода динамического программирования для дискрет-

ных систем, предложенном Болтянским В. Г. в книге [4];
2. двух способах построения гарантий из недавно опубликованной серии ра-

бот [5, 6];
3. математической теории оптимумов по Парето из книги [7].
Итак, прежде всего перейдем к формализации сильно гарантированного по ис-

ходу и риску максимального по Парето решения (СГИРП) задачи Γ.
Следуя подходу из [2, 3], построим для критерия (2) функцию риска по Севиджу–

Нихансу в два этапа.
Во-первых, найдем в задаче ΓZ стратегию U∗Z ∈ UZ , U∗Z = (U∗Z(0), ..., U∗Z(K − 1)),

U∗Z(k) ∈ UZ(k), удовлетворяющую условию

max
UZ∈UZ

J(UZ , Z, x0) = J [Z, x0] ∀Z ∈ Z, x0 ∈ Rn,

при этом используя класс чистых неопределенностей

Z = (Z(0), ..., Z(K − 1)), Z(k)÷ z(k, x), Z(k) ∈ Z(k), Z =
K−1∏
k=0

Z(k).
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Во-вторых, построим с учетом (3) саму функцию риска по Сэвиджу–Нихансу

R(U,Z, x0) = J [Z, x0]− J(U,Z, x0),

значение которой для каждой пары (U,Z) ∈ U × Z как раз и определяет риск, со-
провождающий использование чистой стратегии U . Естественно, что ЛПР желает
за счет подходящего выбора своей стратегии U ∈ U уменьшить риск R(U,Z, x0)

и одновременно увеличить исход, т. е. значение критерия J(U,ZU , x0). В результате
приходим к двухкритериальной многошаговой позиционной задаче при стратегиче-
ской неопределенности

〈Σ, U, ZU , {J(U,ZU , x0),−R(U,ZU , x0)}. (8)

В (8), как и в Γ, управляемая ситема Σ описывается разност-
ным уравнением (1), U — множество чистых позиционных стратегий
U ÷ (u(0, x), ..., u(K − 1, x)), ZU — множество стратегических позиционных неопре-
деленнностей ZU ÷ (z(0, x, u), ..., z(K − 1, x, u)). Стремление увеличить оба критерия
одновременно, благодаря “минусу” перед вторым критерием (функция риска по Сэ-
виджу), эквивалентно стремлению увеличить исход (первый критерий J(U,ZU , x0))
и одновременно уменьшить второй (риск) R(U,ZU , x0). При этом ЛПР вынуждено
ориентироваться на возможность реализации любой неопределенности ZU ∈ ZU .

Подход, предложенный в [5, 6], позволяет учесть “действия” неопределенности
в (8) за счет оценки действия гарантий обоих критериев. Для этого решим две вспо-
могательные задачи: найти Z(l)

U ∈ ZU (l = 1, 2) такие, что

min
ZU∈ZU

J(U,ZU , x0) = J(U,Z
(1)
u , x0) = J [U, x0],

min
ZU∈ZU

[−R(U,ZU , x0)] = −R(U,Z
(2)
U , x0) = −R[U, x0]

(9)

при ∀ U ∈ U, x0 ∈ Rn. Найденные согласно (9) критерии J [U, x0] и −R[U, x0] дей-
ствительно будут гарантиями, ибо из (9) следует

J(U,ZU , x0) ≥ J [U, x0],

−R(U,ZU , x0) ≥ −R[U, x0]
(10)

при ∀ U ∈ U, x0 ∈ Rn, и поэтому имеют место при ∀ ZU ∈ ZU .
Итак, от задачи (4) перейдем к двухкритериальной многошаговой позиционной

“задаче гарантий”

〈Σ, U, {J [U, x0],−R[U, x0]〉, (11)

но уже без неопределенности.
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Тогда в качестве решения (СГИРП) задачи (1) предлагается тройка

(UP , JP [x0], RP [x0]) (12)

такая, что позиционная стратегия UP ∈ U максимальна по Парето в (11), т. е. при
∀ x0 ∈ Rn и ∀ U ∈ U несовместна система неравенств

J [U, x0] ≥ J [UP , x0] = JP [x0],

R[U, x0] ≤ R[UP , x0] = RP [x0],

из которых хотя бы одно строгое.

Замечание 1. Почему же тройка (12) выбрана в качестве гарантированного реше-
ния задачи Γ?

Во-первых, (12) отвечает на вопрос: “Что делать?” Ответ — использовать указан-
ную выше максимальную по Парето стратегию UP .

Во-вторых, вследствие (10), стратегия UP гарантирует исход J(UP , Z, x0) не
меньший гарантированного JP [x0], а так же риск не больший RP [x0] при ∀ x0 ∈ Rn,
любых неопределенностях ZU и всяких стратегиях U ∈ U, не совпадающих с UP .

Более того, увеличение исхода (за счет использования U 6= UP ) автоматически
приведет к увеличению риска и обратно, уменьшение риска вызовет уменьшение
исхода (цель же ЛПР — увеличить исход при одновременном уменьшении риска).

Перейдем к строгому определению.

Определение 1. Тройку (UP , JP [x0], RP [x0]) назовем сильно гарантированным по
исходам и рискам Парето-максимальным решением (СГИРП) задачи ΓU , если:
10. в задаче ΓZ существует контрстратегия U∗Z ∈ UZ , для которой

max
UZ∈UZ

J(UZ , Z, x0) = J(U∗Z , Z, x0) = J [Z, x0] (13)

при ∀Z ∈ Z, x0 ∈ Rn;
20. (далее используем функцию риска по Сэвиджу (3) и исход (2)) в задаче ΓZ суще-
ствуют две стратегические неопределенности Z(l)

U (l = 1, 2) такие, что при ∀ U ∈ U и
∀ x0 ∈ Rn

min
ZU∈ZU

J(U,ZU , x0) = J(U,Z
(1)
U , x0) = J [U, x0],

min
Z∈UZU

[−R(U,ZU , x0)] = −R(U,Z
(2)
U , x0) = −R[U, x0];

(14)

30. чистая позиционная стратегия UP ∈ U максимальна по Парето в двухкритери-
альной задаче
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〈Σ, U, {J [U, x0], −R[U, x0]}〉 (15)

при ∀ x0 ∈ Rn. Тогда для ∀x0 ∈ Rn имеем JP [x0] = J [UP , x0], RP [x0] = R(UP , x0).

3. Достаточные условия

В этом разделе статьи используем следующие обозначения:
V

(k)
и (x, z) — функция Беллмана для исходов,
V

(k)
p (x, z) — функция Беллмана для рисков,

Wи(k, x, z, u, V (k+1)
и (f(k, x, z, u), z)) = F (k, x, z, u) + V (k+1)

и (f(k, x, z, u), z) (16)

для задачи ΓZ построим

V
(k)
и (x, z) = Wи[k, x, z] = max

u
{Wи(k, x, z, u, V

(k+1)
и (f(k, x, z, u), z))} =

= Idem{u→ u∗(k, x, z)} ∀x ∈ Rn, z ∈ Rm (k = K − 1, ..., 1, 0);
(17)

здесь и далее Idem{u→ u∗(k, x, z)} означает, что в выражении в фигурных скобках
заменяется u на u∗(k, x, z), т. е. максимум достигается при u = u∗(k, x, z) ∀x ∈ Rn,
z ∈ Rs; составим

R(k, x, z, u) = Wи[k, x, z]−Wи(k, x, z, u, V (k+1)
и (f(k, x, z, u), z)); (18)

для задачи ΓZ найдем

R[k, x, u] = max
z
{R(k, x, z, u)} = Idem{z → z(2)(k, x, u)},

Wи[k, x, u] = min
z
{Wи(k, x, z, u, V

(k+1)
и (f(k, x, z, u), z))} =

= Idem{z → z(1)(k, x, u)}.

(19)

Здесь опять-таки Idem{z → z(l)(k, x, u)} означает замену z на z
(l)
u соответственно

(l = 1, 2).
Справедливость следующего положения теоретически обоснована утверждением

и способом доказательства метода динамического программирования, примененными
В. Г. Болтянским в монографии [4].

Утверждение 1. Пусть для задачи ΓU существует последовательность функций
Беллмана {V (k)

и (x, z)}K0 , определенных на Rn+m и таких, что
10. V

(K)
и (x, z) = Φ(x) ∀x ∈ Rn;

20. при каждом k = K − 1, ..., 0 последовательно существует контрстратегия в
момент k, т.е. U∗Z(k) ÷ u∗(k, x, z), U∗Z(k) ∈ UZ(k), удовлетворяющая (17) при
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∀ x ∈ Rn, z ∈ Rm в задаче ΓU ;
30. с учетом (16) и (18) для задачи ΓZ при каждом k = K − 1, ..., 0 существуют по
две стратегические неопределенности Z

(l)
U (k), Z(l)

U (k) ÷ z(l)(k, x, u), Z
(l)
U (k) ∈ ZU(k)

(l = 1, 2), для которых имеют место оба тождества (19) при ∀x ∈ Rn, u ∈ Rm;
40. в результате для k = 0 получаем две стратегические неопределен-
ности Z(l) ∈ ZU , определяющие две гарантии J(U,Z(1), x0) = J [U, x0],

−R(U,Z(2), x0) = −R[U, x0], затем в задаче (1) строим максимальную по Парето
чистую стратегию, например, найдя чистую стратегию UP ∈ U, реализующую
максимум

max
U∈U
{J [U, x0]−R[U, x0]} = Idem{U → UP}.

Находим гарантии JP [x0] = J [UP , x0], RP [x0] = R[UP , x0].
Тогда при любом выборе начального состояния x0 ∈ Rn СГИРП образует тройка

(UP , JP [x0], RP [x0]).

4. Линейно-квадратичная одношаговая задача при
неопределенности

Предполагаем, что в ΓZ , управляемая система (1) одношаговая, линейна и имеет
вид

x(1) = Ax(0) + u+ z, x(0) = x0, (20)

n-вектора x, u, z ∈ Rn и момент окончания K = 1, n×n-матрица A постоянна (далее
множество таких матриц обозначаем Rn×n). Чистую стратегию U ÷ Px, их множе-
ство Un = {U ÷ Px | ∀P ∈ Rn×n}, используем также множество контрстратегий
Un
Z = {UZ ÷ P1x + P2z | ∀Pi ∈ Rn×n (i = 1, 2)}, множество чистых неопределен-

ностей Zn = {Z ÷ Qx | ∀Q ∈ Rn×n}, множество стратегических неопределенностей
Zn
U = {ZU ÷ Q1x + Q2u | ∀Qi ∈ Rn×n (i = 1, 2)}; штрих сверху означает операцию

транспонирования.
Тогда ΓZ превращается в

ΓnZ = 〈Σ÷ (20),Un
Z ,Z

n, J(UZ , Z, x0)〉,
а ΓU в

ΓnU = 〈Σ÷ (20),Un,Zn
U , J(U,ZU , x0)〉,

где
J(U,ZU , x0) = −x′(1)Cx(1)− u′ [1]Du[1] + z

′
[1]Mz[1].

Причем предполагаем выполненным
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Условие 1. Матрицы C,D,M ∈ Rn×n симметричны и квадратичные формы
y
′
Cy, y′Dy, y′My определенно положительны (обозначаем этот факт, C > 0,

D > 0, M > 0).
Задача: построить СГИРП для ΓnU .

Утверждение 2. Пусть n × n-матрицы C > 0, M > 0, D > 0. Тогда
при любом выборе начального ненулевого фазового вектора x0 СГИРП будет
(UP , JP [x0], RP ) = (0n, 0, 0).

Доказательство. В соответствии с утверждением 1 разделим построение СГИРП на
четыре этапа. Ищем функции Беллмана в виде квадратичных форм x′Θi(k)x (i = , ).

1 этап: Используем тождества

Vi(1, x, z) = x
′
Θi(1)x = −x′C ′x ∀x ∈ Rn,

откуда
Θi(1) = −C (i = , ).

2 этап: для задачи ΓnZ , согласно (16), (17), построим U∗Z ÷ P ∗1 x + P ∗2 z исходя из
условия

max
u

Wи(0, x, z, u, V
(1)
и (Ax+ u+ z, z)) = max

u
{−u′Du+ z′Mz−

−(Ax+ u+ z)
′
C(Ax+ u+ z)} = Idem{u→ u∗(0, x, z) = P ∗1 (0)x+ P2(0)z}.

Достаточными условиями здесь будут{
−2Du∗(0, x, z)− 2C(Ax+ u(0, x, z) + z) = 0n,

−2(D + C) < 0.

Второе требование выполнено (ибо D > 0 и C > 0), а из первого тождества
получаем

u∗(0, x, z) = −D−1C(Ax+ z).

Тогда, подставляя u = u∗(0, x, z) в Wи(...), приходим к

max
u

Wи(...) = −(Ax+ z)
′
M(Ax+ z) + z

′
Mz,

где симметричная постоянная n× n матрица

M = C(D + C)−1D(D−1 + C−1)D(D + C)−1C > 0. (21)

Используя (18), имеем

R(0, x, u, z) = −(Ax+ z)
′
M(Ax+ z) + z

′
Mz + u

′
Du− z′Mz+

+(Ax+ z + u)C(Ax+ z + u) = u
′
(D + C)u+

+(Ax+ z)
′
(C −M)(Ax+ z) + 2u

′
C(Ax+ z).

(22)
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3 этап: для задачи ΓnU построим гарантии по рискам и исходам. Используя при
этом (19), для гарантии по риску имеем

max
z
{R(0, x, u, z)} = {z → z∗(0, x, u)}.

Но это соотношение имеет место, если при ∀x, u ∈ Rn будет
∂R(0,x,u,z)

∂z

∣∣
z∗(0,x,u) = −2M[Ax+ z(0, x, u)] + 2C(Ax+ u+ z(0, x, u)) = 0,

∂2R(0,x,u,z)
∂z2 = −2(C −M) < 0.

(23)

Из (23) также

Ax+ u+ z∗(0, x, u) = C−1M(Ax+ z∗(0, x, u)),

и тогда для (22) получаем

R(0, x, u, z∗(0, x, u)) = u
′
Du+ (Ax+ z∗(0, x, u))

′
M(M−1 − C−1)M(Ax+ z∗(0, x, u)).

Поэтому с учетом эквиваленции

[0 < C <M]⇔ [0 <M−1 < C−1]

приходим к
z∗(0, x, u) = −Ax

и тогда
max
z
R(0, x, u, z) = R[0, x, u] = u

′
Du. (24)

Перейдем к гарантии по исходам

min
z
{−u′Du+ z

′
Mz − (Ax+ u+ z)

′
C(Ax+ u+ z)} = Idem{z → z0(0, x, u)}.

Тождество имеет место, если{
2Mz0(0, x, u)− 2C(Ax+ u+ z0(0, x0, u)) = 0

[2(M − C) > 0]⇔ [M > C],

из первого тождества также имеем

Ax+ u+ z(0, x, u) = C−1Mz(0, x, u).

Следовательно,

Wи(0, x, z0(0, x, n), u, V
(1)
и (Ax+ z0(0, x, u) + u)) = Wи[0, x, u] =

= −u′Du+ [z0(0, x, u)]
′
Mz0(0, x, u)− z0(0, x, u)MC−1Mz0(0, x, u) =

= −u′Du+ z0(0, x, u)M(M−1 − C−1)Mz0(0, x, u).

(25)

4 этап: из (24) и (25) сразу следует, что в задаче (11) максимальной по Парето
является чистая стратегия UP ÷ 0n.
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Compare Nash Equilibria and Berzh in a Model of Bertrand Duopoly.

Zhukovskiy V. I. and Makarkina T. V.

Abstract. In mathematical game theory, recent years are characterized by active studying
of the concept of Berge equilibrium as antipode to widely used Nash equilibrium. Difference is
in the fact that the concept of Nash equilibrium has “egoistic character” — every player tries to
increase his payoff only. On the contrary, Berge equilibrium has altruistic character: its goal is
to increase payoffs of all other players. The Golden rule of morality forms the basis of it: Do
as you would be done by. Such approach obviously excludes “hard” measures of balancing of
conflict — wars, conflicts, bloodshed. In the article offered to the reader we prove that the Berge
equilibrium can be used in economics. So, let two firms producing the same product function on
the market. The strategy of the firm (player) let be the price fixed by the firm for its product.
Thus we consider that every firm declares its price pi = const ≥ 0 (i = 1, 2).

After that the situation (set price) is created — vector ~p = (p1, p2). The demand on the
product of i-player (i ∈ {1, 2}), appeared on the market we offer as linear concerning declared
prices, namely

Q1(~p) = q − l1p1 + l2p2, Q2(~p) = q − l1p2 + l2p1.

Here q — the initial demand, the coefficient of elasticity l1 = const > 0 shows how much the
demand on the offered product under raising of the price per unit is reduced. In turn, coefficient
of elasticity l2 = const > 0 shows how much the demand under extention per unit of the price
of substitute goods is increased. If we set the cost price of unit of the product by c > 0, so the
profit of i-firm (called payoff function of i-player i ∈ {1, 2}) will be

f1(~p) = [q − l1p1 + l2p2](p1 − c),
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f2(~p) = [q − l1p2 + l2p1](p2 − c).

As a result the mathematical model of interaction among firms-sellers described above one
can suppose as ordered triple

Γ =
〈
{1, 2}, {Pi = (c, β]}i=1,2 , {fi(~p}i=1,2

〉
.

We note the following peculiarities of the game Γ:
first, it is supposed that maximal price β and the cost price c for both players are equal (it’s

naturally for the market of one product);
secondly, the coalition {1, 2} is prohibited by the rules of the game (in particular the “non-

cooperative character” of the game is appeared in that);
thirdly, the price pi > c (i = 1, 2) for otherwise the i-player hardly may appear on the

market.
For the game Γ Berge and Nash equilibriums are formalized.
The relations among coefficients are found, under the realization of them the Berge

equilibrium delivers the players more payoffs than the Nash equilibrium.

Keywords: Nash equilibrium, Berge equilibrium, mathematical game theory, mathematical model
of Bertran duopoly.

Введение

Найдены ограничения на параметры математической модели дуополии Бертра-
на, при которых участники конфликта в ситуации равновесия по Бержу получают
большие выигрыши, чем в ситуации равновесия по Нэшу.

1. Математическая модель

Приводится модель в виде бескоалиционной игры двух лиц, выявлены ее особен-
ности.

В 1883 г. французский математик Жозеф Луи Франсуа Бертран (1822–1900) по-
строил модель [1] ценовой конкуренции на олигопольном рынке, на котором фирмы
конкурируют между собой, меняя цену продукции. Заметим, что такая модель не
“блистала новизной”; математик Антуан Огюст Курно (1801–1877) в “Исследовании
математических принципов теории богатства” в разделе 7 “О конкуренции произво-
дителей” [2] рассмотрел частный случай олигополии — дуополию (участвуют только
два производителя). В ней уже математическая модель основывалась на том, что
оба производителя выбирают объем поставляемой продукции, цена же варьируется
в результате равновесия между спросом и предложением. Рыночная цена устанавли-
вается на том же уровне, на котором покупателями будет предъявлен спрос на весь
“выкинутый на рынок” товар. Однако Бертран основывался на более естественном
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поведении продавца, именно на выборе им цены, а не количества “выброшенного”
товара, как у Курно.

Заметим, что покупатели обычно рассматривают продукцию одинакового назна-
чения разных фирм как разные товары. Поэтому будем считать, что на рынок каж-
дая фирма выходит со своим товаром, причем все эти товары взаимозаменяемы.

Итак, пусть на рынке функционируют две фирмы, производящие один и тот же
товар. Стратегией фирмы (игрока) пусть будет цена, назначаемая фирмой за свой то-
вар. Таким образом, считаем, что каждая фирма объявляет свою цену pi = const ≥ 0

(i = 1, 2). После объявления цен всеми фирмами складывается ситуация (набор
цен) — вектор ~p = (p1, p2). Спрос на товар i-го игрока (i ∈ {1, 2}), возникающий
на рынке, предполагаем линейным относительно объявленных цен, именно

Q1(~p) = q − l1p1 + l2p2, Q2(~p) = q − l1p2 + l2p1.

Здесь q — начальный спрос, коэффициент эластичности l1 = const > 0 указывает
насколько снижается спрос на предлагаемый товар при повышении цены на едини-
цу. В свою очередь, коэффициент эластичности l2 = const > 0 показывает насколько
увеличивается спрос при увеличении на единицу цены товара-заменителя. Если обо-
значить себестоимость единицы товара через c > 0, то прибыль i-ой фирмы (далее
называемой функцией выигрыша игрока i ∈ {1, 2}) будет

f1(~p) = [q − l1p1 + l2p2](p1 − c),

f2(~p) = [q − l1p2 + l2p1](p2 − c). (1)

В результате математическую модель описанного выше взаимодействия между
фирмами-продавцами можно представить упорядоченной тройкой

Γ =
〈
{1, 2}, {Pi = (c, β]}i=1,2 , {fi(~p÷ (1)}i=1,2

〉
.

В этой бескоалиционной игре двух лиц в нормальной форме через {1, 2} обозначено
множество порядковых номеров игроков; β = const > c — максимальная для игрока i
цена, установленная рынком (и совестью продавцов!) порой независимо от желания
игрока; стратегией игрока i является выбранная им цена pi = (c, β] в складывающей-
ся на рынке “ценовой политике” — ситуации ~p = (p1, p2). Качество функционирования
игрока i оценивается его выигрышем fi(~p) — значением функции выигрыша fi(~p) в
создавшейся ситуации ~p = (p1, p2) ∈ P = P1 × P2; полный вид fi(~p) приведен выше в
(1) (поэтому и использовано обозначение fi(~p)÷ (1)). Отметим следующие особенно-
сти игры Γ:

во-первых, предполагается, что максимальная цена β и себестоимость c для обоих
игроков одинаковы (что естественно для рынка одного товара);
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во-вторых, правилами игры запрещена коалиция {1, 2} (в этом проявляется, в
частности, “бескоалиционный характер” игры);

в-третьих, цена pi > c (i = 1, 2), ибо в противном случае i-му игроку появляться
на рынке вряд ли целесообразно.

2. Основные понятия

Формализуются равновесия по Бержу и Нэшу для дуополии Бертрана.
В 1849 г. двадцатиоднолетний американский математик и экономист Джон Форбс

Нэш (1928–2015) — тогда аспирант Пристанского университета, а через 45 лет лауре-
ат Нобелевской премии по экономике — предложил [3] понятие “равновесие”, которое
для игры Γ примет вид:

Определение 1. Пару (~pe, f(~pe) = f e) ∈ P × R2 назовем равновесием по Нэшу для
игры Γ, если

max
pi∈Pi

fi(~p
e ‖pi) = fi(~p

e) (i = 1, 2). (2)

Здесь и далее используется общепринятое в теории бескоалиционных игр обо-
значение (~pe ‖p1) = (p1, p

e
2) , (~pe ‖p2) = (pe1, p2) , кроме того, применяется также вектор

~f = (f1, f2) ∈ R2.
Приведенное равновесие оказалось настолько привлекательным в экономике, со-

циологии, военном деле и во многих других областях человеческой деятельности, что
прямо-таки вызвало звездопад Нобелевских премий по экономике, кстати, не прекра-
щающийся до сих пор. Однако и “на солнце бывают пятна” – с нашей точки зрения,
требование (2) отвечает “эгоистическому характеру”, ибо, согласно (2), каждый иг-
рок стремится увеличить только свой собственный выигрыш, забывая об интересах
остальных, и, в частности, забывая даже о золотом правиле нравственности: “посту-
пай по отношению к другому так, как бы ты хотел, чтобы он поступил по отношению
к тебе”. Именно такой альтруистический подход проявляется в равновесии по Бержу.

Определение 2. Пару ( ~pB, ~f(~pB) = ~fB) ∈ P × R2 назовем равновесием по Бержу
для игры Γ, если

max
pi∈Pi

fi(~p
∥∥pBi ) = fi(~p

B) (i = 1, 2). (3)

а ситуацию (~pB) = (pB1 , p
B
2 ), удовлетворяющую (3) — равновесной по Бержу.

Напомним об истории появления равновесия по Бержу. Понятие “равновесная по
Бержу ситуация” возникло в России [4], [5], [6] в 1994 г. в диссертации Константина
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Семеновича Вайсмана (тогда аспиранта Орехово-Зуевского педагогического инсти-
тута, скоропостижно скончавшегося, не дожившего и до 36 лет). Само понятие появи-
лось в процессе изучения книги Клода Бержа [7] и “мозговой атаки” на достоинства
и недостатки равновесной по Нэшу ситуации ~pe. Понятие “равновесие по Бержу” в
самой книге [7] отсутствует, но оно само “напрашивается” (ибо (3) отличается от (2)
только заменой ~pe на ~pB и pi на pBi ). Однако именно уже такая замена “снимает эгои-
стический характер” равновесия по Нэшу. Действительно, следуя своим стратегиям
из равновесной по Бержу ситуации ~pB, игроки забывают о себе, о своих интересах и
направляют свои усилия на увеличение выигрышей всех оставшихся игроков. Такой
альтруистический подход свойственен родственным отношениям (конечно, в друж-
ных и любящих семьях!), религиозным сообществам, элементы такого альтруизма
присутствуют при благотворительности, в спонсорской поддержке. Заметим, что в
силу (3), применение равновесных по Бержу ситуаций заведомо исключает воору-
женные столкновения, кровопролития, войны. Эта ситуация также решает проблему
Таккера в знаменитой игре “дилемма заключенных”.

Судьба монографии [7], к сожалению, незавидна. Ёе публикация вызвала к жиз-
ни резкую рецензию известного специалиста в математической теории игр Мартина
Шубика [8], в которой указывалось (как мы считаем совершенно справедливо), что в
книге [7] “. . . никакого внимания не уделено приложению к экономике. . . ” (но опять-
таки, по нашему мнению, несправедливо) “. . . книга мало интересна экономистам. . . ”.
Как раз последние слова и вызвали к жизни статью [9], где проведено подробное ис-
следование ситуаций равновесия по Бержу и по Нэшу, и также выявлены случаи,
когда одна из них доставляет всем игрокам выигрыши большие, чем другая в из-
вестной модели конкурентной олигополии Курно [2]. Такой же задаче, но уже для
модели дуополии Бертрана, посвящена и предлагаемая читателю статья. В ней выяв-
лена возможность всех игроков, следуя равновесной по Бержу ситуации ~pB, достичь
выигрышей больших, чем равновесные по Нэшу выигрыши. Причем это происхо-
дит в той общеизвестной экономической задаче — дуополии Бертрана, с которой
практически начались большинство исследований математических вопросов ценовой
конкуренции.

3. ЯВНЫЙ ВИД РАВНОВЕСИЙ ПО БЕРЖУ И НЭШУ

Итак, задана игра Γ. В этом разделе найдем явный вид равновесий по Нэшу и
по Бержу для игры Γ, введенных определениями 1 и 2 соответственно.

Равновесие по Бержу. Применяя определение 2 к (1) и (3), получаем
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Утверждение 3. Если коэффициенты эластичности l1 и l2 из (1) удовлетворяют
условиям:

l1 > l2 > l1 −
q

c
, l1 = const > 0 (i = 1, 2), (4)

то равновесие по Бержу игры Γ имеет вид

(pB; f(pB)) =

(
β, β;

[q + c(l2 − l1)]2

4(l1 − l2)
,
[q + c(l2 − l1)]2

4(l1 − l2)

)
, (5)

где β = q+c(l2−l1)
2(l1−l2)

— максимальная цена товара, установившаяся на рынке.

Доказательство. Напомним, как себестоимость c, так и максимальную цену β для
обоих игроков считаем совпадающей, что характерно для рынка одного товара. Тогда
функции выигрыша обоих игроков, согласно (1), при pi = β (i = 1, 2) совпадают,
именно с

fi[β] = [q+ β(l2− l1)](β − c) = (l2− l1)(β − c)2 + [q+ c(l2− l1)](β − c), (i = 1, 2). (6)

Так как
dfi[β])

d(β − c)
∣∣
(β−c)∗ = 2(l2 − l1)(β − c)∗ + [q + c(l2 − l1)] = 0,

d2fi[β]

d(β − c)2)
= 2(l2 − l1) < 0,

то функция fi[β] строго вогнута при β > , достигает максимума
(

max
0<β−c

fi[β] = fi[β∗]

)
при

β∗ = (β − )∗ + = −q + c(l2 − l1)

2(l2 − l1)
+ c =

q + c(l1 − l2)

2(l1 − l2)
> 0.

 

𝑓𝑖[𝛽] 

𝑞 + 𝑐(𝑙2 − 𝑙1)

2(𝑙1 − 𝑙2)
> 0 

𝑞 + 𝑐(𝑙2 − 𝑙1)

𝑙1 − 𝑙2
> 0 𝛽 − 𝑐 

0 

Рис. 1. График fi[β] при l1 > l2 > l1 − q
c
.

Функция fi[β] пересекает ось β − c в двух точках: (β − c)1 = 0 и
(β − c)2 = − q+c(l2−l1

l2−l1 = = q+c(l2−l1)
l1−l2 > 0 (здесь учтено второе неравенство из (4)).
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𝑙1 

0 𝑞

𝑐
 

𝑙2 

Рис. 2. Множество l = (l1, l2) ∈ {(l1, l2)|l1 > l2 > l1 − q
c
∧ li > 0(i = 1, 2)}.

Поэтому график fi[β] имеет вид, представленный на рисунке 1. В результате полу-
чаем, что для любых

l = (l1, l2) ∈
{

(l1, l2)
∣∣∣l1 > l2 > l1 −

q

c

}
(см. рис. 2), лежащих внутри зашрихованной на рис. 2 “тупиковой” дорожки, и мак-
симальной цене β∗ = q+c(l1−l2)

2(l1−l2)
, выигрыши обоих игроков будут fi[β∗] = [q+c(l2−l1)]2

4(l1−l2)

(i = 1, 2). �

Равновесие по Нэшу.
Применяя определение 1 к (1) и (2), получаем

Утверждение 4. Равновесие по Нэшу игры Γ имеет вид (~pe, ~f(~pe) = (f1(~pe), f2(~pe)),
где

~pe = (pe1, p
e
2), pei =

q + l1c

2l1 − l2
= pH (i = 1, 2), (7)

а компоненты вектора равновесных по Нэшу выигрышей

fi(~p
e) = l1(pN − c)2 = l1

(
q + [l2 − l1]c

2l1 − l2

)2

(i = 1, 2). (8)

Доказательство. Из (1) и ∂2fi(p
e||pi)

∂p2
i

= −2l1 < 0, а также из следующей отсюда стро-
гой вогнутости fi(p) по pi получаем, что, например, max

p1∈P1

f1(p1, p
e
2) достигается на pe1,

если
∂f1(p1, p

e
2)

∂p1

∣∣
p1=pe1

= q − 2l1p
e
1 + l2p

e
2 + l1c = 0, (9)

аналогично
∂f2(pe1, p2)

∂p2

∣∣
p2=pe2

= q + l2p
e
1 − 2l1p

e
2 + l1c = 0.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2016, 1



Сравнение равновесий по Нэшу и Бержу в модели дуополии Бертрана 85

В результате для построения равновесной по Нэшу ситуации ~pe = (pe1, p
e
2), прихо-

дим к системе из двух линейных уравнений{
−2l1p

e
1 + l2p

e
2 = −(q + l1c),

l2p
e
1 − 2l1p

e
2 = −(q + l1c).

Решением ее будут

pe1 = pe2 =
q + l1c

2l1 − l2
= pH . (10)

Из (9) также получаем, с учетом обозначений из (7),

q − l1pe1 + l2p
e
2 = l1(pe1 − c)

и поэтому fi(~pe) = l1(pH − c)2. Отсюда и из (7) сразу следует справедливость (8). �

4. Использовать равновесие по Бержу иногда выгоднее, чем
применять равновесие по Нэшу

Найдены ограничения на параметры в модели дуополии Бертрана, при выпол-
нении которых равновесные по Бержу выигрыши для обоих игроков оказываются
больше, чем их выигрыши в ситуации равновесия по Нэшу. Из утверждений 1 и 2,
получаем

Утверждение 5. Пусть в игре Γ для коэффициентов эластичности li = const > 0

(i = 1, 2) выполнены ограничения

l1 > l2 > l1 −
q

c
.

Тогда в ситуации равновесия по Бержу pB оба игрока получают большие выиг-
рыши, чем в ситуации равновесия по Нэшу, т. е.

fi(~p
B) > fi(~p

e) (i = 1, 2). (11)

Доказательство. В первую очередь отметим цепочку импликаций

[l1 > l2]⇒ [2l1 > l2]⇒ [2l1 − l2 > 0]

и тогда, согласно утверждению 2, существует равновесие по Нэшу (~pe, f(~pe)), опре-
деленное в (7) и (8). Напомним также две импликации [l1 > l2] ⇒ [l1 − l2 > 0] и
[l2 > l1− q/c]⇒ [q+ c(l2− l1) > 0]. Согласно им в Γ существует равновесие по Бержу,
определенное в (5). Сравнивая (5) с (8), получим

fi(p
B)−fi(pe) =

[q + c(l2 − l1)]2

4(l1 − l2)
−l1·

[q + c(l2 − l1)]2

(2l1 − l2)2
=

[q + c(l2 − l1)]2l22
4(l1 − l2)(2l1 − l2)2

> 0 (i = 1, 2).

Отсюда сразу приходим к справедливости (11). �
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Замечание 1. Можно говорить о двояком применении утверждения 3: во-пер-
вых, к исследованию уже функционирующих конкурентных экономик, описываемых
математической моделью дуополии по Бертрану, во-вторых, при аналитическом кон-
струировании таких рынков.

Первый способ.
Шаг 1. Для уже функционирующего конкурентного рынка идентифицировать

численные значения 5 параметров:
l∗1, l

∗
2 — коэффициенты эластичности,

c — себестоимость,
q — величина начального спроса,
β — максимальная цена.
Шаг 2. С помощью найденных на предыдущем шаге двух чисел c и q построить

в первой четверти плоскости {l1, l2} рисунок 2.
Шаг 3. Ответить на два вопроса:
а) “Принадлежит ли точка l∗ = (l∗1, l

∗
2) внутренности заштрихованной на рисунке

дорожке?”
b) “Совпадает ли максимальная цена β с q+c(l∗1−l2)

2(l∗1−l∗2)
?”

Шаг 4. При утвердительном ответе на оба вопроса игрокам луч-
ше использовать свои стратегии из ситуации равновесия по Бержу
pB = (pB1 , p

B
2 ) = (β, β) =

(
q+c(l∗1−l∗2)

2(l∗1−l∗2)
,
q+c(l∗1−l∗2)

2(l∗1−l∗2)

)
и получить при этом свои выиг-

рыши fi(p
B) =

[q+c(l∗1−l∗2)]2

4(l∗1−l∗2)
(i = 1, 2), которые оказываются больше выигрышей

fi(p
e) = l1

(
q+c(l∗1−l∗2
2(l∗1−l∗2)2

)2

(i = 1, 2) в ситуации равновесия по Нэшу pe =
(
q+l∗1c

2l∗1−l∗2
,
q+l∗1c

2l∗1−l∗2

)
.

Второй способ возникает при проектировании конкурентных экономик.
Шаг 1. По желательным числовым значениям себестоимости и начального спро-

са q построить в первой четверти плоскости {l1, l2} биссектрису l1 = l2 и параллельно
перенести (сдвинуть) ее вправо на q

c
(см. рисунок 3).

Шаг 2. С помощью экономических, государственных и прочих “рычагов” довести
максимальную цену β до величины q+c(l1−l2)

2(l1−l2)
.

Шаг 3. Тогда для всех l = (l1, l2), лежащих внутри “тупиковой дорожки” (об-
разованной двумя полупрямыми l2 = l1, l2 = l1 − q

c
при li > 0 (i = 1, 2) и оканчи-

вающейся “тупиком” [0, q
c
] на оси l1, заштрихованной на рисунке 2), игрокам будет

выгоднее использовать свои стратегии β = q+c(l1−l2)
2(l1−l2)

из равновесной по Бержу ситуа-

ции pB = (β, β), ибо они обеспечат выигрыши [q+c(l1−l2)]2

4(l1−l2)
большие, чем l1

(
q+c(l1−l2)
2(l1−l2)2

)2

(достигаемые в ситуации равновесия по Нэшу ~pe =
(
q+l1c
2l1−l2 ,

q+l1c
2l1−l2

)
).
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Рис. 3. Множество l = (l1, l2) ∈ {(l1, l2)|l1 > l2 > l1 − q
c
∧ li > 0(i = 1, 2)}.

Заключение

В работе получены следующие результаты: найдены коэффициенты в матема-
тической модели дуополии Бертрана, при которых равновесие по Бержу доставляет
игрокам большие выигрыши, чем равновесие по Нэшу.
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Mixed Boundary Value Transmission Problems.

Kopachevsky N. D., Radomirskaya K. A.

Abstract.
A common approach to the abstract boundary value problems is considered on the basis

of an Abstract Green’s Identity. Some examples of areas docked configurations for interfacing
problems are considered on the basis of the generalized Green’s Identity for the Laplace operator
(in particular the configuration of "three sliced watermelon" is considered). The initial non-
homogeneous problem interface is divided into four auxiliary problems. Heterogeneity exists
only in one place in these tasks, i.e., at the equation or in the boundary condition. We find a
weak solution of every problem with the help of the corresponding Green’s Identity. Theorems
on existence and uniqueness of each solution are proved. At the end of the article we get the
conclusion that the solution of the original problem is the sum of the solutions of four auxiliary
problems.

We consider the solution of the transmission problem

u1 −4u1 = f1 (in Ω1), γ11u1 = ϕ1 (on Γ11),

u2 −4u2 = f2 (in Ω2), γ22u2 = ϕ2 (on Γ22),

u3 −4u3 = f3 (in Ω3), γ33u3 = ϕ3 (on Γ33).

Jumps of functions and derivatives of the external boundaries of the normals are defined on
the joint boundary

γ21u1 − γ12u2 = ϕ12, ∂21u1 + ∂12u2 = ψ12 (on Γ12 = Γ21),

γ32u2 − γ23u3 = ϕ23, ∂32u2 + ∂23u3 = ψ23 (on Γ23 = Γ32),

γ13u3 − γ31u1 = ϕ31, ∂13u3 + ∂31u1 = ψ31 (on Γ31 = Γ13).

The solution to this problem is found in the form of a sum of solutions of auxiliary problems.
We consider auxiliary problems of Zaremba, Steklov, the first and second Krein problems. We
find a weak solution of each problem with corresponding Green’s formula.

Keywords: Green’s Identity, weak solutions, boundary value problems, transmission problem,
auxiliary problem, Lipschitz domain, derivative with respect to the outer normal.
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Введение

Работа является изложением доклада авторов в [12] и лекции, прочитанной в [13].
Исходным толчком для авторов заняться исследованием краевых и спектральных
задач в липшицевых областях, а также соответствующих задач сопряжения стали
работы М. С. Аграновича (см. [10]–[3]) и его лекции в ежегодной «Крымской осенней
математической школе — КРОМШ» (Ласпи–Батилиман). С другой стороны, много-
численные приложения, в частности, в задачах гидродинамики (колебания жидкости
в частично заполненном сосуде, колебания жидкого топлива в баке космической ра-
кеты), которыми много лет занимался первый из авторов статьи (см. [4]–[2]), требова-
ли детального рассмотрения краевых задач в негладких, в частности, в липшицевых
областях.

Общие подходы, которые применялись при исследовании этих проблем, побужда-
ли рассматривать их на базе абстрактной формулы Грина (аналог первой формулы
Грина для оператора Лапласа) и теории слабых (вариационных) решений краевых
задач. Отсюда возник интерес к развитию теории абстрактной формулы Грина.

Данная статья посвящена применению общего подхода к изучению абстрактных
смешанных краевых и спектральных задач сопряжения к различным конфигураци-
ям пристыкованных областей в задачах сопряжения с использованием обобщенной
формулы Грина, в основном для оператора Лапласа. Другие аналогичные задачи ма-
тематической физики, гидродинамики, теории упругости и т. д. исследуются по этой
предлагаемой общей схеме. Приводятся формулировки обобщенной формулы Грина
на основе оператора Лапласа. Общая схема рассмотрения абстрактных краевых за-
дач сопряжения приводится на примере конфигурации пристыкованных областей,
которую авторы для простоты называют “трижды разрезанный арбуз” (Рис. 1).

Авторы благодарят М. С. Аграновича за многочисленные обсуждения данного
круга проблем и полезные советы.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№14-21-00066, выполняемый в Воронежском госуниверситете).

1. Основные формулы Грина

Будем считать, что липшицева граница Γ области Ω ∈ Rm односвязна. Разобьем
её на односвязные открытые части Γk, k = 1, l, с липшицевыми границами ∂Γk. Такое
разбиение называют разбиением на липшицевы куски.

Как известно, функции ϕk ∈ H1/2(Γk) не всегда продолжимы нулем на всю Γ

в классе H1/2(Γ) (см. [1], с. 78). Введем важные понятия, связанные с этим обстоя-
тельством. Пусть r(x), x ∈ Γk, — гладкая функция в Γk, строго положительная в Γk,
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положительно определенная вне некоторой окрестности границы ∂Γk, а в окрест-
ности этой границы эквивалентная (в смысле двусторонних оценок) расстоянию от
точки x ∈ Γk до ∂Γk.

Обозначим через H̃s(Γk), |s| 6 1, множество (линеал) в Hs(Γ), состоящее из
(обобщенных) функций с носителем в Γk. Как указано в [8], с. 76, H̃s(Γk) — это по-
полнение множества функций из C∞0 (Γk), для которых имеется продолжение нулём
вне Γk в классе Hs(Γ).

Лемма 1. Справедливо соотношение

H̃1/2(Γk) = {ϕ ∈ H1/2(Γk) : r−1/2ϕ ∈ L2(Γk)}.

При этом следующая норма эквивалентна стандартной норме (которая наследу-
ется из H1/2(Γ)) на классе H̃1/2(Γk):

‖ϕ‖2
H̃1/2(Γk)

= ‖ϕ‖2
H1/2(Γk) + ‖r−1/2ϕ‖2

L2(Γk).

�

Лемма 2. При любом s ∈ R, |s| 6 1, пространства H̃s(Γk) и H−s(Γk) дуальны
относительно спаривания в L2(Γk). В частности,

(H̃1/2(Γk))
∗ = H−1/2(Γk), (H1/2(Γk))

∗ = H̃−1/2(Γk), k = 1, l. (1)

�

Как хорошо известно, пространство H1(Ω) со стандартной нормой имеет ортого-
нальное разложение, которое называют разложением Вейля:

H1(Ω) = H1
0 (Ω)⊕H1

h(Ω), (2)

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω) : γu = 0}, H1

h(Ω) := {v ∈ H1(Ω) : v −∆v = 0}. (3)

Для простоты H1
h(Ω) будем называть подпространством гармонических элементов

из H1(Ω).
При исследовании линейных смешанных краевых задач, содержащих заданные

функции как в уравнениях, так и в краевых условиях на разных частях границы,
естественно решения таких задач разыскивать в виде суперпозиции решений вспомо-
гательных краевых задач, в которых заданные функции (неоднородности) содержат-
ся лишь в одном месте, т. е. в уравнении либо в одном из краевых условий. В связи
с этим при использовании обобщенных формул Грина следует выделять такие мно-
жества (подпространства) из H1(Ω), для которых указанное свойство суперпозиции
имеет место.
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Переходя к рассмотрению этого подхода, введем следующие классы функций:

Ĥ1/2(Γ) := {ϕ ∈ H1/2(Γ) : ρkϕ ∈ H̃1/2(Γk), k = 1, l} ⊂ H1/2(Γ), (4)

Ĥ1(Ω) := H1
0 (Ω)⊕ {(u)lk=1H

1
h,Γk

(Ω)} ⊂ H1(Ω), (5)

H1
h,Γk

(Ω) := {u ∈ H1
h(Ω) : γu = 0 на Γ\Γk} = ker((I+ − ρk)γ), k = 1, l. (6)

Определение 1. Назовём след γu элемента u ∈ H1(Ω) регулярным следом первого
типа по отношению к разбиению Γ = ∂Ω на липшицевы куски Γk, k = 1, l, если
для любого k элемент γku = ρkγu ∈ H̃1/2(Γk), т. е. он продолжи́м нулем на всю Γ в
классе H1/2(Γ). �

Нетрудно видеть, учитывая свойства (1), что регулярным следом первого типа
обладают слабые решения w ∈ H1

h(Ω) смешанной краевой задачи

w −∆w = 0 (в Ω), w = 0 (на Γ\Γk),
∂w

∂n

∣∣∣
Γk

= ψk ∈ H−1/2(Γk).

Отметим еще, что, согласно определениям (4)–(6), элементы из Ĥ1(Ω) имеют регу-
лярный след первого типа: для любого u ∈ Ĥ1(Ω) получаем представление

u = u0 +
l∑

k=1

uk, u0 ∈ H1
0 (Ω), uk ∈ H1

h,Γk
(Ω), k = 1, l,

γu0 = 0, γkuk =: ϕk ∈ H̃1/2(Γk), γkuj = 0 (k 6= j), j, k = 1, l.

При этом элементы γu ∈ Ĥ1/2(Γ) имеют сужения на Γk, продолжимые нулём на всю Γ

в классе H1/2(Γ).
Итогом проведенных рассмотрений является следующее утверждение.

Теорема 1. Для тройки пространств L2(Ω), H1(Ω), L2(Γ), Γ = ∂Ω, и оператора
следа γ : Ĥ1(Ω) → L2(Γ), γη := η|Γ, η ∈ Ĥ1(Ω), в области Ω ⊂ Rm с липшице-
вой границей Γ, разбитой на липшицевы куски Γk, k = 1, l, справедлива следующая
обобщенная формула Грина для смешанных краевых задач:

〈η, u−4u〉L2(Ω) = (η, u)H1(Ω) −
l∑

k=1

〈γkη, ∂ku〉L2(Γk), ∀ η, u ∈ Ĥ1(Ω), (7)

u−4u ∈ (H1(Ω))∗, γkη := η |Γk∈ H̃1/2(Γk),

∂ku =
∂u

∂n

∣∣∣
Γk
∈ H−1/2(Γk), k = 1, l. (8)

�

Рассмотрим другую форму абстрактной формулы Грина с тем, чтобы можно
было использовать и краевые условия Неймана либо Ньютона.
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Переходя к рассмотрению этого вопроса в абстрактной форме, будем считать,
что выполнены следующие свойства:

G =
l⊕

k=1

Gk, (G+)k ↪→ Gk ↪→ (G+)∗k, k = 1, l; (9)

и для операторов pk : G+ → (̂G+)k имеем соотношения

pk = ωkρk, k = 1, l, ρkωk = (I+)k, k = 1, l,
l∑

k=1

pk = I+, (10)

где (I+)k — единичный оператор в (G+)k. При этом ρk — оператор сужения с G+ на
(G+)k, а ωk — оператор продолжения с (G+)k на (̂G+)k, но не обязательно нулем.
Предполагается также, что ρk : G+ → (G+)k и ωk : (G+)k → (̂G+)k — непрерывные
операторы.

Заметим, что в сформулированных предположениях

p∗k = ρ∗kω
∗
k, ρ

∗
k : (G+)∗k → (G+)∗, ω∗k : (̂G+)

∗

k → (G+)∗k, k = 1, l, (11)

где ω∗k — ограниченный оператор сужения с (̂G+)
∗

k на (G+)∗k, а ρ∗k — ограниченный
оператор продолжения с (G+)∗k на (G+)∗.

Теорема 2. Пусть для тройки пространств E, F, G и оператора следа γ выпол-
нены условия существования абстрактной формулы Грина, условие (9), а также
условие (10) либо условие (11). Тогда имеет место абстрактная формула Грина для
смешанных краевых задач в следующей форме:

〈η, Lu〉E = (η, u)F −
l∑

k=1

〈γkη, ∂ku〉Gk , ∀η, u ∈ F,

γkη := ρkγη ∈ (G+)k, ∂ku := ω∗k∂u ∈ (G+)∗k,

где ρk и ω∗k — операторы со свойствами (10),(11). �

Вернёмся снова к тройке пространств L2(Ω), H1(Ω) и L2(Γ), Γ = ∂Ω,
где Ω ⊂ Rm — область с липшицевой границей Γ, разбитой на липшицевы кус-
ки Γk, k = 1, l. Введем одно важное понятие, относящееся к возможности про-
должения элементов из Hs(Γk), |s| 6 1, до элементов из Hs(Γ). Оказывается, при
сформированных выше предположениях такое продолжение возможно многими спо-
собами, однако один из них является универсальным, и он предложен в работе [6]
для случая, когда функции из Hs(Ω) продолжаются до функций из Hs(Rm). Как
указано в работе [11], аналогичный факт имеет место и для продолжения функций

«Таврический вестник информатики и математики», №1 (30)’ 2016



94 Н. Д. Копачевский, К. А. Радомирская

из Hs(Γk), |s| 6 1, до функций из Hs(Γ). При этом в обоих случаях оператор продол-
жения не зависит от s. Сформулируем итоговое утверждение в виде леммы, которая
понадобится в дальнейшем.

Лемма 3. (см. В. С. Рычков [6], а также М.С.Агранович [11]). Пусть липшицева
граница Γ = ∂Ω области Ω ⊂ Rm разбита на липшицевы куски Γk, k = 1, l. Тогда су-
ществует линейный оператор ωk (оператор В. С. Рычкова) продолжения функций
из Hs(Γk) с Γk на всю Γ функциями из Hs(Γ). При этом

‖ωkϕk‖Hs(Γ) 6 ck‖ϕk‖Hs(Γk), ∀ϕk ∈ Hs(Γk), |s| 6 1,

причем ck не зависит от s. �

Введем теперь операторы сужения и продолжения такие, что
для них выполнены общие требования из теоремы 2. Пусть
ρk : H1/2(Γ)→ H1/2(Γk) — ограниченный оператор сужения (‖ρk‖H1/2(Γ)→H1/2(Γk) 6 1),
а ρ∗k : (H1/2(Γk))

∗ = H̃−1/2(Γk) → (H1/2(Γ))∗ = H−1/2(Γ) — сопряженный ему
ограниченный оператор продолжения нулем:

ρ∗kψk =

{
ψk (на Γk), ψk ∈ H̃−1/2(Γk), k = 1, l.

0 (на Γ\Γk).

Введем также ограниченный оператор продолжения (оператор Рычкова, см. [6])
ωk : H1/2(Γk)→ H1/2(Γ). Тогда

ω∗k : (H1/2(Γ))∗ = H−1/2(Γ)→ (H1/2(Γk))
∗ = H̃−1/2(Γk) —

ограниченный оператор сужения.
Введем ещё пространство

Ȟ−1/2(Γ) := (u)lk=1Ȟ
−1/2(Γk) ⊂ H−1/2(Γ), (12)

Ȟ−1/2(Γk) := {ρ∗kψk : ψk ∈ H̃−1/2(Γk)} ⊂ H−1/2(Γ),

а также ограниченные операторы

p∗k = ρ∗kω
∗
k : H−1/2(Γ)→ H−1/2(Γ).

Очевидно, операторы p∗k обладают свойствами

ω∗kρ
∗
kψk = ψk ∈ H̃−1/2(Γk), k = 1, l,

а потому в пространстве Ȟ−1/2(Γ) имеем

p∗k = (p∗k)
2, p∗kp

∗
j = 0 (k 6= j),

l∑
k=1

p∗k = (Ǐ−),
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где (Ǐ−) — единичный оператор в Ȟ−1/2(Γ).
Таким образом, в пространстве Ȟ−1/2(Γ) выполнены общие требования (9)–(11),

где
(G+)k = H1/2(Γk), Gk = L2(Γk), (G+)∗k = H̃−1/2(Γk), k = 1, l.

Введем теперь по аналогии с (4)–(6) классы функций, связанных не с задачей
Дирихле, а с задачей Неймана. Именно введем пространство (12), а также простран-
ство

Ȟ1(Ω) := H1
0 (Ω)⊕ {(u)lk=1Ȟ

1
h,Γk

(Ω)} ⊂ H1(Ω), (13)

Ȟ1
h,Γk

(Ω) = H1
h(Ω) ∩H1

Γ\Γk(Ω), (14)

H1
Γ\Γk(Ω) := {u ∈ H1(Ω) :

∂u

∂n

∣∣∣
Γ\Γk

= 0}. (15)

Определение 2. Назовём след γu элемента u ∈ H1(Ω) регулярным следом второго
типа, если для любого k ∈ 1, l элемент

∂ku = ω∗k∂u = (∂u/∂n)Γk ∈ H̃−1/2(Γk),

т. е. он продолжи́м нулем на всю Γ в классе H−1/2(Γ) = (H1/2(Γ))∗. �

Согласно определениям (13)–(15) элементы из Ȟ1(Ω) имеют регулярный след
второго типа: для любого u ∈ Ȟ1(Ω) имеет место представление

u = u0 +
l∑

k=1

uk, u0 ∈ H1
0 (Ω), uk ∈ Ȟ1

h,Γk
(Ω), k = 1, l,

γu0 = 0, ∂kuk = (∂uk/∂n)Γk ∈ H̃−1/2(Γk),

∂kuj = 0 (k 6= j), k, j ∈ 1, l.

В качестве следствия из теоремы 2 и проведенных выше построений приходим к
такому выводу.

Теорема 3. Для тройки пространств L2(Ω), Ȟ1(Ω) ⊂ H1(Ω), L2(Γ), Γ = ∂Ω, и
оператора следа γ : H1(Ω) → H1/2(Γ), γη := η|Γ, в области Ω ⊂ Rm с липшице-
вой границей Γ, разбитой на липшицевы куски Γk, k = 1, l, справедлива следующая
обобщенная формула Грина для смешанных краевых задач:

(η, u)H1(Ω) = 〈η, u−4u〉L2(Ω) +
l∑

k=1

〈γkη, ∂ku〉L2(Γk), ∀ η, u ∈ Ȟ1(Ω), (16)

γkη := η |Γk∈ H1/2(Γk), ∂ku = (∂u/∂n)Γk ∈ H̃−1/2(Γk), k = 1, l. (17)

�
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Рассмотрение этого параграфа показывает, что вид обобщенной формулы Грина
для смешанных краевых задач при исследовании классических проблем следует вы-
бирать, исходя из вида области Ω ⊂ Rm и характера краевых условий, заданных на
Γ = ∂Ω.

2. Общая схема рассмотрения задач сопряжения

2.1. К постановке задачи. В этой работе будет рассмотрен простой пример за-
дачи сопряжения для проблемы математической физики, порожденной оператором
Лапласа, точнее дифференциальным выражением u − ∆u. Будем считать, что кон-
фигурация областей, в которых рассматривается эта задача, представляет «трижды
разрезанный арбуз» (Рис. 1).

Рис.1

Обозначим через Γjj, j = 1, 3, внешние свободные границы, а через Γkj ( k 6= j) —
ту часть границы Γj = ∂Ωj, которая стыкуется с частью Γjk границы Γk = ∂Ωk. При
этом очевидно, что Γjk = Γkj. Полагаем, что области Ωk ⊂ Rm имеют липшице-
вы границы, разбитые на липшицевы куски Γkj. Будем обозначать через γkjuj след
функции uj, заданной в области Ωj, на границе Γkj, а через ∂kjuj — соответствующую
производную по внешней нормали.

Сформулируем теперь постановку задачи сопряжения для данной совокупности
областей Ωj, j = 1, 3.

Требуется найти такие функции uj(x) ∈ H1(Ωj), j = 1, 3, что для них выполнены
уравнения

u1 −4u1 = f1 (в Ω1), γ11u1 = ϕ1 (на Γ11),

u2 −4u2 = f2 (в Ω2), γ22u2 = ϕ2 (на Γ22),

u3 −4u3 = f3 (в Ω3), γ33u3 = ϕ3 (на Γ33).

(18)
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На границах стыка заданы скачки функций и нормальных производных:

γ21u1 − γ12u2 = ϕ12, ∂21u1 + ∂12u2 = ψ12 (на Γ12 = Γ21),

γ32u2 − γ23u3 = ϕ23, ∂32u2 + ∂23u3 = ψ23 (на Γ23 = Γ32),

γ13u3 − γ31u1 = ϕ31, ∂13u3 + ∂31u1 = ψ31 (на Γ31 = Γ13).

(19)

Здесь fj — заданные функции в Ωj, j = 1, 3, ϕj — заданные функции на внешних
границах Γjj, j = 1, 3, функции ϕ21, ϕ32 и ϕ13 задают разрывы следов, а ψ21, ψ32 и
ψ13 — разрывы производных по внешним нормалям на границах стыка областей.

Будем искать слабое решение задачи (18)–(19) в виде

u = (u1;u2;u3) ∈ H1(Ω) :=
3⊕

k=1

H1(Ωk).

В силу линейности задачи будем искать это решение в виде суммы решений че-
тырех вспомогательных задач, содержащих неоднородности лишь в одном месте, т. е.
либо в уравнении, либо в краевом условии.

2.2. Первая вспомогательная задача (задача Зарембы). Пусть
u(1) := (u11;u12;u13)τ — решение следующей задачи

u11 −4u11 = 0 (в Ω1), γ11u11 = ϕ1 (на Γ11),

u12 −4u12 = 0 (в Ω2), γ22u12 = ϕ2 (на Γ22),

u13 −4u13 = 0 (в Ω3), γ33u13 = ϕ3 (на Γ33),

(20)

∂21u11 = 0 (на Γ12 = Γ21), ∂31u11 = 0 (на Γ31 = Γ13),

∂12u12 = 0 (на Γ12 = Γ21), ∂32u12 = 0 (на Γ32 = Γ23),

∂13u13 = 0 (на Γ13 = Γ31), ∂23u13 = 0 (на Γ23 = Γ32).

В этой задаче уравнения и условия Неймана на стыке однородные, а условия на
внешних границах неоднородные.

Мы имеем три распадающиеся задачи Зарембы. Решим первую задачу для u11.

u11 −4u11 = 0 (в Ω1), γ11u11 = ϕ1 (на Γ11),

∂21u11 = 0 (на Γ12 = Γ21), ∂31u11 = 0 (на Γ31 = Γ13).
(21)

Будем считать, что u11 ∈ Ȟ1(Ω1), тогда γ11u11 ∈ H1/2(Γ11), ∂11u11 ∈ H̃−1/2(Γ11).
Введем подпространство

Ȟ1
Γ11

(Ω1) = {u11 ∈ Ȟ1(Ω1) : ∂21u11 = 0 (на Γ21), ∂31u11 = 0 (на Γ31)}. (22)

Для задачи (21) естественно воспользоваться формулой Грина в следующем виде

(η1, u11)H1(Ω1) = 〈η1, u11 −4u11〉L2(Ω1) + 〈γ1η1, ∂11u11〉L2(Γ11)+
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+〈γ21η1, ∂21u11〉L2(Γ12) + 〈γ31η1, ∂31u11〉L2(Γ31), ∀η1, u11 ∈ Ȟ1
Γ11

(Ω1).

Будем искать решение u11 в виде суммы u11 = v1 +w1. Запишем задачу Дирихле для
v1:

v1 −4v1 = 0 (Ω1), v1|∂Ω1 = ϕ̂1 = Eϕ1 (∂Ω1),

где E — универсальный оператор продолжения В. С. Рычкова (см. [6]),
E : H1/2(Γ11)→ H1/2(Γ), Eϕ1 ∈ H1/2(∂Ω1), причем

‖ϕ̂1‖H1/2(∂Ω1) 6 c1‖ϕ1‖H1/2(Γ11).

Так как в теории абстрактной формулы Грина существует взаимно-однозначное со-
ответствие G+

γm−−→
γ−1
m

M , то существует решение

v1 = γ−1
1 ϕ̂1 = γ−1

1 Eϕ1, v1 ∈ H1
h(Ω1)

и ‖v1‖H1
h(Ω1) 6 c2‖Eϕ1‖H1/2(∂Ω1).

Рассмотрим задачу Неймана для w1, которая получается из (20) с учетом урав-
нения и граничных условий для v1:

w1 −4w1 = 0 (в Ω1), γ11w1 = 0 (на Γ11),

∂21w1 = −∂21v1 = ψ̃21 (на Γ12 = Γ21), ∂31w1 = −∂31v1 = ψ̃31 (на Γ31 = Γ13),

где ψ̃21 ∈ H̃−1/2(Γ21), ψ̃31 ∈ H̃−1/2(Γ31) — известные функции. Запишем формулу
Грина для η1, w1 ∈ Ȟ1

Γ11
(Ω1) :

(η1, w1)H1(Ω1) = 〈γ21η1, ψ̃21〉L2(Γ21) + 〈γ31η1, ψ̃31〉L2(Γ31). (23)

Оценим по модулю функционал 〈γ21η1, ψ̃21〉L2(Γ21); имеем

|〈γ21η1, ψ̃21〉L2(Γ21)| 6 ‖γ21η1‖H1/2(Γ12) · ‖ψ̃21‖H̃−1/2(Γ12) 6 (24)

6 c1‖η1‖H1(Ω1) · ‖ψ̃21‖H̃−1/2(Γ12).

Он линейный и ограниченный. Для 〈γ31η1, ψ̃31〉L2(Γ31) можно проделать аналогичные
выкладки.

Таким образом, по теореме Рисса об общем виде линейного функционала правая
часть в формуле Грина (23) — линейный ограниченный функционал относительно
η1 в Ȟ1

Γ11
(Ω1). Значит, существует единственное решение w1 ∈ Ȟ1

Γ11
(Ω1).

Рассмотрим наряду с (21) следующую вспомогательную задачу Неймана:

u11 −4u11 = 0 (в Ω1), ∂11u11 = ψ1 (на Γ11), ∂21u11 = 0 (на Γ21), (25)

∂31u11 = 0 (на Γ31).
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Её слабое решение определяем из тождества, следующего из (23):

(η1, u11)H1(Ω1) = 〈γ11η1, ψ1〉L2(Γ11), ∀η1 ∈ Ȟ1
Γ11

(Ω1). (26)

Так как для элементов η1 из Ȟ1
Γ11

(Ω1) выполнено свойство γ11η1 ∈ H1/2(Γ11), то
правая часть в (26) будет линейным ограниченным функционалом в Ȟ1

Γ11
(Ω1) тогда

и только тогда, когда
ψ1 ∈ H̃−1/2(Γ11).

В этом случае задача (25) имеет единственное слабое решение

u11 =: T11ψ1, T11 ∈ L (H̃−1/2(Γ11); Ȟ1
Γ11,h

(Ω1)), (27)

Ȟ1
Γ11,h

(Ω1) = Ȟ1
Γ11

(Ω1) ∩H1
h(Ω1).

Введем теперь оператор

C11 := γ11T11 ∈ L (H̃−1/2(Γ11);H1/2(Γ11)), (28)

который называют оператором Стеклова.

Лемма 4. Операторы

γ11 : H1
Γ11,h

(Ω1)→ H1/2(Γ11), T11 : H̃−1/2(Γ11)→ Ȟ1
Γ11,h

(Ω1) (29)

взаимно сопряжены, а оператор из 28 обладает свойством положительности:

〈C11ψ1, ψ1〉L1(Γ11) = ‖u11‖2
H1(Ω1), u11 = T11ψ1. (30)

При этом оператор

C−1
11 : H1/2(Γ11)→ H̃−1/2(Γ11) (31)

является оператором гильбертовой пары (H1/2(Γ11);L2(Γ11)).

Доказательство. Свойство взаимной сопряженности (29) следует непосредственно
из (26):

(η1, T11ψ1)H1(Ω1) = 〈γ11η1, ψ1〉L2(Γ11), ∀η1 ∈ H1
Γ11,h

(Ω1), ∀ψ1 ∈ H̃−1/2(Γ11). (32)

Отсюда получаем свойство положительности C11:

〈C11ψ1, ψ1〉L2(Γ11) = (T11ψ1, T11ψ1)H1(Ω1) = ‖u11‖2
H1(Ω1).

�

Значит, оператор C11 имеет обратный оператор C−1
11 , заданный на области значе-

ний R(C11) = H1/2(Γ11). Тогда ψ1 = C−1
11 ϕ1, и решение имеет вид:

u11 = T11ψ1 = T11C
−1
11 ϕ1 = T11(γ−1

11 T11)−1ϕ1 = T11T
−1
11 γ

−1
11 ϕ1 = γ−1

11 ϕ1. (33)
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Учитывая предыдущие выкладки, получаем, что слабое решение задачи (20)
представляется в виде

u11 = γ−1
11 ϕ1, γ−1

11 ∈ L (H1/2(Γ11); Ȟ1
Γ11

(Ω1)).

Так как правая часть (23) — сумма линейных ограниченных функционалов, а следо-
вательно линейный ограниченный функционал, то существует единственное решение
u11 ∈ Ȟ1

Γ11
(Ω1) для ∀ ϕ1 ∈ H1/2(Γ11). Аналогичные выкладки можно проделать для

решений u12, u13 и получить финальную формулу

u1k = γ̃−1
kk ϕk, k = 1, 3.

Получаем следующий результат.

Теорема 4. Каждая из задач Зарембы имеет единственное слабое решение из под-
пространства Ȟ1

Γkk
(Ωk), k = 1, 3, тогда и только тогда, когда

ϕk ∈ H1/2(Γkk), k = 1, 3.

При этом решение имеет вид
u1k = γ̃−1

kk ϕk,

где γ̃−1
kk ∈ L (H1/2(Γkk), Ȟ

1
Γkk

(Ωk)), k = 1, 3. �

2.3. Вторая вспомогательная задача (задача Стеклова). Сформулируем вспо-
могательную задачу типа Стеклова для набора функций u(2) := (u21;u22;u23)τ в сле-
дующем виде

u21 −4u21 = 0 (в Ω1), γ11u21 = 0 (на Γ11),

u22 −4u22 = 0 (в Ω2), γ22u22 = 0 (на Γ22),

u23 −4u23 = 0 (в Ω3), γ33u23 = 0 (на Γ33),

(34)

γ21u21 − γ12u22 = ϕ̃12 := ϕ12 − γ21u11 + γ12u12,

∂21u21 + ∂12u22 = 0 (на Γ12 = Γ21),

γ32u22 − γ23u23 = ϕ̃23 := ϕ23 − γ32u12 + γ23u13,

∂32u22 + ∂23u23 = 0 (на Γ23 = Γ32),

γ13u23 − γ31u21 = ϕ̃31 := ϕ31 − γ13u13 + γ31u11,

∂13u23 + ∂31u21 = 0 (на Γ31 = Γ13).

Здесь все уравнения однородные, внешние условия Дирихле однородные, производ-
ные по нормали на границе стыка противоположно направлены. Имеется разрыв
лишь в условиях Дирихле на внутренних границах стыка, который задается функ-
циями ϕ̃ij с учетом построения решения на первом этапе.
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Введем вспомогательные условия Неймана:

∂21u21 = −∂12u22 =: χ12 (на Γ12 = Γ21),

∂32u22 = −∂23u23 =: χ23 (на Γ23 = Γ32),

∂13u23 = −∂31u21 =: χ31 (на Γ31 = Γ13).

Если функции χjk ∈ H̃−1/2(Γjk) известны, то для нахождения
u2k, k = 1, 3 возникают три задачи:

1. u21 −4u21 = 0 (в Ω1), γ11u21 = 0 (на Γ11), ∂21u21 = χ12 (на Γ21 = Γ12),

∂31u21 = −χ31 (на Γ31 = Γ13), u21 ∈ Ȟ1
Γ11

(Ω1);

2. u22 −4u22 = 0 (в Ω2), γ22u22 = 0 (на Γ22), ∂12u22 = −χ12 (на Γ21 = Γ12),

∂32u22 = χ23 (на Γ32 = Γ23), u22 ∈ Ȟ1
Γ22

(Ω2);

3. u23 −4u23 = 0 (в Ω3), γ33u23 = 0 (на Γ33), ∂13u23 = χ31 (на Γ31 = Γ13),

∂23u23 = −χ23 (на Γ32 = Γ23), u23 ∈ Ȟ1
Γ33

(Ω3).

Далее разобьем каждое из u2k, k = 1, 3, на два слагаемых (см. доказательство
теоремы 2.1), определим их слабые решения и получим, что

u21 = T21(χ12) + T31(−χ31),

u22 = T12(−χ12) + T32(χ23), (35)

u23 = T13(χ31) + T23(−χ23),

где Tij — соответствующие операторы, Tij ∈ L (H̃−1/2(Γij); Ȟ1(Ωk)). Теперь
χij, i, j = 1, 3, находим из системы уравнений, которая является условиями сопря-
жения Дирихле в задаче (34):

γ21(T21χ12 − T31χ31)− γ12(−T12χ12 + T32χ23) = ϕ̃12,

γ32(−T12χ12) + T32χ23)− γ23(T13χ31 − T23χ23) = ϕ̃23,

−γ31(T21χ12 − T31χ31) + γ13(T13χ31 − T23χ23) = ϕ̃31.

Пусть χ = (χ12;χ23;χ31)τ , ϕ̃ = (ϕ̃12; ϕ̃23; ϕ̃31)τ . Получаем систему уравнений для
операторной матрицы типа Стеклова: Cχ = ϕ̃,

C : H− → H+,

C =

C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33

 ,

где C11 := γ21T21 + γ12T12, C12 := −γ12T32, C13 := −γ21T31, C21 := −γ32T12,

C22 := γ32T32 + γ23T23, C23 := −γ23T13, C31 := −γ31T21, C32 := −γ13T23,

C33 := γ31T31 + γ13T13. Изучим свойства оператора C.
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1◦. Операторы γjk и Tjk взаимно сопряжены.

Доказательство. Доказательство этого факта следует из определения сла-
бого решения. Например, для u21 получаем слабое решение из пространства
Ȟ1(Ωk) на основе формулы Грина:

(η1, u21)H1(Ω1) = 〈η1, u21 −4u21〉L2(Ω1) + 〈γ21η1, χ12〉L2(Γ12)+

+〈γ31η1,−χ31〉L2(Γ31), χ12 ∈ H̃−1/2(Γ12), χ31 ∈ H̃−1/2(Γ31).

В частности, для слабого решения u21 при χ31 = 0 имеем:

(η1, u21)Ȟ1(Ω1) = 〈γ21η1, χ12〉L2(Γ12), ∀η1, u21 ∈ Ȟ1
Γ11

(Ω1).

Следовательно, существует единственное u21 = T21χ12:

(η1, T21χ12)H1(Ω1) = 〈γ21η1, χ12〉L2(Γ12).

Таким образом, (T21)∗ = γ21. Аналогично для других сочетаний. Вообще имеем,
как и в общей схеме, связанной с выводом абстрактной формулы Грина для
тройки гильбертовых пространств, (γjk)

∗ = Tjk = (∂jk)
−1. �

2◦. Если считать, что C действует в L2(Γ) := L2(Γ12 ∪ Γ23 ∪ Γ31), то
C = C∗ ∈ S∞(L2(Γ)). Приведенное выше C есть его расширение по непрерыв-
ности на H− := H̃−1/2(Γ12)× H̃−1/2(Γ23)× H̃−1/2(Γ31), а
R(C) = H+ := H1/2(Γ12)×H1/2(Γ23)×H1/2(Γ31).

3◦. Оператор C обладает свойством положительности

〈Cχ, χ〉L2(Γ) =
3∑

k=1

‖u2k‖2
H1(Ωk) > 0,∀χ ∈ H−.

Доказательство. Рассмотрим выражениеγ21T21 + γ12T12 −γ12T32 −γ21T31

−γ32T12 γ32T32 + γ23T23 −γ23T13

−γ31T21 −γ13T23 γ31T31 + γ13T13


χ12

χ23

χ31

 ·
χ12

χ23

χ31

 =

= 〈(γ21T21 + γ12T12)χ12 − γ12T32χ23 − γ21T31χ31, χ12〉L2(Γ12) + 〈−γ32T12χ12 +

(γ32T32 + γ23T23)χ23 − γ23T13χ31, χ23〉L2(Γ23) + 〈−γ31T21χ12 − γ13T23χ23 +

(γ31T31 + γ13T13)χ31, χ31〉L2(Γ31) = 〈γ21u21, ∂21u21〉L2(Γ12)− 〈γ12u22,−∂12u22〉L2(Γ12) +

〈γ32u22, ∂32u22〉L2(Γ23) − 〈γ23u23,−∂23u23〉L2(Γ23) − 〈−γ31u21, ∂31u21〉L2(Γ31)+

+〈γ13u23, ∂13u23〉L2(Γ31).

Рассмотрим формулу Грина для решения u21:
(η1, u21)H1(Ω1) = 〈η1, u21 −4u21〉L2(Ω1) + 〈γ11η1, ∂11u21〉L2(Γ11) +

+ 〈γ21η1, ∂21u21〉L2(Γ12) + 〈γ31η1, ∂31u21〉L2(Γ31),∀η1 ∈ Ȟ1(Ω1).
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Очевидно, что первое и второе слагаемые в правой части формулы Грина об-
ращаются в ноль. Сделаем замену в оставшихся слагаемых η1 = u21. Получаем
(u21, u21)H1(Ω1) = ‖u21‖2

H1(Ω1) = 〈γ21η1, ∂21u21〉L2(Γ12) + 〈γ31η1, ∂31u21〉L2(Γ31).

А значит, с учетом аналогичных формул для u22, u23,

〈Cχ, χ〉L2(Γ) =
3∑

k=1

‖u2k‖2
H1(Ωk) > 0,∀χ ∈ H−.

Отсюда следует, что оператор C ограниченно действует из H− на H+, и потому
(по теореме Банаха) существует ограниченный оператор C−1 ∈ L (H+; H−). �

В итоге для исходной задачи Стеклова (34) получаем следующий результат.

Теорема 5. Сформулированная вспомогательная задача Стеклова в условиях тео-
ремы 4 имеет единственное слабое решение u(2) ∈ Ȟ1(Ωk) тогда и только тогда,
когда выполнены условия

ϕ12 ∈ H1/2(Γ12), ϕ23 ∈ H1/2(Γ23), ϕ31 ∈ H1/2(Γ31).

Решения этой задачи имеют вид (35) , где χij находятся по формуле

χ = C−1ϕ̃.

�

Доказательство этого утверждения проведено в рассуждениях выше.

2.4. Аналог первой вспомогательной задачи С. Г. Крейна. Сформулиру-
ем аналог первой вспомогательной задачи С. Г. Крейна для набора функций
u(3) := (u31;u32;u33)τ :

u31 −4u31 = f1 (в Ω1), γ11u31 = 0 (на Γ11),

u32 −4u32 = f2 (в Ω2), γ22u32 = 0 (на Γ22),

u33 −4u33 = f3 (в Ω3), γ33u33 = 0 (на Γ33),

(36)

γ21u31 − γ12u32 = 0, ∂21u31 + ∂12u32 = 0 (на Γ12 = Γ21),

γ32u32 − γ23u33 = 0, ∂32u32 + ∂23u33 = 0 (на Γ23 = Γ32),

γ13u33 − γ31u31 = 0, ∂13u33 + ∂31u31 = 0 (на Γ31 = Γ13).

В этой задаче все граничные условия однородные, а уравнения неоднородные.
Введем в рассмотрение подпространство

H1
Γ(Ω) := {u = (u1;u2;u3) ∈ H1(Ω) : γjjuj = 0 (на Γjj), j = 1, 3;

γjkuk − γkjuj = 0 (на Γjk), j, k = 1, 3} ⊂ H1(Ω).
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Запишем формулу Грина для задачи (36):

(η, u)H1(Ω) :=
3∑

k=1

(ηk, u3k)H1(Ωk) =
3∑

k=1

〈ηk, u3k −4u3k〉L2(Ωk)+ (37)

+〈γ21η1, ∂21u31 + ∂12u32〉L2(Γ21) + 〈γ32η2, ∂32u32 + ∂23u33〉L2(Γ32)+

+〈γ13η3, ∂13u33 + ∂31u31〉L2(Γ13), ∀ηk, u3k ∈ H1
Γ(Ωk).

Слабое решение определяем согласно тождеству
3∑

k=1

(ηk, u3k)H1(Ω) =
3∑

k=1

〈ηk, fk〉L2(Ωk), ∀ ηk ∈ H1
Γ(Ωk). (38)

На его основе для задачи (36) докажем следующее утверждение.

Теорема 6. Первая вспомогательная задача С. Г. Крейна имеет единственное сла-
бое решение u(3) ∈ H1

Γ(Ωk) тогда и только тогда, когда выполнено условие

f := (f1; f2; f3) ∈ (H1
Γ(Ω))∗.

В этом случае решение дается формулой

u3 = A−1f,

где A — оператор гильбертовой пары (H1
Γ(Ω), L2(Ω)),

H1
Γ(Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ (H1

Γ(Ω))∗. В частности, если

f = (f1; f2; f3) ∈
3⊕

k=1

L2(Ωk) ↪→ (H1
Γ(Ω))∗,

то эта задача имеет единственное обобщенное решение.

Доказательство. При любых ηk ∈ H1
Γ(Ω) правая часть тождества (38) — линей-

ный ограниченный функционал в пространстве H1
Γ(Ω) тогда и только тогда, когда

f ∈ (H1
Γ(Ω))∗. В этом случае по лемме Ф. Рисса об общем виде линейного ограничен-

ного функционала в гильбертовом пространстве для любого f ∈ (H1
Γ(Ω))∗ найдет-

ся единственный элемент u(3) ∈ H1
Γ(Ω) такой, при котором будет выполнено равен-

ство (38). В курсе лекций [7] (применительно к этой задаче) были доказаны формулы

(η, u(3))H1
Γ(Ω) = (A1/2η,A1/2u(3))L2(Ω) = 〈η, Au(3)〉L2(Ω),

где A — оператор гильбертовой пары (H1
Γ(Ω), L2(Ω)). Поэтому из (37) получаем

3∑
k=1

〈ηk, fk〉L2(Ωk) =
3∑

k=1

(ηk, u(3))H1
Γ(Ωk) = (A1/2η,A1/2u(3))L2(Ω) =
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= 〈η, Au(3)〉L2(Ω), ∀ η = (η1; η2; η3) ∈ H1
Γ(Ω).

Следовательно, 〈η, f − Au(3)〉L2(Ω) = 0, ∀ η ∈ H1
Γ(Ω). Так как η пробегает все

H1
Γ(Ω), то (f − Au(3)) — нулевой функционал из (H1

Γ(Ω))∗ и Au(3) = f .
Если

f ∈
3⊕

k=1

L2(Ωk),

то формула (38) принимает вид

(η, f)L2(Ω) = (η, u(3))H1
Γ(Ω),

и в этом случае существует единственное обобщенное решение
u(3) = A−1f . �

2.5. Аналог второй вспомогательной задачи С. Г. Крейна. Рассмотрим ана-
лог второй вспомогательной задачи Крейна для набора функций
u(4) := (u41;u42;u43)τ :

u41 −4u41 = 0 (в Ω1), γ11u41 = 0 (на Γ11),

u42 −4u42 = 0 (в Ω2), γ22u42 = 0 (на Γ22),

u43 −4u43 = 0 (в Ω3), γ33u43 = 0 (на Γ33),

(39)

γ21u41 − γ12u42 = 0, ∂21u41 + ∂12u42 = ψ12 (на Γ12 = Γ21),

γ32u42 − γ23u43 = 0, ∂32u42 + ∂23u43 = ψ23 (на Γ23 = Γ32),

γ13u43 − γ31u41 = 0, ∂13u43 + ∂31u41 = ψ31 (на Γ31 = Γ13).

Здесь уравнения однородные, на внешних границах условия Дирихле однородные, на
внутренних границах следы функций совпадают, а производные по нормали терпят
заданный разрыв.

Запишем формулу Грина для задачи (39):
3∑

k=1

(ηk, u4k)H1(Ωk) =
3∑

k=1

〈ηk, u4k −4u4k〉L2(Ωk) +
3∑

k=1

〈γkkηk, ∂kku4k〉L2(Γkk) +

+〈γ21η1, ∂21u41〉L2(Γ21) + 〈γ12η2, ∂12u42〉L2(Γ12) + 〈γ31η1, ∂31u41〉L2(Γ31) +

+〈γ13η3, ∂13u43〉L2(Γ13) + 〈γ32η2, ∂32u42〉L2(Γ32) + 〈γ23η3, ∂23u43〉L2(Γ23),

∀ηk, u3k ∈ H1
Γ(Ω), ϕij ∈ H1/2(Γij), ψij ∈ H̃−1/2(Γij), i, j = 1, 3.

С помощью формулы Грина определим слабое решение задачи (39):
3∑

k=1

(ηk, u4k)H1(Ωk) = 〈γ21η1, ψ21〉L2(Γ21) + 〈γ32η2, ψ32〉L2(Γ32) + (40)

+〈γ13η3, (−ψ13)〉L2(Γ13),∀η = (η1; η2; η3) ∈ H1
Γ(Ω).
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В итоге рассмотрения этой задачи получаем следующий результат.

Теорема 7. Вторая вспомогательная задача С. Г. Крейна имеет единственное сла-
бое решение u(4) ∈ H1

Γ(Ω) тогда и только тогда, когда выполнены условия

ψ21 ∈ H̃−1/2(Γ21), ψ32 ∈ H̃−1/2(Γ32), ψ13 ∈ H̃−1/2(Γ13).

Это решение имеет вид

u(4) = W21ψ21 +W32ψ32 +W13ψ13, (41)

где Wij : H̃−1/2(Γij)→ H1
h(Ωi), i, j = 1, 3.

Доказательство. Воспользуемся неравенством (см. [7])

‖ϕ‖H1/2(Γ) = min
γu=ϕ
‖u‖H1

Γ(Ω) 6 ‖u‖H1
Γ(Ω).

Отсюда получаем, что при ∀ η ∈ H1
Γ(Ω) правая часть в (40) является линейным

ограниченным функционалом lψ(η) в H1
Γ(Ω) тогда и только тогда, когда выполнены

условия ψij ∈ H̃−1/2(Γij), i, j = 1, 3. В самом деле,

|〈γ21η1, ψ21〉L2(Γ21)| 6 ‖γ21η1‖H1/2(Γ21) · ‖ψ12‖H̃−1/2(Γ21) 6 ‖ψ21‖H̃−1/2(Γ21) · ‖η‖H1
Γ(Ω).

Аналогично для двух других случаев. И потому lψ(η), т. е. правая часть тождества
(40), — линейный ограниченный функционал в H1

Γ(Ω).
Обратно, если lψ(η) — линейный ограниченный функционал относительно

ηk ∈ H1
Γ(Ω), то совокупность элементов {γijηi}3

i,j=1 пробегает все H1/2(Γij), когда
ηi пробегают все H1

Γ(Ω). Поэтому элемент ψ = (ψ21;ψ32;ψ13) должен принадлежать
пространству (H1/2(Γij))

∗ = H̃−1/2(Γij), i, j = 1, 3. Поскольку lψ(η) — линейный огра-
ниченный функционал в H1

Γ(Ω), то по лемме Ф. Рисса существует единственное ре-
шение u(4) ∈ H1

Γ(Ω) такое, что справедливо тождество (32).
Докажем теперь, что решение имеет вид (41). Для этого разобьем исход-

ную задачу на три вспомогательные (оставим неоднородность в условиях Ней-
мана лишь в одном месте). Рассмотрим решение первой вспомогательной задачи
u411 ∈ H1

Γ(Ω) ⊂ H1(Ω). Из формулы Грина получаем тождество для слабого решения

(η1, u411)H1(Ω1) = 〈γ21η1, ψ21〉L2(Γ21), ∀η ∈ H1
Γ(Ω).

Отсюда, как и выше, получаем, что существует единственное слабое решение

u411 = W21ψ21, W21 : H̃−1/2(Γ21)→ H1
h(Ω).
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Аналогично для двух других решений вспомогательных задач. Так как решение u(4)

единственно, то оно имеет вид

u(4) = u411 + u421 + u431 = W21ψ21 + T32ψ32 − T13ψ13.

�

Итогом рассмотрения исходной смешанной краевой задачи (18)–(19) сопряжения
является следующее утверждение.

Теорема 8. Исходная задача (18)–(19) имеет единственное слабое решение из про-
странства

H1(Ω) =
3⊕

k=1

H1(Ωk)

тогда и только тогда, когда выполнены условия теорем 2.1–2.4. Решение зада-
чи (18)–(19) является суммой решений вспомогательных задач, рассмотренных
в пп. 2.1–2.4. �

С помощью данного подхода можно рассматривать задачи сопряжения для раз-
личных конфигураций областей. Общие выводы остаются неизменными.
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Zhukovskiy V. I., Kirichenko M. M. and Boldyrev M. V. 2016. Garanteed
Outcomes and Risks in Multicriteria Problem. Taurida Journal of Computer
Science Theory and Mathematics, 1, pp. 7 – 18.

MSC2010: 91A06

В данной статье предлагается способ построения стратегии в многокритериальной за-
даче при неопределенности, обеспечивающей одновременно Парето-максимальность
гарантированного исхода с минимальным риском. В качестве приложения рассмотре-
ны два варианта задачи о диверсификации вклада по двум депозитам (рублевому и
валютному). Заметим, что подобной задаче посвящена статьяЖуковского В. И., Мо-
лоствова В. С. и Топчишвили А. Л. “Problem of multicurrency deposit diversification —
three possible approaches to risk accounting”, опубликованная в 2014 г. в журнале
“International Journal of Operations and Quantitative Management”, т. 20 (1), с. 1–15,
где получены результаты, отличные от приведенных в настоящей работе. Дело в
том, что паретовские решения образуют множество, элементы которого, вообще го-
воря, различны. И как в указанной работе, так и в настоящей статье фигурируют
разные элементы одного и того же паретовского множества.

Ключевые слова: максимум по Парето, стратегия, неопределенность, векторная гаран-
тия, риск по Сэвиджу, принцип минимаксного сожаления.

Zhukovskiy V. I. and Smirnova L. V. 2016. Berge-Vaisman equilibrium for
one linear-quadratic differential game. Taurida Journal of Computer Science
Theory and Mathematics, 1, pp. 19 – 29.

MSC2010: 91A06

До настоящего времени исследования равновесия по Бержу в основном были огра-
ничены лишь конечными бескоалиционными играми. В работе предпринята пер-
воначальная попытка применения равновесия по Бержу к динамическому вариан-
ту бескоалиционной игры, а именно для позиционной бескоалиционной линейно-
квадратичной игры двух лиц с малым параметром. Используя результаты теории
метода малого параметра, в частности, теорему о непрерывной зависимости решения
системы обыкновенных дифференциальных уравнений от параметра, а также теоре-
му Пуанкаре об аналитичности решения по параметру, выявлены коэффициентные
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критерии существования ситуации равновесия по Бержу–Вайсману, а также уста-
новлены условия существования равновесия по Бержу–Вайсману в указанной диф-
ференциальной игре. Фактически статья является первоначальной по двум направ-
лениям в теории линейно-квадратичных дифференциальных позиционных игр. Во-
первых, выявления коэффициентных условий существования равновесия по Бержу–
Вайсману; во-вторых, по практическому построению таких равновесий в виде рав-
номерно сходящихся рядов по степеням малого параметра.

Ключевые слова: бескоалиционная позиционная линейно-квадратичная игра, динамиче-
ское программирование, равновесие по Бержу–Вайсману, равновесие по Нэшу, непрерывная
зависимость и аналитичность решений по параметру.

Балашова Г.С. О принципах сплайн-экстраполяции / Г.С. Балашова //
Таврический вестник информатики и математики. — 2016. — №1 (30). —
C. 29 – 37.

УДК: 517.518.23

В работе исследуется разрешимость задачи Дирихле для нелинейного дифференци-
ального уравнения бесконечного порядка. Ранее для этого рассматривалась после-
довательность усеченных задач порядка 2m и с помощью предельного перехода при
стремлении m→∞ устанавливалось существование обобщенного решения исходной
задачи. В представленной статье предложен новый подход, а именно для разрешимо-
сти задачи Дирихле для нелинейного дифференциального уравнения бесконечного
порядка предлагается дифференциальный оператор бесконечного порядка уравнения
представить в виде сумме двух операторов бесконечного порядка, один из которых
главный, а другой ему подчиненный. В основу их сравнения положены соотношения
соответствующих им энергетических пространств Соболева бесконечного порядка.
Тогда при выполнении ряда условий для главного и подчиненного операторов уда-
ется установить существование обобщенного решения для исходного уравнения при
любой правой части из сопряженного пространства для главного оператора.

Ключевые слова: разрешимость, теоремы вложения, пространства, бесконечный поря-
док, подчиненный оператор.
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Брук В. М. О граничных задачах для интегральных уравнений с опера-
торными мерами / В.М. Брук // Таврический вестник информатики и
математики. — 2016. — №1 (30). — C. 38 – 48.

УДК: 517.983

Получены достаточные условия равномерной сходимости решений граничных задач
для интегральных уравнений с операторными мерами, значениями которых являют-
ся линейные ограниченные операторы в сепарабельном гильбертовом пространстве.

Ключевые слова: интегральное уравнение, операторная мера, граничная задача, гильбер-
тово пространство, линейный оператор.

Емеличев В. А. О радиусе T1-устойчивости многокритериальной линей-
ной булевой задачи с нормами Гельдера в пространствах параметров /
В. А. Емеличев, К. Г. Кузьмин // Таврический вестник информатики и
математики. — 2016. — №1 (30). — C. 49 – 64.

УДК: 519.8

Рассматривается многокритериальная линейная булева задача, состоящая в поиске
множества Парето. Получены нижняя и верхняя оценки радиуса T1-устойчивости
задачи в предположении, что в пространствах решений и критериев заданы про-
извольные нормы Гельдера. Как следствие, приведены известные оценки радиуса
T1-устойчивости задачи в пространствах с чебышевской метрикой, а также утвер-
ждения, свидетельствующие о достижимости указанных оценок.

Ключевые слова: многокритериальная булева задача, множество Парето, радиус устой-
чивости, T1-устойчивость, норма Гельдера

Жуковский В. И. Исход и риск в многошаговой позиционной задаче при
неопредленности / В. М. Жуковский, М. И. Высокос, А. С. Горбатов //
Таврический вестник информатики и математики. — 2016. — №1 (30). —
C. 65 – 77.

УДК: 517.977.54

Рассмотрены вопросы принятия решения в однокритериальной задаче при страте-
гической неопределенности (ОЗН) с позиции ЛПР, стремящегося одновременно уве-
личить гарантированный исход с возможно меньшим гарантированным риском. При
этом основываемся на принципе минимаксного сожаления (по Сэвиджу–Нихансу)
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с привлечением математического аппарата метода динамического программирова-
ния для дискретных задач. Здесь, во-первых, рассматривается ОЗН двух видов, от-
личающихся парами: контрстратегия — чистая неопределенность и чистая страте-
гия — стратегическая неопределенность. В первом случае строится функция сожа-
ления, во втором — гарантии исхода и риска. Во-вторых, исходной ОЗН ставится в
соответствие двухкритериальная дискретная позиционная задача, где первый кри-
терий — гарантированный исход, а второй — “минус” гарантированный риск. Для
этой двухкритериальной задачи строится максимальная по Парето чистая страте-
гия, которая и определяет величину гарантированного исхода, и гарантированный
риск, сопровождающий реализацию гарантированного исхода. В качестве примера
получен явный вид предлагаемого решения для линейно-квадратичного одношаго-
вого варианта ОЗН.

Ключевые слова: многошаговая задача, задача управления, стратегия, многокритери-
альная задача, гарантии, максимум по Парето.

Жуковский В. И. Уравнение равновновесий по Нэшу и Бержу в модели
дуополии Бертрана / В. И. Жуковский, Т. В. Макаркина // Таврический
вестник информатики и математики. — 2016. — №1 (30). — C. 78 – 88.

УДК: 519.833.2

Для математической теории игр в последнее время характерно активное изучение
концепции равновесия по Бержу, как антипода широко применяемого равновесия по
Нэшу. Различие в том, что концепция равновесия по Нэшу имеет “эгоистический
характер” — каждый участник игры стремится увеличить лишь свой выигрыш. В
противоположность равновесию по Нэшу, для равновесия по Бержу характерен аль-
труизм — “забота” о выигрышах всех остальных игроков. Основа здесь — золотое
правило нравственности: «Относись к другим так, как бы ты хотел, чтобы они от-
носились к тебе». Такой подход заведомо исключает “жесткие меры” уравновешива-
ния конфликтов — исключает войны, вооруженные столкновения, кровопролития.
В предлагаемой читателю статье показано, что равновесие по Бержу можно приме-
нять в экономике. В частности, найдены коэффициенты в математической модели
дуополии Бертрана, при которых равновесие по Бержу доставляет игрокам большие
выигрыши, чем равновесие по Нэшу.

Ключевые слова: бескоалиционная игра, равновесие по Нэшу, равновесие по Бержу,
дуополия Бертрана.
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Копачевский Н. Д. Смешанные краевые задачи сопряжения /
Н. Д. Копачевский, К. А. Радомирская // Таврический вестник ин-
форматики и математики. — 2016. — №1 (30). — C. 89 – 108.

УДК: 517.95, 517.98

На базе абстрактной формулы Грина рассмотрен общий подход к абстрактным кра-
евым задачам сопряжения. Разобран пример конфигурации пристыкованных обла-
стей для задач сопряжения на основе обобщенной формулы Грина для оператора
Лапласа (конфигурация “трижды разрезанный арбуз”). Исходная неоднородная за-
дача сопряжения разбивается на четыре вспомогательные, содержащие неоднород-
ность лишь в одном месте — либо в уравнении, либо в краевом условии. С помощью
определенных формул Грина находятся решения каждой из вспомогательных задач,
доказываются соответствующие теоремы о существовании и единственности такого
решения. В конце статьи получаем вывод, что решение исходной задачи — это сумма
решений четырех вспомогательных задач.

Ключевые слова: формула Грина, задачи сопряжения, липшицева граница, слабое реше-
ние, теорема Рисса, след функции, производная по внешней нормали.

«Таврический вестник информатики и математики», №1 (30)’ 2016



СПИСОК АВТОРОВ НОМЕРА

Балашова Галина
Сергеевна

д.ф.-м. н., профессор кафедры высшей математики
НИУ «МЭИ», г. Москва, Российская Федерация
e-mail: BalashovaGS@mpei.ru

Болдырев Михаил
Владиславович

студент кафедры оптимального управления фа-
культета вычислительной математики и киберне-
тики Московского государственного университета
им. М.В.Ломоносова, г. Москва, Российская Федера-
ция
e-mail: m_boldyrev@list.ru

Брук Владислав
Моисеевич

д.ф.-м. н., профессор кафедры математики и модели-
рования Саратовского государственного технического
университета имени Гагарина Ю.А., г. Саратов, Рос-
сийская Федерация
e-mail: vladislavbruk@mail.ru

Высокос Мария
Ивановна

к.ф.-м. н., доцент кафедры математики и физики
физико-математического факультета Государствен-
ного гуманитарно-технологического университета,
г.Орехово-Зуево, Российская Федерация
e-mail: mvysokos@mail.ru

Горбатов Антон
Сергеевич

аспирант кафедры оптимального управления факуль-
тета вычислительной математики и кибернетики Мос-
ковского государственного университета им. М. В. Ло-
моносова, г. Москва, Российская Федерация
e-mail: gorbatovanton@gmail.com

Емеличев Владимир
Алексеевич

д.ф.-м. н., профессор кафедры математической кибер-
нетики механико-математического факультета Бело-
русского государственного университета, г. Минск, Рес-
публика Беларусь
e-mail: vemelichev@gmail.com



Список авторов номера 115

Жуковский Владислав
Иосифович

д.ф.-м. н., профессор кафедры оптимального управ-
ления факультета вычислительной математики и ки-
бернетики Московского государственного университета
им. М.В.Ломоносова, г. Москва, Российская Федерация
e-mail: zhkvlad@yandex.ru

Кириченко Михаил
Михайлович

студент кафедры оптимального управления фа-
культета вычислительной математики и киберне-
тики Московского государственного университета
им. М.В.Ломоносова, г. Москва, Российская Федера-
ция
e-mail: moyomylo11@gmail.com

Копачевский Николай
Дмитриевич

д.ф.-м. н., заведующий кафедрой математического ана-
лиза факультета математики и информатики Крымско-
го федерального университета им. В. И. Вернадского,
г. Симферополь, Российская Федерация
e-mail: kopachevsky@list.ru

Кузьмин Кирилл
Геннадьевич

к.ф.-м. н., доцент кафедры математической кибернети-
ки механико-математического факультета Белорусско-
го государственного университета, г. Минск, Республи-
ка Беларусь
e-mail: kuzminkg@mail.ru

Макаркина Татьяна
Владимировна

к.ф.-м. н., доцент кафедры информатики факуль-
тета информатики Государственного гуманитарно-
технологического университета, г. Орехово-Зуево, Рос-
сийская Федерация
e-mail: tatmak147@yandex.ru

Радомирская Карина
Александровна

аспирант кафедры математического анализа факульте-
та математики и информатики Крымского федераль-
ного университета им. В. И. Вернадского, г. Симферо-
поль, Российская Федерация
e-mail: radomirskaya@mail.ru

«Таврический вестник информатики и математики», №1 (30)’ 2016



116 Список авторов номера

Смирнова Лидия
Викторовна

к.ф.-м. н., доцент кафедры естественнонаучных дисци-
плин филиала Московского государственного универси-
тета технологий и управления им. К. Г. Разумовского в
г. Орехово-Зуево, г. Орехово-Зуево, Российская Федера-
ция
e-mail: smirnovalidiya@rambler.ru

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2016, 1



Подписано к печати 21.06.2016. Формат 38x30/2. Бумага тип ОП. Объем 12 п. л. Тираж 50 экз.
Заказ № НП/11. Свободная цена.

Отпечатано в отделе редакционно-издательской деятельности КФУ имени В.И. Вернадского
295007, г. Симферополь, пр. Академика Вернадского, 4


	ZhukovskiyV.I., KirichenkoM.M. and BoldyrevM.V. Garanteed Outcomes and Risks in Multicriteria Problem
	ZhukovskiyV.I. and SmirnovaL.V. Berge-Vaisman Equilibrium for One Linear-quadratic Differential Game
	БалашоваГ.С. Исследование разрешимости задачи Дирихле для нелинейных дифференциальных уравнений бесконечного порядка методом выделения главной части
	БрукВ.М. О граничных задачах для интегральных уравнений с операторными мерами
	ЕмеличевВ.А., КузьминК.Г. О радиусе T1-устойчивости многокритериальной линейной булевой задачи с нормами Гельдера в пространствах параметров
	ЖуковскийВ.И., ВысокосМ.И., ГорбатовА.С. Исход и риск в многошаговой позиционной задаче при неопределенности
	ЖуковскийВ.И., МакаркинаТ.В. Сравнение равновесий по Нэшу и Бержу в модели дуополии Бертрана
	КопачевскийН.Д., Радомирская К.А. Смешанные краевые задачи сопряжения
	Рефераты
	Список авторов номера

