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Noncomputability of VC Dimension of Classifier Families.

Donskoy V. I.

Abstract. The following theoretical result is got in the article: Vapnik-Chervonenkis
capacity or, speaking otherwise, V C dimension of arbitrary general recursive family of classifiers
is noncomputable. V C dimension (V CD) or capacity of families of mappings which decision rules
are extracted from, is one of major concepts of machine learning theory. Practice explored that
VC dimension succeeded to be found only for a few simple families of classifiers. If to take into
account that machine learning implies the use of computers, consideration of VC dimension of
families of general recursive functions (algorithms) will be correct. Thus makes sense to examine
such families of functions, which defined by neuron networks, decision trees, SVM, and other
models in-use in the tasks of machine learning only. Such families, designated S , and functional

F : S → V CD(S ),

determined on these families and taking on a numerical value equal to the VC-dimension of
these families, are examined. By description families of general recursive functions as the lines of
arbitrary length, the functional is replaced by function in Turing presentation. Noncomputability
of V CD(S) is further proved for arbitrary family S . Kolmogorov complexity of family of general
recursive functions Kl(S) is entered to do that, where l is a variable which defines sample length.
It is well known that Kolmogorov complexity of arbitrary string is noncomputable. We proved
that comlexity Kl(S) is noncomputable as well. Inequality

V CD(S ) ≤ Kl(S ) < V CD(S ) log l

was proven in [3]. Noncomputability of V CD(S) is proved by this inequality usage.
Relation between sample compression, learnability, and V CD was studied in [8]. The

compression function takes away from the sample so-called the compression set, consisting of
no more than k teaching examples (number k is referred to the size of compression).

In the same paper [8] it was proven, that at the length of sample l and the use of family of
classifiers S there is a scheme of compression of size k, satisfying to inequality

V CD(S ) < k ≤ V CD(S ) log l.

We proved that the size of compression k = k(l,S ) is noncomputable as well.
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1. Введение. Постановка задачи

В теории машинного обучения одним из важнейших понятий является
V C-размерность или емкость семейств отображений, из которых извлекаются ре-
шающие правила. Если полагать, что машинное обучение подразумевает использо-
вание компьютеров, то корректным будет рассмотрение V C-размерности семейств
рекурсивных функций (алгоритмов).

Обозначим S — семейство общерекурсивных функций (алгоритмов) вида

A : Xn → {0, 1}, Xn =
{
X = (x1, ..., xj, ..., xn) : xi ∈ {0, 1, 2, . . . , }

}
.

В теории машинного обучения функции семейства S называют классификато-
рами.

(Заметим, что при вычислениях на реальных компьютерах множество значений переменных

ограничено: xi ∈ {0, 1, . . . , 2M − 1}, где M — зафиксированное целое положительное число. Обыч-

но M является разрядностью компьютера — количеством бит, выделяемых для представления од-

ного числа или одного элемента памяти).
В семействеS выделим множество подсемейств общерекурсивных классификато-

ров: {S1 ⊂ S, S2 ⊂ S, . . . }. Будем называть эти подсемейства классами решающих
правил. Такие классы в рамках парадигмы машинного обучения соответствуют се-
мействам общерекурсивных классификаторов, реализуемых, например, нейронными
сетями, решающими деревьями, машинами опорных векторов, алгоритмами вычис-
ления оценок [4] и другими алгоритмическими моделями классификации.

Произвольный класс решающих правил (алгоритмов) будем обозначать S ,
S ⊂ S.

Выборка, состоящая из l произвольных элементов (точек) множества Xn, обо-
значается X̃l = X1, . . . , Xl и представляет собой набор n× l чисел из расширенного
натурального ряда. Теоретически и практически допустимо считать все рассматри-
ваемые числа представленными в виде бинарных строк. Множество всех выборок
обозначается X l.

Применение произвольного классификатора A ∈ S к l точкам выборки X̃l по-
рождает l двоичных значений – бинарную строку

ỹ = (y1, . . . , yj, . . . , yl) : yj = A(Xj) ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , l.

Будем называть строку ỹ разбиением выборки X̃l на два класса в соответствии со
значениями 0 и 1 функции (алгоритма) A и использовать обозначение ỹA = A(X̃l).

Применение одного и того же алгоритма к различным выборкам и применение
различных алгоритмов к одной и той же выборке дает, вообще говоря, различные

«Таврический вестник информатики и математики», №1 (24)’ 2014
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разбиения. Алгоритмы, порождающие одинаковые разбиения любых допустимых вы-
борок, будем называть подклассом эквивалентных алгоритмов семейства S .

Определение 1. [1] V C-размерностью или емкостью семейства функций
S = {A : Xn → {0, 1}}, обозначаемой V CD(S ), называется наибольшее значение l∗

такое, что найдется выборка X̃l∗ , которая может быть разбита всеми 2l
∗ способами

алгоритмами семейства S :

∃X̃l∗ : | {ỹ : ỹ = A(X̃l∗), A ∈ S } |= 2l
∗
,

но никакая выборка длины большей, чем l∗, разбита всеми способами быть не может.
Если же при любом l найдется выборка, разбиваемая всеми 2l способами, то V C-раз-
мерность семейства S полагается неограниченной (∞).

Определение 2. Пусть B(S) — множество всех подмножеств семейства S

и K ∈ B(S). Назовем отображение

F : S → V CD(S ), F ∈ K ,

функционалом комбинаторной размерности (V C-размерности).

Целью дальнейшего изложения является выяснение вопроса: является ли функ-
ционал комбинаторной размерности вычислимым?

2. Представление функционала комбинаторной размерности
в виде функции, предназначенной для вычисления

на машине Тьюринга

Функционал F ставит в соответствие некоторому подклассу общерекурсивных
функций S число V CD(S ). Переходя к эквивалентному тьюринговскому языку
представления рекурсивных функций, покажем, что интересующие нас семейства S

при зафиксированном (но любом!) значении параметров могут быть представлено
словомW (S ) на ленте машины Тьюринга. При таком представлении функционал F

интерпретируется заданием функции, которая по словуW (S ) должна, если функци-
онал вычислим, выдавать число V CD(S ). Указанное представление упростит рас-
смотрение вопроса о вычислимости функционала F .

Приведем примеры конструирования слова W (S ) для некоторых используемых
при машинном обучении классов S .

«Таврiйський вiсник iнформатики та математики», №1 (24)’ 2014
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2.1. Семейство классификаторов, представляемых бинарными решающи-
ми деревьями (БРД). Программирование слова WµБРД для представления семей-
ства SµБРД БРД с µ листьями основано на представлении каждой из µ − 1 вершин
ветвления словом-атомом, состоящим из двух частей – префикса и окончания атома:

Код номера переменной или значение решающей функции (0 или 1)

Номер следующего атома в конкатенации или значение решающей функции (0 или 1)

Префикс атома может иметь n + 1 значение, если 0 и 1 резервируются для значе-
ний классифицирующей функции, а значениями 2, 3, . . . , n + 1 кодируются номера
переменных-признаков 1, 2, . . . , n. Окончание атома может иметь µ значений: 0 и 1
резервируются также, как в префиксе. Остальные µ− 2 значений соответствуют на-
правленным рёбрам дерева, являющимися указателями на решающие вершины де-
рева (атомы списка). Указатель на одну (начальную вершину дерева) не требуется:
нужны указатели только на µ−2 оставшиеся внутренние вершины. Всего получается
µ значений для окончания атома.

Слово WµБРД будет конкатенацией вида: <атом><атом>...<атом>. Если значе-
ния префиксов и окончаний всех атомов слова WµБРД зафиксировать, то будет задан
некоторый единственный алгоритм A ∈ SБРД. Если же значения всех префиксов и
окончаний считать пробегающими все допустимые значения, то слово WБРД будет
представлять все семейство SµБРД.

Таким образом получается описание любого семейства БРД-классификаторов
для любого сколь угодно большого (но конечного) µ.

2.2. Семейство классификаторов SNN , представляемых нейронными сетя-
ми. Описание слова WµNN определяется следующим образом.

Будем использовать гёделевы номера машин Тьюринга для представления рекур-
сивных функций ядер нейронных сетей. Узлы нейронной сети будут представляться
атомами, состоящими из описания списка входов, строкой-описанием функции ядра
и описанием выхода. Каждый узел имеет номер. Каждый вход узла имеет идентифи-
катор, состоящий из номера узла и номера его входа. Каждый выход узла снабжа-
ется указателем на некоторый вход какого-либо узла. Свободные входы (на которые
не направлен никакий указатель) предназначаются для приема описания классифи-
цируемых объектов. Свободный выход предназначается для значений, выдаваемых
нейронным классификатором.

Слово WµNN будет являться конкатенацией описаний узлов.
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Если разрешить в слове WµNN любые допустимые значения параметров, то бу-
дет получено описание класса SµNN . Для любых возможных значений µ получается
описание семейства SNN .

2.3. Семейство классификаторов Sk−NN — по методу ближайших соседей.
Для формирования слова WSk−NN в каждом допустимом случае используется сама
входная выборка, описание числа k, описание рекурсивной функции расстояния и
описание рекурсивной функции вычисления arg min.

3. Колмогоровская сложность и вычислимость V C-размерности

Определение 3. [6] Колмогоровская сложность слова (строки) x при заданном спо-
собе описания – вычислимой функции (декомпрессоре) D есть

KSD(x) = min{l(p)|D(p) = x},

если существует хотя бы одно двоичное слово p такое, что D(p) = x. Иначе пола-
гается, что значение сложности не ограничено. Будем говорить, что в таком случае
колмогоровская сложность не определена.

Здесь и далее l(p) обозначает длину слова p в битах.

Определение 4. Условная колмогоровская сложность слова x при заданном слове y
есть

KSD(x|y) = min{l(p)|D(p, y) = x};

если y – пустое слово, то KSD(x|y) = KSD(x)

Определение 5. Говорят, что декомпрессор D1 (слова x) не хуже декомпрессора D2,
если KSD1(x|y) ≤ KSD2(x|y) +O(1). Декомпрессор называют оптимальным, если он
не хуже любого другого декомпрессора.

Теорема 1. (Соломонова-Колмогорова) [6]. Существуют оптимальные декомпрес-
соры.

Эта теорема позволяет использовать в определении колмогоровской сложности
произвольный оптимальный декомпрессор.

Определение 6. [6] Колмогоровской сложностью KS(x) слова (строки) x на-
зывают сложность KSU(x) при способе описания U , являющемся произвольным
оптимальным декомпрессором. Соответственно, условной колмогоровской сложно-
стью KS(x|y) слова x при заданном слове y называют сложность KSU(x|y).
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Доказан и хорошо известен следующий факт теории колмогоровской сложно-
сти [5, 2, 9]:

Теорема 2. Колмогоровская сложность KS(x|y) не является вычислимой функци-
ей.

Определение 7. [3] Пусть U — такая частично-рекурсивная функция, что для каж-
дого алгоритма A ∈ S и для любой выборки X̃l найдется двоичное слово p, кото-
рое обеспечивает выполнение равенства U(p, X̃l) = ỹA, где ỹA = A(X1), ..., A(Xl) —
двоичное слово (строка) длины l. При этом каждый алгоритм A ∈ S полагается
определенным на каждой выборке X̃l из X l. Функция U с указанными свойства-
ми существует в силу существования универсальной функции двух аргументов для
любого семейства частично-рекурсивных функций одного аргумента.

1. Сложность алгоритма A относительно выборки X̃l по частично-рекурсивной
функции U есть

KU(A|X̃l) = min{len(p) : U(p, X̃l) = ỹA}.

2. Сложность алгоритма A на множестве X l по частично-рекурсивной функции
U есть

KU,X l(A) = max
X̃l∈X l

KU(A|X̃l)

3. Сложность семейства алгоритмов S на множестве X l по частично-
рекурсивной функции U есть

KU,X l(S ) = max
A∈S

KU,X l(A).

4. Сложность семейства алгоритмов S на множестве X l есть

Kl(S ) = min
U∈Pp.r.

KU,X l(S ).

В приведенном определении сложность семейства алгоритмов S на множестве
всех возможных выборок X l длины l – это наименьшая длина двоичного слова p, по
которому можно восстановить самый сложный (и любой) алгоритм A ∈ S . Важно,
что слово p обрабатывается одной и той же функцией (программой) U∗, причем, со-
гласно 4◦, наилучшей в следующем смысле. Программа U∗ обеспечивает наибольшее
сжатие информации о семействе S в слово p длины Kl(S ). Мажоранту сложно-
сти Kl(S ) можно получить, если точно указать структуру слова p, подлежащего
расшифровке, и его длину в битах, а также представить алгоритм обработки этого
слова, который будет использоваться вместо программы U∗ для оценивания сложно-
сти сверху.
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Теорема 3. Колмогоровская сложность Kl(S ) произвольного семейства общере-
курсивных функций S невычислима.

Доказательство. В определении колмогоровской сложности Kl(S ) содержится
невычислимое (в силу теоремы 2) выражение

KU(A|X̃l) = min{len(p) : U(p, X̃l) = ỹA}.

Это приводит к невычислимости Kl(S ). �

Теорема 4. [3] Пусть система частично-рекурсивных функций S вида
A : Xn −→ {0, 1} имеет ограниченную емкость hS = V CD(S ) и колмогоровскую
сложность Kl(S ). Тогда при конечных значениях hS ≥ 2 и l > hS имеет место
двойное неравенство

hS ≤ Kl(S ) < hS log l. (1)

Теорема 5. V C-размерность произвольного рекурсивного семейства S невычисли-
ма.

Доказательство. Предположим, что hS вычислима. Из неравенств (1) следует

Kl(S ) = hS + j,

где j – константа из целочисленного отрезка 0, 1, 2, . . . , [hS (logl − 1)]. Тогда Kl(S ),
как сумма двух вычислимых слагаемых – hS и константы, – также должна быть
вычислимой. Но это приводит к противоречию: в силу теоремы 3, колмогоровская
сложность Kl(S ) вычислимой не является. �

Связь между сжатием обучающей выборки, обучаемостью и V CD была изучена
в работе Флойда и Вармута [8]. Функция сжатия отбирает из обучающей выборки так
называемое множество сжатия, состоящее из не более чем k обучающих примеров
(число k называют размером сжатия).

В этой же работе [8] было доказано, что при длине обучающей выборки l и ис-
пользовании семейства классификаторов S существует схема сжатия размера k,
удовлетворяющая неравенству

V CD(S ) < k ≤ V CD(S )logl. (2)

Теорема 6. Размер сжатия k = k(l,S ) при использовании для обучения рекурсив-
ного семейства S и длине обучающей выборки, равной l, невычислим.

Доказательство. Предположим, размер сжатия k является вычислимым. Но тогда,
с учетом неравенства (2),

V CD(S ) = k − j ≥ 0, (3)
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где j — некоторая константа. Учитывая, что V CD(S ) непустого семейства S прини-
мает положительные целочисленные значения, можно сделать вывод, что V CD(S )

вычислима. Действительно, при таком предположении размер k – вычислим, кон-
станта j – вычислима и k−̇j – вычислимая функция (здесь � −̇ � – рекурсивная
функция – усеченная разность,– заменяющая обычное вычитание в формуле (3)). Но
сделанное предположение противоречит теореме 5: V CD(S ) является невычисли-
мой. �

Заключение

В статье получен следующий теоретический результат: емкость Вапника-
Червоненкиса или, говоря иначе, V C-размерность произвольного общерекурсивного
семейства классификаторов невычислима.

Направление дальнейших исследований связано с повышением точности оценок
V C-размерности на основе метода pV CD [3].
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Integrals from functions generated by increasing factorial powers.

Goy T. P.

Abstract. Mathematical models of various natural and industrial processes often lead to
problems, exact solutions of which it is impossible to obtain by means of well-known classical
methods. This is the reason for further development of function theory and numerical analysis.
Enlargement “library” of non-elementary functions leads to the enlargement of tasks that can
be solved in closed form. That’s why the introducing of new non-elementary functions and
studying their properties are actual tasks. Further studying of the new non-elementary functions
is prospective and very useful for different branches of science.

The classical transcendental functions cosx, sinx is given by the corresponding power series
with factorials, which can be written as the falling factorial power nn (i.e. usual funtorials).
Replacing the falling factorial powers by the corresponding rising factorial powers nn, we get the
new non-elementary real functions Sin(x), Cos(x).

In general, duality of rising and falling factorial powers is a common feature in the
combinatorial analysis. In other words, if a problem leads to some combinatorial identity
constructed with the help of falling factorial powers, then there is often a dual combinatorial
problem, which leads to a dual combinatorial identity involving rising factorial powers.

In this paper we consider new integral functions S̃(x) =
∫ x

0 Sin(t) dt, C̃(x) =
∫ x

0 Cos(t) dt.
We sketch graphs of these functions and find some of their basic properties. In particular, we
established the relationship of these functions with the generalized hypergeometric function
2F3(a1, a2; b1, b2, b3; z). We also showed that functions S̃(x), C̃(x) are solutions of linear ordinary
differential equations of four order with variables coefficients.

Вступ

Постановка проблеми. Математичнi моделi багатьох природних i технiчних про-
цесiв приводять до задач, точнi розв’язки яких отримати класичними методами
неможливо. Розширення “бiблiотеки” неелементарних функцiй приводить до знач-
ного розширення кола задач, якi не можуть бути розв’язанi у замкненому виглядi.
Тому запровадження нових неелементарних функцiй та вивчення їх властивостей є



Iнтеграли вiд функцiй, породжених зростаючими факторiальними степенями 15

актуальною задачею, яка зумовлює подальший розвиток наближених методiв i теорiї
функцiй.

Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй. У [1], [2] дослiдженi новi неелементар-
нi функцiї Sin(x), Cos(x), утворенi замiною у степеневих рядах тригонометричних
функцiй sinx, cosx спадних факторiальних степенiв (звичайних факторiалiв) вiд-
повiдними зростаючими факторiальними степенями. Виведенi також формули, що
пов’язують цi функцiї. Показано, що функцiї Sin(x), Cos(x) є розв’язками звичайних
диференцiальних рiвнянь другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами.

У [3] введенi iнтегральнi функцiї, утворенi замiною у класичних iнтегралах Фре-

неля (синус-iнтегралi та косинус-iнтегралi Френеля)
x∫
0

sin t2dt,
x∫
0

cos t2dt тригономет-

ричних функцiй на функцiї Sin(x), Cos(x) вiдповiдно. Встановленi формули, що
пов’язують введенi функцiї з класичними iнтегралами Френеля.

Мета дослiдження. У цiй статтi дослiдженi властивостi iнтегралiв зi змiнною
верхньою межею вiд функцiй Sin (x), Cos (x), встановлений їхнiй зв’язок з узагаль-
неними гiпергеометричими функцiями.

Також отриманi лiнiйнi звичайнi диференцiальнi рiвняння зi змiнними коефiцiєн-

тами, розв’язками яких є функцiї
x∫
0

Sin t2dt,
x∫
0

Cos t2dt.

1. Основнi означення й поняття

Для довiльних x ∈ R i m ∈ N факторiальним степенем m з кроком k ∈ R
називають вираз

xm{k} =

{
x(x+ k) · (x+ 2k) · . . . · (x+ (m− 1)k), якщо m 6= 0,

0, якщо m = 0.

Факторiальний степiнь xm{k} називають зростаючим, якщо k > 0, i спадним,
якщо k < 0. Якщо k = 0, то маємо звичайний степiнь, бо xm{0} = xm.

Найчастiше використовують зростаючi та спаднi факторiальнi степенi з крока-
ми 1, (– 1) вiдповiдно, якi позначатимемо через

xm = xm{1} = x(x+ 1) · . . . · (x+m− 1),

xm = xm{−1} = x(x− 1) · . . . · (x−m+ 1).

Очевидно, що n! = 1n = nn.

Вiдомо (див., наприклад, [4]–[6]), що зростаючим i спадним факторiальним сте-
пеням у комбiнаторному аналiзi зазвичай притаманна двоїстiсть, тобто якщо за-
дача приводить до комбiнаторної тотожностi, побудованої при допомозi спадних
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факторiальних степенiв, то iснує змiстовна комбiнаторна задача, яка приводить до
двоїстої тотожностi iз зростаючими факторiальними степенями.

За аналогiєю з вiдомими степеневими розвиненнями

sinx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2n+1
x2n+1,

cosx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)2n
x2n,

у [1], [2] дослiдженi новi неелементарнi функцiї дiйсної змiнної Sin(x) i Cos(x), побу-
дованi при допомозi зростаючих факторiальних степенiв:

Sin(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2n+1
x2n+1, Cos(x) =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)2n
x2n.

Зокрема, у [1] доведено, що

Sin(x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1(2n− 2)!

(4n− 3)!
x2n−1 =

= 2
√
x

(
cos

x

4
· C
(√

x

2

)
+ sin

x

4
· S
(√

x

2

))
,

(1)

Cos(x) = 1 +
∞∑
n=1

(−1)n(2n− 1)!

(4n− 1)!
x2n =

= 1 + 2
√
x

(
cos

x

4
· S
(√

x

2

)
− sin

x

4
· C
(√

x

2

))
,

(2)

де S(p) i C(p) — iнтеграли (синус-iнтеграл i косинус-iнтеграл) Френеля, якi визнача-
ються формулами [7]

S(p) =

∫ p

0

sin
πt2

2
dt =

∞∑
n=0

(−1)n

(4n+ 3)(2n+ 1)!
p4n+3,

C(p) =

∫ p

0

cos
πt2

2
dt =

∞∑
n=0

(−1)n

(4n+ 1)(2n)!
p4n+1.

Графiки функцiй y = Sin (x) i y = Cos (x) зображенi на рисунках 1, 2 вiдповiдно.
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Рис. 1. Графiк функцiї y = Sin(x) Рис. 2. Графiк функцiї y = Cos(x)

2. Зв’язок функцiй Sin (x), Cos(x) з узагальненими
гiпергеометричними функцiями

Позначимо через sFq (a1, a2, . . . , as; b1, b2, . . . , bq; z) узагальнену гiпергеометричну
функцiю, тобто функцiю, яка визначається за допомогою узагальненого гiпергеомет-
ричного ряду [8]

sFq (a1, a2, . . . , as; b1, b2, . . . , bq; z) =
∞∑
n=0

an1 a
n
2 . . . a

n
s

bn1 b
n
2 . . . b

n
q

· z
n

n!
,

де an1 , an2 , . . . , ans , bn1 , bn2 , . . . , bnq — зростаючi факторiальнi степенi.

Теорема 1. Для всiх x ∈ (−∞; +∞) справджуються тотожностi

Sin(x) = x · 1F2

(
1;

3

4
,
5

4
;−x

2

64

)
, (3)

Cos(x) = 1− x2

6
· 1F2

(
1;

5

4
,
7

4
;−x

2

64

)
. (4)

Доведення. З (1), враховуючи, що n! = 1n, а (4n+1)! = 22n(2n)!(4n+1)!!, для функцiї
Sin(x) одержуємо:

Sin(x) = x
∞∑
n=0

(−1)n(2n)!

(4n+ 1)!
x2n = x

∞∑
n=0

(−1)n

4n(4n+ 1)!!
x2n =

= x

∞∑
n=0

(−1)n

4n
(
3 · 7 · . . . · (4n− 1)

)
·
(
5 · 9 · . . . · (4n+ 1)

) x2n =
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= x
∞∑
n=0

(−1)n

64n ·
(

3
4
· 7

4
· . . . · 4n−1

4

)
·
(

5
4
· 9

4
· . . . · 4n+1

4

) x2n =

= x
∞∑
n=0

1n(
3
4

)n (5
4

)n
n!
·
(
−x

2

64

)n
= x · 1F2

(
1;

3

4
,
5

4
;−x

2

64

)
.

Для функцiї Cos(x) з (2), враховуючи, що (4n + 3)! = 22n+1(2n + 1)!(4n + 3)!!,
маємо:

Cos (x) = 1 +
∞∑
n=1

(−1)n+1(2n+ 1)!

(4n+ 3)!
x2n+2 = 1− x2

2

∞∑
n=0

(−1)n

4n(4n+ 3)!!
x2n =

= 1− x2

6

∞∑
n=0

(−1)n

4n ·
(
5 · 9 · . . . · (4n+ 1)

)
·
(
7 · 13 · . . . · (4n+ 3)

) x2n =

= 1− x2

6

∞∑
n=0

(−1)n

64n ·
(

5
4
· 9

4
· . . . · 4n+1

4

)
·
(

7
4
· 13

4
· . . . · 4n+3

4

) x2n =

= 1− x2

6

∞∑
n=0

1n(
5
4

)n (7
4

)n
n!
·
(
−x

2

64

)n
= 1− x2

6
· 1F2

(
1;

5

4
,
7

4
;−x

2

64

)
.

Теорему доведено. �

3. Iнтеграли вiд функцiй Sin(x), Cos(x)

Позначимо через S̃(x) i C̃(x) iнтеграли зi змiнною верхньою межею вiд функцiй
Sin(x) i Cos(x), тобто

S̃(x) =

∫ x

0

Sin t dt, C̃(x) =

∫ x

0

Cos t dt. (5)

Враховуючи формули (1), (2), з (5) одержуємо такi зображення функцiй S̃(x),
C̃(x) у виглядi степеневих рядiв, абсолютно збiжних на всiй числовiй осi:

S̃(x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1(2n− 2)!

2n(4n− 3)!
x2n, (6)

C̃(x) = x+
∞∑
n=1

(−1)n(2n− 1)!

(2n+ 1)(4n− 1)!
x2n+1. (7)

З (6), (7), зокрема, випливає, що функцiя S̃(x) є парною, а функцiя C̃(x) —
непарною.

Графiки функцiй y = S̃(x) i y = C̃(x) наведенi на рисунках 3, 4 (на рис. 4
пунктиром проведено пряму y = −x).
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Рис. 3. Графiк функцiї y = S̃(x) Рис. 4. Графiк функцiї y = C̃(x)

Теорема 2. Для всiх x ∈ (−∞; +∞)

S̃(x) =
x2

2
· 2F3

(
1, 1;

3

4
,
5

4
, 2;−x

2

64

)
, (8)

C̃(x) = x− x3

18
· 2F3

(
1,

3

2
;

5

4
,
7

4
,
5

2
;−x

2

64

)
. (9)

Доведення. Аналогiчно до доведення теореми 1, використовуючи формули (6), (7),
одержуємо:

S̃(x) =
∞∑
n=0

(−1)n (2n)!

(2n+ 2) (4n+ 1)!
x2n+2 =

x2

2

∞∑
n=0

(−1)nn!

(n+ 1)! (4n+ 1)!! 4n
x2n =

=
x2

2

∞∑
n=0

n!(
3
4
· 7

4
· . . . · 4n−1

4

)
·
(

5
4
· 9

4
· . . . · 4n+1

4

)
(n+ 1)!

(
−x

2

64

)n
=

=
x2

2

∞∑
n=0

1n 1n(
3
4

)n (5
4

)n
2n n!

·
(
−x

2

64

)n
=
x2

2
· 2F3

(
1, 1;

3

4
,
5

4
, 2;−x

2

64

)
;

C̃(x) = x+
∞∑
n=1

(−1)n+1(2n+ 1)!

(2n+ 3)(4n+ 3)!
x2n+3 = x− x3

2

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 3)(4n+ 3)!! 4n
x2n =

= x− x3

18

∞∑
n=0

3
4
· 5

4
· . . . · 2n+1

4(
5
4
· 9

4
· . . . · 4n+1

4

)
·
(

7
4
· 11

4
· . . . · 4n+3

4

)
·
(

5
2
· 7

2
· . . . · 2n+3

2

) (−x2

64

)n
=

= x− x3

18

∞∑
n=0

1n
(

3
2

)n(
5
4

)n (7
4

)n (5
2

)n
n!
·
(
−x

2

64

)n
= x− x3

18
· 2F3

(
1,

3

2
;

5

4
,
7

4
,
5

2
;−x

2

64

)
.

Теорему доведено. �
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Диференцiальнi рiвняння функцiй S̃(x), C̃(x)

Покажемо, що функцiї S̃(x), C̃(x) є розв’язками задач Кошi для лiнiйних неод-
норiдних звичайних диференцiальних рiвнянь четвертого порядку з неперервними
коефiцiєнтами.

Теорема 3. Функцiї S̃(x), C̃(x) є розв’язками вiдповiдно таких задач Кошi :

16x3y(4) + (x3 + 12x)y′′ + (x2 − 12)y′ = 0,

y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = 1, y′′′(0) = 0,

}
(10)

16x3y(4) − 16x2y′′′ + (x3 + 28x)y′′ + 24y′ = −24,

y(0) = 0, y′(0) = 1, y′′(0) = 0, y′′′(0) = −1/3.

}
(11)

Доведення. Те, що функцiї S̃(x), C̃(x) задовольняють вiдповiднi початковi умови з
(10), (11), випливає з формул (6), (7).

Доведемо тепер, що цi функцiї є розв’язками вiдповiдних диференцiальних рiв-
нянь. Узагальнена гiпергеометрична функцiя 2F3 (a1, a2; b1, b2, b3; z), через яку, згiдно
з (8), (9), виражаються функцiї S̃(x), C̃(x), є розв’язком лiнiйного звичайного дифе-
ренцiального рiвняння четвертого порядку [8](

δ(δ + b1 − 1)(δ + b2 − 1)(δ + b3 − 1)− z(δ + a1)(δ + a2)
)
w(z) = 0,

де через δ позначено диференцiальний оператор δ = z d
dz
.

Отже, функцiя

w(z) = 2F3

(
1, 1;

3

4
,
5

4
, 2; z

)
(12)

з (8) є розв’язком рiвняння(
δ

(
δ − 1

4

)(
δ +

1

4

)
(δ + 1)− z(δ + 1)(δ + 1)

)
w(z) = 0. (13)

Оскiльки

δ = z
d

dz
, δ2 = z

d

dz
+ z2 d

2

dz2
, δ3 = z

d

dz
+ 3z2 d

2

dz2
+ z3 d

3

dz3
,

δ4 = z
d

dz
+ 7z2 d

2

dz2
+ 6z3 d

3

dz3
+ z4 d

4

dz4
,

то з (13), виконавши нескладнi перетворення, одержуємо, що функцiя w(z) з (12) є
розв’язком диференцiального рiвняння

z3w(4) + 7z2w′′′ +

(
159

16
z − z2

)
w′′ +

(
15

8
− 3z

)
w′ − w = 0. (14)
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Виконаємо тепер у (14) замiну незалежної змiнної за формулою z = −x2/64. Тодi

w′z = − 32x−1w′x, w′′z = 322x−3(xw′′x − w′x),

w′′′z = − 323x−5
(
x2w′′′x − 3xw′′x − 3w′x

)
,

w(4)
z = 324x−7

(
x3w(4)

x − 6x2w′′′x + 15w′′x − 15w′
)

i, пiдставляючи у (14), переконуємося, що функцiя

w(x) = 2F3

(
1, 1;

3

4
,
5

4
, 2;−x

2

64

)
є розв’язком диференцiального рiвняння

4x3w(4) + 32x2w′′′ +

(
x3

4
+ 51x

)
w′ +

(
5x2

4
+ 9

)
w′ + xw = 0.

Нарештi, пiдставляючи в останнє рiвняння y = x2w(x)/2, одержуємо, що функ-
цiя y = S̃(x) є розв’язком рiвняння з (10).

Аналогiчно доводиться, що функцiя v(z) = 2F3

(
1, 3

2
; 5

2
, 7

4
, 5

2
; z
)
з (9) — розв’язок

рiвняння

z3v(4) +
17

2
z2v′′′ +

(
259

16
z − z2

)
v′′ +

(
175

32
− 7

2
z

)
v′ − 3

2
v = 0,

а функцiя

v(x) = 2F3

(
1,

3

2
;

5

4
,
7

4
,
5

2
;−x

2

64

)
є розв’язком лiнiйного однорiдного рiвняння

16x3v(4) + 176x2v′′′ + (x3 + 460)v′′ + (6x2 + 240)v′ + 6xv = 0.

Пiдставляючи в останнє рiвняння y = x − x3v(x)/3, одержуємо, що функ-
цiя y = C̃(x) є розв’язком рiвняння з (11).

Теорему доведено. �

Висновки

У статтi запропонованi двi новi неелементарнi функцiї дiйсної змiнної, якi є
iнтегралами вiд неелементарних функцiй, побудованих при допомозi зростаючих
факторiальних степенiв. Дослiдженi деякi їх властивостi, показаний зв’язок введе-
них функцiй з узагальненими гiпергеометричними функцiями. Встановлено, що новi
функцiї є розв’язками задач Кошi для звичайних диференцiальних рiвнянь четвер-
того порядку з неперервними коефiцiєнтами.
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Abstract. Kripke structures of detailed Petri net and its component Petri net of parallel distributed
system are investigated. Necessary and sufficient conditions are established for checking the validity of
formulas of temporal CTL-logic on reduced Kripke structure — Kripke structure of component Petri net.

1. Introduction

Method for model checking [1, 2, 3] is one of the most convenient methods for verifying
complex real systems. This method involves building of the model of the studied system
and checking the system under consideration for possession of the necessary property.
For this purpose, for the system researched, one type of apparatus is built — its Kripke
structure. The property required, for which the system undergoes checking, is written
in terms of temporal logic [1, 2, 4], then the accuracy of this formula is determined on
the Kripke structure built. For systems with concurrency, such structures may have a
huge number of states, and thus verification of such systems is very difficult if possible.
The problem of building an adequate Kripke structures (models corresponding to a given
analyzed system), the dimensions of which are suitable for verification, can be solved, for
example, by reduction of the originally built models [3].

In [5, 6] as necessary Kripke structure, a reduced Kripke structureKCN of investigated
parallel distributed systems was considered, obtained as Kripke structure of component
Petri net (CN -Net) of investigated parallel distributed system [7, 8]. It is shown that
Kripke structures KN and KCN accordingly of detailed Petri net and its component Petri
net system under investigation are homomorphic [6] and bisimular [5]. Homomorphism
stated of obtained Kripke structures of investigated system allowed to obtain algorithm
of accuracy verification formulas of temporal CTL-logic, specifying system property, on
the reduced Kripke model — Kripke structure component of Petri net of the system being
analyzed.
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The purpose of this work is to establish uniform conditions which should have all
parts of Kripke structure KN that simulate the functioning of the compound components
of the component CN Petri net of the investigated parallel distributed system, at the
proof of the accuracy of CTL-logic formulas, used algorithm [6] to check CTL-formulas
on the model KN by checking accuracy of this formula on the reduced model.

The presence of such common conditions will significantly improve the previously
proposed algorithm.

2. Statement of the problem

Studies, carried out in [5, 6], allow as a reduced Kripke structure to use Kripke
structure KCN of component CN Petri net of the system under consideration. CN
component Petri net is an adequate model of the researched system and has significantly
smaller dimensions than the original detailed Petri net N of the studied system. The CN
net is based on the N net by separating compound components: component-places Cp
and component-transitions Ct. Consequently, Kripke structure KCN of component Petri
net has much smaller size than the original Kripke structure of detailed Petri net N .

Set of states of Kripke structure KN is partitioned into disjoint equivalence classes
by the relation of component χ1 [9], each class includes states for which the following
conditions are true:

1) each state of Kripke structure KN is in relation χ1 with itself;
2) two states of Kripke structures KN are in relation χ1 if they are states of one

section of Kripke structure KN , which reflects the dynamics of the functioning of the
respective compound components allocated in the net. If the state of a Kripke structure
KN is not a state of any section of the Kripke structure of net N , reflecting the dynamics
of functioning of compound component allocated in N , then this state represents by itself
an equivalence class — the unit class.

In [5], the following rules for the interconnected verification for models

KN = (G,G0, R, f) and KCN = (G′, G′0, R
′, f ′)

are established:
1) for a single equivalence class and atomic statement p ∈ P f(g) = f ′(h(g)) is

fulfilled, where g is any state of G, h(g) = g′, g′ ∈ G′, h — homomorphism of these models
KN andKCN , as a result of which each section of the structureKN , reflecting the dynamics
of functioning of compound components, is encapsulated in one state (state-encapsulant)
in the model KCN ;

2) for non-single equivalence class and atomic statement p ∈ P are true in each
state of section of Kripke structure KN , reflecting the dynamics of the operation of
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corresponding compound component, allocated in the net N , we have the accuracy of
this atomic statement in the corresponding state-encapsulant of structure KCN ;

3) if an atomic statement p ∈ P is true in a state-encapsulant of structure KCN , then
it sufficient to carry out check on the validity of the atomic statements in the structureKN

in states of only one of the identical section of structure KN , reflecting the dynamics of
the operation of the same compound component;

4) if the formula ϕ of CTL-logic is not performed on the reduced structure KCN , this
formula is not met either on detailed models of the original detailed Petri net.

In [6], the possibility was studied of a further verification of formula ϕ on the
structure KN , provided that the formula KN holds for the reduced structure KCN .
Homomorphism of paths in the structures KN and KCN and the following possible cases
for the path states π′ in the structure KCN are determined: 1) when the sequence of states
that make up the path π′ contains only images of the states of structureKN , which are not
states of any areas of weak connectivity of Kripke structure KN simulating the operation
of the respective compound component, allocated in Petri net of the system under
consideration; 2) when the path π′ contains a state-encapsulents. In the first case, the
homomorphism path π′ of the structure KN is bijective and for the states of these paths,
performability (non-performability) of formula ϕ on the path π′ implies performability
(non-performability) of this formula on the path π . In the second case, the following
options are possible: a) formula ϕ is not fulfilled on the path π′ of structure KCN . Then,
obviously, the formula ϕ is not fulfilled on the path π of the structure KN ; b) formula ϕ
is fulfilled on the path π′ of structure KCN . In this case, special consideration is required
for state-encapsulents g′i and their archetypes — states gik of the structure KN which are
the states of one section of weak connectivity of Kripke structure KN that simulates the
operation of the respective compound component, allocated in detailed Petri net of the
system under consideration.

However, given the presence of the same and similar parallel processes in the
studied system, not all state-encapsulents and, respectively, not all sections of weak
connectivity of Kripke structure KN can be considered that simulate the functioning of
the compound components. It suffices to investigate only one of their representatives with
fewer identical and similar parallel processes. Such investigation contains the verification
of the performability of formula ϕ for all paths of the given section of structure KN

which are subpaths of the path π, homomorphic image of the corresponding path π′ of
structure KCN .

Checking algorithm for CTL-logic is proposed for formulas using the logical operations
of negation, conjunction, disjunction (¬, ∧, ∨) and CTL-operators ♦©, ♦ , ♦G#, as these
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logic operations and operators can be reasonably regarded as basic [2, 6]: any CTL-formula
can be written using only given logical operations and CTL-operators.

Proposed in [6] the process of checking for CTL-logic formulas on a section of
weak connectivity of Kripke structure KN that simulates the operation of the respective
compound component, allocated in detailed of Petri net of studied system, allows us
to check not all formulas, but only the formulas recorded by base connections and
operators. We want to get a universal opportunity to test the veracity of the formula ϕ
or the possibility to affirm that in certain conditions in the sections of weak connectivity
of structure KN , that simulate the functioning of the relevant compound components
allocated in the detailed Petri net N of the system under consideration, to establish the
accuracy of the formula ϕ on the structure KCN implies the accuracy of the formula on
structure KN .

3. Necessary and sufficient conditions for checking the accuracy
of CTL-formula in a section of weak connectivity of Kripke

structure simulating the operation of the respective compound
component, allocated in detailed Petri net of the system under

consideration

During verification of the performability of formula ϕ in the relevant section
of weak connectivity of Kripke structure KN , that simulates the operation of the
compound component and meets its state-encapsulant g′i of the structure KCN in [6],
the necessary sequence of actions was established for the inspection of all possible
subformulae for formulas written using basic connectors and operators. Verification
of mutex and fairness properties was considered separately — it is important
for models with concurrency. At the same time, atomic statement ϕ and formulas
¬ϕ, ϕ ∨ ψ ,¬(ϕ ∨ ψ), ϕ ∧ ψ, ¬(ϕ ∧ ψ), ♦© ϕ, ♦ ϕ, ♦G#(ϕ, ψ) were subject to testing.
These checks were carried out in the states of paths πk of sections π of sections of the
structure KN that respond to particular states-encapsulants g′i of the structure KCN . Such
paths πk are subpaths of corresponding path π of the structure KN , whose image under
the homomorphism h is the appropriate path π′ of the structure KCN .

1. Necessary conditions that should be possessed by sections of weak connectivity of
the structure KN , simulating the operation of the compound component of the Petri net
of the studied system with concurrency, to establish the accuracy of CTL-formulas on the
paths of these sections.
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The condition of presence, on the section of weak connectivity of the structure KN ,
simulating the operation of the compound component, the path πk being the subpath of
the path π of structure KN , which homomorphic image is path π′ of structure KCN .

For this, there should not be dead states on the section under investigation of the
structure KN — the states, from which there are no transitions to other states. That can
mean either constructing error both of the Kripke structure and the original Petri net
model, or the incompleteness or inaccuracy of the original data. The existence of these
troubles can be set on the stage of allocation of compound components in the constructed
Petri model of the studied system. In this case, deadlocks and traps in sections of Petri
nets, corresponding to chosen compound components, can be found by solving a system of
logical equations, which describe these properties, or equivalent system of homogeneous
linear Diophantine inequalities over the set {0, 1} [10, 11].

For Petri net, non-empty set of places Q is called a) deadlock, if and only if �Q ⊆ Q�;
b) trap, if and only if Q� ⊆ �Q.

In deadlock, all input transitions for set Q are its output transitions, resulting in none
of them can not work if there is no tokens in Q. In trap, all output transitions for set of
places Q are its input transitions, bringing non-decreasing number of tokens in the trap.

But not every deadlock leads to the dead transitions. According to theorem [11], Petri
net of free choice is alive if and only if each deadlock of the net has trap labeled with
initial marking. This fact for certain Petri net can also be established by writing logic
equations and the equivalent system of linear homogeneous Diophantine inequalities over
the set {0, 1} [11].

Theorem 1. If there are no deadlock states in Kripke structure KN of the studied
system with concurrency, then for any section of weak connectivity of the structure KN

that simulates the operation of the compound component, allocated in the Petri net model
of the studied system, there is always a path πk, being a subpath π of the structure KN ,
which homomorphic image is path π′ of the structure KCN .

The proof of Theorem 1 is based on established in [6] strong consistency [12] of
reflection h with the same relations. Here we consider the relationship of transitions R
and R′, and the relationships of components χ1 and χ′1. Herewith Kripke structures KN

and KCN are represented as one-type algebraic systems [13] KN = (G,R, χ1)

and KCN = (G′, R′, χ′1). Then for states of homomorphic models KN = (G,R, χ1)

and KCN = (G′, R′, χ′1) we can justify as follows:
1) for the two states g1 and g2 of the structure KN , only one of them, g1 or g2 is

the state of the section with weak connectivity of the structure KN that simulates the
operation of the respective compound components, allocated in detailed Petri net N of
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the system under consideration, the following is performed;

(R′(h(g1), h(g2)) = T ) =⇒ ∃G g′1, g′2 ((h(gk) = h(g′k), k = 1, 2) ∧ (R(g′1, g
′
2) = T ) (1);

2) for two states g1 and g2 of the structure KN , which are the states of one section
of weak connectivity of the structure KN that simulates the operation of the respective
compound component, allocated in the detailed Petri net N , the following is performed:

(χ′1(h(g1), h(g2)) = T ) =⇒ ∃G g′1, g′2 ((h(gk) = h(g′k), k = 1, 2) ∧ (R(g′1, g
′
2) = T ) (2).

2. Sufficient conditions required for sections with weak connectivity of the structure
KN , simulating the operation of the compound components of the Petri nets of the studied
system with concurrency, to determine the accuracy of CTL-formulas on the paths of these
sections.

By definition of the Kripke structure, for the structure KCN = (G′, R′, χ′1)

function f ′ : G′ → B(P ) marks each state g′ ∈ G′ of the structure with set of atomic
statements that are true in this state. This set is denoted by lable(g). So the set of true in
g′i atomic statements — lable(g′i) is mapped with states-encapsulants g′i of the structure
KCN .

Let ϕ is an atomic statement belonging to the set lable(g′i). In this case, ϕ is an atomic
statement of state g′i and KCN , g

′
i |= ϕ . Then, to establish the accuracy of CTL-formula

on KN by accuracy of this formula on KCN it is sufficient to verify that ϕ the is atomic
statement of the path πk. Where path πk — the path of section of weak connectivity of the
structure KN , which is encapsulated in the mapping h in the state g′i, i.e. KCN , πk |= ϕ.

Let state-encapsulant formula g′i of the structure KCN is the formula ♦ © ϕ or
formula ♦ ϕ, or formula ♦G#(ϕ, ψ). Rules for the implementation of these formulas for
the structure KCN are as follows:

1). If g′i of the structure KCN holds formula ♦©ϕ, then there is a condition g′ in KCN ,
in which there is a transition ((g′i, g

′) ∈ R′) from the state g′i and such that g′(ϕ) = 1.
2). If in g′i of the structure KCN the formula ♦ ϕ is fulfilled, then in the structure

KCN from the state g′i there is a path π′ so that for any state g′ of this path g′(ϕ) = 1 is
executed.

3). If in g′i of the structure KCN the formula ♦G#(ϕ, ψ) is fulfilled, then in the structure
KCN there is a path π′ from state g′i, and the state g′ of path π′, so that g′(ψ) = 1 and
for any state g′′ preceding state g′ on this path, a condition g′′(ϕ) = 1 is fulfilled.

Considering rules 1) - 3), and considering successions (1) and (2) from the proof of
Theorem 1, one can prove, that in order to establish the accuracy of such CTL-formula
on KN by the accuracy of this formula on KCN , it is sufficient to find such path πk, which
is a subpath of the path π, a homomorphic image of which is appropriate path π′ of the
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structure KCN , in states that the formula ϕ is satisfied, i.e. ϕ is a formula of the path πk.
So, theorem holds:

Theorem 2. Temporal CTL logic formula is true in a Kripke structureKN , if it is true
on Kripke structure KCN that is homomorphic to it and the following implementations
are true: 1) if the atomic statement ϕ is true in a state-encapsulant g′i of the structure
KCN , then it must be true in all states of the path πk of the section of the structure KN

that encapsulates in the state g′i at the homomorphism of structures KN and KCN ; 2) if
formula ϕ ∨ ψ or ♦© ϕ, or ♦ ϕ, or ♦G#(ϕ, ψ) is formula of state-encapsulant g′i of the
structure KCN , then formula ϕ (or ψ only in case of formula ϕ∨ψ) must be a formula of
path πk of the structure KN ; 3) if the formula ¬ϕ is the formula of state-encapsulant g′i of
the structureKCN , then formula ¬ϕ should be the formula of path πk of the structureKN .

4. Conclusion

The article continues initiated in [5, 6] study on the possibilities of attracting
apparatus of component Petri nets for the verification of parallel distributed systems
using the automatic validation of the method ModelChecking, which involves the use
of a semantic Kripke structure and apparatus of temporal logic CTL. Necessary and
sufficient conditions are formulated which sectors of weak connectivity of Kripke structure
of detailed Petri net of studied system must have to participate in the verification of
CTL-formulas on Kripke structure, which encapsulates at homomorphism in the states of
Kripke structure of component Petri net, that has significantly smaller sizes than original
model.
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The estimate of the convergence rate of the iterative method for
solving combinatorial optimization problems of the gaming type.

Olkhovskaja E. V.

Abstract. Combinatorial optimization problems of the gaming type in which combinatorial
restrictions are imposed on the strategies of the players are an important class of combinatorial
optimization problems. For solving this class of problems iterative methods were previously
developed such as game-playing and those similar to the method of Brown - Robinson in matrix
games . These methods are implemented in software. Numerical experiments conducted on it
show that the iterative algorithm is convergent. It’s also proved through theoretical study of
convergence. The purpose of this publication is to define the a priori estimate of the convergence
rate of the iterative method for solving combinatorial optimization problems of the gaming
type with restrictions and permutations on the strategy of one player, as well as to spread
this estimate on problems of the same class with other combinatorial restrictions. Using the
developed software implementation, the theoretical estimate of the convergence rate of the
method was compared to the results obtained experimentally. According to the results, the
theoretical estimate of the rate of convergence was confirmed experimentally. In particular, the
problems with a square matrix of order A that is equal to 10, it was found that the rate of
convergence does not exceed its theoretical estimate at the 5th iteration already. This article
examines the proof of convergence, the estimate of the convergence rate of the iterative method
for solving combinatorial optimization problems with restrictions and permutations that are
imposed on the strategies of one player. Since combinatorial restrictions on strategies of players
can be represented as different combinatorial sets, we carried out a synthesis of the estimate of
the convergence rate of iterative methods for solving combinatorial optimization problems of the
gaming type with different types of combinatorial restrictions.

Вступ

У роботах [1-9] введено до розгляду новий клас задачi комбiнаторної оптимiза-
цiї iгрового типу у яких на стратегiї гравцiв накладаються комбiнаторнi обмеження.
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Даний клас задач є актуальним та певним реальнi задачi конкуренцiї виробникiв [3].
Для розв’язування даного класу задач розроблено iтерацiйнi методи, якi є розiгру-
ванням гри та подiбнi до методу Брауна-Робiнсон в матричних iграх. Розробленi
методи реалiзованi у програмному комплексi. Числовi експерименти проведенi за йо-
го допомогою показують, що iтерацiйний алгоритм показав має збiжнiсть по цiнi гри.
Метою даної публiкацiї є визначення апрiорної оцiнки швидкостi збiжностi iтерацiй-
ного методу розв’язування задач комбiнаторної оптимiзацiї iгрового типу з обмежен-
нями–переставленнями на стратегiї одного гравця, а також поширення цiєї оцiнки на
задачi даного класу з iншими комбiнаторними обмеженнями.

Постановка задачi комбiнаторної оптимiзацiї iгрового типу на
переставленнях

Розглянемо задачу комбiнаторної оптимiзацiї iгрового типу на переставленнях [5].
Введемо позначення. Нехай P x

i — елемент мультимножини Px = {P x
1 , P

x
2 , ..., P

x
m}, що

складається з m дiйсних чисел, серед яких v рiзних. Позначимо її основу S (P x), а
первинну специфiкацiю – [P x] = (η1, ..., ηv). Нехай 0 ≤ Pi

x ≤ 1, i ∈ Jm = {1, 2, ...,m},
m∑
i=1

P x
i = 1. Тут i далi Jm — множина m перших натуральних чисел. Позначимо

X = (x1, x2, ..., xm) — вектор-переставлення, елемент xi — ймовiрнiсть застосування
стратегiї i — належить P x,xi ∈ P x, а сам вектор належить множинi Emν (P x) m-
переставлень з елементiв мультимножини P x, тобто X = (x1, x2, ..., xm) ∈ Emν (P x).

Очевидно, що
m∑
i=1

xi = 1.

Гра полягає в тому, що перший гравець вибирає стратегiю-
вектор X = (x1, x2, ..., xm) ∈ Emv (P x), а другий вибирає стратегiю-число j ∈ Jn; i при
цьому перший гравець платить другому платежi a′1j, ..., a′mj з ймовiрностями x1, ..., xm
вiдповiдно, де a′ij — заданi дiйснi числа ∀i ∈ Jm∀j ∈ Jn.

Якщо при реалiзацiї гри виконується рiвнiсть
max
j∈Jn

min
Xi∈Emv(Px)

aij = min
Xi∈Emv(Px)

max
j∈Jn

aij = v, то досягаються оптимальнi страте-

гiями першого та другого гравцiв вiдповiдно та цiна гри, якщо ж нi то ставиться
задача пошуку мiшаних стратегiй.

Для пошуку розв’язку гри введемо поняття мiшаних стратегiї

для такої гри. Позначимо Sk =

{
p = (p1, p2, ..., pk),

k∑
i=1

pi = 1, pi ≥ 0

}
;

Sn =

{
q = (q1, ..., qn),

n∑
j=1

qj = 1, qj ≥ 0

}
.
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Мiшаною стратегiєю першого гравця є елемент p ∈ Sk. Це век-

тор p = (p1, p2, ..., pk), де pi ≥ 0,
k∑
i=1

pi = 1. Тут k — кiлькiсть елементiв

в EMv (P x). Аналогiчно мiшаною стратегiєю гравця 2 є елемент q ∈ Sn. Тобто

вектор q = (q1, ..., qn), такий, що qj ≥ 0 ,
n∑
j=1

qj = 1.

Числа pi, qj є ймовiрностями застосування стратегiй xi та j першого та другого
гравцiв вiдповiдно. Якщо pe = 1 (qe = 1), а отже pi = 0 ∀i 6= e ( qj = 0, ∀j 6= e),
то мiшана стратегiя (p1, ..., pk) означає, що з ймовiрнiстю 1 застосовується чиста
стратегiя e гравця 1, а мiшана стратегiя (q1, ..., qn) — означає, що з ймовiрнiстю 1
застосовується чиста стратегiя xe — гравця 2 вiдповiдно.

Якщо гравець 1 застосовує свою мiшану стратегiю p = (p1, ..., pk), а 2-й —
q = (q1, ..., qn), то платою гравця 1 гравцю 2 є величина F (p, q), яка являється ма-
тематичним сподiванням випадкової величини, яка полягає в реалiзацiї випадкової
величини — платежу aij одночасному настаннi випадкових подiй: вибiр стратегiї xi

першим гравцем та вибiр стратегiї j — другим. Ця випадкова величина значення aij,
∀i ∈ Jk, ∀j ∈ Jn, приймає з ймовiрнiстю piqj (добуток pi та qj):

F (p, q) =
n∑
j=1

k∑
i=1

m∑
t=1

a′tjxitpiqj =
n∑
j=1

k∑
i=1

aijpiqj, (1)

де pi — ймовiрнiсть вибору xi, а qj — ймовiрнiсть вибору j.

Природно, що очiкуваний виграш другого гравця також обчислюється за фор-
мулою (1), оскiльки гра є грою з нульовою сумою.

Нескладнi мiркування показують, що гравець 1 може забезпечити собi програш

не бiльше min
p∈Sk

max
q∈Sn

n∑
j=1

k∑
i=1

aijpiqj, а гравець 2 може забезпечити собi виграш не менше

max
q∈Sn

min
p∈Sk

n∑
j=1

k∑
i=1

aijpiqj.

Якщо(p∗, q∗) — сiдлова точка функцiї F (p, q), що визначається (2), тобто вико-
нуються нерiвностi F (p∗, q) ≤ F (p∗, q∗) ≤ F (p, q∗), то p∗, q∗ називають оптимальни-
ми мiшаними стратегiями гравцiв 1 та 2 вiдповiдно. В цьому випадку, як вiдомо:
F (p∗, q∗) = max

q∈Sn
min
p∈Sk

F (p, q) = min
p∈Sk

max
q∈Sn

F (p, q).

При цьому будемо казати, що задача комбiнаторної оптимiзацiї iгрового типу на
переставленнях має розв’язок в мiшаних стратегiях, а F (p∗, q∗) — цiна гри.
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Векторна система iтерацiйного методу

Позначимо A′ матрицю, з елементами a′ij. Середнiй платiж (математичне сподi-
вання) першого гравця другому (при виборi стратегiї xi = (x1i, ..., xmi) ∈ Emv (P x), i
стратегiї j ∈ Jn вiдповiдно 1-м i 2-м гравцям, i ∈ Jk) виражається функцiєю

F (xi , j) =
m∑
t=1

a′tjxit = aij, (2)

де k = |EMv (P x)| = m!

η!, ..., ηv!
.

Розглянемо k × n матрицю A = (aij), де aij обчислюється за (2). Нехай
ймовiрнiсть вибору першим гравцем i-го рядка матрицi A (тобто переставлен-
ня xi ∈ Emv (P x)) дорiвнює pi, а ймовiрнiсть обрати другим гравцем її j-й стовпчик —

qj, де pi ≥ 0,
k∑
i=1

pi = 1, qj ≥ 0
n∑
j=1

qj = 1. Математичне сподiвання платежу першого

гравця за (2) дорiвнює
k∑
i=1

n∑
j=1

aijpiqj.

Представимо
k∑
i=1

n∑
j=1

aijpiqj, як p1

n∑
j=1

aijqj + ...+ pm
n∑
j=1

aijqj =
k∑
i=1

n∑
j=1

aijpiqj =

= q1

k∑
i=1

aijpi+...+qn
k∑
i=1

aijpi, замiнивши
n∑
j=1

aijqj на min
i

n∑
j=1

aijqj з лiвого боку в останнiй

рiвностi на max
j

k∑
i=1

aijpi з правого боку та врахувавши, що суми
k∑
i=1

pi = 1 та
n∑
j=1

qj = 1

одержимо: min
1≤i≤k

n∑
j=1

aijqj ≤
k∑
i=1

n∑
j=1

aijpiqj ≤ max
1≤j≤n

k∑
i=1

aijpi, або

min
i

n∑
j=1

aijqj ≤ max
j

k∑
i=1

aijpi. (3)

З основної теореми теорiї iгор [10] випливає, що iснують деякi векто-
ри p∗ ∈ Sk, q∗ ∈ Sn, що в (3) досягається рiвнiсть, а значення υ цiни гри таке:

υ = min
1≤i≤k

m∑
j=1

aijq
∗
i = max

1≤j≤n

k∑
i=1

aijp
∗
i , де (p∗, q∗) — оптимальнi мiшанi стратегiї.

Для розв’язування задач комбiнаторної оптимiзацiї iгрового типу на переставлен-
нях запропоновано iтерацiйний метод [5]. Iдея iтерацiйного методу така. Розiгрується
гра, в якiй супротивники застосовують свої стратегiї. Експеримент складається з по-
слiдовностi ходiв. Гра починається з того, що один з гравцiв вибирає довiльно одну зi
своїх стратегiй, iнший на це вiдповiдає своєю стратегiєю, котра йому найбiльш вигiд-
на (отже найменш вигiдна супротивнику) i т. д. У кожнiй партiї, коли настає черга
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гравця вибирати стратегiю, iнший вiдповiдає своєму противнику тiєї своєю чистою
стратегiєю, яка є найгiршою для противника з урахуванням усiх його попереднiх
виборiв. Сукупнiсть ходiв розглядаються, як своєрiдна «мiшана стратегiя», де чи-
стi стратегiї змiшанi у пропорцiях, вiдповiдних частотi їх застосування в минулому.
Такий спосiб є моделлю реального практичного «взаємного навчання» гравцiв, коли
кожен з них на досвiдi дослiджує спосiб поведiнки супротивника.

Нагадаємо позначення та формули iтерацiйного методу з [5, 8], якi використо-
вуються i далi. Позначатимемо A матрицю, яка складається з елементiв aij за (2).
Нехай Bj — стовпцi матрицi A j ∈ Jn, а xi = (x1i, ..., xmi) та j — стратегiї 1-го i 2-го
гравцям вiдповiдно xi ∈ Emv (P x), i ∈ Jk, j ∈ Jn. Тут як i далi, N — кiлькiсть iтерацiй
методу.

При реалiзацiї алгоритму методу з [5] утворюються послiдовнiсть n-
вимiрних векторiв чисел SUML (0), SUML (1), . . . та послiдовностi k-вимiрних
векторiв чисел SUMR (0), SUMR (1), . . . . На нульовiй iтерацiї цi вектори ну-
льовi: SUML (0) = 0̄L, SUMR (0) = 0̄R, де 0̄L, 0̄R — вiдповiдної до-
вжини нульовi вектори. На N + 1 кроцi алгоритму вектор SUML (N + 1)

є сумою вектора SUML (N) на кроцi N та вектора скалярних добуткiв
sumL (N + 1) = ((B1, x

i∗ (N)) , (B2, x
i∗ (N)) , ..., (Bj, x

i∗ (N)) , ..., (Bn, x
i∗ (N))) на кро-

цi N + 1, тобто SUML (N + 1) = SUML (N) + sumL (N + 1), де (Bj, x
i (N)) — скаляр-

ний добуток векторiв Bj та xi∗, а xi∗ = arg min
xi∈Emν(Px)

(x;SUMR (N)).

НаN+1 кроцi алгоритму вектор SUMR (N + 1) є сумою векторiв Bj та SUMR (N)

на кроцi N , тобто SUMR (N + 1) = SUMR (N)+Bj, де номер j стовпця Bj знаходить-
ся з умови: (SUML (N))j = max

1≤t≤n
{(SUML (N))1, ..., (SUML (N))t, ..., (SUML (N))n},

а (SUML (N))t — це -та координата вектора SUML (N), t ∈ Jn.

Оскiльки
k∑
i=1

aijpi ≥ υ виконується для ∀j ∈ Jn, в тому числi й для того на якому

досягається максимум в лiвiй частинi
k∑
i=1

aijpi ≥ υ, а
n∑
i=1

aijqj ≤ υ виконується для

∀i ∈ Jk в тому числi i для того i, для якого досягається мiнiмум в правiй частинi то
цiна гри задовольняє нерiвнiсть:

min
i

n∑
j=1

aijqj ≤
min

xi∈EMν(Px)
(SUMR(N), xi)

N
≤ υ ≤

max
j

(SUML(N))j

N
≤ max

j

k∑
i=1

aijpi.

(4)

Введемо в розгляд означення векторної системи.
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Означення векторної системи. Система (SUML (N) , SUMR (N)), яка складається
з послiдовностi n-вимiрних векторiв чисел SUML (0), SUML (1), . . . та послiдовностi
k-вимiрних векторiв чисел SUMR (0), SUMR (1), . . . називається векторною системою
для матрицi A, якщо виконуються такi умови:

1. SUML (0) = 0̄L, SUMR (0) = 0̄R, де 0̄L, 0̄R - вiдповiдної довжини нульовi векто-
ри.

2. Вектор SUML (N + 1) є сумою вектора SUML (N)

на кроцi N та вектора скалярних добуткiв
sumL (N + 1) = ((B1, x

i∗ (N)) , (B2, x
i∗ (N)) , ..., (Bj, x

i∗ (N)) , ..., (Bn, x
i∗ (N)))

на кроцi N + 1: SUML (N + 1) = SUML (N) + sumL (N + 1), де (Bj, x
i (N))-

скалярний добуток векторiв Bj та xi∗, а

xi∗ = arg min
xi∈Emν(Px)

(x;SUMR (N)) . (5)

3. Вектор SUMR (N + 1) є сумою векторiв Bj та SUMR (N) на кроцi N :
SUMR (N + 1) = SUMR (N) + Bj, де номер j стовпця Bj знаходиться з умо-
ви: (SUML (N))j = max

1≤t≤n
{(SUML (N))1, ..., (SUML (N))t, ..., (SUML (N))n}, а

(SUML (N))t - це t-та координата вектора SUML (N), t ∈ Jn.

Вектори SUML (N) та SUMR (N) назвемо векторами накопичених сум.

Зауваження 1. Мiнiмум в (5) знаходиться вiдповiдно теореми 3.1 з [11].

Зауваження 2. Максимальний елемент вектора SUML (0) дорiвнює мiнiмаль-
ному елементу вектора SUMR (0), тому що вони нульовi вектори, тобто:
max
1≤j≤n

SUML (0) = min
1≤i≤k

SUMR (0) = 0.

Очевидно, що у випадку коли гра має розв’язок у мi-

шаних стратегiях i min
i

n∑
j=1

aijqj = max
j

k∑
i=1

aijpi = υ то i t

lim
N→∞

min
xi∈E

Mν
(Px)

(SUMR(N),xi)

N
= lim

N→∞

max
j

(SUML(N))j

N
= υ.

Про збiжнiсть та оцiнку швидкостi iтерацiйного методу

Доведемо, що
max
j

(SUML(N))j

N
при будь-якiй стратегiї не може бути менша

min
xi∈E

Mν
(Px)

(SUMR(N),xi)

N
при оптимальнiй стратегiї, тобто менша υ, а також вiдсутня

така стратегiя для якої б виконувалося: υ >
max
j

(SUML(N))j

N
.
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Доведення даного факту проводиться вiдповiдно тереми 2.8 з [12, с.52]. Нехай ве-
личина F (p, q) – математичне сподiвання виграшу в прямокутнiй матрицi розмiрностi
m × n та цiною гри υ. Тодi, для того щоб елемент p∗ множини Sk був оптимальною
стратегiєю для p необхiдно та достатньо, щоб для кожного елементу q множини Sn
мала мiсце нерiвнiсть: υ ≤ F (p∗, q).

Аналогiчно, для того, щоб елемент q∗ множини Sn був оптимальною стратегiєю
для q необхiдно та достатньо, щоб для кожного елементу p множини Sk мала мiсце
нерiвнiсть: F (p, q∗) ≤ υ.

Доведення цього факту розглянуто в [12, с.53].
Вибiр xi в (4) означає вибiр i -го рядка в матрицi вимiрностi k × n A = (aij),

де aij обчислюється за (2), що зводить векторну систему (SUML (N) , SUMR (N)) до
векторної системи (U, V ) з [12]. Утворена векторна система (SUML (N) , SUMR (N)) в
методi для розв’язування ЗКОIТП аналогiчно утворюється векторна система (U, V )

для метода Брауна-Робiнсон. Доведення збiжностi iтерацiйного методу розв’язування
iгрових задач з обмеженнями, що визначаються переставленнями на стратегiї одного
гравця є аналогiчним доведення збiжностi методу Брауна-Робiнсон для матричної
гри з матрицею A викладене в [12].

В роботi [13] дана оцiнка швидкостi збiжностi методу Брауна-Робiнсон для мат-
ричної гри, яка базується на доведеннi того, наскiльки швидко maxU(N)−minV (N)

N
наб-

лижається до нуля при збiльшеннi кiлькостi iтерацiй.
Для оцiнки швидкостi збiжностi iтерацiйного методу з [13] для розв’язування

iгрових комбiнаторних оптимiзацiйних задач розглядається слiдкуючий факт.

Теорема. Якщо max
1≤j≤n

SUML (0) = min
1≤i≤k

SUMR (0) = 0, то

lim
N→∞

min
xi∈E

Mν
(Px)

(SUMR(N),xi)−max
j

(SUML(N))j

N
≤ aij2

k+nN−
1

k+n−2 .

Доведення даного факту здiйснюється iндуктивно та є аналогiчним доведенню
з [13]. Тобто оцiнка швидкостi збiжностi iтерацiйного методу розв’язування комбi-
наторних оптимiзацiйних задач з обмеженнями–переставленнями на стратегiї од-
ного гравця рiвна O

(
N−

1
k+n−2

)
. Оскiльки, k = |EMv (P x)| = m!

η1!,...,ηv !
, то запише-

мо O
(
N
− 1

m!
η!,...,ηv !

+n−2

)
.

За допомогою розробленої програмної реалiзацiї було порiвняно отриману теоре-
тичну оцiнку швидкостi збiжностi методу з результатами, отриманими експеримен-
тально (рис. 1).
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Рис. 1. Залежнiсть швидкостi збiжностi вiд номеру iтерацiї

Вiдповiдно до отриманих результатiв, отримана теоретична оцiнка швидкостi
збiжностi пiдтвердилась експериментально. Так, зокрема, на задачах порядком квад-
ратної матрицi A, рiвнiй 10, було виявлено, що швидкiсть збiжностi не перевищує її
теоретичну оцiнку вже на 5-й iтерацiї (рис. 1).

Комбiнаторнi обмеження на стратегiї гравця можуть бути представленi рiз-
ними комбiнаторними множинами. У [4, 8] розглянутi математичнi моделi задач,
у якiй комбiнаторнi обмеження накладаються на стратегiї другого гравця [4] та
на обох гравцiв [8] i визначаються переставленнями. Введемо необхiднi позначан-
ня. P y

j — елемент мультимножини Py = {P y
1 , P

y
2 , ..., P

y
l }, що складається з l дiйс-

них чисел, серед яких µ рiзних. Позначимо її основу S (P y), а первинну специ-
фiкацiю – [P y] = (λ1, ..., λµ). Тодi Y = (y1, y2, ..., yl) — вектор-переставлення, еле-
мент yj — ймовiрнiсть застосування стратегiї j — належить P y,yj ∈ P y, а сам вектор
належить множинi Elµ (P y) l-переставлень з елементiв мультимножини P y, тобто
Y = (y1, y2, ..., yl) ∈ Elµ (P y). При реалiзацiї матричної гри мiшана стратегiя другого

гравця це вектор q = (q1, ..., qh), де qj ≥ 0 ,
h∑
j=1

qj = 1. Тут h — кiлькiсть елементiв

в Enµ (P y), h = |Enµ (P y)| = l!
λ1!,...,λµ!

.
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Розглянутi також задачi комбiнаторної оптимiзацiї у яких на стратегiї грав-
цiв накладаються обмеження, що визначенi розмiщеннями [7]. За такої математич-
ної постановки задачi позначимо X = (x1, x2, ..., xm) — вектор-розмiщень, елемент
xi — ймовiрнiсть застосування стратегiї i першого гравця — належить P x,xi ∈ P x,
а сам вектор належить множинi Em

Mv (P x) множина m- розмiщень з M елементiв
вектора P x, тобто X = (x1, x2, ..., xm) ∈ Em

Mν (P x). Тодi при реалiзацiї матрич-
ної гри мiшана стратегiя першого гравця це вектор p = (p1, ..., pk), де pi ≥ 0 ,
k∑
j=1

pi = 1. Тут d - кiлькiсть елементiв у Em
Mν (P x), яка дорiвнює вiдповiдно [14]

d = |Em
Mν (P x)| =

∑
V1+V2+...+Vv=m

0≤Vi≤ηi

m!
V1!,...,Vv !

, де (V1, ..., Vv) — кiлькiсть використаних еле-

ментiв з множини розмiщення.
Якщо комбiнаторнi обмеження накладаються на стратегiї другого гравця

то позначимо Y = (y1, y2, ..., yl) – вектор-переставлення, елемент yj - ймовiр-
нiсть застосування стратегiї j - належить P y,yj ∈ P y, а сам вектор належить
множинi El

Lµ (P y) — множина l-розмiщень з L елементiв множини P y, тобто
Y = (y1, y2, ..., yl) ∈ El

Lµ (P y). При реалiзацiї матричної гри мiшана стратегiя другого

гравця це вектор q = (q1, ..., qr), де qj ≥ 0 ,
r∑
j=1

qj = 1. Тут r — кiлькiсть елементiв в

El
Lµ (P y), яка за [14] дорiвнює r =

∣∣El
Lµ (P y)

∣∣ =
∑

V1+V2+...+Vµ=l
0≤Vj≤µj

l!
V1!,...,Vµ!

, де (V1, ..., Vµ) —

кiлькiсть використаних елементiв з множини розмiщення.

Доведення швидкостi збiжностi iтерацiйного методу розв’язування цих класiв
задач є аналогiчним розглянутим для переставлень. У таблицi 1 представлена оцiнки
швидкостi збiжностi для задач iз рiзними типами комбiнаторних обмежень.

Таблиця 1. Зведена таблиця оцiнки швидкостi збiжностi iтерацiйних
методiв розв’язування ЗКОIТ з рiзними типами комбiнаторних обме-
жень

Обмеження на стра-
тегiї першого гравця

Комбiнаторне обмеження на стратегiї другого гравця
Переставлення Розмiщення Вiдсутнє

Переставлення за формулою (6) за формулою (7) за формулою (8)
Розмiщення за формулою (9) за формулою (10) за формулою (11)
Вiдсутнє за формулою (12) за формулою (13) за формулою (14) [13]
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Формули, вiдповiдно до яких визначається оцiнка швидкостi збiжностi iтерацiй-
них методiв:

O

(
N
− 1

m!
η!,...,ηv !

+ n!
λ1!,...,λµ!

−2

)
(6)

O

N
− 1

m!
η!,...,ηv !

+
∑

V1+V2+...+Vµ=l
0≤Vj≤µj

l!
V1!,...,Vµ!

−2

 (7)

O

(
N
− 1

m!
η!,...,ηv !

+n−2

)
(8)

O

N
− 1∑
V1+V2+...+Vv=m

0≤Vi≤ηi

m!
V1!,...,Vv !

+ l!
λ1!,...,λµ!

−2

 (9)

O

N
− 1∑
V1+V2+...+Vv=m

0≤Vi≤ηi

m!
V1!,...,Vv !

+
∑

V1+V2+...+Vµ=l
0≤Vj≤µj

l!
V1!,...,Vµ!

−2

 (10)

O

N
− 1∑
V1+V2+...+Vv=m

0≤Vi≤ηi

m!
V1!,...,Vv !

+n−2

 (11)

O

(
N
− 1

m+ l!
λ1!,...,λµ!

−2

)
(12)

O

N
− 1

k+
∑

V1+V2+...+Vµ=l
0≤Vj≤µj

l!
V1!,...,Vµ!

−2

 (13)

O
(
N−

1
k+n−2

)
(14)

Висновки

У роботi розглянуто доведення збiжностi, оцiнки швидкостi збiжностi iтерацiй-
ного методу розв’язування комбiнаторних оптимiзацiйних задач з обмеженнями-
переставленнями, що накладаються на стратегiї одного гравця. Узагальнена оцiнка
швидкостi збiжностi iтерацiйних методiв розв’язування задач комбiнаторної оптимi-
зацiї iгрового типу з рiзними типами комбiнаторних обмежень.
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The specification systems of the object-oriented programs with
nominative data.

Omelchuk L. L.

Abstract. Today the problem of fast and economical design of reliable software is up to
date. For a quick and economical design of reliable software is possible to apply formal methods
of software specifications. Formal methods allow to prove some properties of programs using
mathematical methods.

Specifications program should include a description of program goals, functional program
structure, input application program output. Problem improving the adequacy of representation
of data structures, functions, and compositions used in programming is important.

In this article the notion of abstract computably has been defined. Complete classes
of computable functions of various abstraction levels have been described. Formal semantic-
syntactic models of specification and programming languages have been defined and investigated.

Imperative and declarative models of nondeterministic programs based on composition-
nominative approach are constructed and investigated. Semantics of such programs is presented
by partial multi-valued functions. The complete class of naturally computable functions of
described type is defined and its algebraic representation is built. A special computability
considered in this paper is nominative computability. Nominative computability allows to set
adequately a complete class of computable functions over nominative data. At the same time
nominative computability is invariant relative to a set of basic elements. Moreover, it is oriented
to functions and compositions, which are close to function and compositions of programming
languages.

You can increase the adequacy of the default data structures, functions, and compositions
used in programming languages if you use nominative data.

Axiomatic theory of nominative data develops a theory of admissible sets. This theory has
a number of advantages with respect to the adequacy of programming. It is powerful enough
to produce computable function over various data structures. It is not as restrictive as different
versions of constructive logic, but not too strong and does not allow, for example, the use of
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axioms constructing the set of all subsets (compared to the set theory ZF). This theory uses the
basic data (praelementy) corresponding methods of constructing data programming.

An axiomatic theory of nominative data, which is capable to specify all computable
functions, is constructed. The axiomatic system of program specification over nominative data
is constructed.

Prototype axiomatic system software specifications of nominative data (OBJ-NDSL) is
constructed. It is based on composition nominative method, axiomatic system software
specifications of nominative data and it is based on the sequent calculi for logics. This prototype
is based also on language Object-Z.

OBJ-NDSL system allows to prove some properties of programs. shown that for an axiomatic
system specification software method can effectively use composition nominative approach.
Composition nominative approach is sufficient to adequately meet the needs of programming.

Вступ

Постiйне розширення сфери застосування обчислювальної технiки та необхiд-
нiсть побудови все бiльш складних програмних систем загострює проблему швидко-
го та економiчного конструювання надiйного програмного забезпечення. Ускладнен-
ня програмних комплексiв, а також збiльшення залежностi людей вiд правильного
функцiонування систем, викликає зростання вимог до їх надiйностi. В багатьох ви-
падках «ручнi» методи розробки програмного забезпечення стають незадовiльними.

Одним з крокiв до вирiшення проблеми швидкого та економного конструюван-
ня надiйного програмного забезпечення в умовах постiйно зростаючої складностi
конструюємих програмних систем є застосування формальних методiв специфiкацiй
програм, що дозволяє доведення певних властивостей програм, зокрема властивостi
правильностi, за допомогою математичних методiв.

Специфiкацiя програми повинна включати в себе опис цiлей програми, її функ-
цiональну структуру, вхiднi та вихiднi данi програми. При побудовi мов специфiкацiй
програм, важливою є задача пiдвищення рiвня адекватностi подання структур да-
них, функцiй та композицiй, що використовуються в програмуваннi.

В [1, 2] показано, що з точки зору композицiйно-номiнативного пiдходу (КНП) [1,
2, 3, 4], використовуючи номiнативнi данi [1, 2, 3, 4] можна пiдвищити адекватнiсть
задання структур даних, функцiй та композицiй, що використовуються в мовах про-
грамування (процедурне програмування), та будувати системи специфiкацiй програм
на єдинiй концептуальнiй основi. В композицiйному програмуваннi дослiджуються
системи на рiзних рiвнях абстракцiї [3, 4], якi виникають на шляху експлiкацiї про-
грамування — абстрактному, булевському та номiнативному (атрибутному) рiвнях.
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Системи останнього рiвня, композицiйно-номiнативнi системи, є досить багатими для
адекватного задання моделей структур даних, програм та засобiв їх конструювання.

1. Аксiоматична теорiя номiнативних даних

Аксiоматична теорiя номiнативних даних [1, 2, 3] розвивається в дусi теорiї до-
пустимих множин (С. Крiпке, Р. Платек, Дж. Барвайз, Ю.Л. Єршов). Ця теорiя
має низку переваг, у вiдношеннi адекватностi до програмування: з одного боку, вона
досить потужна, щоб породжувати обчислюванi функцiї над рiзними структурами
даних, з iншого ж боку, не настiльки обмежувальна, як рiзнi варiанти конструк-
тивних логiк, але i не надмiрно потужна та не допускає, наприклад, застосування
аксiоми побудови множини всiх пiдмножин (в порiвняннi з теорiєю множин ZF). Крiм
того, ця теорiя використовує базовi данi (праелементи), що вiдповiдає методам побу-
дови даних у програмуваннi. Теорiя номiнативних даних будується як аксiоматична
теорiя 1-го порядку з рiвнiстю та тернарною зв’язкою (предикатом) номiнативної
належностi, що записуються в iнфiкснiй формi x 7→ y∈na (або (x, y)∈na).

Класом ∆0-формул називається найменший клас Y , що мiстить елементарнi фор-
мули i замкнений вiдносно наступних операцiй: 1) якщо ϕ ∈ Y , то i ϕ̄ ∈ Y , 2) якщо
ϕ, ψ ∈ Y , то i ϕ∨ψ ∈ Y i ϕ∧ψ ∈ Y , 3) якщо ϕ ∈ Y , то i ∀x 7→ y∈naϕ,∃x 7→ y∈naϕ ∈ Y
для всiх змiнних x, y, a.

Клас Σ-формул є найменший клас Z, що мiстить ∆0-формули i замкнений вiд-
носно умов 2) i 3) визначення класу ∆0-формул i наступної умови екзистенцiальної
квантифiкацiї: якщо ϕ ∈ Z, то ∃uϕ ∈ Z.

Спецiальнi аксiоми аксiоматичної системи специфiкацiй програм над НД дiляться
на три групи: перша група описує властивостi рiвностi; друга — описує властивостi
множини iмен та даних; третя група аксiом описує властивостi НД:

1. екстенсiональнiсть: ∀x∀y(x 7→ y∈na↔ x 7→ y∈nb)→ a = b;

2. фундованiсть (iндукцiя за належнiстю):
(∀a(∀x 7→ y∈naϕ(x) ∧ ϕ(y)→ ϕ(a)))→ ∀aϕ(a);

3. iндукцiя за включенням: (∀a(∀b ⊂ aϕ(b)→ ϕ(a)))→ ∀aϕ(a);

4. ∆0-видiлення: ∃b∀x∀y(x 7→ y∈nb↔ x 7→ y∈na ∧ ϕ0(a));

5. iменування: ∃cx 7→ y∈nc;

6. об’єднання: ∃c(a ⊆ c ∧ b ⊆ c);

7. нетривiальнiсть: ∃a∃x∃y(x 7→ y∈na).
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2. Номiнативна обчислюванiсть

В [3] введено до розгляду та дослiджено спецiальний вид обчислю-
ваностi — номiнативну обчислюванiсть. Номiнативно обчислюваними нази-
ваються функцiї над номiнативними даними, отриманi замиканням функ-
цiй {⇒ 0,⇒ 1, [̄]D,↘D,

⋃
D, \D, (=W )D, asD, cnD,∈ WD} вiдносно множини компози-

цiй {◦D, �D, ∗D,ΘD}. Показано [1], що довiльна частково-рекурсивна функцiя мо-
же бути представлена номiнативно обчислюваними функцiями над множиною на-
туральних чисел при їх моделюваннi у класi номiнативних даних. Крiм того, пока-
зано [1, 2], що кожна номiнативно обчислювана [1, 2] функцiя представима деяким
бiнарним Σ-предикатом P (x, y), тобто f(x) = y тодi i тiльки тодi, коли P (x, y). Для
цього будуються представлення всiх функцiй, зазначених у визначеннi номiнативної
обчислюваностi, а також всiх функцiй, отриманих застосуванням композицiй.

3. Системи специфiкацiй програм для ООП
над номiнативними даними

На сьогоднiшнiй день абсолютним лiдером в прикладному програмуваннi є
об’єктно-орiєнтоване програмування (ООП) [5]. Таким чином при побудовi сучасних
мов специфiкацiй програм необхiдно враховувати специфiку об’єктно-орiєнтованих
мов програмування, а саме те, що методологiя ООП базується на представленнi про-
грами у виглядi сукупностi об’єктiв, кожен з яких є екземпляром певного класу, а
класи утворюють iєрархiю наслiдування [5]. Покажемо, що КНП може бути застосо-
ваний для побудови систем специфiкацiй програм для ООП [5]. Для цього спочатку
формалiзуємо поняття об’єкта, використовуючи КНП. Базовi типи даних мов програ-
мування були заданi в [1, 2], крiм того в [1, 2] було задано функцiї над номiнативними
даними. Об’єкт можна представити номiнативними даними наступного вигляду:

< об’єкт >::= []|[< iм’я− об’єкту >7→< опис− об’єкту >]

< опис− об’єкту >::= [class 7→ [name 7→< iм’я− класу >, base 7→ []|
< об’єкт >, interface− list 7→ []| < iнтерфейси >,members 7→ []|
[attributes 7→ []|< атрибут >, . . . , < атрибут >,methods 7→ []|
< метод >, . . . , < метод >, properties 7→ []|< властивiсть >, . . . , < властивiсть >]]

< iнтерфейси >::= < iнтерфейс >, . . . , < iнтерфейс >
< iнтерфейс >::= [< iм’я− iнтерфейсу >7→< опис− iнтерфейсу >]

< опис− iнтерфейсу >::= [interface 7→ [name 7→< iм’я− iнтерфейсу >,
interface− list 7→ []| < iнтерфейси >,members 7→ []|[methods 7→ []

|< метод >, . . . , < метод >, properties 7→ []|< властивiсть >, . . . , < властивiсть >]]

< атрибут >::= [visibility 7→< видимiсть >, name 7→< номiнативнедане >]
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< метод >::= [visibility 7→< видимiсть >,
modif 7→< модифiкатор >, name 7→< номiнативне− дане >]

< властивiсть >= [visibility 7→< видимiсть >,
get 7→ [visibility 7→< видимiсть >, prop 7→< номiнативна−функцiя >],

set 7→ [visibility 7→< видимiсть >, prop 7→< номiнативна−функцiя >]]

< видимiсть >∈ {0, 1, 2, 3}
//позначають модифiкатори public, protected, private, internal
< модифiкатор >∈ {0, 1} //позначають модифiкатори virtual, override

Таке дане складається з композицiї типiв даних визначених в [1, 3, 4], таким
чином, очевидно, що вище представленi об’єкти можна задати в класi номiнативних
даних.

Запропоноване представлення об’єктiв пiдтримує такi основнi властивостi ООП,
як наслiдування, iнкапсуляцiю та може пiдтримувати полiморфiзм.

Зважаючи на можливiсть представлення об’єкту за допомогою номiнативних да-
них можна розширити запропонований в [1] прототип аксiоматичної системи спе-
цифiкацiй програм над номiнативними даними (NDSL), що побудований на основi
композицiйно-номiнативного методу уточнення поняття програми [1, 2, 3, 4], аксiо-
матичної системи специфiкацiй програм над номiнативними даними [1, 3], секвен-
цiйного числення над номiнативними даними [1, 6], та бере за основу синтаксичну
нотацiю мови специфiкацiй Z [7]. Для такого розширення (OBJ-NDSL) вiзьмемо за
основу запропоноване представлення об’єктiв, синтаксичну нотацiю мови Object-Z [8]
та розширимо мову NDSL поняттям класу.

OBJ-NDSL специфiкацiя складається з формального математичного тексту та iн-
туїтивного неофiцiйного пояснення (у виглядi коментарiв). Формальний текст скла-
дається з послiдовностi параграфiв, що представляють схеми-класи, схеми, глобальнi
змiннi, базовi типи специфiкацiй. Кожен параграф базується на попереднiх та може
визначати один чи бiльше iмен схем-класiв, схем, основних типiв, глобальних змiн-
них та глобальних констант. Вiн може використовувати iмена, визначенi в iнших
параграфах.

Iснує кiлька видiв параграфiв. Основнi визначення типу, схема стану (обов’язково
присутня та єдина), схема iнiцiалiзацiї (обов’язково присутня та єдина), визначення
схеми, операцiї, предикати та iнше.

Визначення базових типiв представляє один, чи кiлька основних типiв. Iмена,
що використовуються не повиннi мати попередньої глобальної декларацiї. Область
їх дiї простягається вiд визначення до кiнця специфiкацiї, їх iмена стають частиною
глобального словника основних типiв.
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Визначення схеми включає вид схеми (схема-клас, схема стану, схема iнiцiалi-
зацiї, операцiя), iм’я, декларативну та аксiоматичну частини. При цьому, деклара-
тивна частина складається з набору декларацiй змiнних з типами, що є глобальни-
ми типами, або побудованi за допомогою конструкторiв типiв (декартовий добуток,
множина, список, номiнативна множина, клас). Аксiоматична частина складається
з набору ∆0-предикатiв [1, 3].

Визначення схеми-класу включає iм’я, частину наслiдування, декларативну та
предикатну частини, схему iнiцiалiзацiї об’єкта (конструктор), схема-деструктор,
схеми-методи. Частина наслiдування може мiстити один параграф з об’єктом вiд-
повiдного базового класу, та (або) декiлька реалiзацiй iнтерфейсiв. Декларативна
частина може мiстити public, protected, private та internal параграфи, що мiстять
вiдповiднi набори декларацiй атрибутiв з типами, що є глобальними типами, або
побудованi за допомогою конструкторiв типiв (декартовий добуток, множина, спи-
сок, номiнативна множина, клас). Предикатна (аксiоматична) частина складається
з набору ∆0-предикатiв [1, 3]. Схема iнiцiалiзацiї та схема деструктор є вiдповiдно
конструкторами та деструкторами об’єкта, схеми-методи та схеми-властивостi — є
звичайними схемами виду операцiя.

Список предикатiв може з’явитися i як окремий параграф. У цьому випадку, вiн
визначає властивостi специфiкацiї виконання яких потрiбно перевiрити. При цьому
використовуються глобальнi змiннi.

Висновки

Базуючись на композицiйно-номiнативному методi уточнення поняття програ-
ми [1, 3], аксiоматичнiй системi специфiкацiй програм над номiнативними дани-
ми [1, 2, 3], секвенцiйному численнi композицiйно-номiнативних логiк [1, 5] та мо-
вi Object-Z [8] побудовано прототип аксiоматичної системи специфiкацiй програм над
номiнативними даними (OBJ-NDSL). Cистема OBJ-NDSL дозволяє доводити певнi
властивостi програм. Тим самим показано, що КНП може ефективно використо-
вуватися для побудови аксiоматичної системи специфiкацiй програм (в тому числi
i об’єктно-орiєнтованих) над номiнативними даними, що достатньо адекватно вiдпо-
вiдає проблемам програмування.
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Convolution of symmetric spaces.

Pavlov E. A.

Abstract. In this article we discuss a problem of finding the most restricted Marcinkiewicz
space that containing а convolution of given Marcinkiewicz spaces.

Введение

Классическое неравенство Юнга (см. [2]) на языке теорем вложения означает
вложение

Lp ∗Lq ⊂ Lr, (1)

где 1/p+ 1/q = 1 + 1/r, p, q, r ≥ 1.

Из результата О’Нейла (см. [2]) следует вложение

Lp ∗Lq ⊂ Lr,s, (2)

где

1/p+ 1/q = 1 + 1/r; 1/p+ 1/q ≥ 1/s; s ≥ 1.

Справедливо вложение (см. [1], [2])

Lr,s ⊂ Lr.

Таким образом, вложение (2) является более "сильным" , чем вложение (1). Воз-
никает задача нахождения самого "узкого" банахова пространства, в которое вложе-
но множество Lp∗Lq, которое, вообще говоря, не является линейным многообразием.

Целью данной работы является определение свертки симметричных банаховых
пространств измеримых функций.
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Основные определения

Определение 1. Функциональное банахово пространство на полуоси (0,+∞) с ме-
рой Лебега называется симметричным, если:

1) из того, что y ∈ E и |x(t)| ≤ |y(t)| почти всюду на (0,+∞), вытекает, что x ∈ E
и ‖x‖E ≤ ‖y‖E;

2) из того, что y ∈ E и функция |x(t)| равноизмерима с функцией |y(t)|, следует,
что x ∈ E и ‖x‖E = ‖y‖E.

Определение 2. Пусть ψ(t) — квазивогнутая функция на (0,+∞). Пространством
Марцинкевича Mψ называется множество измеримых функций f таких, что

sup
0<h<∞

1

ψ(h)

h∫
0

f ∗(s)ds <∞, (3)

где f ∗(s) — перестановка (см. [1], [2]) функции |f(s)|.

Определение 3. Фундаментальной функцией симметричного пространства E на-
зывается функция

ϕE(t) = ‖χ0,t(s)‖E.

Определение 4. Пусть ϕ(t) — квазивогнутая функция на (0,+∞). Пространством
Лоренца Λϕ называется множество функций y(t) таких, что

∞∫
0

y∗(t)dϕ(t) <∞,

где y∗(t) — перестановка (см. [2]) функции |y(t)|.

Предложение 1. (Обобщенное неравенство Минковского). Справедливо неравен-
ство ∥∥∥∥∥∥

∫
Ω

F (s, t)ds

∥∥∥∥∥∥
E11

≤
∫
Ω

‖F (s, t)‖Eds,

где E11 = (E1)1 , где E1 — ассоциировано с E пространство.

Предложение 2. Из соотношения E1 ∗ E2 ⊂ E3 следует неравенство

t · ϕE3(t) ≤ c · ϕE1(t) · ϕE2(t).
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Теорема 1. Пусть ϕ1(t) и ϕ2(t) – квазивогнутые функции, определенные на (0,+∞)

(см. [2]) и обладающие свойствами:

1) ϕ1(t) · ϕ2(t)/t– квазивогнута на (0,+∞),
2) γϕ1 + γϕ2 > 1.

Тогда для того, чтобы выполнялось соотношение

Mϕ∗1
∗Mϕ∗2

⊂Mϕ∗3
,

где ψ∗(t) = t/ψ(t), необходимо и достаточно выполнение неравенства

t · ϕ3(t) ≤ c · ϕ1(t) · ϕ2(t).

Доказательство. Необходимость следует из теоремы 3.1 (см. [4]).
Достаточность. Известно (см. [4], [5]) классическое неравенство О’Нейла

(f ∗ g)∗∗ (t) ≤ t · f ∗∗(t)g∗∗(t) +

∞∫
0

f ∗(s)g∗(s)ds. (4)

Далее получаем

(f ∗ g)∗∗ (t) · ϕ3(t) ≤ c · (f ∗ g)∗∗ (t)
ϕ1(t) · ϕ2(t)

t
.

Пользуясь неравенством О’Нейла, получаем

(f ∗ g)∗∗ (t) · ϕ3(t) ≤

≤ c

f ∗∗(t)ϕ1(t) · g∗∗(t)ϕ2(t) +
ϕ1(t) · ϕ2(t)

t
·
∞∫
t

f ∗(s)g∗(s)ds

 ≤
≤ c

‖f‖Mϕ∗1
· ‖g‖Mϕ∗2

+

∞∫
t

f ∗∗(t · τ)ϕ1(t) · g∗∗(t · τ)ϕ2(t)dτ

 ≤
≤ c

‖f‖Mϕ∗1
· ‖g‖Mϕ∗2

+

∞∫
t

‖f(t · τ)‖Mϕ∗1
‖g(t · τ)‖Mϕ∗2

dτ

 ≤
≤ c

‖f‖Mϕ∗1
· ‖g‖Mϕ∗2

1 +

∞∫
t

Mϕ∗1

(
1

τ

)
Mϕ∗2

(
1

τ

)
dτ

 . (5)

Покажем конечность интеграла в правой части неравенства (5).
Из свойств полумультипликативных функций (см. [1]) получаем неравенства
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Mϕ∗1

(
1

τ

)
≤
(

1

τ

)γϕ1−ε
, (6)

Mϕ∗2

(
1

τ

)
≤
(

1

τ

)γϕ2−ε
, (7)

для достаточно больших τ > N .
Неравенства (6) и (7) равносильны неравенствам

Mϕ1

(
1

τ

)
≤ τ ε−γϕ1 ,

Mϕ2

(
1

τ

)
≤ τ ε−γϕ2 ,

для достаточно больших τ > N .
Следовательно, справедливо неравенство

Mϕ1

(
1

τ

)
Mϕ2

(
1

τ

)
≤ τ 2ε−γϕ1−γϕ2

для достаточно малых ε > 0 и достаточно больших τ > N .
Далее, с учетом условия γϕ1 + γϕ2 > 1, получаем

∞∫
N

τ 2ε−γϕ1−γϕ2dτ = τ 2ε+1−γϕ1−γϕ2 |∞N = A <∞. (8)

Наконец, учитывая неравенство (8), получаем конечность интеграла в правой части
неравенства (5). Теорема доказана. �

Теорема 2. Пусть Mϕ∗1
и Mϕ∗2

– пространства Марцинкевича, где ϕ1(t) и
ϕ2(t) – квазивогнутые функции, определенные на (0,+∞). Пространство Мар-
цинкевича Mϕ∗3

является самым "узким" из всех пространств Марцинкевича, где
ϕ3(t) = ϕ1(t)ϕ2(t)/t, в которое вложено множество Mϕ∗1

∗Mϕ∗2
, если γϕ1 + γϕ2 > 1.

Доказательство. Пусть имеет место вложение

Mϕ∗1
∗Mϕ∗2

⊂Mψ∗ . (9)

Тогда из теоремы 3.1 (см. [4]) следует неравенство

t · ψ(t) ≤ c · ϕ1(t) · ϕ2(t), (10)

которое равносильно неравенству

ψ(t) ≤ c · ϕ1(t) · ϕ2(t)/t.
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Как и в теореме 1 обозначим

ϕ3(t) = c · ϕ1(t) · ϕ2(t)/t.

Из соотношений (9) и (10) получаем неравенство

ψ(t) ≤ c · ϕ3(t).

Следовательно, (см. [1]) имеет место вложение

Mϕ∗3(t) ⊆Mψ∗(t).

Далее, с учетом вложения
Mϕ∗1

∗Mϕ∗2
⊆Mϕ∗3

,

получаем утверждение теоремы. Теорема доказана. �

Определение 5. Сверткой двух симметричных пространств E1 и E2 называется
самое «узкое» симметричное пространство, содержащее множество E1 ∗ E2.

Замечание 1. Если рассмотреть только класс пространств Марцинкевича, то как
следует из теоремы 2, сверткой пространств Марцинкевича Mϕ∗1

∗Mϕ∗2
в классе про-

странств Марцинкевича является пространство Марцинкевича Mϕ∗3
при дополни-

тельных условиях:
1) ϕ3(t) – квазивогнута на (0,+∞),
2) γϕ1 + γϕ2 > 1.

Вопрос о самом «узком» симметричном (не только пространстве Марцинкевича)
пространстве E, содержащем множество Mϕ∗1

∗Mϕ∗2
остается открытым. На основа-

нии теоремы 3.1 (см. [4]) можно лишь утверждать, что фундаментальная функция
пространства E удовлетворяет неравенству

ϕE(t) ≤ c · ϕ1(t) · ϕ2(t)/t.

Учитывая теорему 2, можно лишь утверждать, что справедливо вложение

Mϕ∗1
∗Mϕ∗2

⊆Mϕ∗E
. (11)

Вложение (11) еще не гарантирует справедливости вложения

Mϕ∗1
∗Mϕ∗2

⊂ E,

так как (см. [1]) имеет место вложение

E ⊂Mϕ∗E
.
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Заключение

Таким образом, в данной работе в классе пространств Марцинкевича найдено
самое «узкое» пространство, содержащее свертку двух фиксированных пространств
Марцинкевича.
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Metaheuristic algorithms for combinatorial optimization problems
(Review).

Shcherbina O. A.

Abstract. We survey metaheuristic algorithms that perform directed random searches
of possible solutions of combinatorial optimization problems, optimal or near optimal, until a
particular termination condition is met or after a predefined number of iterations. Metaheuristics
combine basic heuristic methods in higher level frameworks aimed at efficiently and effectively
exploring a search space. Metaheuristics fall in two categories: local search metaheuristics
and evolutionary algorithms. In this paper, we describe the major solution methods: Local
Search Metaheuristics (Simulated Annealing, Tabu Search, Greedy Randomized Adaptive Search
Procedure (GRASP), Variable Neighborhood Search) and Evolutionary Algorithms (Genetic
Algorithms, Ant Colonies Optimization).

Введение

Постановка проблемы в общем виде и ее связь с важными научными или прак-
тическими задачами

Анализ последних исследований и публикаций оптимизации показывает, что ис-
пользование моделей и алгоритмов комбинаторной оптимизации (КО) позволяет ре-
шать многие практические задачи, поскольку дискретные оптимизационные модели
адекватно отражают нелинейные зависимости, неделимость объектов, учитывают
ограничения логического типа и всевозможные технологические, в том числе и имею-
щие качественный характер, требования. Согласно Papadimitriou и Steiglitz [39], зада-
чей комбинаторной оптимизации (КО) P = (S , f) называется задача оптимизации,
в которой задано конечное множество объектов S и целевая функция f : S → R+,
которая назначает положительное значение стоимости для каждого из объектов
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s ∈ S . Цель состоит в том, чтобы найти объект с минимальным значением стоимо-
сти. Объектами, как правило, являются целые числа, подмножества множества эле-
ментов, перестановки множества элементов или графовые структуры. Примером за-
дачи КО может служить известная задача коммивояжера [32]. Другие примеры задач
КО: задачи о назначениях, задачи составления расписаний, а также задачи планиро-
вания. К сожалению, большинство интересных задач КО являются NP-трудными и
точное решение их в худшем случае может требовать построения дерева поиска ре-
шений экспоненциального размера. В связи с практической значимостью задач КО,
для их решения разработан ряд алгоритмов, которые могут быть классифицированы
как точные или приближенные алгоритмы. Точные алгоритмы гарантированно нахо-
дят оптимальное решение для любой задачи КО конечного размера за ограниченное
время (см. [37], [39]). В связи с этим чрезвычайно актуальны разработка и иссле-
дование приближенных, в том числе метаэвристических, алгоритмов для решения
задач КО.

Метаэвристики являются мощным и чрезвычайно популярным классом оптими-
зационных методов. позволяющих находить решения для широкого круга задач из
различных приложений. Сила метаэвристик состоит в их способности решения слож-
ных задач без знания пространства поиска, именно поэтому эти методы дают воз-
можность решать трудноразрешимые задачи оптимизации. Упрощенно можно рас-
сматривать метаэвристики как алгоритмы, реализующие прямой случайный поиск
возможных решений задачи, оптимальных или близких к оптимальным, пока не бу-
дет выполнено некое условие или достигнуто заданное число итераций.

Термин метаэвристика, впервые введенный в [23], происходит от композиции
двух греческих слов («мета» + «эвристика»). «Мета» означает «за его пределами,
в верхнем уровне». «Эвристика» происходит от глагола heuriskein1. Поначалу, как
правило, для решения сложных задач комбинаторной оптимизации разрабатывались
специализированные эвристики. Эвристика – это любая процедура, которая находит
допустимое решение x̃ ∈ X. Конечно, хотелось бы, чтобы x̃ совпадало с оптимальным
решением x∗ (если последнее решение единственно) или f(x̃) было бы равно f(x∗).
Для большинства эвристик, однако, можно только надеяться (и для некоторых и
доказать), что f(x̃) является «близким» к f(x∗). Более общие схемы решения за-
дач КО, называемые метаэвристиками, были разработаны Фредом Гловером в 1986
году [23], [26]. Метаэвристики пытаются объединить основные эвристические методы
в рамках алгоритмических схем более высокого уровня, направленных на эффектив-
ное изучение пространства поиска. Это обычно требует много меньше работы, чем

1heuriskein (ευρισκειν) означает «найти».
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разработка специализированных эвристик «с нуля». Задача теперь состоит в адапта-
ции общих (метаэвристических) схем решения к решению трудных задач КО. Кроме
того, хорошая реализация метаэвристики может обеспечить нахождение за разумное
время близкого к оптимальному решения.

Прежде чем термин «метаэвристики» получил широкое распространение, метаэв-
ристики часто называли современными эвристиками [40]. Класс метаэвристических
алгоритмов включает в себя — но не ограничивается — алгоритмы оптимизации му-
равьиной колонии (ant colony optimization (ACO)), эволюционные вычисления, вклю-
чая генетические алгоритмы (ГА), итеративный локальный поиск, метод имитации
отжига и алгоритм табу-поиска (или поиска с запретами).

В настоящее время существует достаточно много обзоров, библиографий и клас-
сификаций метаэвристических алгоритмов (см., например, Voß (1993) [42], Glover &
Laguna (1997) [25], Osman & Laporte [38]).

К сожалению обзоров на русском языке, посвященных метаэвристическим подхо-
дам к решению задач КО, в настоящее время нет, хотя имеются публикации, посвя-
щенные отдельным метаэвристикам: [5, 6, 7, 8, 9, 12]. В основном имеется литература,
посвященная генетическим алгоритмам: [1, 3, 4, 10] и эволюционному моделирова-
нию [2]. Единственным исключением, насколько известно автору, является книга [11].

Разумеется, в рамках данной обзорной статьи невозможно подробно описать все
аспекты и направления метаэвристических подходов к решению задач КО, поэтому
более полную информацию можно найти в следующих книгах и обзорах по метаэв-
ристикам: [14, 26, 44].

Настоящая статья призвана заполнить указанный пробел и дать нашему читате-
лю представление об основных направлениях метаэвристических подходов к реше-
нию задач КО.

1. Метаэвристические алгоритмы для задач комбинаторной
оптимизации

Метаэвристики — это общие эвристики, позволяющие находить близкие к опти-
мальным решения различных задач оптимизации за приемлемое время.

Различные описания метаэвристик в литературе позволяют сформулировать
некоторые фундаментальные свойства, которыми характеризуются метаэвристики:

• Метаэвристики — это стратегии, которые «управляют» процессом поиска ре-
шения.
• Цель метаэвристики состоит в эффективном исследовании пространства поис-
ка для нахождения (почти) оптимальных решений.
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• Метаэвристические алгоритмы варьируют от простых процедур локального
поиска до сложных процессов обучения.
• Метаэвристические алгоритмы являются приближенными и, как правило,
недетерминированными.
• Метаэвристические алгоритмы могут включать механизмы избегания попада-
ния в ловушку в ограниченном области пространства поиска.
• Метаэвристики могут быть описаны на абстрактном уровне (т.е. они не пред-
назначены для решения конкретных задач).
• Метаэвристики могут использовать предметно-ориентированных знания в виде
эвристик, которые находятся под контролем стратегии верхнего уровня.
• Современные метаэвристики используют сохраненный в памяти опыт поиска
решения для управления поиском.

Каждая метаэвристика имеет свои собственное поведение и характеристики. Од-
нако все метаэвристики имеют ряд основных компонент и выполняют операции в
пределах ограниченного числа категорий.

1. Инициализация. Метод нахождения начального решения.
2. Окрестности. Каждому решению x соответствует множество окрестностей и

связанные с ними переходы: {N1, N2, . . . , Nq}.
3. Критерий выбора окрестности определяется в случае наличия более одной

окрестности. Этот критерий должны указать не только выбираемую окрестность, но
и условия ее выбора. Альтернативы варьируют от «на каждой итерации» (например,
генетические методы) до «при данных условиях».

4. Отбор кандидатов. Окрестности могут быть очень большими. Тогда обычно
рассматривается только подмножество переходов на каждой итерации. Соответству-
ющий список кандидатов C(x) ⊆ N(x) может быть постоянным и обновляемым от
итерации к итерации (например, табу-поиск), или же он может быть построен на
каждой новой итерации (например, генетические методы). Во всех случаях крите-
рий выбора определяет, каким образом могут быть выбраны решения для включения
в список кандидатов.

5. Критерий принятия. Переходы оцениваются с помощью функции g(x, y) зави-
сящей от таких параметров двух решений, как значение целевой функции, штрафы
за нарушение некоторых ограничений и т.п. Выбирается наилучшее решение по от-
ношению к этому критерию x̃ = argopt{g(x, y); y ∈ C(x)} (с учетом необходимости
предотвращения зацикливания).

6. Критерии остановки. Метаэвристика может быть остановлена согласно раз-
личным критериям: время вычислений, число итераций, темпы улучшения решения
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1. Инициализация: x0

2. Выбор окрестностей N ∈ {N1, . . . , Nq}
3. Выбор кандидата C (x) ⊆ N (x)

4. Оценка перехода/исследование окрестности g(x, y), y ∈ C (x)

5. Реализация перехода x̃ = argopt{g(x, y)}
6. Оценка решения, обновить параметры поиска
7. Проверка критериев остановки: Stop или Goto 3 (продолжить локальный

поиск)
или Goto 2 (начать новый этап поиска)

Рис. 1. Общая метаэвристика.

1. Определить исходное решение x0 ∈X ; k = 0;

2. k = k + 1;

3. Найти x̃ = argminf(x)|x ∈ N (xk);

4. Если f(x̃) ≥ f(xk) Stop.
5. Иначе xk+1 = m(x̃); Goto 2.

Рис. 2. Простая эвристика локального поиска.

и т.д. Может быть определен более чем один критерий для управления различными
фазами поиска.

Используя эти определения, опишем метаэвристическую процедуру, показанную
на Рис. 1, и используем ее для описания трех главных классов метаэвристик: гене-
тических методов, методов имитации отжига и табу-поиска.

Метаэвристики включают две категории: метаэвристики локального поис-
ка (МЛП2) и эволюционные алгоритмы (ЭА).

2. Методы локального поиска

2.1. Общие замечания. Алгоритм локального поиска начинает свою работу с на-
чального решения. На каждом шаге поиска текущее решение заменяется другим,
лучшим, решением, найденным в окрестности текущего решения (рис. 2).

2LSMs — local search metaheuristics.
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МЛП обычно позволяет найти локальный оптимум. К основным методам МЛП
относятся метод имитации отжига [30], табу-поиск [24], процедура жадного рандоми-
зированного адаптивного поиска (GRASP3) [19], метод поиска чередующихся окрест-
ностей VNS4 [35].

2.2. Метод имитации отжига. Эта метаэвристика является рандомизированным
методом локального поиска, позволяющим избежать плохих локальных оптимумов.
Имитация отжига [31] исходит из аналогии с физическим процессом отжига, направ-
ленным на получение твердых тел с низкой энергией состояния. В физике конденси-
рованного состояния отжиг является процессом, в котором твердое тело сначала рас-
плавляют путем увеличения температуры, затем постепенно снижают температуру
для восстановления твердого состояния с низкой энергией. Метод имитации отжи-
га – это стохастический метод поиска, в котором на каждом шаге текущее решение
заменяется другим, случайно выбранным из окрестности и улучшающим значение
целевой функции решением. Метод имитации отжига использует управляющий па-
раметр, именуемый температурой, для определения вероятности принятия решений,
не улучшающих значение целевой функции. Температура постепенно снижается со-
гласно графику охлаждения так, что отдельные не улучшающие значение целевой
функции решения принимаются в конце поиска.

Тщательный отжиг с рядом температурных уровней, на которых температура
достаточно долго сохраняется с целью достижения равновесия системы, приводит
к более регулярным структурам, соответствующим твердым телам с низкой энерги-
ей. В отличие от большинства метаэвристик, для алгоритма имитации отжига до-
казана асимптотическая сходимость к глобальному оптимуму. Успех метода имита-
ции отжига вызвал разработку детерминистских аналогов, эффективность которых
близка к эффективности имитации отжига: Threshold Accepting [18], Record-to-record
Travel [17], и алгоритм Great Deluge5 [17].

2.3. Табу-поиск. Как и алгоритм имитации отжига, табу-поиск [25] является мета-
эвристикой, основанной на локальном поиске, где на каждой итерации выбирается
лучшее решение в окрестности текущего решения в качестве нового текущего реше-
ния, даже если это приводит к увеличению стоимости решения.

3GRASP=Greedy Randomized Adaptive Search Procedure)
4Variable Neighborhood Search
5Алгоритм Великого Потопа
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1. инициализация: выбрать
a) начальное состояние (решение) x = x0 ;
b) начальную температуру τ = τ0 ;
c) функцию снижения температуры α;

2. окрестность и выбор кандидатов: нет (как правило); заменить;
3. выбрать число итераций L для приблизительного равновесия температуры
τ ;

4. изменение положения оценки/исследования окрестности: случайным обра-
зом выбрать y ∈ χ;

5. изменение положения δf := f(y)− f(x);

если δf ≤ 0 то
x := y

иначе
если g(x, y) = exp(−δf/τ) > random(0, 1) то
x := y

6. оценки решения;
7. проверка выполнения критерия остановки

a) если число итераций меньше L то
Goto 4

b) если сходимость не доказана то
τ = α(τ); Goto 3;

Рис. 3. Общая процедура имитации отжига.

Метод табу-поиска, таким образом, может уйти от плохих локальных оптимумов.
В кратковременной памяти, называемой списком табу, сохраняется недавно найден-
ные решения (или атрибуты недавно найденных решений), чтобы избежать кратко-
срочного зацикливания. Поиск прекращается после определенного числа итераций
или если после ряда последовательных итераций не было достигнуто каких-либо
улучшений в наилучшем известном решении.

2.4. Жадный рандомизированный адаптивный поиск GRASP. Основная
идея жадной рандомизированной адаптивной процедуры поиска (GRASP) [20], [41]
состоит в использовании рандомизированной жадной эвристики в мультистарт-
процедуре для генерирования различных решений. На каждом шаге жадной эври-
стики элементы, еще не включенные в текущее частичное решение, оцениваются с
помощью эвристической функции, а лучшие элементы сохраняются в ограниченном
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Вход: Пример задачи
Выход: суб-оптимальное решение

1. найти начальное решение случайным образом и инициализировать темпе-
ратуру T ;

2. пока (T > 0)
a) пока (достижимо термическое равновесие)

(i) создать случайным образом окрестность состояния и оценить из-
менения в энергетическом уровне δE;

(ii) если δE < 0 обновить текущее состояние на новое состояние;
(iii) если δE >= 0 обновить текущее состояние на новое состояние с

вероятностью e
−δE
KBT ;

b) снижение температуры T в соответствии с расписанием отжига;
3. вывод решения, имеющего самую низкую энергию;

Рис. 4. Алгоритм имитации отжига.

1. инициализация: x0;
2. выбор окрестности: локальный поиск, интенсификация, диверсификация,
. . . ;
3. выбор кандидата C(х) ⊆ N(x);
4. изменение положения оценки/окрестности исследования: критерии табу,
критерий аспирации.
5. изменение положения реализации;
6. обновление памяти и статуса табу;
7. проверка выполнения критерия остановки
если проверка не прошла, то
Goto 3 //продолжение локального поиска or Goto 2 //изменение фазы
поиска

Рис. 5. Табу-поиск.

списке кандидатов. Один из элементов затем случайно выбирается из этого списка и
включается в частичное решение. Когда процесс построения решения завершен, ре-
шение дополнительно улучшается с помощью локального поиска. Лучшее решение
получается в конце вычислений после определенного количества перезапусков.
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Вход: пример задачи
Выход: суб-оптимальное решение

1. инициализация:
a) Создать начальное решение x и множество x∗ = {x};
b) Инициализировать список табу T = ∅;
c) Положить счётчики итераций k = 0 и l = 0;

2. пока (N(x) \ T 6= ∅)
a) k = k + 1, l = l + 1;
b) Выбрать x в качестве лучшего решения из множества N(x) \ T ;
c) Если f(x̃) < f(x∗) тогда обновить x∗ = x и множество l = 0;
d) Если k = k̄ или l = l̄ Goto 3;

3. вывод лучшего найденного решения x∗;

Рис. 6. Алгоритм табу-поиска.

Вход: пример задачи
Выход: суб-оптимальное решение
множество x∗ =∞;
пока (условие остановки не выполнено)

(a) найти случайное «жадное» решение x;
(b) найти локальный минимум x̃ из окрестности N(x) решения x;
(с) если f(x̃) < f(x∗) то

обновить множество x∗ = x̃;
вывод лучшего найденного решения x∗;

Рис. 7. Общий поиск GRASP.

2.5. Метод поиска чередующихся окрестностей. Метод чередующихся окрест-
ностей VNS6 [28, 35] — это метаэвристика локального поиска, которая использует
окрестности для ухода от плохих локальных оптимумов. Основная идея поиска с че-
редующимися окрестностями VNS [35] состоит в последовательном изучении набора
предопределенных окрестностей для получения лучшего решения. Алгоритм VNS
использует метод спуска для получения локального минимума. Затем он исследует

6Variable Neighborhood Search (VNS)
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Вход: пример задачи
Выход: суб-оптимальное решение
1. инициализация: множество решений S = ∅;
2. пока (не построено решение)
(a) с помощью «жадной» функции создать ограниченный список кандидатов;
(b) случайно выбрать элемент s из списка кандидатов;
(с) поместить s во множество решений, то есть S = S ∪ {s};
(d) изменить «жадную» функцию с учётом обновленного S;

3. вывод лучшего решения x, соответствующего набору S;

Рис. 8. Алгоритм GRASP.

Вход: пример задачи, решение x, окрестность N(x)

Выход: локально-оптимальное решение x̃
1: пока (x не локально-оптимальное)
2: (a) найти x̃ ∈ N(x), где f(x̃) < f(x);
3: (b) обновить x = x̃;
4: вывод локально-оптимального решения x;

Рис. 9. Фаза локального поиска алгоритма GRASP

случайно либо систематически множество окрестностей. Текущее решение заменя-
ется новым лучшим решение. Поиск начинается с первой окрестности. Если реше-
ние, лучшее, чем текущее, там не будет найдено, алгоритм переходит к следующей
окрестности, случайным образом генерирует новое решение, и пытается улучшить
его. Когда в данной окрестности найден локальный оптимум, выбирается другая
окрестность, которая используется на следующих итерациях. Таким образом, для
данного множества окрестностей решение порождается случайным образом в пер-
вой окрестности текущего решения, из которого выполняется локальный спуск. Если
полученный локальный оптимум не лучше текущего решения, то процедура повто-
ряется для следующей окрестности. Поиск стартует вновь из первой окрестности,
когда либо найдено решение, лучшее, чем текущее решение, либо все окрестности
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Вход: пример задачи P , возможное решение s0 ∈ F , и
окрестности N1, N2, . . . , Np

Выход: суб-оптимальное решение s ∈ F
1. инициализация: s = s0, Improve = истина
2. пока (Improve == истина)

a) Improve = ложь;
b) k = 1;
c) пока k ≤ p

(i) создать s′ в случайной Nk(s);
(ii) применить локальный поиск для N1 и использовать s′ в качестве

локального решения. пусть s′′ будет локальным оптимумом;
(iii) если f(s′′) < f(s) то

пусть s = s′′;
Impruve = истина;
прерывание;

иначе
k = k + 1

3. вывод s в качестве субоптимального решения;

Рис. 10. Метод спуска переменных окрестностей.

были просмотрены. В известном методе локального спуска с чередующимися окрест-
ностями7, рассматривается наилучший сосед текущего решения вместо случайного
выбора. Локальный спуск для этого соседа не выполняется. Этот сосед может стать
новым текущим решением в случае улучшения для него значения целевой функции.
Поиск затем возобновляется из первой окрестности. Иначе рассматривается следую-
щая окрестность.

3. Эволюционные алгоритмы

3.1. Общие замечания. Эволюционные алгоритмы (ЭА) — это стохастические ме-
тоды поиска, которые успешно применяются во многих реальных и сложных при-
ложениях (эпистатические, мультимодальные, многоцелевые и очень ограниченные
задачи). Успех этих алгоритмов в решении сложных задач оптимизации способство-
вал исследованиям в области, известной как эволюционные вычисления (ЭВ) [13].
ЭА — итеративный метод, которое применяет стохастические операторы к группе

7Variable Neighborhood Descent (VND)
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Generate(P( 0));
t := 0;
while not Termination-Criterion(P(t)) do
Evaluate( P( t ));
P’(t) := Selection(P(t));
P’(t) := ApplyReproduction-Ops(P’( t));
P(t + 1) := Replace(P(t), P’(t));
t := t + 1;
endwhile

Рис. 11. Псевдокод ЭА.

индивидуумов (популяции) (см. алгоритм 2). Каждая особь в популяции является
кодированной версией предполагаемого решения. Первоначально эта популяция ге-
нерируются случайным образом. Функция оценки ставит в соответствие значение
пригодности для каждой особи, оценивая ее пригодность для рассматриваемой зада-
чи.

ЭА включают генетические алгоритмы [13], эволюционные стратегии [13], ге-
нетическое программирование [13], метод оптимизации муравьиной колонии [15],
Estimation of Distribution Algorithms [36], Scatter Search (Рассеянный поиск) [22]).
ЭА используют случайно порожденную популяцию решений. Начальная популяция
улучшается путем естественного эволюционного процесса. При каждой генерации
процесса вся популяция (либо ее часть) заменяется вновь сгенерированными инди-
видуумами (обычно лучшими, чем предшествующие).

3.2. Генетические алгоритмы. Генетические алгоритмы относятся к классу эво-
люционных методов и имитируют процессы эволюции биологических организмов. В
биологии природные популяции изучаются на протяжении многих поколений, ока-
зывается, что они развиваются в соответствии с принципами естественного отбора и
выживания наиболее приспособленных для воспроизводства «хорошо адаптирован-
ных» особей. Генетические алгоритмы имитируют этот процесс при решении задач
оптимизации (Holland 1975 [29]; Goldberg 1989 [27]; Whitley 1994 [43]; Fogel 1994 [21];
Michalewicz 1992 [33]; Michalewicz & Fogel 2000 [34]). Согласно этой парадигме, попу-
ляция решений (обычно закодированных в виде битовых или целочисленных строк,
называемых хромосомами) эволюционирует от одного поколения к следующему пу-
тем применения операторов, подобных тем, что существуют в природе (селекция,
генетическое скрещивание и мутация). В процессе селекции только лучшие решения
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1. Инициализация: порождение начальной популяции.
2. Выбор окрестности: выбор операторов crossover и mutation.
3. Выбор кандидата-родителя: использование оператора селекции к текущей

популяции
4. Оценка шага/исследование окрестности: не производятся
5. Реализация шага: использование операторов crossover, mutation, hill

climbing, выбора потомка и родителя для получения новой популяции
6. Если критерии остановки не выполняются, Goto 3 (продолжить эволюцию)

или Goto 1.3 (изменить критерии эволюции)

Рис. 12. Общий генетический алгоритм.

могут быть взяты в качестве родителей для создании потомства. Процесс спарива-
ния, известный как скрещивание, использует два выбранных родительских решения
и комбинирует их наиболее желательные свойства для получения одного или более
решений-потомков.

Оператор hill climbing (локальный поиск) меняет определение характеристик но-
вых индивидуумов для улучшения их годности и разнообразия популяции. Процесс
повторяется, пока не будет получено новое поколение потомков. Наконец каждый
потомок меняется случайным образом с помощью оператора мутации. Начиная с
некоторой начальной популяции (полученной случайным образом или с помощью эв-
ристической процедуры), этот цикл повторяется для множества поколений и в конце
будет найдено лучшее решение.

На рис. 12 показаны основные шаги общего генетического алгоритма.

3.3. Метод оптимизации муравьиной колонии. Эта метаэвристика инспириро-
вана общением и механизмами взаимодействия реальных муравьев, которые позволя-
ют им найти короткие пути из муравейника к источникам пищи. Средой, через кото-
рую осуществляется общение муравьев, является химическое соединение, известное
как феромон, который оставляется на земле. В то время как изолированный мура-
вей более или менее случайно блуждает, муравей, обнаруживший путь, помеченный
феромоном, с некоторой вероятностью последует по нему и укрепит его своим соб-
ственным феромоном.

Таким образом, вероятность того, что в будущем другие муравьи будут двигать-
ся по данному пути, растет с числом муравьев, ранее использовавших этот путь.
Это приводит к возникновению кратчайших путей, так как феромон стремится ак-
кумулироваться скорее на этих путях. В методе оптимизации муравьиной колонии
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1: инициализация переменных pheromone;
2: повторять
3: для k = 1, . . . ,m

4: построить решение;
5: для всех переменных pheromone
6: построить решение, уменьшить переменную на некоторый процент {ис-

парение};
7: для всех переменных pheromone, соответствующих хорошему решению
8: увеличить переменную { усиление};
9: пока не выполнится критерий остановки

Рис. 13. Алгоритм оптимизации муравьиной колонии.

(ACO) [16], множество искусственных муравьев строят решения на каждом цикле
случайным и «жадным» способом. Каждый муравей выбирает следующий элемент
для включения в свое частичное решение, основываясь на эвристическом оценива-
нии этого элемента и количества феромона – его веса, связанного с этим элементом.
Феромон представляет память системы и связан с наличием того элемента в хоро-
ших решениях, ранее построенных муравьями. Алгоритм оптимизации муравьиной
колонии естественным образом был применен для решения задачи коммивояжера.

Заключение

В настоящей статье сделан краткий обзор метаэвристических алгоритмов, в том
рассмотрены числе алгоритмы оптимизации муравьиной колонии, эволюционные ал-
горитмы, включая генетические алгоритмы, итеративный локальный поиск, метод
имитации отжига и алгоритм табу-поиска (или поиска с запретами). Метаэвристики
являются мощным и чрезвычайно популярным классом оптимизационных методов,
позволяющих находить решения для широкого круга задач комбинаторной оптими-
зации из различных приложений.
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The inverse problem for the hyperbolic Fredholm integro-differen-
tial equations.

Yuldashev T. K. & Shabadikov K. H.

Abstract. It is studied one value solvability of nonlinear inverse problem for hyperbolic
Fredholm integro-differential equation. It is used the method of integral transformation and the
method of successive approximation.

Постановка задачи

В бесконечной полосе Ω ≡ ΩT × < рассматривается интегро-дифференциальное
уравнение Фредгольма вида

∂ 2 u(t, x)

∂ t 2
=

T∫
0

K(t, s)
∂ 2u(s, x)

∂ x2
ds+ f(t, x, σ(t)) (1)

с начальными условиями

u(0, x) = ϕ1(x), ut(0, x) = ϕ2(x), x ∈ <, (2)

u(t, 0) = ϕ1(0) + ϕ2(0)t+N1

t∫
0

(t− s)a(s)ds+

t∫
0

(t− s)f(s, 0, σ(s))ds, (3)

ux(t, 0) = ϕ′1(0) + ϕ′2(0)t+N2

t∫
0

(t− s)a(s)ds+

t∫
0

(t− s)fx(s, 0, σ(s))ds (4)

и дополнительными условиями

u(t, x0) = ψ(t), t ∈ ΩT , x0 6= 0, (5)

σ(0) = σ0 = const 6= 0, (6)
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где f(t, x, σ(t)) ∈ C 0,2,0(Ω×ΩT ), ϕi(x) ∈ C 2(<), K(t, s) = a(t) · b(s), a(t), b(s) ∈ C(ΩT ),
σ(t) — восстанавливаемая функция, Ni — заданные постоянные, i = 1, 2, ΩT ≡ [0, T ],
0 < T <∞, < ≡ (−∞,∞).

Отметим, что изучению дифференциальных уравнений гиперболического типа
посвящено много работ. Но, изучению интегро-дифференциальных уравнений гипер-
болического типа посвящено сравнительно мало. Интегро-дифференциальные урав-
нения имеют особенностей в вопросе однозначной разрешимости [1], [2]. Изучению
разрешимости обратных задач для линейных дифференциальных уравнений в част-
ных производных посвящено большое количество работ. Библиографию многих пуб-
ликаций, посвященных теории линейных обратных задач, можно найти, например
в [3]–[5].

В настоящей работе изучается обратная задача, где восстанавливаемая функ-
ция σ(t) нелинейно входит в уравнение. Задание условия (6) при интегральном пре-
образовании обеспечивает единственность решения нелинейного интегрального урав-
нения первого рода и определяет значение неизвестной функции в начальной точ-
ке t = 0.

Основная идея, на которой основан развиваемый в данной работе подход, со-
стоит в том, что при решении обратной задачи относительно восстанавливаемой
функции получается нелинейное интегральное уравнение первого рода, которое при
условии (6) с помощью неклассического интегрального преобразования сводится к
нелинейному интегральному уравнению второго рода.

Определение 1. Решением обратной задачи (1)–(6) называется пара функций{
u(t, x) ∈ C 2,2(Ω), σ(t) ∈ C(ΩT )

}
, удовлетворяющая уравнению (1) и услови-

ям (2)–(6).

1. Начальная задача (1)–(4)

Используется метод интегральных уравнений Фредгольма с вырожденным яд-
ром. При помощи обозначения

c(x) =

T∫
0

b(s)
∂ 2u(s, x)

∂ x2
ds (7)

интегро-дифференциальное уравнение Фредгольма (1) перепишется в виде

∂ 2 u(t, x)

∂ t2
= a(t)c(x) + f(t, x, σ(t)).
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С учетом условия (2) двукратное интегрирование последнего равенства по t дает

u(t, x) = ϕ1(x) + ϕ2(x)t+ c(x)

t∫
0

(t− s)a(s)ds+

t∫
0

(t− s)f(s, x, σ(s))ds. (8)

Дифференцируем (8) два раза по x:

ux(t, x) = ϕ′1(x) + ϕ′2(x)t+ c′(x)

t∫
0

(t− s)a(s)ds+

t∫
0

(t− s)fx(s, x, σ(s))ds, (9)

uxx(t, x) = ϕ′′1(x) + ϕ′′2(x)t+ c′′(x)

t∫
0

(t− s)a(s)ds+

t∫
0

(t− s)fxx(s, x, σ(s))ds. (10)

Подставляя (10) в (7), имеем

c(x) =

T∫
0

b(s)
[
ϕ′′1(x) + ϕ′′2(x)s+

+c′′(x)

s∫
0

(s− θ)a(θ)dθ +

s∫
0

(s− θ)fxx(θ, x, σ(θ))dθ
]
ds. (11)

Пусть

A =

T∫
0

b(s)q(s)ds > 0, (12)

где q(t) =
t∫

0

(t− s)a(s)ds.

Тогда для определения c(x) в (7) получаем из (11) следующее дифференциальное
уравнение

c′′(x)−Bc(x) = F (x), (13)

где

B = A−1,

F (x) = −BF0(x),

F0(x) =

T∫
0

b(s)
[
ϕ′′1(x) + ϕ′′2(x)s

]
ds+

T∫
0

b(s)

s∫
0

(s− θ)fxx(θ, x, σ(θ))dθds.
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Решая дифференциальное уравнение (13) методом вариации произвольных по-
стоянных, получаем

c(x) = D1 ch νx+D2 sh νx+
1

ν

x∫
0

F (y)Q(x, y)dy, (14)

где Q(x, y) = sh ν(x + y) + sh ν(x− y), ν =
√
B, коэффициенты Di подлежат опреде-

лению, i = 1, 2.

Из (14) имеем

c(0) = D1, c
′(0) = νD2. (15)

С учетом (15) из (8) и (9) получаем, что

u(t, 0) = ϕ1(0) + ϕ2(0)t+D1

t∫
0

(t− s)a(s)ds+

t∫
0

(t− s)f(s, 0, σ(s))ds, (16)

ux(t, 0) = ϕ′1(0) + ϕ′2(0)t+ νD2

t∫
0

(t− s)a(s)ds+

t∫
0

(t− s)f(s, 0, σ(s))ds. (17)

Сравнение соотношений (16) и (17) с заданными условиями (3) и (4) дает

D1 = N1, D2 =
N2

ν
,

т.е. (14) принимает вид

c(x) = N1 ch νx+
N2

ν
sh νx+

1

ν

x∫
0

F (y)Q(x, y)dy. (18)

Подстановка (18) в (8) дает

u(t, x) = ϕ1(x) + ϕ2(x)t+

t∫
0

(t− s)f(s, x, σ(s))ds+

+q(t)
{
N1 ch νx+

N2

ν
sh νx− ν

T∫
0

b(s)

x∫
0

Q(x, y)
[
ϕ′′1(y) + ϕ′′2(y)s

]
dsdy−

−ν
x∫

0

Q(x, y)

T∫
0

b(s)

s∫
0

(s− θ)f yy(θ, y, σ(θ))dθdsdy
}
. (19)
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2. Восстанавливаемая функция

В силу условия (5), из (19) получаем
t∫

0

(t− s)f(s, x0, σ(s))ds =

= νq(t)

x0∫
0

Q(x0, y)

T∫
0

b(s)

s∫
0

(s− θ)f yy(θ, y, σ(θ))dθdsdy + g(t), (20)

где

g(t) = ψ(t)− ϕ1(x0) + ϕ2(x0)t− q(t)
[
N1 ch νx0 +

N2

ν
sh νx0−

−ν
T∫

0

b(s)

x0∫
0

Q(x0, y)
(
ϕ′′1(y) + ϕ′′2(y)s

)
dsdy

]
.

Нелинейное интегральное уравнение первого рода (20) при начальном усло-
вии (6)эквивалентно следующему интегральному уравнению второго рода (см.,
напр. [6]–[8]):

σ(t) =
[
σ(t) +

t∫
0

G(s)σ(s)ds−
t∫

0

(t− s)f(s, x0, σ(s))ds+

+νq(t)

x0∫
0

Q(x0, y)

T∫
0

b(s)

s∫
0

(s− θ)f yy(θ, y, σ(θ))dθdsdy + g(t)
]
e−µ(t)+

+

t∫
0

G(s)e−µ(t−s)
[
σ(t)− σ(s) +

t∫
0

G(s)σ(s)ds−
s∫

0

G(θ)σ(θ)dθ−

−
t∫

0

(t− s)f(s, x0, σ(s))ds+

s∫
0

(s− θ)f(θ, x0, σ(θ))dθ+

+νq(t)

x0∫
0

Q(x0, y)

T∫
0

b(s)

s∫
0

(s− θ)f yy(θ, y, σ(θ))dθdsdy−

−νq(s)
x0∫

0

Q(x0, y)

T∫
0

b(θ)

θ∫
0

(θ − ξ)f yy(ξ, y, σ(ξ))dξdθdy + g(t)− g(s)
]
ds, (21)
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где µ(t) =
t∫

0

G(s)ds > 0 такая, что

e−µ(t) � 1; 2

t∫
0

G(s)e−µ(t−s)ds� 1.

Для произвольной непрерывной функции h(t) в области ΩT норму вводим следу-
ющим образом:

‖h(t)‖ = max
{
|h(t)| : t ∈ ΩT

}
.

Теорема 1. Пусть выполняются следующие условия:

1. max
{
|g(t)| : t ∈ ΩT

}
≤ δ <∞;

2. max
{
|f(t, x, σ(t))|; |fxx(t, x, σ(t))|

}
≤ ∆ <∞;

3. f(t, x, σ) ∈ Lip{L1|σ}, 0 < L1 = const <∞;
4. fxx(t, x, σ) ∈ Lip{L2|σ}, 0 < L2 = const <∞;

5. ρ =
[
1 + µ0 + L1

T 2

2
+ νq0L2

x0∫
0

Q(x0, y)
T∫
0

s2

2
b(s)dsdy

]
P (T ) < 1,

где
µ0 = max

{
µ(t) : t ∈ ΩT

}
, q0 = max

{
|q(t)| : t ∈ ΩT

}
,

P (t) = e−µ(t) + 2

t∫
0

G(s)e−µ(t−s)ds.

Тогда нелинейное интегральное уравнение (21) имеет единственное решение на
отрезке ΩT .

Доказательство. Используем метод последовательных приближений. Рассмотрим
следующий итерационный процесс Пикара:

σ0(t) = 0, σ1(t) =
[
−

t∫
0

(t− s)f(s, x0, 0)ds+

+νq(t)

x0∫
0

Q(x0, y)

T∫
0

b(s)

s∫
0

(s− θ)f yy(θ, y, 0)dθdsdy + g(t)
]
e−µ(t)+

+

t∫
0

G(s)e−µ(t−s)
[
−

t∫
0

(t− s)f(s, x0, 0)ds+

s∫
0

(s− θ)f(θ, x0, 0)dθ+

+νq(t)

x0∫
0

Q(x0, y)

T∫
0

b(s)

s∫
0

(s− θ)f yy(θ, y, 0)dθdsdy−
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−νq(s)
x0∫

0

Q(x0, y)

T∫
0

b(θ)

θ∫
0

(θ − ξ)f yy(ξ, y, 0)dξdθdy + g(t)− g(s)
]
ds, (22)

σk(t) = Θ(t;σk−1), k = 2, 3, 4, . . . . (23)

В силу условий теоремы, из последовательных приближений (22) и (23) получаем

‖σ1(t)− σ0(t)‖ ≤
[
∆
T 2

2
+ νq0∆

x0∫
0

Q(x0, y)

T∫
0

s2

2
b(s)dsdy + δ

]
P (T ), (24)

где δ = max
{
|g(t)| : t ∈ ΩT

}
;

‖σk(t)− σk−1(t)‖ ≤
[
1 + µ0 + L1

T 2

2
+ νq0L2

x0∫
0

Q(x0, y)

T∫
0

s2

2
b(s)dsdy

]
×

×P (T )‖σk−1(t)− σk−1(t)‖. (25)

Из оценок (24) и (25) следует, что оператор в правой части (21) является сжима-
ющим. Следовательно, интегральное уравнение (21) имеет единственное решение на
отрезке ΩT . �

3. Разрешимость начальной задачи (1) – (4) и основная теорема

Теорема 2. Пусть:

1. Выполняются условия теоремы 1 и условие (12);
2. max

{
|ϕi(x)|

}
<∞, i = 1, 2;

3.
∣∣∣ x∫
0

Q(x, y)
(
ϕ′′1(y) + ϕ′′2(y)s

)
dy
∣∣∣ <∞;

4.
∣∣∣ x∫
0

Q(x, y)f yy(t, y, σ(t))dy
∣∣∣ <∞.

Тогда в области Ω существует единственное решение начальной задачи (1)–(4).

Доказательство теоремы 2 следует из того, что подставляя в (19) решение инте-
грального уравнения (21), получаем искомую функцию u(t, x).

Из справедливости приведенных выше двух теорем следует, что справедлива

Теорема 3. Пусть выполняются все условия теоремы 2. Тогда существует един-
ственная пара решений

{
u(t, x) ∈ C 2,2(Ω), σ(t) ∈ C(ΩT )

}
задачи (1)–(6).
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Заключение

Изучается однозначная разрешимость нелинейной обратной задачи для гипербо-
лического интегро-дифференциального уравнения Фредгольма. При решении обрат-
ной задачи относительно восстанавливаемой функции получается нелинейное инте-
гральное уравнение первого рода, которое с помощью неклассического интегрального
преобразования сводится к нелинейному интегральному уравнению второго рода. По-
скольку восстанавливаемая функция нелинейно входит в уравнение, задание началь-
ного условия (6) при интегральном преобразовании обеспечивает единственность ре-
шения нелинейного интегрального уравнения первого рода и определяет значение
неизвестной функции в начальной точке.
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ОПТИМАЛЬНОЙ ДОЗАГРУЗКИ
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Mathematical model of optimum additional charge of recreation
enterprise.

Donskoy D. V.

Abstract. Mathematical model of optimum additional charge of recreation enterprise for
seasons with low intensity of demand is offered. Appropriate heuristic GREEDY algorithm for
the decision of the task determined by this model is presented.

Recreation enterprises are counted on maintenance of customers and possess resources, many
of which can be used whole-yearly. However much the stream of customers has different intensity
which depends on the temporal seasons of year. When a recreation enterprise stands from the
shortage of customers, expediently addition loading of him, providing services to other customers,
possibly even not on the basic type of enterprise. To that end marketing researches are conducted
and new targets accounts come to light. Such actions must be executed constantly with the
purpose of filling of store of basic specific resource – input stream of customers.

A store is a file in which with attachment at times descriptions and quantitative indexes
are brought on the found targets accounts. It contains information about the possible users of
recreation resources of enterprise – additional customers, foremost such which can take advantage
of services of recreation enterprise in the seasons of the least demand.

The purpose of this paper is the revision of mathematical model and improvement of
algorithm of addition loading of recreation enterprise with the purpose of his steady functioning
in the seasons characterized by low intensity of input customer stream. The article continues the
researches begun in [2,3].

It is assumed that the number of places in a recreation enterprise is fixed and equal n. In
every discrete moment of time t = t0, t0 + 1, t0 + 2, ..., t0 + T − 1 the current planned load is
permanent and equal n∗, and possible addition load makes a size ∆n = n− n∗. Customer with
a number j can occupy kj places of service in the interval of time T (that corresponds to the
height of rectangle with a mark τj ) and to stay in the enterprise of service τj in succession going
time units (that corresponds to the width of this rectangle). In geometrical interpretation the
decided task consists of receipt maximally dense packing of the set rectangular region by the set
of the fixed rectangles with limitations on piling.
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1. Описание проблемной области и постановка задачи

Рекреационные объекты и процессы являются проблемной областью для широко-
го применения математических методов и моделей. К этому научному направлению
проявляют интерес исследователи во многих странах мира [4, 5, 6].

Рекреационные предприятия рассчитаны на обслуживание рекреантов и облада-
ют ресурсами, многие из которых могут использоваться круглогодично. Однако по-
ток рекреантов имеет различную интенсивность, которая зависит от временных сезо-
нов года. Когда рекреационное предприятие простаивает из-за нехватки рекреантов,
целесообразно дозагрузить его, предоставляя услуги другим заказчикам, возможно
даже не по основному профилю предприятия. С этой целью проводятся маркетин-
говые исследования и выявляются новые потенциальные заказчики. Такие действия
должны выполняться постоянно с целью наполнения накопителя основного специ-
фического ресурса — входного потока рекреантов.

Накопитель представляет собой файл, в который с привязкой по времени зано-
сятся характеристики и количественные показатели по найденным потенциальным
заказчикам. Он содержит информацию о возможных потребителях рекреационного
ресурса предприятия — дополнительных заказчиках, прежде всего таких, которые
могут воспользоваться услугами рекреационного предприятия в сезонах наименьше-
го спроса.

Целью настоящей работы является доработка математической модели и усо-
вершенствование алгоритма дозагрузки рекреационного предприятия с целью его
устойчивого функционирования в сезонах, характеризующихся низкой интенсивно-
стью входного рекреационного потока. Статья продолжает исследования, начатые в
работах [2, 3].

Введенное понятие дозагрузки в контексте потокового управления рекреационны-
ми предприятиями является более точным вариантом термина доводка, введенного
в логистике. Дозагрузка осуществляется из накопителя основного специфического
ресурса.

Для оптимальной (с наибольшей прибыльностью) дозагрузки предприятий мож-
но использовать оптимизационный подход. Прежде чем приступить к его изложению,
рассмотрим диаграмму дозагрузки рекреационного предприятия, представленную
на рис. 1.

Предполагается, что число мест в рекреационном предприятии фиксировано и
равно n. В каждый дискретный момент времени t = t0, t0 + 1, t0 + 2, ..., t0 + T − 1 те-
кущая плановая загрузка постоянна и равна n∗, а допустимая дозагрузка составляет
величину ∆n = n − n∗. Заказчик с номером j может занять kj мест обслуживания
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Рис. 1. Диаграмма дозагрузки рекреационного предприятия

в промежутке времени T (что соответствует высоте прямоугольника с пометкой τj
на рис. 1) и пробыть в предприятии обслуживания τj подряд идущих единиц времени
(что соответствует ширине этого прямоугольника на рис. 1). В геометрической ин-
терпретации решаемая задача состоит в получении максимально плотной упаковки
заданной прямоугольной области набором фиксированных прямоугольников с огра-
ничениями на укладку, которые иллюстрируются рисунком 1.

В следующем разделе уточняются все используемые обозначения, необходимые
для построения математической модели дозагрузки.

2. Построение модели

Введем следующие обозначения.
n — число мест обслуживания, которыми располагает рекреационное предприя-

тие.
T — некоторый произвольно выбранный временной промежуток (сезон) планиро-

вания загрузки рекреационного предприятия; длина этого промежутка обозначается
тем же символом T , так что промежуток может быть определён как множество еди-
ниц времени 1, 2, ..., t, ..., T .
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n∗ — основная уже запланированная нагрузка (число мест) в рассматриваемом
временном промежутке T .

∆n = n − n∗ — максимальный возможный объём дозагрузки рекреационного
предприятия.

C1, ..., Cj, ..., Cm — дополнительные заказчики (потребители) рекреационных
услуг, которые предполагают получить обслуживание в указанном временном про-
межутке T .

τj ≥ 1 — количество единиц неразрывного времени обслуживания в рекреацион-
ном предприятии, требуемого заказчику с номером j.

kj — количество мест обслуживания, требуемых заказчику с номером j.
gj — прибыль в единицу времени, получаемая рекреационным предприятием от

обслуживания заказчика с номером j.
t, ..., q, ..., t+ τj − 1 — идущие подряд номера единиц времени, начинающиеся с

номера t и в совокупности составляющие непрерывный промежуток обслуживания
заказчика с номером j.

На диаграмме дозагрузки (рис. 1) отображается область, соответствующая про-
межутку планирования T . Внутри этой области прямоугольниками с высотой kj и
шириной τj обозначаются заказы, включаемые в обслуживание рекреационным пред-
приятием в промежутке планирования. Суммарная высота таких прямоугольников
определяет общий объём дозагрузки, который не должен превышать величину ∆n.

Введем логические переменные

yt,j =

{
1, если заказчик c номером j обслуживается в момент времени t;
0− в противном случае.

ȳt,j = 1− yt,j — обозначение инверсии логической переменой.

Целевая функция имеет вид:

m∑
j=1

T∑
t=1

gjyt,j.

В ней внутренняя сумма для каждого значения j выражает прибыль, которая мо-
жет быть получена при полном выполнении заказа с номером j (если этот заказ в
промежутке T не выполняется, то соответствующая внутренняя сумма равна нулю).
Двойная сумма выражает полную дополнительную прибыль рекреационного пред-
приятия за время работы T (временной отрезок планирования дозагрузки).

Поскольку речь идёт о дозагрузке предприятия и использовании данных из на-
копителя основного ресурса — потока рекреантов, — нужно учитывать возможность
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возникновения ситуаций, когда помимо основных внутренних ресурсов предприятия
(и внешних природных рекреационных ресурсов) может понадобиться привлечение
дополнительных ресурсов. Привлечение дополнительных ресурсов требует дополни-
тельных затрат и реальной возможности получить эти ресурсы в планируемом про-
межутке времени, поэтому вводятся следующие величины.

R1, ..., Rr, ..., Rs — максимально возможные количества дополнительных привле-
каемых ресурсов с номерами 1, ..., r, ..., s для обеспечения работы предприятия в те-
чение всего периода T .

λr,j — количество дополнительного ресурса с номером r, потребляемого в единицу
времени при выполнении заказа с номером j.

Ограничения, необходимые для точного выполнения условий рекреационного об-
служивания в промежутке времени T , могут быть условно разделены на две группы:
ресурсные неравенства и логические условия размещения заказов.

a) Ограничения объема дозагрузки:

m∑
j=1

kj · yt,j ≤ ∆n для всех t ∈ 1, ..., T .

b) Ограничения по доступным объемам дополнительных ресурсов:

T∑
t=1

m∑
j=1

λr,j · yt,j ≤ Rr для всех r ∈ 1, ..., s.

c) Логическое ограничение неразрывности обслуживания во времени каждого
отдельного заказчика. Для записи этого ограничения следует учесть, что заказ j
может либо вовсе не выполняться в промежутке T , либо, если он выполняется в
промежутке T , то этот заказ должен "занимать"единственный неразрывный блок
единиц времени длины τj в этом промежутке T .

Условие
T∧
t=1

ȳt,j = 1

равносильно тому, что заказ с номером j не будет выполняться в промежутке вре-
мени T .

Обозначим

Ut =

(
t−1∧
q=1

ȳq,j

)
∧

(
t+τj−1∧
q=t

yq,j

)
∧

 T∧
q=t+τj

ȳq,j

 .
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Ut = 1 — условие, обеспечивающее неразрывность блока единиц времени длины
τj в промежутке T , начиная с временного отсчёта t. Тогда условиеT−τj+1∨

t=1

Ut

 = 1

означает существование хотя бы одного блока из τj единиц времени в промежутке
времени T .

Неравенства
T∑
t=1

yt,j ≤ τj для всех j = 1, 2, ...,m

обеспечивают наличие в промежутке T не более одного такого блока для каждого
заказа.

С учетом введенных обозначений, целевой функции и ограничений, модель оп-
тимальной дозагрузки получает следующий окончательный вид:

m∑
j=1

T∑
t=1

gjyt,j; (1)

m∑
j=1

kj · yt,j ≤ ∆n для всех t ∈ {1, 2, ..., T}; (2)

T∑
t=1

m∑
j=1

λr,j · yt,j ≤ Rr для всех r ∈ {1, ..., s}; (3)

T∑
t=1

yt,j ≤ τj для всех j = 1, 2, ...,m ; (4)

(
T∧
t=1

ȳt,j

)
∨

T−τj+1∨
t=1

(t−1∧
q=1

ȳq,j

)
∧

(
t+τj−1∧
q=t

yq,j

)
∧

 T∧
q=t+τj

ȳq,j

 = 1 (5)

для всех j = 1, 2, ...,m;

yt,j ∈ {0, 1}для всех t ∈ {1, ..., τj} и j = 1, 2, ...,m. (6)

Уточним использованное выше обозначение многоместной конъюнкции. Его сле-
дует понимать так:

β∧
q=α

ȳq,j =

ȳα,j ∧ ȳα+1,j ∧ · · · ∧ ȳβ+1,j, если α ≤ β;

1, если α > β.

Приведенное уточнение связано с тем, что при начальном шаге времени
t = T − τj + 1 размещение заказа с номером j возможно, поскольку от t = T − τj + 1
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до T включительно помещается ровно τj единиц времени, требуемых для размещения
этого заказа. Поэтому при размещении заказа с произвольным номером j в самом
конце промежутка T в уравнении (5) появляется выражение

T∧
q=T−τj+1+τj

ȳq,j =
T∧

q=T+1

ȳq,j =

β∧
q=α

ȳq,j где α > β . (7)

В таком случае свободных единиц времени после размещения заказа не остается, и
соответствующих переменных с инверсиями нет. Поэтому конъюнкция (7) заменяется
единицей.

Развернутое выражение в левой части уравнения (5) представляет собой дизъ-
юнктивную нормальную форму (ДНФ) следующего вида:

Dj(y1,j, · · ·, yT,j) = ȳ1,j · · · ȳT,j∨

y1,jy2,j · · · yτj ,j ȳτj+1,j · · · ȳT,j∨

ȳ1,jy2,j · · · yτj+1,j ȳτj+2,j · · · ȳT,j∨

ȳ1,j ȳ2,jy3,j · · · yτj+2,j ȳτj+3,j · · · ȳT,j∨

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ··

ȳ1,j ȳ2,j ȳ3,j · · · ȳT−τj ,jyT−τj+1,j · · · yT,j
В этой ДНФ содержится T − τj + 2 конъюнкций, и такая ДНФ входит в левую часть
каждого из j = 1, ...,m логических ограничений (5). Единичное покрытие

NDj = {σ1, ..., σT : Dj(σ1, ..., σT = 1)}

состоит из T − τj + 2 точек, соответствующих конъюнкциям из ограничений (5).
Рассмотрим любую пару конъюнкций из Dj(y1,j, · · ·, yT,j), не содержащую первую

конъюнкцию этой ДНФ. Выберем из конъюнкций, входящих в пару, по одному ли-
тералу одной и той же переменной так, чтобы эти литералы были взаимоинверсны.
Рис.2 поможет увидеть, что среди оставшихся литералов в этих двух конъюнкциях
останется хотя бы одна пара взаимоинверсных литералов. Таким же свойством будет
обладать любая пара различных конъюнкций, содержащая первую конъюнкцию из
Dj(y1,j, · · ·, yT,j) при τj ≥ 2. Поэтому для любой пары конъюнкций из Dj(y1,j, · · ·, yT,j)
невозможно применение операций склеивания и обобщенного склеивания, приводя-
щих к получению новой конъюнкции.

Набор ограничений (5), который можно представить в виде
Dj = 1, j = 1, ...,m, где Dj = Dj(y1,j, · · ·, yT,j), можно заменить одним ограни-
чением: K = D1 ∧ ... ∧Dj ∧ ... ∧Dm.
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Рис. 2. Размещение положительных (1) и отрицательных (0) лите-
ралов в одной паре различных конъюнкций

Заметим, что в любой паре различных ДНФ Dj и Dk, 1 ≤ j < k ≤ 1 из конъюнк-
тивной нормальной формы (КНФ) K содержатся разные переменные — по вторым
индексам j и k. Следствием указанных свойств ДНФ, входящих в ограничения (5)
являются следующие утверждения:

Io ДНФ Dj = Dj(y1,j, ···, yT,j) не может быть упрощена ни при каком j = 1, ...,m.
IIo КНФ K = D1 ∧ ... ∧Dj ∧ ... ∧Dm не может быть упрощена.
IIIo Для приведения КНФ K к ДНФ понадобится выполнить Tm логических умно-

жений.
IVo Являясь NP -трудной без ограничения (5), задача (1–6) остается не менее слож-

ной при добавлении этого ограничения.

3. GREEDY алгоритм решения задачи

Построенная модель целочисленного 0-1 программирования содержит достаточно
большое число переменных Например, при T = 45 дней и m = 10 дополнительных
источниках дозагрузки будет использовано 450 переменных. При таких параметрах
число вариантов размещения в промежутке T одного заказа длительностью 7 дней с
учетом только одного ограничения (6) будет равно 39. Прямой перебор размещения
десяти таких заказов оценивается сверху 3910 вариантами.

Задачи, соответствующие таким моделям, как показано выше, являются очень
сложными с вычислительной точки зрения, и для их решения целесообразно приме-
нять приближенные, но имеющие существенно более низкую степень сложности чем
точные, алгоритмы.

Для приближённого решения задачи оптимальной дозагрузки ниже предлагается
алгоритм АПОД 0.2 (Алгоритм Приближённой к Оптимальной Дозагрузки) типа
GREEDY [1].

Алгоритм АПОД 0.2
1◦ Выбрать временной промежуток (сезон) планирования.
2◦ По исходным величинам — числу мест рекреационного предприятия n и объёму

основной загрузки n∗ (с учётом прогноза) определить максимальную возможную
дозагрузку в этом временном промежутке ∆n.
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3◦ Упорядочить возможные заказы из накопителя основного ресурса по невоз-
растанию ожидаемой прибыли, получаемой рекреационным предприятием в едини-
цу времени. В случае равного значения ожидаемой прибыли первым ставится заказ
большей продолжительности; если же и продолжительность одинакова — первым
ставится любой из рассматриваемых заказов. Долее заказы из накопителя рассмат-
риваются в порядке, полученном в результате указанной в этом пункте сортировки.

4◦ Обнулить специальный одномерный последовательный числовой массив —
маску использованных заказов. Номера идущих подряд элементов маски должны
соответствовать порядковым номерам заказов, полученным в результате проведен-
ной в предыдущем пункте сортировки. По мере выполнения алгоритма, если заказ
будет принят к обслуживанию, то соответствующий элемент маски должен устанав-
ливаться в единицу.

Установить указатель текущего рассматриваемого заказа (далее — указатель) на
первый элемент маски и положить j = 1. По мере выполнения алгоритма указатель
может смещаться только вправо.

5◦ Обнулить значения решающих переменных yt,j для всех t ∈ {1, ..., T} и
j = 1, 2, ...,m.

Инициализировать массив суммарной дозагрузки L(q) = 0, q = 1, ..., T . В этом
массиве хранится текущее (по шагам выполнения размещения заказов алгоритмом)
суммарное количество дополнительных занятых мест в рекреационном предприятии.

6◦ Просматривая элементы маски подряд слева направо и перемещая при этом
указатель из текущего положения вправо, найти первый ноль и зафиксировать ука-
затель в позиции j, соответствующий найденному нулевому разряду маски (если
ни одного нуля при таком просмотре не встретится или указатель пройдет все эле-
менты маски, то перейти на 9◦, поскольку в таком случае все заказы из накопителя
основного ресурса, для которых выполнены все ограничения, размещены). Номер j
определяет текущий заказ, который алгоритм будет пытаться разместить, не нару-
шая ограничения.

7◦ Выполнить цикл проверки возможности размещения заказа по всем единицам
времени, начиная с t = 1, 2, ..., (T − τj + 1) (дням) промежутка планирования. Поло-
жить t∗ = t; Lmin = 2∆. Установить флажок размещения заказа в ноль: Flag := 0.

Начало цикла по t.
Проверяются только ограничения (2) и (3), которые должны удовлетворяться при

назначении единиц переменным yq,j, q = t, t + 1, ..., t + τj − 1, где τj — необходимое
для выполнения рассматриваемого заказа время.
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Если указанные ограничения удовлетворяются, то Flag := 1 (заказ размещает-
ся), и при выполнении условия L(q) < Lmin выполнить: Lmin := L(q) и t∗ = t для
вычисления точки "наилучшего" (это — эвристический элемент алгоритма) началь-
ного размещения заказа.

Конец цикла по t.
Если Flag = 1, то найденное значение t∗ определяет начальную точку времени

размещения заказа с номером j. Тогда вполнить следующее:
Учесть дополнительную загрузку за счет включаемого в обслуживание заказа j

L(q) := L(q) + kj, q = t∗, t∗ + 1, ..., t∗ + τj − 1

и установить элемент маски с номером j в единицу, а переменным yq,j,
q = t∗, t∗ + 1, ..., t∗ + τj − 1, окончательно присвоить единичные значения;

в противном случае, если Flag = 0, эти переменные и j-й разряд маски остаются
нулевыми, а указатель сдвигается на одну позицию вправо.

8◦ Перейти на 6◦.
9◦ Алгоритм АПОД 0.2 завершен. Результатом его работы являются значения пе-

ременных yt,j,t = 1, ..., T , j = 1, ..,m, которые и определяют план дозагрузки. Номера
принятых к размещению заказов определяются единичными разрядами маски.

Заключение

В статье предложены математическая модель оптимальной дозагрузки рекре-
ационного предприятия для сезонов с низкой интенсивностью спроса и алго-
ритм АПОД 0.2 решения определяемой этой моделью задачи. АПОД 0.2 основан на
идее построения алгоритмов типа GREEDY с привлечением эвристик, способствую-
щих получение приближенного решения, близкого к оптимальному. Предложенная
модель может использоваться и в других проблемных областях, где требуется нахо-
дить оптимальное динамическое размещение объектов или действий. Направление
дальнейшей работы связано с совершенствованием алгоритма АПОД 0.2 с целью
повышения его точности.
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The development of computational models for fish reproduction to
scenario research.

Perevaryukha A. Yu.

Abstract. The article considers new computational model of population dynamics, which
is designed for application in the specialized software tools and supports event-driven simulation.
The basis of the model is the original formalization of changes in mortality rate of annual
generations, which depends on its density and growth rate. Proposed implementation of iterative
mode by numerical solution of differential equations on the time interval is due to practical needs
of the fishery. For example, this would allow assessing the effectiveness of artificial replenishment
of commercial stocks at cultivation juveniles of different age or weight. Representation of the
model most corresponds to the problem of formation of scenarios and analysis of various variants
of continuation for situations in the fishery. Algorithmic structure allows you to dynamically
change the specified set of control actions and detect signs of threatening the regime of fishing
withdrawal.

Введение

Актуальность совершенствования методов математической экологии подтвер-
ждается регулярно объявляемыми временными мораториями на промысел видов
рыб, которые вызваны истощением нерационально эксплуатировавшихся запасов.
Трудности при формировании долгосрочных промысловых прогнозов не преодолены,
несмотря на предлагавшиеся различными заинтересованными организациями много-
численные способы расчета допустимого улова по статистическим данным. Решае-
мые компьютерным моделированием динамики промысловых популяций практиче-
ские задачи имеют ряд специфических особенностей. Традиционные для подобных
задач дискретные матричные системы считаются простыми и адаптируемыми к при-
менению на любой ЭВМ. Их свойства могут оказаться весьма нетривиальны, что бы-
ло установлено почти случайно еще в середине 1970-х гг. в [1]. Качественное описание

1Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант 14-07-00066.
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реакции моделей на параметрические изменения вызывает продолжающиеся дискус-
сии среди специалистов. Часто проблемы связаны с тем, что в завершении модельных
исследований необходимо представлять биологам непротиворечивую интерпретацию
всем возможным метаморфозам в их качественном поведении. Разнообразие нели-
нейных эффектов предполагает выявление некоторых результатов экспериментов,
логически отбрасываемых при переходе от математического к биологическому опи-
санию ситуации.

Современные вычислительные средства помогают использовать недоступные ра-
нее приемы моделирования, например предикативное переопределение правых ча-
стей уравнений. Различные алгоритмические формализмы, такие как динамические
карты состояний и гибридные автоматы, позволят при должном обосновании расши-
рять классические представления математической биологии о факторах саморегуля-
ции репродуктивной активности.

В настоящей статье обсуждается разработка популяционной модели, наиболее
естественно описывающей свойства процесса восполнения биоресурсов и последствия
антропогенного воздействия. Анализируются параметрические диапазоны поведе-
ния и прогностические возможности популярных в биологии моделей. Полностью
непрерывные моделирующие системы несут большее сущностной интерпретации,
но не могут учесть резкие изменения факторов, которые свойственны популяцион-
ных процессам у рыб. Обосновывается перспективный по нашему мнению сценар-
ный подход, объединяющий возможности аппарата дифференциальных уравнений и
дискретно-событийного компьютерного моделирования. Приводится пример исполь-
зования данного подхода при попарном сопоставлении динамики развития модельной
ситуации с последствиями «перелова» (так называют состояние после значительного
превышения норм промыслового изъятия вида, распространяющего действие по пи-
щевым цепям экосистемы) волжских осетровых, поддерживаемых в настоящее время
в большей степени искусственным воспроизводством.

1. Проблемы дискретных систем в экологическом
моделировании

Систематической концепцией, которую можно использовать для развития мето-
дов моделирования в ихтиологических исследованиях, представляется теория фор-
мирования пополнения запасов рыб. Ее изначальные основные идеи изложены У. Ри-
керoм в [2]. Принципы подхода опираются на реальные наблюдения и до сих пор инте-
ресны для внимательного читателя, так как не все описанные в [2] явления получили
в дальнейшем попытки модельного описания. Примеры реализации крупномасштаб-
ных экосистемных модельных комплексов показывают особую роль в их структуре
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функционального компонента описания воспроизводства. В некоторых случаях мож-
но увидеть, как стремление к улучшению прогностических характеристик приводило
разработчиков к постоянному усложнению формулы расчета пополнения за счет раз-
личных корректирующих поправок.

Проблема математической формализации в рамках концепции о регулирующей
зависимости между нерестовым запасом и формирующимся пополнением актуальна
для исследования популяционных изменений рыб, мигрирующих из морей в реки для
размножения. Тогда точнее подсчитывается численность родительского стада. Мож-
но определить площадь постоянно пригодных нерестилищ при известном уровне ре-
ки. Для зарегулированной реки сток и температура в половодье измеряются точно.
Систематические мониторинговые наблюдениях ЦНИОРХ за скатом молоди осет-
ровых в створе Волги в 1980-е гг. позволяют оценить начальную численность их
поколений.

Теория допускает развитие методов моделирования, абстрагируясь от специфи-
ческих особенностей миграции взрослых рыб, так как ее основе лежит классифика-
ция механизмов, которые определяют смертность молоди в зависимости от уровня
внутривидовой конкуренции в местах размножения.

У. Рикер обосновал ставшую популярной функцию R = f(S) связи
«запас→ пополнение», которая позволяет учесть негативное действие на вы-
живаемость поколения повышенной плотности запаса. Будем рассматривать его
модель как дискретную систему при вычислении итераций {ψ(j)}j≥0, где R0, R1, R2 . . .

последовательность точек траектории, определенных условием эволюции системы:
Rj+1 = aRj exp(−bRj).

Сущностные свойства модели можно раскрыть при переходе к дифференциаль-
ному уравнению убыли текущей численности N(t):

dN

dt
= −(αN(0) + β)N(t), t ∈ [0, ϑ]. (1)

Константы заданного на промежутке времени ОДУ соотносятся с константами фор-
мулы Рикера: a = λ exp(−βϑ), b = αϑ, λ – средняя плодовитость популяции. Согласно
его теории повышенная плотность на нерестилищах становится негативным факто-
ром, увеличивающим смертность. Предполагается, что на коэффициент мгновенной
смертности влияет начальная численность: N(0) = λS. Длительность интервала ϑ
задает период уязвимости поколения по отношению к основным факторам смерт-
ности. Для вариативности в оценках параметров можно использовать модель вос-
производства в виде численного решения задачи Коши (1) [3]. В (1) скорость убыли
численности во многом задается исходным количеством икры, что является весьма
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специфичным предположением (больше всего подходит замкнутый водоем, где оби-
тает один существующий за счет каннибализма вид рыб) и большинстве случаев оно
не подтверждается.

Итерационная система для любых j > 0 обладает аттрактором A таким, что
для ∀R0 limj→∞ {ψ(j)} = A. Для нашего случая аттрактор глобальный и является
устойчивым состоянием равновесия: A ≡ R∗ = ψ(R∗). Первый метаморфоз A опре-
делен условием нарушения критерия устойчивости неподвижной точки |ψ′(R∗)| < 1,

следующего из теоремы, независимо доказанной Д. Гробманoм и Ф.Хартманoм [4].
При значении производной ψ′(R∗) = −1, когда a = e2 происходит бифуркация удво-
ения периода. У функциональной итерации возникают две новые циклические точки
ψn(R∗) = ψn+2(R∗), являющиеся неподвижными точками второй итерации ψ2(R).

При дальнейшем увеличении параметра две неподвижные точки ψ2(R) аналогич-
но потеряют устойчивость и появятся n = 4 точек ψ4(R). Любая ранее устойчи-
вая R∗ становится репеллером и делит область притяжения образовавшегося цикла
на субинтервалы Υ1,Υ2. Для R0 ≈ R̂0, R0 ∈ Υ1, R̂0 ∈ Υ2 отличается порядок обхода
цикла lim

n→∞
ψ(R0)n = R∗1 при n = 2i и соответственно lim

n→∞
ψ(R̂0)n = R∗1 при n 6= 2i. При

изменении управляющего параметра в диапазоне значений e2 < a < â реализуется
каскад бифуркаций удвоения периода, происходящих при ψ2n′(R∗) = −1.

Существует значение â, когда период цикла становится бесконечным и образуется
странный аттрактор гомеоморфный канторовскому множеству [5]. Действие опера-
тора удвоения периода цикла описывается установленными М. Фeйгeнбаумом двумя
универсальными константами [6]. Из-за бесконечного количества малых субинтерва-
лов наблюдается чувствительная зависимость от точности начальных условий.

Практические цели предметной области диктуют необходимость биологической
интерпретации сценария хаотизации учитывая, что амплитуда таких флуктуаций
очень велика. Бифуркационный параметр a в записи (1) пропорционален репродук-
тивному потенциалу популяции, что приведет к предположению о связи высокой
плодовитости λ и скорости прохождения периода ϑ с неустойчивостью колебаний
численности. Отметим, что сценарий каскада удвоений связан с возникновением ря-
да других нелинейных эффектов при уже при a > â. Некоторым подобным явлениям
трудно подобрать популяционную интерпретацию. Известны модели пополнения, в
которых хаотизация происходит при увеличении иначе трактуемых параметров, и
по нашему мнению необходимо пересмотреть подходы к классификации дискретных
систем в биологической проблематике.
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Сценарий хаотизации свойство определенного класса дискретных систем, называ-
емых SU -отображения. Нам неизвестны работы, где была бы дана биологическая ин-
терпретация критериям теоремы Д.Сингера [7]. Так задачи промысловой ихтиологии
пересекаются с фундаментальными и еще не полностью разрешенными проблемами,
т. к. в модельных комплексах управления биоресурсами, включающих компонент (1),
должно присутствовать более одного бифуркационного параметра.

2. Уравнения новой вычислительной модели

Особенность зависимости между запасом и пополнением по решению (1) с резко
выраженным единственным экстремумом далеко не всегда согласуется с данными на-
блюдений ихтиологов. С точки зрения теории дискретных итераций характер такой
кривой означает возможность появления циклов всевозможных периодов вплоть до
появления периода p = 3 в соответствии с порядком теоремы А.Н. Шарковского [8].

Опубликованные результаты наблюдений [9] свидетельствуют о возможности по-
явления различных экстремумов Sm1, Sm2 на графике зависимости нерестового запа-
са и пополнения. Самый простой способ описания сложной формы кривой воспользо-
ваться второй итерацией формулы Рикера f(f(S)) ≡ f 2(S). Подобные попытки моде-
лирования известны. Однако, трудно представить, что выполнится f(Sm1) = f(Sm2),

более того данный способ некорректен из-за свойств функции R = f(S) :

df(S)

dS
= ae−bS(1− bS), lim

S→0

df(S)

dS
= a,

df 2(S)

dS
= a2 exp (−bS − abSe−bS)(1− abSe−bS − bS + ab2S2e−bS), lim

S→0

df 2(S)

dS
= a2.

подразумевающих, что при деградации запаса скорость воспроизводства стремиться
к предельному значению a, но в f 2 возрастает уже до a2.

Неоднократно отмечалось по данным о нересте осетровых рыб, что при суще-
ственном снижении плотности запаса эффективность воспроизводства резко умень-
шается. Иначе происходят бифуркации Rn+1 = f(f(Rn)), f(R) = aRe−bR. После по-
тери устойчивости возникает не цикл, а аттракторы A1, A2, с которыми происходят
удвоения периода. Задачу описания разнообразных сложных форм зависимости мы
предлагаем решать при помощи введения функционалов с подобранной ограничен-
ной областью значений E(Θ) = [l, 1), l > 0 в правую часть (1).

Анализ опубликованных данных о воспроизводстве находящейся на грани вы-
живании популяции волжского осетра позволил сделать вывод о сильном действии
эффекта Олли [10]. Словесно описанное зоологами нелинейное явление выражается
в том, что если плотность популяции в большом ареале обитания становится ниже
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оптимальной, то непропорционально резко падает эффективность воспроизводства.
Оценка смещения максимума распределения веса молоди в прудах при увеличенной
сверхнорматива плотности позволил нам предложить модель в виде системы урав-
нений первого порядка с функционалом Θ(S), описывающую убыль поколения на
интервале уязвимости t ∈ [0, T ].

dN

dt
= −(αw(t)N(t) + Θ(S)β)N(t)

dw

dt
=

g

Nk + ζ
,Θ(S) =

1

1− exp(−cS)
,

(2)

где: S – величина нерестового запаса; w(t) — отражает условный уровень размер-
ного развития поколения, влияющий на увеличение пищевых потребностей; g — па-
раметр, учитывающий ограниченность количества доступных кормовых объектов;
убывающая функция Θ(S) → 1 при S → ∞ и не влияет на вычисление N(T ) (возь-
мем T = 40 сут.) если численность запаса достаточно велика. Введение в систему
ОДУ быстро убывающей функции Θ(S) отражает снижение эффективности воспро-
изводства при деградации популяции, связанное с уменьшением вероятности встречи
особей в местах размножения. Влияние данного эффект можно оценить по имею-
щимся данным о состоянии осетровых [11]. Необходимый параметр ζ должен учесть
ограничение темпов развития, не зависящее от N(t); c — характеризующий степень
выраженности эффекта Олли коэфициент; α — мгновенный коэффициент компен-
сационной смертности; β — мгновенный коэффициент декомпенсационной смерт-
ности. По мнению некоторых биологов начальный размер икринки должен умень-
шаться при большей плодовитости, потому начальные условия (2) можно определять
N(0) = λS, w(0) = w̄/

√
λ, где λ — средняя плодовитость популяции. В дальнейшем

можно усложнить определение задачи Коши установлением связи плодовитости и
введенного в модель показателя размерного развития λ ∼ w(T ).

График моделируемой зависимости R = f(S) = N(T ) запаса и пополне-
ния (рис. 1), полученный при численном решении задачи Коши (2) в инструмен-
тальной среде AnyLogic является унимодальной кривой с двумя нетривиальными
пересечениями R∗1, R∗2 с биссектрисой N(T ) = S. Кривая отличается пологой ниспа-
дающей правой ветвью с ненулевой горизонтальной асимптотой и крутой восходящей
ветвью только при R∗1 < R < Rmax.

(2) разработана для применения в форме дискретно-непрерывной системы в вы-
числительной среде, поддерживающей помимо библиотеки многошаговых числен-
ных методов и средства имитационного моделирования. Так получена последова-
тельность непрерывных систем, связанных в момент переопределения начальных
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Рис. 1. f(S), S ∈ N+ по численному решению задачи Коши (2) для t = T .

условий: Ni+1(0) = Ni(T )λ,w(0) = const, и задающих дискретную траекторию. При
организации модельных экспериментов необходимо вводить соответствие условного
модельного времени отрезков t ∈ {[0, T ]i} календарному. Использование событийно-
управляемого подхода позволяет выделить некое особое и приводящее к переменам
состояние итерационной системы, что в сочетании с непрерывным описанием популя-
ционного процесса актуально для задачи рассмотрения последствий изменяющегося
по некоторым условиям внешнего воздействия.

3. Свойства новой итерационной системы

Особенности разработанной модели удобно использовать для новых методов
оценки последствий различных антропогенных воздействий на благополучие попу-
ляций, которые имеют несколько возможных вариантов. Для получения сравнитель-
ных характеристик различных стратегий эксплуатации биоресурсов мы предлагаем
исследовать в вычислительной среде парные наборы модельных сценариев вмеша-
тельства в саморегулируемые популяционные процессы. Качественный сценарий бу-
дет отражать алгоритм изменений управляющего воздействия, решение о котором
может быть принято в реальности контролирующим уровень воздействия экспертом.

Интересна последовательность решений и ответных реакций на них, приводящих
к деградации эксплуатируемых биоресурсов. Так можно выделять динамику состоя-
ния с тогда момента, когда давление промысловой эксплуатации начинает превышать
некоторый «неистощительный» уровень изъятия. Развитие моделируемой ситуации
при изменении режима промысла зависит от свойств фазового портрета итерацион-
ной системы с адекватным статистическим данным законом эволюции. Для анализа
данных мониторинга применяются специальные методы [12].

Поведение дискретно-непрерывной модели с законом эволюции на основе чис-
ленного решения (2) качественно отличаются от итераций функций Рикера или
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Шепарда разделением фазового пространства на две области притяжения. Гра-
ница областей ∂Ω1 представляет простой случай для мультистабильных систем,
являясь неустойчивой точкой равновесия ∂Ω1 ≡ R∗1, называемой репеллером.
Анализ устойчивости неподвижных точек итерационной системы, реализованной
в инструментальной среде моделирования, можно проводить с использованием
свойства второй итерации ψ2(x). Необходимым и достаточным условием устой-
чивости неподвижной точки x∗ одномерного отображения является неравенство
ψ2(x) > x при x < x∗ и ψ2(x) < x при x > x∗.

Устойчивым является тривиальное состояние равновесия. Таким образом, модель
подразумевает наличие критически низкой численности для существования биологи-
ческого вида. Интересным представляется поведение траектории в окрестности точ-
ки репеллера R∗1±ε, когда под действием внешнего воздействия, характеризующегося
некоторой неопределенностью, траектория медленно покидает эту окрестность.

4. Пример сценарного использования модели (2)

Рассмотрим сценарий, когда после длительного периода получения стабильных
уловов у рыболовецких организаций возникает предположение, что запасы популя-
ции Sst недоиспользуются промыслом. Подобное мнение победило при организации
промысла волжских осетровых в начале 80-х гг. Пусть разрешенная доля изъятия H
в момент t̄ увеличивается: H1 = H0 + ∆H,∆H ≈ 0.15. В дискретно-непрерывной
итерационной системе начальные условия сопрягаются так:

Ni+1 |t=0 = (1−H)λNi|t=Ti .

Несколько следующих сезонов уловы превышают среднемноголетние за предыду-
щий период. Эксперты, обосновавшие возможность увеличения уровня эксплуатации,
утверждаются в своей правоте.

В сцепленных имитационных сценариях будем сравнивать популяции с различ-
ной введенной дополнительной промысловой нагрузкой и последующим её измене-
нием в некоторый момент, визуализируя на графике две временных диаграммы ве-
личины уловов. К диаграммам под осью t выводится пересчет модельного времени
в нумерованные календарные сезоны Yi. Далее принятие решений и развитие про-
цесса может происходить разными путями, отраженными в предикативно заданных
условиях двух модельных экспериментов.

После кратковременного увеличения уловы снижаются до прежних значений и
продолжают медленно уменьшаться со скоростью, зависящей от ∆H. Эксперты пред-
полагают стабилизацию популяции, не вносят изменений в режим промысла и далее
происходит резкое падение уловов. После такого падения остановка лова не спасает
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от деградации (рис. 2) Ri � Sst. Длительный сценарий деградации растянулся на 33

модельных сезона. Предположим, для второй популяции H1 значительно превыша-
ет оптимальный уровень эксплуатации. Объемы вылова падают быстрее и эксперты
смогут осмыслить негативные последствия. Тогда наиболее очевидное их решение в
сезоне Y21 вернуться к уровню H0, когда состояние популяции в ε окрестности репел-
лера R∗1 (назовем его псевдостабильным). Некоторое время уловы постоянны и про-
мысловики не хотят уменьшать H. Незначительные изменения смертности неожи-
данно резко выведут из псевдостабильного равновесия и произойдет деградация (си-
няя кривая рис. 2). Поведение популяции низкой численности перестает удовлетвори-
тельно описываться детерминированной динамикой средних величин. Ученые имеют
очень мало сведений о реальном состоянии потерявших промысловое значение био-
ресурсов.

Рис. 2. Сценарии деградации при различном уровне перелова.

В случае, когда эксперты после получения данных о сокращении уловов за преды-
дущие три сезона своевременно переводят промысловый режим H2 = H0 − ∆H

при Rj > R∗1 обе имитированные популяции за 39 сезонов восстанавливают свои
промысловые запасы (рис. 3).

Рис. 3. Сценарии восстановления после перелова.
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Длительный сценарий деградации (подобный красной кривой рис. 2) реализо-
вался для популяций осетровых Каспийского моря. В 1979 г. уловы достигли рекорд-
ных 27 тыс.тонн в 1988-89 гг. произошло резкое падение уловов. Промысел не был
приостановлен вовремя, эксперты рассчитывали на успех технологии искусственно-
го воспроизводства [13]. Только в ноябре 2010 г. главы пяти государств Каспийско-
го бассейна одобрили введение пятилетнего моратория на промышленный лов всех
осетровых рыб. Три вида включены в список Конвенции по международной торгов-
ле видами дикой фауны и флоры, находящимися под угрозой уничтожения (CITES).
Однако, остановить незаконный промысел несмотря на декларируемые усилия не
удается, т. к. браконьерство часть системной социальной проблемы [14].

Известны примеры успешного преодоления риска деградации. За счет гибкой
системы регулирования удалось предотвратить истощение запасов горбуши тихооке-
анского побережья Канады, где установился баланс промысел–пополнение. Падение
уловов привело к уменьшению из-за низкой рентабельности промысла числа купив-
ших лицензию на лов рыболовецких судов.

Заключение

В работе предложена вычислительная модель воспроизводства водных биоре-
сурсов, учитывающая ряд нелинейных эффектов. В системе ОДУ описано резкое
снижение эффективности воспроизводства в ограниченном диапазоне низкой чис-
ленности нерестового стада. Получена итерационная система для анализа управля-
емой популяционной динамики с двумя нетривиальными состояниями равновесия и
имеющая точку критической численности. Развиваемый метод моделирования по-
следствий эксплуатации популяций основан на формировании и сравнении модель-
ных сценариев, для чего наиболее подходит предлагаемая дискретно-непрерывная
структура.

Сценарный подход предполагает формализацию логики принятия экспертных
решений по управлению промыслом. Особый интерес представляет выявление с по-
мощью сценарных экспериментов характерных признаков начинающейся деградации
биоресурсов из-за продолжающегося их перелова. Последствия перелова ощущают
очень долго многие водные экосистемы. Постоянно отдыхающие в Крыму с начала
90-х гг. могли время от времени наблюдать буквально заполненные медузами бух-
ты. К середине 80-х гг. турецкий промысел подорвал запасы хамсы, доминирующего
планктоноядного вида и кормовой базы крупных хищников, что привело к вспыш-
ке численности питающихся планктоном медуз. Размножившиеся медузы поедают
личинки рыб, и это препятствует восстановлению популяций черноморской хамсы и
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шпрота. Очевидно численность мелких рыб рода Clupeonella не вернется к прежне-
му уровню. Как свидетельствует Энциклопедический словарь Брокгауза и Ефрона
в XIX веке кильку вылавливали в огромном количестве и использовали в качестве
удобрения для полей. В нынешних условиях действуют несколько другие механизмы
регулирования численности массовых биологических видов, и требуется постоянное
совершенствование методов их компьютерного моделирования.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант 14-07-00066.
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РЕФЕРАТЫ ИНФОРМАТИКА & МАТЕМАТИКА

Донской В. И. Невычислимость VC-размерности семейств классифици-
рующих функций / В. И. Донской // Таврический вестник информатики
и математики. — 2014. — №1 (24). — C. 5–13.

В статье получен следующий теоретический результат: емкость Вапника-
Червоненкиса или, говоря иначе, V C-размерность произвольного общерекурсивного
семейства классификаторов невычислима

У статтi отриманий наступний теоретичний результат: мiсткiсть Вап-
ника-Червоненкиса або, кажучи iнакше, V C-размерность довiльного загальноре-
курсивного сiмейства класифiкаторiв невичислiма

Гой Т. П. Iнтеграли вiд функцiй, породжених зростаючими факторiаль-
ними степенями / Т. П. Гой // Таврiйський вiсник iнформатики та
математики. — 2014. — №1 (24). — C. 14–22.

В статье исследуются две новые неэлементарные функции действительно-
го переменного, которые являются интегралами от функций, определенных с
помощью возрастающих факториальных степеней. Построены графики этих
функций, установлены некоторые их свойства, в частности, установлена их
связь с обобщенными гипергеометрическими функциями. Выведены обыкновенные
дифференциальные уравнения, решениями которых являются новые функции.

У статтi дослiджуються двi новi неелементарнi функцiї дiйсної змiнної, якi
є iнтегралами вiд функцiй, побудованих при допомозi зростаючих факторiальних
степенiв. Побудованi графiки цих функцiй, встановленi деякi їхнi властивостi,
зокрема, показаний їхнiй зв’язок з узагальненими гiпергеометричними функцiями.
Виведенi звичайнi диференцiальнi рiвняння, розв’язками яких є введенi функцiї.

Lukyanova E. A. 2013. On conditions imposed on sections of a Kripke
structure that simulate the functioning of the compound components
allocated in detailed Petri net of parallel distributed system for verification
of accuracy of temporal logic formulae. Taurida Journal of Computer Science
Theory and Mathematics, 1, pp. 23–30.
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Изучаются модели Крипке детальной сети Петри и её компонентной сети
Петри параллельной распределённой системы. Устанавливаются необходимые и
достаточные условия для проверки истинности формул темпоральной CTL-логики
по редуцированной модели Крипке — модели Крипке компонентной сети Петри.

Вивчаються моделi Крiпке детальної мережi Петрi та її компонентної ме-
режi Петрi паралельної розподiленої системи. Встановлюються необхiднi та
достатнi умови для перевiрки iстинностi формул темпоральної CTL-логiки по
скороченiй моделi Крiпке — моделi Крiпке компонентної мережi Петрi.

Ольховська О. В. Оцiнка швидкостi збiжностi iтерацiйного методу
розв’язування комбiнаторних оптимiзацiйних задач iгрового типу /
О. В. Ольховська // Таврiйський вiсник iнформатики та математики. —
2014. — №1 (24). — C. 31–42.

Задачi комбiнаторної оптимiзацiї iгрового типу, у яких на стратегiї гравцiв
накладаються комбiнаторнi обмеження, є актуальним класом задач комбiна-
торної оптимiзацiї. Для розв’язування цього класу задач ранiше розроблено
iтерацiйнi методи, якi є розiгруванням гри та подiбнi до методу Брауна-Робiнсон
в матричних iграх. Цi методи реалiзованi у програмному комплексi. Числовi
експерименти проведенi за його допомогою показують, що iтерацiйний алгоритм
є збiжним. Це ж обґрунтовано i теоретичним дослiдженням збiжностi. Метою
даної публiкацiї є визначення апрiорної оцiнки швидкостi збiжностi iтерацiйного
методу розв’язування задач комбiнаторної оптимiзацiї iгрового типу з обмежен-
нями–переставленнями на стратегiї одного гравця, а також поширення цiєї оцiнки
на задачi даного класу з iншими комбiнаторними обмеженнями. За допомогою
розробленої програмної реалiзацiї було порiвняно отриману теоретичну оцiнку
швидкостi збiжностi методу з результатами, отриманими експериментально.
Вiдповiдно до отриманих результатiв, отримана теоретична оцiнка швидкостi
збiжностi пiдтвердилась експериментально. Так, зокрема, на задачах порядком
квадратної матрицi А, рiвнiй 10, було виявлено, що швидкiсть збiжностi не
перевищує її теоретичну оцiнку вже на 5-й iтерацiї. У роботi розглянуто дове-
дення збiжностi, оцiнки швидкостi збiжностi iтерацiйного методу розв’язування
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комбiнаторних оптимiзацiйних задач з обмеженнями-переставленнями, що на-
кладаються на стратегiї одного гравця. Оскiльки комбiнаторнi обмеження на
стратегiї гравцiв можуть бути представленi рiзними комбiнаторними множи-
нами проведено узагальнення оцiнки швидкостi збiжностi iтерацiйних методiв
розв’язування задач комбiнаторної оптимiзацiї iгрового типу з рiзними типами
комбiнаторних обмежень.

Задачи комбинаторной оптимизации игрового типа, в которых на страте-
гии игроков накладываются комбинаторные ограничения, являются актуальным
классом задач комбинаторной оптимизации. Для решения этого класса задач
разработаны итерационные методы, которые построены на принципе разыгрыва-
ния игры и подобны методу Брауна-Робинсон в матричных играх. Эти методы
реализованы в программном комплексе. Численные эксперименты, проведенные с
его помощью, показывают, что итерационный алгоритм является сходящимся.
Это же обосновано и теоретическим исследованием сходимости. Целью дан-
ной публикации является определение априорной оценки скорости сходимости
итерационного метода решения задач комбинаторной оптимизации игрового
типа с ограничениями-перестановками на стратегии одного игрока, а также
распространение этой оценки на задачи данного класса с другими комбинаторными
ограничениями. С помощью разработанной программной реализации было прове-
дено сравнение полученной теоретической оценки скорости сходимости метода
с результатами, полученными экспериментально. Согласно полученным резуль-
татам, полученная теоретическая оценка скорости сходимости подтвердилась
экспериментально. Так, в частности, на задачах с порядком квадратной мат-
рицы, равным 10, было обнаружено, что скорость сходимости не превышает ее
теоретическую оценку уже на 5-й итерации. В работе рассмотрены доказатель-
ства сходимости, оценки скорости сходимости итерационного метода решения
комбинаторных оптимизационных задач с ограничениями-перестановками, ко-
торые накладываются на стратегии одного игрока. Поскольку комбинаторные
ограничения на стратегии игроков могут быть представлены различными ком-
бинаторными множествами проведено обобщение оценки скорости сходимости
итерационных методов решения задач комбинаторной оптимизации игрового
типа с различными типами комбинаторных ограничений.
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Омельчук Л. Л. Системи специфiкацiй об’єктно-орiєнтованих програм
над номiнативними даними / Л. Л. Омельчук // Таврiйський вiсник
iнформатики та математики. — 2014. — №1 (24). — C. 43–49.

Базуючись на композицiйно-номiнативному методi уточнення поняття про-
грами, аксiоматичнiй системi специфiкацiй програм над номiнативними даними,
секвенцiйному численнi композицiйно-номiнативних логiк та мовi Object-Z побудо-
вано прототип аксiоматичної системи специфiкацiй програм над номiнативними
даними (OBJ-NDSL).

Основываясь на композиционно-номинативном методе уточнения понятия
программы, аксиоматической системе спецификаций программ над номинативных
данным, секвенциальные многочисленные композиционно номинативных логик и
языке Object-Z построено прототип аксиоматической системы спецификаций
программ над номинативных данными (OBJ-NDSL).

Павлов Е. А. Свертка симметричных пространств / Е. А. Павлов //
Таврический вестник информатики и математики. — 2014. — №1 (24). —
C. 50–55.

В данной статье рассматривается задача отыскания самого “узкого” простран-
ства Марцинкевича, содержащего свертку заданных пространств Марцинкевича.

У данiй статтi розглядається задача визначення самого “вузького” простору
Марцинкевича, що мiстить згортку заданих просторiв Марцинкевича.

Щербина О. А. Метаэвристические алгоритмы для задач комбинаторной
оптимизации (обзор) / О. А. Щербиина // Таврический вестник инфор-
матики и математики. — 2014. — №1 (24). — C. 56–72.

В настоящей работе сделан краткий обзор основных метаэвристических ал-
горитмов для задач комбинаторной оптимизации. Метаэвристики — это общие
эвристики, позволяющие находить близкие к оптимальным решения различных
задач оптимизации за приемлемое время. Метаэвристики пытаются объеди-
нить основные эвристические методы в рамках алгоритмических схем более
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высокого уровня, направленных на эффективное изучение пространства поиска.
Метаэвристики включают две категории: метаэвристики локального поиска и
эволюционные алгоритмы.

У данiй роботi зроблено короткий огляд основних метаевристичних алгоритмiв
для задач комбiнаторної оптимiзацiї. Метаевристики — це загальнi евристики, що
дозволяють знаходити близькi до оптимальних рiшення рiзних задач оптимiзацiї
за прийнятний час. Метаевристики намагаються об’єднати основнi евристичнi
методи у рамках алгоритмiчних схем бiльш високого рiвня, спрямованих на
ефективне вивчення простору пошуку. Метаевристики включають двi категорiї:
метаевристики локального пошуку та еволюцiйнi алгоритми.

Юлдашев Т. К. Обратная задача для гиперболического интегро-
дифференциального уравнения Фредгольма / Т. К. Юлдашев,
К. X. Шабадиков // Таврический вестник информатики и математи-
ки. — 2014. — №1 (24). — C. 73–81.

Изучается однозначная разрешимость нелинейной обратной задачи для ги-
перболического интегро-дифференциального уравнения Фредгольма. Используются
метод интегральных преобразований и метод последовательных приближений.

Вивчається однозначна разрешимость нелiнiйної зворотньої задачi для гiпер-
болiчного iнтегро-диференцiального рiвняння Фредгольма. Застосовуються метод
iнтегральних перетворень i метод послiдовних наближень.

Донской Д. В. Математическая модель оптимальной дозагрузки ре-
креационного предприятия / Д. В. Донской // Таврический вестник
информатики и математики. — 2014. — №1 (24). — C. 82–92.

В статье предложены математическая модель оптимальной дозагрузки ре-
креационного предприятия для сезонов с низкой интенсивностью спроса и
эвристический алгоритм типа GREEDY для решения определяемой этой моделью
задачи.
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У статтi запропонованi математична модель оптимальної дозагрузки рекреацiй-
ного пiдприємства для сезонiв з низькою iнтенсивнiстю попиту i евристичний
алгоритм типу GREEDY для вирiшення визначуваною цiєю моделлю завдання.

Переварюха А. Ю. Разработка вычислительных моделей воспроизводства
рыб для сценарного исследования / А. Ю. Переварюха // Таврический
вестник информатики и математики. — 2014. — №1 (24). — C. 93–103.

Предложена вычислительная модель динамики популяций, которая предназначена
для исследования в специализированной инструментальной среде, поддержива-
ющей событийное моделирование. В основе модели оригинальная формализация
изменения смертности поколения в зависимости от плотности и скорости
роста. Использование итераций численного решения системы дифференциаль-
ных уравнений на интервале времени обусловлено практическими потребностями
рыбоводства, например оценки эффективности искусственного пополнения промыс-
ловых запасов при выращивании молоди разного возраста или веса. Представление
модели наиболее соответствует задаче формирования сценариев и анализа раз-
личных вариантов развития ситуаций при эксплуатации биоресурсов, так как
позволяет динамически изменять заданный набор управляющих воздействий и
определять признаки угрожающего режима промыслового изъятия.

Запропонована обчислювальна модель динамiки популяцiй, яка призначена для
дослiдження в спецiалiзованiй iнструментальної середовищi, що пiдтримує
подiйне моделювання. В основi моделi оригiнальне формалiзацiя змiни смертностi
поколiння в залежностi вiд щiльностi i швидкостi росту. Користування iтерацiй
чисельного вирiшення системи диференцiальних рiвнянь на iнтервалi часу зумо-
влено практичними потребами рибництва, наприклад оцiнювання ефективностi
штучного поповнення промислових запасiв при вирощуваннi молодi рiзного вiку або
ваги. Представлення моделi бiльше вiдповiдає завданню формування сценарiїв та
аналiзу рiзних варiантiв розвитку ситуацiй при експлуатацiї бiоресурсiв, оскiльки
дозволяє динамiчно змiнювати заданий набiр керуючих впливiв i визначати ознаки
загрозливого режиму промислового вилучення.
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ДО ВIДОМА АВТОРIВ

Загальнi положення

Для опублiкування в журналi «Таврiйський вiсник iнформатики i математики» прий-
маються ранiше не опублiкованi науковi працi в галузi математики та теоретичної iнфор-
матики, згiдно зi списком провiдних тематичних роздiлiв.

Автору(-ам) потрiбно надавати наступне:

1. Вiдомостi про автора(-iв) (прiзвище, iм’я, по батьковi, ученi ступенi та звання, мiсце
роботи та посада, адреси проживання та органiзацiї, телефон, факс, адреса електрон-
ної пошти тощо).

2. Рецензiю сторонньої органiзацiї (бажано).
3. Статтю у форматi PDF.
4. Заявку на сайтi журналу www.tvim.info.

Вимоги до рукописiв

1. Основнi елементи статтi розмiщуються у такiй послiдовностi: iндекс УДК, iнiцiали
та прiзвище автора, назва статтi, анотацiя (до 10 рядкiв) українською, росiйською та
англiйською мовами (анотацiя повинна мiстити конкретну iнформацiю про отриманi
результати), текст, список лiтератури.

2. Стаття може бути написана українською, росiйською або англiйською мовою. Обсяг
статтi повинен не перевищувати 10 сторiнок разом з малюнками, таблицями, графiка-
ми (не бiльше трьох) та бiблiографiєю. Стаття повинна бути структурована (подiлена
на роздiли iз заголовками).

3. Вiдповiдно до постанови Президiї ВАК України вiд 15 сiчня 2003 року
№7-05/1 текст статтi повинен бути викладений лаконiчно, зрозумiло i вiдповiдати
такiй структурнiй схемi.

У вступi необхiдно чiтко видiлити (курсивом) такi пункти:
– Постановка проблеми у загальному виглядi та її зв’язок iз важливими науковими
чи практичними завданнями

– Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй, в яких започатковано розв’язання да-
ної проблеми i на якi спирається автор

– Невирiшенi ранiше частини загальної проблеми, котрим присвячується зазначена
стаття

– Формулювання цiлей статтi (постановка задачi)
У висновку з данного дослiдження необхiдно чiтко видiлити (курсивом) результа-

ти дослiдження та перспективи подальших розвiдок у цьому напрямку.
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4. У статтi необхiдно дотримуватись термiнологiї, прийнятої державним стандартом;
використовуючи новий термiн або абревiатуру, автор повинен розшифрувати та по-
яснити їх.

5. Використана лiтература наводиться загальним списком наприкiнцi статтi за поряд-
ком посилання на неї в текстi (в квадратних дужках) мовою орiгiналу, вiдповiдно до
форми Ф23 бюлетеню ВАК України, 2008, №3.

6. Стаття має бути пiдготовлена за допомогою видавничої системи LATEX з ви-
користанням стильового пакету twim.sty, який можно отримати за адресою
www.tvim.info. Файли статтi у форматi TeX i PDF (плюс графiчнi файли, якщо
потрiбнi) необхiдно прикрiпити до заявки на публiкацiю статтi на сайтi журналу.

Робота редакцiї з авторами

1. Матерiали необхiдно надавати за допомогою сайта www.tvim.info.
2. Редакцiя залишає за собою право внесення змiн редакцiйного характеру без згоди з

автором (-ами).
3. За необхiдностi автору (-ам) надсилається коректура статтi.
4. Остаточне рiшення про публiкацiю приймає редакцiйна колегiя.
5. Рукопис, який надiйшов до редакцiї з порушенням зазначених правил оформлення,

не реєструється i не розглядається, а повертається автору (-ам) для доопрацювання.
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ДО УВАГИ АВТОРIВ!

Про пiдвищення вимог до фахових видань, внесених до перелiкiв ВАК
України

ПОСТАНОВА

ПРЕЗИДIЇ ВИЩОЇ АТЕСТАЦIЙНОЇ КОМIСIЇ УКРАЇНИ
вiд 15.01.2003 р. №7-05/1

Необхiдною передумовою для внесення видань до перелiку наукових фахових видань
України є їх вiдповiднiсть вимогам пункту 7 постанови Президiї ВАК України вiд
10.02.1999 р. №1-02/3 ”Про публiкацiї результатiв дисертацiй на здобуття наукових
ступенiв доктора i кандидата наук та їх апробацiю“.

... Редакцiйним колегiям органiзувати належне рецензування та ретельний вiдбiр ста-
тей до друку. Зобов’язати їх приймати до друку у видання 2003 року та й у подальшi
роки лише науковi статтi, якi мають такi необхiднi елементи: постановку проблеми
у загальному виглядi та її зв’язок iз важливими науковими чи практичними зав-
даннями; аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй, в яких започатковано розв’язання
данної проблеми i на якi спирається автор; видiлення невирiшених ранiше частин
загальної проблеми, котрим присвячується зазначена стаття; формулювання цiлей
статтi (постановка задачi); виклад основного матерiалу дослiдження с повним об-
грунтуванням наукових результатiв; висновки з даного дослiдження i перспективи
подальших розвiдок у цьому напрямку.

Голова ВАК України В. В. Скопенко

Вчений секретар Л. М. Артюшин
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