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ИСПОЛНИЛОСЬ 10 ЛЕТ СО ДНЯ ОСНОВАНИЯ

ЖУРНАЛА ТВИМ

Журнал Таврический вестник информатики и математики (ТВИМ) был создан
в 2002 году. Учредители ТВИМ � Крымский научный центр НАНУ и Таврический
национальный университет им. В.И.Вернадского. Целью создания журнала была
поддержка дальнейшего развития научно-педагогических коллективов Крымского
региона, работающих в области математики и информатики. Особенное значение
имела задача � получить научное издание, в котором работы, посвященные ком-
пьютерной математике, математическим моделям вычислений и математической ин-
форматике и кибернетике в целом, нашли бы почетное место, не менее значительное,
чем работы по прикладной математике-механике, доминировавшие в отечественной
научной математической литературе XX века.

Огромное и решающее значение для открытия ТВИМа имела поддержка ака-
демиков НАНУ И.В.Сергиенко и Ю.И.Журавлева (действительного члена и НАН
Украины, и РАН). ТВИМ поддержали и другие известные ученые: чл.-корр. РАН
К.В.Рудаков, чл.-корр. НАНУ Ю.С.Самойленко, чл.-корр. НАНУ А.А.Чикрий,
профессор А. Г.Наконечный. Несмотря на то, что первые выпуски ТВИМ еще
не были ВАКовскими, в ТВИМ направили свои статьи профессора Е.П.Белан,
Н.Д.Копачевский, М.А.Муратов, А. Г.Наконечный и другие.

Большую работу по редактированию, компьютерной верстке и выпуску жур-
нала ТВИМ выполняли и выполняют доценты А.С.Анафиев, В.Ф. Блыщик,
М.Г.Козлова, В.А.Лукьяненко, сотрудник КНЦ НАНУ Г.К.Мамедов, сотрудник
кафедры информатики ТНУ Л.В. Царёва.

Неоценима спонсорская поддержка журнала математиком-программистом, руко-
водителем проекта Artisteer, О.В.Дудко, кандидатом физико-математических наук,
директором фирмы Гарант, А.М.Петровым.

Выражаю огромную признательность всем упомянутым коллегам, сердечно же-
лаю вам новых творческих достижений, а нашему юному ТВИМУ � счастливого
плавания в океане математических наук с двойным попутным ветром � нетерпели-
вым дыханием информатики и надежным плодотворным вездесущим веянием мате-
матики.

Главный редактор ТВИМ, профессор В. Донской



ИСПОЛНИЛОСЬ 100 ЛЕТ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ

ВЫДАЮЩЕГОСЯ МАТЕМАТИКА,

ОДНОГО ИЗ ОСНОВОПОЛОЖНИКОВ ИНФОРМАТИКИ

АЛАНА ТЬЮРИНГА

Alan Mathison Turing (23 июня 1912 – 7 июня 1954) � английский математик,
логик, криптограф, оказавший большое влияние на развитие информатики. Пред-
ложенная им в 1936 г. абстрактная вычислительная �Машина Тьюринга� позволила
формализовать понятие алгоритма и в настоящее время широко используется во
множестве теоретических и практических исследований.

Тьюринг был не просто одарённым человеком. Он угадывал самое главное в
будущем развитии компьютерной математики.

Как и все дети-вундеркинды, Алан был своеобразным ребенком. Дирекция шко-
лы, где учился Тьюринг, долго терпела его необычное поведение, но однажды
все-таки направила матери Алана записку следующего содержания: �Ваш сын, ви-
димо, хочет быть только научным специалистом. Может быть, математиком � такие
ученики, как он, рождаются раз в 200 лет. Но что он вообще забыл в Public School?�

Осознав свое предназначение, Тьюринг поступил в Королевский Кембриджский
колледж, где занимался изучением квантовой физики и математики.

Под воздействием идей Гёделя Тьюринг начал разрабатывать алгоритмический
метод для изучения разрешимости исчислений (1936). Это привело его к созданию
универсальной вычислительной модели � машины Тьюринга. Уместно заметить, что
машина Тьюринга содержала все необходимые элементы для построения универ-
сального программного вычислителя. Оставалось лишь сделать практическое уси-
лие. И появилась машина Z1 � вычислительное устройство, созданное в 1938 году
(но уже позже, через два года) немецким инженером Конрадом Цузе. Это устрой-
ство было первой программируемой вычислительной машиной с вводом данных с
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помощью клавиатуры, которая работала в десятичной системе счисления в формате
чисел с плавающей запятой.

Ощущая необходимость дальнейшего углубления своих знаний в области мате-
матики, Тьюринг продолжил учебу в США, в Принстонском университете, где под
руководством знаменитого американского математика Алонзо Черча в 1938 году по-
лучил докторскую степень. Его диссертация играла большую роль в развитии теории
алгоритмов и алгоритмической разрешимости.

Во время II мировой войны Тьюринг вёл секретную работу в Британском крип-
тоаналитическом бюро. Используя научный алгоритмический подход, основанный
на статистическом анализе данных, он взломал криптографическую икону фашист-
ской Германии � трехдисковый шифратор �Энигма�. Для этих целей Тьюринг скон-
струировал собственную узкоспециализированную вычислительную машину �Бом-
ба� (1943).

После окончания Второй мировой войны Тьюринг предложил амбициозный про-
ект автоматической вычислительной машины (Automatic Computation Engine, 1946),
который, к сожалению, не был реализован. Затем (1948) он участвовал в создании
компьютера с самой большой по тому времени памятью � Манчестерской автома-
тической цифровой машины �Мадам� (Manchester Automatic Digital Machine). Тью-
ринг написал для нее несколько программ, пользуясь буквенно-цифровым кодом.

В 1950 году Алан Тьюринг опубликовал свою знаменитую статью под назва-
нием �Может ли машина мыслить?� (Can the machine think?), в которой сформу-
лировал знаменитый тест существования искусственного интеллекта и предсказал
время (2000 год) создания интеллектуальных программ.

Как и многие гениальные люди, Тьюринг не был похож на большинство своих
современников; он был своеобразным, эксцентричным человеком. Многие коллеги
завидовали его таланту. Многим не нравилось что Алан � не такой как все, и Тью-
ринга изводили.

8 июня 1954 года Алан Мэтисон Тьюринг был найден мертвым в своем доме �
отравился цианидом. Надкушенное яблоко, начиненное этой отравой, лежало рядом
на ночном столике. До сих пор точно неизвестно, было ли это самоубийством или
Тьюринга погубили завистники. Это надкушенное яблоко стало эмблемой одного из
талантливейших конструкторов компьютеров XX века.

�Таврический вестник информатики и математики�, №1 (20)’ 2012
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ПОДХОД К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ ОПТИМИЗАЦИИ С

ПРЕЦЕДЕНТНОЙ НАЧАЛЬНОЙ ИНФОРМАЦИЕЙ

c� А. С. Анафиев

Таврический национальный университет им. В.И. Вернадского
факультет математики и информатики

пр-т Вернадского, 4, г. Симферополь, 95007, Украина
e-mail: anafiyev@gmail.com

Abstract. The formulation of the optimization problem with precedent initial information is
proposed. The main problems and tasks of the constructing reliable schemes for solving such optimization
problems are highlighted. The approach for solving such problems based on the loss function is described.
The example based on the metric classifiers is considered. The new class of the collective learning by
precedent is introduced.

Введение

Рассмотрим задачу оптимизации в общем виде

extr f(x) / x 2 ⌦ ✓ X, (1)

где f : X ! Y � целевая функция, оптимальный (близкий к оптимальному) аргу-
мент x⇤ которой требуется отыскать в ходе решения задачи, X � множество объ-
ектов, Y � множество значений (ответов) и ⌦ � множество (область) допустимых
решений (ОДР), из которого выбирается оптимальное решение x⇤.

Если при этом целевая функция и/или область допустимых решений (система
ограничений) полностью не заданы, то мы имеем дело с задачей оптимизации с
неполными данными (слабоопределенную задачу оптимизации). Неполная информа-
ция об элементах оптимизационной задачи может быть задана различными способа-
ми. Далее будут рассматриваться задачи, в которых информация о целевой функции
и/или ограничениях представлена в виде прецедентов. Более подробно такие задачи
рассмотрены в [1].

Сформулируем слабоопределенную задачу оптимизации с прецедентной началь-
ной информацией в общем виде.

Пусть X � множество объектов, Y � множество значений целевой функции, W �
множество допустимости. Рассмотрим задачу (1), информация о которой задана в
виде набора прецедентов X`

=

�

(xi, yi, wi)
`
i=1

 

, где xi 2 X, yi 2 Y (если при этом зна-
чение целевой функции неизвестно, то ставится прочерк ���); wi 2 W � определяет
степень принадлежности объекта xi области допустимых объектов. Например, если
W = {0, 1}, то wi определяет принадлежность объекта xi множеству допустимых
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объектов: 1 � принадлежит и 0 � не принадлежит; если W = [0, 1], то wi можно
охарактеризовать как вероятность принадлежности объекта xi множеству ⌦.

Необходимо построить алгоритм, который, в некотором смысле, наилучшим об-
разом1 определяет множество оптимальных объектов (оптимальный объект) и опти-
мальное значение целевой функции задачи (1) или сводит задачу к известной задаче
оптимизации с полностью определенными данными, допускающую эффективное ре-
шение.

Одним из подходов к решению задачи оптимизации с прецедентной начальной
информацией, конечно же, является разделение исходной задачи на две подзадачи
обучения по прецедентам: восстановление целевой функции (обычно, задача регрес-
сии) и восстановление области допустимых решений (задача классификации), реше-
ние которых приводит к полностью определенной оптимизационной задаче, решив
которую, можно получить окончательное решение.

Однако, при таком подходе теряется важная информация: например, при восста-
новлении области допустимых решений определяющую роль может играть инфор-
мация о значениях целевой функции на объектах обучения, а при восстановлении
целевой функции важным может оказаться знание того на сколько далеко от грани-
цы класса расположен объект, значение в котором определяется. Кроме этого, после
восстановления целевой функции и области допустимых решений может получит-
ся задача оптимизации, которая не допускает эффективного решения, что является
недопустимым при решении реальных практических задач.

Таким образом, актуальной становится проблема построения схем решения оп-
тимизационных задач с прецедентной начальной информацией, в которых процес-
сы восстановления целевой функции и области допустимых решений выполняются
совместно друг с другом, �обмениваясь� между собой необходимой информаци-
ей. При построении таких схем важно учитывать, что решается именно задача
оптимизации, а не две различные задачи обучения.

Более того, мы получаем новый класс задач � класс задач совместного обучения
по прецедентам. В нашем случае имеются две совместно решаемые задачи обучения
по прецедентам: восстановление целевой функции и восстановления области допу-
стимых решений, решение которых приводит к решению оптимизационной задачи.
Следствием этого является необходимость изучения и разработки нового класса ал-
горитмов обучения, которые позволяют решать совместно целое множество задач
обучения для достижения некоторого общего оптимального решения.

1Понятие �наилучшим образом� можно формализовать введением некоторого функционала
качества.
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Пример 1. Имеется следующая задача оптимизации (в данном случае, максимиза-
ции) по прецедентам: X = R2, Y = R, W = {0, 1}. Обучающая выборка X` задана в
виде обучающей таблицы:

x
1

x
2

y w

2 2 2 1
5 1 3 1
4 4 4 1
6 5 - 0
8 4 - 0
10 5 - 0

Кружочками обозначены допустимые объекты, крестиками � недопустимые. Кроме
этого объекты помечены значениями функции, если они известны.

Необходимо восстановить область допустимых решений и найти максимальное
значение неизвестной целевой функции.

Как видно из рисунка, чем ближе мы приближаемся к воображаемой грани-
це ОДР, тем выше значение функции на объекте. Очевидно, что данная информация,
как уже отмечалось выше, не может не учитываться при решении данной задачи.
И наоборот, при восстановлении целевой функции важным является расположение
объектов из разных классов (�ОДР� и �не ОДР�) множества объектов X.

1. Функция потерь. Функционал качества

Аналогично задачам обучения по прецедентам можно определить функцию по-
терь и функционал качества и для задач оптимизации с прецедентной начальной
информацией.

Функция потерь � это неотрицательная функция L (a, x), характеризующая ве-
личину ошибки алгоритма a на объекте x [2].

Функционал качества алгоритма a на выборке X` можно определить как сум-
марную потерю на всех объектах обучения:

Q(a,X`
) =

1

`

X̀

i=1

L (a, xi). (2)

Обозначим через af (x) 2 Y ответ алгоритма a о значении целевой функции на
объекте x, а через a

⌦

(x) 2 W � ответ алгоритма a о принадлежности объекта обла-
сти допустимых решений. Тогда в качестве функции потерь, например, можно рас-
смотреть функцию L (a, x) = ↵[a

⌦

(xi) 6= yi] + �
�

af (xi)� yi
�

2, где ↵, � � некоторые
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параметры алгоритма. Данная функция потерь совместно учитывает и правильность
определения принадлежности к ОДР и качество восстановления целевой функции.

Одним из способов решения задач оптимизации с прецедентной начальной ин-
формацией является модификация функции потерь в сторону взаимного учета по-
терь при восстановлении целевой функции и области допустимых решений и после-
дующим использованием алгоритмов обучения для решения задачи оптимизации по
прецедентам.

Один из подобных методов рассмотрен в работе [3], в которой исходная задача оп-
тимизации сводится, с помощью применения модифицированной функции потерь L",
к задаче регрессии, для решения которой предлагается использовать метод Support
Vector Regression � SVR [4].

Используя огромный набор методов классификации и регрессии, можно полу-
чать большое количество подходов к решению задач оптимизации с неполными дан-
ными. Конечно же, такой подход порождает множество вопросов: �какой набор ме-
тодов машинного обучения и как необходимо использовать при решении той или
иной конкретной практической задачи?�; �как вычислять адекватность получен-
ных моделей и, следовательно, надежность полученных решений?�; �как правильно
синтезировать различные алгоритмы обучения для построения схем решения задач
оптимизации с прецедентной начальной информацией?� и т.д.

2. Применение метрических алгоритмов классификации для
решения задачи оптимизации с прецедентной начальной

информацией

Как известно, метрические алгоритмы классификации основаны на гипотезе ком-
пактности, предполагающей, что схожие (по некоторой метрике) объекты располо-
жены внутри одного класса, а объекты далекие по метрике в разных.

Обобщенный метрический классификатор можно записать в виде [2]:

a(u;X`
) = argmax

y2Y
�y(u,X

`
); �y(u,X

`
) =

X̀

i=1

[y(i)u = y]w(i, u) (3)

где u � классифицируемый объект, y(i)u � метка класса i-го соседа объекта u,
�y(u,X`

) � суммарный вес ближайших к u обучающих объектов из X`, w(i, u) �
весовая функция, оценивающая степень важности i-го соседа для классификации
объекта u.

�Таврический вестник информатики и математики�, №1 (20)’ 2012
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Рис. 1. Метод потенциальных функций для решения задач оптимизации

а) hi = 5, i = 1..6. б) Переменная ширина окна равная
величине потенциала, hi = yi.

Рассматривая различные весовые функции, можно получать различные метри-
ческие алгоритмы классификации, а следовательно и различные методы решения
задач оптимизации с прецедентной начальной информацией.

• Для метода ближайших соседей весовая функция имеет вид w(i, u) = [i 6 k].
Модернизируем ее для задачи оптимизации. Для этого будем учиты-
вать не только номер соседа, но и значение целевой функции в нем:
w(i, u) = [i 6 k]K

�

y(i)u

�

, где K(z) � некоторая функция, характеризующая
степень важности i-го соседа в зависимости от значения целевой функции.

• Для метода парзеновского окна и метода потенциальных функций достаточ-
но переопределить функцию расстояния между обучающими объектами, так,
чтобы она учитывала не только координаты объектов, но и значения целевой
функции в них. Например, для метода потенциальных функций

a(u,X`
) = argmax

y2Y

X̀

i=1

�i K

✓

⇢(xi, u)

hi

◆

, �i > 0, hi > 0,

в качестве значений потенциалов �i можно рассматривать значения (или
некоторую функцию от них) целевой функции на объекте, а если взять
W = {�1,+1}, то принадлежность области допустимых решений можно рас-
сматривать как знак заряда (см. рисунок 1).

Заключение

Сформулирована задача оптимизации с прецедентной начальной информацией
в общем виде. Выделено направление применения широкого класса методов машин-
ного обучения для решения задач оптимизации по прецедентам. Очерчены основ-
ные проблемы и задачи получения схем построения адекватных, согласнованных с
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начальной информацией, моделей задач оптимизации с прецедентной начальной ин-
формацией.

Выделен новый класс задач обучения � класс совместного обучения по преце-
дентам.
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СИНТЕЗ СОГЛАСОВАННЫХ ЛИНЕЙНЫХ ОПТИМИЗАЦИОННЫХ
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Abstract. In the paper, approach is expounded to the analysis of the linear optimization models
built on precedent initial learning information. In supposition, that all numerical parameters are rational
and limited by the bit net of computer, estimations of Kolmogorov’s complexity and nonrandomness of
extraction of model as empirical regularity are got from the sample.

Введение

Линейные оптимизационные модели во многих случаях хорошо описывают про-
цессы экономического планирования производства, распределения ресурсов, разме-
щения объектов. Активно развивающееся в математике направление, связанное с ал-
горитмической сводимостью, позволяет увидеть, как часто возникающие на практике
задачи сводятся к задачам линейной оптимизации. В то же время на этапе внедрения
линейных моделей в производственное управление выявились две основные пробле-
мы, связанные, главным образом, с ростом размерности. Первая � сложность сбора
данных для фиксации модели, вторая � неадекватность модели реальному процессу
или объекту вследствие неполноты и/или неадекватности данных.

Основная идея, на которой основан развиваемый в статье подход, состоит в том,
что линейная модель должна быть согласована с реальной, фактической информа-
цией об объекте моделирования. Такой фактической информацией являются преце-
денты � наблюдения, зафиксированные в процессе функционирования объекта.

Многие задачи линейного программирования c вещественными неотрицательны-
ми переменными имеют вид

(

max f(X)

AXT 6 B ,
(1)

где X = (x
1

, ..., xn), A = kai,jkm⇥n, B = (b
1

, ..., bm)T , xi > 0, ai,j 2 R, bi 2 R,
f : Rn ! R. Будем называть ⌦ = {X : AXT 6 B} множеством допустимых решений
задачи (1).
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Задача, которая решается в данной статье, состоит в следующем. Предполага-
ется, что для решения оптимизационной задачи вида (1) в некоторой проблемной
области представлена только начальная информация в виде конечного набора точек
из Rn вместе со значением неизвестной целевой функции в каждой точке (если это
значение измеряно), а также логическим значением 1, если точка удовлетворяет всем
требуемым ограничениям, которые определяются проблемной областью, или 0 � ес-
ли эта точка ограничениям не удовлетворяет. Требуется: а) обосновать возможность
применения модели линейного программирования (1) и б) � если применение линей-
ной модели возможно, � синтезировать модель по предоставленной прецедентной
начальной информации, т.е. построить матрицу ˆA и вектор ˆB, определив при этом
число линейных ограничений-неравенств m̂, а также найти целевую функцию ˆf . За-
тем синтезированная модель

(

max

ˆf(X)

ˆAXT 6 ˆB
(2)

должна быть некоторым образом обоснована, т.е. требуется с) дать оценку адекват-
ности синтезированной модели (2).

Формально начальная информация имеет вид набора троек
D = {(Xk, yk,!k), k = 1, ..., l}. Будем называть эту информацию обучающей вы-
боркой или данными D, а число l заданных точек � длиной выборки. Xk 2 Rn, yk 2 R
(yk может быть не определено для части элементов выборки; для пропущенных
значений будет использованться обозначение �); !k = 1, если выборочная точка
удовлетворяет ограничениям, и !k = 0 � если она ограничениям не удовлетворяет.
Обозначим D� = {Xk : !k = 1}; |D�| = l� � число допустимых решений, представ-
ленных в начальной информации; D = {Xk : !k = 0}; |D | = l � число точек, не
являющихся допустимыми решениями.

Множество допустимых решений модели (2) будет обозначать-
ся ˆ

⌦D = {X :

ˆAXT 6 ˆB}.
Синтезированная модель (2) является аппроксимацией модели (1), которая по-

лагается существующей и представленной неполной начальной информацией D.
Впервые постановка подобных задач была сделана В.Д. Мазуровым в рабо-

тах [10] и [11]. Для их решения использовались итерационные методы, основанные
на фейеровских отображениях [12].

Синтетический подход к решению линейных оптимизационных задач по ча-
стичной (прецедентной) информации был предложен и разрабатывался в рабо-
тах [8, 6, 18, 15, 2] и был, в основном, основан на эвристиках. Исследования последних
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лет в области теории колмогоровской сложности и её применения в машинном обу-
чении [1, 7, 19] определили интерес к дальнейшему исследованию проблем синтеза
оптимизационных моделей по прецедентной информации.

1. Синтез линейной модели как машинное обучение

Применяя методы машинного обучения по прецедентной информации D, воз-
можно использовать линейные итерационные модели, основанные на процедуре
Розенблатта-Новикова, которые позволяют построить набор из m̂ линейных гипер-
плоскостей, определяющих область допустимых решений ˆ

⌦D в виде ˆLq(X) 6 ˆbq,
q = 1, ..., m̂, где ˆLq � линейные функции, а ˆbq, q = 1, ..., m̂, � пороговые вещественные
значения. Коэффициенты этих функций и числа ˆbq, q = 1, ..., m̂, будут определять
параметры ˆA и ˆB синтезированной модели (2). А число m̂ полученных неравенств
(вместе с заданным n) определит размерность матрицы ˆA и вектора ˆB. Синтез целе-
вой функции может быть осуществлён, например, по методу наименьших квадратов.

Такой подход был предложен в [8]. Интуитивно заложенный в алгоритм синтеза
ограничений, описанного в этой работе, принцип �бритвы Оккама� (Occam’s Razor),
как будет показано ниже, может быть достаточно строго обоснован на базе понятия
колмогоровской алгоритмической сложности.

Нужно подчеркнуть, что излагаемые в настоящей статье методы и алгоритмы
рассчитаны на компьютерную реализацию. Это еще не раз будет подчёркиваться по
ходу изложения материала.

2. Согласованная модель-гипотеза

Модель (1) с фиксированными значениями (параметрами) n, m, f , A, B является
индивидуальным представителем класса L моделей линейного программирования.
Синтезированная модель (2), как правило, не совпадает с истинной неизвестной мо-
делью (1) и является её аппроксимацией.

Определение 1. Синтезированная модель (2) называется согласованной (согласо-
ванной гипотезой), если при подстановке точек из обучающей выборки D в целевую
функцию и линейные неравенства модели (2) выполняются условия: ˆf(Xk) ⌘ yk и
[

ˆAXk 6 ˆB] $ !k для всех k = 1, .., l, соответствующих полностью заданным (опреде-
ленным) тройкам значений из D.

Согласованная линейная модель будет далее обозначаться MD.
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Нужно заметить, что в широком семействе моделей L существует более узкий
подкласс согласованных моделей LD. Выбор согласованной модели из LD � слож-
ная, некорректная по Адамару задача, требующая серьёзного обоснования.

Учитывая, что все излагаемые в статье методы и алгоритмы рассчитаны на ком-
пьютерную реализацию, можно и нужно сузить рассматриваемые семейства со-
гласованных моделей до конечных, ограничив представления чисел рациональными
значениями, лежащими в отрезке, который определяется разрядной сеткой при-
меняемого компьютера .

3. Колмогоровская сложность модели линейной оптимизации

Комогоровская сложность может определяться как в терминах класса машин
Тьюринга (MT ), так и в терминах класса частично рекурсивных функций Ppr, по-
скольку эти два класса эквивалентны. Поэтому, если не возникает недоразумений, в
дальнейшем один и тот же объект U может быть назван MT U или функцией U 2 Ppr.
Тьюринговская интерпретация предпочтительнее, когда рассуждения проводятся в
терминах строк и алфавитных отображений. Частично рекурсивная � когда необхо-
димо использовать свойства алгоритмов как функций при доказательстве теорем.

Если A = {↵
1

, ...,↵µ} � конечный алфавит, то A ⇤ � множество любых строк
любой конечной длины над алфавитом A . Будем обозначать p 2 {0, 1}⇤ � двоичные
строки. Обозначаемые другими буквами строки могут состоять из символов иных,
отличных от {0, 1}⇤ алфавитов. Длина произвольной строки s (число символов в ней)
обозначается |s|. Символом ⇤ будет обозначаться пустая строка; |⇤| = 0.

(Префиксная) колмогоровская сложность произвольной строки s при заданной
МТU определяется как KU(s) = min{ |p| : U(p) = s}, где p � бинарная строка,
которую назвают наименьшей длиной программы, вычисляющей s (или описания,
кодирующего s). Поскольку универсальная МТ может моделировать любую другую
МТ, выбор U в формуле KU(s) может изменить колмогоровскую сложность не более
чем на константу, зависящую только от U [9]. Поэтому U в обозначении KU(s) часто
опускается, и используется обозначение K(s) .

Нужно отметить, что существует МТ Us такая, которая, получая вход в виде пу-
стой строки, генерирует заданную строку s. Чтобы это понять, достаточно указать
последовательность команд, определяющую Us, в которой соответствующая последо-
вательность символов вывода в правых частях идущих строго друг за другом команд,
завершающихся командой остановки, в точности совпадает с s. Можно сказать, что в
этом случае s �вмонтирована� в тело программы машины Us. Но тогда получается,
что в определении KU(s) = min{|p| : U(p) = s} машина U не может быть любой,
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поскольку для пустой входной строки ⇤ машина Us выдаст s, и тогда KUs(s) = 0 для
любой строки s. Будем называть МТ Us генератором строки s, если эта машина для
любой входной строки выдаёт строку s, и обозначать Us � множество генераторов
для всевозможных строк s.

Определение 2. Точной колмогоровской сложностью произвольной строки s на-
зывается

KC(s) = min

U /2Us

(min{|p| : U(p) = s}),

если равенство U(p) = s выполняется для хотя бы одной МТ, не являющейся гене-
ратором, иначе полагается что KC(s) = 1.

Введение определения точной колмогоровской сложности объясняется необходи-
мостью избавиться от константы, связанной с переходом от одной оптимальной ма-
шины U к другой. Эта константа фигурирует в классическом определении и усложня-
ет получение оценок неслучайности выбора моделей в задачах машинного обучения,
основанных на принципе минимальной длины описания (MDL).

Определение 3. Колмогоровской сложностью согласованной модели при заданной
МТ U называется

KCU(MD) = min {|p| : U(p) = s
ˆC ⇤ s

ˆA ⇤ s
ˆB} ,

где s
ˆC ⇤ s

ˆA ⇤ s
ˆB � строка, являющаяся конкатенацией трёх строк, определяющих

такие элементы модели MD, что

(

ˆf
ˆC(Xk) ⌘ yk) ^ ([

ˆAXk 6 ˆB] $ !k), (Xk, yk,!k) 2 D, k = 1, ..., l,

а ˆf
ˆC � целевая функция, определяемая набором коэффициентов ˆC.

Определение 4. Колмогоровской сложностью согласованной системы линейных
ограничений при заданной МТ U называется

KCU(
ˆ

⌦D) = min {|p| : U(p) = s
ˆA ⇤ s

ˆB} ,

где s
ˆA ⇤ s

ˆB � строка, являющаяся конкатенацией двух строк, определяющих такие
элементы модели ˆ

⌦D, что

([

ˆAXk 6 ˆB] $ !k), (Xk,�,!k) 2 D, k = 1, ..., l.

Определение 5. Точной колмогоровской сложностью семейства MD согласован-
ных моделей называется

KC(MD) = min

U /2Us

max

MD2MD

KCU(MD).
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Важно заметить, что в определении точной колмогоровской сложности семей-
ства моделей берётся �оптимальная� по сжатию самой сложной модели в классе MD

машина Тьюринга. Если существует более одной такой МТ (тогда для всех из них
значение KC(MD) одинаково), то берется одна любая �оптимальная� по сжатию МТ.

Определение 6. Точной колмогоровской сложностью семейства ˜

⌦D согласован-
ных систем линейных ограничений называется

KC(

˜

⌦D) = min

U /2Us

max

⌦D2˜⌦D

KCU(⌦D).

Точная колмогоровская сложность не является вычислимой функцией. Для ис-
пользования этого понятия будут применяться оценки сложности сверху. С техникой
получения подобных оценок можно ознакомиться в [5].

4. Обоснование согласованных моделей на основе
колмогоровской сложности

Описанием числовых векторов и матриц являются последовательности подходя-
щим образом закодированных чисел. Если значительная часть коэффициентов мат-
рицы (векторов) согласованной модели � нулевые, то описание (сложность) модели
может оказаться существенно короче.

Лемма 1. Согласованные модели из семейства ND, имеющего точную колмогоров-
скую сложность d, могут быть извлечены путём применения �оптимальной� по
сжатию машиной UD не более чем 2

d способами.

Доказательство. Пусть для решения поставленной задачи синтеза применяется про-
извольное согласованное семейство ND ✓ MD такое, что KC(ND) = d, и зафиксиро-
вана некоторая �оптимальная� по сжатию МТ UD. Применение этой машины к дво-
ичной строке p : |p| = d обеспечивает получение линейной модели MD(p), представ-
ленной в форме конечной строки-описания Sp = UD(p), где Sp = s

ˆC⇤s ˆA⇤s ˆB. Поскольку
UD является функцией (UD 2 Ppr), каждому значению p соответствует единственная
строка Sp = UD(p). Тогда 2

d различных возможных значений строки p длины d ис-
черпывают все порождаемые строки вида Sp = s

ˆC ⇤ s
ˆA ⇤ s

ˆB и, возможно, строки, не
имеющие смысла как, например, код согласованной модели Sp = UD(11...11). ⇤

Следствие 1. Пусть KC(ND) < h, где h � верхняя оценка сложности семей-
ства ND. Тогда по кодам (программам) длины h можно получить не более 2

h со-
гласованных моделей, и |ND| 6 2

h.
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Напомним, что изучаемая задача синтеза будет решаться на вычислительной ма-
шине, в которой число бит, используемое для представления одного числа, равно b;
именного столько бит будет использоваться для записи одного числа и в обучаю-
щих данных D, и в описании кода модели Sp = s

ˆC ⇤ s
ˆA ⇤ s

ˆB. Тогда в семействе MD

будет конечное число моделей. И программирование верхних оценок сложности [5]
будет связано с конструированием строк, длина которых будет определяться, в числе
прочего, константой b.

Обозначим conv(D�) выпуклую оболочку множества допустимых точек из обу-
чающей выборки.

Лемма 2. При условии D \ conv(D�) = ?, мощность семейства |˜⌦D| удовлетво-
ряет неравенству

2

log(d⇢̂/�e�2)l 6 |˜⌦D|,

где ⇢̂ � наименьшее по всем точкам обучающего множества D , лежащим вне
множества допустимых решений, евклидово расстояние до выпуклой оболочки то-
чек из D�, которые являются допустимыми решениями, а � � модуль наименьшего
рационального числа в используемом машинном формате.

Доказательство. Пусть ⇢̂ = min

Xk2D 
⇢(Xk, conv(D�)) � кратчайшее расстояние по всем

точкам множества D до выпуклой оболочки точек множества D�. Отрезок пря-
мой, длина которой равна ⇢̂, соединяющий точку из D с точкой оболочки, можно
отделить от conv(D�) не менее чем d⇢̂/�e � 2 перпендикулярными ему гиперплос-
костями. Поэтому каждая точка из D линейно отделима не менее чем d⇢̂/�e � 2

гиперплоскостями, и из них можно выбрать одну любую для отделения каждой точ-
ки. Тогда число линейных моделей, отделяющих все точки множества D , не менее
(d⇢̂/�e � 2)

l 
= 2

log(d ⇢̂/�e�2)l . ⇤

Решение задачи поиска модели, �объясняющей� выборочные данные, происходит
как машинное обучение, приводящее к извлечению гипотезы � закономерности в
данных. Важно оценить неслучайность выбора гипотезы.

В теории статистических решений предполагается существование вероятностных
распределений в пространстве выбора гипотез. В данной работе рассматривается
нестатистическая постановка задачи: выборочные данные отражают регулярные мо-
дели. Поэтому применяется подход к выбору модели в условиях неопределенности,
предполагающий возможность равновероятного извлечения любой согласованной мо-
дели. Но синтез согласованной модели, как процесс машинного обучения, должен
приводить не к случайной гипотезе, а к закономерности.
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Для понимания доказательства следующих утверждений нужно обратить вни-
мание на то, что сложность линейной согласованной модели всегда не меньше слож-
ности входящей в неё системы ограничений.

Теорема 1. Пусть модели согласованного семейства MD распределены в нем равно-
вероятно. Тогда вероятность случайного извлечения согласованной модели из клас-
са ND ⇢ MD, имеющего оценку точной колмогоровской сложности KC(ND) < h,
не превысит

2

h�log(d⇢̂/�e�2)l 

Доказательство. Напомним, что семейство MD является конечным в силу усло-
вия сужения моделей до реализуемых на компьютере с ограничением рационального
промежутка представления чисел. Оцениваемая вероятность случайного выбора есть
|ND|/|MD|. Согласно условию теоремы, KC(ND) < h, и |ND| 6 2

h по следствию 1.
Согласно лемме 2,

|MD| > 2

log(d⇢̂/�e�2)l ,

поскольку модели класса MD включают в себя все модели линейных ограничений
семейства ˜

⌦D. Поэтому

|ND|/|MD| 6 2

h/|MD| 6 2

h/2log(d ⇢̂/�e�2)l 
= 2

h�log(d⇢̂/�e�2)l 

⇤

Замечание. Полученная в теореме 1 оценка справедлива для расширения ком-
пьютерных моделей до бесконечного класса вещественных.

Следствие 2. Для того, чтобы построенная модель MD, имеющая верхнюю оцен-
ку точной колмогоровской сложности h, с вероятностью не меньшей 1 � " была
неслучайной, т. е. была закономерностью, необходимо, чтобы число примеров в
выборке удовлетворяло неравенству

l > (h+ log(1/"))/log(d⇢̂/�e � 2). (3)

Доказательство. Основываясь на колмогоровском представлении о достоверности
как неслучайности, из неравенства

2

h�l log(d⇢̂/�e�2) 6 "

легко вывести эквивалентное неравенство (3). ⇤

Например, l (" = 0.01, ⇢̂ = 1, � = 10

�4, h = 3000) ⇡ 230.

Согласно полученным результатам, необходимая величина объема l подвыбор-
ки D определяется, главным образом, колмогоровской сложностью модели (оценкой
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сложности) и кратчайшим расстоянием ⇢̂, взятым по всем точкам множества D ,
до выпуклой оболочки точек множества D�. Невхождение длины l� подвыборки в
явном виде в оценку (3) объясняется тем, что от нее в значительной степени зависит
оценка кратчайшего расстояния ⇢̂, которая в эту оценку входит явно. Рост числа �по-
ложительных� примеров l� в обучающей информации влечет всё более равномерное
заполнение области допустимых решений и уменьшение ⇢̂.

VC-размерность Вапника-Червоненкиса [4] hV C(M) некоторого семейства моде-
лей M связана с его колмогоровской сложностью КС(M) соотношением

hV C(M) 6 КС(M) < hV C(M)logl,

где l � длина обучающей выборки [17]. Это показывает, что нестатистическая оценка
качества моделей � закономерностей хорошо согласуется со статистической теорией
В.Н.Вапника и А.Я Червоненкиса.

5. Рекомендации к построению согласованных моделей

1. Необходимо стремиться к получению модели с минимальной колмогоровской
сложностью. Достигнуть снижение сложности синтезированной модели можно
за счет:

– минимизации числа неравенств в ˆ

⌦D;
– минимизации ненулевых членов оценочных матриц и векторов, поскольку

pVCD оценка [5] сжатия строки описания модели уменьшается при этом на
число нулевых элементов, умноженное на константу b.

При построении неравенств согласованной линейной оптимизационной моде-
ли каждая точка выборочных данных из D должна линейно отделяться ото
всех допустимых точек из D�. Поэтому всегда можно синтезировать l гипер-
плоскостей. Затем следует произвести переобучение для каждой из них, вклю-
чив в выборку для каждой плоскости уже все отделённые ею точки. И только
затем решать задачу о кратчайшем наборе гиперплоскостей, как задачу мини-
мизации [8].

2. Алгоритмы построения линейных отделителей необходимо усовершенствовать
введением выполняемого в ходе синтеза �сброса� в ноль коэффициентов, зна-
чение которых ниже некоторого порогового значения. Такая модификация мо-
жет позволить понизить сложность линейных функций, для синтеза которых
представляется полезным применение алгоритмов SVM [14].
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3. Необходимо тщательно разработать структуру слова p, являющееся сжатым
описанием модели. Уменьшение его длины может быть достигнуто, например,
за счет экономного кодирования идущих �подряд� нулей в описании модели.
Это позволит уменьшить значение верхней оценки сложности модели h.

4. Если в n-мерном пространстве задано l� точек то при n > 6 число граней
выпуклой оболочки имеет порядок O(l�

bn/2c
) [13]. Следовательно, построение

выпуклой оболочки точек множества D� трудоёмко. Указанная в работе [3]
процедура FullConvexhull строит описание граней всех размерностей оболоч-
ки и нормальных конусов к ним. Подобные процедуры слишком сложны в
случае большой размерности. Для оценивания кратчайшего расстояния до вы-
пуклой оболочки её построение в явном виде не требуется.

Заключение

В статье предложен колмогоровский подход к определению сложности линейных
согласованных моделей оптимизации. На основе оценивания колмогоровской слож-
ности моделей даны рекомендации к обоснованию методов синтеза таких моделей по
прецедентной начальной информации.

Вопросы формирования обучающей прецедентной информации в статье не за-
тронуты. Но растущая большими темпами компьютеризация объектов и большие
объемы доступной для хранения информации памяти на сегодняшний день позволя-
ют извлекать из хранилищ данных выборки, имеющие длину свыше десятков тысяч
наблюдений.

Направление дальнейшей работы связано с усовершенствованием алгоритмов
синтеза линейных согласованных моделей с учетом данных выше рекомендаций.
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ РЕГIОНУ: ЕКОЛОГО-ЕКОНОМIЧНИЙ
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Abstract. The problem of the ecological safety of production on regional level is considered in the
article. The model of functioning of a region is built taking into account the technogenic loading on an
environment and the rational use of natural resources.

Вступ

Постановка задачi в загальному виглядi. Проблема запобiгання природно-
техногенним надзвичайним ситуацiям, зменшення їх впливу на населення, природу
й економiку має прiоритетне загальнодержавне значення.

Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй. Велика кiлькiсть публiкацiй, особливо
в останнi роки, присвячена проблемi збалансування економiки та екологiї (див., на-
приклад, [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12]). Зокрема, в [4] розглядається проблема
забезпечення екологiчної безпеки в умовах трансформацiї економiки України, а та-
кож удосконалення державного регулювання регiональної екологiчної безпеки; в [5]
розкрито еколого-економiчне регулювання природокористування в системi глобаль-
них стратегiй розвитку.

Невирiшенi ранiше задачi загальної проблеми. Дана проблема є предметом вив-
чення низки науковцiв, однак при цьому задача моделювання функцiонування регiо-
ну, що мiнiмiзує техногенне навантаження на довкiлля, в лiтературi не розглядалася.

Отже, актуальним є питання про таку модель розвитку галузей промисловостi
та сiльського господарства, яка б забезпечувала економiчне зростання i водночас
враховувала потенцiал навколишнього середовища з точки зору можливостей його
використання.

1. Постановка задачi

Розглянемо функцiонування регiону протягом року для оцiнки його екологiчної
безпеки та побудуємо модель.

Система критерiїв оцiнки екологiчної безпеки промислового виробництва регiону
орiєнтована на оцiнку екологiчної безпеки окремих промислових об’єктiв. Пiд про-
мисловим об’єктом розумiється окремо розташований проммайданчик пiдприємства,
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промислове пiдприємство або група промислових пiдприємств, якi можуть розгля-
датися, як єдине джерело техногенного впливу [4].

Вважаємо, що в регiонi зосередженi промисловi пiдприємства (заводи, фабрики),
розвинутий гiрничо-металургiйний комплекс (добування корисних копалин), а також
сiльське господарство, зокрема, рослинництво та тваринництво.

В результатi дiяльностi промислових агломерацiй, вiдбувається забруднення лiто-
сфери, гiдросфери, атмосфери та наноситься шкода бiосферi. Крiм того, функцiону-
вання регiону в цiлому потребує i використання природних та добутих ресурсiв. В
роботi забруднення визначається як використання, зокрема, якщо забруднено один
куб. метр повiтря, то вiн рахується як використаний.

Для аналiзу функцiонування промислового регiону введемо такi позначення: xi �
обсяг виготовленої i-ої продукцiї в регiонi (тонн), X � множина виготовленої продук-
цiї; yi � кiлькiсть добутої i-ої корисної копалини (тонн), Y � множина усiх копалин;
zi � обсяг i-ої вирощеної культури (тонн), Z � множина всiх культур; vi � обсяг
вигодуваного i-ого виду худоби (тонн), V � множина всiх тварин. J

1

� множина
забруднюючих речовин, що дає промисловий сектор (пiдприємства та гiрничодобув-
ний комплекс); J

6

� множина забруднюючих речовин, що дає с/г виробництво; I
1

�
кiлькiсть промислових пiдприємств; I

2

� кiлькiсть майданчикiв добування корисних
копалин.

В роботi вважається, що одне пiдприємство може спецiалiзуватися на випуску
рiзної продукцiї, а одна i та ж продукцiя випускається рiзними пiдприємствами.

Аналогiчне припущення має мiсце i для сiльського господарства, зокрема, для
тваринництва. Для рослинництва вважаємо, що на одному полi може бути посiяна
одна культура i одна i та ж культура може бути посiяна на рiзних полях.

2. Математична модель задачi

Оцiнка дiяльностi промислових пiдприємств по використанню (забрудненню)
природних ресурсiв.

1) Забруднення повiтря. Концентрацiя Cn
jk забруднюючої речовини j в повiтрi за

напрямом вiтру (швидкiсть вiтру U , м/с) на вiддалi b вiд k-ої промислової агломерацiї
розраховується за формулою [8]:

Cn
jk =

P

i2X
m1

jixi

h⇣

lnk
2

+ b
⌘

2tg (5, 5U�0,4) + hn
k

i

HU
, (1)
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де m1

ji � iнтенсивнiсть викидiв j-ої речовини для виробництва одиницi i-ої продукцiї
за одиницю часу, lnk , hn

k � довжина i ширина зони викидiв k-ого промислового пiдпри-
ємства; H � висота шару приземної атмосферної циркуляцiї. Формула (1) дозволяє
розрахувати концентрацiю окремої забруднюючої речовини j, що випускає окреме
пiдприємство.

P

i2X
m1

jixi � сума викидiв j-ої речовини по всiм продукцiям, що випус-

кає деяке пiдприємство, можливо по частинi продукцiї з X.

Зауваження 1. Тут i далi будемо вважати залежнiсть iнтенсивностi викиду забруд-
нюючих речовин вiд обсягу виготовлення лiнiйною.

Зауваження 2. Забруднення повiтря промисловим сектором оцiнюється через
порiвняння розрахованої концентрацiї з гранично допустимою (ГДК), яка є доку-
ментально затвердженою для кожного окремого пiдприємства та гiрничодобувного
комплексу. Аналогiчне припущення має мiсце i для оцiнки забруднення води. Як на-
слiдок, сума ГДК j-ої речовини вiд усiх промислових об’єктiв не перевищує ГДК j-ої
речовини в повiтрi.

Зауваження 3. Для оцiнки забруднення повiтря та води розглядається той момент
часу, коли викиди поширились так, що їх можна вважати сталими в часi та просторi.

Порiвнюємо Cn
jk розрахованою за (1) з CГДК

jk для j-ої речовини для кожного пiд-
приємства регiону. Видiляємо J

2

� множину забруднюючих речовин промислових
пiдприємств, концентрацiя яких в повiтрi перевищує норму. Запишемо функцiю у
вартiсному спiввiдношеннi, що визначає штраф:

X

j2J2

k1

j

⇣

Cn
jk � CГДК

jk

⌘

, (2)

де k1

j � коефiцiєнт штрафу за перевищення ГДК забруднюючих речовин у повiтрi.
Спiввiдношення (2) має мiсце для кожного пiдприємства. Враховуючи весь проми-
словий комплекс регiону, (2) записується так:

X

k2I1

X

j2J2

k1

j

⇣

Cn
jk � CГДК

jk

⌘

! min . (3)

З iншого боку, просумуємо концентрацiї всiх забруднюючих речовин j 2 J
1

для кож-
ного пiдприємства i порiвняємо їх з CГДК

jk :
X

j2J1

Cn
jk 

X

j2J1

Cjk 8k 2 I
1

. (4)
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Для тих пiдприємств k 2 I
1

, для яких (4) не виконується, рахуємо кiлькiсть викори-
станого (забрудненого) повiтря, а саме:

X

k2I1

lnkh
n
kH (5)

використане (забруднене) повiтря для 8k 2 I
1

, т. що (4) не виконується.
2) Забруднення води. З одного боку, позначивши ⌘i � кiлькiсть використаної води

для виробництва одиницi i-ої продукцiї, об’єм використаної води в промисловому
секторi регiону дорiвнює:

X

i2X

⌘ixi. (6)

З iншого, позначивши Dxi
jk � об’єм викиду j-ої речовини у воду при виробництвi оди-

ницi i-ої продукцiї, отримаємо об’єм забрудненої води в результатi функцiонування
k-ого пiдприємства, k 2 I

1

:
X

i2X

Dxi
jkxi = Dn

jk. (7)

Порiвнюємо (7) з Dxi
jk � ГДК j-ої речовини у водi. Видiляємо J

3

� множину забрудню-
ючих речовин промислових пiдприємств, концентрацiя яких у водi перевищує норму.
Функцiя у вартiсному спiввiдношеннi, що визначає штраф, запишеться так:

X

j2J3

k2

j

⇣

Dn
jk �DГДК

jk

⌘

, (8)

де k2

j - коефiцiєнт штрафу за перевищення ГДК забруднюючих речовин у водi. Вра-
ховуючи весь промисловий комплекс регiону, (8) запишеться так:

X

k2I1

X

j2J3

k2

j

⇣

Dn
jk �DГДК

jk

⌘

! min . (9)

3) Використана енергiя обчислюється за формулою:
X

i2X

pixi, (10)

де pi � кiлькiсть використаної енергiї для виробництва одиницi i-ої продукцiї. Отже,
модель функцiонування промислових пiдприємств регiону набуде вигляду:

X

i2X

mixi �
X

k2I1

X

j2J2

k1

j

⇣

Cn
jk � CГДК

jk

⌘

�
X

k2I1

X

j2J3

k2

j

⇣

Dn
jk �DГДК

jk

⌘

! max (11)

за обмежень
ai  xi 8i 2 X, (12)

де mi � прибуток з виробництва одиницi i-ої продукцiї, ai � потреба в i-iй продукцiї.
Використання природних ресурсiв гiрничодобувною галуззю.
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1) Забруднення повiтря. Мiркування аналогiчнi до попереднiх приводять до
спiввiдношення:

X

k2I2

X

j2J4

k1

j

⇣

Cг

jk � CГДК

jk

⌘

! min, (13)

де Cг

jk � концентрацiя j-ої забруднюючої речовини в повiтрi вiд дiяльностi k-ого
гiрничодобувного комплексу, J

4

� множина забруднюючих речовин дiяльностi гiр-
ничодобувного комплексу, концентрацiя яких в повiтрi перевищує норму. З iншого
боку, просумуємо концентрацiї всiх забруднюючих речовин j 2 J

1

для кожного про-
мислового майданчика i порiвняємо їх з CГДК

jk :
X

j2J1

Cг

jk 
X

j2J1

CГДК

jk 8k 2 I
2

. (14)

Для тих гiрничодобувних комплексiв k 2 I
2

, для яких (14) не виконується, обчислює-
мо кiлькiсть використаного повiтря

X

k2I2

lгkh
г

kH. (15)

2) Забруднення води обчислюється за формулою:
X

i2Y

�iyi, (16)

де �i � кiлькiсть використаної (забрудненої) води для добування одиницi обсягу i-ої
корисної копалини. З iншого боку, запишемо функцiю у вартiсному спiввiдношеннi,
що визначає штраф

X

k2I2

X

j2J5

k2

j

⇣

Dг

jk �DГДК

jk

⌘

! min, (17)

де Dг

jk =
P

i2Y
Dyi

jkyi – об’єм забрудненої води в результатi функцiонування k-ого гiрни-

чого комплексу, J
5

� множина забруднюючих речовин дiяльностi гiрничо-добувного
комплексу, концентрацiя яких у водi перевищує норму.

3) Використання енергiї обчислимо за формулою:
X

i2Y

�iyi, (18)

де �i � кiлькiсть використаної енергiї для добування 1 тонни i-ої корисної копа-
лини. Отже, функцiонування гiрничого комплексу регiону може бути представлено
моделлю:

X

i2Y

niyi �
 

X

k2I2

X

j2J4

k1

j

⇣

Cг

jk � CГДК

jk

⌘

+

X

k2I2

X

j2J5

k2

j

⇣

Dг

jk �DГДК

jk

⌘

!

! max (19)

�Таврический вестник информатики и математики�, №1 (20)’ 2012



Математична модель регiону: еколого-економiчний аспект 29

за обмежень:
bi  yi  Bi, i 2 Y, (20)

де bi � кiлькiсна потреба в i-iй кориснiй копалинi; Bi � максимально можлива кiль-
кiсть добування i-ої корисної копалини; ni � прибуток з добування одиницi i-ої ко-
рисної копалини.

Аналiз та оцiнка використання природних ресурсiв рослинною галуззю сiльсь-
кого господарства.

1) Забруднення повiтря обчислюється за формулою:
X

i2Z

�izi, (21)

де �i � сумарна кiлькiсть використаного повiтря для вирощування одиницi i-ої куль-
тури (розпилювання мiндобрив, випаровування, робота технiки).

З iншого боку, Cр

jizi  CГДК

j , j 2 J
6

, де Cр

j � об’єм викиду j-ої забруднюючої
речовини в повiтря при вирощуваннi одиницi i-ої культури. Мiркуючи аналогiчно по-
будовi оцiнцi дiяльностi промислового сектора регiону, запишемо обмеження по всiм
забруднюючим речовинам, якi надходять у повiтря, в результатi посiву та вирощу-
вання культур:

X

i2Z

X

j2J6

Cр

jizi 
X

j2J6

CГДК

j . (22)

Права частина (22) � ГДК забруднення повiтря рослинною галуззю сiльського гос-
подарства (може бути розрахована вiд величини CГДК

j в повiтрi як вiдсоток техно-
генного навантаження рослинною галуззю сiльського господарства на навколишнє
середовище).

2) Забруднення води розраховуємо за формулою:
X

i2Z

�izi, (23)

де �i � кiлькiсть використаної води для вирощування одиницi i-ої культури (зро-
шення i т. д.). З iншого боку, Dр

j zi  Dj, де Dр

j � обсяг викиду (надходження) j-ої
забруднюючої речовини у воду при вирощуваннi одиницi i-ої культури. Для регiо-
ну оцiнка забруднення водних ресурсiв в результатi вирощування зернових культур
запишеться спiввiдношенням:

X

i2Z

X

j2J6

Dр

j zi 
X

j2J6

DГДК

j . (24)

3) Використання енергiї розрахуємо так:
X

i2Z

'izi, (25)
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де 'i - кiлькiсть використаної енергiї для вирощування одиницi i-ої культури. Отже,
вирощування культур може бути описане моделлю:

X

i2Z

kizi ! max, (26)

де ki � прибуток з вирощеної 1 тонни i-ої культури, за обмежень

zi � ci, 8i 2 Z, (27)
X

i2Z

spi zi  Sp
max

(28)

та за обмежень (22), (24), де ci � кiлькiсна потреба в i-iй культурi; sip � площа
необхiдна для вирощування одиницi i-ої культури, Sp

max

� максимальна площа, що
вiдводиться пiд посiв.

Використання природних ресурсiв тваринницькою галуззю сiльського господар-
ства.

1) Забруднення повiтря обчислюється за формулою:
X

i2V

↵ivi, (29)

де ↵i � сумарна кiлькiсть використаного повiтря для однотонного приросту маси
тварини i-го виду (робота технiки, випаровування стокiв).

2) Забруднення води розраховуємо за формулою:
X

i2V

µivi, (30)

де µi � кiлькiсть використаної води для однотонного приросту маси тварини i-го
виду (стоки тваринницьких комплексiв).

3) Використання енергiї обчислимо так:
X

i2V

�ivi, (31)

де �i � кiлькiсть використаної енергiї для однотонного приросту маси тварини i-го
виду, i 2 V .

4) використання рослинництва як корму
X

i2Z1

zi �
X

j2V

rjvj, (32)

де rj � об’єм культур необхiдних для вирощування тонни тварини i-го виду, Z
1

�
множина кормових культур. Отже, функцiонування тваринницького сектора може
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бути описане моделлю:
X

i2V

pivi ! max, (33)

де pi � прибуток вiд вирощування одиницi маси i-ого виду тварин, за обмежень

di  vi, 8i 2 V, (34)
X

i2V

smi vi  Sm
max

(35)

та за обмежень (32), де di � кiлькiсна потреба в i-ому видi тварин; sim � площа
необхiдна для одиницi маси i-ого виду тварин, Sm

max

� максимальна площа, що вiд-
водиться пiд тваринницький сектор.

Iнтегральна оцiнка екологiчного стану територiї регiону.
В цiлому по регiону запишемо обмеження на використання ресурсiв (повiтря,

вода, енергiя) у виглядi
Hr

�  Kr, (36)

де Hr
� � показник фактичного стану r-ої компоненти природного середовища (йо-

го використання), Kr � показник критичного стану (норма). Зокрема, маємо такi
обмеження: а) на використання повiтря

X

k2I1

lnkh
n
kH +

X

k2I2

lгkh
г

kH +

X

i2Z

�izi +
X

i2V

↵ivi + Aн.в.  A, (37)

де Aн.в. � непромислове використання повiтря (населення, транспорт i т. i.); A � кон-
станта, що визначає можливiсть вiдновлення повiтря (визначається з к-тi насаджень;
встановлених очисних споруд i т. i.); б) на використання води

X

i2X

⌘ixi +

X

i2Y

�iyi +
X

i2Z

�izi +
X

i2V

µivi +W н.в.  W, (38)

де W н.в. � непромислове використання води, W � кiлькiсна константа можливої до
використання води в регiонi; в) на використання енергiї

X

i2X

pixi +

X

i2Y

�iyi +
X

i2Z

'izi +
X

i2V

�ivi + Eн.в.  E, (39)

Eн.в. � непромислове використання енергiї, E � кiлькiсна константа можливої до
використання енергiї в регiонi.

Використовуючи роботу [9], визначимо iнтегральний показник деградацiї еколо-
гiчного стану територiї регiону:

Pec =

3

X

r=1

✓

ar ln

✓

1�
Hr

� �Kr

Kr

◆

+ cr

◆

gr, (40)
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де ar, cr � коефiцiєнти нормувальної функцiї, gr � вiдповiднi ваговi коефiцiєнти, що
обумовленi вiдносною перевагою i встановленою важливiстю для забезпечення ста-

бiльностi функцiонування компонентiв природного середовища в цiлому,
t
P

r=1

gr = 1, де

t � кiлькiсть компонент середовища [9]. Коефiцiєнти ar, cr, gr пропонується визна-
чати експертам.

Пiдставляючи (37)-(39) в (40), отримаємо таку функцiю:

g
1

✓

a
1

ln

✓

1�
Hn

� �Kn

Kn

◆

+ c
1

◆

+ g
2

✓

a
2

ln

✓

1�
Hв

� �Kв

Kв

◆

+ c
2

◆

+

+g
3

✓

a
3

ln

✓

1�
Hе

� �Kе

Kе

◆

+ c
3

◆

! min . (41)

Окремо оцiнимо екологiчну шкоду регiону вiд забруднення ґрунту. Для цього скори-
стаємося формулою [10]:

T = M T 0 kz, (42)

де T � екологiчна шкода вiд забруднення ґрунту, M � маса викидiв у ґрунт (т./рiк),
T 0 � питома шкода вiд забруднення 1 тонни ґрунту (грн./т.), kz � коефiцiєнт цiн-
ностi земельних ресурсiв [10]. Розiб’ємо регiон на територiальнi одиницi по цiнностi
земельних ресурсiв, z 2 N , враховуючи вiдходи. Спiввiдношення маси готової про-
дукцiї та вiдходiв при виробництвi визначається експертами. Як приклад, будемо
вважати, що вiдходи промислового комплексу (важка та легка промисловiсть) скла-
дають 0, 5(xi+yi) [11], с/г виробництва – 0, 7(zi+vi) [12]. Таким чином, маса вiдходiв
складає 0, 5(xi + yi) + 0, 7(zi + vi). Екологiчна шкода регiону вiд забруднення ґрунту
запишеться так:

X

z2N

(0, 5(xi + yi) + 0, 7(zi + vi))T
0kz ! min . (43)

Питома шкода T 0 може бути уточнена шляхом врахування ступеня шкiдливостi ви-
кидiв на людину та довкiлля через введення вагових коефiцiєнтiв �q (визначаються

експертами),
4

P

q=1

�q = 1, де q визначає клас небезпеки вiдходу: надзвичайно небезпеч-

нi, високо небезпечнi, помiрно i мало небезпечнi [12]. Оцiнимо еколого-економiчну
ефективнiсть регiонального природокористування за формулою [10]:

Ep =
Be � Bn

Rn +R
0

K
, (44)

де Ep � ефективнiсть регiонального природокористування; Be � вартiсть екологiчно
чистої продукцiї пiдприємств регiону (безвiдходнi та маловiдходнi) технологiї; Bn �
вартiсть продукцiї, що вироблена з порушенням екологiчних норм; Rn � поточнi вит-
рати на охорону, вiдновлення та експлуатацiю природних ресурсiв; K � нормативний
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коефiцiєнт ефективностi природоохоронних затрат; R
0

� короткотермiновi витрати
на охорону та вiдновлення природного середовища (ресурсiв) [10].

Для запропонованої моделi функцiонування регiону i враховуючи, що с/г вироб-
ництво є маловiдходним (великi тваринницькi комплекси вiдносимо до виробництва),
отримаємо таку функцiю

P

i2V
pixi +

P

i2Z
kizi �

P

i2X
mixi �

P

i2Y
niyi

Rn +R
0

K
! max . (45)

Таким чином, функцiонування регiону протягом року з врахуванням економiч-
ного зростання та екологiчної безпеки описується моделлю: оптимiзувати критерiї
(11), (19), (26), (33), (41), (43), (45) за обмежень (4), (12), (14), (20), (22), (24), (27),
(28), (32), (34), (35). У найпростiшому випадку маємо багатокритерiальну задачу
лiнiйного програмування. Враховуючи, що цiльовi функцiї мають рiзну вимiрнiсть,
необхiдно ввести деяке перетворення, що приведе критерiї до безрозмiрного вигляду
та застосувати метод обмежень [13].

Висновки

Висновки з даного дослiдження. У роботi розглянуто проблему збалансування
економiки та екологiї i побудовано модель функцiонування регiону у виглядi багато-
критерiальної задачi лiнiйного програмування.

Перспективи. В подальшому доцiльно дослiдити побудовану модель та створити
програмне забезпечення для розв’язування практичних задач, що зводяться до неї.
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Abstract. The concept of Steiner tree minimal with respect to inclusion is under consideration. The
algorithm of constructing all Steiner trees minimal with respect to inclusion and its substantiation are
given. The Steiner tree minimal with respect to inclusion which has minimal weight is considered as the
solution of the Steiner tree problem.

Введение

Задача Штейнера используется в качестве математической модели широкого кру-
га задач, связанных с исследованием и разработкой различных сетевых структур.
Детальное рассмотрение и обсуждение различных аспектов этой задачи отражено в
обзоре [1].

Целью данной работы является рассмотрение понятия минимального по вклю-
чению дерева Штейнера; описание и обоснование алгоритма построения всех ми-
нимальных по включению деревьев Штейнера, как одного из алгоритмов точного
решения задачи Штейнера на графе.

1. Задача Штейнера и минимальное по включению дерево
Штейнера

Определение 1. Задан связный неориентированной граф G = (V,E,w) , где
V � конечное множество вершин;
E � конечное множество рёбер графа;
w : E ! R0

+

� весовая функция, сопоставляющая каждому ребру графа некото-
рое неотрицательное число � �вес� этого ребра;

T ✓ V � непустое подмножество вершин графа. Вершины подмножества T на-
зываются терминальными.

Вес любого подграфа � это сумма весов рёбер этого подграфа.
Требуется найти связный подграф наименьшего веса, вершины которого содер-

жат все терминальные вершины исходного графа.
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Определение 2. Связный ациклический подграф, вершины которого содержат все
терминальные вершины, называется деревом Штейнера.

Определение 3. Дерево Штейнера называется минимальным по включению, если
подграф, получаемый из этого дерева в результате удаления любой его вершины или
любого его ребра, не является деревом Штейнера.

Утверждение 1. Для каждого дерева Штейнера существует единственное содер-
жащееся в нём минимальное по включению дерево Штейнера.

Извлечь минимальное по включению дерево Штейнера, содержащееся в ацик-
лическом графе, можно, например, с помощью следующего алгоритма [2]: удалить
из исходного дерева все висячие нетерминальные вершины. Этот алгоритм удобно
называть �стрижка Штейнера�.

Примечание 1. Если в задаче Штейнера исходный граф � ациклический, то мини-
мальное по включению дерево Штейнера является решением задачи Штейнера для
этого графа.

Примечание 2. В случае, когда исходный граф содержит циклы, решение задачи
Штейнера надо искать среди минимальных по включению деревьев Штейнера. По-
этому, один из возможных подходов к решению задачи заключается в следующем:
построить все минимальные по включению деревья Штейнера и из них выбрать де-
рево наименьшего веса. Если деревьев наименьшего веса окажется несколько, то в
качестве решения задачи можно взять любое из этих деревьев.

Именно такой подход рассматривается далее.

Определение 4. Компонента связности, вершины которой одержат все терминаль-
ные вершины, называется компонентой Штейнера (КШ).

Примечание 3. Дерево Штейнера � частный случай подграфа, содержащего ком-
поненту Штейнера.

Утверждение 2. Минимальный по включению подграф, содержащий компоненту
Штейнера, состоит из одной компоненты связности, то есть, является связным
подграфом.

Доведення. Пусть A 2 P (E) � минимальный по включению подграф, содержащий
компоненту Штейнера. Допустим, что подграф A � не связный и, значит, состоит
более, чем из одной компоненты. Удалим из подграфа A те компоненты, которые
не являются компонентой Штейнера. Подграф, получившийся в результате такого

�Таврический вестник информатики и математики�, №1 (20)’ 2012



Минимальные по включению деревья Штейнера: алгоритм построения 37

удаления, содержит компоненту Штейнера. Следовательно, подграф A не был ми-
нимальным по включению подграфом, содержащим компоненту Штейнера. Проти-
воречие. ⇤

2. Решётка реберно-порожденных подграфов

Определение 5. Пусть G0 = (V 0, E 0, w) � подграф графа G. Подграф G0 называется
реберно-порожденным, если каждая из его вершин инцидентна хотя бы одному из
рёбер подмножества E 0 [3].

Поскольку рёберно-порождённый подграф однозначно определяется множеством
своих рёбер, то для задания такого подграфа достаточно указать множество его рё-
бер. Множество всех рёберно-порождённых подграфов будем отождествлять с мно-
жеством всех подмножеств, порождаемых множеством рёбер E исходного графа
G = (V,E,w) и обозначать P (E).

Отношение включения �✓� на элементах семейства P (E) определяет отношение
предшествования �� на рёберных подграфах.

Определение 6. Пусть A,B 2 P (E). Подграф A предшествует подграфу B, ес-
ли множество рёбер подграфа A является подмножеством множества рёбер подгра-
фа B :

A  B , A ✓ B.

В силу свойств отношения включения �✓�, отношение предшествования �� яв-
ляется отношением порядка. Семейство реберно-порожденных подграфов P (E), упо-
рядоченное таким образом, является полной решёткой [3].

Обычным образом отношение предшествования �� порождает отношение стро-
гого �<� и непосредственного ��� предшествования:

A < B , A  B&A 6= B,

A � B , A < B& 9C 2 P (E) : A < C < B.

Утверждение 3. Подграф A непосредственно предшествует подграфу B тогда и
только тогда, когда

A ⇢ B& |A| = |B|� 1.

Множество всех подграфов, непосредственно предшествующих графу A, обозна-
чается N_(A) :

N_(A) = {B 2 P (E) : B � A}.
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3. Свойства элементов решётки
рёберно-порождаемых подграфов

Утверждение 4. Всякий подграф ациклического графа, не содержащего компонен-
ту Штейнера, является ациклическим подграфом, не содержащим компоненту
Штейнера.

Следствие 1. Из утверждения 4 следует, что семейство рёберно-порождаемых
ациклических подграфов, не содержащих компонент Штейнера, является порядко-
вым идеалом [4] решётки (P (E),).

Утверждение 5. Всякий надграф графа, содержащего цикл или компоненту
Штейнера, является графом, содержащим цикл или компоненту Штейнера.

Следствие 2. Из утверждения 5 следует, что семейство рёберно-порождаемых
подграфов, содержащих циклы или компоненты Штейнера, является порядковым
фильтром [4] решётки (P (E),).

Определение 7. Рёберно-порождаемый подграф называется кандидатом (канди-
датом в порядковый идеал, состоящий из ациклических подграфов, не содержащих
компонент Штейнера), если все строго предшествующие ему рёберно-порождаемые
подграфы являются ациклическими подграфами, не содержащими компонент Штей-
нера.

Утверждение 6. Рёберно-порождаемый подграф является кандидатом тогда и
только тогда, когда каждый непосредственно предшествующий ему рёберно-
порождаемый подграф является ациклическим подграфом, не содержащим компо-
ненту Штейнера.

Утверждение 7. Кандидат, содержащий компоненту Штейнера, является ми-
нимальным по включению подграфом, содержащим компоненту Штейнера.

Действительно, если подграф � кандидат, то, в соответствии с определением 7,
ни один из строго предшествующих ему подграфов не содержит компонент Штейне-
ра. Следовательно, кандидат � минимальный по включению подграф, содержащий
компоненту Штейнера.

Утверждение 8. Кандидат, содержащий компоненту Штейнера, является ацик-
лическим подграфом.

Доведення. Пусть A 2 P (E) � кандидат, содержащий компоненту Штейнера.
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Согласно утверждению 7, подграф A � минимальный по включению подграф,
содержащий компоненту Штейнера. Следовательно, подграф A состоит из одной
компоненты связности (утверждение 2).

Допустим, что A содержит цикл. Удалим одно из рёбер этого цикла. Подграф,
получившийся в результате удаления ребра, обозначим B. В силу утверждения 3,
подграф B � один из подграфов, непосредственно предшествующих подграфу A.

Удаление ребра не влечёт удаления вершин [3]. Следовательно, множества вер-
шин графа A и его подграфа B совпадают.

Удаление ребра цикла не нарушает связности [3]. Поэтому, подграф B также со-
стоит из одной компоненты. И эта компонента содержит все терминальные вершины.
Следовательно, подграф B содержит компоненту Штейнера.

Это противоречит тому, что подграф A � кандидат. ⇤

Утверждение 9. Кандидат, содержащий компоненту Штейнера, является ми-
нимальным по включению деревом Штейнера.

Доведення. Пусть A 2 P (E) � кандидат, содержащий компоненту Штейнера. То-
гда A � минимальный по включению подграф, содержащий компоненту Штейнера
(утверждение 7). В соответствии с утверждением 2, A � связный подграф.

Кроме этого, A � ациклический подграф (утверждение 8).
Таким образом, A � минимальный по включению связный ациклический под-

граф, содержащий все терминальные вершины исходного графа. Следовательно, под-
граф A � минимальное по включению дерево Штейнера. ⇤

Из утверждения 9 следует, что одним из возможных подходов к построению всех
минимальных по включению деревьев Штейнера является построение всех кандида-
тов и отбор тех из них, которые содержат компоненту Штейнера.

Определение 8. Рёберно-порождаемый подграф называется потенциальным канди-
датом (ПК), если хотя бы один, из непосредственно предшествующих ему рёберно-
порождаемых подграфов, является ациклическим подграфом, не содержащим ком-
поненту Штейнера.

Утверждение 10. Каждый кандидат является потенциальным кандидатом.

Утверждение 11. Потенциальный кандидат не является кандидатом тогда и
только тогда, когда среди непосредственно предшествующих ему подграфов есть
хотя бы один, содержащий цикл или компоненту Штейнера.
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4. Диаграмма Хассе и линейный порядок на элементах
одного уровня

Удобно считать, что для ациклических, не содержащих компонент Штейнера под-
графов семейства P (E) построена диаграмма Хассе, нумерация уровней в которой
проведена следующим образом:

Уровень 0 � подграф, множество рёбер которого пусто;
Уровень 1 � все одно рёберные подграфы;
Уровень 2 � все двух рёберные подграфы;
Уровень k � все k-рёберные подграфы.
В диаграмме Хассе, внутри каждого уровня, подграфы упорядочиваются в

каком-либо линейном порядке. Например, лексикографическом. Тогда, для каждо-
го подграфа A, состоящего из k элементов, непосредственно предшествующие ему
подграфы (элементы семейства N_(A)), также линейно упорядочены.

Согласно утверждению 3, подграф A может быть построен из любого подграфа
семейства N_(A) добавлением соответствующего ребра. Чтобы избежать дублиро-
вания, для порождения подграфа A всегда будет использоваться тот подграф семей-
ства N_(A), который является линейно наибольшим подграфом этого семейства.

lexmaхN_(A) – обозначение линейно наибольшего подграфа семейства N_(A).

Если подграф lexmaхN_(A) является циклическим или содержит компоненту
Штейнера, то он отсутствует в уровне, предшествующем уровню расположения под-
графа A. В этом случае подграф A не порождается, так как в соответствии с утвер-
ждением 5, все следующие за ним (в решёточном порядке) подграфы исключаются
из рассмотрения и не вычисляются.

5. Алгоритм вычисления всех минимальных по включению
деревьев Штейнера

Таблица 1. Обозначения алгоритма

Обозначение Пояснение

n Количество вершин исходного графа G

k Номер уровня, количество рёбер подграфа, номер итерации

fCk Семейство всех k -рёберных потенциальных кандидатов

Ck Семейство всех k-рёберных кандидатов

Lk Семейство всех k-рёберных ациклических подграфов,

не содержащих компонент Штейнера

S Семейство всех деревьев Штейнера наименьшего веса
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Псевдокод алгоритма
Вход: G = (V,E,w) – связный неориентированный взвешенный граф,

w : E ! R
+

� весовая функция,
T ✓ V � подмножество терминальных вершин,
S
0

� одно из минимальных по включению деревьев Штейнера.
Выход: S – семейство всех деревьев Штейнера наименьшего веса.
1: W

0

:= Вес(S
0

);
2: S := {S

0

};
3: n := |V |;
4: L

0

:= {?};
5: k := 0;
6: Цикл пока k < n� 1 и Lk 6= ?
7: k := k + 1;
8: fCk := {A 2 P (E)|lexmaxN_(A) 2 Lk�1};
9: Ck := {C 2 fCk|N_(C) ✓ Lk�1};

10: Lk := ?
11: Цикл по всем A 2 Ck

12: Если A �- ациклический, не содержащий КШ, то

13: Lk := Lk [ {A};
14: end Если

15: Если A �- ациклический, содержащий КШ, то

16: W ⇤
:= Вес(A);

17: Если W ⇤
= W

0

и A /2 S, то

18: S := S [ {A};
19: end Если

20: Если W ⇤ < W
0

, то

21: S := {A};
22: W

0

:= W ⇤;
23: end Если

24: Конец если W ⇤ < W
0

25: end Если

26: Конец если A �- ациклический, содержащий КШ
27: end Цикл пока

28: Конец цикла по всем A 2 Ck

29: end Цикл пока

30: Конец цикла пока k < n� 1 и Lk 6= ?
31: Возврат S;
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Пояснения к псевдокоду алгоритма.

Шаг 1 – определяется вес W
0

минимального по включению дерева Штейнера S
0

.

Подграф S
0

� это одно из минимальных по включению деревьев Штейнера. Ме-
тод, с помощью которого получен подграф S

0

, не фиксируется. Например, один из
возможных способов получить S

0

следующий:
1. Используя какой-либо известный алгоритм, (например, алгоритм Краска-

ла [3]), вычислить остов минимального веса.
2. К полученному остову применить алгоритм �стрижка Штейнера�.
Шаг 2 � текущее семейство деревьев Штейнера наименьшего веса инициализи-

руется подграфом S
0

.

Шаг 3 � определяется количество вершин исходного графа.
Шаг 4 � строятся все 0-рёберные подграфы. Такой подграф один: подграф, мно-

жество рёбер которого пусто.
Шаг 5 � инициализируется счётчик итераций.
Шаг 6 � условия k < n� 1 и Lk 6= ? определяют условие выполнения очередной

итерации, реализующей построение необходимых конструкций следующего уровня
из ациклических подграфов, предшествующего уровня, не содержащих компонент
Штейнера.

Шаг 7 � определяет номер следующей итерации (номер следующего уровня).
Шаг 8 � формирует fCk - семейство k-рёберных потенциальных кандидатов, непо-

средственно следующих за подграфами из семейства Lk�1 (определение 8).
Шаг 9 – из потенциальных кандидатов семейства fCk отбираются кандидаты,

формирующие семейство Ck (утверждение 6).
Шаг 10 – изначально семейство ациклических подграфов текущего уровня, не

содержащих компонент Штейнера – пусто.
Шаг 11 – цикл по всем подграфам-кандидатам k-го уровня.
Шаг 13 – ациклический подграф, не содержащий компоненты Штейнера (шаг

12), добавляется в семейство Lk.

Шаг 14 – если текущий подграф A � ациклический и содержит компоненту
Штейнера, то

Шаг 15 – вычислить вес подграфа A.

Шаг 16-17 – если вес текущего подграфа равен порогу W
0

и подграф A не включён
в семейство решений задачи, то добавить его в семейство S.

Шаг 18 – если вес текущего подграфа меньше порога W
0

, то
Шаг 19 – текущее подмножество дерева Штейнера наименьшего веса инициали-

зируется подграфом A.
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Шаг 20 – в качестве весового порога использовать вес подграфа A.

Шаг 25 – возвращается результат работы алгоритма: множество всех деревьев
Штейнера наименьшего веса

Примечание 4. Если желательно ограничиться получением какого-либо одного ре-
шения задачи Штейнера, то для этого в семейство S необходимо включать только
одно из деревьев Штейнера наименьшего веса. Чтобы это обеспечить, достаточно ис-
ключить из рассмотренного алгоритма шаги (шаги 16, 17), добавляющие в текущее
семейство S новые подграфы наименьшего веса

Заключение

В работе получены следующие результаты. Определены понятия минимального
по включению дерева Штейнера и минимальной по включению компоненты Штей-
нера, определено понятие кандидата в порядковый идеал, состоящий из ацикличе-
ских подграфов, не содержащих компонент Штейнера. Показано, что кандидат, со-
держащий компоненту Штейнера, является минимальным по включению деревом
Штейнера. Предложен алгоритм поуровневого вычисления всех деревьев Штейнера,
минимальных по включению.
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АЛГОРИТМ ВЫДЕЛЕНИЯ БЛОЧНО-ДРЕВОВИДНОЙ СТРУКТУРЫ
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Abstract. Authors propose an algorithm of computing block-tree structure for sparse matrices.
Finkelshtein’s algorithm for constructing quasiblock structures is modified and implemented. Preliminary
benchmarking with test problems was done. Quality of computed quasiblock structures is investigated.

Введение

Многие задачи дискретной оптимизации (ДО), возникающие на практике, со-
держат огромное число переменных и/или ограничений, что создает сложности при
попытке решения этих задач с помощью современных решателей. Эти задачи зача-
стую имеют разреженные матрицы ограничений [5], причем блочная структура в них
не всегда явно выделена. Использование разреженности матриц ограничений в зада-
чах ДО может весьма эффективно организовать процесс поиска решения задачи ДО.
Ф.Гловер заметил в [1], что �... разработка специальных вычислительных методов,
ориентированных на операции с такими разреженными матрицами ... может в бли-
жайшем будущем в определенной степени изменить существующие представления о
непреодолимых сложностях решения отдельных классов задач целочисленного про-
граммирования, имеющих большую размерность�.

Перспективными декомпозиционными методами, использующими разреженность
матрицы ограничений задач ДО, являются локальные элиминационные алгорит-
мы [10], включающие локальные алгоритмы декомпозиции [7], алгоритмы несери-
ального динамического программирования (НСДП) [14], [24], алгоритмы сегментной
элиминации [16]. Локальные элиминационные алгоритмы относятся к классу локаль-
ных алгоритмов, общая теория которых для решения ряда важных задач дискретной
математики была развита Ю.И.Журавлевым [2].

Теоретико-графовые методы и интерпретации [3] играют важную роль при выде-
лении блочных структур в разреженных задачах ДО. Для выделения специальных
структур задач ДО представляются перспективными такие графовые декомпозици-
онные подходы, как методы древовидной декомпозиции (ДД) [9].
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Задача поиска наилучшей ДД состоит в нахождении триангуляции графа (три-
ангуляция графа � его вложение в хордальный граф, т.е. в граф, каждый цикл ко-
торого длиной � 4 обладает хордой1) с минимальным размером наибольшей клики.
Актуальность решения этой задачи обусловлена тем, что многие NP-полные зада-
чи разрешимы за полиномиальное время, если они рассматриваются на графах с
ограниченной древовидной шириной [15]. К сожалению, как задача поиска триангу-
ляции с минимальным пополнением, так и задача поиска наилучшей ДД являются
NP-полными [12, 27]. Однако для обеих задач имеются полиномиально вычислимые
альтернативы нахождения так называемой минимальной триангуляции [20].

Определение 1. Триангуляция H данного графа G минимальна, если ни одна три-
ангуляция G не является подграфом H.

Для известных алгоритмов LexBFS2 [23] и MCS3 [26] разработаны модифика-
ции, позволяющие находить минимальные триангуляции: Lex-M [23] и MCS-M [13].
Результаты экспериментального исследования алгоритмов LexBFS, MCS и Lex-M
описаны в работе [21].

Выделение древовидной декомпозиции может быть осуществлено и с помощью
элиминационной игры [22].

Частным случаем ДД является блочно-древовидная структура, введенная в ра-
боте [8] и подробно рассматриваемая ниже.

Финкельштейн [6] предложил алгоритм выделения квазиблочной структуры в
разреженной матрице. Отметим, что алгоритм Финкельштейна тесно связан с кор-
невыми уровневыми структурами [11, 19].

При применении локального алгоритма для решения [8] разреженных задач ДО
необходимо выделение блочно-древовидной структуры, алгоритм построения кото-
рой для разреженных матриц до настоящего времени был неизвестен. Алгоритм
Финкельштейна выделения квазиблочных структур в разреженных матрицах так-
же не использовался, авторам неизвестны попытки его программной реализации,
исследование качества полученных с его помощью квазиблочных структур не про-
изводилось.

Настоящая работа посвящена разработке алгоритма построения блочно-древо-
видных структур для разреженных матриц, программной реализации алгоритма
Финкельштейна и исследованию качества полученных с его помощью квазиблочных
структур.

1хорда � ребро, соединяющее 2 несмежные вершины цикла
2LEX-BFS � лексикографический поиск в ширину
3MCS (Maximum Cardinality Search) � поиск по максимальной степени
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1. Структура задачи дискретной оптимизации

Рассмотрим задачу ДО с ограничениями

F (x
1

, x
1

, . . . , xn) =

X

k2K

fk(Y
k
) ! max (1)

при ограничениях

gi(X
i
) ⇠ 0, i 2 M = {1, 2, . . . ,m}, (2)

xj 2 Dj, j 2 N = {1, 2, . . . , n}, (3)

где Y k ✓ {x
1

, x
2

, . . . , xn}, K = {1, . . . , t}, X i ✓ {x
1

, x
2

, . . . , xn}, i 2 M ; � одно из
отношений , �, =, Dj � конечное множество возможных значений переменной
xj 2 Dj, j 2 N = {1, 2, . . . , n}. Функции fk(k 2 K) называются компонентами
целевой функции.

Введем необходимые для дальнейшего изложения понятия.

Определение 2. Две переменные x и y взаимосвязаны в задаче ДО с ограниче-
ниями, если они появляются вместе в одной компоненте ЦФ или в одном и том же
ограничении (другими словами, если переменные x, y входят одновременно во мно-
жество X i или во множество Y k.

Определение 3. Графом взаимосвязей задачи ДО называется неориентированный
граф G = (X,E), для которого:

• множество вершин X соответствует множеству переменных X задачи ДО;
• две вершины графа соединены ребром тогда и только тогда, когда соответству-

ющие им переменные взаимосвязаны.

Граф взаимосвязей переменных в литературе называется также графом ограни-
чений [24].

В дальнейшем будем отождествлять переменные задачи ДО с вершинами
графа взаимосвязей. Основным понятием в теории локальных алгоритмов является
понятие близости элементов, определяемое понятием окрестности.

Определение 4. Две вершины x и y в графе G = (X,E) называются соседними,
если x, y 2 E.

Определение 5. Множество переменных, соседних с переменной x 2 X в гра-
фе G = (X,E), обозначается NbG(x)(или Nb(x)) и называется окрестностью пе-
ременной x.
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Пусть ⌦
1

= (S
1

, U
1

), ⌦
2

= (S
2

, U
2

), . . . , ⌦k = (Sk, Uk) � система окрестностей
некоторых переменных xj1 , . . . , xjk задачи ДО (1)–(3), где Sr, Ur � соответственно
множества индексов переменных и ограничений для r-й окрестности, r = 1, . . . , k,
причём

k
[

r=1

Ur = M = {1, . . . ,m}, (4)

k
[

r=1

Sr = N = {1, . . . , n}, (5)

Ur1

\

Ur2 = ;, r
1

6= r
2

, (6)

Sr1

\

Sr2

\

Sr3 = ?, (7)

для любой тройки индексов r
1

, r
2

, r
3

.
Введем понятие графа инцидентности (или графа пересечений) G

⌦

окрестностей.
Граф пересечений окрестностей G

⌦

имеет вершины ⌫
1

, ⌫
2

, . . . , ⌫k, соответствующие
выделенным окрестностям ⌦

1

, ⌦
2

, . . . , ⌦k, причем две вершины графа ⌫r1 и ⌫r2 ,
отвечающие окрестностям ⌦r1 и ⌦r2 , соединены ребром (r

1

, r
2

), если Sr1

T

Sr2 6= ?.

Определение 6. Блочно-древовидной (БД) назовем задачу ДО4, для которой можно
выделить систему окрестностей ⌦

1

, ⌦
2

, . . . , ⌦k, удовлетворяющую свойствам (4)–(7),
причем граф пересечений G

⌦

окрестностей является деревом.

Замечание. Частным случаем БД структуры является квазиблочная структура [7],
для которой граф пересечений окрестностей (или блоков) является цепью. Отметим,
что блочно-древовидная структура является частным случаем древовидной деком-
позиции.

1.1. Гиперграф и двойственный граф. Введем гиперграфовое представление за-
дачи ДО, которое является наиболее адекватным представлением структуры зада-
чи ДО. В гиперграфовом представлении множество вершин гиперграфа H соответ-
ствует множеству переменных X задачи ДО, а гиперребра гиперграфа образованы
подмножествами взаимосвязанных переменных.

Часто вместо гиперграфового представления используется более наглядное
представление структуры задачи ДО с помощью двойственного и первичного
графов. Первичный граф � это описанный выше граф взаимосвязей задачи ДО.

4Будем говорить, что описанная задача ДО имеет блочно-древовидную структуру.
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Определение 7. Двойственным графом гиперграфа H = (V, S) называется граф,
вершины которого соответствуют гиперребрам гиперграфа, причем пара таких вер-
шин соединяется ребром в двойственном графе, если они имеют общие вершины
из V .

2. Алгоритм Финкельштейна выделения квазиблочной
структуры

Финкельштейн [6] предложил следующий алгоритм выделения квазиблочной
структуры в разреженной матрице. Пусть Hm⇥n � разреженная матрица, p � ин-
декс некоторой переменной xp, p 2 {1, 2, . . . , n}. Найдем окрестности переменной xp

последовательно возрастающих порядков, т.е.

S
0

0

= {xp}, U
0

r+1

= U(S
0

r(xp)), r � 0; (8)

S
0

r+1

= S(U
0

r(p)), r � 1 (9)

причем процесс выделения окрестностей продолжаем до тех пор, пока при некото-
ром r = k не выполнится условие S

0
k+1

(xp) = S
0
k(xp). Далее находится разбиение

множества индексов ограничений, входящих в блоки:

Ur =

8

>

>

<

>

>

:

U
0
1

(xp), r = 1,

U
0
r(xp)\U

0
r�1(xp), 1 < r < k,

U
0
k(xp)

S

U
0
k+1

(xp)\U
0
k�1(xp), r = k,

и находятся следующие множества переменных:

Sr,r+1

= S(Ur(xp))

\

S(Ur+1

(xp)),

Sr =

8

>

<

>

:

S (U
1

(xp)) \S12

, r = 1,

S (U
1

(xp)) \ (Sr�1,r [ Sr,r+1

) , 1 < r < k,

S (Uk (xp)) \Sk�1,k, r = k.

Описанный алгоритм находит n разбиений матрицы H на квазиблоки (не обязатель-
но различных), хотя возможных разбиений существует гораздо больше.

Стоит отметить, что в рамках данного исследования алгоритм Финкельштей-
на был усовершенствован. Так, если находились вырожденные блоки5, то они сли-
вались вместе, т.е. вырожденный блок становился частью впереди идущего блока.

5Блок Br считается вырожденным, если Sr = ?.
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Также был установлен максимальный размер сепаратора. При превышении допусти-
мого размера сепаратора в блоке, выполнялась вышеупомянутая процедура слияния
блоков. Предусмотрена также возможная несвязность графа ограничений.

3. Метод построения блочно-древовидной структуры

Как показано в [8], переход от блочно-древовидной структуры к квазиблочной
путем объединения �слоев� дерева нецелесообразен. В связи с этим представляет
интерес выделение блочно-древовидной структуры в разреженном графе с помощью
модификации описанного выше алгоритма Финкельштейна.

Структура задачи ДО, как отмечено выше, может быть описана с помощью двой-
ственного (или реберного [3]) графа. Полученная с помощью алгоритма Финкельш-
тейна (см. раздел 2) квазиблочная структура {U

1

, . . . , Uk} задачи ДО на двойствен-
ном графе D имеет вид цепи. Далее рассмотрим граф Ds = D

⇣

Sk
r=s Ur

⌘

, индуциру-

емый множеством
Sk

r=s Ur в двойственном графе D (s = 2, . . . , k) и выделим в нем
компоненты связности C

1

, . . . , Cp. Далее каждый блок Us заменяется на подблоки
Us

T

C
1

, . . . , Us

T

Cp. В результате получается блочно-древовидная структура.
Рассмотрим алгоритм выделения компонент связности [17] в неориентирован-

ном графе согласно [4]. В основу рассматриваемого алгоритма выделения компонент
связности положен предложенный R.Tarjan [25] алгоритм поиска в глубину на гра-
фе G(X,E). Алгоритм находит вектор Mark[х] меток вершин x 2 X графа. Эле-
менту Mark[х] присваивается общий номер той компоненты, которой принадлежит
вершина x 2 X. Сложность алгоритма, как и алгоритма поиска в глубину, составля-
ет O(|X|+ |E|).

Пример 1. Рассмотрим построение блочно-древовидной структуры для задачи ДО,
состоящей из следующих ограничений:

B
1

: x
4

+ x
5

+ 4x
6

+ 2x
7

 4,

B
2

: 3x
1

+ 2x
2

+ 2x
3

+ 3x
4

 6,

B
3

: 3x
7

+ 8x
8

+ 3x
9

+ x
10

 8,

B
4

: x
9

+ 2x
11

+ 3x
12

 4,

B
5

: x
10

+ x
13

+ 2x
14

 2,

xj = 0, 1, j = 1, 2, . . . , 14.

Построим двойственный граф этой задачи ДО и выделим квазиблочную струк-
туру {U

1

, U
2

, U
3

} с помощью алгоритма Финкельштейна (рис. 2).
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1: Цикл пока v 2 X

2: Mark[v] = 0; // Начальная установка
3: end Цикл пока

4: count = 0; // Счетчик числа компонент
5: Цикл пока v 2 X

6: Если Mark[v] = 0 то

7: count = count+ 1;
8: Component(v, count);
9: end Если

10: end Цикл пока

11: procedure Component(x, count)
12: Mark[x] = count;
13: Цикл пока v 2 Nb(x)

14: Если Mark[v] = 0 то

15: Component(v, count);
16: end Если

17: end Цикл пока

18: end procedure

Рис. 1. Алгоритм выделения связных компонент неориентированного графа.

Рис. 2. Выделение квазиблочной структуры {U
1

, U
2

, U
3

} с помощью ал-
горитма Финкельштейна

Найдем компоненты связности с помощью описанного выше алгоритма в гра-
фе D

2

= D(U
2

T

U
3

), индуцируемом множеством U
2

T

U
3

, в двойственном гра-
фе D (рис. 3). Далее выделим компоненты связности C

0
1

и C
0
2

в графе D
3

= D(U
3

),
индуцируемом множеством U

3

в двойственном графе D (рис. 4).
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Рис. 3. Выделение компонент связности C
1

и C
2

в графе
D

2

= D(U
2

S

U
3

), индуцируемом множеством U
2

S

U
3

в двойственном
графе D.

Рис. 4. Выделение компонент связности C 0
1

и C 0
2

в графе D
3

= D(U
3

),
индуцируемом множеством U

3

в двойственном графе D.

Рис. 5. Блочно-древовидная структура {U 0
1

, U
0
2

, U
0
3

, U
0
4

, U
0
5

}.

Заменяя каждый блок Us на подблоки Us

T

C
1

, . . . , Us

T

Cp для каждого разбие-
ния на связные компоненты, получим в результате блочно-древовидную структуру
(рис. 5).
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4. Описание вычислительного эксперимента

Алгоритм Финкельштейна реализован с помощью класса
FinkelsteinQBDecomposition на языке программирования C++ и является ча-
стью библиотеки LES6.

Все вычисления проводились на базе процессора Intel Core 2 Duo @2.66 GHz, 2 Gb
ОЗУ и операционной системы Linux, версия ядра 2.6.35-24-generic.

Для проведения вычислительного эксперимента были построены пять групп те-
стовых задач ’dubois’, ’bridge’, ’adder’, ’pret’ и ’grid’ для 17 гиперграфов из библио-
теки CSP7 [18], причем каждая тестовая задача решалась с помощью исходного и
модифицированного алгоритмов Финкельштейна. Результаты вычислительного экс-
перимента приведены в таблице 1.

Таблица 1. Результаты декомпозиции задач ДО с помощью исходного
и модифицированного алгоритма Финкельштейна.

Задача Исходный алгоритм Модифицированный алгоритм

Кол-во блоков Максимальный

сепаратор

Кол-во блоков Максимальный

сепаратор

adder_15 31 4 16 4

adder_50 61 6 51 6

adder_99 121 6 101 6

dubois23 23 2 23 2

dubois30 30 2 30 2

dubois50 50 2 50 2

dubois100 98 6 2 4

pret60_25 8 10 7 10

pret60_60 8 10 7 10

pret150_25 15 12 11 10

pret150_75 15 12 11 10

grid2d_10 8 10 2 3

grid10 16 10 3 9

grid3d_4 5 12 2 6

bridge_15 21 10 4 10

bridge_50 56 10 5 8

bridge_75 78 9 4 9

6Local Elimination Solver https://github.com/d2rk/les/
7CSP (Constraint Satisfaction Problem) � задача удовлетворения ограничений.
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Следует отметить, что в качестве первой переменной, используемой алгоритмом
Финкельштейна, для которой находилась окрестность, выбиралась x

1

, т.е. p = {1}.
Анализируя результаты, полученные в таблице 1, нетрудно увидеть преимуще-

ства модифицированного алгоритма Финкельштейна по сравнению с исходным ал-
горитмом Финкельштейна. Так, во многих задачах были существенно уменьшены
количество построенных блоков и размеры сепараторов.

Рассмотрим некоторые результаты для тестовых задач более подробно. Можно
отметить задачу ’dubois100’, в которой существенно сократилось количество постро-
енных блоков и максимальный сепаратор уменьшился на 2. Для задач ’pret150_25’
и ’pret150_75’ существенно уменьшилось количество построенных блоков.

Заключение

В статье предложен алгоритм выделения блочно-древовидной структуры для
разреженных матриц. Реализован в виде программы на C++ и протестирован алго-
ритм Финкельштейна для выделения квазиблочных структур в разрежённых матри-
цах. В качестве тестовых задач взяты пять групп задач: ’dubois’,’bridge’,’adder’,’pret’
и ’grid’. Произведен сравнительный эксперимент для модифицированной и исходной
версий алгоритма, показавший существенное уменьшение количества построенных
блоков и размеров сепараторов для модифицированного алгоритма Финкельштейна.
В дальнейшем планируется проведение сравнительного эксперимента для алгорит-
мов нахождения блочно-древовидной структуры и древовидной декомпозиции.
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О РАСПАРАЛЛЕЛИВАНИИ ЛОКАЛЬНОГО ЭЛИМИНАЦИОННОГО
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Abstract. We introduce strategies for parallelizing a sequential local elimination algorithm for sparse
discrete optimization problems. The local elimination procedure exploits the structure of the underlying
problem graph using extended elimination tree. We propose to use hybrid Master-Worker scheme where
worker processors (GPUs) solve concurrently subproblems corresponding to super-nodes of extended
elimination tree that are generated by a single master process (CPU). Subproblem generation is embedded
into an local elimination algorithm and takes previous subproblem solutions into account. The current
state of parallel architectures and parallelization technics is discussed.

Введение

Задачи дискретной оптимизации (ДО) с блочной структурой возникают есте-
ственным образом во многих приложениях. При этом, задачи ДО являются NP-
трудными, поэтому при больших размерах их решение затруднительно в связи с
перебором экспоненциального числа вариантов.

Перспективными методами структурной декомпозиции, использующими
разреженность матрицы ограничений задач ДО, представляются локаль-
ные элиминационные алгоритмы [5], включающие локальные алгоритмы
декомпозиции [1], [2, 4, 3], алгоритмы несериального динамического програм-
мирования (НСДП) [8, 17, 25], алгоритмы сегментной элиминации [10]. Высокая
вычислительная сложность локального алгоритма при больших сепараторах между
блоками [5] может быть снижена с помощью параллельных вычислений.

1. Параллельные алгоритмы для задач дискретной оптимизации

Для параллельной реализации алгоритмов ДО могут использоваться системы
с распределенной памятью: их параллельное программное обеспечение использует
декомпозицию решаемой задачи на подзадачи и назначение их процессорам, а так-
же быструю коммуникационную сеть, обеспечивающую синхронный обмен данными
между процессорами. Программирование такой системы может осуществляться с
помощью стандартного языка высокого уровня типа C++ или Fortran с явной пе-
редачей сообщений. Также может быть использована параллельная система ПО для
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решения задач смешанного целочисленного линейного программирования (ЦЛП) �
SYMPHONY [24], подобная COIN/BCP [23]. COIN/BCP и SYMPHONY объединены
в новом решателе ALPS [22].

Ранее при разработке параллельных алгоритмов использовались обычно супер-
компьютеры и кластеры рабочих станций.

Остановимся на новых возможностях применения современных параллельных
вычислительных архитектур для ускорения работы алгоритмов ДО, таких как гра-
фические процессоры (GPU) и GRID.

В последнее десятилетие наблюдается повышенный интерес к GRID-
вычислениям [11]. GRID-вычисления используют совокупность слабосвязанных
разнородных вычислительных ресурсов как единый вычислительный ресурс,
которым может пользоваться большое число пользователей.

В течение последних нескольких лет все более популярным в научном сообществе
становится использование графических процессоров GPU1. Графические процессо-
ры GPU, обычно предназначенные для компьютерной графики, могут использовать-
ся для выполнения расчётов в приложениях, которые обычно проводятся централь-
ным процессором CPU [20]. Среди программных продуктов, которые позволяют про-
граммировать для GPU независимо от платформы, можно упомянуть следующие:
CUDA2, DirectCompute3 от Microsoft, OpenGL Shading Language (GLSL)4.

Khronos Group разработала специализированный язык OpenCL5, который явля-
ется основой для написания программ, выполняемых на разных платформах, состо-
ящих из CPU и GPU. OpenCL является открытым стандартом, который может быть
использован для программирования CPU, GPU и других устройств различных про-
изводителей, в то время как CUDA специализирована для NVIDIA GPU. OpenCL
обеспечивает переносимость различных аппаратных GPU, ОС, программного обес-
печения, а также поддерживается многоядерными процессорами. Поэтому представ-
ляется перспективным использование именно OpenCL для реализации алгоритмов
структурной декомпозиции разреженных задач ДО.

Существенное ускорение параллельных вычислений можно получить с помощью
программируемых графических процессоров (GPU), которые могут обрабатывать

1GPU � Graphics Processing Unit.
2CUDA = Compute Unified Device Architecture.
3DirectCompute специализирован исключительно под Microsoft Windows.
4GLSL не перспективен с научной точки зрения.
5OpenCL (Open Computing Language) � открытый язык вычислений, см. OpenCL:

открытый стандарт для параллельного программирования гетерогенных систем.
http://www.khronos.org/opencl.
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тысячи потоков данных. Среди публикаций, посвященных параллельным алгорит-
мам ДО на базе GPU, отметим следующие работы. Обзор [21], посвященный иссле-
дованиям параллельных алгоритмов муравьиных колоний (АМК)6 содержит анализ
106 научных публикаций. Можно отметить, что для параллельной реализации АМК
часто используется парадигма �Мастер-рабочий�7 в основном из-за концептуальной
простоты и легкости в применении. В [15, 16] рассмотрены особенности параллель-
ной реализации алгоритмов локального поиска и эволюционных алгоритмов на ба-
зе GPU. Boyer и соавторы [9] предложили параллельную реализацию метода дина-
мического программирования для задачи о ранце с помощью CUDA для системы из
нескольких GPU. Fujimoto и Tsutsui [12] разработали параллельный решатель задачи
о коммивояжере для GPU. Gulati и Khatri [13] внедрили новый подход упорядочи-
вания переменных в процедуре решения задачи выполнимости на GPU. Beckers и
соавторы [7] предлагают параллельный решатель задачи выполнимости SAT, реали-
зованный на языке OpenCL на GPU.

В [14] описывается распараллеливание метода ветвей и границ (ВГ). Последо-
вательный алгоритм ВГ заключается в неявном переборе подмножеств допустимых
решений, с помощью дерева поиска ВГ, вершины которого являются множествами
решений рассматриваемой задачи. Размер дерева, то есть количество создаваемых
вершин, непосредственно связан с методом, используемым для его построения. Для
алгоритма ВГ известны два вида стратегий распараллеливания:

1. Вершинные стратегии, цель которых � ускорить вычисления на уровне вер-
шины дерева поиска, например, параллельное вычисление нижней или верхней
границы, параллельная оценка вершин-потомков и т.д.

2. Древовидные стратегии, цель которых � параллельное построение и исследо-
вание дерева поиска ветвей и границ.

При распараллеливании алгоритма ВГ можно отметить следующие сложности:
cтруктура дерева поиска и граф зависимостей между задачами заранее неизвестны,
задачи для процессоров создаются динамически в процессе работы алгоритма. Для
того, чтобы избежать дополнительных временных затрат, необходимо принимать во
внимание такие алгоритмические аспекты, как балансировка нагрузки и передача
сообщений между процессорами.

Хотелось бы отметить работы [6] и [18], [19], посвященные вопросам разработки
параллельных версий алгоритмов структурной декомпозиции для дискретных задач.

6АМК является метаэвристикой для решения задач оптимизации.
7Master-Worker.
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Использование ЛЭА при решении задач ДО с большими перемычками (сепарато-
рами) затруднительно в связи с большим объёмом вычислений. Поэтому разработка
параллельной версии локального блочно-элиминационного алгоритма для задач ДО
представляет значительный интерес.

2. Блочно-элиминационный локальный алгоритм

2.1. Формулировка локального блочно-элиминационного алгоритма. Рас-
смотрим задачу ЦЛП с бинарными переменными:

CX =

n
X

j=1

cjxj ! max (1)

при ограничениях
n
X

j=1

aijxj  bi, i = 1, 2, . . . , m, (2)

xj = 0, 1, j = 1, 2, . . . , n. (3)

Определение 1. Множество переменных, соседних с переменной x 2 X в графе
G = (X,E), обозначается NbG(x) (или Nb(x)) и называется окрестностью перемен-
ной x. Замкнутой окрестностью переменной x 2 X в графе G = (X,E) называется
множество: Nb[x] = Nb(x) [ {x}.

Определение 2. Монотонной окрестностью вершины xi называется множество вер-
шин, соседних с xi, с индексами, большими, чем i (согласно упорядочению ↵):

Nb
↵

G(xi) = {xj 2 NbG(xi)|j > i}.

Процедура элиминации может быть применена для элиминации не только от-
дельных переменных, но и множеств переменных в виде �блочной элиминации пере-
менных� [2, 8], которая позволяет элиминировать несколько переменных �блоком�.
При построении блочных переменных целесообразно использовать понятие �супер-
вершины�, объединяющей в себе так называемые �неразличимые вершины�8. Если
задача ДО разбита на блоки, соответствующие подмножествам переменных (назы-
ваемых супер-переменными), то полученная блочная структура может быть описана
с помощью структурного конденсированного графа (фактор-графа), супер-вершины
которого соответствуют подмножествам переменных (или блокам) исходного графа
и супер-ребра соответствуют соседним блокам. Рассмотрим процедуру локальной

8В графе G две смежные вершины u и v называются неразличимыми, если Nb[u] = Nb[v].

�Таврiйський вiсник iнформатики та математики�, №1 (20)’ 2012



60 Д.В.Лемтюжникова, О.А.Щербина

блочной элиминации [8], в которой элиминация блока (т.е. подмножества перемен-
ных) может рассматриваться как элиминация супер-переменной. Рассмотрим упоря-
доченное разбиение X множества X переменных на блоки:

X = {x
1

,x
2

, · · · ,xp}, p  n,

где xl = XKl
(Kl � множество индексов, соответствующих xl, l = 1, · · · , p). Для

этого упорядоченного разбиения X, задача ДО P (1.1)–(1.3) может быть решена с
помощью ЛЭА, используя фактор-граф взаимосвязей G.

При этом ↵ : {x
1

,x
2

, · · · ,xp} является порядком элиминации супер-вершин (или
блоков) и представляет собой аналог порядка элиминации переменных.

Определение 3. Фактор-граф G = (X,E) � это структурный граф супер-задачи
ДО, получаемый с помощью представления множества �сжатых� вершин в виде од-
ной супер-вершины и соединения каждой супер-вершины со всеми супер-вершинами,
вершины которых были смежны некоторым из сжатых вершин, составляющих рас-
сматриваемую супер-вершину.

Определение 4. Множество супер-переменных, соседних с супер-переменной x 2 X

в фактор-графе G = (X,E), обозначается Nb
G

(x) (или Nb(x)) и называется окрест-
ностью супер-переменной x. Замкнутой окрестностью супер-переменной x 2 X в
фактор-графе G = (X,E) называется множество: Nb[x] = Nb(x) [ {x}.

Перейдем к формулировке блочного ЛЭА, состоящего из двух частей.
A. Прямая часть

Рассмотрим вначале блок x

1

. Тогда

max

X
{CN ·XN | AiSjXSj  bi, i 2 M,xj = {0, 1}, j 2 N} =

= max

XK2 ,··· ,XKp

{CN�K1 ·XN�K1 + h
1

(Nb(XK1)) | AiSjXSj  bi,

i 2 M � U
1

, xj = {0, 1}, j 2 N �K
1

}
где U

1

= {i : Si \K
1

6= ?} и

h
1

(Nb(XK1)) = max

XK2 ,··· ,XKp

{CK1 ·XK1 | AiSjXSj  bi,

i 2 U
1

, xj = {0, 1}, j 2 Nb[x
1

]}
Первый шаг локальной блочной элиминационной процедуры состоит в решении, ис-
пользуя полный перебор значений XK1 , следующей задачи оптимизации

h
1

(Nb(XK1)) = max

XK2 ,··· ,XKp

{CK1 ·XK1 | AiSjXSj  bi,

i 2 U
1

, xj = {0, 1}, j 2 Nb[x
1

]}
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и запоминании оптимальных локальных решений XK1 в виде функций окрестно-
стей XK1 , т.е. X⇤

K1
Nb(XK1). Максимизация f(X) по всем возможным присвоениям

Nb(XK1) называется элиминацией блока (или элиминацией супер-переменной) XK1 .
После элиминации необходимо решить задачу оптимизации:

max

X�XK1

{CN�K1 ·XN�K1 + h
1

(Nb(XK1)) | AiSjXSj  bi,

i 2 M � U
1

, xj = {0, 1}, j 2 N �K
1

}
Заметим, что эта задача имеет тот же вид, что и исходная задача, а табличная функ-
ция h

1

(Nb(XK1)) может быть рассмотрена как новый компонент измененной целевой
функции. Следовательно, та же процедура может быть использована для поочеред-
ной элиминации блоков – супер-переменных x

2

= XK2 , · · · ,xp = XKp . На каждом
шаге j запоминаются новый компонент h

xj и оптимальные локальные решения X⇤
Kj

в виде функций от Nb(XKj | XK1 , · · · , XKj�1) т.е. от множества переменных, взаимо-
связанных по крайней мере с одной переменной из XKj в текущей задаче, получен-
ной из исходной задачи с помощью элиминации XK1 , · · · , XKj�1 . Так как множество
Nb(XKp | XK1 , · · · , XKp�1) пустое, элиминация XKp позволит получить оптимальное
значение целевой функции f(X).

B. Обратная часть

Эта часть процедуры состоит в последовательном выборе X⇤
Kp

, X⇤
Kp�1

, · · · , X⇤
K1

�
оптимальных локальных решений из сохраненных в прямой части таблиц
X⇤

K1
(Nb(XK1)), X⇤

K2
(Nb(XK2 | XK1)), · · · , X⇤

Kp
(Nb(XKp | XK1 , · · · , XKp�1)).

Графовой интерпретацией блочного ЛЭА может служить обобщенная элимина-
ционная игра, входом которой является фактор-граф взаимосвязей G и обобщенный
порядок элиминации (упорядоченное разбиение) ↵ : {x

1

,x
2

, · · · ,xp} супер-вершин
графа G. На каждом шаге ⌫(1  ⌫  p) обобщенной элиминационной игры окрест-
ность Nb(x⌫) супер-вершины x⌫ преобразуется в клику, а x⌫ удаляется из графа G

вместе со смежными ребрами.

Определение 5. Граф G

+

X

= (X,E+

), образованный путем добавления в G всех
ребер, добавленных алгоритмом, называется обобщённым пополненным графом.

Понятие монотонной окрестности, введенное выше, может быть обобщено на слу-
чай супер-переменной в фактор-графе.

Определение 6. Монотонной окрестностью супер-вершины xi в фактор-графе
G = (X,E) называется множество супер-вершин, соседних с xi в фактор-графе G, с
индексами, большими, чем i (согласно упорядочению ↵ : {x

1

,x
2

, · · · ,xp}):

Nb
↵

G

(xi) = {xj 2 Nb
G

(xi)|j > i}.
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Бесконтурный орграф вычислительной процедуры локального блочного элими-
национного алгоритма содержит вершины, соответствующие вычислению функций
h
xj(Nb

G
(j�1)
X

(xj)) и является обобщенным элиминационным деревом.

Определение 7. Обобщённым элиминационным деревом (ОЭД) графа G для упо-
рядоченного разбиения множества вершин на подмножества (супер-вершины) на-
зывается ориентированное дерево ~

T

X

, имеющее то же множество супер-вершин X,
что и фактор-граф G, а множество дуг ОЭД определяется с помощью отношения
�отец–сын� следующим образом: отцом супер-вершины x является первая супер-
вершина из монотонной окрестности Nb

G

+
X
(x) супер-вершины в пополненном гра-

фе G

+

X

.

3. Источники распараллеливания

Для ЛЭА структура элиминационного дерева известна заранее и граф зависимо-
стей между задачами предсказуем, что позволяет избежать ряда описанных в разделе
1 проблем, свойственных параллельным методам ВГ.

Для ЛЭА при решении задачи (1)–(3) существуют следующие источники распа-
раллеливания:

1) Параллельная обработка независимых ветвей обобщенного элиминационного
дерева.

Используемый граф потоков данных для блочного ЛЭА задачи является обоб-
щенным элиминационным деревом, которое должно обрабатываться от листьев к
корню. При параллельной реализации блочного ЛЭА супер-вершины каждого слоя
ОЭД могут быть рассмотрены и обработаны параллельно. При расчетах множество
промежуточных данных передается в родительскую вершину из вершин-сыновей.
Как только промежуточная информация от всех вершин-сыновей собрана в роди-
тельской вершине, она используется при решении соответствующей родительской
вершине задачи ДО. Таким образом, независимые ветви дерева могут обрабатывать-
ся параллельно. Распараллеливание ЛЭА более эффективно в нижней части дерева,
нежели вблизи ее корневой вершины.

2) Параллельное решение задач в блоках.
Для каждого блока (супер-вершины) можно рассмотреть множество независи-

мых задач9, которые порождаются в прямой части ЛЭА. Там для каждого значения
сепаратора XNb

G
(j�1)
X

(xj) нужно решить параллельно задачи h
xj(Nb

G
(j�1)
X

(xj)).

9Независимость задач состоит в том, что информация, полученная в результате решения одной
задачи, не используется при решении другой.

�Таврический вестник информатики и математики�, №1 (20)’ 2012



О распараллеливании локального элиминационного алгоритма 63

Так как структура графа потоков данных известна (ОЭД)10, такие задачи могут
быть решены при помощи парадигмы �Master-Worker�, в которой имеются два раз-
личных типа процессоров: мастер-процессор и рабочие процессоры. При этом управ-
ление алгоритмом осуществляется мастер-процессором, который разбивает задачу на
отдельные подзадачи и назначает их для решения рабочим процессорам, учитывая
взаимосвязи между ними. Мастер-процессор выбирается в начале решения пакета
задач, соответствующих блоку ОЭД. Далее, рабочие процессоры выбираются масте-
ром динамически из списка процессоров-кандидатов, используя критерий хорошей
балансировки нагрузки.

Для параллельной реализации ЛЭА мы предлагаем использовать гибридную схе-
му �мастер-рабочий�, которая допускает одновременное использование CPU и GPU.
GPU, множество основных параллельных машин с общей памятью, выступают в ка-
честве рабочих процессоров и выполняют решение подзадач ДО для блоков. Синтез
решений выполняется процессором CPU, который выступает в роли мастера.

Заключение

В работе выделены стратегии распараллеливания локального элиминационного
алгоритма для разреженных задач дискретной оптимизации на основе использования
современных вычислительных архитектур. Независимые подзадачи, соответствую-
щие разным блокам, и подзадачи, соответствующие независимым ветвям обобщен-
ного элиминационного дерева, могут решаться параллельно при помощи таких вы-
числительных архитектур, как многоядерные процессоры, графические процессоры
(GPU) и GRID. Для параллельной реализации ЛЭА предлагается использовать ги-
бридную схему �мастер-рабочий�, которая допускает одновременное использование
CPU и GPU, причем GPU, множество основных параллельных машин с общей па-
мятью, выступают в качестве рабочих процессоров и выполняют решение подзадач
ДО для блоков, а CPU используется в качестве мастера. В дальнейшем планируется
реализовать эту схему при помощи виртуального программирования, что позволит
оценить эффективность распараллеливания локального элиминационного алгоритма
и определить дальнейший ход исследования.
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Abstract. Formula of the evaluating of multiple integrals with using Lagrange polynomial
interlineation was submitted. Cubature formula is investigated in the case when information
about function is set of values on lines in G = [�1, 1]2 on the class of functions with
condition

�

�f (p1,p2)(x, y)
�

� 6 M . The estimation of error of approaching of the cubature formula is presented.

Вступ

Задача наближеного обчислення кратних iнтегралiв є однiєю з найбiльш важ-
ливих задач обчислювальної математики. Однак на цей час виникає необхiднiсть
наближеного обчислення iнтегралiв вiд функцiй багатьох змiнних за допомогою iн-
формацiйних операторiв рiзних типiв. В якостi даних можуть бути значення функцiї
у вузлових точках, слiди функцiй на системi взаємноперпендикулярних лiнiй або пло-
щин. Таку задачу ефективно дозволяє розв’язувати апарат iнтерлiнацiї функцiй [1].
В роботах [1], [2] у випадку, коли iнформацiя про функцiю задана у вузлових точках,
проведено порiвняння наближеного обчислення iнтегралу вiд функцiї двох змiнних за
кубатурою формулою центральних прямокутникiв та мiшаною кубатурною форму-
лою центральних прямокутникiв за точнiстю та кiлькiстю використаної iнформацiї.
В цих же роботах наведений алгоритм розв’язання задачi наближеного обчислення
iнтегралу вiд функцiї двох змiнних з використанням класичних базисних сплайнiв, а
також з використанням сплайн-iнтерлiнацiї функцiй. Доведено, що для досягнення
однiєї i тiєї ж точностi кубатурнi формули, що використовують сплайн-iнтерлiнацiю
використовують на порядок меншу кiлькiсть значень пiдiнтегральної функцiї порiв-
няно з класичними кубатурними формулами. Не дослiдженим залишилось питання
побудови кубатурних формул з використанням лагранжевої полiномiальної iнтерлi-
нацiї. Це питання є важливим i актуальним, оскiльки пiднiмає питання оптимального
вибору вузлiв або лiнiй, при побудовi кубатурних формул обчислення iнтегралу вiд
функцiї двох змiнних.
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Постановка задачi: побудувати кубатурну формулу наближеного обчислення iн-
тегралу вiд функцiй двох змiнних з використанням лагранжевої полiномiальної iн-
терлiнацiї функцiй на класi дiйсних функцiй, визначених на G = [�1, 1]2 i таких,
що

�

�f (p1,p2)
(x, y)

�

� 6 M , у випадку, коли iнформацiя про функцiю задана на лiнiях.
Отримати оцiнку похибки кубатурної формули.

1. Найкраща в Lq[�1, 1]2, q = 1, 1, 2 лагранжева полiномiальна
iнтерлiнацiя

Наведемо деякi теореми.

Теорема 1. [3] Нехай g(t) 2 Cr
(I), I = [0, 1], 1 6 r 6 n, Ln�1g(t) � iнтерполяцiй-

ний полiном Лагранжа степеня n� 1 функцiї g(t), iз властивостями

Ln�1g(t) =
n
X

k=1

g(tk)`n�1,k(t), `n�1,k(t) =
n
Y

i=1,i 6=k

t� ti
tk � ti

, k = 1, n.

Тодi для залишку Rng(t) := g(t)� Ln�1g(t) справедливе iнтегральне зображення

Rng(t) =
n
X

k=1

`n�1,k(t)

t
Z

tk

g(r)(⌧)
(tk � ⌧)r�1

(r � 1)!

d⌧.

При знаходженнi найкращої в Lq[�1, 1]2, q = 1, 1, 2 лагранжевої полiномiальної
iнтерлiнацiї на системi взаємно перпендикулярних прямих слiд враховувати, що:

1) залишок iнтерлiнацiї дорiвнює операторному добутковi залишкiв по кожнiй
змiннiй окремо;

2) полiноми степеня n з найменшим вiдхиленням вiд нуля в метрицi Lq[�1, 1] �
це полiноми з коефiцiєнтом одиниця при старшому степенi, що є розв’язком
екстремальної задачi

max

t2[�1,1]

�

�

�

�

�

tn �
n�1
X

k=0

ckt
k

�

�

�

�

�

! min

c0,...,cn�1

, q = 1,

1

Z

�1

�

�

�

�

�

tn �
n�1
X

k=0

ckt
k

�

�

�

�

�

q

dt ! min

c0,...,cn�1

, 1 6 q < 1.

Для них справедлива наступна теорема.
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Теорема 2. [2] При q = 1, 1, 2 полiномами найкращого наближення є вiдповiдно
полiноми Чебишова 1-го роду

Tn,(t) =
cos(n⇥ arccos t)

2

n�1 ,

полiноми Чебишова 2-го роду

Tn,1(t) =
sin ((n+ 1) arccos t)

2

n
p
1� t2

,

полiноми Лежандра

Tn,2(t) =
n!

(2n)!

dn

dtn
(t2 � 1)

n.

Це означає, що при побудовi полiномiальних iнтерлiнантiв треба вибирати прямi
iнтерлiнацiї x = xi, i = 1,m; y = yj, j = 1, n, так, щоб числа xi, i = 1,m; yj, j = 1, n,
були коренями вiдповiдних полiномiв з найменшим вiдхиленням. Зокрема, при q = 1

справедлива наступна теорема.

Теорема 3. [1] Нехай p = (p
1

, p
2

), f(x
1

, x
2

) 2 Cp
(J2

), J = [�1, 1], Dp
=

@p1+p2

@xp1
1

@xp2
2

,

Bp
=

�

g(x)|g 2 Cp
(J2

), Dpg = 0

 

, E(f) � величина найкращого наближення функцiї
множиною Bp за нормою k · k=k · kL1(J2

)

; g⇤ 2 Bp � елемент найкращого набли-
ження; x

1i1 = cos(i
1

⇡/(p
1

+ 1)), i
1

= 1, p
1

, x
2i2 = cos(i

2

⇡/(p
2

+ 1)), i
2

= 1, p
2

� нулi
полiномiв Чебишова 2-го роду вiдповiдно степеня p

1

та p
2

:

Um(t) =
sin(m+ 1)✓

sin ✓
, cos ✓ = t, m = 0, 1, . . . ,

lkpkik � базиснi полiноми Лагранжа, lkpkik(xki0k
) = �iki0k ,

g⇤(x) =
p1
X

i1=1

f(x
1i1 , x2

)l
1p1i1(x1

) +

p2
X

i2=1

f(x
1

, x
2i2)l2p2i2(x2

)� (1)

�
p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

f(x
1i1 , x2i2)l1p1i1(x1

)l
2p2i2(x2

).

Для f(x) iснує єдиний найближчий до f(x) за нормою k · k елемент g⇤ 2 Bp i
цей елемент має вигляд (1) тобто є iнтерлiнантом, який iнтерлiнує f(x) на лiнiях
xk = xkik , ik = 1, pk; k = 1, 2. Залишок наближення функцiї f(x) найкращим елемен-
том, має наступний вид.

f(x)� g⇤(x) =
Up1(x1

)Up2(x2

)

2

p1+p2p
1

!p
2

!

f (p1,p2)
(⇠

1

, ⇠
2

), (⇠
1

, ⇠
2

) 2 J2, (2)
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де (⇠
1

, ⇠
2

) � деяка точка, що залежить вiд (x
1

, x
2

) 2 J2. Тому найменше значення ве-

личини k f(x)�g⇤(x) k досягається на тих g⇤, для яких величина
�

�

�

�

2

Q

k=1

pk
Q

ik=1

(xk � xkik)

�

�

�

�

є найменшою. Цю умову задовольняють полiноми, вузли яких є нулями полiномiв Че-
бишова 2-го роду.

2. Кубатурна формула наближеного обчислення кратного
iнтегралу з використанням лагранжевої полiномiальної

iнтерлiнацiї функцiй

Для наближеного обчислення iнтегралу

I (f) =

1

Z

�1

1

Z

�1

f (x
1

, x
2

)dx
1

dx
2

пропонується кубатурна формула

˜I (f) =

1

Z

�1

1

Z

�1

Lf (x
1

, x
2

)dx
1

dx
2

,

де

Lf(x
1

, x
2

) =

p1
X

i1=1

f(x
1i1 , x2

)l
1p1i1(x1

) +

p2
X

i2=1

f(x
1

, x
2i2)l2p2i2(x2

)�

�
p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

f(x
1i1 , x2i2)l1p1i1(x1

)l
2p2i2(x2

).

В розгорнутому виглядi кубатурна формула має вид:

˜I (f)=
p1
X

i1=1

x1i1+1
Z

x1i1

l
1p1i1(x1

)dx
1

x2i2+1
Z

x2i2

f(x
1i1 , x2

)dx
2

+

+

p2
X

i2=1

x2i2+1
Z

x2i2

l
2p2i2(x2

)dx
2

x1i1+1
Z

x1i1

f(x
1

, x
2i2)dx1

�

�
p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

f(x
1i1 , x2i2)

x1i1+1
Z

x1i1

l
1p1i1(x1

)dx
1

x2i2+1
Z

x2i2

l
2p2i2(x2

)dx
2

.
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Теорема 4. Справедлива наступна оцiнка похибки наближення iнтегралу I(f) ку-
батурою формулою ˜I (f)

�

�

�

I (f)� ˜I (f)
�

�

�

6 Mp
1

p
2

⇡2

2

p1+p2
(p

1

+ 1)!(p
2

+ 1)!

.

Доведення. Знайдемо оцiнку похибки наближення. Маємо
�

�

�

I (f)� ˜I (f)
�

�

�

6

6
1

Z

�1

1

Z

�1

|f (x
1

, x
2

)� Lf (x
1

, x
2

)|dx
1

dx
2

=

=

p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

x1i1+1
Z

x1i1

x2i2+1
Z

x2i2

�

�

�

�

Up1(x1

)Up2(x2

)

2

p1+p2p
1

!p
2

!

f (p1,p2)
(⇠

1

, ⇠
2

)

�

�

�

�

dx
1

dx
2

6

6 M
p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

x1i1+1
Z

x1i1

x2i2+1
Z

x2i2

|Up1(x1

)| |Up2(x2

)|
2

p1+p2p
1

!p
2

!

dx
1

dx
2

=

=

M

2

p1+p2p
1

!p
2

!

p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

x1i1+1
Z

x1i1

|Up1(x1

)| dx
1

x2i2+1
Z

x2i2

|Up2(x2

)|dx
2

=

M

2

p1+p2p
1

!p
2

!

⇥

⇥
p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

x1i1+1
Z

x1i1

�

�

�

�

�

sin ((p
1

+ 1) arccosx
1

)

p

1� x2

1

�

�

�

�

�

dx
1

x2i2+1
Z

x2i2

�

�

�

�

�

sin ((p
2

+ 1) arccosx
2

)

p

1� x2

2

�

�

�

�

�

dx
2

6

6 M

2

p1+p2p
1

!p
2

!

p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

x1i1+1
Z

x1i1

dx
1

p

1� x2

1

x2i2+1
Z

x2i2

dx
2

p

1� x2

2

=

=

M

2

p1+p2p
1

!p
2

!

p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

⇣⇡

2

� arccosx
1

⌘

�

�

�

�

x1i1+1

x1i1

⇣⇡

2

� arccosx
2

⌘

�

�

�

�

x2i2+1

x2i2

=

=

M

2

p1+p2p
1

!p
2

!

p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

(arccos x
1i1 � arccosx

1i1+1

) (arccos x
2i2 � arccosx

2i2+1

) =

=

M

2

p1+p2p
1

!p
2

!

p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

✓

⇡i
1

p
1

+ 1

� ⇡ (i
1

+ 1)

p
1

+ 1

◆✓

⇡i
2

p
2

+ 1

� ⇡ (i
2

+ 1)

p
2

+ 1

◆

=

=

M

2

p1+p2p
1

!p
2

!

p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

⇡

p
1

+ 1

⇡

p
2

+ 1

=

Mp
1

p
2

⇡2

2

p1+p2
(p

1

+ 1)!(p
2

+ 1)!

.

Теорема доведена. ⇤
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3. Чисельний експеримент

Для функцiї
f (x

1

, x
2

) = cos (x
1

+ x
2

) ,

у якої
�

�f (p1,p2)
(x

1

, x
2

)

�

� 6 1,

наведемо в таблицi наближенi значення iнтегралiв за кубатурною формулою ˜I (f).

Точне значення

I (f) =

1

Z

�1

1

Z

�1

f (x
1

, x
2

)dx
1

dx
2

= 2.83229367309428.

Оцiнку похибки наближення iнтегралу I(f) кубатурою формулою ˜I (f), знайдену
теоретично позначимо, через

" =
p
1

p
2

⇡2

2

p1+p2
(p

1

+ 1)!(p
2

+ 1)!

.

Таблица 1. Наближене обчислення iнтегралу I(f) за кубатурою фор-
мулою ˜I (f).

p
1

= p
2

= ` ˜I (f)
�

�

�

I (f)� ˜I (f)
�

�

�

"

2 2.82707748909675 0.005216183997534 0.068538919452009
3 2.83228683047443 0.000006842619856 0.002409571386985
4 2.83229271424136 0.000000958852927 0.000042836824658
5 2.83229367288868 0.000000000205606 0.000000464809295
6 2.83229367305887 0.000000000035412 0.000000003414925
7 2.83229367309428 1.3 · 10�15 0.000000000018157

Заключення

На цей час актуальною є задача наближеного обчислення iнтегралiв вiд функцiй
багатьох змiнних у випадку, коли в якостi даних можуть бути слiди функцiй на си-
стемi взаємноперпендикулярних лiнiй. Таку задачу ефективно дозволяє розв’язувати
апарат iнтерлiнацiї функцiй. В роботi розглянута кубатурна формула наближеного
обчислення iнтегралу вiд функцiй двох змiнних з використанням лагранжевої полi-
номiальної iнтерлiнацiї функцiй на класi дiйсних функцiй, визначених на G = [�1, 1]2

i таких, що
�

�f (p1,p2)
(x, y)

�

� 6 M. Отримана оцiнка похибки кубатурної формули. Чи-
сельний експеримент пiдтверджує теоретичний результат.
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Побудована кубатурна формула є першим кроком в дослiдженнi питання опти-
мального вибору вузлiв, лiнiй, площин при побудовi кубатурних формул наближеного
обчислення, як кратних iнтегралiв, так i iнтегралiв вiд швидкоосцилюючих функцiй
багатьох змiнних.
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Abstract. Considered the mathematical model of the flow of the river Tisza in view the maximum
cost flows. Determined of the value of maximum flows by the method of bandwidth analysis. Provided
recommendations on further use of this method.

Вступ

Основними причинами формування стихiйних явищ Карпатського регiону є
природно-клiматичнi та геологiчнi особливостi, внаслiдок чого рiзкий пiдйом рiвнiв
води в рiчках призводить до затоплення територiй населених пунктiв, виробничих
об’єктiв i завдає значних збиткiв економiцi областi [1]. Така ж проблема iснує i в iн-
ших державах, якi розташованi в басейнi р.Тиси, що потребує мiжнародної коорди-
нацiї системи спостережень та оповiщення населення i необхiднiсть забезпечення [2]:

• постiйних замiрiв в характерних створах витрат та рiвнiв води, якi дадуть
достовiрну основу для розрахункiв гiдрологiчних процесiв;

• оперативної передачi для обробки первинної iнформацiї та подаль-шого iмiта-
цiйного моделювання гiдрологiчних процесiв.

Дослiдження грунтується на застосуваннi матерiалiв спостережень служби гiд-
рологiчного монiторингу, зокрема, на водомiрних постах i гiдроморфометричнтих
створах з використанням даних геодезичних вимiрювань на дiлянках рiк Закарпат-
тя, а також топографiчнi i тематичнi карти, довiдково-методична i спецiальна лiте-
ратура.

Метою є визначення величини максимальних потокiв, якi можна пропустити
через русло рiчки, виходячи iз даних водомiрних постiв.

1. Постановка задачи

Перш за все варто вiдмiтити, що довготермiновi точнi прогнози неможливi iз-
за випадковостi клiматичних проявiв. Природа ймовiрностi є настiльки рiзнобiчною,
що неможливо знайти явище, яке б не несло випадковостi. Тому наявна вона i в
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математичних рiвняннях, що вiдображають об’єктивно iснуючу реальнiсть у виглядi
моделей.

Нехай, маємо мережу з n витокiв приток i одним стоком р.Тиси i нехай дуги
приток матимуть обмежену здатнiсть. Необхiдно знайти такi потоки по руслах при-
ток, що сформують максимальний потiк, що вiдповiдає потоку русла р.Тиси пiд час
ситуацiї паводку.

Використаємо метод мiток, зафiксувавши деяке допустиме значення залежно-
стi Q(h). Вузли розглянемо як промiжнi водомiрнi пости рiчки, а дуги � як роз-
подiльчi канали.

Нехай мiтку водомiрного поста будемо використовувати для встановлення вели-
чини Q i джерела притоки або самої рiчки, що впливає на змiну стоку по рiчцi. qj �
величина потоку iз вузла i у вузол j це викликає збiльшення потоку по цiй дузi, то
будемо приймати, що вузол j мiчений iз вузла i символом (+qj). Вузлу j припишемо
мiтку [+qj, i]. Якщо qj одиниць потоку викликають зменшення потоку по дузi, то
вузол j мiчений iз вузла i символом (�qj), тодi вузлу j приписують мiтку [�qj, i].

Потiк iз вузла i у вузол j збiльшується, коли qj одиниць додаткового потоку на-
правляється у вузол j по дузi (i, j) в напрямку, який спiвпадає з орiєнтацiєю. Тодi
дуга (i, j) буде наближатися до прямої. Якщо вузол j мiчений iз вузла i дуга (i, j)

пряма, то потiк по данiй дузi збiльшується i величина, яка вiдповiдає рештi невико-
ристаної пропускної здатностi дуги, повинна бути потрiбним чином скорегована. Це
i буде надлишковою пропускною здатнiстю.

Якщо деякому вузлу припишемо мiтку i при цьому використаємо пряму гiлку, то
вона може мати тiльки надлишкову пропускну здатнiсть. Шлях потоку, який збiль-
шує видатки визначимо як зв’язну послiдовнiсть прямих i обернених дуг, по яких
об’єднуються декiлька потокiв в один. Потiк по кожнiй прямiй дузi збiльшується,
при цьому за наявностi перевищення утворюються зони затоплення. Оптимальний
шлях потоку використаємо для вибору такого способу змiни потоку, при якому потiк
у вузлi збiльшується i для кожного внутрiшнього вузла мережi при цьому не буде
вiдхилено умову збереження потоку.

Вiзьмемо за основу алгоритм Гоморi, iдея якого полягає в побудовi максималь-
ного дерева, гiлки якого вiдповiдають перерiзам, а параметр гiлок � величинi пере-
тинiв.

Нехай (i, j) має потiк xi,j > 0, а pi,j � пропускна здатнiсть дуги, тодi:
якщо xi,j 6 pi,j � ситуацiя вiдсутностi затоплюваної територiї,
якщо xi,j > pi,j � то наявна паводкова ситуацiя.
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Рiзниця xi,j � pi,j буде наявною надлишковою витратою, що формує зону за-
топлення, потiк по прямiй дузi (i, j) може збiльшуватися на qj = min |qi, xi,j � ui,j|.
Зменшення потоку по дузi (i, j) можливе тiльки тодi, коли xi,j > 0. Вiдповiдно, потiк
по оберненiй дузi (i, j) може бути зменшеним на qj = min | qi, xi,j |. Потоку р.Тиси
присвоїмо мiтку [+qj, n], де n � номер вузла, тодi максимальний потiк може бути
збiльшений, або зменшений на qi вузла.

Нехай F = (N,M), де N � множина вузлiв, M � множина дуг, i нехай ci,j �
пропускна здатнiсть дуги (i, j) iз множини М, i ci,j = cj,i. Максимальний потiк мiж
вузлами i i j дорiвнює qmaxi,j, (P, ¯P )i,j � мiнiмальний перетин, який вiдокремлює
вузол i вiд j : i 2 P ; J 2 ¯P ; c(P, ¯P )i,j � пропускна спроможнiсть мiнiмального пе-
ретину, який вiдокремлює вузол i вiд j. Згiдно теореми про максимальний потiк i
мiнiмальний перетин qmaxi,j = c(P, ¯P )i,j.

Якщо деякий вузол s 2 ¯P , то qmaxi,s 6 c(P, ¯P )i,j.

Якщо деякий вузол s 2 P , то qmaxs,j 6 c(P, ¯P )i,j.

Звiдси випливає, що qmaxi,j > qmaxi,s i qmaxi,j > qmaxs,j, тому
qmaxi,j > |qmaxi,s; qmaxs,j |. У загальному можна записати,

що qmaxi,j > min[qmaxi,p, qmaxp,s, qmaxs,q, qmaxq,j],

але qmaxi,j 6 min[qmaxi,p, qmaxp,s, qmaxs,q, qmaxq,j],

де (i, j) � довiльна дуга, яка не належить дереву. Отже, замiсть цiєї дуги мож-
на взяти iншу з бiльшою вагою i для будь-якої дуги, яка не належить дереву:
qmaxi,j = min[qmaxi,p, qmaxp,s, qmaxs,q, qmaxq,j].

При необхiдностi визначити максимальний потiк мiж двома вузлами в деревi зна-
ходять шлях, який з’єднує цi вузли i вибрати при цьому дугу з мiнiмальною вагою. Її
вага i буде максимальним потоком мiж цими вузлами. Нехай d � це джерело, а вузол
x � стiк, то максимальний потiк мiж ними qmaxd,x = c(P, ¯P )d,x. Нехай ¯Wi,j � множи-
на вузлiв, яка утворюється у результатi конденсацiї всiх вузлiв, якi знаходяться по
одну сторону перерiзу, де не мiстяться вузли i i j; ¯Mi,j � множина дуг, якi об’єднують
вузли iз множини ¯Wi,j. Якщо вiдома пропускна здатнiсть дуг, якi належать множинi
¯Mi,j , то для знаходження максимального потоку мiж вузлами i i j використаємо

метод мiток.
Нехай j

1

, j
2

, . . . , j` � вузли iз множини ¯P , де i 2 P , пропускнi здатностi дуг iз
множини ¯Mi,j. При конденсацiї множини ¯P дуги (i, j

1

), (i, j
2

), . . . , (i, j`) приймають за
одну дугу, яка з’єднує вузол i i кондицiйований вузол ¯P . Пропускна здатнiсть цiєї
дуги ci,p̄ = ci,j1 + ci,j2 + . . .+ ci,j =

P`
z=1

ci,jz . Для визначення величини qmaxi,j знову
потрiбно знайти мiнiмальний перерiз, який вiдокремлює вузли i i j, тобто (P, ¯P )i,j
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з мiнiмальною пропускною здатнiстю. Далi вибираємо другу пару вузлiв, яка нале-
жить Р, або ¯P , i побудуємо конденцiйовану мережу. Далi методом мiток визначимо
другий перетин i побудуємо нову конденцiйовану мережу i так далi.

Висновки

Для аналiзу формування величини стоку р.Боржави здiйснено обстеження вiд
автодорожнього мосту через р.Тису в пiвденнiй частинi м.Рахiв до злиття рiк Бi-
ла Тиса та Чорна Тиса. Для можливостi врахування максимальних витрат приток
здiйснено дослiдження водозборiв рiчок Тересви, Шопурки i Косiвської. На основi чо-
го можна зробити висновок, що рiвень води у р. Боржавi формує об’єм стоку русла
р.Тиси, що значною мiрою поповнюється водами приток. Звiдси випливає необхiд-
нiсть акумуляцiї паводкового стоку основного русла р.Тиси та її приток, що дозво-
лить уникнути критичних рiвнiв на р.Боржавi, забезпечити збалансованiсть фактора
зволоження грунтiв сiльськогосподарських земель, запобiгти збиткiв.
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Abstract. In this paper dynamical system with fixed switching points is considered. Existence
conditions for a solution of a structural and parametric optimization problem in a class of structural
controls and sufficient conditions for optimality are proved. A numerical method for structural
optimization of linear system with quadratic functional is created.

Вступ

При оптимiзацiї складних технiчних систем функцiї керування, як правило, за-
даються у структурно-параметричнiй формi. Задачi структурно-параметричної оп-
тимiзацiї вивчалися iз застосуванням варiацiйного методу, зокрема, в працi [3] були
побудованi алгоритми типу градiєнтного спуску. Важливим випадком структурного
представлення керування є випадок релейних керувань, або, бiльш широко, керувань,
що вибираються з дискретної множини. В [5, 6] описано алгоритми, якi використо-
вують структуризацiю фазового простору, при цьому керування вибирається в класi
кусково-постiйних. У роботi [1] обгрунтований принцип оптимальностi Беллмана для
задачi вибору оптимальної структури, одержано рiвняння Беллмана у iнтегральнiй
та диференцiальнiй формах. Випадок структур керування, що мiстять фазову змiн-
ну, був розглянутий у статтi [7]. Для задачi з фiксованими точками перемикання
був доведений принцип оптимальностi Беллмана та одержано рiвняння Беллмана в
iнтегральнiй та iнтегро-диференцiальнiй формах.

У статтi отриманi достатнi умови оптимальностi в задачi структурно-
параметричної оптимiзацiї з фiксованими точками перемикання. Для випадку лiнiй-
ної системи керування доведенi умови iснування та єдиностi розв’язку. Запропонова-
ний чисельний алгоритм оптимiзацiї за параметрами лiнiйної системи з квадратич-
ним критерiєм якостi.
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1. Достатнi умови оптимальностi в задачi
структурно-параметричної оптимiзацiї з фiксованими точками

перемикання

Розглянемо задачу оптимального керування

J (x, u) =

T
Z

t0

f
0

(x (t) , u (t) , t) dt+ � (x (T )) ! inf (1)

за умов
dx

dt
= f (x, u, t) , x (t

0

) = x
0

. (2)

Тут x � вектор фазових координат розмiрностi n, x (t) 2 X (t) ✓ Rn, t 2 [t
0

, T ] �
фазовi обмеження, u � вектор керування розмiрностi m, f

0

(x, u, t) , � (x) � непере-
рвнi функцiї, f (x, u, t) � n-вимiрна вектор-функцiя така, що справджуються умо-
ви: для будь-якого фiксованого t 2 [t

0

, T ] функцiя f (x, u, t) є неперервною за x;
для будь-яких фiксованих x 2 X та u функцiя f (x, u, t) є вимiрною за t; iснує та-
ка iнтегрована функцiя p (t), що kf (x, u, t) k  p (t), t 2 [t

0

, T ]; на промiжку [t
0

, T ]

виконується умова Лiпшиця за керуванням i за фазовою змiнною.
Нехай керування в задачi (1)–(2) задано в структурнiй формi

u (t) =  i (t, bi, x (t)) , t 2 [ti, ti+1

) . (3)

де t
0

< t
1

< ... < tN = T � точки перемикання, bi 2 Ri � числовi параметри,
Ri ⇢ Rki , i = 0, ... , N � 1, ki � натуральнi числа. Функцiї  i (t, bi, x) , t 2 [ti, ti+1

)

є такими, що: на кожному з вiдрiзкiв [ti, ti+1

) функцiї  i (t, bi, x) є неперервними
за t i bi; на промiжку [t

0

, T ] виконується умова Лiпшиця за фазовою змiнною. Точ-
ки перемикання t

0

< t
1

< ... < tN = T є фiксованими. Умови на праву частину
системи (2) i функцiю керування (3) дозволяють задовольнити умови iснування та
єдиностi розв’язку задачi Кошi у формi Каратеодорi [9]. Крiм того, мають викону-
ватись умови продовжуваностi розв’язку на iнтервал t 2 [t

0

, T ] 1.
Задача (1)–(3) є задачею структурно-параметричної оптимiзацiї з керуванням,

заданим в структурному класi (3). Припустимо, що розв’язок задачi (1)–(3) iснує,
u⇤ (t) =  i (t, b⇤i , x

⇤
(t)), t 2 [ti, ti+1

) � оптимальне керування в класi (3), x⇤ (t) �
оптимальна траєкторiя, {b⇤i } , i = 0, ..., N � 1 � оптимальний набiр параметрiв. Роз-
глянемо допомiжну задачу. Зафiксуємо ts 2 {t

1

, ... , tN�1}. Задача полягає в тому,

1Продовжуванiсть розв’язку на довiльний iнтервал забезпечує, наприклад, умова квазiлiнiйностi
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щоб мiнiмiзувати функцiонал

Js (x, u) =

T
Z

ts

f
0

(x (t) , u (t) , t) dt+ � (x (T ))

за умов
dx

dt
= f (x, u, t) , x (ts) = x⇤ (ts) ,

u (t) =  i (t, bi, x (t)) , t 2 [ti, ti+1

) ⇢ [ts, T ] , bi 2 Ri.

Для задачi (1)–(3) справедливий принцип оптимальностi Беллмана [7].

Теорема 1. Якщо набiр параметрiв
n

˜bi
oN�1

i=0

та траєкторiя x̃ (t) є оптимальними у
допомiжнiй задачi, то на вiдрiзку t 2 [ts, T ] вони спiвпадають з оптимальним набором
параметрiв та оптимальною траєкторiєю задачi (1)–(3).
Означення 1. [7] Функцiя

B (z, ts) = inf

bj2Rj

8

>

<

>

:

N�1
X

j=s

tj+1
Z

tj

f
0

(x (t) ,  j (t, bj, x (t)) , t) dt+ � (x (T ))

9

>

=

>

;

, (4)

що визначена на розв’язках системи (2) при початковiй умовi x (ts) = z, називаєть-
ся функцiєю Беллмана задачi (1)–(3). Тут z 2 X (ts), x (·) � розв’язок системи (2)
при допустимому керуваннi u (t) =  (t, bi, x (t)) , t 2 [ts, T ] , ts 2 {t

0

, ... , tN}, iнфi-
нум в правiй частинi спiввiдношення (4) береться за допустимими керуваннями при
t 2 [ts, T ].

За означенням функцiї Беллмана B (x
0

, t
0

) дорiвнює оптимальному значенню
функцiоналу (1) для задачi (1)–(3) з фiксованим лiвим кiнцем x (t

0

) = x
0

, тобто

B (x
0

, t
0

) = J (x⇤, u⇤) .

Рiвняння Беллмана для задачi (1)–(3) в iнтегральнiй формi має вигляд

B (z, ts) = inf

bs2Rs

8

<

:

ts+1
Z

ts

f
0

(x (⌧) ,  s (⌧, bs, x (⌧)) , ⌧) d⌧ + B (x (ts+1

) , ts+1

)

9

=

;

.

Iнтегро-диференцiальне рiвняння Беллмана задачi (1)–(3) має вигляд

inf

bs2Rs

8

<

:

ts+1
Z

ts



f
0

(x (⌧) ,  s (⌧, bs, x (⌧)) , ⌧) +

@B (x (⌧) , ⌧)

@⌧
+

+ hgradxB (x (⌧) , ⌧) , f (x (⌧) ,  s (⌧, bs, x (⌧)) , ⌧)i] d⌧} = 0. (5)

Має мiсце така теорема.
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Теорема 2 (достатнi умови оптимальностi). Нехай функцiя B(z, t) є кусково непере-
рвно диференцiйованим розв’язком рiвняння (5) з граничною умовою B(z, T ) = �(z).
Параметри b⇤s, s = 0, ..., N � 1, знайденi з умов

ts+1
Z

ts



f
0

(x (⌧) ,  s (⌧, b
⇤
s, x (⌧)) , ⌧) +

@B (x (⌧) , ⌧)

@⌧
+

+ hgradxB (x (⌧) , ⌧) , f (x (⌧) ,  s (⌧, b
⇤
s, x (⌧)) , ⌧)i] d⌧ =

= inf

bs2Rs

8

<

:

ts+1
Z

ts



f
0

(x (⌧) ,  s (⌧, bs, x (⌧)) , ⌧) +

@B (x (⌧) , ⌧)

@⌧
+

+ hgradxB (x (⌧) , ⌧) , f (x (⌧) ,  s (⌧, bs, x (⌧)) , ⌧)i] d⌧} , s = 0, ..., N � 1, (6)

при пiдстановцi у функцiї керування

u⇤s (z, t) =  s (t, b
⇤
s, z) , s = 0, ... , N � 1

породжують при z = x єдиний розв’язок x⇤(·) системи (2). Тодi набiр параметрiв
b⇤s, s = 0, ..., N � 1 є оптимальним у задачi (1)–(3).

Доведення. Оскiльки вектори b⇤s, s = 0, ..., N � 1 є розв’язком задачi (6) i для B(z, t)

має мiсце (5), то
ts+1
Z

ts



f
0

(x⇤ (⌧) ,  s (⌧, b
⇤
s, x

⇤
(⌧)) , ⌧) +

@B (x⇤ (⌧) , ⌧)

@⌧
+

+ hgradxB (x⇤ (⌧) , ⌧) , f (x⇤ (⌧) ,  s (⌧, b
⇤
s, x

⇤
(⌧)) , ⌧)i] d⌧ = 0.

Звiдси
ts+1
Z

ts

f
0

(x⇤ (⌧) ,  s (⌧, b
⇤
s, x

⇤
(⌧)) , ⌧) d⌧ = �

ts+1
Z

ts



@B (x⇤ (⌧) , ⌧)

@⌧
+

+ hgradxB (x⇤ (⌧) , ⌧) , f (x⇤ (⌧) ,  s (⌧, b
⇤
s, x

⇤
(⌧)) , ⌧)i] d⌧ =

= �
ts+1
Z

ts

dB (x⇤(⌧), ⌧)

d⌧
d⌧ = B (x⇤ (ts) , ts)� B (x⇤ (ts+1

) , ts+1

) .

Тодi, з урахуванням останньої рiвностi, оптимальне значення функцiоналу дорiвнює

J (u⇤, x⇤) =

T
Z

t0

f
0

(x⇤(⌧), u⇤(⌧), ⌧) d⌧ + � (x(T )) =
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=

N�1
X

s=0

ts+1
Z

ts

f
0

(x⇤(⌧), s (⌧, b
⇤
s, x

⇤
(⌧)) , ⌧) d⌧ + � (x(T )) =

=

N�1
X

s=0

[B (x⇤ (ts) , ts)� B (x⇤ (ts+1

) , ts+1

)] + �(x(T )).

Враховуючи, що B (x⇤ (T ) , T ) = � (x(T )), отримуємо

J (u⇤, x⇤) = B (x⇤ (t
0

) , t
0

) = B(x
0

, t
0

). (7)

При довiльних значеннях bs, s = 0, ..., N � 1 з (10) та (9) маємо

ts+1
Z

ts

f
0

(x (⌧) ,  s (⌧, bs, x (⌧)) , ⌧) d⌧ � �
ts+1
Z

ts



@B (x (⌧) , ⌧)

@⌧
+

+ hgradxB (x (⌧) , ⌧) , f (x (⌧) ,  s (⌧, bs, x (⌧)) , ⌧)i] d⌧ =

= �
ts+1
Z

ts

dB (x(⌧), ⌧)

d⌧
d⌧ = B (x (ts) , ts)� B (x (ts+1

) , ts+1

) .

Тодi, аналогiчно до попереднiх мiркувань, отримаємо нерiвнiсть

J (u, x) � B (x (t
0

) , t
0

) . (8)

З (7) та (8) випливає, що J (u, x) � J (u⇤, x⇤). ⇤

2. Умови iснування та єдиностi розв’язку для задачi
структурно-параметричної оптимiзацiї лiнiйної системи

керування

Розглянемо лiнiйну систему

dx (t)

dt
= A (t) x (t) + C (t) u (t) , x (t

0

) = x
0

, (9)

де x � вектор фазових координат розмiрностi n, x (t) 2 X (t) ✓ Rn, t 2 [t
0

, T ] �
фазовi обмеження, u � вектор керування розмiрностi m, A (t) � матриця розмiрностi
n⇥ n з неперервними компонентами, C (t) � матриця розмiрностi n⇥m з неперерв-
ними компонентами. Нехай керування задано у виглядi

u (t) = Mi(t)x(t) +Ni(t)bi + qi(t), t 2 [ti, ti+1

) , i = 0, ... , N � 1, (10)

�Таврiйський вiсник iнформатики та математики�, №1 (20)’ 2012



82 В.В.Пiчкур, Є.М.Страхов

де bi 2 Ri ⇢ Rki � невiдомi числовi параметри, Mi(t), Ni(t) � матрицi з неперервними
компонентами розмiрностей m⇥n та m⇥ki вiдповiдно, qi(t) � вектори розмiрностi m
з неперервними компонентами. Критерiй якостi має вигляд

J (x, u) = � (x (T )) . (11)

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 3. Якщо у задачi (9)–(11) множина X є опуклою, функцiя �(·) є стро-
го опуклою на множинi X, а множини Ri для всiх i = 0, ..., N � 1 є опуклими
та компактними, то iснує точка екстремуму функцiоналу J (x, u) за параметрами
bi 2 Ri, i = 0, ..., N � 1, причому ця точка єдина.

Доведення. Пiдставимо вираз (10) у систему (9). В результатi на кожному з промiж-
кiв часу t 2 [ti, ti+1

) , i = 0, ... , N � 1 отримаємо таку систему

dx (t)

dt
= A (t) x (t) + C (t) [Mi(t)x(t) +Ni(t)bi + qi(t)] .

Перепишемо її у виглядi

dx (t)

dt
= [A (t) + C(t)Mi(t)] x (t) + C (t)Ni(t)bi + C(t)qi(t),

t 2 [ti, ti+1

) , i = 0, ... , N � 1. (12)

Запишемо розв’язок системи (12) за допомогою формули Кошi. При t 2 [t
0

, t
1

] вiн
має вигляд

x(t) = ⇥
0

(t, t
0

)x
0

+

t
Z

t0

⇥

0

(t, s) [C(s)N
0

(s)b
0

+ C(s)q
0

(s)] ds. (13)

Тут ⇥
0

(t, t
0

) � нормована за моментом t
0

фундаментальна матриця системи (12)
при i = 0. Далi, при t 2 [t

1

, t
2

] розв’язок системи має вигляд

x(t) = ⇥
1

(t, t
1

)x(t
1

) +

t
Z

t1

⇥

1

(t, s) [C(s)N
1

(s)b
1

+ C(s)q
1

(s)] ds. (14)

Тут ⇥
1

(t, t
1

) � нормована за моментом t
1

фундаментальна матриця системи (12)
при i = 1. З (13) отримаємо вираз для x(t

1

)

x(t
1

) = ⇥

0

(t
1

, t
0

)x
0

+

t1
Z

t0

⇥

0

(t
1

, s) [C(s)N
0

(s)b
0

+ C(s)q
0

(s)] ds.
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Пiдставимо цей вираз у (14). Маємо при t 2 [t
1

, t
2

]

x(t) = ⇥
1

(t, t
1

)⇥

0

(t
1

, t
0

)x
0

+ b
0

⇥

1

(t, t
1

)

t1
Z

t0

⇥

0

(t
1

, s)C(s)N
0

(s)ds+

+⇥

1

(t, t
1

)

t1
Z

t0

⇥

0

(t
1

, s)C(s)q
0

(s)ds+ b
1

t
Z

t1

⇥

1

(t, s)C(s)N
1

(s)ds+

t
Z

t1

⇥

1

(t, s)C(s)q
1

(s)ds.

Тодi

x(t
2

) = ⇥

1

(t
2

, t
1

)⇥

0

(t
1

, t
0

)x
0

+ b
0

⇥

1

(t
2

, t
1

)

t1
Z

t0

⇥

0

(t
1

, s)C(s)N
0

(s)ds+

+⇥

1

(t
2

, t
1

)

t1
Z

t0

⇥

0

(t
1

, s)C(s)q
0

(s)ds+ b
1

t2
Z

t1

⇥

1

(t
2

, s)C(s)N
1

(s)ds+

t2
Z

t1

⇥

1

(t
2

, s)C(s)q
1

(s)ds.

Останнiй вираз показує, що x(t
2

) є лiнiйним за b
0

та b
1

. Продовжуючи цей процес
далi для i = 2, 3, ..., N � 1, можна показати, що x(ti) лiнiйно залежить вiд пара-
метрiв b

0

, b
1

, ..., bi�1. Це означає, що x(T ) лiнiйно залежить вiд усiх параметрiв за-
дачi b

0

, b
1

, ..., bN�1. Враховуючи строгу опуклiсть функцiї �(·), отримуємо, що функ-
цiя � (x (T )) є строго опуклою на всiх множинах Ri, i = 0, ..., N � 1 як суперпозицiя
лiнiйної та строго опуклої функцiй. А це означає, з урахуванням опуклостi та ком-
пактностi множин Ri, що функцiонал J (x, u) = � (x (T )) має екстремум за парамет-
рами bi, i = 0, ..., N � 1, причому цей екстремум єдиний [4]. ⇤

Нехай тепер критерiй якостi в задачi (9)–(10) має вигляд

J (x, u) =

T
Z

t0

f
0

(x (t) , u (t) , t) dt+ � (x (T )) ! inf . (15)

Для задачi (9), (10), (15) справедлива теорема, аналогiчна теоремi 3.

Теорема 4. Якщо у задачi (9), (10), (15) множина X є опуклою, функцiя f
0

(x, u, t)

є опуклою за x та строго опуклою за u, функцiя �(·) є опуклою за x, а множини Ri

для всiх i = 0, ..., N � 1 є опуклими та компактними, то iснує точка екстремуму
функцiоналу J (x, u) за параметрами bi 2 Ri, i = 0, ..., N � 1, причому ця точка
єдина.

Доведення проводиться аналогiчно до попередньої теореми.
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3. Побудова оптимальної структури лiнiйної системи з
квадратичним критерiєм якостi

Розглянемо лiнiйну систему (9) з керуванням вигляду (10). Нехай критерiй якостi
має вигляд

J(x, u) =

T
Z

t0

(hD(⌧)x(⌧), x(⌧)i+ hE(⌧)u(⌧), u(⌧)i) d⌧ + hP
0

x(T ), x(T )i , (16)

де D(⌧), P
0

� невiд’ємновизначенi симетричнi матрицi розмiрностi n ⇥ n, E(⌧) �
додатновизначена симетрична матриця розмiрностi n⇥m. Будемо шукати функцiю
Беллмана у виглядi квадратичної форми

B (z, t) = hP (t) z, zi ,

де P (t) � невiдома матриця розмiрностi n⇥n з абсолютно неперервними компонен-
тами. При цьому

@B (z, ⌧)

@⌧
=

⌧

dP (⌧)

d⌧
z, z

�

, gradzB (z, ⌧) =
�

P (⌧) + P T
(⌧)
�

z.

З означення функцiї Беллмана випливає, що P (T ) = P
0

. Запишемо рiвняння (5) для
цього випадку. Одержуємо

inf

bs2Rs

8

<

:

ts+1
Z

ts



hD(⌧)x(⌧), x(⌧)i+ hE(⌧)u(⌧), u(⌧)i+
⌧

dP (⌧)

d⌧
x (⌧) , x (⌧)

�

+

+

⌦�

P (⌧) + P T
(⌧)
�

x (⌧) , A (⌧) x (⌧) + C (⌧) u (⌧)
↵ ⇤

d⌧
 

= 0.

Пiдставимо у останнiй вираз замiсть u(⌧) вираз (10), зробимо перетворення та
згрупуємо подiбнi члени

inf

bs2Rs

8

<

:

ts+1
Z

ts

⌧

dP (⌧)

d⌧
x (⌧) , x (⌧)

�

+ hD(⌧)x(⌧), x(⌧)i+

+ hE(⌧)Ms(⌧)x(⌧) + E(⌧)Ns(⌧)bs + E(⌧)qs(⌧),Ms(⌧)x(⌧) +Ns(⌧)bs + qs(⌧)i+

+

D

(A(⌧) + C(⌧)Ms(⌧))
T P (⌧)x(⌧), x(⌧)

E

+

D

(A(⌧) + C(⌧)Ms(⌧))
T P T

(⌧)x(⌧), x(⌧)
E

+

+

⌦�

P (⌧) + P T
(⌧)
�

x(⌧), qs(⌧)
↵

+

⌦

NT
s (⌧)C

T
(⌧)
�

P (⌧) + P T
(⌧)
�

x(⌧), bs
↵⇤

d⌧
 

=

= inf

bs2Rs

8

<

:

ts+1
Z

ts

⌧✓

dP (⌧)

d⌧
+D(⌧) +MT

s (⌧)E(⌧)Ms(⌧)+

+ (A(⌧) + C(⌧)Ms(⌧))
T P (⌧) + P (⌧) (A(⌧) + C(⌧)Ms(⌧))

⌘

x(⌧), x(⌧)
E

+
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+

⌦�

E(⌧)Ms(⌧) + ET
(⌧)Ms(⌧) + P (⌧) + P T

(⌧)
�

x(⌧) + ET
(⌧)qs(⌧), qs(⌧)

↵

+

+

⌦�

NT
s (⌧)E(⌧)Ms(⌧) +NT

s (⌧)E
T
(⌧)Ms(⌧) +NT

s (⌧)C
T
(⌧)
�

P (⌧) + P T
(⌧)
��

x(⌧)+

+NT
s (⌧)E

T
(⌧)qs(⌧) +NT

s (⌧)E(⌧)qs(⌧), bs
↵

+

⌦

NT
s (⌧)E(⌧)Ns(⌧)bs, bs

↵⇤

d⌧
 

= 0.

Введемо позначення

Qs
1

(⌧) =
dP (⌧)

d⌧
+D(⌧) +MT

s (⌧)E(⌧)Ms(⌧)+

+ (A(⌧) + C(⌧)Ms(⌧))
T P (⌧) + P (⌧) (A(⌧) + C(⌧)Ms(⌧)) ,

Qs
2

(⌧) = E(⌧)Ms(⌧) + ET
(⌧)Ms(⌧) + P (⌧) + P T

(⌧),

Qs
3

(⌧) = ET
(⌧)qs(⌧),

Qs
4

(⌧) = NT
s (⌧)E(⌧)Ms(⌧) +NT

s (⌧)E
T
(⌧)Ms(⌧) +NT

s (⌧)C
T
(⌧)
�

P (⌧) + P T
(⌧)
�

,

Qs
5

(⌧) = NT
s (⌧)E

T
(⌧)qs(⌧) +NT

s (⌧)E(⌧)qs(⌧),

Qs
6

(⌧) = NT
s (⌧)E(⌧)Ns(⌧)

та перепишемо останню рiвнiсть у виглядi

inf

bs2Rs

8

<

:

ts+1
Z

ts

[hQs
1

(⌧)x(⌧), x(⌧)i+ hQs
2

(⌧)x(⌧) +Qs
3

(⌧), qs(⌧)i+

+ hQs
4

(⌧)x(⌧) +Qs
5

(⌧), bsi+ hQs
6

(⌧)bs, bsi] d⌧} = 0.

Нехай матриця P (t) є такою, що Qs
1

(t) = 0, тобто

dP (t)

dt
= �D(t)�MT

s (t)E(t)Ms(t)�(A(t) + C(t)Ms(t))
T P (t)�P (t) (A(t) + C(t)Ms(t)) ,

t 2 [ts, ts+1

), P (T ) = P
0

. (17)

Розв’яжемо задачу inf

bs2Rs

I = 0, де

I =

ts+1
Z

ts

[hQs
2

(⌧)x(⌧) +Qs
3

(⌧), qs(⌧)i+ hQs
4

(⌧)x(⌧) +Qs
5

(⌧), bsi+ hQs
6

(⌧)bs, bsi] d⌧.

Запишемо похiдну

dI

dbs
=

ts+1
Z

ts

⌧

Qs
2

(⌧)
@x (⌧)

@bs
, qs(⌧)

�

+

⌧

Qs
4

(⌧)
@x (⌧)

@bs
, bs

�

+

+Qs
4

(⌧)x(⌧) +Qs
5

(⌧) +
⇣

Qs
6

(⌧) + (Qs
6

)

T
(⌧)
⌘

bs
i

d⌧.
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Позначимо Us (t) =

@x(t)
@bs

. Матрицi чутливостi Us (t), s = 0, ..., N � 1 задовольняють
системам лiнiйних диференцiальних рiвнянь

dUs (t)

dt
= [A(t) + C(t)Ms(t)]Us (t) + C(t)Ns(t) , Us (ts) = 0, t 2 [ts, ts+1

] . (18)

З умови dI
dbs

= 0 випливає система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно вектору
параметрiв bs

0

@

ts+1
Z

ts

h

(Us(⌧))
T
(Qs

4

(⌧))T +Qs
6

(⌧) + (Qs
6

(⌧))T
i

d⌧

1

A bs =

=

ts+1
Z

ts

[hQs
2

(⌧)Us(⌧), qs(⌧)i+Qs
4

(⌧)x(⌧) +Qs
5

(⌧)] d⌧. (19)

Запишемо псевдорозв’язок системи (19)

bs =

0

@

ts+1
Z

ts

h

(Us(⌧))
T
(Qs

4

(⌧))T +Qs
6

(⌧) + (Qs
6

(⌧))T
i

d⌧

1

A

+

⇥

⇥

0

@

ts+1
Z

ts

[hQs
2

(⌧)Us(⌧), qs(⌧)i+Qs
4

(⌧)x(⌧) +Qs
5

(⌧)] d⌧

1

A , (20)

де W+ � псевдообернена матриця до матрицi W [2].
Тепер, переписуючи систему (9) з урахуванням структури керування (10) та фор-

мули (20), отримуємо, що на кожному вiдрiзковi часу [ts, ts+1

] оптимальна траєкторiя
задовольняє iнтегро-диференцiальному рiвнянню. Пiдставляючи оптимальну треєк-
торiю у (20), знаходимо оптимальну структуру системи.

Висновки

Отже, в роботi одержано достатнi умови оптимальностi для задачi структурно-
параметричної оптимiзацiї з фiксованими точками перемикання, в якiй структура
мiстить фазову змiнну. Для лiнiйної системи керування доведено умови iснування та
єдиностi розв’язку задачi структурно-параметричної оптимiзацiї, отримано алгоритм
знаходження оптимальної структури у випадку квадратичного критерiю якостi.
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ВОЗМОЖНОСТЬ И СЛОЖНОСТЬ РАСПОЗНАВАНИЯ ГРАФОВ

ТРЕМЯ АГЕНТАМИ

c� А. В. Стёпкин

Институт прикладной математики и механики
Национальной академии наук Украины

ул. Розы Люксембург, 74, г. Донецк, Украина, 83114
e-mail: stepkin.andrey@rambler.ru

Abstract. Problem of exploration finite graphs by three agents is considered. Constructed an
algorithm for exploration undirected graphs with O

�

n2
�

(n is amount of nodes of graph) time and
space complexities. Two agents (which move on graph) needs two different colors (in total three colors)
for graph exploration. An algorithm is based on depth-first traversal method.

Введение

В настоящее время важным и актуальным направлением кибернетики является
распознавание неизвестной среды [1, 2]. В данной работе рассматривается проблема
распознавания среды, заданной конечным графом [3, 4, 5], несколькими агентами.
Ранее подобное распознавание рассматривалось в [6], в случае, когда два агента-
исследователя (АИ) поочередно передвигаются по неизвестному конечному графу,
обмениваются данными с агентом-экспериментатором (АЭ), который и восстанавли-
вает исследуемый граф по данным, полученным от АИ.

Рассмотрим решение этой проблемы в случае, когда два агента-исследователя A

и B одновременно передвигаются по неизвестной среде, заданной конечным графом
(АИ могут окрашивать вершины, ребра и инциденторы графа, воспринимать эти
отметки и на их основании осуществлять перемещение), которые обмениваются дан-
ными с АЭ (восстанавливает граф, по данным полученным от АИ, а также передает
АИ информацию, необходимую им для дальнейшего функционирования). В работе
предложен алгоритм построения маршрутов АИ по графу, позволяющих АЭ точно
восстановить граф среды. Для этого каждому АИ требуется две краски: у A это r

и b, у B � y и b. Алгоритм основан на методе обхода графа в глубину [7, 8]. При
описании алгоритма используются результаты и обозначения из [6, 9].

Основным результатом данной работы является оптимизация алгоритма рас-
познавания перешейков (ребра которые соединяют деревья, построенные различ-
ными АИ) и обратных ребер (ребра, которые соединяют несмежные вершины де-
рева, построенного АИ), что позволило, в итоге, улучшить временную сложность
с O (n3

) [6, 9] до O (n2

), где n � число вершин графа.



Возможность и сложность распознавания графов тремя агентами 89

1. Основные определения и обозначения

В работе рассматриваются конечные, неориентированные графы без петель и
кратных ребер. Понятия, которые не рассмотрены ниже, общеизвестны и с ними
можно ознакомиться в [7, 8, 10].

Пусть G = (V,E) � граф, где V � множество вершин, E � множество ребер
(двухэлементных подмножеств (v, u), где v, u 2 V ). Тройку ((v, u) , u) будем назы-
вать инцидентором ребра (v, u) и вершины u. Множество таких троек обозначим I.
Множество L = V [ E [ I назовем множеством элементов графа G. Функцией рас-
краски графа G назовем сюръективное отображение µ : L ! {w, r, y, ry, b}, где w

интерпретируется как белый цвет, r � красный, y � желтый, ry � красно-желтый
b � черный. Пара (G, µ) называется раскрашенным графом. Последовательность
u
1

, u
2

, ...uk попарно смежных вершин называется путем в графе G, а k � длинной
пути. При условии u

1

= uk путь называется циклом. Окрестностью Q (v) верши-
ны v будем называть множество элементов графа, состоящее из вершины v, всех
вершин u смежных с v, всех ребер (v, u) и всех инциденторов ((v, u) , v) , ((v, u) , u).
Мощность множеств вершин V и ребер E обозначим через n и m соответственно.
Ясно что m  n(n�1)

2

. Изоморфизмом графа G и графа H назовем такую биекцию
' : VG ! VH , что (v, u) 2 EG точно тогда, когда (' (v) ,' (u)) 2 EH . Таким обра-
зом, изоморфные графы равны с точностью до обозначения вершин и раскраски их
элементов.

Мобильные агенты A и B в начале работы помещаются в произвольные несовпа-
дающие вершины графа G, которые сразу добавляются АЭ в множество вершин VH .
Агенты передвигаются по графу из вершины v в вершину u по ребру (v, u), могут
изменять окраску вершин v, u, ребер (v, u), инциденторов ((v, u) , v) , ((v, u) , u). На-
ходясь в вершине v, АИ воспринимает метки всех элементов окрестности Q (v) и на
основании этих меток определяет, по какому ребру будет дальше перемещаться, и
как будет окрашивать элементы графа. АЭ передает, принимает и идентифицирует
сообщения, полученные от АИ, обладает конечной, неограниченно растущей внутрен-
ней памятью, в которой фиксируется результат функционирования АИ на каждом
шаге и, кроме того, строится представление графа G, вначале неизвестного агентам,
списками ребер и вершин.

2. Стратегия решения

Принцип работы рассматриваемого алгоритма основан на методе поиска в глуби-
ну и заключается в том, что АИ идут �в глубину�, пока это возможно, возвращаются
назад, ищут другой путь с еще не посещенными вершинами и не пройденными реб-
рами.
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Рассмотрим подробно режимы работы АИ. При описании режимов, в скобках
указываются сообщения, которые отправят АИ, попав в рассматриваемую ситуацию
(�СООБЩЕНИЕ_АГЕНТА_А�; �СООБЩЕНИЕ_АГЕНТА_B�).

1. Обычный режим работы. (ОРР) Работая в этом режиме, АИ двигается впе-
ред по белым вершинам, окрашивая эти вершины, соединяющие их ребра и дальние
инциденторы в �свой� цвет (�ВПЕРЕД_А�; �ВПЕРЕД_В�). Если белый путь и
другие возможные пути перемещения отсутствуют, то АИ возвращается назад по
своему пути, окрашивая пройденные вершины, соединяющие их ребра и ближние
инциденторы в черный цвет (�НАЗАД_А�; �НАЗАД_В�). АИ завершает работу
тогда, когда его исходная вершина, вследствие отсутствия возможных путей переме-
щения, окрашивается в черный цвет (�СТОП_А�, �СТОП_В�).

2. Режим распознавания обратных ребер. (РРОР) Если, при движении вперед, в
вершине v было обнаружено обратное ребро, то АИ переключается в режим распо-
знавания обратных ребер и красит в �свой� цвет ближние инциденторы всех обрат-
ных ребер инцидентных вершине v (�МЕТКА_ОР_А�; �МЕТКА_ОР_В�). Завер-
шив покраску инциденторов, АИ передвигается назад по своему пути (каждый шаг
назад, отправляется сообщение �ОТСТУП_А�; �ОТСТУП_В�), до обнаружения
вершины инцидентной помеченному обратному ребру (под помеченным обратным
ребром понимается белое ребро, у которого дальний инцидентор и дальняя вершина
окрашены в �свой� цвет), переходит по этому ребру, окрашивая его в черный цвет
(�ВПЕРЕД_ОР_А�; �ВПЕРЕД_ОР_В�). На этом этапе возможны два случая:

2.1. Распознаны не все, помеченные рассматриваемым АИ, обратные ребра. В
этом случае АИ возвращается назад по пройденному на предыдущем шаге ребру,
окрашивая в черный цвет ближний инцидентор, и продолжает движение назад по
своему пути (каждый шаг назад, отправляется сообщение �ОТСТУП_А�; �ОТ-
СТУП_В�), до обнаружения следующей вершины, инцидентной помеченному об-
ратному ребру.

2.2. Распознаны все, помеченные рассматриваемым АИ, обратные ребра. В
этом случае АИ окрашивает ближний инцидентор ребра, по которому он пере-
шел на предыдущем шаге, в черный цвет (�РЕБРА_РАСПОЗНАНЫ_А�; �РЕБ-
РА_РАСПОЗНАНЫ_В�) и завершает работу в режиме распознавания обратных
ребер.

3. Режим пометки перешейков. (РПП) Если в процессе обхода графа в вершине
v был обнаружен перешеек, то при условии, что все ранее помеченные данным АИ пе-
решейки были распознаны, агент переключается в режим пометки перешейков (если
второй АИ ещё не распознал ранее помеченные перешейки, то первый АИ не может
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метить новые перешейки и в случае, когда у первого АИ отсутствуют другие возмож-
ные варианты перемещения, кроме как пометить новый перешеек, он останавлива-
ется до того момента, пока второй АИ не распознает все помеченные перешейки). В
этом режиме АИ окрашивает ближние инциденторы всех перешейков, инцидентных
вершине v, в черный цвет (на каждый окрашенный инцидентор отправляется одно
сообщение �МЕТИМ_АВ�; �МЕТИМ_ВА�). Когда все перешейки помечены рабо-
та АИ в данном режиме завершается (�ФИКС_А�; �ФИКС_В�). По завершению
режима пометки перешейков АЭ содержит информацию о количестве помеченных
перешейков. В данном режиме работы агент A имеет приоритет над агентом B, по-
этому в ситуации, когда оба АИ одновременно обнаружат один и тот же перешеек,
он будет помечен агентом A.

4. Режим распознавания перешейков. (РРП) Получив от АЭ команду о необ-
ходимости распознавания перешейков, АИ переключается в режим распознавания
перешейков. Если в этот момент агент работает в РРОР, то АИ переключится в
РРП лишь по завершению распознавания обратных ребер. При переключении в этот
режим АИ проверяет наличие из вершины, в которой он находится, других возмож-
ных путей перемещения кроме как движение назад по своему пути. Если такие пути
есть, то АИ возвращается назад по своему пути, ничего не окрашивая (каждый шаг
назад, отправляется сообщение �ОТСТУП_А�; �ОТСТУП_В�), до обнаружения
ближайшей вершины, инцидентной помеченному перешейку (под помеченным пере-
шейком понимается белое ребро, у которого дальний инцидентор окрашен в черный
цвет, а дальняя вершина окрашена в �чужой� цвет). Если же таких путей нет, то
возвращаясь назад по своему пути, АИ окрашивает его в черный цвет (каждый шаг
назад, отправляется сообщение �НАЗАД_А�; �НАЗАД_В�) до тех пор, пока не
попадет в вершину инцидентную помеченному перешейку либо же в вершину с дру-
гими возможными путями перемещения. Во втором случае АИ продолжает возвра-
щаться назад по своему пути ничего не окрашивая (каждый шаг назад, отправляя
сообщение �ОТСТУП_А�; �ОТСТУП_В�) до обнаружения ближайшей вершины,
инцидентной помеченному перешейку.

При обнаружении помеченного перешейка возможны два случая:
4.1. Помечено один перешеек. АИ окрашивает ближний инцидентор помеченного

перешейка в черный цвет (�РАСП_АB�; �РАСП_ВA�). Далее движется вперед в
конец пути �своего� цвета.

4.2. Помечено не менее двух перешейков. АИ окрашивает ближний инциден-
тор помеченного перешейка в �свой� цвет (�РАСП_АB�; �РАСП_ВA�). Далее АИ
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движется назад по своему пути (каждый шаг назад, отправляется сообщение �ОТ-
СТУП_А�; �ОТСТУП_В�), пока не будет найден следующий помеченный переше-
ек. При обнаружении помеченного перешейка возможно два варианта:

4.2.1. Следующий помеченный перешеек не последний. АИ окрашивает ближний
инцидентор в черный цвет (�РАСП_АB�; �РАСП_ВA�). На следующем шаге АИ
снова возвращается назад по своему пути до следующего помеченного перешейка
(каждый шаг назад, отправляется сообщение �ОТСТУП_А�; �ОТСТУП_В�).

4.2.2. Следующий помеченный перешеек последний. АИ окрашивает ближний
инцидентор в �свой� цвет (�РАСП_АB�; �РАСП_ВA�). На следующем шаге АИ
сообщает АЭ о распознавании всех помеченных другим АИ перешейков (�ОБН_А�;
�ОБН_В�). Далее переходит по последнему перешейку в чужую область, окрашивая
ближний инцидентор в черный цвет. На следующем шаге АИ переходит по первому
распознанному перешейку в свою область, окрашивая дальний инцидентор в черный
цвет. Далее АИ движется вперед в конец пути �своего� цвета.

5. Одновременное попадание двух АИ в одну белую вершину. При одновременном
попадании двух АИ в одну белую вершину, каждый АИ окрашивает вершину на-
половину, и она становится красно-желтой. Агент B на следующем шаге отступает
назад по своему пути. При этом удаляет краску с ближнего инцидентора и ребра,
окрашивает дальний инцидентор в черный цвет (�ВОЗВРАТ_B�) и переходит в ре-
жим пометки перешейков (при этом ребро, по которому он вернулся уже посчитано
как первый перешеек, а длина желтого пути уменьшена на одну вершину). Агент A

видит разноцветную вершину как свою, но при распознавании окрашивает в черный
цвет обе половинки.

Если АИ попадает в ситуацию, когда в вершине возможен выбор сразу несколь-
ких режимов работы, то первым будет выбран РРП, потом РПП, за ним РРОР и
наконец ОРР. Режим работы при попадании двух АИ в одну белую вершину в этом
списке не рассматривается потому, что такая ситуация приведет к изменениям в
работе только агента B и, в этот момент, другие режимы работы для него будут
недоступны.

Выполняя обход графа, агенты A и B создают соответственно красный и жел-
тый пути. Рассмотрим принцип, по которому АИ строит путь �своего� цвета. При
движении в белую вершину красный (желтый) путь удлиняется, при движении на-
зад по своему пути � укорачивается. При движении АИ назад, для распознавания
обратных ребер или перешейков, длина пути не изменяется. Вершина, из которой
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возможно лишь движение назад по своему пути, либо вовсе отсутствуют вариан-
ты перемещения, окрашивается в черный цвет. Алгоритм заканчивает работу, когда
красный и желтый пути становятся пустыми, а все вершины черными.

Выполняя обход графа G агенты создают неявную нумерацию посещенных вер-
шин. Первый раз посетив вершину агент A окрашивает её в красный цвет (агент B -
в желтый цвет), и АЭ ставит ей в соответствие номер, равный значению переменной
Сч_А (Сч_В для агента B). Отметим что переменные Сч_А и Сч_В принимают
соответственно нечетные и четные значения. Восстановление графа G происходит на
основе созданной агентами нумерации путем построения графа H изоморфного G.

Рассмотрим алгоритм работы АЭ:
Вход : списки сообщений M и N от АИ.
Выход : список вершин VH и ребер EH графа H, изоморфного графу G.
Данные: VH , EH списки вершин и ребер графа H, изоморфного графу G. Сч_А,

Сч_B � счетчики числа посещенных вершин графа G агентами A и B соответ-
ственно. AN � переменная, в которой значение �1� дает агенту A сигнал для воз-
врата и распознания помеченных агентом B перешейков, значение �0� позволяет
агенту A работать дальше в обычном режиме. BN � переменная, в которой зна-
чение �1� дает агенту B сигнал для возврата и распознания помеченных агентом
A перешейков, значение �0� позволяет агенту B работать дальше в обычном ре-
жиме. N_A,N_B � переменные, в которых хранятся номера вершин, из которых
агенты A и B соответственно, последний раз помечали перешейки. F � количество
перешейков из вершины N_A, помеченных для распознания. K � количество пере-
шейков из вершины N_B, помеченных для распознания. M,N � списки сообщений
от агентов A и B соответственно. E � переменная, в которой делается отметка о
том, был ли на предыдущем шаге агентом A помечен перешеек (значение �1�) или
нет (значение �0�). L � переменная, в которой делается отметка о том, был ли на
предыдущем шаге агентом B помечен перешеек (значение �1�) или нет (значение
�0�). i, j � счетчики используемые агентами A и B соответственно при подсчете но-
меров вторых вершин помеченных перешейков и номеров вторых вершин помечен-
ных обратных ребер. STOP_A, STOP_B � переменные, используемые агентами A

и B соответственно, для сигнализации АЭ, о завершении распознавания своей об-
ласти. UDP_A,UDP_B � логические переменные, используемые агентами A и B

соответственно, для определения способа окраски инциденторов, рассматриваемого
в определенный момент, перешейка. UDOBR_A,UDOBR_B � логические пере-
менные, используемые агентами A и B соответственно для определения является ли
рассматриваемое обратное ребро последним из помеченных. KOBR_A,KOBR_B �
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переменные, в которые агенты A и B соответственно записывают количество поме-
ченных обратных ребер. r(1), r(2), ..., r(t) � список номеров вершин красного пути,
где t – длинна этого списка. y(1), y(2), ..., y(p) � список номеров вершин желтого пу-
ти, где p � длинна этого списка. Mes � текущее сообщение.
1. Сч_А:= 1;
2. Сч_В:= 2;
3. AN := 0, BN := 0, N_A := 0, N_B := 0, F := 0, K := 0,M := ?, N := ?, E := 0,

L := 0, i := 0, j := 0, EH := ?, STOP_A := 0, STOP_B := 0,

UDP_A := FALSE,UDP_B := FALSE,UDOBR_A := FALSE,

UDOBR_B := FALSE,KOBR_A := 0, KOBR_B := 0;
4. t := 1;
5. p := 1;
6. r (t) := Сч_А;
7. y (p) := Сч_B ;
8. VH := {1, 2};
9. while (STOP_A = 0) or (STOP_B = 0) do
10. if M 6= ? then do
11. прочитать в Mes сообщение и удалить его из очереди M ;
12. ОБР_СП_А();
13. end do;
14. if N 6= ? then do
15. прочитать в Mes сообщение и удалить его из очереди N ;
16. ОБР_СП_B();
17. end do;
18. end do;
19. печать VH , EH .
ОБР_СП_А():
1. if Mes = "ВПЕРЕД_A" then ВПЕРЕД_А();
2. if Mes = "МЕТИМ_AВ" then МЕТИМ_АВ();
3. if Mes = "НАЗАД_A" then НАЗАД_А();
4. if Mes = "РАСП_AВ" then РАСП_АВ();
5. if Mes = "ФИКС_A" then ФИКС_А();
6. if Mes = "ОБН_A" then ОБН_А();
7. if Mes = "РЕБРА_РАСПОЗНАНЫ_A" then РЕБРА_РАСПОЗНАНЫ_А();
8. if Mes = "ОТСТУП_A" then ОТСТУП_А();
9. if Mes = "МЕТКА_ОР_A" then МЕТКА_ОР_А();
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10. if Mes = "ВПЕРЕД_ОР_A" then ВПЕРЕД_ОР_А();
11. if Mes = "СТОП_A" then СТОП_А().
ВПЕРЕД_А(): выполняются операции: Сч_А:=Сч_А+2; t := t+ 1; r (t) := Сч_А;

VH := VH [ {Сч_А}; EH := EH [ {(r (t� 1) , r (t))};
МЕТИМ_АВ(): F := F + 1; E := 1;
НАЗАД_А(): из списка r(1), ..., r(t) удаляется элемент r(t); t := t� 1;
РАСП_АВ(): EH := EH [ {(N_B, r (t� i))}; K := K � 1;

UDP_B := (((K = Z) or (K = 1)) and (Z 6= 1));
ФИКС_А(): N_A :=Сч_A; BN := 1; E := 0; Q := F ;

UDP_A := (((F = Q) or (F = 1)) and (Q 6= 1));
ОБН_А(): AN := 0; i := 0;
РЕБРА_РАСПОЗНАНЫ_А(): i := 0;
ОТСТУП_А(): i := i+ 1;
МЕТКА_OР_А(): KOBR_A := KOBR_A+ 1;
ВПЕРЕД_OР_А():KOBR_A := KOBR_A� 1; UDOBR_A := (KOBR_A = 0);

EH := EH [ {(r (t) , r (t� i))};
СТОП_А(): STOP_A := 1;

Процедуры работы со списком сообщений от агента B, которые не рассмотрены
ниже, аналогичны процедурам работы со списком сообщений от агента A.
ОБР_СП_B():
1. if Mes = "ВПЕРЕД_B" then ВПЕРЕД_B();
2. if Mes = "МЕТИМ_ВA" then МЕТИМ_ВA();
3. if Mes = "НАЗАД_B" then НАЗАД_B();
4. if Mes = "РАСП_ВA" then РАСП_ВA();
5. if Mes = "ФИКС_B" then ФИКС_B();
6. if Mes = "ОБН_B" then ОБН_B();
7. if Mes = "РЕБРА_РАСПОЗНАНЫ_B" then РЕБРА_РАСПОЗНАНЫ_B();
8. if Mes = "ОТСТУП_B" then ОТСТУП_B();
9. if Mes = "МЕТКА_ОР_B" then МЕТКА_ОР_B();
10. if Mes = "ВПЕРЕД_ОР_B" then ВПЕРЕД_ОР_B();
11. if Mes = "ВОЗВРАТ_B" then ВОЗВРАТ_B();
12. if Mes = "СТОП_B" then СТОП_B().
ВОЗВРАТ_B(): EH := EH\{(y (p� 1) , y (p))}; VH := VH\{Сч_B};

Сч_B := Сч_B�2; p := p� 1; y (p) := Сч_B ; L := 1; .K := K + 1;
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3. Свойства алгоритма распознавания

В начале работы алгоритма распознавания, при n � 3, как минимум, по одно-
му разу выполняются процедуры: ВПЕРЕД_А() и ВПЕРЕД_B(). Эти сообщения
передаются агенту-экспериментатору, когда АИ посещают белые вершины исследу-
емого графа G. Процедурами агента АЭ ВПЕРЕД_А() и ВПЕРЕД_B() создаются
две новые вершины (по одной вершине для каждой из процедур) графа H.

При одновременном попадании двух АИ в одну белую вершину процедурами
ВПЕРЕД_А() и ВПЕРЕД_B() будет создано две новые вершины графа H. Вер-
шина созданная агентом B, на следующем шаге будет удалена процедурой ВОЗ-
ВРАТ_B(), так как она дублирует вершину, созданную агентом A. Таким образом,
процесс выполнения описанного алгоритма индуцирует отображение ' : VG ! VH

вершин графа G в вершины графа H. Причем ' (v) = t (когда вершина v окрашена
в красный цвет и t = Сч_А и ' (s) = p (когда вершина s окрашена в желтый цвет
и p = Сч_B). Указанное отображение естественным образом устанавливает неявную
нумерацию вершин графа G. Более того, отображение ' является биекцией, посколь-
ку в связном графе G все вершины достижимы из начальных вершин. Поэтому все
вершины посещаются агентами, то есть окрашиваются в красный и желтый цвета.

Из описания алгоритма следует, что АИ проходят все ребра графа G, поскольку
по окончании алгоритма все ребра становятся черными. При выполнении процедуры
ВПЕРЕД_А() или ВПЕРЕД_B() АЭ распознает древесное ребро (v, u) и так нумеру-
ет вершину u, что ребру (v, u) однозначно соответствует ребро (' (v) ,' (u)) графа H.
При выполнении процедур ВПЕРЕД_OР_А() или ВПЕРЕД_OР_B() АЭ распозна-
ет обратное ребро (v, u) графа G и ставит ему в однозначное соответствие ребро
(' (v) ,' (u)) графа H. При выполнении процедур РАСП_АВ() или РАСП_ВА() АЭ
распознает перешеек (v, u) графа G и ставит ему в однозначное соответствие реб-
ро (' (v) ,' (u)) графа H. Следовательно, ' является изоморфизмом графа G на
граф H.

Теорема 1. Три агента, выполнив алгоритм распознавания на графе G, распознают
этот граф с точностью до изоморфизма.

Подсчитаем временную и емкостную сложности алгоритма в равномерной шка-
ле [8]. Рассмотрим подробнее свойства красного и желтого путей. Из описания алго-
ритма следует, что на каждом шаге алгоритма красный (желтый) путь � это про-
стой путь, соединяющий начальную вершину v (s � в случае агента B) с номером
'(v) = 1('(s) = 2) с вершиной u (z) с номером '(u) = Сч_A ('(z) = Сч_B). Сле-
довательно, общая длина красного и желтого пути не превосходит n.
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Каждый раз при выполнении процедур из ОРР каждый АИ проходит одно реб-
ро. При однократном выполнении процедуры из РРОР АИ метят не более n � 2

(изначально одна вершина уже окрашена в �чужой� цвет, поэтому обратного ребра
в неё быть не может) обратных ребер, по одному разу проходит не более n� 2 ребер
красного (желтого) пути, а так же по два раза проходится не более n�2 обратных ре-
бер. При выполнении процедур из РПП АИ не совершают перехода по перешейкам,
а просто окрашивают их ближние инциденторы, после чего, не делая передвиже-
ний, отправляют сообщение АЭ о завершении РПП, на что так же уходит один ход.
При однократном выполнении процедуры из РРП АИ проходят не более n� 2 ребер
красного (желтого) пути, после чего помечая перешейки как распознанные АИ не
совершают перехода по перешейку, а просто окрашивают его ближний инцидентор.
Завершив покраску всех помеченных перешейков АИ уведомляет об этом АЭ, на что
так же уходит один ход. Возвращаясь после распознавания всех перешейков АИ мо-
жет пройти не более чем по одному разу два перешейка (либо не пройти ни одного
перешейка в случае, когда был только один помеченный перешеек), а так же не более
чем n� 2 ребер красного (желтого) пути.

При подсчете временной сложности алгоритма будем считать, что инициализация
алгоритма, анализ окрестности Q (v) рабочей вершины и выбор одной из возможных
процедур занимают некоторое постоянное число единиц времени. Так же будем счи-
тать, что выбор ребер, проход по ним АИ и обработка сообщений АЭ полученных на
данном этапе от АИ осуществляется за 1 единицу времени. Тогда временная слож-
ность алгоритма определяется следующими соотношениями:

1. Процедуры из ОРР выполняются не более чем 2⇥ (n� 1) раз, общее время их
выполнения оценивается как O (n).

2. Время, затрачиваемое на работу в РРОР оценивается как n⇥ 4⇥O(n), то есть
как O (n2

).
3. На работу в РПП уходит время, оцениваемое как n⇥O (n) +O (n) = O (n2

).
4. Время выполнения РРП оценивается как

O (n2

) +O (n2

) +O (n) +O (n) +O (n2

) = O (n2

)

5. Время простоя агентов при ожидании в общей сложности оценивается как
O (n) +O (n2

) = O (n2

).

Следовательно, суммарная временная сложность T (n) алгоритма удовлетворяет
соотношению: T (n) = O (n2

).
Емкостная сложность S(n) алгоритма определяется сложностью списков

VH , EH , r(1)...r(t), y(1)...y(p), сложность которых соответственно определяется вели-
чинами O (n) , O (n2

) , O (n) , O (n). Следовательно: S (n) = O (n2

).
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Теорема 2. Временная и емкостная сложности алгоритма равны O (n2

), где n �
число вершин графа, при этом алгоритм использует 3 краски.

Заключение

В работе предложен новый алгоритм распознавания графа среды временной и
емкостной сложностей O (n2

). АИ имеют конечную память, независимую от n, и
используют по две краски каждый (всего три краски).

Автор выражает глубокую признательность своему научному руководителю к.ф.-
м.н., с.н.с ИПММ НАНУ Грунскому И.С. за оказанную помощь в работе.
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РЕФЕРАТЫ ИНФОРМАТИКА И МАТЕМАТИКА

Анафиев А. С. Подход к решению задач оптимизации с прецедентной

начальной информацией / А. С. Анафиев // Таврический вестник инфор-

матики и математики. � 2012. � №1 (20). � C. 7-12.

УДК 519.7

Запропонована постановка задачi оптимiзацiї з прецедентною початковою iнформа-
цiєю. Видiленi основнi проблеми та завдання побудови надiйних схем розв’язання
подiбного роду оптимiзацiйних задач. Описаний пiдхiд на основi функцiї втрат для
розв’язання таких задач. Розглянутий приклад на основi метричних алгоритмiв
класифiкацiї. Видiлений новий клас задач спiльного навчання за прецедентами.

Предложена постановка задачи оптимизации с прецедентной начальной информа-
цией. Выделены основные проблемы и задачи построения надежных схем решения
подобного рода оптимизационных задач. Описан подход на основе функции потерь
для решения таких задач. Рассмотрен пример на основе метрических алгоритмов
классификации. Выделен новый класс задач совместного обучения по прецедентам.

Донской В. И. Синтез согласованных линейных оптимизационных мо-

делей по прецедентной информации: подход на основе колмогоровской

сложности / В. И. Донской // Таврический вестник информатики и

математики. � 2012. � №1 (20). � C. 13-23.

УДК 519.95

У статтi викладено пiдхiд до аналiзу лiнiйних оптимiзацiйних моделей, побудованих
за прецедентною початковою повчальною iнформацiєю. У припущеннi, що всi
числовi параметри є рацiональними i обмеженi розрядною сiткою комп’ютера,
одержанi оцiнки колмогоровськой складностi i невипадковiстi витягання моделi з
даних як емпiричної закономiрностi.

В статье изложен подход к анализу линейных оптимизационных моделей, построен-
ных по прецедентной начальной обучающей информации. В предположении, что все
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числовые параметры являются рациональными и ограничены разрядной сеткой ком-
пьютера, получены оценки колмогоровской сложности и неслучайности извлечения
модели из данных как эмпирической закономерности.

Ємець О. О. Математична модель регiону: еколого-економiчний аспект /

О. О. Ємець, О. О. Черненко // Таврический вестник информатики и

математики. � 2012. � №1 (20). � C. 24-34.

УДК 519.8

У роботi розглянуто проблему екологiчної безпеки виробництва на регiональному
рiвнi. Побудовано модель функцiонування регiону з врахуванням техногенного на-
вантаження на навколишнє середовище та рацiонального використання природних
ресурсiв.

В работе рассмотрена проблема экологической безопасности производства на регио-
нальном уровне. Построена модель функционирования региона с учетом техногенной
нагрузки на окружающую среду и рационального использования природных ресур-
сов.

Ильченко А. В. Минимальные по включению деревья Штейнера: алго-

ритм построения / А. В. Ильченко, В. Ф. Блыщик // Таврический вестник

информатики и математики. � 2012. � №1 (20). � C. 35-43.

УДК 519.6

Розглядається поняття мiнiмального по включенню дерева Штейнера. Наводиться i
обгрунтовується алгоритм побудови усiх мiнiмальних по включенню дерев Штейне-
ра. Мiнiмальне по включенню дерево Штейнера найменшої ваги розглядається як
рiшення задачi Штейнера на графi.
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Рассматривается понятие минимального по включению дерева Штейнера. Приво-
дится и обосновывается алгоритм построения всех минимальных по включению де-
ревьев Штейнера. Минимальное по включению дерево Штейнера наименьшего веса
рассматривается как решение задачи Штейнера на графе.

Лемтюжникова Д. В. Алгоритм выделения блочно-древовидной

структуры в разреженных задачах дискретной оптимизации /

Д. В. Лемтюжникова, А. В. Свириденко, О. А. Щербина // Тавриче-

ский вестник информатики и математики. � 2012. � №1 (20). � C. 44-55.

УДК 519.658

У статтi запропонований алгоритм видiлення блочно-деревоподiбної структури для
розрiджених матриць. Реалiзований у виглядi програми на C++ i протестований
алгоритм Фiнкельштейна для видiлення квазiблочних структур в розрiджених
матрицях. Зроблено порiвняльний експеримент для модифiкованої та вихiдної
версiй алгоритму, який показав iстотне зменшення кiлькостi побудованих блокiв i
розмiрiв сепараторiв для модифiкованого алгоритму Фiнкельштейна.

В статье предложен алгоритм выделения блочно-древовидной структуры для разре-
женных матриц. Реализован в виде программы на C++ и протестирован алгоритм
Финкельштейна для выделения квазиблочных структур в разрежённых матрицах.
Произведен сравнительный эксперимент для модифицированной и исходной версий
алгоритма, показавший существенное уменьшение количества построенных блоков и
размеров сепараторов для модифицированного алгоритма Финкельштейна.

Лемтюжникова Д. В. О распараллеливании локального элиминационного

алгоритма / Д. В. Лемтюжникова, О. А. Щербина // Таврический вестник

информатики и математики. � 2012. � №1 (20). � C. 56-65.

УДК 519.658

Метою цiєї роботи є визначення наступних стратегiй розпаралелювання локаль-
ного елiмiнацiйного алгоритму для розрiджених задач дискретної оптимiзацiї на
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основi використання сучасних обчислювальних архiтектур. Незалежнi пiдзадачi,
якi вiдповiдають рiзним блокам, i пiдзадачi, вiдповiднi незалежним гiлкам уза-
гальненого елiмiнацiйного дерева, можуть вирiшуватися паралельно за допомогою
таких обчислювальних архiтектур, як багатоядернi процесори, графiчнi процесори
(GPU) i GRID. Для паралельної реалiзацiї локального елiмiнацiйного алгоритму
пропонується використовувати гiбридну схему �майстер-робiтник�, яка допускає
одночасне використання CPU i GPU, причому GPU, множина основних паралельних
машин iз загальною пам’яттю, виступають в якостi робочих процесорiв i виконують
рiшення пiдзадач ДО для блокiв, а CPU використовується як майстер.

Целью настоящей работы служит определение следующих стратегий распараллели-
вания локального элиминационного алгоритма для разреженных задач дискретной
оптимизации на основе использования современных вычислительных архитектур.
Независимые подзадачи, соответствующие разным блокам, и подзадачи, соответ-
ствующие независимым ветвям обобщенного элиминационного дерева, могут решать-
ся параллельно при помощи таких вычислительных архитектур, как многоядерные
процессоры, графические процессоры (GPU) и GRID. Для параллельной реализации
ЛЭА предлагается использовать гибридную схему �мастер-рабочий�, которая допус-
кает одновременное использование CPU и GPU, причем GPU, множество основных
параллельных машин с общей памятью, выступают в качестве рабочих процессо-
ров и выполняют решение подзадач ДО для блоков, а CPU используется в качестве
мастера.

Литвин О. М. Наближене обчислення подвiйних iнтегралiв з вико-

ристанням лагранжевої полiномiальної iнтерлiнацiї / О. М. Литвин,

О. П. Нечуйвiтер // Таврический вестник информатики и математики. �

2012. � №1 (20). � C. 66-72.

УДК 621.391:517.518:510.52

Побудована кубатурна формула наближеного обчислення iнтегралу вiд функцiй
двох змiнних з використанням лагранжевої полiномiальної iнтерлiнацiї функцiй на
класi дiйсних функцiй, визначених на G = [�1, 1]2 i таких, що

�

�f (p1,p2)
(x, y)

�

� 6 M.

Отримана оцiнка похибки кубатурної формули.
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Построена кубатурная формула приближенного вычисления интеграла функции
двух переменных с использованием лагранжевой полиномиальной интерлинации
функций на классе действительных функций, определенных на G = [�1, 1]2 и та-
ких, что

�

�f (p1,p2)
(x, y)

�

� 6 M. Получена оценка погрешности кубатурной формулы.

Мельник Т. П. Моделювання стоку р. Тиса iз урахуванням максимальних

витрат приток / Т. П. Мельник // Таврический вестник информатики и

математики. � 2012. � №1 (20). � C. 73-76.

УДК 519.711+519.6+681.3.01+556:06

Розглянуто ймовiрне математичне моделювання стоку р.Тиси iз урахуванням мак-
симальних витрат приток. Здiйснено визначення величини максимальних потокiв
методом аналiзу пропускної здатностi. Надано рекомендацiї щодо подальшого
використання методики.

Предложена математическая модель стока р.Тисы с учетом максимальных расходов
притоков. Определена величина максимальных потоков методом анализа пропускной
способности. Даны рекомендации по дальнейшему использованию предложенной ме-
тодики.

Пiчкур В. В. Достатнi умови оптимальностi в задачi структурно-

параметричної оптимiзацiї / В. В. Пiчкур, Є. М. Страхов // Таврический

вестник информатики и математики. � 2012. � №1 (20). � C. 77-87.

УДК 517.977.58; 517.977.54

У роботi доведенi умови iснування розв’язку задачi структурно-параметричної
оптимiзацiї з фiксованими точками перемикання у класi структурних керувань та
достатнi умови оптимальностi керування. Запропонований алгоритм оптимiзацiї
структури лiнiйної системи з квадратичним критерiєм якостi.

В работе доказаны условия существования решения задачи структурно-
параметрической оптимизации с фиксированными точками переключения в

�Таврiйський вiсник iнформатики та математики�, №1 (20)’ 2012



104 Рефераты

классе структурных управлений и достаточные условия оптимальности управле-
ния. Предложен численный метод оптимизации структуры линейной системы с
квадратичным критерием качества.

Стёпкин А. В. Возможность и сложность распознавания графов тремя

агентами / А. В. Стёпкин // Таврический вестник информатики и мате-

матики. � 2012. � №1 (20). � C. 88-98.

УДК 519.1

Розглядається проблема розпiзнавання скiнченних графiв трьома агентами. Побудо-
вано алгоритм розпiзнавання неорiєнтованих графiв, часова та ємнiсна складностi
якого дорiвнюють O (n2

). При розпiзнаваннi два агенти, що рухаються графом,
використовують по двi рiзнi фарби (усього три фарби). Алгоритм базується на
методi обходу графа в глибину.

Рассматривается проблема распознавания конечных графов тремя агентами. По-
строен алгоритм распознавания неориентированных графов, временная и емкостная
сложности которого равны O (n2

). При распознавании два агента, передвигающи-
еся по графу, используют по две различные краски (всего три краски). Алгоритм
основан на методе обхода графа в глубину.
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ДО ВIДОМА АВТОРIВ

Загальнi положення

Для опублiкування в журналi �Таврiйський вiсник iнформатики i математики� прий-

маються ранiше не опублiкованi науковi працi в галузi математики та теоретичної iнфор-

матики, згiдно зi списком провiдних тематичних роздiлiв.

Автору(-ам) потрiбно надавати такi документи:

1. Вiдомостi про автора(-iв) (прiзвище, iм’я, по батьковi, ученi ступенi та звання, мiсце

роботи та посада, адреси проживання та органiзацiї, телефон, факс, адреса електрон-

ної пошти тощо).

2. Рецензiю сторонньої органiзацiї (бажано).

3. Статтю, надруковану на принтерi.

4. Падати заявку на сайтi журналу www.tvim.info.

Вимоги до рукописiв

1. Основнi елементи статтi розмiщуються у такiй послiдовностi: iндекс УДК, iнiцiали

та прiзвище автора, назва статтi, анотацiя (до 10 рядкiв) українською, росiйською та

англiйською мовами (анотацiя повинна мiстити конкретну iнформацiю про отриманi

результати), текст, список лiтератури.

2. Стаття може бути написана українською, росiйською або англiйською мовою. Обсяг

статтi повинен не перевищувати 10 сторiнок разом з малюнками, таблицями, графiка-

ми (не бiльше трьох) та бiблiографiєю. Стаття повинна бути структурована (подiлена

на роздiли iз заголовками).

3. Вiдповiдно до постанови Президiї ВАК України вiд 15 сiчня 2003 року
№7-05/1 текст статтi повинен бути викладений лаконiчно, зрозумiло i вiдповiдати

такiй структурнiй схемi.

У вступi необхiдно чiтко видiлити (курсивом) такi пункти:

– Постановка проблеми у загальному виглядi та її зв’язок iз важливими науковими

чи практичними завданнями

– Аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй, в яких започатковано розв’язання да-

ної проблеми i на якi спирається автор

– Невирiшенi ранiше частини загальної проблеми, котрим присвячується зазначена

стаття

– Формулювання цiлей статтi (постановка задачi)
У висновку з данного дослiдження необхiдно чiтко видiлити (курсивом) результа-

ти дослiдження та перспективи подальших розвiдок у цьому напрямку.
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4. У статтi необхiдно дотримуватись термiнологiї, прийнятої державним стандартом;

використовуючи новий термiн або абревiатуру, автор повинен розшифрувати та по-

яснити їх.

5. Використана лiтература наводиться загальним списком наприкiнцi статтi за поряд-

ком посилання на неї в текстi (в квадратних дужках) мовою орiгiналу, вiдповiдно до

форми Ф23 бюлетеню ВАК України, 2008, №3.

6. Стаття має бути пiдготовлена за допомогою видавничої системи LATEX з ви-

користанням стильового пакету twim.sty, який можно отримати за адресою

www.tvim.info. Файли статтi у форматi TeX i PDF (плюс графiчнi файли, якщо

потрiбнi) необхiдно прикрiпити до заявки на публiкацiю статтi на сайтi журналу.

Робота редакцiї з авторами

1. Матерiали необхiдно надiслати за допомогою сайта www.tvim.info, а також у

виглядi “твердої” копiї за адресою редакцiї: Таврiйський нацiональний унiвер-

ситет iм. В. I. Вернадського, пр-т Вернадського, 4, м. Симферопiль, Крим,

Україна, 95007.

2. Редакцiя залишає за собою право внесення змiн редакцiйного характеру без згоди з

автором (-ами).

3. За необхiдностi автору (-ам) надсилається коректура статтi.

4. Остаточне рiшення про публiкацiю приймає редакцiйна колегiя.

5. Рукопис, який надiйшов до редакцiї з порушенням зазначених правил оформлення,

не реєструється i не розглядається, а повертається автору (-ам) для доопрацювання.
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ДО УВАГИ АВТОРIВ!

Про пiдвищення вимог до фахових видань, внесених до перелiкiв ВАК

України

ПОСТАНОВА

ПРЕЗИДIЇ ВИЩОЇ АТЕСТАЦIЙНОЇ КОМIСIЇ УКРАЇНИ

вiд 15.01.2003 р. №7-05/1

Необхiдною передумовою для внесення видань до перелiку наукових фахових видань
України є їх вiдповiднiсть вимогам пункту 7 постанови Президiї ВАК України вiд
10.02.1999 р. №1-02/3 ”Про публiкацiї результатiв дисертацiй на здобуття наукових
ступенiв доктора i кандидата наук та їх апробацiю“.

... Редакцiйним колегiям органiзувати належне рецензування та ретельний вiдбiр ста-
тей до друку. Зобов’язати їх приймати до друку у видання 2003 року та й у подальшi
роки лише науковi статтi, якi мають такi необхiднi елементи: постановку проблеми
у загальному виглядi та її зв’язок iз важливими науковими чи практичними зав-
даннями; аналiз останнiх дослiджень i публiкацiй, в яких започатковано розв’язання
данної проблеми i на якi спирається автор; видiлення невирiшених ранiше частин
загальної проблеми, котрим присвячується зазначена стаття; формулювання цiлей
статтi (постановка задачi); виклад основного матерiалу дослiдження с повним об-
грунтуванням наукових результатiв; висновки з даного дослiдження i перспективи
подальших розвiдок у цьому напрямку.

Голова ВАК України В.В.Скопенко

Вчений секретар Л.М.Артюшин
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