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ÄÂÀ ÂÛÄÀÞÙÈÕÑß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ, ÄÂÅ ÑÓÄÜÁÛ È ÄÂÅ
ÆÈÇÍÈ Â ÍÀÓÊÅ: À.À.ËßÏÓÍÎÂ È À.Ï.ÅÐØÎÂ

8 íîÿáðÿ 2011 ã. èñïîëíèëîñü 100 ëåò

ñî äíÿ ðîæäåíèÿ âåëèêîãî ìàòåìàòèêà, îñíîâàòåëÿ

Íîâîñèáèðñêîé ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû

Àëåêñåÿ Àíäðååâè÷à Ëÿïóíîâà

Âûäàþùèéñÿ ó÷åíûé-ìàòåìàòèê, îáîãàòèâøèé îòå÷åñòâåííóþ íàóêó â îáëàñòè

òåîðèè ìíîæåñòâ, êèáåðíåòèêè è ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èçâåñòíûé ïëîäîòâîðíûìè ïðè-

ëîæåíèÿìè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåõíèêè è åñòåñòâîçíàíèÿ

Àëåêñåé Àíäðååâè÷ Ëÿïóíîâ ðîäèëñÿ â Ìîñêâå 8 îêòÿáðÿ 1911 ã.

Ñâûøå ñîðîêà ëåò ñâîåé æèçíè îòäàë À.À.Ëÿïóíîâ ñëóæåíèþ îòå÷åñòâåííîé

íàóêå. Ëèøü îäíàæäû áûë â íåé ïåðåðûâ, êîãäà â ãîäû Âåëèêîé Îòå÷åñòâåííîé

âîéíû îí äîáðîâîëüöåì óøåë íà ôðîíò è â êà÷åñòâå îôèöåðà àðòèëëåðèè ïðîøåë

áîåâîé ïóòü îò Êðûìà äî Âîñòî÷íîé Ïðóññèè.

Êðóã íàó÷íûõ èíòåðåñîâ Àëåêñåÿ Àíäðååâè÷à Ëÿïóíîâà áûë íàñòîëüêî øèðîê,

÷òî åãî ïî ïðàâó ìîæíî íàçâàòü ó÷åíûì-ýíöèêëîïåäèñòîì. Îí íå òîëüêî îðèåíòèðî-

âàëñÿ â ðàçíûõ îáëàñòÿõ íàóêè, íî è ïëîäîòâîðíî ðàáîòàë âî ìíîãèõ èç íèõ. Îñíîâ-

íûå òðóäû À.À.Ëÿïóíîâà îòíîñÿòñÿ ê ÷èñòîé ìàòåìàòèêå, íî îõâàòûâàþò òàêæå åå



6 À.À.Ëÿïóíîâ è À.Ï. Åðøîâ � äâà âûäàþùèõñÿ ìàòåìàòèêà

ïðèêëàäíóþ è âû÷èñëèòåëüíóþ ÷àñòè, ïðèëîæåíèÿ ê åñòåñòâåííûì è ãóìàíèòàðíûì

íàóêàì, ôèëîñîôñêèå ïðîáëåìû åñòåñòâîçíàíèÿ è àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ïåäàãîãèêè.

Îòåö Àëåêñåÿ Àíäðååâè÷à � Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ Ëÿïóíîâ � ìàòåìàòèê, ïîëó-

÷èâøèé îáðàçîâàíèå ñíà÷àëà â Ìîñêîâñêîì, à çàòåì â Ãàéäåëüáåðãñêîì óíèâåðñèòåòå,

áûë ÷åëîâåêîì îáùèòåëüíûì è øèðîêîîáðàçîâàííûì. Áóäó÷è çíàòîêîì è öåíèòåëåì

èñêóññòâà, îòåö îêàçàë áîëüøîå âëèÿíèå íå òîëüêî íà ôîðìèðîâàíèå æèçíåííûõ

âçãëÿäîâ, íàó÷íûõ è ýñòåòè÷åñêèõ âêóñîâ À.À.Ëÿïóíîâà, íî è íà ñòèëü åãî îáùåíèÿ

ñ ëþäüìè.

Â 1928 ãîäó Àëåêñåé Àíäðååâè÷ ïîñòóïèë íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò

Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ó÷åáà â óíèâåðñèòåòå íå ñëîæèëàñü:

îòêàçàâøèñü ïîäïèñàòü ïèñüìî î ñíîñå â Ìîñêâå î÷åðåäíûõ öåðêâåé (òàêèå êàìïàíèè

áûëè òîãäà â ìîäå), îí âñòóïèë â êîíôëèêò ñ ñîêóðñíèêàìè è ïåðåñòàë ïîñåùàòü

çàíÿòèÿ, çà ÷òî è áûë îò÷èñëåí â êîíöå 1929 ã.

Íàó÷íûå èíòåðåñû Àëåêñåÿ Àíäðååâè÷à ôîðìèðîâàëèñü ïîä âëèÿíèåì è íåïî-

ñðåäñòâåííûì ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà Íèêîëàÿ Íèêîëàåâè÷à Ëóçèíà. Çàìåòèâ

íåçàóðÿäíûå ñïîñîáíîñòè þíîøè, Í.Í.Ëóçèí ïðèîáùèë åãî ê ðàáîòå â îáëà-

ñòè òåîðèè ìíîæåñòâ. Â 1934 ã. Àëåêñåé Àíäðååâè÷ ñòàíîâèòñÿ ìëàäøèì íà-

ó÷íûì ñîòðóäíèêîì Îòäåëà òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî Èí-

ñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Â.À.Ñòåêëîâà, ãäå ñáëèæàåòñÿ ñî ñòàðøèìè ó÷åíèêàìè

Í.Í.Ëóçèíà: Í.Ê.Áàðè, Ë.Â.Êåëäûø, À.Í.Êîëìîãîðîâûì, Ì.À.Ëàâðåíòüåâûì,

Ë.À.Ëþñòåðíèêîì, Ä.Å.Ìåíüøîâûì, Ï.Ñ.Íîâèêîâûì. Â 1934-39 ãã. Àëåêñåé Àí-

äðååâè÷ ïóáëèêóåò ðÿä ðàáîò ïî äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ. Ñäàâ ýêñòåðíîì

ýêçàìåíû ïî óíèâåðñèòåòñêèì êóðñàì è êàíäèäàòñêèå ýêçàìåíû, îí â 1939 ã. çàùè-

ùàåò êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ íà òåìó ¾Îá óíèôîðìèçàöèè àíàëèòè÷åñêèõ äî-

ïîëíåíèé¿.

Ïîñëå çàùèòû êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè À.À.Ëÿïóíîâ ðàáîòàåò â îáëàñòè ïðè-

ëîæåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ê åñòåñòâîçíàíèþ è òåõíèêå, ïðèìåíåíèÿ âåðîÿòíîñò-

íûõ ìåòîäîâ â òåîðèè ñòðåëüáû. Â 1939-40 ãã. Àëåêñåé Àíäðååâè÷ ïî ðåêîìåíäàöèè

àêàäåìèêà À.Í.Êîëìîãîðîâà ïðîâîäèò ñòàòèñòè÷åñêóþ îáðàáîòêó îáøèðíîãî ýêñïå-

ðèìåíòàëüíîãî ìàòåðèàëà ïî ðàñùåïëåíèþ íàñëåäñòâåííûõ ïðèçíàêîâ ó ãèáðèäîâ,

ïîëó÷åííîãî ãåíåòèêàìè øêîëû Í.È.Âàâèëîâà.

Æèçíü â ïðåäâîåííûå ãîäû ñêëàäûâàëàñü íåëåãêî. Ñêàçûâàëîñü äâîðÿíñêîå ïðî-

èñõîæäåíèå è æèçíåííûå óáåæäåíèÿ. Â 1937 ã. Àëåêñåé Àíäðååâè÷ Ëÿïóíîâ áûë

óâîëåí èç Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ¾ïî ñîêðàùåíèþ øòàòîâ¿ â ñâÿçè ñ ðàñôîðìè-

ðîâàíèåì îòäåëà Í.Í.Ëóçèíà. Äâà ñëåäóþùèõ ãîäà, íå èìåÿ ïîñòîÿííîé ðàáîòû,

À.À.Ëÿïóíîâ íà âðåìåííîé äîãîâîðíîé îñíîâå ÷èòàë ëåêöèè, ðóêîâîäèë ñåìèíàðîì
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ïî òåîðèè ìíîæåñòâ ïðè Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè ÌÃÓ, âû-

ïîëíÿë çàêàçíûå ïåðåâîäû. Â 1939 ã. îí âîññòàíàâëèâàåòñÿ â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè

èì. Â.À.Ñòåêëîâà â äîëæíîñòè ñòàðøåãî íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà è ïî ñîâìåñòèòåëüñòâó

çàíèìàåò äîëæíîñòü äîöåíòà â ÌÃÏÈ èì. Ê.Ëèáêíåõòà. Çäåñü îí ÷èòàåò ëåêöèè ïî

ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó è òåîðèè ôóíêöèé, ðóêîâîäèò íàó÷íîé ðàáîòîé ñòóäåíòîâ

âìåñòå ñ Â.È. Ãëèâåíêî è Ï.Ñ.Íîâèêîâûì.

Íà÷àâøàÿñÿ â 1941 ã. âîéíà çàñòàëà Àëåêñåÿ Àíäðååâè÷à ñòàðøèì íàó÷íûì ñî-

òðóäíèêîì Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Â.À.Ñòåêëîâà. Îñåíüþ 1941 ã. îí ó÷àñòâîâàë

â ìåðîïðèÿòèÿõ ïî ïðîòèâîâîçäóøíîé îáîðîíå Ìîñêâû. Çàòåì èíñòèòóò áûë ýâàêó-

èðîâàí â Êàçàíü. Îá ýòîì âðåìåíè Àëåêñåé Àíäðååâè÷ âñïîìèíàë òàê: ¾Íàñòðîåíèå

áûëî òÿæåëîå. Íàó÷íàÿ ðàáîòà íå êëåèëàñü. Ñîòðóäíèêè Àêàäåìèè íàóê, èìåâøèå

ó÷åíóþ ñòåïåíü, ïîäëåæàëè áðîíèðîâàíèþ, íî òðè ìîèõ ìëàäøèõ áðàòà � Àñêîëüä,

ßðîñëàâ è Àíäðåé áûëè íà ôðîíòå, è ÿ îò áðîíèðîâàíèÿ îòêàçàëñÿ. Â ìàðòå 1942 ã.

ÿ áûë íàïðàâëåí âî Âëàäèìèðñêîå âîåííîå ó÷èëèùå...¿. Äàëåå � ó÷åáà è ïðåïîäà-

âàíèå â ó÷èëèùå, íåêîòîðîå âðåìÿ ïðåáûâàíèå â ðåçåðâíûõ ôîðìèðîâàíèÿõ, ãîñïè-

òàëü â ñâÿçè ñ òÿæåëûì çàáîëåâàíèåì ñûïíûì òèôîì, åäâà íå ñòîèâøèì ìîëîäîìó

ëåéòåíàíòó æèçíè. Ñ îêòÿáðÿ 1943 ã. À.À.Ëÿïóíîâ â êà÷åñòâå êîìàíäèðà òîïîãðà-

ôè÷åñêîãî ðàçâåäûâàòåëüíîãî âçâîäà íà ïåðåäîâîé ëèíèè ôðîíòà: îí ó÷àñòâóåò â

áîÿõ â Êðûìó ïðè âçÿòèè Ïåðåêîïà è îñâîáîæäåíèè Êåð÷è, çàòåì � íà Óêðàèíå,

â Ïðèáàëòèêå (ó÷àñòâóåò â áîÿõ çà îñâîáîæäåíèå Øàóëÿÿ) è çàêàí÷èâàåò áîåâîé

ïóòü â Âîñòî÷íîé Ïðóññèè. Çà ó÷àñòèå â áîÿõ ïî îñâîáîæäåíèþ Êðûìà Àëåêñåé

Àíäðååâè÷ áûë íàãðàæäåí îðäåíîì Êðàñíîé Çâåçäû (1944).

Â àïðåëå 1945 ã. ñòàðøåãî ëåéòåíàíòà À.À.Ëÿïóíîâà îòîçâàëè ñ ôðîíòà è íàïðà-

âèëè ïðåïîäàâàòåëåì â Àðòèëëåðèéñêóþ àêàäåìèþ èì. Ô.Ý.Äçåðæèíñêîãî â Ìîñêâó.

Ñ àêàäåìèåé ó Àëåêñåÿ Àíäðååâè÷à Ëÿïóíîâà ñâÿçàí âåñüìà çàìåòíûé è ïëîäîòâîð-

íûé ïåðèîä æèçíè, êîòîðûé äëèëñÿ îêîëî 5 ëåò. Âíà÷àëå îí áûë ëàáîðàíòîì êàôåä-

ðû àðòèëëåðèéñêîé èíñòðóìåíòàëüíîé ðàçâåäêè è îäíîâðåìåííî ïðåïîäàâàòåëåì, à

ïîñëå äåìîáèëèçàöèè â 1946 ã. � ñòàðøèì ïðåïîäàâàòåëåì êàôåäðû ìàòåìàòèêè.

Ñ ñàìîãî íà÷àëà ïðåïîäàâàíèÿ â Àêàäåìèè Àëåêñåé Àíäðååâè÷ ðàçâåðíóë èíòåí-

ñèâíóþ ðàáîòó ïî ïåðåñòðîéêå êóðñîâ ìàòåìàòèêè íà îñíîâå ïîñëåäíèõ äîñòèæåíèé

ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè. Â ÷àñòíîñòè, èì áûë ñîçäàí íîâûé êóðñ òåîðèè ñòðåëüáû, îñ-

íîâàííûé íà òåîðèè âåðîÿòíîñòè è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå. Â ýòè ãîäû Àëåêñåé

Àíäðååâè÷ ïóáëèêóåò ðÿä ðàáîò ïî òåîðèè ñòðåëüáû.

Ñ 1946 ã. Àëåêñåé Àíäðååâè÷ âîçîáíîâëÿåò èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ÷èñòîé ìàòå-

ìàòèêè. Îí ïîëó÷àåò ñòèïåíäèþ À.Í.Êðûëîâà è ïîñòóïàåò â äîêòîðàíòóðó Èíñòè-

òóòà ìàòåìàòèêè èì. Â.À.Ñòåêëîâà ÀÍ ÑÑÑÐ. Â ýòè ãîäû îí âûïîëíèë ðÿä ðàáîò ïî
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äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ, îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êîòîðûõ âîøëè â åãî äîêòîð-

ñêóþ äèññåðòàöèþ ¾Îá îïåðàöèÿõ, ïðèâîäÿùèõ ê èçìåðèìûì ìíîæåñòâàì¿, êîòîðóþ

îí çàùèòèë â êîíöå 1949 ã. Â ýòîì æå ãîäó À.À.Ëÿïóíîâ íà÷èíàåò ðàáîòàòü ïî ñîâ-

ìåñòèòåëüñòâó â Èíñòèòóòå ãåîôèçèêè ÀÍ ÑÑÑÐ. Ëåòîì 1950 ã. îí � íà÷àëüíèê

Ñåâåðî-Òÿíüøàíüñêîé ýêñïåäèöèè. Ïðåäìåòîì ãåîôèçè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé Àëåê-

ñåÿ Àíäðååâè÷à â ýòîò ïåðèîä áûëè ïîâòîðÿåìîñòü çåìëåòðÿñåíèé è èíòåðïðåòàöèÿ

ãðàâèòàöèîííûõ íàáëþäåíèé, à òàêæå ãëóáèííîå ñåéñìè÷åñêîå çîíäèðîâàíèå.

Â èþíå 1951 ã. Àëåêñåé Àíäðååâè÷ âîçâðàùàåòñÿ íà ðàáîòó â Ìàòåìàòè÷åñêèé èí-

ñòèòóò èì. Â.À.Ñòåêëîâà ÀÍ ÑÑÑÐ, à â 1953 ã. ïî ïðèãëàøåíèþ Ì.Â.Êåëäûøà îí

ïåðåõîäèò âî âíîâü ñîçäàííîå Îòäåëåíèå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ýòîãî Èíñòèòóòà,

ãäå îðãàíèçóåò îòäåë êèáåðíåòèêè. Ñ ýòîãî âðåìåíè êèáåðíåòèêà ñòàíîâèòñÿ îñ-

íîâíûì äåëîì Àëåêñåÿ Àíäðååâè÷à äî ïîñëåäíåãî äíÿ æèçíè. Îäíîâðåìåííî ñ îñåíè

1952 ã. À.À.Ëÿïóíîâ ðàáîòàåò íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ â êà-

÷åñòâå ïðîôåññîðà êàôåäð ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. Â

1953 ã. îí îðãàíèçóåò â ÌÃÓ ñåìèíàð ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ è ñïåöèàëüíûé ñåìèíàð

äëÿ ñòóäåíòîâ ìëàäøèõ êóðñîâ ìåõìàòà, â 1954 ã. � ñåìèíàð ïî èññëåäîâàíèþ ïðî-

áëåì ðàñøèðåíèÿ îáëàñòåé ïðèìåíåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí. Âàæíûì ñîáûòèåì

â íàó÷íîé æèçíè ñòàë ìåæäèñöèïëèíàðíûé ñåìèíàð ïî êèáåðíåòèêå, îðãàíèçîâàííûé

À.À.Ëÿïóíîâûì â ÌÃÓ â 1956 ã. Åãî ó÷àñòíèêàìè áûëè ìàòåìàòèêè, ýêîíîìèñòû,

èíæåíåðû, áèîëîãè, âîåííûå, ëèíãâèñòû, ôèëîñîôû. Ýòîò ñåìèíàð ñóùåñòâîâàë äî

1964 ã. Îí ñòàë öåíòðîì çàðîæäåíèÿ êèáåðíåòè÷åñêîé ìûñëè â ÑÑÑÐ è ñûãðàë áîëü-

øóþ ðîëü â êîîðäèíàöèè ðàáîò ïî êèáåðíåòèêå è ôîðìèðîâàíèè íîâûõ íàïðàâëåíèé

èññëåäîâàíèé. Èç ÷èñëà ðåãóëÿðíûõ ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà À.À.Ëÿïóíîâà âïîñëåä-

ñòâèè âûøëè âûäàþùèåñÿ ó÷åíûå â îáëàñòè òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé êèáåðíå-

òèêè: À.Ï.Åðøîâ, Þ.È.Æóðàâëåâ, Í.Ï.Áóñëåíêî, Î.Á.Ëóïàíîâ, Ñ.Â.ßáëîíñêèé,

Ì.Ë.Öåòëèí è ìíîãèå äð. Â 1956 ã. À.À.Ëÿïóíîâ îðãàíèçóåò èçäàíèå ñåðèè ñáîð-

íèêîâ ¾Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè¿. Ñáîðíèêè áûñòðî ïîëó÷èëè ìèðîâóþ èçâåñòíîñòü.

Ìíîãèå âûïóñêè è îòäåëüíûå ñòàòüè ïåðåâåäåíû íà àíãëèéñêèé è íåìåöêèé ÿçûêè.

Äî 1973 ã. ïîä ðåäàêöèåé À.À.Ëÿïóíîâà âûøëè 29 âûïóñêîâ ¾Ïðîáëåì êèáåðíåòè-

êè¿, èçäàíèå èõ ïðîäîëæàëè ó÷åíèêè Àëåêñåÿ Àíäðååâè÷à. Íàðÿäó ñ ýòèì Àëåêñåé

Àíäðååâè÷ çàáîòèëñÿ î ïåðåâîäå çàðóáåæíûõ ðàáîò. Ìíîãèå èç íèõ èçäàíû ïîä åãî

ðåäàêöèåé, ñ åãî ïðåäèñëîâèÿìè è êîììåíòàðèÿìè â âèäå îòäåëüíûõ ìîíîãðàôèé, à

òàêæå â îñíîâàííîé èì ñåðèè ¾Êèáåðíåòè÷åñêèé ñáîðíèê¿, êîòîðóþ îí ðåäàêòèðîâàë

âìåñòå ñ Î.Á.Ëóïàíîâûì.
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Â 1959 ã. ïî èíèöèàòèâå À.À.Ëÿïóíîâà ïðè Ïðåçèäèóìå ÀÍ ñîçäàåòñÿ Íàó÷íûé

ñîâåò ïî êîìïëåêñíîé ïðîáëåìå ¾Êèáåðíåòèêà¿. Ïî ïðåäëîæåíèþ Àëåêñåÿ Àíäðå-

åâè÷à ïðåäñåäàòåëåì Íàó÷íîãî ñîâåòà íàçíà÷àåòñÿ àêàäåìèê À.È.Áåðã, à Àëåêñåé

Àíäðååâè÷ ñòàíîâèòñÿ åãî çàìåñòèòåëåì.

Â 1960 ã. àêàäåìèêè Ì.À.Ëàâðåíòüåâ è Ñ.Ë.Ñîáîëåâ ïðèãëàøàþò À.À.Ëÿïóíîâà

ïåðååõàòü â Íîâîñèáèðñê, ãäå çà íåñêîëüêî ëåò äî ýòîãî áûëî ñîçäàíî Ñèáèðñêîå îò-

äåëåíèå Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ è íà áåðåãó Îáñêîãî ìîðÿ íà÷àëîñü ñòðîèòåëüñòâî

Àêàäåìãîðîäêà. Àëåêñåé Àíäðååâè÷ ñ ýíòóçèàçìîì ïðèíÿë ýòî ïðåäëîæåíèå, ñðàçó

ïîíÿâ, ÷òî ýòî îòêðîåò áîëüøèå âîçìîæíîñòè äëÿ ðàçâåðòûâàíèÿ ðàáîò ïî êèáåð-

íåòèêå è îñóùåñòâëåíèÿ ïåäàãîãè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ íà âñåõ óðîâíÿõ âîñïèòàíèÿ

ìîëîäåæè � îò äîøêîëüíîãî äî óíèâåðñèòåòñêîãî. Ïîñëå ïåðååçäà â Íîâîñèáèðñê â

1961 ã. ñî âñåé ïðèñóùåé åìó ñòðàñòíîñòüþ è ýíåðãèåé Àëåêñåé Àíäðååâè÷ âêëþ÷èëñÿ

â ðàáîòó ïî ñîçäàíèþ êèáåðíåòè÷åñêèõ íàó÷íûõ êîëëåêòèâîâ â ðàìêàõ Ñèáèðñêîãî

îòäåëåíèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ. Åùå ðàíåå ïî åãî èíèöèàòèâå â íîâîñèáèðñêèé Àêàäåìãîðî-

äîê ïðèåõàëè ìíîãèå èç åãî ó÷åíèêîâ è ïîñëåäîâàòåëåé. Àëåêñåé Àíäðååâè÷ ñûãðàë

îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â ñîçäàíèè îòäåëà êèáåðíåòèêè â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè ÑÎ

ÀÍ ÑÑÑÐ; îí îðãàíèçîâàë â Íîâîñèáèðñêîì óíèâåðñèòåòå êàôåäðó ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà, à ïîçæå � êàôåäðó òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè.

Â 1964 ã. À.À.Ëÿïóíîâ áûë èçáðàí ÷ëåíîì-êîððåñïîíäåíòîì Àêàäåìèè íàóê

ÑÑÑÐ ïî îòäåëåíèþ ìàòåìàòèêè. Íàó÷íûå, ïåäàãîãè÷åñêèå è îðãàíèçàöèîííûå çà-

ñëóãè À.À.Ëÿïóíîâà îòìå÷åíû ïðàâèòåëüñòâåííûìè íàãðàäàìè. Îí áûë íàãðàæäåí

îðäåíîì ¾Çíàê Ïî÷åòà¿ (1953), äâóìÿ îðäåíàìè Êðàñíîãî Çíàìåíè (1956 è 1967) è

îðäåíîì Ëåíèíà (1971).

À.À.Ëÿïóíîâ ñêîðîïîñòèæíî ñêîí÷àëñÿ 23 èþíÿ 1973 ã. â Ìîñêâå, êóäà ïðèåõàë

íà îáùåå ñîáðàíèå Àêàäåìèè íàóê.

Â íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè À.À.Ëÿïóíîâà, íåñìîòðÿ íà åå ðàçíîñòîðîííèé õàðàê-

òåð, ìîæíî âûäåëèòü äâà ýòàïà: ïåðâûé, äëèâøèéñÿ äî íà÷àëà ïÿòèäåñÿòûõ ãîäîâ,

ñâÿçàí, ãëàâíûì îáðàçîì, ñ òåîðèåé ìíîæåñòâ; âòîðîé � ñ ðàçâèòèåì êèáåðíåòèêè.

Èíòåðåñ ê òåîðèè ìíîæåñòâ Àíäðåé Àëåêñååâè÷ ïðîíåñ ÷åðåç âñþ æèçíü è íåîäíî-

êðàòíî âîçâðàùàëñÿ ê çàíÿòèþ åþ è â ïåðèîä ðàáîòû â îáëàñòè êèáåðíåòèêè. Áîëåå

òîãî, çàíèìàÿñü êèáåðíåòè÷åñêèìè ïðîáëåìàìè, îí çà÷àñòóþ ïðèìåíÿë òåîðåòèêî-

ìíîæåñòâåííûå ìåòîäû è ïðèâëåêàë ê íèì âíèìàíèå ñâîèõ ó÷åíèêîâ.

Ïåðâûé öèêë ðàáîò À.À.Ëÿïóíîâà ñâÿçàí ñ ïðîáëåìîé îòäåëèìîñòè è óíèôîð-

ìèçàöèè ìíîæåñòâ. Îí ïîêàçàë, ÷òî äëÿ A-ìíîæåñòâ èìååò ìåñòî ïåðâàÿ òåîðåìà î

êðàòíîé îòäåëèìîñòè ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè ïðåäåëà ñ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ìíîæåñòâ (1936 ã.), à äëÿ CA-ìíîæåñòâ íå èìååò ìåñòà ïåðâàÿ òåîðåìà îòäåëèìîñòè
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ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè âåðõíåãî ïðåäåëà. Äàëåå À.À.Ëÿïóíîâ äåòàëüíî èçó÷àåò

îáùèå çàêîíû îòäåëèìîñòè è íåîòäåëèìîñòè ïî îòíîøåíèþ ê A-îïåðàöèè. Îïèðàÿñü

íà ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ èíäåêñîâ Ï.Ñ.Íîâèêîâà, À.À.Ëÿïóíîâ äîêàçàë ïåðâóþ è âòî-

ðóþ òåîðåìû î êðàòíîé îòäåëèìîñòè äëÿ êëàññà A(M) ïî îòíîøåíèþ ê A-îïåðàöèè.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â îáëàñòè B-, A-, C- è CA-ìíîæåñòâ, ïîçâîëèëè ðåøèòü

äî êîíöà íåêîòîðûå âîïðîñû, îòíîñÿùèåñÿ ê èçó÷åíèþ ïðèðîäû îñíîâíûõ îáúåêòîâ

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ðÿä ñóùåñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ áûë ïîëó÷åí À.À.Ëÿïóíîâûì â îáëàñòè óíè-

ôîðìèçàöèè ìíîæåñòâ. À.À.Ëÿïóíîâûì áûëî ïðåäïðèíÿòî èññëåäîâàíèå òðàíñ-

ôèíèòíûõ êëàññîâ R-ìíîæåñòâ, ïîëó÷àþùèõñÿ R-îïåðàöèÿìè íîðìàëüíîãî ðÿ-

äà (1949 ã.). Îí ñóùåñòâåííî ïðîäâèíóë âïåðåä òåîðèþ R-ìíîæåñòâ è âîïðîñ î

ðàñøèðåíèè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé, ïðèâîäÿùèõ ê èçìåðèìûì ìíîæå-

ñòâàì. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû åãî ðàáîòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâëåíû â ðà-

áîòå ¾Îá îïåðàöèÿõ, ïðèâîäÿùèõ ê èçìåðèìûì ìíîæåñòâàì¿ (1949 ã.) è â ìîíî-

ãðàôèè ¾R-ìíîæåñòâà¿ (1953 ã.), ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå

òåîðèè R-ìíîæåñòâ.

Ðÿä ðàáîò À.À.Ëÿïóíîâà îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè ìåòðè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ è

ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ âïîëíå àääèòèâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé ìíîæåñòâ è çàêîíîâ ðàñïðå-

äåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òåîðåìà À.À.Ëÿïóíîâà î ìíîæåñòâå çíà÷åíèé àääèòèâ-

íîé âåêòîð ôóíêöèè ìíîæåñòâ, äîêàçàííàÿ â 1940 ã., ïîëó÷èëà øèðîêèé ðåçîíàíñ è

ðàçâèòèå â ðàáîòàõ ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé. À.À.Ëÿïóíîâ ïîêàçàë, ÷òî âïîëíå àääè-

òèâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, ëèøåííàÿ ñêà÷êîâ, îïðåäåëåííàÿ íà ñèñòåìå ïîäìíîæåñòâ

íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ñ÷åòíûõ ñóìì è ïåðåñå÷åíèé è

âçÿòèÿ äîïîëíåíèé è ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ n-ìåðíîãî ýâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà,

èìååò âûïóêëîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé. Â 1946 ã. èì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòî ñâîéñòâî

òåðÿåòñÿ, åñëè âìåñòî êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà âçÿòü áåñêîíå÷íîìåðíîå, õîòÿ áû

äàæå êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî. Àëåêñåé Àíäðååâè÷ âîçâðàùàåòñÿ ê àíàëèçó âïîëíå

àääèòèâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé â 60-å ãîäû. Îí ïóáëèêóåò äâå ñòàòüè â ¾Ïðîáëåìàõ

êèáåðíåòèêè¿, ïîä÷åðêèâàÿ ýòèì âàæíîñòü ðàçðàáàòûâàåìîãî èì ïîäõîäà äëÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷, ñìåæíûõ äëÿ êèáåðíåòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè, â ÷àñòíîñòè, äëÿ

ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé î ñïðàâåäëèâûõ äåëåæàõ.

Îñíîâíàÿ çàñëóãà À.À.Ëÿïóíîâà â îáëàñòè èíôîðìàòèêè ñîñòîèò â ñîçäàíèè èì

îïåðàòîðíîãî ìåòîäà ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýòîò ìåòîä ïîëó÷èë øèðîêîå ðàñïðîñòðà-

íåíèå â ðåàëüíîì ïðîãðàììèðîâàíèè è îêàçàë îãðîìíîå âëèÿíèå íà âñå ïîñëåäóþ-

ùåå ðàçâèòèå òåîðèè ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îïåðàòîðíûé ìåòîä áûë ïîäðîáíî èçëîæåí

Ëÿïóíîâûì â êóðñå ëåêöèé, ïðî÷èòàííîì â 1952-1953 ãã. äëÿ ñòóäåíòîâ êàôåäðû
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âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ, è îïóá-

ëèêîâàí â ðàáîòàõ 1957-1958 ãã. Â ðàáîòå ¾Î ëîãè÷åñêèõ ñõåìàõ ïðîãðàìì¿ (1958)

À.À.Ëÿïóíîâ äàë îïðåäåëåíèå ïðîãðàììèðîâàíèÿ êàê îòäåëüíîãî íàó÷íîãî íàïðàâëå-

íèÿ, îòëè÷íîãî îò êëàññè÷åñêîé òåîðèè àëãîðèòìîâ, è ïåðâîå îïèñàíèå îïåðàòîðíîãî

ìåòîäà. Ñõåìà ñ÷åòà è ñõåìà ïðîãðàììû ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê àëãåáðàè÷åñêèå

îáúåêòû, çàïèñàííûå íà íåêîòîðîì ôîðìàëüíîì ÿçûêå. Íàä íèìè ìîæíî âûïîëíÿòü

ðàçëè÷íûå ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòàâèòü çàäà÷ó ïðèâå-

äåíèÿ ñõåìû ñ÷åòà èëè ñõåìû ïðîãðàììû ê ïðîñòåéøåìó èëè äîñòàòî÷íî ïðîñòî-

ìó âèäó. Â ñòàòüå ¾Ê àëãåáðàè÷åñêîé òðàêòîâêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ¿ (1962) Àëåêñåé

Àíäðååâè÷ ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü ëîãè÷åñêóþ ñõåìó ïðîãðàììû êàê êëàññ ïðî-

ãðàìì. Êîíêðåòíàÿ ïðîãðàììà ïîëó÷àåòñÿ èç ñõåìû, åñëè â ñõåìå íåêîòîðûì ñïî-

ñîáîì èíòåðïðåòèðîâàòü ñèìâîëû îïåðàòîðîâ è ïðåäèêàòîâ. Äâå ñõåìû íàçûâàþò

ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ïðè ëþáîé èíòåðïðåòàöèè âõîäÿùèõ â íèõ ïåðåìåííûõ (îïå-

ðàòîðîâ è ïðåäèêàòîâ) ïîëó÷àþòñÿ ýêâèâàëåíòíûå ïðîãðàììû. À.À.Ëÿïóíîâûì áû-

ëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à îòûñêàíèÿ àëãîðèòìà, ðàñïîçíàþùåãî ýêâèâàëåíòíîñòü ñõåì

ïðîãðàìì è îòûñêàíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ýòè çàäà÷è

áûëè ðåøåíû ó÷åíèêîì À.À.Ëÿïóíîâà Þ.È.ßíîâûì. Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ, îñíîâû êîòîðîé áûëè çàëîæåíû â ðàáîòàõ Àëåêñåÿ Àíäðååâè÷à è

åãî ó÷åíèêîâ, ïîëó÷èëà áóðíîå ðàçâèòèå â ÑÑÑÐ è çà ðóáåæîì è äàëà ñåðüåçíûå

òåîðåòè÷åñêèå è ïðèêëàäíûå ðåçóëüòàòû.

À.À.Ëÿïóíîâó ïðèíàäëåæèò èäåÿ àâòîìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ò.å. ñî-

çäàíèÿ ïðîãðàììû, êîòîðàÿ ïî ñæàòîé, îñîáûì îáðàçîì çàïèñàííîé èíôîðìàöèè

î çàäà÷å ñòðîèò ïðîãðàììó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ñåé÷àñ òàêèå, ïî òåðìèíîëîãèè

À.À.Ëÿïóíîâà ¾ïðîãðàììèðóþùèå ïðîãðàììû¿, ïðèíÿòî íàçûâàòü òðàíñëÿòîðàìè.

Ñîçäàíèå òðàíñëÿòîðîâ, èññëåäîâàíèå èõ ñòðîåíèÿ è ïðèíöèïîâ èõ ðàáîòû � ýòî îñ-

íîâíîå íàïðàâëåíèå â ñîâðåìåííîì ïðîãðàììèðîâàíèè. Îñíîâàòåëåì ýòîãî íàïðàâ-

ëåíèÿ, áåçóñëîâíî, ÿâëÿåòñÿ À.À.Ëÿïóíîâ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëèíãâèñòèêà è ìàøèííûé ïåðåâîä (ÌÏ) áûëè òåìè îáëàñòÿìè,

ãäå Àëåêñåé Àíäðååâè÷ âèäåë øèðîêèå âîçìîæíîñòè ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ðàç-

âèâàåìûõ èì ìåòîäîâ êèáåðíåòè÷åñêîãî àíàëèçà è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ. Îí ïîíèìàë, êàê çíà÷èòåëüíà ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ öåííîñòü èññëåäîâàíèé

â ýòîì íàïðàâëåíèè, ïîñêîëüêó çàäà÷è ÌÏ ïîðîæäàþò ïðèíöèïèàëüíî íîâûé êëàññ

êèáåðíåòè÷åñêèõ ïðîáëåì. Ëèíãâèñòèêà è ÌÏ ïðèâëåêëè åãî âíèìàíèå óæå â 1954 ã.

Àëåêñåé Àíäðååâè÷ ðàññìàòðèâàë åñòåñòâåííûå ÿçûêè, à òàêæå èñêóññòâåííûå ÿçûêè

ðàçíûõ òèïîâ (íàïðèìåð, ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ) êàê ñëîæíûå è ðàçâåòâëåííûå
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ñèñòåìû êîäèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè. Ðàçðàáîòêà ðàöèîíàëüíûõ ìåòîäîâ ïåðåâîäà òåê-

ñòîâ ñ îäíîãî ÿçûêà íà äðóãîé òðåáóåò ôîðìàëèçàöèè è ñèñòåìàòèçàöèè îñíîâíûõ

ïîíÿòèé ëèíãâèñòèêè, ÷òî ïîçâîëèëî áû ïðèìåíÿòü äëÿ èõ àíàëèçà ñòðîãèé ìàòåìà-

òè÷åñêèé àïïàðàò. Âêëàä Àëåêñåÿ Àíäðååâè÷à â ðàçâèòèå óêàçàííûõ îáëàñòåé ñîñòî-

èò íå ñòîëüêî â ïîëó÷åíèè êîíêðåòíûõ ðåçóëüòàòîâ, ñêîëüêî â îïðåäåëåíèè ñòðàòåãèè

âñåãî íàïðàâëåíèÿ, â ïîñòàíîâêàõ çàäà÷, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ îí ïðèâëåêàë ëèíã-

âèñòîâ.

Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü Àëåêñåÿ Àíäðååâè÷à äîñòèãàåò ñâîåé âåðøèíû â

íîâîñèáèðñêîì Àêàäåìãîðîäêå, ãäå óñëîâèÿ äëÿ ýêñïåðèìåíòèðîâàíèÿ è ïðîïàãàíäû

íîâûõ èäåé áûëè âåñüìà áëàãîïðèÿòíûìè. Îí áûë ñðåäè èíèöèàòîðîâ ñîçäàíèÿ â

1962 ã. ïåðâîé â íàøåé ñòðàíå ôèçìàòøêîëû-èíòåðíàòà (ÔÌØ) ïðè Íîâîñèáèðñêîì

óíèâåðñèòåòå. Áóäó÷è ïåðâûì ïðåäñåäàòåëåì Ó÷åíîãî ñîâåòà ÔÌØ è àêòèâíûì åå

ëåêòîðîì, îí îêàçàë áîëüøîå âëèÿíèå íà ñòàíîâëåíèå è ðàçâèòèå ýòîé øêîëû íîâîãî

òèïà. Îí áûë òàêæå îäíèì èç îðãàíèçàòîðîâ ñèáèðñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä

è ëåòíèõ ôèçìàòøêîë â Àêàäåìãîðîäêå. Îäíàêî óâëå÷åíèå ôèçìàòøêîëîé íå çà-

ñëîíÿëî Àëåêñåÿ Àíäðååâè÷à îò ïðîáëåì îáû÷íîé øêîëû. Îí ãëóáîêî âåðèë â òî,

÷òî èäåè ñîâðåìåííîé íàóêè � íå óäåë êàêîé-òî ýëèòû, è ïðè ïðàâèëüíîì ìåòîäè-

÷åñêîì îñìûñëåíèè îíè ìîãóò è äîëæíû ñòàòü äîñòîÿíèåì âñåõ ó÷àùèõñÿ. Ïîýòî-

ìó À.À.Ëÿïóíîâ óäåëÿë ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ïðåïîäàâàíèþ â ñðåäíåé øêîëå, à â

1972-73 ó÷åáíîì ãîäó, íåñìîòðÿ íà êîëîññàëüíóþ çàãðóæåííîñòü, íà÷àë âåñòè ðåãó-

ëÿðíûå çàíÿòèÿ â 9 êëàññå øêîëû �130 Àêàäåìãîðîäêà. Îí íàìåðåâàëñÿ ïðîäîëæàòü

çàíÿòèÿ è â 10 êëàññå; ê ñîæàëåíèþ, ýòîò èíòåðåñíûé ýêñïåðèìåíò îñòàëñÿ íåçàâåð-

øåííûì. Êîíêðåòíûå ñîîáðàæåíèÿ Àëåêñåÿ Àíäðååâè÷à î ñîäåðæàíèè åñòåñòâåííî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåäìåòîâ â øêîëå è î ìåòîäèêå èõ ïðåïîäàâàíèÿ èçëîæåíû â ðÿ-

äå ñòàòåé, îïóáëèêîâàííûõ â öåíòðàëüíûõ æóðíàëàõ (â òîì ÷èñëå ¾Ìàòåìàòèêà â

øêîëå¿), à òàêæå â òåìàòè÷åñêèõ ñáîðíèêàõ ¾Íàóêà è ïðîñâåùåíèå¿, èçäàâàâøèõñÿ

Íàó÷íûì ñîâåòîì ïî ïðîáëåìàì îáðàçîâàíèÿ ïðè Ïðåçèäèóìå Ñèáèðñêîãî îòäåëå-

íèÿ ÀÍ. Â îáùèõ ÷åðòàõ ýòè ñîîáðàæåíèÿ ñîçâó÷íû èäåÿì ìîäåðíèçàöèè øêîëüíûõ

ïðîãðàìì, ïîëó÷èâøèì â ïîñëåäíèå ãîäû ðàñïðîñòðàíåíèå â äîñòàòî÷íî øèðîêèõ

êðóãàõ íàó÷íîé è ïåäàãîãè÷åñêîé îáùåñòâåííîñòè. Â ÷àñòíîñòè, îíè êàñàþòñÿ ïðåïî-

äàâàíèÿ ýëåìåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ íà ïðèåìëåìîì

èíòóèòèâíîì óðîâíå áåç ïðåäâàðèòåëüíîé ÷ðåçìåðíîé ôîðìàëèçàöèè ó÷åíèÿ î ïðåäå-

ëàõ, íåïðåðûâíîñòè è äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ. Àëåêñåé Àíäðååâè÷ íàñòàèâàë òàêæå

íà ðàñøèðåíèè ïðåïîäàâàíèÿ êîìáèíàòîðèêè è ââåäåíèè íà ýòîé îñíîâå ýëåìåíòîâ

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ñòàòèñòèêè â ïðîãðàììû ñòàðøèõ êëàññîâ øêîëû.
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19 àïðåëÿ 2011 ã. èñïîëíèëîñü 80 ëåò

ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà

Àíäðåÿ Ïåòðîâè÷à Åðøîâà

Àíäðåé Ïåòðîâè÷, ê ñîæàëåíèþ, óø¼ë èç æèçíè â ñàìîì ðàñöâåòå òâîð÷åñêèõ

ñèë (8 äåêàáðÿ 1988 ã.), óñïåâ, îäíàêî, ïðè ýòîì ñäåëàòü î÷åíü ìíîãîå. Îí ÿâëÿåòñÿ

ïèîíåðîì ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ñîçäàòåëåì Ñèáèðñêîé øêîëû èíôîðìàòèêè. Åãî ðà-

áîòû ïîëîæèëè íà÷àëî ðàçâèòèþ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ íå òîëüêî â ÑÑÑÐ, íî è

âî âñ¼ì ìèðå.

Åùå ñòóäåíòîì ÌÃÓ, ïîä âëèÿíèåì À.À.Ëÿïóíîâà îí óâëåêñÿ ïðîãðàììèðî-

âàíèåì. Îêîí÷èâ óíèâåðñèòåò, À.Ï.Åðøîâ ïîñòóïèë íà ðàáîòó â Èíñòèòóò òî÷íîé

ìåõàíèêè è âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè � îðãàíèçàöèþ, â êîòîðîé ñêëàäûâàëñÿ îäèí èç

ïåðâûõ ñîâåòñêèõ êîëëåêòèâîâ ïðîãðàììèñòîâ. Â 1957 ã. åãî íàçíà÷àþò çàâåäóþùèì

îòäåëîì àâòîìàòèçàöèè ïðîãðàììèðîâàíèÿ âî âíîâü ñîçäàííîì Âû÷èñëèòåëüíîì

öåíòðå ÀÍ ÑÑÑÐ. Â ñâÿçè ñ îáðàçîâàíèåì Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ ïî ïðîñü-

áå äèðåêòîðà Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ àêàäåìèêà C.Ë.Ñîáîëåâà îí áåðåò

íà ñåáÿ îáÿçàííîñòü îðãàíèçàòîðà è ôàêòè÷åñêîãî ðóêîâîäèòåëÿ îòäåëà ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ ýòîãî èíñòèòóòà, à çàòåì ïåðåõîäèò â Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð ÑÎ ÐÀÍ.
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Ôóíäàìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ À.Ï.Åðøîâà â îáëàñòè ñõåì ïðîãðàìì è òåîðèè

êîìïèëÿöèè îêàçàëè çàìåòíîå âëèÿíèå íà åãî ìíîãî÷èñëåííûõ ó÷åíèêîâ è ïîñëåäîâà-

òåëåé. Êíèãà À.Ï.Åðøîâà ¾Ïðîãðàììèðóþùàÿ ïðîãðàììà äëÿ ýëåêòðîííîé âû÷èñ-

ëèòåëüíîé ìàøèíû ÁÝÑÌ¿ áûëà îäíîé èç ïåðâûõ â ìèðå ìîíîãðàôèé ïî àâòîìàòè-

çàöèè ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Çà ñóùåñòâåííûé âêëàä â òåîðèþ ñìåøàííûõ âû÷èñëåíèé

À.Ï.Åðøîâ áûë óäîñòîåí ïðåìèè èìåíè àêàäåìèêà À.Í.Êðûëîâà.

Ðàáîòû Åðøîâà ïî òåõíîëîãèè ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàëîæèëè îñíîâû ýòîãî íà-

ó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ â ÑÑÑÐ. ßçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÀËÜÔÀ è îïòèìèçèðóþùèé

Àëüôà-òðàíñëÿòîð, ïåðâàÿ ñîâåòñêàÿ ñèñòåìà ðàçäåëåíèÿ âðåìåíè ÀÈÑÒ-0, ñèñòåìà

ó÷åáíîé èíôîðìàòèêè ¾Øêîëüíèöà¿, ñèñòåìà ïîäãîòîâêè ïå÷àòíûõ èçäàíèé ¾Ðó-

áèí¿, ìíîãîïðîöåññîðíàÿ ðàáî÷àÿ ñòàíöèÿ ¾ÌÐÀÌÎÐ¿ � âñå ýòè ïðîåêòû áûëè èíè-

öèèðîâàíû À.Ï.Åðøîâûì è âûïîëíÿëèñü ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì.

Áëàãîäàðÿ óíèêàëüíûì ñïîñîáíîñòÿì íàó÷íîãî ïðåäâèäåíèÿ À.Ï.Åðøîâ îäíèì

ïåðâûõ îñîçíàë êëþ÷åâóþ ðîëü âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè â ïðîãðåññå íàóêè è îáùå-

ñòâà. Åãî áëåñòÿùèå èäåè çàëîæèëè îñíîâó äëÿ ðàçâèòèÿ â ÑÑÑÐ òàêèõ íàó÷íûõ

íàïðàâëåíèé, êàê ïàðàëëåëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå è èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò. Áî-

ëåå 35 ëåò òîìó íàçàä îí íà÷àë ýêñïåðèìåíòû ïî ïðåïîäàâàíèþ ïðîãðàììèðîâàíèÿ â

ñðåäíåé øêîëå, êîòîðûå ïðèâåëè ê ââåäåíèþ êóðñà èíôîðìàòèêè è âû÷èñëèòåëüíîé

òåõíèêè â ñðåäíèå øêîëû ñòðàíû è îáîãàòèëè íàñ òåçèñîì ¾ïðîãðàììèðîâàíèå �

âòîðàÿ ãðàìîòíîñòü¿.
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Òðóäíî ïåðåîöåíèòü ðîëü À.Ï.Åðøîâà êàê îðãàíèçàòîðà íàóêè: îí ïðèíèìàë

ñàìîå àêòèâíîå ó÷àñòèå â ïîäãîòîâêå ìíîæåñòâà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèé è

êîíãðåññîâ, áûë ðåäàêòîðîì èëè ÷ëåíîì ðåäêîëëåãèé êàê ðóññêèõ æóðíàëîâ �

¾Ìèêðîïðîöåññîðíûå ñðåäñòâà è ñèñòåìû¿, ¾Êèáåðíåòèêà¿, ¾Ïðîãðàììèðîâàíèå¿,

òàê è ìåæäóíàðîäíûõ � Acta Informatica, Information Processing Letters, Theoretical

Computer Science.
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Àçåðáàéäæàíñêàÿ Ðåñïóáëèêà
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Abstract. In this paper we consider the problem of identi�cation problem for one-dimensional

nonlinear stationary equation of quasi optics of determining the coe�cients in the class of square-

integrable functions, where the nonlinear part include purely imaginary coe�cient. This proved the

existence and uniqueness of solution of the identi�cation problem. In addition, the theorem of existence

and uniqueness of solution of the corresponding direct problem is proved.

Ââåäåíèå

Èçâåñòíî, ÷òî íåëèíåéíîå ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå êâàçèîïòèêè âîçíèêàåò ïðè

èçó÷åíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòîâûõ âîëí â íåëèíåéíûõ ñðåäàõ, êîãäà ïðîöåññ ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ íå çàâèñèò îò âðåìåíè [1]. Ïðè ïðîõîæäåíèè ñâåòîâûõ âîëí ÷åðåç íåëè-

íåéíóþ ñðåäó êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ïîêàçàòåëè ïðåëîìëåíèÿ

è ïîãëîùåíèÿ ñðåäû, ìîãóò îêàçàòüñÿ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè [1, ñòð.233]. Ïîýòî-

ìó èçó÷åíèå ïîäîáíûõ ïðîöåññîâ äåëàåò àêòóàëüíûìè èññëåäîâàíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷

èëè çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè îá îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòîâ íåëèíåéíîãî ñòàöèîíàð-

íîãî óðàâíåíèÿ êâàçèîïòèêè.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè äëÿ îäíîìåðíîãî

íåëèíåéíîãî ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êâàçèîïòèêè îá îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòîâ

óðàâíåíèÿ â êëàññå êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé, êîãäà íåëèíåéíàÿ ÷àñòü

óðàâíåíèÿ ñîäåðæèò ÷èñòî ìíèìûé êîýôôèöèåíò. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàäà÷è

èäåíòèôèêàöèè îá îïðåäåëåíèè òîëüêî íà÷àëüíîãî ôàçîâîãî ïðîôèëÿ ðàñïðîñòðàíå-

íèÿ ñâåòîâûõ âîëí ñ èçâåñòíûìè ïîêàçàòåëÿìè èëè òîëüêî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ

ñðåäû ñ èçâåñòíûì íà÷àëüíûì ôàçîâûì ïðîôèëåì ðàíåå ïîäðîáíî èçó÷åíû, íàïðè-

ìåð, â ðàáîòàõ [1 � 11] è äð.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü l > 0, L > 0 � çàäàííûå ÷èñëà, 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ z ≤ L, Ωz = (0, l) × (0, z),

Ω = ΩL; Lp(0, l) � ëåáåãîâî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà (0, l), ñóììèðóå-

ìûõ ñî ñî ñòåïåíüþ p ≥ 1; Ck([0, L], B) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ
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îïðåäåëåííûõ è k ≥ 0 ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [0, L] ôóíêöèé ñî çíà-

÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B; W k
p (0, l), W

k,m
p (Ω) � ñîáîëåâû ïðîñòðàíñòâà

ôóíêöèé ñ îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè ïîðÿäêà k ≥ 0 ïî ïåðåìåííîé x è m ≥ 0

ïî ïåðåìåííîé z, ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå ñóììèðóåìû ñî ñòåïåíüþ p ≥ 1,
◦
W 1

2(0, l)

� ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà W 1
2 (0, l), ýëåìåíòû êîòîðîãî îáðàùàþòñÿ â íóëü íà

êîíöàõ îòðåçêà [0, l],
◦
W 2

2(0, l) ≡ W 2
2 (0, l)∩

◦
W 1

2(0, l); ñèìâîë
◦
∀ îçíà÷àåò, ÷òî äàííîå

ñâîéñòâî èìååò ìåñòî äëÿ ïî÷òè âñåõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé âåëè÷èíû. Íèæå âñþäó

ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò îöåíèâàåìûõ âåëè÷èí, îáîçíà÷èì ÷åðåç cj, j = 0, 1, 2, ....

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ, ñîñòîÿíèå êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îäíîìåðíûì

íåëèíåéíûì ñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì êâàçèîïòèêè [1]:

i
∂ψ

∂z
+

∂

∂x

(
a0(x)

∂ψ

∂x

)
− a(x)ψ+ v0(x)ψ+ iv1(x)ψ+ ia1|ψ|2ψ = f(x, z), (x, z) ∈ Ω, (1)

ãäå i =
√
−1 � ìíèìàÿ åäèíèöà, ψ = ψ(x, z) � âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, a1 > 0 � çàäàííîå

âåùåñòâåííîå ÷èñëî, a0(x), a(x) � çàäàííûå âåùåñòâåííîçíà÷íûå èçìåðèìûå îãðàíè-

÷åííûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþøèå óñëîâèÿì:

0 < µ0 ≤ a0(x) ≤ µ1,

∣∣∣∣da0(x)dx

∣∣∣∣ ≤ µ2,
◦
∀ x ∈ (0, l), µ0, µ1, µ2 = const > 0, (2)

0 ≤ a(x) ≤ µ3,
◦
∀ x ∈ (0, l), µ3 = const > 0, (3)

f(x, z) � çàäàííàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-

âèþ:

f ∈ W 0,1
2 (Ω), (4)

v0(x), v1(x) � íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (1) çàäàíû ñëåäóþùèå íà÷àëüíîå è êðàåâîå óñëîâèÿ:

ψ(x, 0) = φ(x), x ∈ (0, l), ψ(0, z) = ψ(l, z) = 0, z ∈ (0, L), (5)

ãäå φ(x) � çàäàííàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-

âèþ:

φ ∈
◦
W

2
2(0, l). (6)

Íàøà öåëü çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ v0(x), v1(x)

íà îñíîâå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè:

ψ(x, L) = y(x), x ∈ (0, l), (7)

ãäå y = y(x) � çàäàííàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ èç L2(0, l).
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Ïóñòü v = (v0, v1), ãäå v0 = v0(x), v1 = v1(x). Ýëåìåíò v = v(x) áóäåò íàéäåí íà

ìíîæåñòâå:

V ≡
{
v = (v0, v1) : vm ∈ L2(0, l), ∥vm∥L2(0,l) ≤ bm,m = 0, 1, v1(x) ≥ b2,

◦
∀ x ∈ (0, l)

}
,

ãäå bm,m = 0, 1, 2 � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ìíîæåñòâî V áóäåì íàçûâàòü

ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ ýëåìåíòîâ. Îïðåäåëåíèå v = (v0, v1) èç ìíîæåñòâà V ïðè

óñëîâèÿõ (1), (5), (7) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé èäåíòèôèêàöèè ïî ôèíàëüíîìó íàáëþäåíèþ

äëÿ óðàâíåíèÿ êâàçèîïòèêè âèäà (1). Âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòîé çàäà÷è çà-

êëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà:

Jα(v) = ∥ψ(., L)− y∥2L2(0,l)
+ α∥v − ω∥2H (8)

íà ìíîæåñòâå V ïðè óñëîâèÿõ (1), (5), ãäå α ≥ 0 � çàäàííîå ÷èñëî, ω ∈ H � çàäàííûé

ýëåìåíò, H ≡ L2(0, l) × L2(0, l). Ýòó çàäà÷ó â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åé

èäåíòèôèêàöèè (1), (5), (7).

Çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè ôóíêöèè ψ = ψ(x, z) ≡ ψ(x, z; v) èç óñëîâèé (1),

(5) ïðè êàæäîì v ∈ V áóäåì íàçûâàòü ïðÿìîé çàäà÷åé. Ïîä ðåøåíèåì ýòîé

çàäà÷è áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ ψ = ψ(x, z) ≡ ψ(x, z; v) èç ïðîñòðàíñòâà

B0 ≡ C0([0, L],
◦
W 2

2(0, l)) ∩ C1([0, L], L2(0, l)), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1) äëÿ

ëþáîãî z ∈ [0, L] è ïî÷òè âñåõ x ∈ (0, l), à óñëîâèÿì (2) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ (0, l) è

z ∈ (0, L), ñîîòâåòñòâåííî.

2. Ðàçðåøèìîñòü ïðÿìîé çàäà÷è

Ïðÿìóþ çàäà÷ó äëÿ îäíîìåðíîãî íåëèíåéíîãî ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êâàçèîï-

òèêè âèäà (1) ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê ïðÿìóþ çàäà÷ó äëÿ îäíîìåðíîãî íåëèíåéíîãî

íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ñ êîìïëåêñíîçíà÷íûì êâàíòîâîìåõàíè÷å-

ñêèì ïîòåíöèàëîì. Èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìàÿ çàäà÷à, òî åñòü íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà-

÷à äëÿ îäíîìåðíîãî íåëèíåéíîãî íåñòàöèîíàðíîãî óðàâåíåèÿ Øðåäèíãåðà ñ âåùå-

ñòâåííîçíà÷íûì êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì, çàâèñÿùèì îò ïåðåìåííîé x,

ðàíåå èçó÷åíà â ðàáîòàõ [4�6, 8, 10�12] è äð., êîãäà ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ôóíêöè-

åé èç êëàññà èçìåðèìûõ îãðàíè÷åííûõ èëè êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé,

èìåþùèõ îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîòåíöè-

àë ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûì è ïðèíàäëåæèò êëàññó êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûõ

ôóíêöèé. Ïîýòîìó ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ýòèõ ðàáîòàõ îòíîñèòåëüíî ðàçðåøèìî-

ñòè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îäíîìåðíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà,

íå äîñòàòî÷íû äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè (1), (5), (8) ïî îïðåäåëåíèþ

êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ïîòåíöèàëîâ è âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ ðàçðåøèìîñòè

ïðÿìîé çàäà÷è (1), (5) ïðè v ∈ V.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèè a0(x), a(x), f(x, z), φ(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2)�

(4), (6). Òîãäà ïðè êàæäîì v ∈ V ïðÿìàÿ çàäà÷à (1), (5) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå èç ïðîñòðàíñòâà B0 è äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∥ψ(., z)∥ ◦
W 2

2(0,l)
+

∥∥∥∥∂ψ(., z)∂z

∥∥∥∥
L2(0,l)

≤c0
(
∥φ∥ ◦

W 2
2(0,l)

+ ∥f∥W 0,1
2 (Ω)+ ∥φ∥3◦

W 1
2(0,l)

+ (c̃0)
3/2

)
(9)

äëÿ ∀z ∈ [0, L], ãäå c0 > 0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, à ïîñòîÿííàÿ c̃0 îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé:

c̃0 =

(
∥φ∥2◦

W 2
2(0,l)

+ ∥f∥2
W 0,1

2 (Ω)
+ ∥φ∥6◦

W 1
2(0,l)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ãàëåðêèíà. Âîçü-

ìåì êàêóþ-ëèáî ôóíäàìåíòàëüíóþ â
◦
W 2

2(0, l) è îðòîíîðìèðîâàííóþ â L2(0, l) ñè-

ñòåìó ôóíêöèé uk = uk(x), k = 1, 2, ..., íàïðèìåð, ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

ñëåäóþùåé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è:

LX(x) = λX(x), x ∈ (0, l), X(0) = X(l) = 0, (10)

ïðè λ = λk, k = 1, 2, ..., ãäå îïåðàòîð L îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

L = − d

dx

(
a0(x)

d

dx

)
+ a(x). (11)

Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à (10) åñòü ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à, èçó÷åííàÿ, íàïðèìåð, â [13].

Îíà èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ uk(x), k = 1, 2, ... ïðè λ = λk, k = 1, 2, ..., îáðàçó-

þùèõ ñïåêòð çàäà÷è (10) è ýòè ðåøåíèÿ îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå
◦
W 2

2(0, l) è

ðàäè óäîáñòâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè ôóíêöèè îðòîíîðìèðîâàíû â L2(0, l) :

(uk, um)L2(0,l) =

l∫
0

uk(x)um(x)dx = δmk , k,m = 1, 2, ..., (12)

ãäå δmk ñèìâîëû Êðîíåêåðà:

δmk =

{
1, k = m,

0, k ̸= m,
k,m = 1, 2, ... .

ßñíî, ÷òî ôóíêöèè uk = uk(x), k = 1, 2, ... îðòîãîíàëüíû è â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

[uk, um] = L(uk, um) = (uk, um)W 1
2 (0,l)

=

=

l∫
0

(
a0(x)

duk(x)

dx

dum(x)

dx
+ a(x)uk(x)um(x)

)
dx = λkδ

m
k , k,m = 1, 2, ..., (13)

{uk, um} = (Luk, Lum)L2(0,l) = (uk, um)W 2
2 (0,l)

= λ2kδ
m
k , k,m = 1, 2, ... . (14)
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Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ a(x) ≥ 0 âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk, k = 1, 2, ... âå-

ùåñòâåííû, ïîëîæèòåëüíû è ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ è λk → +∞ ïðè

k → ∞. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî

∥uk∥ ◦
W 2

2(0,l)
≤ dk, k = 1, 2, ..., (15)

ãäå dk, k = 1, 2, ..., � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (1), (2) áóäåì èñêàòü â âèäå:

ψN(x, z) =
N∑
k=1

cNk (z)uk(x), (16)

ãäå cNk (z) = (ψN(., z), uk)L2(0,l), k = 1, N, îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé:

i
d

dz
(ψN(., z), uk)L2(0,l) − (LψN(., z), uk)L2(0,l) + (v0ψ

N(., z), uk)L2(0,l)+

+(iv1ψ
N(., z), uk)L2(0,l) + (ia1

∣∣ψN(., z)
∣∣2 ψN(., z), uk)L2(0,l) = fk(z), k = 1, N, (17)

cNk (0) = (ψN(., 0), uk)L2(0,l) = (φN , uk)L2(0,l) = φN
k , k = 1, N, (18)

fk(z) = (f(., z), uk)L2(0,l), k = 1, N.

Ñèñòåìà (17) åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ñèñòåìà N íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè v ∈ V èç ïðåäïîëîæåíèé (2) � (4) è èç ñâîéñòâà

ôóíêöèé uk(x), k = 1, 2, ..., ñëåäóåò, ÷òî âòîðîå-ïÿòîå ñëàãàåìûå ëåâîé ÷àñòè, à òàêæå

ïðàâàÿ ÷àñòü ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè íà êàæäîì ìíîæåñòâå {z ∈ [0, L], |cNk | ≤ const}
ôóíêöèè z, cNk , k = 1, N. Ïîýòîìó äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïî êðàéíîé ìåðå îäíîãî ðåøå-

íèÿ çàäà÷è Êîøè (17), (18) íà âñåì îòðåçêå [0, L] äîñòàòî÷íî çíàòü, ÷òî âñå åå âîç-

ìîæíûå ðåøåíèÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû íà [0, L]. Òàêàÿ îãðàíè÷åííîñòü ñëåäóåò èç

ñëåäóþùåé ëåììû:

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî v ∈ V ãàëåðêèíñêèå ïðèáëèæåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé

îöåíêå:

N∑
k=1

∣∣cNk (z)∣∣2 + N∑
k=1

∣∣∣∣dcNk (z)dz

∣∣∣∣2 ≤ ∥∥ψN(., z)
∥∥2◦
W 2

2(0,l)
+

∥∥∥∥∂ψN(., z)

∂z

∥∥∥∥2
L2(0,l)

≤

≤ c1

(
∥φ∥2◦

W 2
2(0,l)

+ ∥f∥2
W 0,1

2 (Ω)
+ ∥φ∥6◦

W 1
2(0,l)

+ (c̃0)
3

)
(19)

äëÿ ∀z ∈ [0, L].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ëåììû áûëà èñïîëüçîâàíà ìåòîäèêà ðàáîòû [11].

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè:

lN,k(z) = (ψN(., z), uk)L2(0,l), N, k = 1, 2, ... . (20)
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Èç ðàâåíñòâà (20) è îöåíêè (19), à òàêæå èç îðòîíîðìèðîâàííîñòè ôóíêöèé

uk(x), k = 1, 2, ..., ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ:

|lN,k(z)| ≤ c2,

∣∣∣∣dlN,k(z)

dz

∣∣∣∣ ≤ c3, ∀z ∈ [0, L], N, k = 1, 2, ... . (21)

Èñïîëüçóÿ ñèñòåìó (17), à òàêæå ïðåäïîëîæåíèå (15), ìîæåì óñòàíîâèòü ñïðàâåäëè-

âîñòü ñîîòíîøåíèé:

|lN,k(z +∆z)− lN,k(z)| ≤ c4dk|∆z|, (22)∣∣∣∣dlN,k(z +∆z)

dz
− dlN,k(z)

dz

∣∣∣∣ ≤ c5dk|∆z|1/2 (23)

äëÿ ∀z ∈ [0, L], N, k = 1, 2, ... . Ñëåäóÿ íåðàâåíñòâàì (21) � (23) çàêëþ÷àåì, ÷òî ñå-

ìåéñòâî ôóíêöèé lN,k(z), N, k = 1, 2, ... è èõ ïðîèçâîäíûõ
dlN,k(z)

dz
,N, k = 1, 2, ... ðàâ-

íîìåðíî îãðàíè÷åíû íà îòðåçêå [0, L] è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû ïðè ôèêñèðî-

âàííîì k è ïðè ïðîèçâîëüíîì N ≥ k íà ýòîì îòðåçêå. Òîãäà ìîæåì âûáðàòü ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Nm,m = 1, 2, ... ïî êîòîðîé ôóíêöèè lNm,k(z),m = 1, 2, ... è èõ

ïðîèçâîäíûå
dlNm,k(z)

dz
,Nm, k = 1, 2, ... ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0, L] ê íåïðå-

ðûâíûì ôóíêöèÿì lk(z) è
dlk(z)

dz
, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, ... . Ôóíêöèè

lk(z), k = 1, 2, ... è èõ ïðîèçâîäíûå îïðåäåëÿþò ôóíêöèè:

ψ(x, z) =
∞∑
k=1

lk(z)uk(x), (24)

∂ψ(x, z)

∂z
=

∞∑
k=1

dlk(z)

dz
uk(x). (25)

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî ðàáîòàì [9,10], äîêàçûâàåì, ÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{ψNm(x, z)},
{
∂ψNm(x, z)

∂z

}
ñõîäÿòñÿ ñëàáî â

◦
W 2

2(0, l) è L2(0, l) ê ôóíêöèÿì ψ(x, z),

∂ψ(x, z)

∂z
, ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî z ∈ [0, L]. Íåòðóäíî óñòàíîâèòü,

÷òî {ψNm(x, z)}, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó B0. Òîãäà ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ïðå-

äåëüíàÿ ôóíêöèÿ ψ(x, z), îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (24), òàêæå ïðèíàäëåæèò ïðî-

ñòðàíñòâó B0 è äëÿ ýòîé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

∥ψ(., z)∥2◦
W 2

2(0,l)
+

∥∥∥∥∂ψ(., z)∂z

∥∥∥∥2
L2(0,l)

≤

≤ c1

(
∥φ∥2◦

W 2
2(0,l)

+ ∥f∥2
W 0,1

2 (Ω)
+ ∥φ∥6◦

W 1
2(0,l)

+ (c̃0)
3

)
, ∀z ∈ [0, L], (26)
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êîòîðàÿ ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îöåíêè (19) ñ ïåðåõîäîì ê íèæíåìó ïðåäåëó ïî

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè N = Nm,m = 1, 2, ... . Èç ýòîé æå îöåíêè ñëåäóåò îöåíêà (9).

Äàëåå äåéñòâóÿ, êàê è â ðàáîòå [11], äîêàçûâàåì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ψ(x, z)

èç B0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è (1), (5) ïðè êàæäîì v ∈ V. Êðîìå òîãî,

èñïîëüçóÿ îöåíêó (9) è ìåòîäèêó äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-

êðàåâûõ çàäà÷, êàê è â ðàáîòàõ [6, 11], óñòàíàâëèâàåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïðÿ-

ìîé çàäà÷è (1), (5). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. �

3. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè

Òåïåðü èçó÷èì âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòè-

ôèêàöèè (1), (5), (8).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è y ∈ L2(0, l). Òîãäà ñóùåñòâóåò

ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî G ïðîñòðàíñòâà H òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ω ∈ G è ïðè

α > 0 çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè (1), (5), (8) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïåðâà äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèîíàëà:

J0(v) = ∥ψ(., L)− y∥2L2(0,l)
(27)

íà ìíîæåñòâå V. Ïóñòü δv ∈ H � ïðèðàùåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà v ∈ V òàêîå, ÷òî

v+δv ∈ V è δψ = δψ(x, z) ≡ ψ(x, z; v+δv)−ψ(x, z; v), ãäå ψ(x, z; v) � ðåøåíèå ïðÿìîé
çàäà÷è (1), (5) ïðè v ∈ V. Èç óñëîâèé (1), (5) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ δψ = δψ(x, z)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è:

i
∂δψ

∂z
+

∂

∂x

(
a0(x)

∂δψ

∂x

)
− a(x)δψ+

+(v0(x) + δv0(x))δψ + i(v1(x) + δv1(x))δψ + ia1(|ψδ|2 + |ψ|2)δψ+

+ia1ψδψδψ̄ = −δv0(x)ψ − iδv1(x)ψ, (x, z) ∈ Ω, (28)

δψ(x, 0) = 0, x ∈ (0, l), δψ(0, z) = δψ(l, z) = 0, z ∈ (0, L), (29)

ãäå ψδ = ψδ(x, z) ≡ ψ(x, z; v + δv).

Òåïåðü îöåíèì ðåøåíèå ýòîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è. Ñ ýòîé öåëüþ îáå ÷àñòè

óðàâíåíèÿ (28) óìíîæèì íà ôóíêöèþ δψ̄(x, z) è ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïðîèíòåãðè-

ðóåì ïî îáëàñòè Ωz. Òîãäà, èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà âû÷èòàÿ åãî êîìïëåêñíîå ñî-

ïðÿæåíèå è èñïîëüçóÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå èç (29), èìååì:

∥δψ(., z)∥2L2(D) + 2

∫
Ωz

(v1(x) + δv1(x))|δψ|2dxdτ = −2

∫
Ωz

Im(δv0(x)ψδψ̄)dxdτ−
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−2

∫
Ωz

Re(δv1(x)ψδψ̄)dxdτ − 2a1

∫
Ωz

Re
[
(|ψδ|2ψδ − |ψ|2ψ)δψ̄

]
dxdτ

äëÿ ∀z ∈ [0, L]. Îòñþäà â ñèëó óñëîâèÿ v + δv ∈ V ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåí-

ñòâà:

∥δψ(., z)∥2L2(D) + 2b2

∫
Ωz

|δψ|2dxdτ ≤ 2

∫
Ωz

|δv0(x)||ψ||δψ|dxdτ + 2

∫
Ωz

|δv1(x)||ψ||δψ|dxdτ+

+2a1

∫
Ωz

(
|ψδ|2 + |ψ|2 + |ψδψ|

)
|δψ|2dxdτ, ∀z ∈ [0, L]. (30)

Â ñèëó òåîðåìû âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâî C0([0, L],
◦
W 1

2(0, l)) âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî

C(Ω̄). Ïîýòîìó ìîæåì íàïèñàòü ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

max
(x,z)∈Ω̄

|ψ(x, z)|2 ≤ c6∥ψ∥2
C0([0,L],

◦
W 1

2(0,l))
, max

(x,z)∈Ω̄
|ψδ(x, z)|2 ≤ c6∥ψδ∥2

C0([0,L],
◦
W 1

2(0,l))
. (31)

Ó÷èòûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà è îöåíêó (9), èç íåðàâåíñòâà (30) ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà

Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è ëåììû Ãðîíóîëëà èìååì:

∥δψ(., z)∥2L2(0,l)
≤ c7

(
∥δv0∥2L2(0,l)

+ ∥δv1∥2L2(0,l)

)
, ∀z ∈ [0, L]. (32)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà J0(v) íà ëþáîì ýëåìåíòå v ∈ V. Â

ñèëó ôîðìóëû (27) èìååì:

δJ0(v) = J0(v+δv)−J0(v) = 2

l∫
0

Re[(ψ(x, L)−y(x))δψ̄(x, L)]dx+∥δψ(., L)∥2L2(0,l)
. (33)

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è èñïîëüçóÿ îöåíêè (9), (32), à òàêæå

óñëîâèå y ∈ L2(0, l), ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè:

|δJ0(v)| ≤ c8
(
∥δv0∥L2(0,l) + ∥δv1∥L2(0,l) + ∥δv0∥2L2(0,l)

+ ∥δv1∥2L2(0,l)

)
. (34)

Èç îöåíêè (34) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå:

δJ0(v) → 0 ïðè ∥δv∥H → 0 (35)

äëÿ ∀v ∈ V. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèîíàë J0(v) íåïðåðûâåí íà ìíîæåñòâå V.

Ââèäó J0(v) ≥ 0,∀v ∈ V ôóíêöèîíàë ñíèçó îãðàíè÷åí íà ìíîæåñòâå V. Êðîìå òîãî,

íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî ìíîæåñòâî V ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, îãðàíè÷åííûì è âûïóê-

ëûì ìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâàH. À ïðîñòðàíñòâîH ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âûïóêëûì

ïðîñòðàíñòâîì [14], ïîñêîëüêó H ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿ-

þòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû ðàáîòû [15]. Òîãäà â ñèëó ýòîé æå òåîðåìû çàêëþ÷àåì,

÷òî ñóùåñòâóåò ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî G èç ïðîñòðàíñòâà H òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
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ω ∈ G ïðè α > 0 çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè (1), (5), (8) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. �

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè (1), (5), (8) ïðè α > 0 è ∀ω ∈ H

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Òîãäà çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè

(1), (5), (8) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ïðè α ≥ 0 è ∀ω ∈ H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ëþáóþ ìèíèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vk} ∈ V :

lim
k→∞

Jα(v
k) = Jα∗ = inf

v∈V
Jα(v). (36)

Ïîëîæèì ψk = ψk(x, z) ≡ ψ(x, z; vk), k = 1, 2, ... . Ââèäó òîãî, ÷òî ýëåìåíò vk ïðè

êàæäîì k ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó V, â ñèëó òåîðåìû 1 ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî

ïðÿìàÿ çàäà÷à (1), (2) ïðè êàæäîì k èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå èçB0 è ñïðàâåäëèâà

îöåíêà:

∥ψk(., z)∥ ◦
W 2

2(0,l)
+

∥∥∥∥∂ψk(., z)

∂z

∥∥∥∥
L2(0,l)

≤

≤ c0

(
∥φ∥ ◦

W 2
2(0,l)

+ ∥f∥W 0,1
2 (Ω) + ∥φ∥3◦

W 1
2(0,l)

+ (c̃0)
3/2

)
, k = 1, 2, ... (37)

äëÿ ∀z ∈ [0, L], ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü îöåíêè íå çàâèñèò îò k.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî V åñòü çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå è âûïóêëîå ìíîæåñòâî

ðåôëåêñèâíîãî ïðîñòðàíñòâà H, òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vk} ìîæíî èçâëå÷ü ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ñíîâà îáîçíà÷èì ÷åðåç {vk},
÷òî

vkm → vm ñëàáî â L2(0, L), (38)

m = 0, 1 ïðè k → ∞. Êðîìå òîãî, â ñèëó ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà V íåòðóäíî äîêà-

çàòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñëàáî çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, òî åñòü v ∈ V. Ïîýòîìó ìîæåì

íàïèñàòü ñëåäóþùåå ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå:

l∫
0

vkm(x)q(x)dx→
l∫

0

vm(x)q(x)dx, m = 0, 1 (39)

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè q ∈ L2(0, l) ïðè k → ∞.

Èç îöåíêè (37) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ψk(x, z)} ðàâíîìåðíî îãðàíè-

÷åíà â íîðìå ïðîñòðàíñòâà B0. Òîãäà èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî èçâëå÷ü

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ñíîâà îáîçíà÷èì ÷åðåç

{ψk(x, z)}, ÷òî
ψk
m(., z) → ψm(., z) ñëàáî â W

2
2 (0, l), (40)
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∂ψk(., z)

∂z
→ ∂ψ(., z)

∂z
ñëàáî â L2(0, l) (41)

äëÿ êàæäîãî z ∈ [0, L] ïðè k → ∞.

ßñíî, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ψk(x, z)} ∈ B0 óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâó:

l∫
0

(
i
∂ψk(x, z)

∂z
+

∂

∂x

(
a0(x)

∂ψk(x, z)

∂x

)
− a(x)ψk(x, z) + vk0(x)ψk(x, z) + ivk1(x)ψk(x, z)+

+ia1|ψk(x, z)|2ψk(x, z)− f(x, z)

)
η̄(x)dx = 0, k = 1, 2, ... (42)

äëÿ ∀z ∈ [0, L] è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè η ∈ L2(0, l), íà÷àëüíîìó óñëîâèþ:

ψk(x, 0) = φ(x),
◦
∀ x ∈ (0, l), k = 1, 2, ... (43)

è êðàåâîìó óñëîâèþ:

ψk(0, z) = ψk(l, z) = 0,
◦
∀ z ∈ (0, L), k = 1, 2, ... . (44)

Èñïîëüçóÿ ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (40), (41) , èìååì:

l∫
0

(
i
∂ψk(x, z)

∂z
+

∂

∂x

(
a0(x)

∂ψk(x, z)

∂x

)
− a(x)ψk(x, z)

)
η̄(x)dx→

→
l∫

0

(
i
∂ψ(x, z)

∂z
+

∂

∂x

(
a0(x)

∂ψ(x, z)

∂x

)
− a(x)ψ(x, z)

)
η̄(x)dx (45)

äëÿ êàæäîãî z ∈ [0, L] è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè η ∈ L2(0, l) ïðè k → ∞.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

l∫
0

vkm(x)ψk(x, z)η̄(x)dx→
l∫

0

vm(x)ψ(x, z)η̄(x)dx, m = 0, 1, (46)

l∫
0

a1|ψk(x, z)|2ψk(x, z)η̄(x)dx→
l∫

0

a1|ψ(x, z)|2ψ(x, z)η̄(x)dx (47)

äëÿ êàæäîãî z ∈ [0, L] è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè η ∈ L2(0, l) ïðè k → ∞.

ßñíî, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

l∫
0

vkm(x)ψk(x, z)η̄(x)dx =

l∫
0

(vkm(x)− vm(x))ψ(x, z)η̄(x)dx+
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+

l∫
0

vkm(x)(ψk(x, z)−ψ(x, z))η̄(x)dx+

l∫
0

vm(x)ψ(x, z)η̄(x)dx,m = 0, 1, k = 1, 2, ... (48)

äëÿ êàæäîãî z ∈ [0, L] è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè η ∈ L2(0, l). Ââèäó òîãî, ÷òî äëÿ êàæ-

äîãî z ∈ [0, L] ôóíêöèÿ ψ(x, z) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W 1
2 (0, l), à ïðîñòðàíñòâî

W 1
2 (0, l) âëîæåíî â L∞(0, l), äëÿ ôóíêöèè η ∈ L2(0, l) èìååì:

q(., z) = ψ(., z)η̄ ∈ L2(0, l), z ∈ [0, L].

Ñ ó÷åòoì ýòîãî è ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ (39) ïîëó÷èì:

l∫
0

vkm(x)ψ(x, z)η̄(x)dx→
l∫

0

vm(x)ψ(x, z)η̄(x)dx,m = 0, 1 (49)

äëÿ êàæäîãî z ∈ [0, L] è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè η ∈ L2(0, l) ïðè k → ∞. Â ñèëó òåî-

ðåìû âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâî W 1
2 (0, l) êîìïàêòíî âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî L∞(0, l).

Òîãäà äëÿ ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ψk(x, z)} èç C0([0, L],W 1
2 (0, l))

ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå:

ψk(., z) → ψ(., z) ñèëüíî â L∞(0, l) (50)

äëÿ êàæäîãî z ∈ [0, L]. Èñïîëüçóÿ (50) è íåðàâåíñòâî:∣∣∣∣∣∣
l∫

0

vkm(x)(ψk(x, z)− ψ(x, z))η̄(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ ∥vkm∥L2(0,l)∥η∥L2(0,l)∥ψk(., z)− ψ(., z)∥L∞(0,l), m = 0, 1 (51)

äëÿ êàæäîãî z ∈ [0, L], à òàêæå óñëîâèå:

∥vkm∥L2(0,l) ≤ bm, m = 0, 1, (52)

ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé:

l∫
0

vkm(x)(ψk(x, z)− ψ(x, z))η̄(x)dx→ 0, m = 0, 1, (53)

äëÿ êàæäîãî z ∈ [0, L] è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè η ∈ L2(0, l) ïðè k → ∞. Òîãäà, èñ-

ïîëüçóÿ ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ (49), (53), åñëè ïåðåõîäèòü ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâàõ

(48), òî ïðè k → ∞ ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé (46). Íàðÿäó ñ

ýòèì, èñïîëüçóÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (50), íåòðóäíî óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü
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ñîîòíîøåíèÿ (47). Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòoì ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé (45)�(47), åñ-

ëè ïåðåõîäèòü ê ïðåäåëó â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå (42), òî ïðè k → ∞ ïîëó÷èì

ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà:

l∫
0

(
i
∂ψ(x, z)

∂z
+

∂

∂x

(
a0(x)

∂ψ(x, z)

∂x

)
− a(x)ψ(x, z) + v0(x)ψ(x, z) + iv1(x)ψ(x, z)+

+ia1|ψ(x, z)|2ψ(x, z)− f(x, z)

)
η̄(x)dx = 0 (54)

äëÿ êàæäîãî z ∈ [0, L] è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè η ∈ L2(0, l). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðå-

äåëüíàÿ ôóíêöèÿ ψ(x, z) äëÿ êàæäîãî z ∈ [0, L] è äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ (0, l) óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèþ (1).

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî ðàáîòàì [9, 11], ìîæåì óñòàíîâèòü, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ôóíê-

öèÿ ψ(x, z) óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó è êðàåâîìó óñëîâèÿì (5). Êðîìå òîãî, äëÿ

ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ψ(x, z) ñïðàâåäëèâà îöåíêà (9), êîòîðàÿ ñëåäóåò èç îöåíêè

(37) ñ ïåðåõîäîì ê íèæíåìó ïðåäåëó ïî ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {ψk(x, z)} ê ôóíêöèè ψ(x, z) äëÿ êàæäîãî z ∈ [0, L]. Òàêæå óñòàíîâèëè, ÷òî

ψ = ψ(x, z) ≡ ψ(x, z; v) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è (1), (5) ïðè v ∈ V. Òîãäà â

ñèëó òåîðåìû 1 ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ψ(x, z) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó B0.

Â ñèëó òåîðåìû âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâî B0 êîìïàêòíî âëîæåíî â ïðîñòðàíñòâî

C0([0, L], L2(0, l)) (ñì. [16], [17]). Òîãäà äëÿ ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{ψk(x, z)} èç B0 ê ôóíêöèè ψ(x, z) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå:

ψk(., L) → ψ(., L) ñèëüíî â L2(0, l) (55)

ïðè k → ∞. Èñïîëüçóÿ (55) è ñëàáóþ ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó íîðì â ïðîñòðàíñòâàõ

L2(0, l) è H ïðè α ≥ 0 è äëÿ ëþáîãî ω ∈ H èìååì:

Jα∗ ≤ Jα(v) ≤ lim
k→∞

Jα(v
k) = inf

v∈V
Jα(v) = Jα∗ .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî v = v(x) èç ìíîæåñòâà V ïðåäîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó

(8) ïðè óñëîâèÿõ (1), (5), òî åñòü v ∈ V ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè

(1), (5), (8) ïðè α ≥ 0 è ïðè ëþáîì ω ∈ H. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà. �
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Abstract. Classi�cation of pattern recognition problems is o�ered. This classi�cation is founded on

the basic properties of pattern recognition problems. It is shown, a choice of methods of decisions must

be coordinated with features of classes of pattern recognition problems.

1. Êîððåêòíûå àëãîðèòìû è çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ

èç êëàññà D/− /R1T/AS ∨ LS/−

Â ïåðâîé ÷àñòè ñòàòüè [1] ðàññìàòðèâàëèñü çàäà÷è îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ

â äåòåðìèíèñòñêîé ïîñòàíîâêå è ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âûáîð ðåøàþùåãî ïðàâèëà

f : X −→ {0, 1} îñóùåñòâëÿåòñÿ èç íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà S è îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ

íàõîæäåíèåì òî÷íîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû

f(X1) = α1;

f(X2) = α2;

....................

f(Xl) = αl;

f ∈ S,

(1)

Çäåñü ω : X −→ {0, 1} � îòîáðàæåíèå îáúåêòîâ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè X â çíà-

÷åíèÿ èõ îñíîâíîãî ñâîéñòâà: αq = ω(Xq); Xq ∈ X; αq ∈ {0, 1}; Îòîáðàæåíèå ω
ïîðîæäàåò ñòîëáåö çíà÷åíèé ýòîãî îñíîâíîãî ñâîéñòâà â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1)

è îòðàæàåò â òàáëèöå îáó÷åíèÿ {(Xq, ω̃(Xq)), q = 1, ..., l} çàêîíîìåðíîñòü, â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ êîòîðîé îáúåêòû èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáëàäàþò èëè íå îáëàäàþò

îñíîâíûì ñâîéñòâîì. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â òåîðèè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ è ðàñ-

ïîçíàâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ èìåííî òå çàäà÷è, â êîòîðûõ çàêîíîìåðíîñòü ω

ñóùåñòâóåò è îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àéíîé ôóíêöèè, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëÿþùåé çíà-

÷åíèÿ {0; 1} íà ìíîæåñòâå X. Â ýòîì ñìûñëå çàêîíîìåðíîñòü � ýòî íåñëó÷àéíîñòü, è

â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1) äîëæíû ñîäåðæàòüñÿ íå êàêèå óãîäíî ñòîëáöû, à èìåííî

òå, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ îáúåêòàìè âûáîðêè íåêîòîðîé çàêîíîìåðíîñòüþ.
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Åñëè èçâëå÷åííàÿ èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ R1T

âûáîðêà ÿâëÿåòñÿ áåçîøèáî÷íîé, òî âûáîð â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ïðàâèëà ðàñïîçíàâà-

íèÿ, êîòîðîå äîïóñêàåò îøèáêè íà ýòîé âûáîðêå, ïðåäñòàâëÿåòñÿ áåññìûñëåííûì. Ïî-

ýòîìó â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå f ∗ ôóíêöèîíàëüíîé ñèñòåìû (1)

â íåêîòîðîì êëàññå ðåøåíèé S. Ýòî ðåøåíèå f ∗ íàçûâàåòñÿ òî÷íîé íàñòðîéêîé íà

âûáîðêó. Åñëè ñèñòåìà èìååò áîëåå ÷åì îäíî ðåøåíèå f ∗ ∈ S, òî ïðè äîñòàòî÷íî

øèðîêîì ñåìåéñòâå S âûáðàííîå ïðàâèëî ìîæåò äàâàòü áîëüøóþ îøèáêó

Er(f ∗) =

∫
X∈X

∣∣f ∗(X)− fî(X)
∣∣dP (X),

îïðåäåëÿåìóþ îòëè÷èåì âûáðàííîãî ðåøåíèÿ f ∗ îò ñóùåñòâóþùåãî èñòèííîãî ïðà-

âèëà êëàññèôèêàöèè fî ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå P (·) íà ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè X.

Ìåðà P (·), åñëè îíà ñóùåñòâóåò, îöåíèâàåò âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ îáúåêòîâ X ∈ X.

Åñëè òàêàÿ ìåðà íå ñóùåñòâóåò, íå èìååò ñìûñëà äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷, òî îøèáêà

òî÷íîãî íà âûáîðêå ðåøåíèÿ f ∗ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò èìåòü ìåñòî ïî÷òè âñþ-

äó íà X. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî f ∗ = fî ïðè óñëîâèè, ÷òî

âûáîðêà � áåçîøèáî÷íàÿ, ðåøåíèå ñèñòåìû (1) äîëæíî áûòü åäèíñòâåííûì. Äåé-

ñòâèòåëüíî, åñëè ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû f ∗
1 è f ∗

2 � ôóíêöèè, ñîâïà-

äàþùèå íà âûáîðêå X̃l, � òî èõ ïðîäîëæåíèÿ íà X ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ ïî÷òè âñþäó

(íàïðèìåð: f ∗
2 (X) = f ∗

1 (X), åñëè X ∈ X̃l, è f ∗
2 (X) = f̄ ∗

1 (X), åñëè X ∈ X \ X̃l; ȳ �

èíâåðñèÿ çíà÷åíèÿ y ∈ {0, 1}).
Çäåñü è â äàëüíåéøåì ïðîäîëæåíèåì âûáîðêè áóäåì íàçûâàòü ëþáóþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü îáúåêòîâ èç X, íå ñîäåðæàùóþ ýëåìåíòîâ ýòîé âûáîðêè.

Ïðåäñòàâèì òåïåðü, ÷òî â îáó÷àþùåé èíôîðìàöèè ïîÿâèëèñü îøèáêè, êîòîðûå

ïðèâåëè ê èçìåíåíèþ òîëüêî ñòîëáöà α̃ = (α1, ..., αl)
T â ñèñòåìå (1) è ïðåâðàùåíèþ

åãî â ñòîëáåö ñ îøèáêàìè α̃E. Ïóñòü ñèñòåìà

f(X1) = αE
1 ;

f(X2) = αE
2 ;

....................

f(Xl) = αE
l ;

f ∈ S,

(2)

òàêæå èìååò ðåøåíèå fE. Íî òîãäà fE ̸= fî, è â òàêîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåòñÿ àáñóðä-

íîé òî÷íàÿ íàñòðîéêà àëãîðèòìà îáó÷åíèÿ íà âûáîðêó. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùå-

ìó âûâîäó: äëÿ ëþáîé âûáîðêè X̃l, â êîòîðîé îòðàæåíà íåêîòîðàÿ çàêîíîìåðíîñòü,

äîëæíû ñóùåñòâîâàòü òàêèå äâîè÷íûå ñòîëáåöû α̃E, ÷òî ïî òàáëèöå îáó÷åíèÿ (X̃l, α̃
E)

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2011
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òî÷íàÿ íàñòðîéêà ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíîé òåî-

ðåìà 2 èç ïåðâîé ÷àñòè ñòàòüè, êîòîðóþ ìîæíî óñèëèòü äî íåîáõîäèìîãî è äîñòàòî÷-

íîãî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ñòîëáöîâ:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â çàäà÷å îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ ðåøàþùåå ïðàâèëî âûáèðàåòñÿ

èç ñåìåéñòâà S, è îáó÷àþùàÿ èíôîðìàöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (X̃l, α̃). Òîãäà äëÿ

ëþáîé âûáîðêè X̃l áóëåâñêèé íàáîð α̃ òàêîé, ÷òî òî÷íàÿ íàñòðîéêà íåâîçìîæíà,

íàéäåòñÿ åñëè è òîëüêî åñëè V CD(S) < l.

Êàê è â ïåðâîé ÷àñòè ýòîé ñòàòüè [1], ¼ìêîñòü êëàññà S ðåøàþùèõ ôóíêöèé

(ðàçìåðíîñòü Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà [2]) îáîçíà÷àåòñÿ V CD(S).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è, åñëè ðåàëèçîâàí âûáîð

f ∗ = fî. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå f ∗ ñèñòåìû ÷àñòî íàçûâàþò êîððåêòíûì àëãîðèò-

ìîì. Íàïîìíèì, ÷òî â ðàáîòàõ Þ. È. Æóðàâëåâà êîððåêòíûìè íàçûâàþòñÿ àëãîðèò-

ìû, áåçîøèáî÷íî ðàñïîçíàþùèå ýëåìåíòû ëþáîé çàäàííîé êîíòðîëüíîé âûáîðêè [3].

Öåëåñîîáðàçíî óòî÷íèòü èñïîëüçóåìûå íèæå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ êîððåêòíîñòüþ

àëãîðèòìîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðåøàþùåå ïðàâèëî (àëãîðèòì) íàçûâàåòñÿ êîððåêòíûì (íà âûáîð-

êå), åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (1). Ðåøàþùåå ïðàâèëî (àëãîðèòì)

íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ, åñëè ïîç-

âîëÿåò áåçîøèáî÷íî îïðåäåëèòü îñíîâíîå ñâîéñòâî α = fo(X) äëÿ ëþáîãî îáúåêòà X

ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè X.

Ñëåäñòâèå 1. Êîððåêòíûé íà âûáîðêå äëèíû l àëãîðèòì, âûáðàííûé èç ñåìåé-

ñòâà S, èìåþùåãî ¼ìêîñòü V CD(S) ≥ l, ìîæåò äàâàòü îøèáêó ïî÷òè âñþäó íà

ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáúåêòîâ X.

Íóæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî àëãîðèòìû âñþäó â ýòîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷-

íîñòüþ äî êëàññîâ ôóíêöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Èíà÷å ãîâîðÿ, îäíèì è òåì æå

ñ÷èòàþòñÿ âñå àëãîðèòìû (ìàøèíû Òüþðèíãà), êîòîðûå äëÿ îäíîé è òîé æå íà÷àëü-

íîé èíôîðìàöèè (ñëîâà íà ëåíòå) âñåãäà âûäàþò îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûáîð êîððåêòíîãî íà âûáîðêå àëãîðèòìà èç çàäàííî-

ãî ñåìåéñòâà S â çàäà÷å îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ èç êëàññà D/−/R1T ∨ST/−/− âñå-

ãäà îáåñïå÷èâàë ïîëó÷åíèå àáñîëþòíî òî÷íîãî ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû â ñåìåéñòâå S äëÿ ëþáîé âûáîðêè ñóùåñòâîâàë åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ

äî ôóíêöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòè êîððåêòíûé íà ýòîé âûáîðêå àëãîðèòì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ êàêîé-íèáóäü âûáîðêè

â ñåìåéñòâå S íå ñóùåñòâóåò êîððåêòíîãî íà íåé àëãîðèòìà, òî íåêîòîðîå ÷èñëî îáú-

åêòîâ ýòîé âûáîðêè âñåãäà êëàññèôèöèðóåòñÿ íåâåðíî. Åñëè æå êîððåêòíîñòü íà âû-

áîðêàõ äîñòèãàåòñÿ âñåãäà, íî õîòÿ áû äëÿ îäíîé âûáîðêè � íå åäèíñòâåííûì àëãî-

ðèòìîì èç S, à õîòÿ áû äâóìÿ íåýêâèâàëåíòíûìè àëãîðèòìàìè, òî èõ ïðîäîëæåíèÿ

íà ìíîæåñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç X íå áóäóò ñîâïàäàòü. Òîãäà õîòÿ-áû îäèí èç

íèõ áóäåò äàâàòü îøèáêè íà ñâîåì ïðîäîëæåíèè.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè âûáîð êîððåêòíîãî íà âûáîðêå àëãîðèòìà èç çàäàííî-

ãî ñåìåéñòâà S íå âñåãäà îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷åíèå àáñîëþòíî òî÷íîãî ðåøåíèÿ, òî

äëÿ íåêîòîðîé âûáîðêè ñóùåñòâóåò êîððåêòíûé àëãîðèòì, íå ÿâëÿþùèéñÿ àáñîëþò-

íî òî÷íûì ðåøåíèåì. Çàôèêñèðóåì ýòó âûáîðêó. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðåäïîëàãàåò

ñóùåñòâîâàíèå àáñîëþòíî òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Ýòî òî÷íîå ðåøåíèå � íåêîòîðîå ïðàâè-

ëî fo � òàêæå áóäåò êîððåêòíûì íà çàôèêñèðîâàííîé (áåçîøèáî÷íîé â ñîîòâåòñòâèå

ñ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëüþ) âûáîðêå. Òîãäà êîððåêòíîå íà íåé ðåøåíèå � íå åäèí-

ñòâåííî. �

Â çàäà÷àõ îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òîëüêî êîíå÷-

íûõ îáó÷àþùèõ âûáîðîê ëþáîé äëèíû. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè â ñåìåéñòâå S äëÿ ëþáîé

êîíå÷íîé âûáîðêè äëèíû l ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ôóíêöèîíàëü-

íîé ýêâèâàëåíòíîñòè êîððåêòíûé íà ýòîé âûáîðêå àëãîðèòì, òî V CD(S) < l.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûáîð êîððåêòíîãî íà âûáîðêå äëèíû l àëãî-

ðèòìà èç çàäàííîãî ñåìåéñòâà S â çàäà÷å îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ èç êëàññà

D/ − /R1T ∨ ST/ − /− âñåãäà îáåñïå÷èâàë ïîëó÷åíèå àáñîëþòíî òî÷íîãî ðåøåíèÿ,

íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ V CD(S) < l.

Íî óñëîâèå V CD(S) < l íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Ýòî ñðàçó æå âèäíî èç ñëó-

÷àÿ, êîãäà ïðè åãî âûïîëíåíèè ñåìåéñòâî S íå ñîäåðæèò â ñåáå èñòèííîãî ðåøàþ-

ùåãî ïðàâèëà fo. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî óñëîâèå fo ∈ S ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ

îñóùåñòâëåíèÿ âîçìîæíîñòè íàõîæäåíèÿ àáñîëþòíî òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

2. Îáó÷åíèå èëè íàñòðîéêà?

Äåòåðìèíèñòñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷ îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ ïðåäïîëàãàåò ñóùå-

ñòâîâàíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ fî (èñòèííîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà), ñîãëàñíî êîòîðîìó

êàæäîé âûáîðêå X̃l äîëæåí ñîïîñòàâëÿòüñÿ åäèíñòâåííûé áóëåâûé âåêòîð α̃∗, â êî-

òîðîì α∗
i = fî(Xi), i = 1, . . . , l. Ïàðû < X̃l, α̃

∗ > äëÿ êàæäîé âûáîðêè X̃l îïðåäåëÿþò

çàêîíîìåðíîñòü (ðåãóëÿðíîñòü), âûäåëÿþùóþ âåêòîð α̃∗ èç âñåõ îñòàëüíûõ 2l − 1

ñîîòâåòñòâèé < X̃l, α̃ >. Âûøå óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ óñòðàíåíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòè è
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îáåñïå÷åíèÿ âîçìîæíîñòè ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà âîçìîæíîñòü íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî ðå-

øåíèÿ ñèñòåìû (1), è ýòî ðåøåíèå äîëæíî áûòü åäèíñòâåííûì. Ïðè ýòîì îáÿçàòåëü-

íî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ åìêîñòíîå îãðàíè÷åíèå V CD(S) < l, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè êîððåêòíîãî àëãîðèòìà äëÿ ëþáîé âûáîðêè äëèíû l

íåìåäëåííî íàðóøàåòñÿ.

Òåïåðü ìîæíî ðàññìîòðåòü âîïðîñ îá îòëè÷èè îáó÷åíèÿ îò íàñòðîéêè. Ýòîò

âîïðîñ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíåéøèì â òåîðèè îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ.

Åñëè íå îãðàíè÷èâàòü åìêîñòü èñïîëüçóåìîãî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îáó÷åíèÿ ðàñ-

ïîçíàâàíèþ ñåìåéñòâà S, òî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ òî÷íîé íàñòðîéêè íà íåïðîòèâî-

ðå÷èâóþ íà÷àëüíóþ èíôîðìàöèþ (äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü àáñóðäíî-òðèâèàëüíûé

ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ðåøàþùåãî ïðàâèëà êàê ñóììû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ òî÷åê

âûáîðêè ëþáîé êîíå÷íîé äëèíû). Â òàêîì ñëó÷àå íè î êàêîì îáó÷åíèè ãîâîðèòü íå

ïðèõîäèòñÿ.

Áóäåì íàçûâàòü îáó÷åíèåì ≪ñíèçó-ââåðõ≫ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíûé ïðîöåññ ïî-

ñòðîåíèÿ ïî çàäàííîé îáó÷àþùåé âûáîðêå ðåøàþùåãî ïðàâèëà f̂î, íà êàæäîì ýòà-

ïå êîòîðîãî ïðîèñõîäèò ìèíèìàëüíîå íåîáõîäèìîå óñëîæíåíèå f̂î, îáåñïå÷èâàþùåå

óìåíüøåíèå îøèáîê ðåøàþùåãî ïðàâèëà íà îáó÷àþùåé âûáîðêå. Ïðè îáó÷åíèè ïðî-

èñõîäèò ïîýòàïíîå óñëîæíåíèå ðåøàþùåãî ïðàâèëà è, ñîîòâåòñòâåííî, ðàñøèðåíèå

ñåéñòâà S, êîòîðîìó îíî ïðèíàäëåæèò. Âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ è ñïîñîáû

ïîýòàïíîãî óñëîæíåíèÿ ðåøàþùåãî ïðàâèëà îïðåäåëÿþò àëãîðèòì îáó÷åíèÿ.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ àëãîðèòìà îáó÷åíèÿ ≪ñíèçó-ââåðõ≫ öåëåñîîáðàçíî ïðèâîäèòü

òåîðåìó î âîçìîæíîñòè ðàñøèðåíèÿ (â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ èìåííî ýòîãî àëãîðèò-

ìà) ñåìåéñòâà ïðàâèë, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò âû÷èñëÿåìîå ðåøàþùåå ïðàâèëî, äî

íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà So, ñîäåðæàùåãî èñòèííîå ðåøàþùåå ïðàâèëî fo è èìåþùåãî

¼ìêîñòü V CD(So) < l, ãäå l � äëèíà îáó÷àþùåé âûáîðêè.

Îáó÷åíèåì ≪ñâåðõó-âíèç≫ áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíûé ïðîöåññ íàõîæ-

äåíèÿ ðåøàþùåãî ïðàâèëà f̂î, ïðèíàäëåæàùåãî íåêîòîðîìó ïîäêëàññó ìèíèìàëüíîé

ñëîæíîñòè S
′
èç âûáðàííîãî èçíà÷àëüíî íåêîòîðûì ñïîñîáîì ñåìåéñòâà S, íàïðàâ-

ëåííûé íà äîñòèæåíèå íàèáîëüøåé òî÷íîñòè ïðàâèëà f̂î íà çàäàííîé îáó÷àþùåé

âûáîðêå.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ àëãîðèòìà îáó÷åíèÿ ïî ìåòîäó ≪ñâåðõó-âíèç≫ öåëåñîîáðàçíî

ïðèâîäèòü òåîðåìó îá àäåêâàòíîñòè èçíà÷àëüíî çàäàííîãî ñåìåéñòâà � íàëè÷èè èñ-

òèííîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà â íà÷àëüíîì ñåìåéñòâå S � è ñîõðàíåíèè ýòîãî ñâîéñòâà

ïðè ïîýòàïíîì ñóæåíèè íà÷àëüíîãî ñåìåéñòâà.
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Êîìáèíèðîâàííûì îáó÷åíèåì áóäåì íàçûâàòü ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ðåøàþùåãî

ïðàâèëà, ñî÷åòàþùèé îáà ìåòîäà îáó÷åíèÿ � ≪ ñíèçó-ââåðõ≫ è ≪ ñâåðõó-âíèç ≫.

Òàêîé ïðîöåññ àíàëîãè÷åí ïîèñêó ñ âîçâðàòîì.

Ïðîöåññ íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), îòëè÷àþùèéñÿ îò îáó÷åíèÿ, áóäåì

íàçûâàòü íàñòðîéêîé.

3. Îñîáåííîñòè êëàññà D/− /R2F ∨ SF/− /−

Åñëè âûáîðêà ñîäåðæèò îøèáêè, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èõ ïîÿâëåíèå ñâÿçàíî

ñ ¾èñêàæåíèåì¿ ïðàâèëüíîé âûáîðêè, èëè, ãîâîðÿ èíà÷å, ñ ïåðåõîäîì îò ïðàâèëü-

íîé � ê îøèáî÷íîé âûáîðêå. Áóäåì îáîçíà÷àòü òàêîé ïåðåõîä ñëåäóþùèì îáðàçîì:

< X̃l, α̃ >
Er−→< X̃∗

l , α̃
Er >. Ïåðåõîä X̃l

Er−→ X̃∗
l ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èçìåíåíèå

íàáîðà òî÷åê âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà â ïðåäåëàõ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà è ãîâî-

ðèòü î áåçîøèáî÷íîé ïàðå < X̃∗
l , α̃

∗ >, ïåðåõîäÿùåé â ïàðó < X̃∗
l , α̃

Er >. Îáîçíà÷èì

∆(Er) = ∥α̃∗ − α̃Er∥ � ÷èñëî îøèáîê â âåêòîðå α̃Er. Åñëè óñëîâèå òåîðåìû 1 íå

âûïîëíÿåòñÿ, òî èç ñåìåéñòâà S ìîæåò áûòü âûáðàíî ðåøàþùåå ïðàâèëî fEr, òî÷-

íî íàñòðîåííîå íà âûáîðêó (X̃∗
l , α̃

Er) (ýìïèðè÷åñêàÿ îøèáêà ïðè ýòîì � íóëåâàÿ:

ε̂∗ = 0), íî èñòèííàÿ îøèáêà ýòîãî ïðàâèëà ε = ε(fER) ≥ ∆(Er).

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òåîðåìû 2, � òî÷íàÿ íàñòðîéêà íà îøèáî÷íóþ âûáîð-

êó (ïàðó < X̃∗
l , α̃

Er >) áóäåò íåâîçìîæíà. Íàñòðîèòüñÿ òî÷íî ìîæíî áóäåò òîëüêî íà

áåçîøèáî÷íóþ âûáîðêó.

Ïóñòü X � òàêîå ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè, ÷òî èõ óäàëåíèå

èç ýòîé âûáîðêè ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü òî÷íóþ íàñòðîéêó, íî óäàëåíèå íèêàêîãî

ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà X
′ ⊂ X èç âûáîðêè óæå íå ïîçâîëÿåò íàñòðîèòüñÿ òî÷íî.

Áóäåì íàçûâàòü òàêîé íàáîð äåòåðìèíèðîâàííîé ïîìåõîé. Èç å¼ îïðåäåëåíèÿ óñìàò-

ðèâàåòñÿ ïåðåáîðíûé àëãîðèòì ôèëüòðàöèè (óäàëåíèÿ) X èç îáó÷àþùåé âûáîðêè

ïî êðèòåðèþ âîçìîæíîñòè òî÷íîé íàñòðîéêè.

Ïóñòü ∆max � íàèáîëüøåå ÷èñëî îøèáîê ∆(Er), ïîðîæäàåìûõ ïåðåõîäîì

< X̃l, α̃ >
Er−→< X̃∗

l , α̃
Er >, ÿâëÿåòñÿ èçíà÷àëüíî çàäàííûì ïàðàìåòðîì çàäà÷è. Ïðî-

öåññ îáó÷åíèÿ ìîæåò ñîñòîÿòü èç ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàåìûõ ïîäçàäà÷:

1o Âûáîð àäåêâàòíîãî íà÷àëüíîãî ñåìåéñòâà S, êîòîðîå äîëæíî ñîäåðæàòü èñ-

òèííîå ðåøàþùåå ïðàâèëî fo, äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ôèëüòðàöèè.

2o Âûïîëíåíèå àëãîðèòìà ôèëüòðàöèè (ãëóáèíà ïåðåáîðà îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåò-

ðîì ∆max).

3o Ñîáñòâåííî îáó÷åíèå îäíèì èç îïèñàííûõ âûøå ìåòîäîâ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èç êëàññà D/−/R2F∨SF/−/− öåëåñîîáðàçíî

ïðèìåíÿòü êîððåêòíûå àëãîðèòìû.
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4. Îñîáåííîñòè êëàññà ND/Dk/− /− /−

Êëàññ íåäåòåðìèíèðîâàííûõ çàäà÷ îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ õàðàêòåðèçóåòñÿ

òåì, ÷òî íå èìååòñÿ íèêàêîé èíôîðìàöèè î çàêîíàõ, îïðåäåëÿþùèõ ñóùåñòâîâàíèå

è ïîÿâëåíèå òîé èëè èíîé âûáîðêè X̃l � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ èç X. Áîëåå

òîãî, íåèçâåñòíî: ñóùåñòâóåò ëè òî÷íîå ðåøåíèå fo èëè íåò.

Ïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåäåòåðìèíèðîâàííûå è ñòîõàñòè÷åñêèå çàäà÷è îáó÷åíèÿ ðàñïî-

çíàâàíèþ ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷àþòñÿ. Èíôîðìàöèÿ î ñóùåñòâîâàíèè âåðîÿòíîñò-

íûõ ðàñïðåäåëåíèé èëè áîëåå � îá èõ òèïàõ � â ñòîõàñòè÷åñêèõ çàäà÷àõ â íåêîòîðûõ

ñëó÷àÿõ ìîæåò äàòü âîçìîæíîñòü â ÿâíîì âèäå âûïèñàòü ñòàòèñòè÷åñêè îïòèìàëüíîå

ðåøàþùåå ïðàâèëî. Â ñòîõàñòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ðå÷ü èäåò î ðåøåíèÿõ, ïîëó÷àåìûõ ñ

òî÷íîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé çàäàíèåì âåðîÿòíîñòíûõ ìåð.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü XMT � ìíîæåñòâî øèôðîâ ìàøèí Òüþ-

ðèíãà. X(M) ∈ XMT � øèôð ìàøèíû M � ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, êîòîðîå,

â ÷àñòíîñòè,ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî äâîè÷íîé ñòðîêîé êîíå÷íîé äëèíû. Ìàøèíà

ÒüþðèíãàM íàçûâàåòñÿ ñàìîïðèìåíèìîé, åñëè, íà÷àâ ðàáîòó íàä ñëîâîì p = X(M),

ÿâëÿþùèìñÿ øèôðîì ýòîé ìàøèíû M , îíà îñòàíîâèòñÿ, âûïîëíèâ êîíå÷íîå ÷èñëî

øàãîâ.

Îáîçíà÷èì ðåøàþùóþ ôóíêöèþ, êîòîðóþ äîëæåí íàéòè àëãîðèòì îáó÷åíèÿ, ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

f sa
o (X) =

1, åñëè ìàøèíà M ñàìîïðèìåíèìà;

0, åñëè ìàøèíà M íåñàìîïðèìåíèìà.

Èçâåñòíî, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ f sa
o íå ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé � íå ñóùåñòâóåò àëãî-

ðèòìà (ñòðîãî îïðåäåëåííîãî òåçèñîì ×åð÷à-Òüþðèíãà), ïðàâèëüíî âû÷èñëÿþùåãî

äëÿ ëþáîãî âõîäà X(M) çíà÷åíèå f sa
o (X(M). Òåì íå ìåíåå, ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü

îáó÷àþùóþ âûáîðêó Msa = M1 ∪ Mo, ñîñòîÿùóþ èç |M1| = m1 ïðèìåðîâ øèôðîâ

ñàìîïðèìåíèìûõ ìàøèí Òüþðèíãà è |Mo| = mo ïðèìåðîâ íåñàìîïðèìåíèìûõ ìà-

øèí. ×òî æå áóäåò, åñëè âûáîðêó Msa ïðåäîñòàâèòü êàê íà÷àëüíóþ èíôîðìàöèþ

� òàáëèöó îáó÷åíèÿ � äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâà ñàìîïðè-

ìåíèìîñòè? Òàêîãî àëãîðèòìà â ïðèíöèïå íå ñóùåñòâóåò. Òåì íå ìåíåå, àëãîðèòì

îáó÷åíèÿ, âûáðàííûé èç ïîäõîäÿùåãî äëÿ äàííîé çàäà÷è ñåìåéñòâà è èìåþùèé äî-

ñòàòî÷íóþ ¼ìêîñòü, ìîæåò äàòü â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ f̂ sa
o , êîòîðàÿ

áåçîøèáî÷íî êëàññèôèöèðóåò âñå ïðèìåðû âûáîðêè Msa.

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïðèíàäëåæèò êëàññó íåäåòåðìèíèðîâàííûõ çàäà÷: íåèç-

âåñòíî, ñóùåñòâóåò ëè âîîáùå ïðàâèëüíîå ðåøåíèå (â äàííîì ïðèìåðå � íå ñóùåñòâóò

àëãîðèòìè÷åñêîãî ïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ), è íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóåò ëè êàêîé-íèáóäü
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çàêîí ïîÿâëåíèÿ îáúåêòîâ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Íî ïðåäèêàò, îïðåäåëÿþùèé

îñíîâíîå ñâîéñòâî (çäåñü � ñâîéñòâî ñàìîïðèìåíèìîñòè) è îòðàæàþùèé ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ çàêîíîìåðíîñòü � ñóùåñòâóåò. Äàííûé ïðèìåð äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ

òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóþò íåäåòåðìèðîâàííûå çàäà÷è îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ, äëÿ

êîòîðûõ àáñîëþòíî òî÷íîå ðåøàþùåå ïðàâèëî íå ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìûì.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èç êëàññà ND/Dk/− /− /− öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü àë-

ãîðèòìû, èçâëåêàþùèå çàêîíîìåðíîñòü, êîòîðàÿ èìååò êàê ìîæíî ìåíüøóþ êîëìî-

ãîðîâñêóþ ñëîæíîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, íåäåòåðìèíèðîâàííîñòü ïðåäïîëàãàåò ïîëíîå

îòñóòñòâèå ñâåäåíèé î ðàñïðåäåëåíèè îáúåêòîâ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè è âñëåä-

ñòâèå ýòîãî äîïóñêàåò ïîäõîä ê âûáîðó ðåøåíèÿ, êîòîðîå ìîæíî îáîñíîâàòü êàê

íåñëó÷àéíîå.

Äëÿ çàäà÷ èç êëàññà ND/Dk/R1T ∨ ST/ − /− öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíåíèå àëãî-

ðèòìîâ íàèìåíüøåé êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòè [5].

5. Êëàññèôèêàöèÿ äëèí âûáîðîê

Ïðàêòèêà ïðèìåíåíèÿ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ïîêàçàëà, ÷òî îäíà è òà æå äëèíà îáó-

÷àþùåé âûáîðêè ìîæåò â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ

òðåáóåìîé òî÷íîñòè ðàñïîçíàâàíèÿ, à â äðóãèõ ñëó÷àÿõ � áûòü ñëèøêîì êîðîòêîé.

Òàê, âçÿâ òðèâèàëüíûé ïðèìåð äåòåðìèíèðîâàííîé çàäà÷è ñ çàâåäîìî ëèíåéíûì íî

íåèçâåñòíûì ðåøàþùèì ïðàâèëîì-ïðåäèêàòîì fo(x1, x2) =≪ ax1 + bx2 = c ≫ äëÿ

ñëó÷àÿ äâóõ ïåðåìåííûõ-ïðèçíàêîâ è òî÷íóþ âûáîðêó, â êîòîðîé äâå òî÷êè áóäóò

ïðèíàäëåæàòü êëàññó "ëåæàùèõ íà ïðÿìîé ìîæíî àáñîëþòíî òî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó

âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíîãî ïðåäèêàòà.

Äëÿ îáó÷åíèÿ ìíîãîñëîéíûõ íåéðîííûõ ñåòåé òðåáóþòñÿ áîëüøèå âûáîðêè, ïî-

ñêîëüêó íåéðîñåòåâûå ñåìåéñòâà ðåøàþùèõ ïðàâèë èìåþò áîëüøóþ åìêîñòü.

Êëàññû äëèí âûáîðîê äëÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå çàäà÷ îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ

äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ ñèòóàòèâíî, â çàâèñèìîñòè îò åìêîñòè ñåìåéñòâ, èç êî-

òîðûõ â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ èçâëåêàåòñÿ ðåøàþùåå ïðàâèëî.

Íèæå ïðèâåäåíà òàáëèöà, ñîãëàñíî êîòîðîé ñëåäóåò îïðåäåëÿòü çíà÷åíèå ïàðà-

ìåòðà SLen â ñòàíäàðòíûõ êîäàõ STD/V AR/SFM/Slen/ADI çàäà÷ îáó÷åíèÿ ðàñ-

ïîçíàâàíèþ; l � äëèíà îáó÷àþùåé âûáîðêè.

Ïàðàìåòð SLen Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Îïðåäåëÿþùåå óñëîâèå

SS Ìàëàÿ âûáîðêà l < V CD(S)

AS Ñðåäíÿÿ âûáîðêà V CD(S) ≤ l < 1.5V CD(S)

LS Áîëüøàÿ âûáîðêà l ≥ 1.5V CD(S)
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6. Êëàññ Sk/C/− /− /SI

Ïàðàìåòð ADI = SI (ñïåöèàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ) â ñòîõàñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðè÷å-

ñêèõ çàäà÷àõ ÷àùå âñåãî îïðåäåëÿåò òèïû èñïîëüçóåìûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëå-

íèé è, âîçìîæíî, ñïåöèôè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïàðàìåòðîâ (â ïðèâåäåííîì íèæå

ïðèìåðå � ðàâåíñòâî êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö êëàññîâ).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð k-ïàðàìåòðè÷åñêîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è îáó÷åíèÿ ðàñïî-

çíàâàíèþ îáúåêòîâ äâóõ êëàññîâ, êîòîðàÿ õîðîøî èçó÷åíà â òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêèõ

ðåøåíèé.

Ïóñòü ñîãëàñíî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ â

âûáîðêå îáúåêòîâ êàæäîãî èç äâóõ êëàññîâ J ∈ {0, 1} èìåþò ìíîãîìåðíîå íîðìàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå

p(X|J) = 1

(2π)n/2|ΣJ |1/2
exp{−1

2
(X −MJ)

TΣ−1
J (X −MJ)},

ãäå X ∈ Rn; MJ è
∑

J � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû äâóõ

êëàññîâ J = 1, 2. Ïóñòü òàêæå èçâåñòíû òàê íàçûâàåìûå àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè

ïîÿâëåíèÿ îáúåêòîâ êàæäîãî èç êëàññîâ: p0 è p1. Èçâåñòíî, ÷òî îïòèìàëüíàÿ (ìè-

íèìèçèðóþùàÿ ñðåäíèé ðèñê îøèáêè) äèñêðèìèíàíòíàÿ ôóíêöèÿ â ñëó÷àå ðàâíûõ

êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö
∑

0 =
∑

1 =
∑

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé è èìååò âèä [4]:

g(X) = XT
∑−1

(M0 −M1)−
1

2
MT

0

∑−1
M0 +

1

2
MT

1

∑−1
M1 + ln(

p0
p1
). (3)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ fg èìååò âèä

fg(X) =

0, g(X) < 0;

1, g(X) ≥ 0.

Ðåøåíèå ïðèâåäåííîé çàäà÷è, êîãäà çàäàíà òîëüêî îáó÷àþùàÿ âûáîð-

êà (X̃l, α̃)äëèíû l, ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïî ýòîé âûáîðêå ñòàòèñòè÷åñêèõ îöå-

íîê p̂0, p̂1, M̂0, M̂1, Σ̂ è âû÷èñëåíèè ĝ(X) ïî ôîðìóëå (3).

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å, î÷åâèäíî, íå ñóùåñòâóåò àáñîëþòíî òî÷íîãî ðåøå-

íèÿ fo, íî ïðè òî÷íî çàäàííûõ âåêòîðàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, àïðèîðíûõ âå-

ðîÿòíîñòåé è êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöå � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ çàäà÷à

ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé èìååò òî÷íîå âåðîÿòíîñòíîå ðåøåíèå fg (ñ òî÷íîñòüþ äî çàäàí-

íîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû � ðàñïðåäåëåíèé è àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé). Â ïîñòà-

íîâêå îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ íàèëó÷øåå ðåøåíèå fĝ ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì è òðåáóåò

òîëüêî âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê p̂0, p̂1, M̂0, M̂1, Σ̂.
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Íèêàêîé êîððåêòíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ïðèâåäåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé çàäà-

÷è, ðàçóìååòñÿ, íå ïîäõîäèò. Äåéñòâèòåëüíî, ðàçäåëÿþùàÿ ïîâåðõíîñòü ĝ(X), ñîîò-

âåòñòâóþùàÿ íàèëó÷øåìó ðåøàþùåìó ïðàâèëó, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, â òî æå âðåìÿ

êëàññû ïåðåñåêàþòñÿ, è âûáîðêà, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò îêàçàòüñÿ íå ðàçäåëèìîé

ëèíåéíî. Òîãäà êîððåêòíûé àëãîðèòì ïîñòðîèò íåëèíåéíîå ïðàâèëî ðàñïîçíàâàíèÿ,

çàâåäîìî õóäøåå, ÷åì fĝ.

Îáîáùèì ýòîò âûâîä íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷è îáó÷åíèÿ

ðàñïîçíàâàíèþ ñ äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ êëàññàìè. Ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ðåøàþ-

ùèõ ïðàâèë äëÿ òàêîé çàäà÷è îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò ïðàâèëî, ìèíèìèçèðóþùåå

âåðîÿòíîñòü îøèáêè èëè çàäàííóþ ôóíêöèþ ïîòåðü (âçâåøåííóþ ôóíêöèþ îøèáêè).

Áóäåì îáîçíà÷àòü òàêîå íàèëó÷øåå ïðàâèëî fo
S, à ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó äèñêðèìè-

íàíòíóþ ôóíêöèþ îáîçíà÷èì go
S. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé êîððåêòíûé àëãîðèòì, ïðè-

ìåíåííûé ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å, îïðåäåëèò ðåøàþùåå ïðàâèëî, âîîáùå ãîâîðÿ,

îòëè÷àþùååñÿ îò fo
S, ïîñêîëüêó òî÷êè îáó÷àþùåé âûáîðêè ìîãóò áûòü ðàñïîëî-

æåíû ¾ïî ðàçíûå ñòîðîíû¿ äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè go
S ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîððåêòíûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ íå ïîäõîäÿò.

Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ ¼ìêîñòü êëàññà, êî-

òîðîìó ïðèíàäëåæèò äèñêðèìèíàíòíàÿ ôóíêöèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èìååò çíà÷å-

íèÿ; âàæíî ëèøü òî, ÷òîáû ýòà ôóíêöèÿ ìèíèìèçèðîâàëà ñðåäíèé ðèñê îøèáêè. Ýòà

ôóíêöèÿ óæå îïðåäåëåíà ñòîõàñòè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè çàäà÷è, è å¼ íå òðåáóåòñÿ

îòûñêèâàòü íè â êàêîì êëàññå.

7. Ñòîõàñòè÷åñêèå íåïàðàìåòðè÷åñêèå çàäà÷è îáó÷åíèÿ

ðàñïîçíàâàíèþ (STD = S)

Ñ íåïàðàìåòðè÷åñêèìè çàäà÷àìè ðàñïîçíàâàíèÿ äåëî îáñòîèò èíà÷å. Âåðîÿòíîñò-

íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ ñóùåñòâóþùèìè, íî îíè íåèçâåñòíû; èõ âîññòà-

íîâëåíèå ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå êàê ïðàâèëî ïðèâîäèò ê íå ìåíåå ñëîæíûì çàäà÷àì,

÷åì çàäà÷à îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå.

Äëÿ çàäà÷ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà âñåãäà ìîæíî ïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå íåêî-

òîðîé ðåøàþùåé ôóíêöèè fo
S (äèñêðèìèíàíòíîé ôóíêöèè go

S) íàèëó÷øåé â ñòàòè-

ñòè÷åñêîì ñìûñëå. Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé, è àëãîðèòì îáó÷åíèÿ, êîíå÷-

íî, äîëæåí íàõîäèòü å¼ íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî òàêîé àëãîðèòì âîâñå

íå îáÿçàí áûòü êîððåêòíûì íà âûáîðêå. Íî äîëæåí ëè îí äàâàòü íà ýòîé âûáîðêå

ìèíèìàëüíóþ ýìïèðè÷åñêóþ îøèáêó, ò.å. èìåòü íà íåé êàê ìîæíî áîëåå áëèçêóþ ê

òî÷íîé íàñòðîéêó?

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2011
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Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû ðàññìîòðåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñòîõàñòè÷åñêèõ çàäà÷,

ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷ îáó÷åíèÿ ïåðåíà-

ñòðîéêà (âûáîð êîððåêòíîãî èëè ñ î÷åíü ìàëîé ýìïèðè÷åñêîé îøèáêîé àëãîðèòìà)

ìîæåò ïðèâåñòè ê áîëüøèì îøèáêàì êëàññèôèêàöèè îáúåêòîâ, íå ïðèíàäëåæàùèõ

îáó÷àþùåé âûáîðêå. Ïî-âèäèìîìó, ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íåèçâåñòíàÿ äèñêðèìè-

íàíòíàÿ ôóíêöèÿ go
S (åñëè îíà áåéåñîâñêàÿ, ìèíèìèçèðóþùàÿ ñðåäíèé ðèñê, ò.å.

ñòàòèñòè÷åñêè îïòèìàëüíàÿ) äîëæíà áûòü ïîëèíîìîì íåâûñîêîé ñòåïåíè äëÿ íåèç-

âåñòíûõ, íî ñóùåñòâóþùèõ ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ (è, òåì áîëåå, îäíîýêñòðåìàëüíûõ)

âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ïûòàòüñÿ èñêàòü ðåøàþùåå ïðàâèëî êàê ìîæíî

áîëåå áëèçêîå ê áåéåñîâñêîìó êëàññèôèêàòîðó � ïî ìàêñèìóìó àïîñòåðèîðíîé óñëîâ-

íîé âåðîÿòíîñòè êëàññà. Äëÿ íåêîòîðûõ ñåìåéñòâ ìîäåëåé ðàñïîçíàâàíèÿ äîêàçàíû

òåîðåìû î êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ îòûñêèâàåìûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë ê áåéåñîâñêîìó.

Èìåííî òàêèå ìîäåëè íàèáîëåå ïðèãîäíû äëÿ ðàáîòû ñ íåïàðàìåòðè÷åñêèìè ñòîõà-

ñòè÷åñêèìè çàäà÷àìè îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ.

Íóæíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ, îöåíèâàÿ ýìïèðè÷åñêèé

ðèñê, íà ñàìîì äåëå îñóùåñòâëÿþò îöåíêó íàèõóäøåãî ïðàâèëà èç èñïîëüçóåìîãî

ñåìåéñòâà S. Ïîä÷åðêí¼ì � â îïðåäåë¼ííîì âûáðàííîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñåìåé-

ñòâå ïðàâèë S. Òàê â ðàáîòå [2] ýìïèðè÷åñêèé ðèñê îöåíèâàåòñÿ êàê ðàâíîìåðíîå ïî

âñåìó ñåìåéñòâó S óêëîíåíèå ÷àñòîòû îøèáêè ðåøàþùåãî ïðàâèëà A íà âûáîðêå îò

âåðîÿòíîñòè îøèáêè ýòîãî æå ñàìîãî ïðàâèëà A:

sup
A∈S

|ν(A)− P (A)|.

À íà ñàìîì äåëå íåîáõîäèì âûáîð ïðàâèëà A, íàèáîëåå áëèçêîãî ê íåèçâåñòíîìó

íàèëó÷øåìó ïðàâèëó fo
S, êîòîðîå äëÿ çàäà÷ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ÿâëÿåòñÿ ñòà-

òèñòè÷åñêè îïòèìàëüíûì.

Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïðåäëîæåíî âûäåëèòü ñðåäè çàäà÷ îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ ïî ýìïèðè-

÷åñêîé èíôîðìàöèè òàêèå êëàññû îäíîòèïíûõ çàäà÷, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîæíî

îñóùåñòâèòü îáîñíîâàííûé âûáîð ìåòîäà ðåøåíèÿ. Öåëåñîîáðàçíîñòü òàêîãî ïîäõîäà

îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äîñòàòî÷íî áîãàòûé íàáîð ìîäåëåé è ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷

ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, ñîçäàííûé áîëåå ÷åì çà ïîëâåêà, íå âñåãäà ïðàâèëüíî èñ-

ïîëüçóåòñÿ.

Ïîñòðîåííàÿ êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷ äîïîëíåíà óêàçàíèÿìè ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ ðàñ-

ïîçíàâàíèþ, íàèáîëåå ïîäõîäÿùèõ äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî êëàññà çàäà÷.

¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê iíôîðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2011
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Íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøåé ðàáîòû ñâÿçàíû ñ óòî÷íåíèåì êëàññèôèêàòîðà çàäà÷

è äàëüíåéøèì óãëóáë¼ííûì èññëåäîâàíèåì ïîäõîäîâ ê îáîñíîâàíèþ ïðèìåíèìîñòè

èëè íåïðèìåíèìîñòè ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îáó÷åíèÿ ê çàäà÷àì èç ââå-

äåííûõ â ðàáîòå òèïîâûõ êëàññîâ.
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Abstract. A queueing system of type M/G/2/0 is considered. An only customer in service engages

both servers. Two customers are served separately. There is a limit on service time. The equilibrium

probabilities of the system are obtained in the article.

Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ íàä¼æíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåì ìàññî-

âîãî îáñëóæèâàíèÿ ÷àùå ïðèâëåêàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå è ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû

èññëåäîâàíèÿ, ò.ê. àíàëèòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðèâîäèò ê äîñòàòî÷íî ñëîæíûì

ñèñòåìàì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ê ðåøåíèþ êîòîðûõ ïðèõîäèòñÿ

ïðèìåíÿòü ëèáî ïðèáëèæ¼ííûå ëèáî ÷èñëåííûå ìåòîäû. Àâòîðû ïðåäëàãàþò çàäà÷ó,

ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êîòîðîé íå ÿâëÿåòñÿ ãðîìîçäêèì è ïîçâîëÿåò ïîëó-

÷àòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå è âûâîä òî÷íûõ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ôóíê-

öèîíèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì âîåííûé îáúåêò, áåçîïàñíîñòü êîòîðîãî îáåñïå÷èâàåòñÿ äâóìÿ ðàç-

ëè÷íûìè ÇÐÊ (çåíèòíî-ðàêåòíûìè êîìïëåêñàìè). Áîìáàðäèðîâùèêè, àòàêóþùèå

îáúåêò, îáðàçóþò ïðîñòåéøèé ïîòîê ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ. Âðåìÿ íàõîæäåíèÿ ñàìî-

ë¼òà íàä çîíîé îáñëóæèâàíèÿ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà γ, ðàñïðåäåë¼ííàÿ ïî ýêñïî-

íåíöèàëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðîì µ. Âðåìÿ ¾îáñëóæèâàíèÿ¿, ñàìîë¼òà i-é ëèíè-

åé (ÇÐÊ) � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ωi ñ èíòåíñèâíîñòüþ µi(x), i = 1, 2.

Ðàêåòíûå óñòàíîâêè (ëèíèè îáñëóæèâàíèÿ) ìîãóò âûõîäèòü èç ñòðîÿ â ìîìåíòû îá-

ñëóæèâàíèÿ çàÿâîê (ïîäâåðãàòüñÿ áîìáîâûì óäàðàì). Ïîòîêè ïîëîìîê ëèíèé ïðî-

ñòåéøèå ñ èíòåíñèâíîñòÿìè äëÿ êàæäîé èç ëèíèé ðàâíûìè α, åñëè â çîíå îáñëóæè-

âàíèÿ îäíà çàÿâêà è 2α � åñëè äâå. Âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ (ðåìîíòà) i-é ëèíèè �

íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà θi ñ èíòåíñèâíîñòüþ βi(x).

Ïðàâèëà îáñëóæèâàíèÿ. Ïîñòóïèâøàÿ çàÿâêà (áîìáàðäèðîâùèê) íà÷èíàåò îáñëó-

æèâàòüñÿ (îáñòðåëèâàòüñÿ) íåìåäëåííî äâóìÿ ëèíèÿìè. Åñëè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ
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î÷åðåäíîé çàÿâêè â ñèñòåìå íà îáñëóæèâàíèè íàõîäèòñÿ îäíà çàÿâêà, òî îäíà èç

ëèíèé ïåðåêëþ÷àåòñÿ íà îáñëóæèâàíèè íîâîé çàÿâêè, ïðè ýòîì, åñëè âðåìåíà îáñëó-

æèâàíèÿ òåêóùåé çàÿâêè áûëè îäèíàêîâû (ω1 = ω2), òî ïåðåêëþ÷àåòñÿ ïåðâàÿ ëèíèÿ,

åñëè æå âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè áûëè ðàçíûìè (ω1 ̸= ω2), òî ïåðåêëþ÷àåòñÿ

ëèíèÿ, èìåâøàÿ áîëüøåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ. Çàÿâêà, ïîñòóïèâøàÿ â ìîìåíò, êîãäà

â ñèñòåìå îáñëóæèâàþòñÿ äâå çàÿâêè, òåðÿåòñÿ (ñàìîë¼ò áåñïðåïÿòñòâåííî ïðîëåòàåò

çîíó îáñëóæèâàíèÿ). Åñëè îäíà èç äâóõ îáñëóæèâàåìûõ çàÿâîê óõîäèò èç ñèñòåìû

ëèáî â ðåçóëüòàòå îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ (ñàìîë¼ò ñáèò), ëèáî â ðåçóëüòàòå èñòå÷å-

íèÿ âðåìåíè γ å¼ ïðåáûâàíèÿ â çîíå îáñëóæèâàíèÿ (ñàìîë¼ò âûëåòåë íåâðåäèìûì èç

çîíû îáñòðåëà), òî âåäóùàÿ å¼ ëèíèÿ ïåðåêëþ÷àåòñÿ íà ïîìîùü äëÿ îáñëóæèâàíèÿ

îñòàâøåéñÿ â ñèñòåìå çàÿâêè. Çàÿâêà, ïîñòóïèâøàÿ â ìîìåíò îáñëóæèâàíèÿ îäíîé

èç ëèíèé ïðåäûäóùåé çàÿâêè ïðè íåèñïðàâíîé äðóãîé ëèíèè (èëè ïðè íåèñïðàâíûõ

îáåèõ ëèíèÿõ), òåðÿåòñÿ. Âîññòàíîâëåííàÿ ëèíèÿ íåìåäëåííî âêëþ÷àåòñÿ íà ïîìîùü

ëèíèè, âåäóùåé îáñëóæèâàíèå.

2. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

Ïðîíóìåðóåì ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû äâóìÿ èíäåêñàìè: ïåðâûé èíäåêñ íåñ¼ò èíôîð-

ìàöèþ î êîëè÷åñòâå èñïðàâíûõ ëèíèé, âòîðîé � î êîëè÷åñòâå çàÿâîê â ñèñòåìå.

• (2, 0) � îáå ëèíèè èñïðàâíû è â ñèñòåìå íåò çàÿâîê

• (2, 1eq) � îáå ëèíèè âåäóò îáñëóæèâàíèå îäíîé çàÿâêè ñ ðàâíûìè âðåìåíàìè

îáñëóæèâàíèÿ (ω1 = ω2)

• (2, 1neq) � îáå ëèíèè îáñëóæèâàþò îäíó çàÿâêó ñ íåðàâíûìè âðåìåíàìè îáñëó-

æèâàíèÿ (ω1 ̸= ω2)

• (2, 2) � îáå ëèíèè îáñëóæèâàþò äâå çàÿâêè (êàæäàÿ ñâîþ)

• (11, 1) � èñïðàâíà òîëüêî ïåðâàÿ ëèíèÿ è îíà îáñëóæèâàåò îäíó çàÿâêó (âòîðàÿ

ëèíèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ)

• (12, 1) � èñïðàâíà òîëüêî âòîðàÿ ëèíèÿ è îíà çàíÿòà îáñëóæèâàíèåì (ïåðâàÿ

ëèíèÿ íà ðåìîíòå)

• (11, 0) � â ñèñòåìå íåò çàÿâîê, ïåðâàÿ ëèíèÿ èñïðàâíà, âòîðàÿ íà ðåìîíòå

• (12, 0) � â ñèñòåìå íåò çàÿâîê, âòîðàÿ ëèíèÿ èñïðàâíà, ïåðâàÿ âîññòàíàâëèâà-

åòñÿ

• (0, 0) � îáå ëèíèè ðåìîíòèðóþòñÿ, â ñèñòåìå íåò çàÿâîê

Ïóñòü ξ(t) � ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, îïèñûâàþùèé ýâîëþöèþ ñèñòåìû, ôàçîâîå ïðî-

ñòðàíñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç äåâÿòè ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (i, j).
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Ââåä¼ì ôóíêöèè:

pi,j(t) : = P{ξ(t) = (i, j)},

Q2,1eq(t, x) : = P{ξ(t) = (2, 1eq), ω1 < x, ω1 = ω2}, q2,1eq(t, x) :=
∂Q2,1eq(t, x)

∂x

Q2,1neq(t, x, y) : = P{ξ(t) = (2, 1neq), ω1 < x, ω2 < y}, q2,1neq(t, x, y) :=
∂2Q2,1neq(t, x, y)

∂x∂y

Q2,2(t, x, y) : = P{ξ(t) = (2, 2), ω1 < x, ω2 < y}, q2,2(t, x, y) :=
∂2Q2,2(t, x, y)

∂x∂y

Q11,1(t, x, z) : = P{ξ(t) = (11, 1), ω1 < x, θ2 < y}, q11,1(t, x, z) :=
∂2Q11,1(t, x, z)

∂x∂z

Q12,1(t, y, z) : = P{ξ(t) = (12, 1), ω2 < y, θ1 < z}, q12,1(t, y, z) :=
∂2Q12,1(t, y, z)

∂y∂z

Q11,0(t, z) : = P{ξ(t) = (11, 0), θ2 < z}, q11,0(t, z) :=
∂Q11,0(t, z)

∂z

Q12,0(t, z) : = P{ξ(t) = (12, 0), θ1 < z}, q12,0(t, z) :=
∂Q12,0(t, z)

∂z

Q0,0(t, x, y) : = P{ξ(t) = (0, 0), θ1 < x, θ2 < y}, q0,0(t, x, y) :=
∂2Q0,0(t, x, y)

∂x∂y

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ñîîáùàþùèõñÿ ñîñòîÿíèé, ñóùåñòâóåò ñòà-

öèîíàðíûé ðåæèì, ò.å. ïðè t → +∞ ñóùåñòâóþò ïðåäåëû âñåõ îïðåäåë¼ííûõ âûøå

ôóíêöèé. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

lim
t→+∞

pi,j(t) = pi,j lim
t→+∞

qi,j(t, ...) = gi,j(...)

Çàìåòèì, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

p2,1eq =

∞∫
0

g2,1eq(x) dx, p2,1neq =

∞∫
0

dx

∞∫
0

g2,1neq(x, y) dy, . . . , p0,0 =

∞∫
0

dx

∞∫
0

g0,0(x, y) dy

Âåðîÿòíîñòíûå ðàññóæäåíèÿ è ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

λp2,0 = µ(p2,1eq + p2,1neq) +

∞∫
0

dx

∞∫
0

g2,1neq(x, y)(µ1(x) + µ2(y)) dy+
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+

∞∫
0

g2,1eq(x)(µ1(x) + µ2(x)) dx+

∞∫
0

g11,0(z)β2(z) dz +

∞∫
0

g12,0(z)β1(z) dz,

g′2,1eq(x) + (λ+ 2α + µ+ µ1(x) + µ2(x))g2,1eq(x) = 0, g2,1eq(0) = λp2,0

∂g2,1neq(x, y)

∂x
+
∂g2,1neq(x, y)

∂y
+ (λ+ 2α+ µ+ µ1(x) + µ2(y))g2,1neq(x, y) = 0,

g2,1neq(0, y) =

∞∫
0

g2,2(x, y)(µ+ µ1(x))dx+

∞∫
0

g12,1(y, z)β1(z)dz,

g2,1neq(x, 0) =

∞∫
0

g2,2(x, y)(µ+ µ2(y))dy +

∞∫
0

g11,1(x, z)β2(z)dz,

∂g2,2(x, y)

∂x
+
∂g2,2(x, y)

∂y
+ (4α + 2µ+ µ1(x) + µ2(y))g2,2(x, y) = 0,

g2,2(0, y) = λg2,1eq(y) + λ

∞∫
y

g2,1neq(x, y)dx, g2,2(x, 0) = λ

∞∫
x

g2,1neq(x, y)dy,

∂g11,1(x, z)

∂x
+
∂g11,1(x, z)

∂z
+ (α + µ+ µ1(x) + β2(z))g11,1(x, z) = 0,

g11,1(0, z) = λg11,0(z), g11,1(x, 0) = αg2,1eq(x) + 2α

∞∫
0

g2,2(x, y) dy + α

∞∫
0

g2,1neq(x, y) dy,

∂g12,1(y, z)

∂y
+
∂g12,1(y, z)

∂z
+ (α + µ+ µ2(y) + β1(z))g12,1(y, z) = 0,

g12,1(0, z) = λg12,0(z), g12,1(y, 0) = αg2,1eq(y) + 2α

∞∫
0

g2,2(x, y) dx+ α

∞∫
0

g2,1neq(x, y) dx,

g′11,0(z) + (λ+ β2(z))g11,0(z) =

∞∫
0

g11,1(x, z)(µ+ µ1(x))dx+

∞∫
0

g0,0(x, z)β1(x)dx, g11,0(0) = 0,

g′12,0(z) + (λ+ β1(z))g12,0(z) =

∞∫
0

g12,1(y, z)(µ+ µ2(y))dy +

∞∫
0

g0,0(z, y)β2(y)dy, g12,0(0) = 0,

∂g0,0(x, y)

∂x
+
∂g0,0(x, y)

∂y
+ (β1(x) + β2(y))g0,0(x, y) = 0,

g0,0(0, y) = α

∞∫
0

g11,1(x, y)dx, g0,0(x, 0) = α

∞∫
0

g12,1(y, x)dy.
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3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Àâòîðàì íå óäàëîñü ðåøèòü ñèñòå-

ìó óðàâíåíèé è ïîëó÷èòü òî÷íûå âû-

ðàæåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòåé pi,j ñîñòîÿ-

íèé ñèñòåìû â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå

â òàêîé îáùåé ïîñòàíîâêå. Ðàññìîòðèì

ýòó çàäà÷ó â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ëè-

íèè íå âûõîäÿò èç ñòðîÿ, ò.å. α = 0,

β1(z) = 0, β2(z) = 0, à òàêæå ïðè

µ2(x) = µ2 = const. ×èñëî ñîñòîÿíèé

ïðè ýòîì óìåíüøàåòñÿ äî ÷åòûð¼õ. Ïå-

ðåíóìåðóåì èõ: (2, 0) = (0), (2, 1eq) = (1),

(2, 1neq) = 2, (2, 2) = (3) (ñì. ðèñóíîê).

Ñèñòåìà ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé òàêæå óïðîùàåòñÿ:

λp0 =

∞∫
0

g1(x)(µ1(x) + µ2) dx+ µ(p1 + p2) +

∞∫
0

dx

∞∫
0

g2(x, y)(µ1(x) + µ2) dy,

g′1(x) + (λ+ µ+ µ1(x) + µ2)g1(x) = 0, g1(0) = λp0,

∂g2(x, y)

∂x
+
∂g2(x, y)

∂y
+ (λ+ µ+ µ1(x) + µ2)g2(x, y) = 0,

g2(x, 0) =

∞∫
0

g3(x, y)(µ+ µ2) dy, g2(0, y) =

∞∫
0

g3(x, y)(µ+ µ1(x)) dx

∂g3(x, y)

∂x
+
∂g3(x, y)

∂y
+ (2µ+ µ1(x) + µ2)g3(x, y) = 0,

g3(x, 0) = λ

∞∫
x

g2(x, y) dy, g3(0, y) = λg1(y) + λ

∞∫
y

g2(x, y) dx.

È ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âûïèñàòü å¼ ðåøåíèå. Òî÷íåå, â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà ñâî-

äèòñÿ ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ñòàöèîíàðíûõ âåðî-

ÿòíîñòåé pk, k = 0, 1, 2, 3 è ÷èñåë A =
∫∞
0
g2(0, y) dy è B =

∫∞
0
g3(0, y) dy:

p1 = λp0Φ
∗
1(β1),

p2 = λ(µ+ µ2)AΦ
∗∗∗
1 (β1, β2, β1) + (µ+ µ2)BΦ∗∗

1 (β1, β2) + AΦ∗
1(β1),

p3 = λAΦ∗∗
1 (β1, β2) +BΦ∗

1(β2),
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A = λA(f ∗∗
1 (β1, β2) + µΦ∗∗

1 (β1, β2)) + B(f ∗
1 (β2) + µΦ∗

1(β2)),

B = λp1 + λ2(µ+ µ2)AΦ
∗∗∗
1 (β1, β2, β1) + λ(µ+ µ2)BΦ∗∗

1 (β1, β2), (1)

λp0 = λp0f
∗
1 (β1) + λ(µ+ µ2)f

∗∗∗
1 (β1, β2, β1)A+

+B(µ+ µ2)f
∗∗
1 (β1, β2) + Af ∗

1 (β1) + (µ+ µ2)(p1 + p2),

p0 + p1 + p2 + p3 = 1.

Çäåñü Φ1(x) � ôóíêöèÿ íàä¼æíîñòè, f1(x) � ïëîòíîñòü íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû ω1, β1 = λ + µ + µ2, β2 = 2µ + µ2, Φ
∗
1 è f

∗
1 � ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ôóíêöèé

Φ1(x) è f1(x) ñîîòâåòñòâåííî, à ïðåîáðàçîâàíèÿ F
∗∗ è F ∗∗∗ îïðåäåëÿþòñÿ òàê:

F ∗∗(s, t) :=

∞∫
0

e−sydy

∞∫
0

e−txF (x+ y) dx,

F ∗∗∗(s, t, u) :=

∞∫
0

e−szdz

∞∫
0

e−tydy

∞∫
0

e−uxF (x+ y + z) dx.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èçáûòî÷íà. Ïåðâûå 6 óðàâíåíèé ëèíåéíî

çàâèñèìû, ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè ëþáîå èç íèõ ìîæíî îòáðîñèòü è èñïîëüçîâàòü â

äàëüíåéøåì äëÿ ïðîâåðêè ðåçóëüòàòà.

Âåðîÿòíîñòü ïîòåðè çàÿâêè â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ðàâíà, î÷åâèäíî, p3.

Â ñëó÷àå, êîãäà è µ1(x) = µ1 = const ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè p0, p1, p2, p3 ëåãêî

îïðåäåëÿþòñÿ èç òàê íàçûâàåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (ÑÓÐ) äëÿ ìàðêîâ-

ñêîãî ïðîöåññà ξ(t), âûïèñûâàåìîé èç äèàãðàììû ¾ïî ñòðåëêàì¿:

p0 =
β(β + µ)

β2 + (λ+ µ)β + λµ+ λ2
, p1 =

λ

λ+ β
p0, p2 =

λ2

β(λ+ β)
p0, p3 =

λ2

β(µ+ β)
p0.

Çäåñü β = µ+µ1+µ2. Ýòî ðåøåíèå ñîâïàäàåò, êàê ìîæíî óáåäèòüñÿ ïîñëå íåêîòîðûõ

âûêëàäîê, ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1).

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ òèïà M/G/2/0,

ò.å. ñèñòåìà ñ äâóìÿ êàíàëàìè îáñëóæèâàíèÿ, ïóàññîíîâñêèì ïîòîêîì ïîñòóïàþùèõ

çàÿâîê, ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ, âçàèìîïîìî-

ùüþ ìåæäó êàíàëàìè, îòêàçàìè (ïîëîìêàìè) è âîññòàíîâëåíèåì êàíàëîâ îáñëóæè-

âàíèÿ. Íàéäåíû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, îïè-

ñûâàþùèå äàííóþ ÑÌÎ. Àâòîðàì íå óäàëîñü ïîëó÷èòü ÿâíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé â îáùåé ïîñòàíîâêå. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïîëîìîê êàíàëîâ ïîñòàâëåííàÿ çà-

äà÷à ðåøàåòñÿ. Óäàëîñü íàéòè îñíîâíûå âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû â
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ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå, â ÷àñòíîñòè, âåðîÿòíîñòü ïîòåðè çàÿâêè, ÷òî â äàííîé èí-

òåðïðåòàöèè çàäà÷è îçíà÷àåò âåðîÿòíîñòü áåñïðåïÿòñòâåííîãî ïðîëåòàíèÿ ñàìîëåòà-

áîìáàðäèðîâùèêà ÷åðåç çîíó, êîíòðîëèðóåìóþ ÏÂÎ. Ïîä âîïðîñîì îñòàåòñÿ âîçìîæ-

íîñòü íàõîæäåíèÿ ÿâíîãî ðåøåíèÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ.
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Abstract. The main methods for solving optimization problems with incomplete (precedent) initial

information are considered. Highlighted the problem of synthesis of optimization models with precedent

initial information.

Ââåäåíèå

¾Â ýêîíîìèêå êàê íåôîðìàëèçîâàííîé íàóêå âàæíà îïîðà íà ïðåöåäåíòû, íà ýì-

ïèðè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè. Ïîýòîìó â íåé áîëüøîå çíà÷åíèå èìåþò ìåòîäû îáó-

÷åíèÿ äèàãíîñòèêå è âûáîðó íà îñíîâå îïûòà, íà ìàòåðèàëå íàáëþäåíèé.¿ [7]

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

extr f(x) / x ∈ Ω ⊆ X, (1)

ãäå f : X → Y � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, îïòèìàëüíîå (áëèçêîå ê îïòèìàëüíîìó) çíà÷å-

íèå x∗ êîòîðîé òðåáóåòñÿ îòûñêàòü â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è, X � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ,

Y � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé (îòâåòîâ) è Ω � ìíîæåñòâî (îáëàñòü) äîïóñòèìûõ ðåøåíèé,

èç êîòîðîãî âûáèðàåòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x∗.

Ñîãëàñíî ïîñòàíîâêå (1) çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷åòâåð-

êó ⟨X,Y, f,Ω ⟩.
×àùå âñåãî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäàåòñÿ â âèäå ñèñòåìû îãðàíè÷å-

íèé�íåðàâåíñòâ. Íåðàâåíñòâà è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìîãóò áûòü ëèíåéíûìè è/èëè íåëè-

íåéíûìè, â ñâÿçè ñ ÷åì âûäåëÿþò êëàññû çàäà÷ ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ, íåêîòîðûå ñëó÷àè èç êîòîðûõ äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû, íî ïðè óñëîâèè,

÷òî è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ è îãðàíè÷åíèÿ çàäàíû ïîëíîñòüþ. Îäíàêî â ðåàëüíûõ ïðàêòè-

÷åñêèõ çàäà÷àõ, â ÷àñòíîñòè ýêîíîìè÷åñêèõ, êîãäà ìû èìååì äåëî ñ ìîäåëèðîâàíèåì

íåñòàöèîíàðíûõ è ïëîõî îïðåäåëåííûõ ïðîöåññîâ, òÿæåëî òî÷íî âûïèñàòü âñå îãðà-

íè÷åíèÿ è öåëåâóþ ôóíêöèþ. Â ñëåäñòâèè ÷åãî èìååò ìåñòî íåïîëíîòà íà÷àëüíûõ
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äàííûõ. Â ýòîì ñëó÷àå òðóäíà äàæå ñàìà ïîñòàíîâêà (ôîðìàëèçàöèÿ) çàäà÷è, íå ãî-

âîðÿ óæå î âûáîðå àäåêâàòíîé ïîñòàâëåííîé çàäà÷å ìîäåëè è íåïîñðåäñòâåííî ïîèñêà

îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Åñëè â îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å ôóíêöèÿ f è/èëè îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé Ω

çàäàíû íå ïîëíîñòüþ, à èìååòñÿ ëèøü íåêîòîðàÿ ÷àñòè÷íàÿ èíôîðìàöèÿ I(f,Ω) î

íèõ, òî ãîâîðÿò î çàäà÷å îïòèìèçàöèè ñ íåïîëíûìè (÷àñòè÷íûìè) äàííûìè.

1. Òèïû çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ íåïîëíûìè äàííûìè

Â ðàáîòå Â.È.Äîíñêîãî [1] âûäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òèïû çàäà÷ îïòèìèçàöèè â

çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîé èíôîðìàöèè I(f,Ω) î öåëåâîé ôóíêöèè è îãðàíè÷åíèÿõ.

A1. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f çàäàíà òî÷íî, à ìíîæåñòâî Ω çàäàíî ÷àñòè÷íî ïåðå÷èñ-

ëåíèåì òî÷åê èç äâóõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ W1 è W2, äëÿ êîòîðûõ çàâåäîìî

èçâåòñíî, ÷òî W1 ⊂ Ω è W2 ⊂ X \ Ω; I(f,Ω) = {f,W1,W2}.
A2. Äîïîëíèòåëüíî ê A1 ìîæåò áûòü çàäàíî ìíîæåñòâî Ω∆ ⊃ Ω (÷àñòü îãðàíè÷å-

íèé, çàäàííàÿ ÿâíî); I(f,Ω) = {f,W1,W2,Ω∆}.
B1. Çàäà÷è ñ çàäàííîé ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé, íî ñ ÷àñòè÷íîé çàäàííîé öåëåâîé

ôóíêöèåé. Èíôîðìàöèÿ î öåëåâîé ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ïðåöå-

äåíòîâ
{
(xi, fi = f(xi))

ℓ
i=1

}
, êîòîðûé îáîçíà÷èì f∆; I(f,Ω) = {f∆,Ω}.

B2. Çàäà÷è, îòëè÷àþùèåñÿ îò ñëó÷àÿ B1 òåì, ÷òî èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè f çàäàíà

÷àñòè÷íûì áèíàðíûì îòíîøåíèåì ρ∆ ⊂ ρ
∆
=
{
(x, x′) : f(x) < f(x′)

}
, èíà÷å ãîâî-

ðÿ, êîíå÷íûì íàáîðîì ρ∆ ïàð âåêòîðîâ (x, x′) ∈ Ω× Ω òàêèõ, ÷òî èìååò ìåñòî

x ρ x′; I(f,Ω) = {ρ∆,Ω}.
B3. Çàäà÷è, îòëè÷àþùèåñÿ îò ñëó÷àÿ B2 òåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ýêñïåðò, êîòîðûé äëÿ

ëþáûõ x, x′ ∈ Ω äàåò îòâåò íà âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè ïàðû (x, x′) îòíîøå-

íèþ ρ; I(f,Ω) = {ρ,Ω}.

Êîìáèíèðóÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû íåïîëíîé íà÷àëüíîé èíôîðìàöèè î öåëåâîé

ôóíêöèè è îãðàíè÷åíèÿõ èç çàäà÷ A è B, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèå òèïû

çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ ÷àñòè÷íûìè äàííûìè:

C11. I(f,Ω) = {f∆,W1,W2}.
C12. I(f,Ω) = {ρ∆,W1,W2}.
C13. I(f,Ω) = {ρ,W1,W2}.
C21. I(f,Ω) = {f∆,W1,W2,Ω∆}.
C22. I(f,Ω) = {ρ∆,W1,W2,Ω∆}.
C23. I(f,Ω) = {ρ,W1,W2,Ω∆}.
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Çàäà÷è ìîæíî ðàçäåëèòü íà ïîäêëàññû è â çàâèñèìîñòè îò íåêîòîðîé äîïîëíè-

òåëüíîé èíôîðìàöèè î ìíîæåñòâàõ X è Y , î ìîäåëè íåèçâåñòíîé öåëåâîé çàâèñèìî-

ñòè f è î ôîðìå îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé Ω:

D1. Âèä ïðîñòðàíñòâà X è Y . Íàïðèìåð, X = Rn è Y = R, X = Bn ∆
= {0, 1}n è

Y = R.
D2. Ïðåäïîëàãàåìàÿ (èëè ÿâíàÿ äëÿ òî÷íî èçâåñòíûõ êîìïîíåíò) ëèíåéíîñòü çà-

äà÷è.

D3. Ïðåäïîëàãàåìàÿ (èëè ÿâíàÿ) âûïóêëîñòü.

D4. Ïðåäïîëîæåíèÿ î íåïðåðûâíîñòè, ãëàäêîñòè.

D5. Ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû íà X.

D6. Â êàêîì ñìûñëå ïîíèìàåòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

2. Îáçîð ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè

ñ íåïîëíûìè äàííûìè

Ïåðâûå ðàáîòû, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé, ïîÿâèëèñü â íà÷àëå 70-x ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà

è ïðèíàäëåæàò Âëàäèìèðó Äàíèëîâè÷ó Ìàçóðîâó [5, 6]. Â íèõ îïèñàí ïîäõîä îñ-

íîâàííûé íà ìåòîäàõ òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ â îïòèìàëüíîì ïëàíèðîâàíèè è

óïðàâëåíèè, êîòîðûé â äàëüíåéøåì ðàçâèâàëñÿ â áîëåå øèðîêîì íàïðàâëåíèè ñèíòå-

çà èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè, ïîðîæäàåìûõ èòåðàöèîííûìè îïåðàòîðàìè

ñ íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìîé ïàðàìåòðîâ, è àëãîðèòìîâ äîîïðåäåëåíèÿ ïëîõî ôîðìà-

ëèçóåìûõ ýëåìåíòîâ ìîäåëåé [4, 6].

Áûëè ðàçðàáîòàíû èòåðàöèîííûå ïðîöåäóðû îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè ôåéå-

ðîâñêèõ îòîáðàæåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ðåàëèçàöèþ ìåòîäîâ íåäèôôåðåíöèðó-

åìîé îïòèìèçàöèè â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèÿ âûïóêëîñòè.

Ñóùåñòâåííîå ìåñòî â ðàçâèòèè òåîðèè ðåøåíèÿ ñëàáî ôîðìàëèçîâàííûõ çàäà÷

çàíèìàåò òåîðèÿ êîìèòåòíûõ ìîäåëåé îïòèìèçàöèè è êëàññèôèêàöèè [4].

Îïðåäåëåíèå. [4]. Êîìèòåòîì ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

⟨cj, x⟩ = aj1x1 + . . .+ ajnxn 6 bj, j = 1, . . . ,m,

ãäå x, cj ∈ Rn, bj ∈ R, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî K = {x1, . . . , xq} ⊂ Rn òàêîå, ÷òî äëÿ

ëþáîãî j íåðàâåíñòâî ⟨cj, xi⟩ 6 bj âûïîëíÿåòñÿ áîëåå ÷åì äëÿ ïîëîâèíû ýëåìåíòîâ xi

ìíîæåñòâà K.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðîòèâîðå÷èâîé è íåôîðìàëèçîâàííîé çàäà÷è

z = ⟨Rn,R, f, I(Ω) ⟩, ãäå èíôîðìàöèÿ I(Ω) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð îãðàíè÷å-

íèé äâóõ âèäîâ:

¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê iíôîðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2011
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1) îãðàíè÷åíèÿ cj, j ∈ J , ìîäåëü è ïàðàìåòðû ìîäåëè êîòîðûõ èçâåñòíû;

2) îãðàíè÷åíèÿ γs, s ∈ S, ìîäåëü è/èëè ïàðàìåòðû ìîäåëè êîòîðûõ íåèçâåñòíû;

I(Ω) =

{
aj 6 cj(x1, . . . , xn) 6 bj, j ∈ J ;

αs 6 γs(x1, . . . , xn) 6 βs, s ∈ S.
(2)

Åñëè ñèñòåìà (2) ñîâìåñòíà, γs � íàéäåíû, òî èìååì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøå-

íèé Ω è âûáîð îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîãëàñíî ôóíêöèè f . Åñëè æå

ñèñòåìà íåñîâìåñòíà, òî åé ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå êîìèòåòíîå ðåøåíèå, îïðåäåëÿþ-

ùåå ¾ðàçìûòîå¿ ðåøåíèå � íåêîòîðîå ¾îáëàêî¿ ýëåìåíòîâ, îáëàäàþùåå îñíîâíûìè

ñâîéñòâàìè ðåøåíèÿ, ñîñðåäîòî÷åííîãî â îäíîì ýëåìåíòå.

Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà (2) ìîæåò áûòü êàê íåñîâìåñòíîé, òàê è íåôîðìàëè-

çîâàííîé. Òîãäà íåîáõîäèìî ïðèìåíèòü àëãîðèòìû êëàññèôèêàöèè äëÿ âîññòàíîâ-

ëåíèÿ íåèçâåñòíûõ îãðàíè÷åíèé γs, s ∈ S, à çàòåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå êîìèòåòà

ñèñòåìû (2) êàê êîíñòðóêöèþ äëÿ íåîäíîçíà÷íîé èíòåðïðåòàöèè ïðîòèâîðå÷èâûõ

äàííûõ. Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà êîìèòåòà äëÿ ðåøåíèÿ ïëîõî

ôîðìàëèçóåìûõ è ïðîòèâîðå÷èâûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè [8].

Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îñíîâíàÿ íàïðàâëåííîñòü ìåòîäà êîìèòåòîâ

â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè � ýòî ïðåîäîëåíèå ïðîáëåìû ïðîòèâîðå÷èâîñòè ñèñòåìû

îãðàíè÷åíèé îñíîâàííîå íà èäåè êîíñèëèóìà � âûðàáîòêè ðåçóëüòèðóþùåãî êîë-

ëåêòèâíîãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå ãðóïïû ðåøàþùèõ ïðàâèë, ïîçâîëÿþùåãî îñëàáèòü

¾æåñòêèå¿ ïðîòèâîðå÷èâûå îãðàíè÷åíèÿ è îñóùåñòâëÿòü ïîèñê ðåøåíèé äëÿ íåñîá-

ñòâåííûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè.

Õî÷åòñÿ îòìåòèòü òîò ôàêò, ÷òî ïðè íåïîëíîòå íà÷àëüíûõ äàííûõ è âîññòàíîâëå-

íèè íåäîñòàþùèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííîñòü âîññòàíàâ-

ëèâàåìîé ìîäåëè èñõîäíîé çàäà÷å. Åñëè íå ó÷èòûâàòü ýòîãî, à íàâÿçûâàòü êàêóþ-òó

¾óäîáíóþ¿ äëÿ ðåøåíèÿ ìîäåëü è âîññòàíàâëèâàòü åå ïàðàìåòðû (íàïðèìåð, ñ ïî-

ìîùüþ ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ), òî ìîæíî ïîëó÷èòü ñêîëü óãîäíî íåòî÷íîå

ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.

Â ðàáîòå [1] äåòàëüíî èçó÷àþòñÿ çàäà÷è ⟨Bn,R, f,Ω ⟩ ïñåâäîáóëåâîé îïòèìèçàöèè
ñ ÷àñòè÷íîé èíôîðìàöèåé; ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè äëÿ

ëèíåéíîé öåëåâîé ôóíêöèè f , ïðåäëîæåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîãî ñëó÷àÿ

è àëãîðèòì íàïðàâëåííîãî ïåðåáîðà íà îñíîâå ëèíåàðèçóþùåé ñõåìû âåòâëåíèÿ äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè ïñåâäîáóëåâîé ôóíêöèè.

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2011
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Ñèíòåòè÷åñêèé ìåòîä [1] ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñëàáîîïðåäåëåííîé ëèíåé-

íîé ïñåâäîáóëåâîé ôóíêöèè ñ äèçúþíêòèâíûì îãðàíè÷åíèåì, îñíîâàí íà íàõîæäå-

íèè ïðè ïîìîùè ïðåöåäåíòíîé èíôîðìàöèè ñèñòåìû îáðàçóþùèõ C̃ = {C1, . . . , Cq}
âûïóêëîãî ìíîãîãðàííîãî êîíóñà K(C̃) ⊂ Rn, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò íåèçâåñòíûé

âåêòîð C0 êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé öåëåâîé ôóíêöèè. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíå-

íèè óñëîâèé C0 ∈ K(C̃), C0 ̸= 0, ∀C ∈ conv(C̃) ⟨C, x∗⟩ = max
x∈Ω

⟨C, x⟩ âûïîëíÿåòñÿ

⟨C0, x
∗⟩ = max⟨C0, x⟩ / x ∈ Ω,

ãäå Ω � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, îïðåäåëÿåìîå äèçúþíêòèâíûì îãðàíè÷å-

íèåì. Íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ Ω åãî ïîêðûòèåì Ω1 ∪ . . . ∪ Ωj ∪ . . . ∪ Ωm òàêèì, ÷òî

(x ∈ Ωj) ⇔ (Kj(x) = 1), j = 1,m, îñóùåñòâëÿåòñÿ ðåøåíèå m çàäà÷ íà âûïóêëîé

îáîëî÷êå ñèñòåìû C̃:

max ⟨λ1C1 + . . .+ λqCq, x⟩ /Kj(x) = 1;

q∑
k=1

λk = 1; λk > 0.

Èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î çíàêàõ íåèçâåñòíîãî âåêòîðà C0

êîýôôèöèåíòîâ öåëåâîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðîñòîå ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ

áóëåâûõ âåêòîðîâ αj ∈ Ωj òàêèõ, ÷òî

∀C ∈ conv(C̃) ∀x ∈ Ω ⟨C,αj⟩ > ⟨C, x⟩,

ïîëó÷èòü îöåíêè

∀C ∈ conv(C̃) Aj 6 max
x∈Ωj

⟨C, x⟩ = ⟨C,αj⟩ 6 Bj

è óñëîâèå:

∃Aj∗ : Aj∗ > Bj, j∗ ̸= j, j ∈ 1,m.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ èñõîäíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ òî÷íî:

⟨C0, αj∗⟩ = max ⟨C0, x⟩ / x ∈ Ω;

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåòèêî-èãðîâîé ïîäõîä ê âûáîðó ðåøåíèÿ, ïðè-

âîäÿùèé ê ðåøåíèþ ìàòðè÷íîé èãðû.

Â ñëó÷àå, êîãäà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ èçâåñòíà òî÷íî, à îãðàíè÷åíèÿ çàäàíû â âèäå

íàáîðà ïðåöåäåíòîâ è èçâåñòíî, ÷òî îíè ëèíåéíû, òî ïðè óñëîâèè, ÷òî õàðàêòåðèñòè-

÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïðîèçâîëüíîãî îáúåêòà x ∈ X îáëàñòè äîïóñòèìûõ

ðåøåíèé Ω ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, òî ïðèìåíåíèå êîððåêòíîãî àëãîðèòìà ðàñïîçíàâà-

íèÿ îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.

¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê iíôîðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2011
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Âûâîä

Íåñìîòðÿ íà ðàññìîòðåííûå âûøå ìåòîäû è ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷ îïòè-

ìèçàöèè ñ íåïîëíûìè äàííûìè, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðîáëåìà âûáîðà àäåêâàòíîé

îïòèìèçàöèîííîé ìîäåëè è ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ ïðåöåäåíòíîé íà÷àëüíîé

èíôîðìàöèåé ÿâëÿåòñÿ ñëàáî èçó÷åííîé. Åùå äàëåêî íå âñå ìåòîäû è ïîäõîäû ê

ðåøåíèþ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè, ïðîãíîçèðîâàíèÿ

è êëàñòåðèçàöèè, â êîòîðûõ îñíîâíîé èñõîäíîé èíôîðìàöèåé ÿâëÿåòñÿ íàáîð ïðå-

öåäåíòîâ, ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñëàáîîïðåäåëåííûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ ïðå-

öåäåíòíîé íà÷àëüíîé èíôîðìàöèåé î öåëåâîé ôóíêöèè è/èëè îãðàíè÷åíèÿõ. Çàäà÷è

îïòèìèçàöèè ïîäîáíîãî ðîäà, êîíå÷íî æå, ìîæíî ðåøàòü â äâà ýòàïà: âîññòàíîâëåíèå

íåèçâåñòíûõ ýëåìåíòîâ çàäà÷è è ïîñëåäóþùåãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé îïòèìèçàöèîí-

íîé çàäà÷è. Íî òàêîé ïîäõîä, íà íàø âçãëÿä, íå ñîâñåì êîððåêòåí. Íàïðèìåð, ñîãëàñ-

íî [2, 3] èìåþòñÿ ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ â ïîäõîäàõ ê ðåøåíèþ çàäà÷ ïðè íåïîëíîòå

èíôîðìàöèè î öåëåâîé ôóíêöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷àìè ñ òî÷íî çàäàííîé öåëåâîé

ôóíêöèè è ÷àñòè÷íî çàäàííîé îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Ýòî ëèøíèé ðàç äî-

êàçûâàåò, ÷òî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ñ ÷àñòè÷íîé èíôîðìàöèåé ïðîñòî

êàê îáúåäèíåíèå çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ è îïòèìèçàöèè ñ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûìè

äàííûìè íå âñåãäà óìåñòíî è ìîæåò ïðèâîäèòü ê íå àäåêâàòíûì ðåøåíèÿì. Êðî-

ìå òîãî, íåêîòîðûå àëãîðèòìû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ íåîáõîäèìî àäàïòèðîâàòü äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè.

Äî ñèõ ïîð íå ÿñíî, êàêèå ìåòîäû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ è êàê ïðèìåíÿòü äëÿ

ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñ ïðåöåäåíòíîé íà÷àëüíîé èíôîðìàöèåé

äëÿ ïîëó÷åíèÿ àäåêâàòíûõ ðåàëüíûì ïðàêòè÷åñêèì çàäà÷àì ìîäåëåé, äëÿ ïîëó÷å-

íèÿ ðåøåíèé áëèçêèì ê èñòèííûì, à èíîãäà è òî÷íî ñîâïàäàþùèõ ñ íèìè, äëÿ

ïîëó÷åíèÿ îöåíîê íàäåæíîñòè òàêèõ ðåøåíèé. Òàêèì îáðàçîì, àêòóàëüíîé ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîáëåìà ñèíòåçà àëãîðèòìîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ (àëãîðèòìîâ îáó÷åíèÿ ïî

ïðåöåäåíòàì) è ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè.

Èñïîëüçóÿ îñîáåííîñòè ïîäõîäîâ, ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ,

òàêèõ êàê ìåòðè÷åñêèå àëãîðèòìû êëàññèôèêàöèè, áàéåñîâñêèé ïîäõîä ê êëàññè-

ôèêàöèè, àëãîðèòìû êëàñòåðèçàöèè è ðàçëè÷íûå ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè,

ìîæíî ïîëó÷àòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî îïòèìèçàöèîííûõ ìîäåëåé ñ ïðåöåäåíòíîé íà-

÷àëüíîé èíôîðìàöèåé, èçó÷àòü èõ ñâîéñòâà è àíàëèçèðîâàòü ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ.

Ïî ìíåíèþ àâòîðîâ ñòàòüè äàííîå íàïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç àêòóàëüíûõ è

ïåðñïåêòèâíûõ â ñîâðåìåííîé èíôîðìàòèêè è êèáåðíåòèêè.

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2011
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Abstract. In work the general method of construction explosive a spline-interlination for rectangular

element having the trapeze form for the purpose of their use for approach of explosive functions of two

variables is o�ered, which too can have (and can and not have) ruptures of the �rst sort on the lines forming

rectangular elements having the trapeze form. The constructed splines as a special case, explosive splines

and continuous splines include. Are formulated and proved interlinational properties of such explosive

designs.

Âñòóï

Íà äàíèé ÷àñ îñíîâíà óâàãà â òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ñïëàé-

íàìè ïðèäiëåíà íàáëèæåííþ íåïåðåðâíèõ i äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié íåïåðåðâíèìè

òà äèôåðåíöiéîâíèìè ñïëàéíàìè [1-4]. Â òîé æå ÷àñ ïðàêòèêà ïîêàçó¹, ùî ñåðåä

áàãàòîâèìiðíèõ îá'¹êòiâ, ÿêi ïîòðiáíî äîñëiäæóâàòè, çíà÷íî áiëüøà ¨õ êiëüêiñòü îïè-

ñó¹òüñÿ ðîçðèâíèìè ôóíêöiÿìè. Íàïðèêëàä, â ìåòîäàõ êîìï'þòåðíî¨ òîìîãðàôi¨ íà

äàíèé ÷àñ íå äîñòàòíüî ¹ äîñëiäæåíèì âèêîðèñòàííÿ iíôîðìàöi¨ ïðî òå, ùî âíóòðiø-

íÿ ñòðóêòóðà òiëà ëþäèíè ñêëàäà¹òüñÿ ç îðãàíiâ ðiçíî¨ ôîðìè òà ðiçíî¨ ùiëüíîñòi,

òîáòî ìè ìà¹ìî ðîçðèâíó ôóíêöiþ. Ïðè äîñëiäæåííi êîðè Çåìëi çà äîïîìîãîþ äàíèõ

ç êåðíiâ ñâåðäëîâèííîãî áóðiííÿ âèíèêà¹ çàäà÷à âiäíîâëåííÿ âíóòðiøíüî¨ ñòðóêòóðè

ìiæ ñâåðäëîâèíàìè. Ïðè öüîìó î÷åâèäíèì ¹ òîé ôàêò, ùî ùiëüíiñòü  ðóíòó â ðiçíèõ

òî÷êàõ êîðè ¹ íåîäíîðiäíîþ i íàé÷àñòiøå ìà¹ ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó ïðè ïåðåõîäi âiä

îäíi¹¨ ñêëàäîâî¨ êîðè äî iíøî¨ (÷îðíîçåì, ïiñîê, ãëèíà, ãðàíiò òîùî. Òîìó àêòóàëüíîþ

¹ ðîçðîáêà ìåòîäiâ íàáëèæåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêöié.

Âåñü ðîçâèòîê îá÷èñëþâàëüíî¨ òà ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè ãîâîðèòü ïðî òå, ùî âè-

êîðèñòàííÿ êîæíî¨ äîäàòêîâî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî äîñëiäæóâàíèé îá'¹êò ìîæå ïðèâåñòè

äî áiëüø òî÷íîãî i ÿêiñíîãî âiäíîâëåííÿ öüîãî îá'¹êòó. Íàïðèêëàä, â ðîáîòi [5] ïðî-

ïîíó¹òüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ÷åðåïà ëþäèíè i, òàêèì ÷èíîì, áiëüø

òî÷íî âiäíîâëþâàòè âíóòðiøíþ ñòðóêòóð òiëà.

Â ñòàòòi [6] àâòîðàìè áóëè ïîáóäîâàíi ðîçðèâíi ëiíiéíi iíòåðïîëÿöiéíi ñïëàéíè

äëÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨, ùî ìîæå ìàòè ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó. Â
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ðîáîòi [7] áóâ çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä íàáëèæåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêöié äâîõ çìiííèõ

ç ðåêòàíãóëüîâàíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ðîçðèâíèìè iíòåðïîëÿöiéíèìè áiëiíiéíèìè

ñïëàéíàìè.

Ðîçðîáëåíi ìåòîäè â ïîäàëüøîìó áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ

ïëîñêî¨ çàäà÷i ðàäîíiâñüêî¨ êîìï'þòåðíî¨ òîìîãðàôi¨. Äëÿ öüîãî äîöiëüíiøå âèêî-

ðèñòîâóâàòè îïåðàòîðè iíòåðëiíàöi¨ ôóíêöié, îñêiëüêè öi îïåðàòîðè âiäíîâëþþòü

ôóíêöi¨ (ìîæëèâî, íàáëèæåíî) çà âiäîìèìè ¨õ ñëiäàìè íà äàíié ñèñòåìi ëiíié. Òîáòî,

âîíè íàäàþòü ìîæëèâiñòü áóäóâàòè îïåðàòîðè, iíòåãðàëè âiä ÿêèõ ïî âêàçàíèõ ëiíiÿõ

(ëiíiéíi iíòåãðàëè) áóäóòü äîðiâíþâàòè iíòåãðàëàì âiä ñàìî¨ âiäíîâëþâàíî¨ ôóíêöi¨.

Çâiäñè âèòiêà¹, ùî iíòåðëiíàöiÿ ¹ ìàòåìàòè÷íèì àïàðàòîì, ïðèðîäíî ïîâ'ÿçàíèì iç

çàäà÷åþ âiäíîâëåííÿ õàðàêòåðèñòèê îá'¹êòiâ çà âiäîìèìè ¨õ ïðîåêöiÿìè. Â ðîáîòi [8]

áóâ çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä íàáëèæåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêöié äâîõ çìiííèõ ç ðåêòàíãó-

ëüîâàíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ðîçðèâíèìè iíòåðëiíàöiéíèìè ñïëàéíàìè. Áóëè òàêîæ

ïîáóäîâàíi ðîçðèâíi iíòåðëiíàöiéíi ñïëàéíè äëÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié äâîõ çìiííèõ,

îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ÿêèõ ðîçáèâà¹òüñÿ íà ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè [9].

Â äàíié ðîáîòi áóäóþòüñÿ òà äîñëiäæóþòüñÿ iíòåðëiíàöiéíi ðîçðèâíi ñïëàéíè äëÿ

íàáëèæåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêöié ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ, ùî ðîçáèâà¹òüñÿ íà ïðÿìî-

êóòíi òðàïåöi¨ òà ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé çàäàíà ðîçðèâíà ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ f(x, y)

â îáëàñòi D = [0, 1]2. Áóäåìî ââàæàòè, ùî îáëàñòü D ðîçáèâà¹òüñÿ ïðÿìèìè

x0 = 0 < x1 < x2 < ... < xm = 1, y0 = 0 < y1 < y2 < ... < yn = 1 íà ïðÿìî-

êóòíi åëåìåíòè, à êîæíèé ïðÿìîêóòíèê ðîçáèâà¹òüñÿ ïîõèëîþ ëiíi¹þ íà ïðÿìîêóòíó

òðàïåöiþ òà ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê. Òðàïåöi¨ òà òðèêóòíèêè íå âêëàäàþòüñÿ îäèí

â îäèí, à ¨õ ñòîðîíè íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ôóíêöiÿ f(x, y) ìà¹ ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó íà

ãðàíèöÿõ ìiæ öèìè òðàïåöiÿìè òà òðèêóòíèêàìè (íå îáîâ'ÿçêîâî ìiæ âñiìà).

Ìåòîþ ðîáîòè ¹ ïîáóäóâà òà äîñëiäæåííÿ îïåðàòîðiâ ðîçðèâíî¨ ñïëàéí-

iíòåðëiíàöi¨ òàêèõ, ÿêi â êîæíié òðàïåöi¨ ¹ îïåðàòîðàìè ñïëàéí-iíòåðëiíàöi¨ ôóíê-

öi¨ f(x, y).

1. Ìåòîä ïîáóäîâè íàáëèæóþ÷îãî ðîçðèâíîãî

ñïëàéí-iíòåðëiíàíòà

ßêùî (xi, yj) � âóçîë, â ÿêîìó çíàõîäèòüñÿ ïðÿìèé êóò ïðÿìîêóòíèêà, òî ìîæå

çóñòðiòèñÿ ÷îòèðè òèïè òðàïåöié (ðèñ. 1):

TP
(1)
ij = {xi < x < xi+1, yj < y < g

(1)
j+1(x)},TP

(2)
ij = {xi−1 < x < xi, yj < y < g

(2)
j+1(x)},

TP
(3)
ij = {xi < x < xi+1, g

(3)
j−1(x) < y < yj},TP(4)

ij = {xi < x < xi+1, g
(4)
j−1(x) < y < yj},
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TP
(5)
ij = {xi < x < q

(5)
i+1(y), yj < y < yj+1},TP(6)

ij = {q(6)i−1(y) < x < xi, yj < y < yj+1},

TP
(7)
ij = {q(7)i−1(y) < x < xi, yj−1 < y < yj},TP(8)

ij = {xi < x < q
(8)
i+1(y), yj−1 < y < yj},

Ðèñ. 1. Çîáðàæåííÿ ìîæëèâèõ òðàïåöåâèäíèõ åëåìåíòiâ ç ïðÿìèì êó-

òîì ó âóçëi (xi, yj)

Ââàæà¹ìî, ùî íà êîæíié iç ñòîðií çàäàíèõ òðàïåöié ôóíêöiÿ f(x, y) ìîæå ìàòè

(à ìîæå i íå ìàòè) ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó. Ðîçãëÿíåìî òðàïåöiþ òèïó TP
(1)
ij .

Ââàæà¹ìî çàäàíèìè:

1. Ñëiäè ôóíêöi¨ f(x, y) íà ïðÿìié x = xi (ñïðàâà òà çëiâà ïðÿìî¨ âiäïîâiäíî):

φpi(y) = lim
x→xi+0

f(x, y) = f(xi + 0, y),

φmi(y) = lim
x→xi−0

f(x, y) = f(xi − 0, y).

Çíà÷åííÿ â êóòîâèõ òî÷êàõ (xi, yj) òà (xi, g
(1)
j+1(xi)) âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì

÷èíîì:

φppij = φpi(yj) = f(xi + 0, yj + 0),

φpmi,j+1 = φpi(g
(1)
j+1(xi)) = f(xi + 0, g

(1)
j+1(xi)− 0).

2. Ñëiäè ôóíêöi¨ f(x, y) íà ïðÿìié x = xi+1 (ñïðàâà òà çëiâà ïðÿìî¨ âiäïîâiäíî):

φpi+1(y) = lim
x→xi+1+0

f(x, y) = f(xi+1 + 0, y),

φmi+1(y) = lim
x→xi+1−0

f(x, y) = f(xi+1 − 0, y).
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Çíà÷åííÿ â êóòîâèõ òî÷êàõ (xi+1, yj) òà (xi+1, g
(1)
j+1(xi+1)) âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóï-

íèì ÷èíîì:

φmpi+1,j = φpi+1(yj) = f(xi+1 − 0, yj + 0),

φmmi+1,j+1 = φmi+1(g
(1)
j+1(xi+1)) = f(xi+1 − 0, g

(1)
j+1(xi+1)− 0).

3. Ñëiäè ôóíêöi¨ f(x, y) íà ïðÿìié y = yj (íàä òà ïiä ïðÿìîþ âiäïîâiäíî):

ψpj(x) = lim
y→yj+0

f(x, y) = f(x, yj + 0),

ψmj(x) = lim
y→yj−0

f(x, y) = f(x, yj − 0),

òà çíà÷åííÿ ó âiäïîâiäíèõ êóòîâèõ òî÷êàõ:

ψppi,j = ψpj(xi) = f(xi + 0, yj + 0),

ψmpi+1,j = ψpj(xi+1) = f(xi+1 − 0, yj + 0).

4. Ñëiäè ôóíêöi¨ f(x, y) íà ïðÿìié y = g
(1)
j+1(x) (ïiä òà íàä ïðÿìîþ âiäïîâiäíî):

ψmj+1(x) = f(x, g
(1)
j+1(x)− 0),

ψpj+1(x) = f(x, g
(1)
j+1 + 0)

òà çíà÷åííÿ ó âiäïîâiäíèõ êóòîâèõ òî÷êàõ:

ψpmi,j+1 = ψmj+1(xi) = f(xi + 0, g
(1)
j+1(xi)− 0),

ψmmi+1,j+1 = ψmj+1(xi+1) = f(xi+1 − 0, g
(1)
j+1(xi+1)− 0).

Îçíà÷åííÿ. Áóäåìî íàçèâàòè ðîçðèâíèì iíòåðëiíàöiéíèì ïîëiíîìiàëüíèì ñïëàéíîì

â òðàïåöåâèäíîìó åëåìåíòi TP
(1)
ij íàñòóïíó ôóíêöiþ:

Lf(x, y) = (L1 + L2 − L2L1)f(x, y), (1)

äå

L1f(x, y) =
x− xi+1

xi − xi+1

φpi(y) +
x− xi
xi+1 − xi

φmi+1(y),
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L2f(x, y) =
y − yj

g
(1)
j+1(x)− yj

ψmj+1(x) +
y − g

(1)
j+1(x)

yj − g
(1)
j+1(x)

ψpj(x).

Òåîðåìà 1. ßêùî ñëiäè ôóíêöi¨ f(x, y) çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿì:

φppij = ψppij, φmpi+1,j = ψmpi+1,j,

φpmi,j+1 = ψpmi,j+1, φmmi+1,j+1 = ψmmi+1,j+1,

òî îïåðàòîð (1) iíòåðëiíó¹ f(x, y) íà ∂TP
(1)
ij : Lf(x, y)|∂TP

(1)
ij

= f(x, y)|
∂TP

(1)
ij
, òîáòî

Lf(xi, y) = φpi(y), Lf(xi+1, y) = φmi+1(y), (2)

Lf(x, yj) = ψpj(x), Lf(x, g
(1)
j+1(x)) = ψmj+1(x). (3)

Äîâåäåííÿ. Ùîá ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ öèõ óìîâ, çíàéäåìî

L2L1f(x, y) = L2

(
x− xi+1

xi − xi+1

φpi(y) +
x− xi
xi+1 − xi

φmi+1(y)

)
=

=
y − yj

g
(1)
j+1(x)− yj

[
x− xi+1

xi − xi+1

φpmi+1,j +
x− xi
xi+1 − xi

φmmi+1,j+1

]
+ (4)

+
y − g

(1)
j+1(x)

yj − g
(1)
j+1(x)

[
x− xi+1

xi − xi+1

φppi,j +
x− xi
xi+1 − xi

φmpi+1,j

]
.

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ (2), (3):

Lf(xi, y) = L1f(xi, y) + L2f(xi, y)− L2L1f(xi, y) =

= φpi(y) +
y − yj

g
(1)
j+1(xi)− yj

ψmj+1(xi) +
y − g

(1)
j+1(xi)

yj − g
(1)
j+1(xi)

ψpj(xi)−

− y − yj

g
(1)
j+1(xi)− yj

φpmi+1,j −
y − g

(1)
j+1(xi)

yj − g
(1)
j+1(xi)

φppi,j = φpi(y),

îñêiëüêè ç óìîâè òåîðåìè ìà¹ìî, ùî ψmj+1(xi) = ψpmi,j+1 = φpmi,j+1 òà

ψpj(xi) = ψppi,j = φppi,j.

Lf(xi+1, y) = L1f(xi+1, y) + L2f(xi+1, y)− L2L1f(xi+1, y) =

= φmi+1(y) +
y − yj

g
(1)
j+1(xi+1)− yj

ψmj+1(xi+1) +
y − g

(1)
j+1(xj+1)

yj − g
(1)
j+1(xi+1)

ψpj(xi+1)−
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− y − yj

g
(1)
j+1(xi+1)− yj

φmmi+1,j+1 −
y − g

(1)
j+1(xi+1)

yj − g
(1)
j+1(xi+1)

φmpi+1,j = φmi+1(y),

îñêiëüêè ç óìîâè òåîðåìè ìà¹ìî, ùî ψmj+1(xi+1) = ψmmi+1,j+1 = φmmi,j+1 òà

ψpj(xi+1) = ψmpi+1,j = φmpi+1,j.

Lf(x, yj) = L1f(x, yj) + L2f(x, yj)− L2L1f(x, yj) =

=
x− xi+1

xi − xi+1

φpi(yj) +
x− xi
xi+1 − xi

φmi+1(yj)+

+ψpj(x)−
x− xi+1

xi − xi+1

φppi,j −
x− xi
xi+1 − xi

φmpi+1,j = ψpj(x).

Lf(x, gj((1))(x)) = L1f(x, g
(1)
j (x)) + L2f(x, g

(1)
j (x))− L2L1f(x, g

(1)
j (x)) =

=
x− xi+1

xi − xi+1

φpi(g
(1)
j+1(x)) +

x− xi
xi+1 − xi

φmi+1(g
(1)
j+1(x))+

+ψmj+1(x)−
x− xi+1

xi − xi+1

φpmi+1,j −
x− xi
xi+1 − xi

φmmi+1,j+1] = ψmj+1(x).

Òàêèì ÷èíîì, ïåðåâiðåíî âèêîíàííÿ iíòåðëiíàöiéíèõ âëàñòèâîñòåé (2),(3) îïåðàòî-

ðà (1).

Òåîðåìà 1 äîâåäåíà. �

Çàóâàæåííÿ. Ïåðåñòàíîâíiñòü îïåðàòîðiâ âiäñóòíÿ, òîáòî L1L2 ̸= L2L1.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ çàãàëüíîãî âèãëÿäó çàëèøêîâîãî ÷ëåíà òà éîãî îöiíêè ñêî-

ðèñòà¹ìîñÿ ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [10], â ÿêié ïðåäñòàâëåíèé çàëèøêîâèé ÷ëåí äëÿ

íàáëèæåííÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ òðüîõ çìiííèõ îïåðàòîðîì iíòåðôëåòàöi¨ íà ïàðà-

ëåëåïiïåäi ç êðèâîëiíiéíîþ ãðàííþ.

Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1, òîäi äëÿ çàëèøêîâîãî ÷ëåíà

Rf(x, y) = (I − L)f(x, y) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Rf(x, y) =
2∑

k=1

2∑
m=1

P1,k(x)P2,m(x, y)

x∫
xk

y∫
ym(x)

f (p,q)(ξ, η)
(xk − ξ)p−1(ym − η)q−1

(p− 1)!(q − 1)!
dξdη, (5)

1 ≤ p, q ≤ 2, y1(x) = yj, y2(x) = g
(1)
j+1(x), à ïîëiíîìè P1,k(x), P2,m(x, y) ìàþòü

âèãëÿä

P1,1(x) =
x− xi+1

xi − xi+1

, P1,2(x) =
x− xi
xi+1 − xi

,
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P2,1(x, y) =
y − yj

g
(1)
j+1(x)− yj

, P2,2(x, y) =
y − g

(1)
j+1(x)

yj − g
(1)
j+1(x)

.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè îäíà iç ñòîðií òðàïåöi¨ TP
(1)
ij çàäàíà

ôóíêöi¹þ âiä çìiííî¨ x, òî L1L2 ̸= L2L1.

Âèêîðèñòà¹ìî ðiâíiñòü

1− (1− l1)(1− l2) = l1 + l2 − l2l2,

äå l1, l2-äåÿêi äiéñíi ÷èñëà.

Ïiäñòàâèìî çàìiñòü 1 òîòîæíié îïåðàòîð I, à çàìiñòü ÷èñåë l1, l2 îïåðàòîðè L1, L2

âiäïîâiäíî.

I − (I − L1)(I − L2) = L1 + L2 − L2L1 = L,

òîáòî îòðèìàëè îïåðàòîð Lf(x, y).

Òîäi äëÿ çàëèøêó Rf(x, y) çàïèøåìî ðiâíiñòü

Rf(x, y) = (I − L)f(x, y) = (I − L2)(I − L1)f(x, y). (6)

Äëÿ äîâåäåííÿ ôîðìóëè (5) ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì ôàêòîì, ùî çàëèøêîâi ÷ëåíè

ôîðìóëè Ëàãðàíæà â iíòåãðàëüíié ôîðìi çà êîæíîþ iç çìiííèõ ìàþòü âèãëÿä

(I − L1)f(x, y) =
x− xi+1

xi − xi+1

x∫
xi

∂pf(ξ, y)

∂ξp
(xi − ξ)p−1

(p− 1)!
dξ+

+
x− xi
xi+1 − xi

x∫
xi+1

∂pf(ξ, y)

∂ξp
(xi+1 − ξ)p−1

(p− 1)!
dξ,

(I − L2)f(x, y) =
y − g

(1)
j+1(x)

yj − g
(1)
j+1(x)

y∫
yj

∂qf(x, η)

∂ηq
(yj − η)q−1

(q − 1)!
dη+

+
x− yj

g
(1)
j+1(x)− yj

y∫
g
(1)
j+1(x)

∂qf(x, η)

∂ηq
(g

(1)
j+1(x)− η)q−1

(q − 1)!
dη.

Ïiäñòàâèìî öi ðiâíîñòi ó ôîðìóëó (6)

Rf(x, y) = (I − L2)(I − L1)f(x, y) =
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=
y − g

(1)
j+1(x)

yj − g
(1)
j+1(x)

(

y∫
yj

∂qf(x, η)

∂ηq
(yj − η)q−1

(q − 1)!
dη+

+
x− yj

g
(1)
j+1(x)− yj

y∫
g
(1)
j+1(x)

∂qf(x, η)

∂ηq
(g

(1)
j+1(x)− η)q−1

(q − 1)!
dη)×

× x− xi+1

xi − xi+1

(

x∫
xi

∂pf(ξ, y)

∂ξp
(xi − ξ)p−1

(p− 1)!
dξ +

x− xi
xi+1 − xi

x∫
xi+1

∂pf(ξ, y)

∂ξp
(xi+1 − ξ)p−1

(p− 1)!
dξ)

Ïiñëÿ ðîçêðèòòÿ ñêîáîê îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü (5).

Òåîðåìà 2 äîâåäåíà. �

Îöiíèìî ïîõèáêó íàáëèæåííÿ ðîçðèâíî¨ ôóíêöi¨ f(x, y) ïîáóäîâàíèì ðîçðèâíèì

iíòåðëiíàíòîì Lf(x, y), âèçíà÷åíèì ôîðìóëîþ (1) â òðàïåöåâèäíîìó åëåìåíòi TP
(1)
ij .

Òåîðåìà 3. Íåõàé f(x, y) ∈ Cp,q(TP
(1)
ij ), p = 1, 2, q = 1, 2 òà âèêîíóþòüñÿ óìîâè

òåîðåìè 1, òîäi äëÿ çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Rf(x, y) ìà¹ ìiñöå îöiíêà

∥Rf(x, y)∥
C(TP

(1)
ij )

≤M

xi+1∫
xi

g
(1)
j+1(x)∫
yj

|G1(x, ξ)G2(x, y, η)|dξdη, (7)

äå

M = max
(x,y)∈TP

(1)
ij

|f (p,q)(x, y)|,

G1(x, ξ) =

{
x−xi+1

xi−xi+1

(xi−ξ)p−1

(p−1)!
, xi ≤ ξ < x;

− x−xi

xi+1−xi

(xi+1−ξ)p−1

(p−1)!
, x ≤ ξ ≤ xi+1,

G2(x, y, η) =


y−g

(1)
i+1(x)

yj−g
(1)
i+1(x)

(yj−η)q−1

(q−1)!
, yj ≤ η < y;

− y−yj

g
(1)
i+1(x)−yj

(g
(1)
i+1(x)−η)q−1

(q−1)!
, y ≤ η ≤ g

(1)
i+1(x).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî òåîðåìè 2, ôîðìóëó äëÿ çàëèøêîâîãî ÷ëåíà ìîæíà çàïèñàòè ó

âèãëÿäi

Rf(x, y) =

xi+1∫
xi

g
(1)
j+1(x)∫
yj

f (p,q)(ξ, η)G1(x, ξ)G2(x, y, η)dξdη.
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Çàñòîñîâóþ÷è äëÿ öüîãî iíòåãðàëà íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, îäåðæó¹ìî

|Rf(x, y)| ≤ |f (p,q)(x, y)∥
Lµ(TP

(1)
ij )

[

xi+1∫
xi

g
(1)
j+1(x)∫
yj

(G1(x, ξ)G2(x, y, η))
νdξdη]

1
ν ,

µ ≥ 1, ν ≥ 1,
1

µ
+

1

ν
= 1.

Òîìó äëÿ ïîõèáêè íàáëèæåííÿ îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (7).

Òåîðåìà 3 äîâåäåíà. �

Çàóâàæåííÿ. ßêùî îäíîñòîðîííi ñëiäè ôóíêöi¨ íà âiäïîâiäíèõ ëiíiÿõ, ùî óòâî-

ðþþòü ãðàíèöi òðàïåöåâèäíèõ åëåìåíòiâ, çáiãàþòüñÿ, òî ðîçðèâíà ôóíêöiÿ ïåðåòâî-

ðþ¹òüñÿ â íåïåðåðâíó.

2. Ïðèêëàä

Íåõàé ôóíêöiÿ f(x, y) çàäàíà â îäèíè÷íîìó êâàäðàòi [0, 1]2 òàêèì ÷èíîì (ðèñ. 2):

f(x, y) =



x+ y, 0.5 < x < 1, 0.5 < y < 0.5 +
√
0.09[1− (x−0.5)2

0.49
];

x2 + y, 0 < x < 0.5, 0.5 < y < 0.5 +
√
0.09[1− (x−0.5)2

0.49
];

x+ y2, 0 < x < 0.5, 0.5−
√

0.09[1− (x−0.5)2

0.49
] < y < 0.5;

x2 + y2, 0.5 < x < 1, 0.5−
√

0.09[1− (x−0.5)2

0.49
] < y < 0.5.

Ðèñ. 2. Ãðàôi÷íå çîáðàæåííÿ: à) îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(x, y); á)

ôóíêöi¨ f(x, y)
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Òîáòî íà ëiíi¨ åëiïñà (x−0.5)2

0.49
+ (y−0.5)2

0.09
= 1 ôóíêöiÿ f(x, y) ìà¹ ðîçðèâè ïåðøîãî

ðîäó. Íåõàé çàäàíi ëiíi¨:

x1 = 0, x2 = 0.5, x3 = 1,

y1 = 0.5−
√

0.09[1− (x− 0.5)2

0.49
],

y2 = 0.5 +

√
0.09[1− (x− 0.5)2

0.49
].

Âîíè ðîçáèâàþòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(x, y) íà âiñiì òðàïåöåâèäíèõ åëå-

ìåíòiâ ç îäíi¹þ êðèâîëiíiéíîþ ñòîðîíîþ â êîæíîìó åëåìåíòi.

Ñïî÷àòêó ïîáóäó¹ìî ðîçðèâíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ñïëàéí íà çàäàíié ñiòöi, ÿêèé,

íàïðèêëàä, äëÿ òðàïåöi¨ TP
(1)
ij çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

S(x, y) = L1L2f(x, y) = φppij
x− xi+1

xi − xi+1

y − g
(1)
j+1(x)

yj − g
(1)
j+1(x)

+ φmpi+1,j
x− xi
xi+1 − xi

y − g
(1)
j+1(x)

yj − g
(1)
j+1(x)

+

+φpmi,j+1
x− xi+1

xi − xi+1

y − yj

g
(1)
j+1(x)− yj

+ φmmi+1,j+1
x− xi
xi+1 − xi

y − yj

g
(1)
j+1(x)− yj

,

ïðè óìîâi, ùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi φpmi,j+1 = ψpmi,j+1, φppi,j = ψppi,j,

φmmi+1,j+1 = ψmmi+1,j+1, φmpi+1,j = ψmpi+1,j.

Ãðàôi÷íèé âèãëÿä òàêîãî iíòåðïîëÿöiéíîãî ñïëàéíà íàâåäåíèé íà ðèñ. 3.

Ðèñ. 3. Ãðàôi÷íèé âèãëÿä ðîçðèâíîãî ñïëàéí-iíòåðïîëÿíòà äëÿ ôóíêöi¨ f(x, y)
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Çíàéäåìî îöiíêó ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ðîçðèâíî¨ ôóíêöi¨ f(x, y) ïîáóäîâàíîþ ðî-

çðèâíîþ êîíñòðóêöi¹þ S(x, y)

max |f(x, y)− S(x, y)| ≃ 0.025

Òåïåð ïîáóäó¹ìî íà çàäàíié ñiòöi ðîçðèâíèé iíòåðëiíàöiéíèé ñïëàéí Lf(x, y) çà

ôîðìóëîþ (1). Ïiñëÿ ïåðåòâîðåíü ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî àíàëiòè÷íî öåé ñïëàéí ïî-

âíiñòþ çáiãà¹òüñÿ iç çàäàíîþ ôóíêöi¹þ f(x, y), òîáòî Lf(x, y) = f(x, y).

Ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî iíòåðëiíàöiéíèé ðîçðèâíèé ñïëàéí òî÷íî âiäíîâ-

ëþ¹ çàäàíó ðîçðèâíó ôóíêöiþ íà çàäàíié ñiòöi âóçëiâ.

Âèñíîâêè

Òàêèì ÷èíîì, â äàíié ñòàòòi çàïðîïîíîâàíî çàãàëüíèé ìåòîä ïîáóäîâè ðîçðèâíèõ

ñïëàéí-iíòåðëiíàíòiâ äëÿ òðàïåöåâèäíèõ åëåìåíòiâ. Öi ñïëàéíè, ÿê ÷àñòèííèé âèïà-

äîê, âêëþ÷àþòü â ñåáå ðîçðèâíi ñïëàéíè òà íåïåðåðâíi ñïëàéíè. Ñôîðìóëüîâàíî i äî-

âåäåíî òåîðåìè ïðî iíòåðëiíàöiéíi âëàñòèâîñòi òàêèõ ðîçðèâíèõ êîíñòðóêöié. Çîêðå-

ìà, ç öèõ âëàñòèâîñòåé âèòiêà¹ íàñòóïíà òî÷êà çîðó àâòîðiâ: ðîçðèâíi â äåÿêèõ òî÷-

êàõ àáî íà äåÿêèõ ëiíiÿõ ôóíêöi¨ âiä äâîõ çìiííèõ êðàùå íàáëèæóâàòè ðîçðèâíèìè

ñïëàéí-iíòåðëiíàíòàìè. Ïðè öüîìó ìîæíà îòðèìàòè îäíàêîâî âèñîêi îöiíêè ïîõèáêè

íàáëèæåííÿ â êîæíîìó åëåìåíòi ðîçáèòòÿ, ïðèòàìàííi íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèì

ñïëàéí-iíòåðëiíàíòàì.

Íàñòóïíèì êðîêîì àâòîðè ïëàíóþòü çàñòîñóâàòè ðîçðîáëåíó òåîðiþ íàáëèæåííÿ

ðîçðèâíèõ ôóíêöié ðîçðèâíèìè ñïëàéí-iíòåðëiíàíòàìè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äâîâèìiðíî¨

çàäà÷i êîìï'þòåðíî¨ òîìîãðàôi¨.
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Abstract. The method of veri�cation of parallel and distributed system by Component Petry Nets is

o�ered. The using of Component Petry Nets for the design of parallel and distributed systems considerably

diminishes model sizes and abbreviates time of veri�cation. The presented methodology is studied on the

example of veri�cation of task of �ve philosophers.

Ââåäåíèå

Ñåòè Ïåòðè ÿâëÿþòñÿ óäîáíûì ñðåäñòâîì ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà ðàçëè÷íûõ

ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì. Îäíàêî ïðè äåòàëüíîì ìîäåëèðîâàíèè ðå-

àëüíûõ ñèñòåì è îáúåêòîâ âîçíèêàþò ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ áîëüøèìè ðàçìåðàìè

ïîëó÷àþùèõñÿ ñåòåé. Òàêèå ñåòè Ïåòðè ìîãóò ñîäåðæàòü ñîòíè, à èíîãäà è òûñÿ÷è

ýëåìåíòîâ, ÷òî äåëàåò àíàëèç äåòàëüíûõ ìîäåëåé ïðàêòè÷åñêè íåîñóùåñòâèìûì. Äëÿ

ñîêðàùåíèÿ ðàçìåðîâ ìîäåëè è åå áîëüøåé íàãëÿäíîñòè â ðàáîòå [1] áûëà ââåäåíà

â ðàññìîòðåíèå è ïðåäëîæåíà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåëåííûõ

ñèñòåì êîìïîíåíòíàÿ ñåòü Ïåòðè (CN -ñåòü).

Êîìïîíåíòíàÿ ñåòü Ïåòðè õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè îñîáåííîñòÿìè:

• êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ìåñò è ïåðåõîäîâ âêëþ÷àþò ïîäìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèå èç

ñîñòàâíûõ êîìïîíåíò (êîìïîíåíò-ìåñò è êîìïîíåíò-ïåðåõîäîâ);

• ôóíêöèîíèðîâàíèå ñîñòàâíûõ êîìïîíåíò â CN -ñåòè ïîíèìàåòñÿ êàê ìãíîâåí-

íîå âûïîëíåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, ìåñòà è ïåðåõîäû â CN -ñåòè ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûõ òèïîâ, ÷òî

äàåò âîçìîæíîñòü äâóõ àñïåêòíîãî ïîäõîäà ê ôóíêöèîíèðîâàíèþ CN -ñåòè. Ñ îä-

íîé ñòîðîíû, èãíîðèðîâàíèå âíóòðåííåé ðàáîòû ñîñòàâíîé êîìïîíåíòû, ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ðàññìîòðåíèå îòäåëüíûõ ïðåäñòàâèòåëåé èç ãðóïï îäèíàêîâûõ ñîñòàâíûõ

êîìïîíåíò â âèäå îòäåëüíîé ñåòè, íàõîäÿùåéñÿ íåêîòîðîå âðåìÿ â àêòèâíîì ñîñòîÿ-

íèè. Òàêîé ïîäõîä ê ôóíêöèîíèðîâàíèþ ñåòè ïîçâîëÿåò óñòàíàâëèâàòü ñòðóêòóðíûå

ñâîéñòâà ìîäåëè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) åñëè èññëåäóåìîå ñòðóêòóðíîå ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ íà CN -ñåòè, òî ýòî

ñòðóêòóðíîå ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ äåòàëüíîé (áàçîâîé) ìîäåëè èñ-

õîäíîé ñèñòåìû;
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2) åñëè èññëåäóåìîå ñòðóêòóðíîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ íà CN -ñåòè, òî ýòî ñòðóê-

òóðíîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ äåòàëüíîé ìîäåëè ñèñòåìû, åñëè îíî âû-

ïîëíÿåòñÿ íà îäíîì ïðåäñòàâèòåëå èç ãðóïï îäèíàêîâûõ ñîñòàâíûõ êîìïîíåíò

CN -ñåòè.

Àíàëèç CN -ñåòåé ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâîäèòü ñ ïîìîùüþ ôîðìàëüíûõ ìåòîäîâ, îñ-

íîâàííûõ íà ïðèìåíåíèè ôóíäàìåíòàëüíîãî óðàâíåíèÿ è èíâàðèàíòîâ. Èñïîëüçî-

âàíèå CN -ñåòåé â êà÷åñòâå ñðåäñòâà ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî

ïðèìåíÿòü ýòè ìåòîäû è çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü âðåìÿ âåðèôèêàöèè.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ:

• ïîäðîáíîå îïèñàíèå ñòðóêòóðû ñîñòàâíûõ êîìïîíåíò CN -ñåòè, âîçìîæíûõ

óñëîâèé, íàêëàäûâàåìûõ íà ïðàâèëà èõ ïîñòðîåíèÿ (èëè âûäåëåíèÿ (íàõîæäå-

íèÿ) èõ â áàçîâîé ìîäåëè) è îïèñàíèå ðàáîòû ñîñòàâíûõ êîìïîíåíò â CN -ñåòè;

• äåìîíñòðàöèÿ ìåòîäîëîãèè èñïîëüçîâàíèÿ CN -ñåòè äëÿ âåðèôèêàöèè ïàðàë-

ëåëüíûõ ïðîöåññîâ íà ïðèìåðå ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà øèðîêî èçâåñòíîé

çàäà÷è î ïÿòè ôèëîñîôàõ.

Ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå ìîäåëè Ïåòðè çàäà÷è î ïÿòè ôèëîñîôàõ ïîëíîñòüþ

ó÷èòûâàþò âñå âîçìîæíûå îñîáåííîñòè (îïàñíûå ñèòóàöèè: ëîâóøêè, äåäëîêè) ðà-

áîòû äàííîé ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìû, è ïîçâîëÿþò ïðîäåìîíñòðèðîâàòü îñîáåííîñòè

ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîé ìåòîäîëîãèè â ðàìêàõ äàííîé ñòàòüè.

1. Êîìïîíåíòíàÿ ñåòü Ïåòðè

Ïîñòðîåíèå êîìïîíåíòíîé ñåòè Ïåòðè (CN -ñåòè) äëÿ èññëåäóåìîé ïàðàëëåëüíîé

ñèñòåìû, íà÷èíàåòñÿ ñ âûÿâëåíèÿ âîçìîæíûõ ñîñòàâíûõ êîìïîíåíò (êîìïîíåíò-ìåñò

è êîìïîíåíò-ïåðåõîäîâ) â ïðîåêòèðóåìîé äåòàëüíîé ìîäåëè. Äàííîå âûÿâëåíèå íà-

÷èíàåòñÿ íà íà÷àëüíîì ýòàïå ìîäåëèðîâàíèÿ åùå ïðè àíàëèçå èñõîäíîé ñëîæíîé

ñèñòåìû. Ðåçóëüòàò òàêîãî àíàëèçà � âûäåëåíèå ãðóïï îäèíàêîâûõ èëè îäíîòèïíûõ

ïðîöåññîâ. Ýòî ïîçâîëèò íà ýòàïå ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè çàðàíåå îïðåäåëèòü è íåîäíî-

êðàòíî óòî÷íèòü ãðóïïû îäèíàêîâûõ èëè îäíîòèïíûõ ïðîöåññîâ è îôîðìèòü èõ â

âèäå áëîêîâ ñîñòàâíûõ êîìïîíåíò ìîäåëè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìîäåëü, ÿâëÿþùó-

þñÿ äåòàëüíîé (ïîäðîáíîé) ìîäåëüþ èñõîäíîé ñèñòåìû, íî â êîòîðîé îäíîòèïíûå

ïðîöåññû çàêëþ÷åíû â ñîîòâåòñòâóþùèå áëîêè � ñîñòàâíûå êîìïîíåíòû. Ïðè ýòîì,

ðàññìàòðèâàÿ ñîñòàâíûå êîìïîíåíòû êàê ìåñòà è ïåðåõîäû, ïîëó÷èì êîìïàêòíóþ

ìîäåëü (CN -ñåòü) èññëåäóåìîé ñèñòåìû.

Êîìïîíåíòà-ìåñòî Cp ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ó÷àñòîê ñåòè, ìîäåëèðóþùèé íåêî-

òîðûé îäíîòèïíûé ïðîöåññ, íà÷èíàþùèéñÿ è çàêàí÷èâàþùèéñÿ ìåñòîì (ìåñòàìè),
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êîìïîíåíòà-ïåðåõîä Ct � ó÷àñòîê ñåòè, ìîäåëèðóþùèé íåêîòîðûé îäíîòèïíûé ïðî-

öåññ, íà÷èíàþùèéñÿ è çàêàí÷èâàþùèéñÿ ïåðåõîäîì (ïåðåõîäàìè).

Íà àäåêâàòíîñòü ìîäåëè ïðåäëîæåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ïîâëèÿþò.

2. Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå êîìïîíåíòíîé ñåòè Ïåòðè

Êîìïîíåíòíàÿ ñåòü Ïåòðè (CN -ñåòü) � ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, îïèñûâàåìûé

ìíîæåñòâîì:

CN = (P, T, F,W,M0),

ãäå P � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìåñò, ñîñòîÿùåå èç ïîäìíîæåñòâ P1 è P2 (P1 � êî-

íå÷íîå ìíîæåñòâî êîìïîíåíò-ìåñò, P2 � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìåñò, ïîíèìàåìîå â

îáû÷íîì ñìûñëå ìåñò ñåòåé Ïåòðè, îñòàâøèõñÿ ïîñëå âûäåëåíèÿ êîìïîíåíò-ìåñò); T

� êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ, ñîñòîÿùåå èç ïîäìíîæåñòâ T1 è T2 (ñîîòâåòñòâåí-

íî ìíîæåñòâî êîìïîíåíò-ïåðåõîäîâ, è ìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ ïîíèìàåìîå â îáû÷íîì

ñìûñëå ïåðåõîäîâ ñåòåé Ïåòðè, îñòàâøèõñÿ ïîñëå âûäåëåíèÿ êîìïîíåíò-ïåðåõîäîâ),

F ⊆ P × T ∪ T × P � îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè ìåæäó ìåñòàìè è ïåðåõîäàìè,

W : F → N\{0} � ôóíêöèÿ êðàòíîñòè äóã, M0 � íà÷àëüíàÿ ðàçìåòêà ñåòè.

Ìíîæåñòâà P è T óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: P ̸= ∅ , T ̸= ∅ , P ∩T = ∅
(ãðàô CN -ñåòè äîëæåí ñîäåðæàòü õîòÿ áû îäèí ïåðåõîä è îäíî ìåñòî, ïðè÷åì âåð-

øèíà ãðàôà íå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî ýëåìåíòîì ìíîæåñòâ P è T ).

Îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè F è ôóíêöèÿ êðàòíîñòè äóã W îïðåäåëÿþò ôóíêöèþ

èíöèäåíòíîñòè I , çàäàþùóþ ïðàâèëî: I : ((P × T ) ∪ (T × P ) → N) , è îïðåäåëÿþ-

ùóþ òî, ÷òî ýëåìåíòû îäíîãî ìíîæåñòâà äóãàìè ñîåäèíåíû áûòü íå ìîãóò, à òàêæå

îïèñûâàþùóþ íàáîðû âõîäíûõ è âûõîäíûõ ýëåìåíòîâ.

Êîìïîíåíòíàÿ ñåòü ôóíêöèîíèðóåò, ïåðåõîäÿ îò ðàçìåòêè ê ðàçìåòêå, êàê è ðå-

ãóëÿðíàÿ ñåòü. Ñîñòàâíûå êîìïîíåíòû â CN -ñåòè ñâîè ôóíêöèè âûïîëíÿþò ìãíîâåí-

íî: êîìïîíåíòà-ìåñòî Cp � ìãíîâåííîå èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ ðåàëèçàöèè ñîáûòèÿ,

êîìïîíåíòà-ïåðåõîä Ct � ìãíîâåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ñîáûòèÿ, ïðèâîäÿùàÿ ê èçìåíåíèþ

ðàçìåòêè ìåñò âñåõ òèïîâ.

Èññëåäîâàíèå ïðîöåññà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñîñòàâíûõ êîìïîíåíò ñîãëàñíî óñëî-

âèÿì (1), (2) ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ èññëåäóåìîé ñè-

ñòåìû íà ìîäåëè CN -ñåòè.

Óñëîâèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñîñòàâíîé êîìïîíåíòû-ìåñòà. Ôóíêöèîíèðîâàíèå

ñîñòàâíîé êîìïîíåíòû-ìåñòà íà÷èíàåòñÿ ïîñëå ñðàáàòûâàíèÿ åå âõîäíîãî ïåðåõîäà,

â ýòîò ìîìåíò êîìïîíåíòà Cp ïîëó÷àåò ôèøêó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôèøêà ïîìåùà-

åòñÿ (ôèøêè ïîìåùàþòñÿ) â íà÷àëüíîå ìåñòî (âî âñå íà÷àëüíûå ìåñòà) êîìïîíåí-

òû Cp. Âûõîäíîé ïåðåõîä êîìïîíåíòû Cp ñðàáîòàåò òîëüêî òîãäà, êîãäà êîìïîíåíòà
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îòðàáîòàåò è ôèøêà ïåðåìåñòèòüñÿ (ôèøêè ïåðåìåñòÿòñÿ) â ïîñëåäíåå ìåñòî (âî âñå

ïîñëåäíèå ìåñòà) êîìïîíåíòû Cp. Òî åñòü, ïîêà ôèøêà íàõîäèòñÿ â Cp, êîìïîíåíòà-

ìåñòî ðàáîòàåò îò íà÷àëüíîãî äî ôèíàëüíîãî ñâîåãî ñîñòîÿíèÿ, ïðè ýòîì íà÷àëüíàÿ

è ôèíàëüíàÿ ðàçìåòêè êîìïîíåíòû Cp íå ñîâïàäóò.

Óñëîâèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñîñòàâíîé êîìïîíåíòû-ïåðåõîäà. Ôóíêöèîíèðîâà-

íèå ñîñòàâíîé êîìïîíåíòû-ïåðåõîäà íà÷èíàåòñÿ ñ çàïóñêà íà÷àëüíîãî ïåðåõîäà (âñåõ

íà÷àëüíûõ ïåðåõîäîâ) êîìïîíåíòû Ct. Çàâåðøåíèå ðàáîòû êîìïîíåíòû-ïåðåõîäà �

ñðàáàòûâàíèå ïîñëåäíåãî ïåðåõîäà (âñåõ ïîñëåäíèõ ïåðåõîäîâ) êîìïîíåíòû Ct. Íà-

÷àëüíàÿ è ôèíàëüíàÿ ðàçìåòêè êîìïîíåíòû Ct ñîâïàäóò.

Îòäåëüíî îò CN -ñåòè ñîñòàâíûå êîìïîíåíòû íå ðàáîòàþò, ðåàëèçàöèÿ èëè âû-

ïîëíåíèå ïðîèñõîäÿò ëèøü ïîñëå âûïîëíåíèÿ âõîäíîãî óñëîâèÿ äëÿ Ct èëè ïîñëå

ñðàáàòûâàíèÿ âõîäíîãî ïåðåõîäà äëÿ Cp.

3. Ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è î ïÿòè ôèëîñîôàõ

êîìïîíåíòíîé ñåòüþ Ïåòðè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïÿòè ôèëîñîôàõ. Ïÿòü ðàçìûøëÿþùèõ ôèëîñîôîâ ãóëÿþò

â ñàäó. Åñëè ôèëîñîô ÷óâñòâóåò ãîëîä, îí çàõîäèò â ñòîëîâóþ, ãäå ñòîèò êðóãëûé

ñòîë ñ ïÿòüþ ñòóëüÿìè è áëþäîì ñïàãåòòè ïîñðåäè ñòîëà. Íà ñòîëå � ïÿòü âèëîê, ïî

îäíîé ñëåâà è ñïðàâà îò êàæäîãî ñòóëà. Ôèëîñîô áåðåò âèëêè (îáÿçàòåëüíî íóæíî

äâå âèëêè: â ëåâóþ è â ïðàâóþ ðóêè) è åñò ñïàãåòòè. Óòîëèâ ãîëîä, ôèëîñîô êëàäåò

âèëêè íà ñòîë è âûõîäèò â ñàä ðàçìûøëÿòü, ïîêà âíîâü íå ïðîãîëîäàåòñÿ. Òàêèì

îáðàçîì, êàæäûé èç ôèëîñîôîâ Φi (i = 1, 2, 3, 4, 5) âûïîëíÿåò ñåìü äåéñòâèé: 1 � Φi

âõîäèò â ñòîëîâóþ, 2 � Φi áåðåò ëåâóþ âèëêó, 3 � Φi áåðåò ïðàâóþ âèëêó, 4 � Φi åñò

ñïàãåòòè, 5 � Φi êëàäåò ëåâóþ âèëêó, 6 � Φi êëàäåò ïðàâóþ âèëêó, 7 � Φi âûõîäèò

èç ñòîëîâîé.

Ìîäåëü äàííîé çàäà÷è â âèäå CN -ñåòè (Ðèñ. 1) ó÷èòûâàåò âñå âîçìîæíûå âàðè-

àíòû ïîâåäåíèÿ ôèëîñîôîâ è ñèíõðîíèçèðóåò èõ íåçàâèñèìûå äåéñòâèÿ.

Ðåãëàìåíòàöèÿ èñïîëüçîâàíèÿ âèëîê äâóìÿ ñîñåäíèìè ôèëîñîôàìè (îáåñïå÷åíèå

âçàèìíîãî èñêëþ÷åíèÿ) äîñòèãàåòñÿ â ìîäåëè íàëè÷èåì ìåñò p16, p17 , p18, p19 , p20,

êîòîðûå ðàçðåøàþò ñðàáàòûâàíèå òîëüêî îäíîãî èç ïåðåõîäîâ t15 èëè t6 , t7 èëè t8,

t9 èëè t10 , t11 èëè t12 , t13 èëè t14 ñîîòâåòñòâåííî.

Íå äîïóùåíèå ñîñòîÿíèÿ âå÷íîãî îæèäàíèÿ (ëîâóøêè), êîãäà îäèí èç ôèëîñîôîâ

òàê è íå ñóìååò ïîëó÷èòü äîñòóï ê ðåñóðñó (âèëêå) è çàãîâîðà ñîñåäåé, êîãäà îáåäàþò

îäíè è òå æå, îáåñïå÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî â ìîäåëè ïðîïèñàíû äåéñòâèÿ, êîòîðûå äîëæåí

âûïîëíèòü ïîîáåäàâøèé ôèëîñîô ïðåæäå, ÷åì îí ñíîâà áóäåò ïðåòåíäîâàòü íà âèëêó.
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Ðèñ. 1. CN -ñåòü, ìîäåëèðóþùàÿ çàäà÷ó î ïÿòè ôèëîñîôàõ , ãäå P∗ �

êîìïîíåíòà-ìåñòî, ìîäåëèðóþùàÿ îäèí è òîò æå ïðîöåññ

Ðèñ. 2. Êîìïîíåíòà-ìåñòî P∗ â CN -ñåòè, ìîäåëèðóþùåé çàäà÷ó î ïÿòè ôèëîñîôàõ

Íàïðèìåð, ïðîöåññ ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäîâ t5 , t30 äëÿ Φ5 äàåò âîçìîæíîñòü(âðåìÿ)

êóøàòü ëèáî Φ1 , ëèáî Φ4.

Ïðîáëåìà äåäëîêà, êîãäà âñå ôèëîñîôû ñèäÿò çà ñòîëîì, êàæäûé èç íèõ âçÿë ïî

îäíîé âèëêå, è íèêòî íå ìîæåò íà÷àòü åñòü ñïàãåòòè ðåøàåòñÿ â ìîäåëè çà ñ÷åò çà-

ïðåòà íà îäíîâðåìåííîå ïðèñóòñòâèå â ñòîëîâîé áîëåå, ÷åì ÷åòûðåõ ôèëîñîôîâ, ÷òî

îáåñïå÷èâàåòñÿ ìåñòîì p0, êîëè÷åñòâî ôèøåê â êîòîðîì ðàâíî ÷åòûðåì. Ýòî ìåñòî

ñâÿçàíî âõîäíûìè äóãàìè ñ ïåðåõîäàìè ti (i = 1, 2, 3, 4, 5), ñîîòâåòñòâóþùèìè âõîäó

Φi (i = 1, 2, 3, 4, 5) â ñòîëîâóþ. Íà÷àëî ðàáîòû CN -ñåòè îáóñëàâëèâàåòñÿ íàëè÷èåì
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ôèøåê âî âõîäíûõ ìåñòàõ pi (i = 1, 2, 3, 4, 5) (óñëîâèå, ÷òî Φi ïðîãîëîäàëñÿ) ïåðå-

õîäîâ ti (i = 1, 2, 3, 4, 5). Ñðàáàòûâàíèå ýòèõ ïåðåõîäîâ âîçìîæíî äî òåõ ïîð, ïîêà

â äîïîëíèòåëüíîì ìåñòå èìååòñÿ ôèøêà � îáåä ðàçðåøåí, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (åñ-

ëè â ñòîëîâîé óæå îáåäàþò ÷åòûðå ÷åëîâåêà) ôèëîñîô áóäåò æäàòü, ïîêà îäèí èç

îáåäàþùèõ íå îñâîáîäèò åìó ìåñòî.

Ïðåäëàãàåìàÿ CN -ñåòü èìååò òîëüêî îäèí òèï ñîñòàâíûõ êîìïîíåíò � îäíó

êîìïîíåíòó-ìåñòî P∗ (Ðèñ. 2). Êîìïîíåíòà-ìåñòî P∗ , ìîäåëèðóåò ñëåäóþùåå ïîâå-

äåíèå îòäåëüíîãî i-ãî ôèëîñîôà: Φi äåðæèò â ðóêàõ ëåâóþ è ïðàâóþ âèëêè, åñò,

çàêàí÷èâàåò åñòü è ãîòîâ ïîëîæèòü ëåâóþ, ïðàâóþ âèëêè.

4. Ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è î ïÿòè ôèëîñîôàõ êîìïîíåíòíîé

ñåòüþ Ïåòðè ñ èíãèáèòîðíûìè äóãàìè

Ñèíõðîíèçàöèþ íåçàâèñèìûõ äåéñòâèé ôèëîñîôîâ, ïðè èñïîëüçîâàíèå âèëîê

äâóìÿ ñîñåäíèìè ôèëîñîôàìè, ìîæíî îñóùåñòâèòü çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ äîïîë-

íèòåëüíûõ ìåñò ñ èíãèáèòîðíûìè äóãàìè. Èíãèáèòîðíàÿ äóãà áûëà ïðåäëîæåíà â [2]

äëÿ ïðåîäîëåíèÿ îäíîãî èç îãðàíè÷åíèé êëàññè÷åñêèõ ñåòåé Ïåòðè � íåâîçìîæíîñòè

ïðîâåðêè ìåñòà íà îòñóòñòâèå ôèøêè. Èíãèáèòîðíûå äóãè çàïðåùàþò ñðàáàòûâàíèÿ

ïåðåõîäà, åñëè âî âõîäíîé ïîçèöèè, ñâÿçàííîé ñ ïåðåõîäîì èíãèáèòîðíîé äóãîé, íà-

õîäèòñÿ ôèøêà. Â ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè èíãèáèòîðíàÿ äóãà ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì

ñâîáîäû ïðàâîãî ñòîëîâîãî ïðèáîðà: åñëè ïðèáîð çàíÿò, òî ñîñåäíèé ôèëîñîô æäåò,

ïîêà îí îñâîáîäèòñÿ. Ýòèì â ìîäåëè îáåñïå÷èâàåòñÿ íåâîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííîãî

èñïîëüçîâàíèÿ îäíîé è òîé æå âèëêè äâóìÿ îáåäàþùèìè ôèëîñîôàìè.

Èñïîëüçîâàíèå èíãèáèòîðíîé äóãè, ïîçâîëèëî ïðè ìîäåëèðîâàíèè çàäà÷è âûäå-

ëèòü óæå äâà òèïà ñîñòàâíûõ êîìïîíåíò è çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü ìîäåëü. Ìîäåëü

çàäà÷è î ïÿòè ôèëîñîôàõ â âèäå CN -ñåòè ñ èíãèáèòîðíûìè äóãàìè (Ðèñ. 3) ñîäåð-

æèò ñëåäóþùèå ñîñòàâíûå êîìïîíåíòû: êîìïîíåíòó-ìåñòî P∗ (Ðèñ. 4) è êîìïîíåíòó-

ïåðåõîä T∗∗ (Ðèñ. 5). Êîìïîíåíòà-ïåðåõîä T∗∗ ìîäåëèðóåò ïðîöåññ âçÿòèÿ Φi ïðà-

âîé âèëêè, ïðèíÿòèÿ åäû, âîçâðàùåíèå ëåâîé, ïðàâîé âèëêè, âûõîäà èç ñòîëîâîé.

Êîìïîíåíòà- ìåñòî P∗ ìîäåëèðóåò óñëîâèå ïðåáûâàíèÿ ôèëîñîôà â ñòîëîâîé è âçÿ-

òèÿ èì ëåâîé âèëêè.

Ïðè ôîðìàëüíîì îïðåäåëåíèè CN -ñåòè ñ èíãèáèòîðíûìè äóãàìè íåîáõîäèìî îò-

ðàçèòü íàëè÷èå ìíîæåñòâà îáû÷íûõ äóã è ìíîæåñòâà èíãèáèòîðíûõ äóã. Ïîýòîìó

äëÿ îïðåäåëåíèÿ CN -ñåòè ñ èíãèáèòîðíûìè äóãàìè â îïðåäåëåíèè êîìïîíåíòíîé ñå-

òè Ïåòðè âî ìíîæåñòâå F (îòíîøåíèè èíöèäåíòíîñòè ìåæäó ìåñòàìè è ïåðåõîäàìè)

âûäåëèì ïîäìíîæåñòâî F1 äóã (pi, tj), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èíãèáèòîðíûìè.
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Ðèñ. 3. CN -ñåòü ñ èíãèáèòîðíûìè äóãàìè, ìîäåëèðóþùàÿ çàäà÷ó î ïÿ-

òè ôèëîñîôàõ, ãäå P∗ � êîìïîíåíòà-ìåñòî, T∗∗ � êîìïîíåíòà-ïåðåõîä

Ðèñ. 4. Êîìïîíåíòà-ìåñòî P∗ â CN -ñåòè ñ èíãèáèòîðíûìè äóãàìè (Ðèñ. 3)

Ðèñ. 5. Êîìïîíåíòà-ïåðåõîä T∗∗ â CN -ñåòè ñ èíãèáèòîðíûìè äóãàìè

(Ðèñ. 3)

5. Àíàëèç ìîäåëè

Â êà÷åñòâå ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ CN -ñåòåé, èñïîëüçóåìûõ ïðè âåðèôèêàöèè, âû-

áåðåì ìåòîäû ëèíåéíîé àëãåáðû [3, 4]. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ñîñòîÿíèé (ôóíäàìåíòàëü-

íîå óðàâíåíèå) CN -ñåòè èìååò âèä

A · x = d (1),

ãäå d =Mk −M0, (M0, Mk � ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ ðàçìåò-

êè CN -ñåòè), x � âåêòîð ñ÷åòà ñðàáàòûâàíèÿ ïåðåõîäîâ, A � ìàòðèöà èíöèäåíò-

íîñòè.
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Åñëè â êà÷åñòâå ìîäåëè ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ CN -ñåòü ñ èíãèáèòîðíûìè äóãà-

ìè, òî â ìàòðèöå èíöèäåíòíîñòè òàêîé ñåòè ôàêò ïðèìåíåíèÿ èíãèáèòîðíîé äóãè

îòðàçèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîîðäèíàòà (pi, tj, ) â ìàòðèöå èí-

öèäåíòíîñòè ïðè èíãèáèòîðíîé äóãå áóäåò ðàâíà íóëþ, à íå -1, òàê êàê ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ ñâÿçü â ìîäåëè ñóùåñòâóåò, íî äâèæåíèå ôèøêè íå îñóùåñòâëÿåò � ïåðåõîä

ñðàáàòûâàåò, íå îòíèìàÿ ôèøêó ó ìåñòà.

Ðàçðåøèìîñòü ôóíäàìåíòàëüíîãî óðàâíåíèÿ â íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äîñòèæèìîñòè çàäàííîé ðàçìåòêè [3]. Ðåøåíèÿ ñè-

ñòåìû (1) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðàåíèÿ èñêîìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñðàáàòûâà-

íèÿ ïåðåõîäîâ. Äëÿ CN -ñåòè ñòðîÿòñÿ ìíîæåñòâà T - è S- èíâàðèàíòîâ. Ðåøåíèå x

ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé (ÑËÎÄÓ) A · x = 0 , êîãäà

â (1) = M0 = Mk, åñòü T -èíâàðèàíò CN -ñåòè, à ðåøåíèå y ÑËÎÄÓ AT · y = 0 �

S-èíâàðèàíò CN -ñåòè. S-èíâàðèàíò � ýòî ëèíåéíîå îòíîøåíèå íà ðàçìåòêå ïîäìíî-

æåñòâà ìåñò, âûðàæàþùååñÿ â òîì, ÷òî âçâåøåííàÿ ñóììà ðàçëè÷íûõ ôèøåê â ìå-

ñòàõ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé è ðàâíà çíà÷åíèþ, îïðåäåëÿåìîìó íà÷àëüíîé ðàçìåòêîé.

Ïî S- è T -èíâàðèàíòàì óñòàíàâëèâàþòñÿ òàêèå ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà CN -ñåòè, êàê

îãðàíè÷åííîñòü, áåçîïàñíîñòü, ïîâòîðÿåìîñòü, íåïðîòèâîðå÷èâîñòü.

Òåîðåìà 1. Åñëè êîìïîíåíòíàÿ ñåòü Ïåòðè èìååò òîëüêî êîìïîíåíòû-ïåðåõîäû

è îíè æèâû, òî ñòðóêòóðíîå ñâîéñòâî äëÿ äåòàëüíîé ìîäåëè èññëåäóåìîé ñèñòåìû

âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ýòî ñòðóêòóðíîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ íà CN-ñåòè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùèõ ôàêòàõ: æèâîñòü

êîìïîíåíòû-ïåðåõîäà îáóñëàâëèâàåòñÿ íàëè÷èåì ó ýòîé êîìïîíåíòû T -èíâàðèàíòîâ,

êîòîðûå âêëþ÷àþò âñå ïåðåõîäû êîìïîíåíòû, ÷òî îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü ñðà-

áàòûâàíèÿ ëþáîãî ïåðåõîäà è äîñòèæåíèÿ ëþáîé ðàçìåòêè ïðè ôóíêöèîíèðîâàíèè

êîìïîíåíòû-ïåðåõîäà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè çàïóñêå êîìïîíåíòû-ïåðåõîäà åå ðàáîòà

îáåñïå÷èâàåò ñâîáîäíîå äâèæåíèå ôèøêè, à ñëåäîâàòåëüíî íå ìåøàåò âûïîëíèìîñòè

ñâîéñòâ íà CN -ñåòè.

Òåîðåìà 2. Åñëè êîìïîíåíòíàÿ ñåòü Ïåòðè èìååò òîëüêî êîìïîíåíòû-ìåñòà è

ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì êîìïîíåíòàì-ìåñòàì ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ

äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé (ÑËÍÄÓ) ñîâìåñòíû, òî ñòðóêòóðíîå ñâîéñòâî äëÿ äå-

òàëüíîé ìîäåëè èññëåäóåìîé ñèñòåìû âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ýòî ñòðóêòóðíîå ñâîé-

ñòâî âûïîëíÿåòñÿ íà CN-ñåòè.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî èç ñîâìåñòíîñòè ñîîòâåòñòâó-

þùåé ÑËÍÄÓ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå â êîìïîíåíòå-ìåñòå âîçìîæíîñòè ïåðåõîäà èç
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îäíîãî çàäàííîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñîõðàííîñòü ñâîéñòâ, êîòî-

ðûìè îáëàäàåò CN -ñåòü.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Åñëè ó êîìïîíåíòíîé ñåòè Ïåòðè êîìïîíåíòû-ïåðåõîäû ÿâëÿþò-

ñÿ æèâûìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòàì-ìåñòàì ÑËÍÄÓ ñîâìåñòíû, òî

ñòðóêòóðíîå ñâîéñòâî äëÿ äåòàëüíîé ìîäåëè èññëåäóåìîé ñèñòåìû âûïîëíÿåòñÿ,

åñëè ýòî ñòðóêòóðíîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ íà CN-ñåòè.

6. Àíàëèç ìîäåëè çàäà÷è î ïÿòè ôèëîñîôàõ

Âûäåëåíèå îäíîé ñîñòàâíîé êîìïîíåíòû P∗ â ìîäåëè çàäà÷è î ïÿòè ôèëîñîôàõ

ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòè, îòâå÷àþùóþ äàííîé ìîäåëè, ðàçìåð-

íîñòè íå 56×35, à 36×30. Ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè ìîäåëè çàäà÷è î ïÿòè ôèëîñîôàõ

CN -ñåòüþ ñ èíãèáèòîðíûìè äóãàìè èìååò ðàçìåðíîñòü 11× 10 è ïðèâåäåíà íèæå.

−1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 1 1

−1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 −1 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 −1 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 −1 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 −1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 −1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 −1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 −1

Ïîñêîëüêó ðàçìåòêà íà k-ì øàãå Mk ðàâíà íà÷àëüíîé ðàçìåòêå M0

(Mk = M0 = (4, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0)) ñòðîèì ÑËÎÄÓ A · x = 0 . Åå ïîëîæèòåëü-

íûå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ T -èíâàðèàíòàì CN -ñåòè ñ èíãèáèòîðíûìè

äóãàìè:

T1 = (1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0), T2 = (0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0),

T3 = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0), T4 = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0),

T5 = (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1).

Äëÿ ïîèñêà S-èíâàðèàíòîâ ñòðîèì ÑËÎÄÓ AT · y = 0. Åå ðåøåíèÿ � S-

èíâàðèàíòû CN -ñåòè ñ èíãèáèòîðíûìè äóãàìè:

S1 = (0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0), S2 = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0),
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S3 = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0), S4 = (0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0),

S5 = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1), S6 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1).

Ìàòðèöû èíöèäåíòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñòàâíûì êîìïîíåíòàì T∗∗ è P∗ â

CN -ñåòè ñ èíãèáèòîðíûìè äóãàìè, ïðåäñòàâëåíû íèæå.

1 −1 0 0 0

0 1 −1 0 0

0 1 0 −1 0

0 0 1 0 −1

0 0 0 1 −1

(−1, 1)T

Äëÿ ñîñòàâíîé êîìïîíåíòû T∗∗ ôèíàëüíàÿ è íà÷àëüíàÿ ðàçìåòêè ðàâíû

(Mk = M0=(0,0,0,0,0)), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÑËÎÄÓ A · x = 0 ñîâìåñòíà è èìååò îä-

íî ðåøåíèå (1,1,1,1,1) � T -èíâàðèàíò ñîñòàâíîé êîìïîíåíòû T∗∗ . Äëÿ ñîñòàâíîé

êîìïîíåíòû P∗ Mk −M0 = (1,−1), è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÑËÍÄÓ èìååò î÷åíü ïðîñòîé

âèä è åäèíñòâåííîå ðåøåíèå õ=1.

Çíàÿ S-èíâàðèàíòû CN -ñåòè ñ èíãèáèòîðíûìè äóãàìè è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

M(p) ≤ (MT
0 y)/y(p) (y(p) îçíà÷àåò p-þ êîîðäèíàòó âåêòîðà y) , äàþùåå âåðõíþþ

îöåíêó ÷èñëà ôèøåê, êîòîðûå ïîìåùàþòñÿ â ìåñòî p5 [5], ìîæíî îïðåäåëèòü ìàêñè-

ìàëüíîå êîëè÷åñòâî ôèøåê, ïîìåùàþùèõñÿ â ìåñòà èññëåäóåìîé CN -ñåòè:M(pi) = 4

(i = 0, 6, 7, 9, 10), M(pj) = 1 (j = 1, 2, 3, 4, 5, ).

Ïðîâåäåííûé àíàëèç CN -ñåòè ñ èíãèáèòîðíûìè äóãàìè, ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü

ñâîéñòâà äàííîé ìîäåëè.

Òàê, èç òîãî, ÷òî âñå ìåñòà CN -ñåòè ñ èíãèáèòîðíûìè äóãàìè ïîêðûâàþòñÿ ïîçè-

òèâíûìè S-èíâàðèàíòàìè ñëåäóåò, ÷òî CN -ñåòü ñ èíãèáèòîðíûìè äóãàìè ÿâëÿåòñÿ

îãðàíè÷åííîé. Áîëåå òîãî, âåðõíÿÿ îöåíêà ÷èñëà ôèøåê ïðè íà÷àëüíîé ðàçìåòêå

M0 = (4, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0) ðàâíà 4. Ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî â ñòîëîâîé íå ìî-

æåò íàõîäèòüñÿ áîëåå ÷åòûðåõ ÷åëîâåê.

Âñå ïåðåõîäû èññëåäóåìîé CN -ñåòè ïîêðûâàþòñÿ íåíóëåâûìè êîîðäèíàòàìè èç

ìíîæåñòâà T -èíâàðèàíòîâ ñëåäîâàòåëüíî CN -ñåòü ñ èíãèáèòîðíûìè äóãàìè îáëà-

äàåò ñâîéñòâîì ïîâòîðÿåìîñòè. Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî ñâîéñòâà îçíà÷àåò,

÷òî ëþáîé èç ôèëîñîôîâ, ïðîãîëîäàâøèñü, ìîæåò óòîëèòü ãîëîä ïðàêòè÷åñêè áåñêî-

íå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Èññëåäóåìàÿ CN -ñåòü îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåïðîòèâîðå÷èâîñòè, òàê êàê ëþáàÿ

ðàçìåòêà Ì ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìîé èç ñàìîé ñåáÿ, ÷òî äëÿ çàäà÷è îçíà÷àåò âîçìîæ-

íîñòü âñåãäà ïðèõîäèòü â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå.
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Ñ ó÷åòîì óñòàíîâëåííûõ ôàêòîâ: êîìïîíåíòà-ïåðåõîä æèâà, ñîîòåòñòâóþùàÿ

ÑËÍÄÓ äëÿ êîìïîíåíòû-ìåñòà ñîâìåñòà, äåëàåì âûâîä, ÷òî ñâîéñòâà, êîòîðûìè îá-

ëàäàåò CN -ñåòü ñ èíãèáèòîðíûìè äóãàìè, ñîõðàíÿþòñÿ è äëÿ äåòàëüíîé (ïîäðîáíîé)

ìîäåëè çàäà÷è î ïÿòè ôèëîñîôàõ.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå ìåòîäîëîãèÿ âåðèôèêàöèè ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðå-

äåëåííûõ ñèñòåì ïðåäïîëàãàåò êîìïîíåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå èññëåäóåìûõ ñèñòåì

CN -ñåòÿìè è êîìïîíåíòíûé àíàëèç ñâîéñòâ äåòàëüíîé ìîäåëè, îñíîâàííûé íà ìå-

òîäàõ ëèíåéíîé àëãåáðû. Êîìïîíåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü

îáîçðèìóþ ìîäåëü, óäîáíóþ äëÿ àíàëèçà. Êîìïîíåíòíûé àíàëèç ïîçâîëÿåò çíà÷è-

òåëüíî óñêîðèòü ïðîöåññ ïðîâåðêè ñâîéñòâ íà ìîäåëè.
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ÐÅÔÅÐÀÒÛ ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ È ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

Èáðàãèìîâ Í. Ñ. Îá îäíîé çàäà÷å èäåíòèôèêàöèè äëÿ îäíîìåðíîãî
íåëèíåéíîãî ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êâàçèîïòèêè / Í. Ñ. Èáðàãèìîâ //
Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. � 2011. � �2. �
C. 17-29.

ÓÄÊ 517.97

Â äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à iäåíòèôiêàöi¨ äëÿ îäíîìiðíîãî íåëiíiéíîãî

ñòàöiîíàðíîãî ðiâíÿííÿ êâàçiîïòèêè ïðî âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ â êëàñi

êâàäðàòè÷íî ñóìîâíèõ ôóíêöié, êîëè íåëiíiéíà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ ìiñòèòü ñóòî

óÿâíèé êîåôiöi¹íò. Ïðè öüîìó äîâåäåíi òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i iäåíòèôiêàöi¨. Êðiì òîãî, äîâåäåíà òåîðåìà iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó

âiäïîâiäíî¨ ïðÿìî¨ çàäà÷i.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè äëÿ îäíîìåðíîãî íåëèíåé-

íîãî ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êâàçèîïòèêè îá îïðåäåëåíèè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíå-

íèÿ â êëàññå êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé, êîãäà íåëèíåéíàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

ñîäåðæèò ÷èñòî ìíèìûé êîýôôèöèåíò. Ïðè ýòîì äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ

è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè. Êðîìå òîãî, äîêàçàíà òåîðåìà ñó-

ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîé çàäà÷è.

Äîíñêîé Â. È. Ýìïèðè÷åñêîå îáîáùåíèå è ðàñïîçíàâàíèå: êëàññû çàäà÷,
êëàññû ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ïðèìåíèìîñòü òåîðèé. ×àñòü II /
Â. È. Äîíñêîé // Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. �
2011. � �2. � C. 31-42.

ÓÄÊ 519.95

Çàïðîïîíîâàíî êëàñèôiêàöiþ çàäà÷ ðîçïiçíàâàííÿ ïî ¨õ îñíîâíèõ âëàñòèâîñòÿì.

Îáãðóíòîâó¹òüñÿ äîöiëüíiñòü âèáîðó òàêèõ ìåòîäiâ ðiøåííÿ, ÿêi ¹ óçãîäæåíèìè ç

îñîáëèâîñòÿìè êëàñiâ çàäà÷.
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Ïðåäëîæåíà êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ ïî èõ îñíîâíûì ñâîéñòâàì. Îáîñ-

íîâûâàåòñÿ öåëåñîîáðàçíîñòü âûáîðà ìåòîäîâ ðåøåíèÿ, ñîãëàñîâàííûõ ñ îñîáåííî-

ñòÿìè êëàññîâ çàäà÷.

Êîâàëåíêî À. È. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû ÏÂÎ èç
äâóõ ÇÐÊ / À. È. Êîâàëåíêî, Á. Ä. Ìàðÿíèí, Â. Ï. Ñìîëè÷ // Òàâðè÷å-
ñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. � 2011. � �2. � C. 43-49.

ÓÄÊ 519.872

Àíàëiçó¹òüñÿ ÑÌÎ òèïà M/G/2/0 ç îáìåæåíèì ÷àñîì ïåðåáóâàííÿ çàÿâêè ó ñèñòåìè.

Îäíà çàÿâêà ó ñèñòåìè îáñëóãîâóâà¹òüñÿ âiäðàçó ó äâîõ ëiíiÿõ. Ïiä ÷àñ ç'ÿâëåííÿ

äðóãîé çàÿâêè ëiíi¨ îáñëóãîâóâàþòü çàÿâêè îêðåìî. Ó ðîáîòi îòðèìàíî éìîâiðíiñíi

õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìè ó ñòàöiîíàðíîìó ðåæèìó.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÑÌÎ òèïà M/G/2/0 ñ îãðàíè÷åííûì âðåìåíåì ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè

â ñèñòåìå. Îäíà çàÿâêà â ñèñòåìå îáñëóæèâàåòñÿ ñðàçó äâóìÿ ëèíèÿìè. Â ñëó÷àå

ïîÿâëåíèÿ åù¼ îäíîé çàÿâêè ëèíèè îáñëóæèâàþò çàÿâêè ðàçäåëüíî. Íàéäåíû âåðî-

ÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå.

Àíàôèåâ À. Ñ. Îïòèìèçàöèîííûå ìîäåëè ñ ïðåöåäåíòíîé íà÷àëüíîé
èíôîðìàöèåé / À. Ñ. Àíàôèåâ, Â. Ô. Áëûùèê // Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê
èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. � 2011. � �2. � C. 51-57.

ÓÄÊ 519.7

Ó ðîáîòi ðîçãëÿíóòi îñíîâíi ìåòîäè îïòèìiçàöi¨ ç íåïîâíîþ (ïðåöåäåíòíîþ) ïî÷àòêî-

âîþ iíôîðìàöi¹þ. Âèäiëåíà ïðîáëåìà ñèíòåçó ìîäåëåé îïòèìiçàöi¨ ç ïðåöåäåíòíîþ

ïî÷àòêîâîþ iíôîðìàöi¹þ.

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè ñ íåïîëíîé (ïðåöåäåíòíîé)

íà÷àëüíîé èíôîðìàöèåé. Âûäåëåíà ïðîáëåìà ñèíòåçà ìîäåëåé îïòèìèçàöèè ñ ïðåöå-

äåíòíîé íà÷àëüíîé èíôîðìàöèåé.
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Ëèòâèí Î.Ì. Íàáëèæåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêöié äâîõ çìiííèõ ðîçðèâíè-
ìè ñïëàéí-iíòåðëiíàíòàìè ç âèêîðèñòàííÿì òðàïåöåâèäíèõ åëåìåíòiâ /
Î.Ì. Ëèòâèí, Þ. I. Ïåðøèíà // Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è
ìàòåìàòèêè. � 2011. � �2. � C. 59-70.

ÓÄÊ 519.6

Â ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî çàãàëüíèé ìåòîä ïîáóäîâè ðîçðèâíèõ ñïëàéí-iíòåðëiíàíòiâ

äëÿ ïðÿìîêóòíèõ òðàïåöåâèäíèõ åëåìåíòiâ ç ìåòîþ âèêîðèñòàííÿ ¨õ äëÿ íàáëèæåííÿ

ðîçðèâíèõ ôóíêöié âiä äâîõ çìiííèõ, ÿêi òåæ ìîæóòü ìàòè(à ìîæóòü i íå ìàòè)

ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó íà ëiíiÿõ, ùî óòâîðþþòü ïðÿìîêóòíi òðàïåöåâèäíi åëåìåíòè.

Ïîáóäîâàíi ñïëàéíè, ÿê ÷àñòèííèé âèïàäîê, âêëþ÷àþòü â ñåáå ðîçðèâíi ñïëàéíè

òà íåïåðåðâíi ñïëàéíè. Ñôîðìóëüîâàíî i äîâåäåíî òåîðåìè ïðî iíòåðëiíàöiéíi

âëàñòèâîñòi òàêèõ ðîçðèâíèõ êîíñòðóêöié.

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí îáùèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðàçðûâíûõ ñïëàéí-èíòåðëèíàíòîâ äëÿ

ïðÿìîóãîëüíûõ òðàïåöåâèäíûõ ýëåìåíòîâ ñ öåëüþ èñïîëüçîâàíèÿ èõ äëÿ ïðèáëè-

æåíèÿ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå òîæå ìîãóò èìåòü (à ìîãóò

è íå èìåòü) ðàçðûââû ïåðâîãî ðîäà íà ëèíèÿõ, îáðàçóþùèõ ïðÿìîóãîëüíûå òðàïå-

öåâèäíûå ýëåìåíòû. Ïîñòðîåííûå ñïëàéíû, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, âêëþ÷àþò â ñåáÿ

ðàçðûâíûå ñïëàéíû è íåïðåðûâíûå ñïëàéíû. Ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû èíòåð-

ëèíàöèîííûå ñâîéñòâà òàêèç ðàçðûâíûõ êîíñòðóêöèé.

Ëóêüÿíîâà Å.À. Î êîìïîíåíòíîì àíàëèçå ïàðàëëåëüíûõ ðàñïðåäåëåííûõ
ñèñòåì / Å.À. Ëóêüÿíîâà // Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòå-
ìàòèêè. � 2011. � �2. � C. 71-81.

ÓÄÊ 519.713.1:51.681.3

Ïðåäñòàâëåíà ìåòîäîëîãiÿ âåðèôiêàöi¨ ïàðàëåëüíèõ i ðîçïîäiëåíèõ ñèñòåì ç äîïî-

ìîãîþ êîìïîíåíòíèõ ìåðåæ Ïåòði. Âèêîðèñòàííÿ êîìïîíåíòíèõ ìåðåæ Ïåòði äëÿ

ìîäåëþâàííÿ ïàðàëåëüíèõ i ðîçïîäiëåíèõ ñèñòåì çíà÷íî çìåíøó¹ ðîçìiðè ìîäåëi i

ñêîðî÷ó¹ ÷àñ âåðèôiêàöi¨. Ïðåäñòàâëåíà ìåòîäîëîãiÿ âèâ÷åíà íà ïðèêëàäi çàäà÷è

ïðî ï'ÿòü ôiëîñîôiâ.
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Ïðåäñòàâëåíà ìåòîäîëîãèÿ âåðèôèêàöèè ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì ñ

ïîìîùüþ êîìïîíåíòíûõ ñåòåé Ïåòðè. Èñïîëüçîâàíèå êîìïîíåíòíûõ ñåòåé Ïåòðè äëÿ

ìîäåëèðîâàíèÿ ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì çíà÷èòåëüíî óìåíüøàåò ðàç-

ìåðû ìîäåëè è ñîêðàùàåò âðåìÿ âåðèôèêàöèè. Ïðåäñòàâëåííàÿ ìåòîäîëîãèÿ èçó÷åíà

íà ïðèìåðå âåðèôèêàöèè çàäà÷è î ïÿòè ôèëîñîôàõ.

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2011
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ÄÎ ÓÂÀÃÈ ÀÂÒÎÐIÂ!

Ïðî ïiäâèùåííÿ âèìîã äî ôàõîâèõ âèäàíü, âíåñåíèõ äî ïåðåëiêiâ ÂÀÊ
Óêðà¨íè

ÏÎÑÒÀÍÎÂÀ

ÏÐÅÇÈÄI� ÂÈÙÎ� ÀÒÅÑÒÀÖIÉÍÎ� ÊÎÌIÑI� ÓÊÐÀ�ÍÈ
âiä 15.01.2003 ð. �7-05/1

Íåîáõiäíîþ ïåðåäóìîâîþ äëÿ âíåñåííÿ âèäàíü äî ïåðåëiêó íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàíü

Óêðà¨íè ¹ ¨õ âiäïîâiäíiñòü âèìîãàì ïóíêòó 7 ïîñòàíîâè Ïðåçèäi¨ ÂÀÊ Óêðà¨íè âiä

10.02.1999 ð. �1-02/3 �Ïðî ïóáëiêàöi¨ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöié íà çäîáóòòÿ íàóêîâèõ

ñòóïåíiâ äîêòîðà i êàíäèäàòà íàóê òà ¨õ àïðîáàöiþ�.

... Ðåäàêöiéíèì êîëåãiÿì îðãàíiçóâàòè íàëåæíå ðåöåíçóâàííÿ òà ðåòåëüíèé âiäáið ñòà-

òåé äî äðóêó. Çîáîâ'ÿçàòè ¨õ ïðèéìàòè äî äðóêó ó âèäàííÿ 2003 ðîêó òà é ó ïîäàëüøi

ðîêè ëèøå íàóêîâi ñòàòòi, ÿêi ìàþòü òàêi íåîáõiäíi åëåìåíòè: ïîñòàíîâêó ïðîáëåìè

ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi òà ¨¨ çâ'ÿçîê iç âàæëèâèìè íàóêîâèìè ÷è ïðàêòè÷íèìè çàâ-

äàííÿìè; àíàëiç îñòàííiõ äîñëiäæåíü i ïóáëiêàöié, â ÿêèõ çàïî÷àòêîâàíî ðîçâ'ÿçàííÿ

äàííî¨ ïðîáëåìè i íà ÿêi ñïèðà¹òüñÿ àâòîð; âèäiëåííÿ íåâèðiøåíèõ ðàíiøå ÷àñòèí

çàãàëüíî¨ ïðîáëåìè, êîòðèì ïðèñâÿ÷ó¹òüñÿ çàçíà÷åíà ñòàòòÿ; ôîðìóëþâàííÿ öiëåé

ñòàòòi (ïîñòàíîâêà çàäà÷i); âèêëàä îñíîâíîãî ìàòåðiàëó äîñëiäæåííÿ ñ ïîâíèì îá-

ãðóíòóâàííÿì íàóêîâèõ ðåçóëüòàòiâ; âèñíîâêè ç äàíîãî äîñëiäæåííÿ i ïåðñïåêòèâè

ïîäàëüøèõ ðîçâiäîê ó öüîìó íàïðÿìêó.

Ãîëîâà ÂÀÊ Óêðà¨íè Â.Â.Ñêîïåíêî

Â÷åíèé ñåêðåòàð Ë.Ì.Àðòþøèí
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