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Abstract. The problem of stability of the zero solution of a nonlinear system of ordinary di�erential

equations with impulse perturbation at �xed moments in a critical case is considered. To study the

problem we suggest a new approach based on construction of discontinuous Lyapunov functions. The

system of the second order with a cubic nonlinearity is studied on stability by this new approach.

Ââåäåíèå

Ïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ

óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñàìîé ðàçíîîáðàçíîé ïðèðîäû, â òîì ÷èñëå,

ðåøåíèé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûì âîçäåé-

ñòâèåì (èìïóëüñíûõ ñèñòåì). Ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ðàññìàòðèâàëàñü óæå

â ïåðâîé ïóáëèêàöèè, ïîñâÿùåííîé èìïóëüñíûì ñèñòåìàì [1]. Â ìîíîãðàôèè [2] áûëè

èçëîæåíû îñíîâû ìåòîäà ôóíêöèé Ëÿïóíîâà äëÿ ýòîãî êëàññà óðàâíåíèé. Ðåøåíèÿ

èìïóëüñíûõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ðàçðûâíûìè è äëÿ èññëåäîâàíèÿ èõ óñòîé÷èâîñòè åñòå-

ñòâåííî èñïîëüçîâàòü ðàçðûâíûå ïî âðåìåíè ôóíêöèè Ëÿïóíîâà [3, 4]. Îáðàòèìîñòü

îñíîâíûõ òåîðåì ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà äëÿ èìïóëüñíûõ ñèñòåì â òåðìèíàõ ðàç-

ðûâíûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé îáîñíîâàíà â ðàáîòàõ [6] � [10]. Îäíàêî ïîäáîð

ïîäõîäÿùåé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, óäîâëåòâîðÿþùåé ýòèì òåîðåìàì, ÷àñòî îêàçûâàåò-

ñÿ ÷ðåçâû÷àéíî òðóäíûì. Ïîýòîìó ïîëó÷åíèå íîâûõ òåîðåì î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ

óñòîé÷èâîñòè, äîïóñêàþùèõ áîëåå øèðîêèé êëàññ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé, ÿâëÿ-

åòñÿ ïðàêòè÷åñêè âàæíûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé.

Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè èìïóëüñíûõ ñèñòåì èìååò ìíîãî îáùåãî ñ êëàññè÷åñêèìè

ðåçóëüòàòàìè ïî óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé. Äëÿ èìïóëüñíûõ ñèñòåì èçâåñòåí àíàëîã òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó

ïðèáëèæåíèþ è àêòóàëüíà ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè â êðèòè÷åñêèõ ñëó-

÷àÿõ. Òåîðèÿ êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ äëÿ ñèñòåì ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì íàõîäèòñÿ

ïîêà â íà÷àëüíîé ñòàäèè ðàçðàáîòêè è íàì èçâåñòíû åäèíè÷íûå ïóáëèêàöèè íà ýòó

òåìàòèêó, íàïðèìåð, ñòàòüè Â.È.Ñëûíüêî ñ ñîàâòîðàìè [11, 12].



6 Àíàøêèí Î. Â., Ìèòüêî Î. Â.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåäåí àíàëèç îäíîãî êðèòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ äëÿ ñèñòåìû

óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ñ

ïîìîùüþ ðàçðûâíîé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì òåîðåì

îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè, ÿâëÿþùèõñÿ ìîäèôèêàöèÿìè

ðåçóëüòàòîâ èç ðàáîò àâòîðîâ [13, 14].

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èìïóëüñ-

íûì âîçäåéñòâèåì â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè

ẋ = f(t, x), t ̸= τk,

∆x|t=τk = Jk(x),
(1)

ãäå x ∈ Rn, 0 ≤ τ1 < τ2 < . . . � ìîìåíòû èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ, τk+1 − τk ≥ θ > 0,

∆x|t=τk = x(τk + 0) − x(τk − 0) � ñêà÷îê ðåøåíèÿ x(t) â ìîìåíò τk, k = 1, 2, . . ..

Ñèñòåìà èìååò íóëåâîå ðåøåíèå: f(t, 0) = Jk(0) = 0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî

ôóíêöèè f(t, x) è Jk(x) îáåñïå÷èâàþò îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíîé çàäà-

÷è. Èñïîëüçóåòñÿ îáû÷íîå îáîçíà÷åíèå x(t) = x(t; t0, x
0) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

äëÿ ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0 + 0) = x0 (òàêèì îáðàçîì ó÷èòûâàåòñÿ

âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî íà÷àëüíûé ìîìåíò ñîâïàäàåò ñ ìîìåíòîì èìïóëüñíîãî âîç-

äåéñòâèÿ). Â òåîðèè èìïóëüñíûõ ñèñòåì òðàäèöèîííî ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü

ðåøåíèé ñëåâà, ò. å. x(t) = x(t− 0).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Br ⊂ Rn îòêðûòûé øàð ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íóëå,

Br = {|x| < r}. Çäåñü è äàëåå | · | � íîðìà â Rn.

Íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) íàçîâåì

� óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0 è t0 ≥ 0 íàéäåòñÿ δ(ε, t0) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ

ëþáîãî x0 ∈ Bδ x(t; t0, x
0) ∈ Bε ïðè âñåõ t ≥ t0;

� ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ

ëþáûõ t0 ≥ 0 è x0 ∈ Bδ x(t; t0, x
0) ∈ Bε ïðè âñåõ t ≥ t0;

� ðàâíîìåðíî ïðèòÿãèâàþùèì, åñëè íåêîòîðîãî η > 0 è äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåò-

ñÿ σ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ t0 ≥ 0 è x0 ∈ Bη x(t; t0, x
0) ∈ Bε ïðè âñåõ t ≥ t0+σ(ε);

� ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî

óñòîé÷èâûì è ðàâíîìåðíî ïðèòÿãèâàþùèì.

Ðåøåíèå, íå ÿâëÿþùååñÿ óñòîé÷èâûì, íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ¾êëàññ Õàíà¿ � ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ñòðîãî âîç-

ðàñòàþùèõ ôóíêöèé a : R+ → R+, a(0) = 0, è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæå-

ñòâî T =
∞∪
k=1

(τk, τk+1). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìîìåíòû èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ τk
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ðàñïðåäåëåíû áîëåå èëè ìåíåå ðàâíîìåðíî, à èìåííî, ïóñòü 0 < θ1 ≤ τk+1 − τk ≤ θ2,

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ θ1 ≤ θ2.

Â äàëüíåéøåì ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò ëèíåàðèçàöèÿ ñèñòåìû (1) â íóëå

ẏ = A(t)y, t ̸= τk,

∆y|t=τk = Bky,
(2)

ãäå |f(t, y) − A(t)y| = o(|y|), |Jk(y) − Bky| = o(|y|) ïðè |y| → 0 ðàâíîìåðíî ïî t ≥ 0

è k = 1, 2, . . ..

Ïóñòü φ : [a, b] → Rn � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b] ⊂ R ôóíê-

öèÿ, èìåþùàÿ íà íåì íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàçðûâîâ ïåðâîãî ðîäà. Îáîçíà-

÷èì ∥φ∥[a,b] = sup{|φ(t)|, t ∈ [a, b]} íîðìó â ïðîñòðàíñòâå KC([a, b]) âñåõ òàêèõ ôóíê-
öèé.

Èñïîëüçóÿ ëåììó Ãðîíóîëëà, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ðîñòà íîðìû ðåøåíèÿ ñè-

ñòåìû (1) íà ïðîèçâîëüíîì êîíå÷íîì îòðåçêå [t0, t0 + T ]: |x(t; t0, x0)| ≤ |x0|Const,
ãäå Const çàâèñèò òîëüêî îò äëèíû ïðîìåæóòêà T . Îöåíêó íîðìû ðàçíîñòè ðåøå-

íèé ñèñòåì (1) è (2) íà îòðåçêå [t0, t0 + T ] ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè òåîðåìû 2.5

èç [1, ñòð. 19] (òåîðåìà 4 â [5, ñòð. 25]):

|x(t; t0, x0)− y(t; t0, x
0)| ≤ ∥x− y∥[t0,t0+T ] = o(|x0|) ïðè |x0| → 0. (3)

Ïðè ýòîì îöåíêà ðàâíîìåðíà îòíîñèòåëüíî t0 ≥ 0 è x0 èç çàäàííîé îêðåñòíîñòè íóëÿ

è çàâèñèò òîëüêî îò âåëè÷èíû T .

2. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà G = R+×D è G = T ×D , ãäå D � íåêîòîðàÿ

îêðåñòíîñòü íóëÿ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ V : G→ R, V : (t, x) 7→ V (t, x), ïðèíàäëåæèò êëàñ-

ñó V1, åñëè

1) ôóíêöèÿ V íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà ìíîæåñòâå G ;

2) äëÿ âñÿêîãî x èç D è k = 1, 2, . . .

lim
t→τk−0

V (t, x) = V (τk, x)

è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
(t,z)→(τk+0,x)

V (t, z) = V (τk + 0, x).
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Ñëåäóÿ [3], áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü f ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé â (1) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå (τk, τk+1] × D è äëÿ êàæäîãî x ∈ D

ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
(t,z)→(τk+0,x)

f(t, z),

k = 1, 2, . . .. Èíûìè ñëîâàìè, ìû äîïóñêàåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü f(t, x) äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ â (1) èìååò ïî ïåðåìåííîé t ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà.

Èñïîëüçóÿ àïðèîðíûå îöåíêè âèäà (3), ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå òåîðåìû î

äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðå-

øåíèÿ ñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì âèäà (1).

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî 0 < h â îáëàñòè Gh = R× Bh ⊂ G

ñóùåñòâóþò ôóíêöèè V ∈ V1 è Φ: Gh → R òàêèå, ÷òî:

(i) a(|x|) ≤ V (t, x) ≤ b(|x|) äëÿ íåêîòîðûõ a, b ∈ K ;

(ii) V̇
∣∣∣
(1)

≤ Φ(t, x) äëÿ (t, x) ∈ Gh;

(iii) ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå d > 1 è M > 0 òàêèå,÷òî

|Φ(t, x)| ≤M |x|d, |Φ(t, x′)− Φ(t, x′′)| ≤Mrd−1|x′ − x′′|

äëÿ (t, x′), (t, x′′) ∈ T ×Br ïðè âñÿêîì r ∈ (0, h);

(iv) ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå T0 > 0 è δ0 > 0 òàêèå,÷òî äëÿ âñåõ (t0, x
0) èç Gh

ïðè ∆t ≥ T0
t0+∆t∫
t0

Φ(t, y(t; t0, x
0)) dt ≤ −δ0|x0|d∆t,

ãäå y(t; t0, x
0) � ðåøåíèå ëèíåàðèçàöèè (2);

(v) V (τk, x+ Jk(x))− V (τk, x) ≤ 0, k = 1, 2, . . .

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Îáëàñòüþ ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè V : G → R, V (t, 0) ≡ 0, íàçîâåì ìíîæå-

ñòâî {V > 0} = {(t, x) ∈ G : V (t, x) > 0}. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáëàñòü {V > 0}
ïðèìûêàåò ê íóëþ, åñëè ïðè âñÿêîì t ≥ 0 è ñêîëü óãîäíî ìàëîì ρ > 0 ìíî-

æåñòâî {V > 0}t = {x ∈ D : V (t, x) > 0} èìååò îòêðûòîå ïåðåñå÷åíèå ñî ñôå-

ðîé {|x| = ρ}.
Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ìû òàêæå

áóäåì ôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ñâîéñòâ ðàçðûâíîé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè V

èç êëàññà V1.
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Òåîðåìà 2 ([14]). Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå τ ≥ 0, h > 0 è ôóíêöèè V ∈ V1,

Φ: [τ,∞)×Bh → R, b ∈ K òàêèå, ÷òî:

(i) ôóíêöèÿ V îáëàäàåò ïðèìûêàþùåé ê íóëþ îáëàñòüþ ïîëîæèòåëüíî-

ñòè {V > 0} è V (t, x) ≤ b(|x|) â îáëàñòè {V > 0};
(ii) V̇

∣∣∣
(1)

(t, x) ≥ Φ(t, x) â îáëàñòè T ×Bh;

(iii) ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå d > 1 è M > 0 òàêèå,÷òî

|Φ(t, x)| ≤M |x|d, |Φ(t, x′)− Φ(t, x′′)| ≤Mrd−1|x′ − x′′|

äëÿ (t, x′), (t, x′′) ∈ T ×Br ïðè âñÿêîì r ∈ (0, h);

(iv) ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå T0 > 0 è δ0 > 0 òàêèå,÷òî äëÿ âñåõ (t0, x
0) èç îáëà-

ñòè ïîëîæèòåëüíîñòè {V > 0} ïðè ∆t ≥ T0

t0+∆t∫
t0

Φ(t, y(t; t0, x
0)) dt ≥ δ0|x0|d∆t,

ãäå y(t; t0, x
0) � ðåøåíèå ëèíåàðèçàöèè (2);

(v) V (τk, x+ Jk(x))− V (τk, x) ≥ 0, k = 1, 2, . . .

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) íåóñòîé÷èâî.

3. Èññëåäîâàíèå îäíîãî êðèòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ óñòîé÷èâîñòè

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ èìïóëüñíûì âîç-

äåéñòâèåì

ẋ1 = λkx1 +Xk(x),

ẋ2 = λ̄kx2 + X̄k(x), τk < t < τk+1,

x1(τk + 0) = x1(τk) exp(−αk−1θk−1),

x2(τk + 0) = x2(τk) exp(−αk−1θk−1), k ∈ Z,

(4)

ãäå λk = αk+iβk ∈ C, αk, βk ∈ R, Xk(x) =
∑
|ν|=3

ak,νx
ν , ν � ìóëüòèèíäåêñ, ak,ν ∈ C, ÷åð-

òà íàä ñèìâîëîì îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, τk = τk−1+θk−1, θk ≥ const > 0,

k ∈ Z. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λk}, {θk}, {ak,ν} ÿâëÿþòñÿ p-ïåðèîäè÷åñêèìè äëÿ íåêî-

òîðîãî íàòóðàëüíîãî p. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå p = 1 ïîëó÷èì ñèñòåìó ñ ïîñòîÿííû-

ìè ïàðàìåòðàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà âå-

ùåñòâåííîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïåðåìåííûå x1 è x2 êîìïëåêñíî

ñîïðÿæåíû.
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Ñèñòåìà ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååò âèä

ẏ1 = λky1,

ẏ2 = λ̄ky2, τk < t < τk+1,

y1(τk + 0) = y1(τk) exp(−αk−1θk−1),

y2(τk + 0) = y2(τk) exp(−αk−1θk−1), k ∈ Z,

(5)

è ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, íî íå àñèìïòîòè÷åñêè. Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå (4) íàáëþ-

äàåòñÿ êðèòè÷åêèé ñëó÷àé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè.

Ïóñòü τk0−1 < t0 ≤ τk0 . Îòìåòèì ëåãêî ïðîâåðÿåìûå íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñ-

ëåíèåì ñâîéñòâà ðåøåíèÿ y(t) = y(t; t0, y
0) çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåàðèçàöèè (5) ñ íà-

÷àëüíûì óñëîâèåì y(t0+0) = y0. Ïðè ýòîì ìû áóäåì âûïèñûâàòü òîëüêî âûðàæåíèÿ

äëÿ ïåðâîé ïðîåêöèè y1, ò.ê. âòîðàÿ ïðîåêöèÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîé.

Âî-ïåðâûõ, |y(τk0 + 0)| = |y(t0)|Const.
Âî-âòîðûõ, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ≥ k0

y1(τk+1 + 0) = y1(τk+1) exp(−αkθk) =

= y1(τk + 0) exp(λkθk) exp(−αkθk) = y1(τk + 0) exp(iβkθk), (6)

ñëåäîâàòåëüíî

|y1(τk+1 + 0)| = |y1(τk + 0)| = · · · = |y1(τk0 + 0)| = |y1(t0)|Const.

Â-òðåòüèõ, èç (6) âûòåêàåò ðàâåíñòâî

y1(τk+2 + 0) = y1(τk+1 + 0) exp(iβk+1θk+1) = y1(τk + 0) exp[i(βkθk + βk+1θk+1)],

Ïðîäîëæàÿ âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷èì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k ≥ k0

y1(τk+p+0) = y1(τk+0) exp[i(βkθk+βk+1θk+1+. . .+βk+p−1θk+p−1)] = y1(τk+0) exp(iΘ),

ãäå

Θ = β1θ1 + β2θ2 + . . .+ βp−1θp−1 (7)

â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {βk} è {θk}. È âîîáùå, äëÿ ëþáîãî íàòó-

ðàëüíîãî s

y1(τk+ps + 0) = y1(τk + 0) exp(isΘ). (8)

Â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâè-

ÿì îäíîé èç ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå òåîðåì, âîçüìåì ïåðâûé èíòåãðàë ëèíåéíîãî

ïðèáëèæåíèÿ (5):

V (t, x) = x1x2 exp[−2αk(t− τk)] ïðè τk < t ≤ τk+1.
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Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ýòà ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, äîïóñêàåò áåñêîíå÷-

íî ìàëûé âûñøèé ïðåäåë, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îáëàñòè G è èìååò ïî

âðåìåíè t ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà â òî÷êàõ t = τk, à èìåííî

V (τk + 0, x) = x1x2 = |x1|2, V (τk, x) = x1x2 exp(−2αk−1θk−1).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ V ïðèíàäëåæèò êëàññó V1. Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî k

∆V |t=τk = V (τk + 0, y exp(−αk−1θk−1))− V (τk, y) = 0, (9)

ïîýòîìó V (t, y(t; t0, y
0)) ≡ V (t0, y

0) ïðè âñåõ t ≥ t0 è ÿâëÿåòñÿ ¾íàñòîÿùèì¿ ïåð-

âûì èíòåãðàëîì ëèíåàðèçàöèè (5), ñîõðàíÿÿ ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå âäîëü ëþáîé èíòå-

ãðàëüíîé êðèâîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì (5) äàæå â ìîìåíòû

èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ. Ýòî çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî âûáðàííîãî íàìè ïåðâîãî èí-

òåãðàëà ëèíåàðèçàöèè (5) ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì.

Íà èíòåðâàëå τk < t < τk+1

V̇
∣∣∣
(4)

(t, x) = exp[−2αk(t− τk)]
∑
|ν|=3

ak,νx
ν1
1 x

ν2+1
2 +K.C. = Φ(t, x),

ãäå K.C. � êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ.

Ïóñòü x(t) = x(t; t0, x
0) � ðåøåíèå ñèñòåìû (4). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåí-

ñòâî (9), ïîëó÷èì

V (t, x(t)) = V (t0, x
0) +

t∫
t0

Φ(t, x(t)) dt =

= V (t0, x
0) +

t∫
t0

Φ(t, y(t)) dt+

t∫
t0

[Φ(t, x(t))− Φ(t, y(t))] dt, (10)

ãäå y(t) = y(t; t0, x
0) � ðåøåíèå ëèíåàðèçàöèè (5). Èíòåãðàë îò Φ(t, y(t)) ïðåäñòàâèì

â ñëåäóþùåì âèäå

t∫
t0

Φ(t, y(t)) dt =

τk0∫
t0

Φ(t, y(t)) dt+

+
N∑
s=0

 τk0+1+ps∫
τk0+ps

Φ(t, y(t)) dt+

τk0+2+ps∫
τk0+1+ps

Φ(t, y(t)) dt+ . . .+

τk0+p+ps∫
τk0+p−1+ps

Φ(t, y(t)) dt

+
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+

t∫
τk0+p+pN

Φ(t, y(t)) dt. (11)

Îöåíèì èíòåãðàë îò îäíî÷ëåíà
τk+1+ps∫
τk+ps

yν11 (t)yν2+1
2 (t) exp[−2αk(t− τk+ps)] dt.

Íà äàííîì èíòåðâàëå (τk+ps, τk+1+ps) ñ ó÷åòîì (8) èìååì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó

äëÿ y1(t):

y1(t) = y1(τk+ps + 0) exp[λk(t− τk+ps)] = y1(τk + 0) exp(isΘ) exp[λk(t− τk+ps)], (12)

Êëþ÷åâóþ ðîëü â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ èãðàåò ìíîæèòåëü exp(isΘ) (ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî Θ ̸= 0) â ýòîì âûðàæåíèè äëÿ y1(t), çàâèñÿùèé îò s. Ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî
τk+1+ps∫
τk+ps

yν11 (t)yν2+1
2 (t) exp[−2αk(t−τk+ps)] dt = yν11 (τk+0)yν2+1

2 (τk+0)C exp[is(ν1−ν2−1)Θ],

ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò s. Ïîñêîëüêó ïðè ν1 − ν2 − 1 ̸= 0

sup
N∈N

∣∣∣∣∣
N∑
s=0

exp[is(ν1 − ν2 − 1)Θ]

∣∣∣∣∣ <∞,

òî íà çíàê èíòåãðàëà
t∫

t0

Φ(t, y(t)) dt (13)

âëèÿþò òîëüêî îäíî÷ëåíû ñ ìóëüòèèíäåêñîì ν, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ

ν1 − ν2 − 1 = 0.

Òàêèõ â âûðàæåíèè äëÿ Φ(t, y(t)) íà êàæäîì èíòåðâàëå (τk, τk+1) òîëüêî äâà:

ak,21y
2
1(t)y

2
2(t) exp[−2αk(t− τk)] = ak,21|y1(t)|4 exp[−2αk(t− τk)]

è ñîïðÿæåííûé åìó.

Ïðåäñòàâèì êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò ak,21 â ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìå,

ak,21 = ρk,21 exp[iϕk,21]. Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå (11), ïåðèîäè÷íîñòü êîýôôèöèåí-

òîâ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî çíàê èíòåãðàëà (13)
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îïðåäåëÿåò âûðàæåíèå

J =

p−1∑
m=1

ρm,21
exp[2αmθm]− 1

αm
cosϕm,21. (14)

Ïðè J ̸= 0 áóäóò âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ îäíîé èç ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå òåîðåì

îá óñòîé÷èâîñòè. Íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðèJ < 0

è íåóñòîé÷èâî ïðè J > 0.

Â ôîðìóëå (14) αm ̸= 0, m = 1, . . . , p. Åñëè αm = 0 äëÿ íåêîòîðîãî m, òî èç

âèäà ðåøåíèÿ (3) ëèíåàðèçàöèè ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå â (14) áóäåò

èìåòü âèä 2θmρm,21 cosϕm,21. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî îíî ïîëó÷àåòñÿ èç âûðàæåíèÿ

ρm,21
exp[2αmθm]− 1

αm
cosϕm,21

â ïðåäåëå ïðè αm → 0.

Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïðîâåäåí àíàëèç îäíîãî êðèòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

âòîðîãî ïîðÿäêà ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ âèäà (4). Ïîëó÷åíà ôîðìóëà èíäåêñà

óñòîé÷èâîñòè (14), ïîçâîëÿþùàÿ óñòàíîâèòü õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøå-

íèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïî ïàðàìåòðàì ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ

ñ ïîìîùüþ ðàçðûâíîé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì òåî-

ðåì îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè, ïðèâåäåííûõ â íàñòîÿùåé

ðàáîòå. Èñïîëüçóåìûé â ðàáîòå ïîäõîä ïðèìåíèì è äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëîãè÷íîãî ðå-

çóëüòàòà äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (4) èìåþòñÿ êâàäðàòè÷íûå

ñëàãàåìûå. Îäíàêî äëÿ îáîñíîâàíèÿ òðåáóåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ òåîðåì îá óñòîé÷èâîñòè,

ôîðìóëèðóåìûõ â íàñòîÿùåé ñòàòüå. Ýòîìó áóäåò ïîñâÿùåíà îòäåëüíàÿ ðàáîòà.
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Abstract. Under the circumstances, a maintenance and development of achievements of Ukrainian

school of theoretical informatics today appeared more than usual actual. One of necessary elements of

decision of this problem is strengthening of theoretical informatics as mathematical discipline and its

teaching in such key in classic universities. To defend this position is a purpose of the annotated article.

Ââåäåíèå

Ðîëü èíôîðìàòèêè â ñîâðåìåííîì ìèðå íåâåðîÿòíî âûñîêà. Åå íàïðàâëåíèÿ òàê

øèðîêè è ìíîãî÷èñëåííû, ÷òî òðóäíî óêàçàòü ñôåðó ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè èëè

ïðîãðàììó ïðîôåññèîíàëüíîé ïîäãîòîâêè, ãäå áû íå èñïîëüçîâàëàñü èíôîðìàòèêà.

Êîìïüþòåðàìè ïîëüçóþòñÿ ïðàêòè÷åñêè âñå ëþäè, âêëþ÷àÿ äåòåé. Íî âñå ëè

îíè � èíôîðìàòèêè? Òî÷íî òàêæå, êàæäûé ëè ÷åëîâåê, çíàþùèé ôîðìóëèðîâêó òåî-

ðåìû Ïèôàãîðà èëè íàó÷èâøèéñÿ èíòåãðèðîâàòü � ìàòåìàòèê?

Ñëîæíîñòü êëàññèôèêàöèè è âûáîðà íàïðàâëåíèé èíôîðìàòèêè äëÿ âêëþ÷åíèÿ â

ïåðå÷åíü ñïåöèàëüíîñòåé êîíêðåòíîãî ó÷åáíîãî çàâåäåíèÿ îáúÿñíÿåòñÿ ñòðåìèòåëü-

íîñòüþ ðàçâèòèÿ ñàìîé èíôîðìàòèêè, óñêîðÿþùèìñÿ ïðîöåññîì ðîæäåíèÿ íîâûõ

èäåé, òåõíîëîãèé, óñòðîéñòâ. Íî íåëüçÿ çàáûâàòü î òîì, êàê èíôîðìàòèêà ïðèøëà â

íàø ìèð, êàê ìàòåìàòèêè 30-40õ ãîäîâ XX âåêà îòêðûëè òåîðèþ âû÷èñëåíèé, èçîá-

ðåëè âû÷èñëèòåëüíûå ìîäåëè, ñòðóêòóðó óíèâåðñàëüíîãî êîíå÷íîãî êîìïüþòåðà è

â öåëîì � çàëîæèëè ôóíäàìåíò êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè (òåîðåòè÷åñêîé èíôîð-

ìàòèêè). Íåò ñîìíåíèé, ÷òî â ýòîì íàïðàâëåíèè è âïåðåäè åùå ìíîãî îòêðûòèé.

Çíà÷èòåëüíîå ìåñòî â ìèðîâîì ñòàíîâëåíèè è ðàçâèòèè òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè

â 60-70õ ãîäàõ èãðàëà óêðàèíñêàÿ íàó÷íàÿ øêîëà àêàäåìèêà Ãëóøêîâà.

Ñëîæèëîñü òàê, ÷òî íà ñåãîäíÿøíèé äåíü àêòóàëüíûì îêàçàëîñü ñîõðàíåíèå è

ðàçâèòèå äîñòèæåíèé óêðàèíñêîé øêîëû òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè. Îäíèì èç

íåîáõîäèìûõ ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ óêðåïëåíèå òåîðåòè÷åñêîé

èíôîðìàòèêè êàê ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíû è åå ïðåïîäàâàíèå â òàêîì êëþ÷å â

êëàññè÷åñêèõ óíèâåðñèòåòàõ. Îòñòîÿòü ýòó ïîçèöèþ � öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè.
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Íóæíî ñðàçó îãîâîðèòüñÿ: â ñòàòüå íå ôèãóðèðóåò òåðìèí ¾êèáåðíåòèêà¿, îáî-

çíà÷àþùèé âàæíåéøåå íàïðàâëåíèå íàóêè. Ýòî ñäåëàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû íå óéòè îò

îñíîâíîé çàäà÷è ñòàòüè. Âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè ìåæäó èíôîðìàòèêîé è êèáåðíåòè-

êîé � îòäåëüíûé. Ñàêðàëüíîå îòíîøåíèå àâòîðîâ ñòàòüè ê êèáåðíåòèêå íå ïîçâîëÿåò

âñêîëüçü ðàññìàòðèâàòü ýòîò âîïðîñ.

1. Èíôîðìàòèêà: àïîëîãåòèêà ìàòåìàòèêè

Ïîíÿòèå èíôîðìàòèêè ÿâëÿåòñÿ î÷åíü øèðîêèì. Ýòî è íàóêà, îñíîâàííàÿ íà

îáøèðíîé è ñîäåðæàòåëüíîé òåîðèè, è îáëàñòü ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèé, è âàæ-

íàÿ ñîâðåìåííàÿ ó÷åáíàÿ äèñöèïëèíà, è ñôåðà ìåæäèñöèïëèíàðíûõ ïðèëîæåíèé è

òåõíîëîãè÷åñêèõ ðàçðàáîòîê, âî ìíîãîì îïðåäåëÿþùèõ ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå îáùå-

ñòâà.

Òåðìèí ¾èíôîðìàòèêà¿ âîçíèê êàê ñëèÿíèå ôðàíöóçñêèõ ñëîâ information è

automatique è ïðåäíàçíà÷àëñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ àâòîìàòè÷åñêîé îáðàáîòêè èíôîð-

ìàöèè. Øèðîêî ðàñïðîñòðàí¼í àíãëîÿçû÷íûé âàðèàíò ýòîãî òåðìèíà � Computer

Science, ÷òî îçíà÷àåò áóêâàëüíî ¾êîìïüþòåðíàÿ íàóêà¿. Èíôîðìàòèêå äàþò ðàçëè÷-

íûå îïðåäåëåíèÿ, êàê ïðàâèëî, îòìå÷àÿ, ÷òî ãëàâíîå âíèìàíèå èíôîðìàòèêè ñîñðå-

äîòî÷åíî íà ïðîöåññàõ èçâëå÷åíèÿ, õðàíåíèÿ, ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåäà÷è è èñïîëüçî-

âàíèÿ èíôîðìàöèè.

Òåîðåòè÷åñêèì àñïåêòàì ïîñâÿùàåòñÿ ðàçäåë èíôîðìàòèêè, êîòîðûé â àíãëî-

ÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå íàçûâàþò Theoretical Computer Science (òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîð-

ìàòèêà). Ïðèêëàäíûå ðàçäåëû èíôîðìàòèêè � ýòî Computer Engineering (êîìïüþ-

òåðíàÿ èíæåíåðèÿ ñî ñâîèìè çàäà÷àìè ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñåòåé, ñèñòåì

è ìàøèí), Software Engineering (èíæåíåðèÿ ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ), ñîöèàëüíàÿ

èíôîðìàòèêà [2], ýêîíîìè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà è ìíîãèå äðóãèå. Èñòîðè÷åñêè ñëîæè-

ëîñü òàê, ÷òî òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà ÷àùå âñåãî èìåíóåòñÿ ïðîñòî êàê èíôîðìà-

òèêà. Ïî ìíåíèþ ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ À. Ðàçáîðîâà, òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà ÿâëÿåòñÿ

¾âåñüìà ïðîòÿæåííîé è â íåêîòîðîì ñìûñëå áóôåðíîé äèñöèïëèíîé, íåïðåðûâíî çà-

ïîëíÿþùåé öåëûé ñïåêòð ìåæäó ÷èñòîé ëîãèêîé/ìàòåìàòèêîé, ñ îäíîé ñòîðîíû, è

ðåàëüíûìè çàäà÷àìè, ðåøàåìûìè ñèñòåìùèêàìè, � ñ äðóãîé. Íàèáîëåå ñóùåñòâåííàÿ

ðàçíèöà ìåæäó íàñòîÿùèìè âû÷èñëèòåëüíûìè ïðîöåññàìè è èõ òåîðåòè÷åñêèìè ìî-

äåëÿìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî äîñòèæåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè ïî îïðåäåëåíèþ

èìåþò ôîðìó ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðåì, óäîâëåòâîðÿþùèõ âñåì ñòàíäàðòàì ñòðîãîñòè

êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêè¿ [3].

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà � ýòî ðàçäåë ìàòåìàòèêè, ñâÿ-

çàííûé ñ èññëåäîâàíèÿìè è ðåøåíèÿìè ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì àëãîðèòìè÷åñêèì

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1' 2011



Èíôîðìàòèêà è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè 17

ìåòîäîì. Ñóòü àëãîðèòìè÷åñêîãî ìåòîäà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ â âèäå ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ äåéñòâèé � øàãîâ, êîòîðóþ è èìåíóþò àëãî-

ðèòìîì. Àëãîðèòì � îäíî èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòèêè, ñòðîãî îïðåäå-

ëåííîå ïðè ïîìîùè ðÿäà ýêâèâàëåíòíûõ ìîäåëåé âû÷èñëåíèé. Â ÷àñòíîñòè, â ðàìêàõ

îäíîãî èç òàêèõ îïðåäåëåíèé, ïðèíÿòîãî â ñåãîäíÿøíåé ìàòåìàòèêå, ñóùåñòâîâàíèå

àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ ìàøèíû (àëãîðèòìè÷å-

ñêîé ìîäåëè) Òüþðèíãà, îáåñïå÷èâàþùåé êîððåêòíîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû çà êî-

íå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Âû÷èñëèìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê âîçìîæíîñòü ðåøèòü çàäà÷ó

íà òàêîé òüþðèíãîâñêîé ìàøèíå. Ëþáàÿ èç óïîìÿíóòûõ ýêâèâàëåíòíûõ ìîäåëåé âû-

÷èñëåíèé ïðåäïîëàãàåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîé ïðîãðàììû äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ

êàæäîé èç àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìûõ ïðîáëåì. Òàê, íàïðèìåð, ïðîãðàììà äëÿ ìà-

øèíû Òüþðèíãà � ýòî êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîòèïíûõ èíñòðóêöèé-êîìàíä,

êàæäàÿ èç êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåò ÷òåíèå ñèìâîëà èç òåêóùåé ÿ÷åéêè ëåíòû, çàïèñü

ñèìâîëà â ýòó ÿ÷åéêó, ñìåíó ñîñòîÿíèÿ ìàøèíû è ñäâèã ãîëîâêè ÷òåíèÿ-çàïèñè íà îä-

íó ÿ÷åéêó. Äëÿ êàæäîé òàêîé ïðîãðàììû ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíàÿ êîíå÷íàÿ ñõåìà

íîðìàëüíîãî àëãîðèòìà â ìîäåëè Ìàðêîâà è ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíàÿ ìîäåëü âû÷èñ-

ëåíèé ñ îïåðàöèÿìè ñóïåðïîçèöèè, ïðèìèòèâíîé ðåêóðñèè è ìèíèìèçàöèè. Èìåííî

íàëè÷èå òî÷íî îïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîãðàìì ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü îá àâ-

òîìàòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ (îáðàáîòêè çàäàííîé íà÷àëüíîé èíôîðìàöèè), ÷òî, ñîá-

ñòâåííî è îïðàâäûâàåò ââåäåíèå òåðìèíà ¾èíôîðìàòèêà¿.

Òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíîé, ÷òî ñòàíî-

âèòñÿ ÿñíûì, åñëè ó÷åñòü ñëåäóþùèå îáñòîÿòåëüñòâà:

- àëãîðèòìè÷åñêèé ìåòîä èìååò ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íîå îïðåäåëåíèå;

- èíôîðìàöèÿ ïîëó÷àåò òî÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå â òåðìèíàõ êîíå÷-

íûõ àëôàâèòîâ è ìíîæåñòâ ñëîâ íàä ýòèìè àëôàâèòàìè: â òåîðåòè÷åñêîé èí-

ôîðìàòèêå èíôîðìàöèÿ � ýòî ëþáàÿ öåïî÷êà ñèìâîëîâ â çàäàííîì àëôàâèòå;

- àëãîðèòìû ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê àëôàâèòíûå îòîáðàæåíèÿ;

- êîìïüþòåðû, ðàáîòàþùèå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïàìè Äæ. Ôîí Íåéìàíà (òà-

êîâûå ñîñòàâëÿþò ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî â íàñòîÿùåå âðåìÿ), ÿâëÿþòñÿ

êîíå÷íûì ïîäêëàññîì óíèâåðñàëüíîé àëãîðèòìè÷åñêîé ìîäåëè.

Íóæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî îïðåäåëåíèå èíôîðìàöèè êàê öåïî÷êè ñèìâîëîâ (âîîá-

ùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíîé äëèíû) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèì è åñòåñòâåííûì. Òàê,

ëþáàÿ êíèãà ïî ìàòåìàòèêå èëè ëþáàÿ äðóãàÿ êíèãà � ýòî öåïî÷êà ñèìâîëîâ ñ ïå-

ðåíîñàìè ïî ñòðîêàì, ñòðàíèöàì, òîìàì. Ïðè ýòîì òàêèå ñïåöèàëüíûå çíàêè, êàê

èíòåãðàë, ïðåäåë è ïðî÷èå � òàêæå ÿâëÿþòñÿ ëèøü ñèìâîëàìè.

¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê iíôîðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �1' 2011
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Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî âñå óêàçàííûå îáúåêòû òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè ÿâ-

ëÿþòñÿ àáñòðàêòíûìè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ïðèçíàêîâ ìàòåìàòèêè

êàê íàóêè.

Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè ðàçíîîáðàçíû è ñîäåðæà-

òåëüíû. Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå èç íèõ (çàìåòèì, � äàëåêî íå âñå):

- ñóùåñòâóåò ëè äëÿ çàäàííîãî êëàññà çàäà÷ (îáîáùåííî íàçûâàåìîãî ïðîáëå-

ìîé) âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ àëãîðèòìè÷åñêèì ìåòîäîì? Ýòî âîïðîñ àëãîðèò-

ìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòè;

- êàêîâà ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäàííîé àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìîé ïðîáëåìû?

- êàê âîîáùå îïðåäåëÿòü è ðàñïîçíàâàòü ñëîæíîñòü àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøè-

ìûõ ïðîáëåì? (Îäíà èç çàäà÷ òåîðèè àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè � ïðîáëåìà

ðàâåíñòâà êëàññîâ P è NP � ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñåìè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷

òûñÿ÷åëåòèÿ, çà ðåøåíèå êîòîðîé Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò Êëýÿ íàçíà÷èë

ïðåìèþ â ìèëëèîí äîëëàðîâ);

- äëÿ çàäàííîé ðàçðåøèìîé àëãîðèòìè÷åñêè ïðîáëåìû ñèíòåçèðîâàòü àëãîðèòì

å¼ ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèé çàäàííûì óñëîâèÿì-îãðàíè÷åíèÿì èëè äîêà-

çàòü, ÷òî òàêîâîãî íå ñóùåñòâóåò;

- ñèíòåçèðîâàòü àëãîðèòì ìàêñèìàëüíîãî ñæàòèÿ èíôîðìàöèè, îòíîñÿùåéñÿ ê

äîïóñòèìîìó êëàññó íà÷àëüíûõ èíôîðìàöèé;

- ñîçäàíèå àëãîðèòìîâ ñåìàíòè÷åñêîãî ïîèñêà â áîëüøèõ ìàññèâàõ èíôîðìàöèè;

- ñîçäàíèå àëãîðèòìîâ êîäèðîâàíèÿ, äåêîäèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè, àâòîìàòè÷å-

ñêîãî èñïðàâëåíèÿ îøèáîê ïðè ïåðåäà÷å èíôîðìàöèè;

- ñîçäàíèå àëãîðèòìîâ ïîíèìàíèÿ è ðàñïîçíàâàíèÿ èíôîðìàöèè, å¼ ïðåîáðàçî-

âàíèÿ, âèçóàëèçàöèè, ðàñøèôðîâêè;

- ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ñëàáîôîðìàëèçîâàííûõ çàäà÷ è çàäà÷ ñ íåïîë-

íîé èíôîðìàöèåé;

- èçó÷åíèå è ñîçäàíèå ìåòîäîâ õðàíåíèÿ áîëüøèõ îáúåìîâ èíôîðìàöèè (õðàíè-

ëèù äàííûõ) è óæå ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ (àëãîðèòìè÷åñêèå áàçû çíà-

íèé);

- ñîçäàíèå àëãîðèòìîâ èçâëå÷åíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé èç ýìïèðè÷åñêîé èíôîðìà-

öèè;

- ôóíêöèîíàëüíûå ïîñòðîåíèÿ â ñèñòåìàõ àëãîðèòìè÷åñêèõ àëãåáð;

- òåîðèÿ âåðèôèêàöèè è îïòèìèçàöèè àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì;

- îïòèìèçàöèÿ âû÷èñëåíèé;

- àâòîìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì â ôîðìàëüíûõ ñèñòåìàõ (èñ÷èñëåíèÿõ);

- èçó÷åíèå èñ÷èñëåíèé, àâòîìàòîâ è ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ;
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- ñîçäàíèå ïðèíöèïîâ ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íûõ êîìïüþòåðíûõ ðåàëèçàöèé àëãîðèò-

ìè÷åñêèõ ÿçûêîâ ïðîöåäóðíîãî è íåïðîöåäóðíîãî òèïîâ;

- ñîçäàíèå àëãîðèòìè÷åñêîé òåîðèè îáðàáîòêè è àíàëèçà èçîáðàæåíèé è ðå÷è (íà

îñíîâå ñóæåíèÿ íà÷àëüíîé èíôîðìàöèè äî âèäà, äîïóñòèìîãî äëÿ îáðàáîòêè

íà êîíå÷íûõ âû÷èñëèòåëÿõ).

Î÷åâèäíî, ÷òî òåîðèÿ àëãîðèòìîâ è ïîíÿòèå âû÷èñëèìîñòè ÿâëÿåòñÿ áàçîé òåî-

ðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè. Òåîðèÿ àëãîðèòìîâ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà � ðàçäåëû

ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè, êîòîðûå íåðàçðûâíî ñâÿçûâàþò ýòè äâå äèñöèïëèíû. Â

îáçîðíîé êíèãå ïî òåîðèè àëãîðèòìîâ [4] ïåðå÷èñëåí âïå÷àòëÿþùèé ñïèñîê îñíîâíûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ îòêðûòèé, ñâÿçàííûõ ñ ïîíÿòèÿìè àëãîðèòìà è èñ÷èñëåíèÿ:

1. Îáùåå ïîíÿòèå àëãîðèòìà êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå (îòäåëüíîå) ïîíÿòèå.

2. Ïðåäñòàâèòåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå ìîäåëè.

3. Îáùåå ïîíÿòèå èñ÷èñëåíèÿ êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå (îòäåëüíîå) ïîíÿòèå.

4. Ïðåäñòàâèòåëüíûå ïîðîæäàþùèå ìîäåëè.

5. Âûÿñíåíèå ñâÿçåé ìåæäó àëãîðèòìàìè è èñ÷èñëåíèÿìè.

6. Âðåìÿ è ¼ìêîñòü êàê ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ è ïîðîæäåíèÿ.

7. Âû÷èñëèìûå ôóíêöèè è ïîðîäèìûå ìíîæåñòâà (ìíîæåñòâà, ïîðîæäåííûå èñ-

÷èñëåíèÿìè).

8. Ïîíÿòèå ÷àñòè÷íî-ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè.

9. Âîçìîæíîñòü àðèôìåòè÷åñêîãî è äàæå äèîôàíòîâà ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîãî ïå-

ðå÷èñëèìîãî ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà.

10. Ïîñòðîåíèå íåðàçðåøèìîãî ïîðîäèìîãî ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà.

11. Ïðîáëåìà ñâîäèìîñòè Ïîñòà.

12. Ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîãî àëãîðèòìà, èëè àëãîðèòìà ñ îðàêóëîì.

13. Ïîíÿòèå âû÷èñëèìîé îïåðàöèè.

14. Ïîíÿòèå ïðîãðàììû: ïðîãðàììû êàê îáúåêòû âû÷èñëåíèÿ è ïîðîæäåíèÿ.

15. Ïîíÿòèå íóìåðàöèè è òåîðèÿ íóìåðàöèé.

16. Íà÷àëî ñîçäàíèÿ èíâàðèàíòíîé, èëè ìàøèííî-íåçàâèñèìîé, òåîðèè ñëîæíîñòè

âû÷èñëåíèé.

17. Òåîðèÿ ñëîæíîñòè è ýíòðîïèÿ êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ.

18. Óäîáíûå è ýêîíîìíûå âû÷èñëèòåëüíûå ìîäåëè.

Ïðèâåäåííîå âûøå îáîñíîâàíèå ïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî èíôîðìàòèêà � ìàòåìàòè-

÷åñêàÿ äèñöèïëèíà, äåëàåò î÷åâèäíûì, ÷òî èçó÷åíèå èíôîðìàòèêè â êëàññè÷åñêèõ

óíèâåðñèòåòàõ äîëæíî îñóùåñòâëÿòüñÿ â íàïðàâëåíèè ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
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íàóê. Ôîðìèðîâàíèå ñïåöèàëèñòà â îáëàñòè òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè òðåáóåò ââå-

äåíèÿ â ó÷åáíûå ïðîãðàììû áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí, ñèñòå-

ìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè ¾ïî ëèíèè¿: ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, äèôôåðåíöèàëüíûå

è ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ, äèñêðåòíûé àíàëèç � àëãåáðà, ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ, òåî-

ðèÿ àëãîðèòìîâ, âû÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà, k-çíà÷íàÿ ëî-

ãèêà, ëîãè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå � òåîðèÿ èñ÷èñëåíèé, ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ è àâ-

òîìàòîâ � òåîðèÿ èíôîðìàöèè, êîäèðîâàíèÿ, êðèïòîãðàôèÿ � òåîðèÿ ñëîæíîñòè âû-

÷èñëåíèé, âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà � ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, ñóáðåêóðñèâíûå

ôóíêöèè, êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, àëãîðèòìè÷åñêàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé,

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, àíàëèç äàííûõ � èññëåäîâàíèå îïåðàöèé, ìàòåìàòè÷å-

ñêàÿ òåîðèÿ ðàñïîçíàâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ, äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ, òåîðèÿ ãðàôîâ

è ñåòåé, òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ïîèñê â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé � íåéðîñåòåâûå

è êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ � òåîðèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âû÷èñëèòåëüíûõ àðõèòåêòóð

è îïåðàöèîííûõ ñèñòåì, ïàðàëëåëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå � ÿçûêè è ìåòîäû ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ, ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ êîìïèëÿòîðîâ, òåîðèÿ áàç äàííûõ è çíàíèé,

ñïåöÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ � ñèñòåìíûé àíàëèç, ìåòîäû àíàëèçà è ñèíòåçà ñëîæ-

íûõ ñèñòåì � ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, òåîðèÿ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà è

ìàøèííîå îáó÷åíèå � ìåòîäîëîãèÿ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé è ïðåïîäàâàíèÿ èíôîðìà-

òèêè¿. Ïîäãîòîâêà ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè îáÿçàòåëüíî

òðåáóåò ïîäêëþ÷åíèÿ ê òåîðåòè÷åñêèì (ìàòåìàòè÷åñêèì) äèñöèïëèíàì ïðèêëàäíûõ

ïðåäìåòîâ, ïîñâÿùåííûõ ñîâðåìåííûì ïðîãðàììíûì è àïïàðàòíûì ïëàòôîðìàì,

ðàñïðîñòðàíåííûì ÿçûêàì ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ñðåäàì ðàçðàáîòêè ïðîåêòîâ � íåîá-

õîäèìîìó ïðàêòè÷åñêîìó äîïîëíåíèþ, íóæíîìó äëÿ çàêðåïëåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ïî-

íÿòèé è âûðàáîòêè íàâûêîâ ïðèìåíåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ èíôîðìàòèêè ïðè

ñîçäàíèè ïðèêëàäíûõ ñèñòåì.

Äëÿ òîãî ÷òîáû èçó÷èòü äèñöèïëèíû, êîòîðûå ïåðå÷èñëåíû óêàçàííîé âûøå ¾ëè-

íèåé¿ ïîäãîòîâêè ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè íà äîñòàòî÷-

íî ñîäåðæàòåëüíîì ìàòåìàòè÷åñêîì óðîâíå, íà âçãëÿä àâòîðîâ íàñòîÿùåé ñòàòüè,

íåîáõîäèìî íå ìåíåå øåñòè ëåò óïîðíîé ó÷åáû â óíèâåðñèòåòå. È âûïóñêíèê, ïîëó-

÷èâøèé òàêîå îáðàçîâàíèå, íåñîìíåííî, äîëæåí èìåòü â ñîñòàâå êâàëèôèêàöèîííîé

ôîðìóëû ñïåöèàëüíîñòè ñëîâî ¾ìàòåìàòèê¿. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî òîëüêî ÷àñòü êâàëè-

ôèêàöèîííîé ôîðìóëû: å¼ íóæíî ðàñøèðèòü, óòî÷íèòü. Íàïðèìåð, ¾Ìàãèñòð ìàòå-

ìàòèêè è òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè¿ (òàê áûëî áû ïðàâèëüíî); ¾Ìàòåìàòèê. Ïðî-

ãðàììèñò. Ïðåïîäàâàòåëü èíôîðìàòèêè¿ (Òàâðè÷åñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò

èì. Â. È. Âåðíàäñêîãî) èëè ¾Ìàòåìàòèê. Ñèñòåìíûé ïðîãðàììèñò¿ (Ìîñêîâñêèé ãî-

ñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ãäå òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà
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èçó÷àåòñÿ ñòóäåíòàìè ñïåöèàëüíîñòè ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿).

Åñëè èäåò ðå÷ü î áàêàëàâðñêîì óðîâíå, òî ïîäõîäÿùåé, íà íàø âçãëÿä, ÿâëÿåòñÿ

êâàëèôèêàöèÿ ¾Áàêàëàâð òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè¿. Ìàòåìàòèêè, ïîëó÷èâøèå

êëàññè÷åñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå, ìîãëè áû êëàññèôèöèðîâàòüñÿ êàê ¾Ìà-

ãèñòð ÷èñòîé ìàòåìàòèêè¿ è ¾Áàêàëàâð ÷èñòîé ìàòåìàòèêè¿ ñîîòâåòñòâåííî. Çàìå-

òèì, ÷òî äëÿ êëàññè÷åñêèõ ìàòåìàòèêîâ îòñóòñòâèå â ó÷åáíûõ ïðîãðàììàõ òåîðèè

àëãîðèòìîâ è îñíîâ òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè è ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ñåãîäíÿø-

íèé äåíü íåìûñëèìî.

Íåîæèäàííîé è, íà íàø âçãëÿä, îøèáî÷íîé, ÿâèëàñü ïðåäñòàâëåííàÿ áàêàëàâð-

ñêèì ñòàíäàðòîì ïî íàïðàâëåíèþ 040302 ¾Èíôîðìàòèêà¿ è óòâåðæäåííàÿ ïðèêàçîì

ÌÎÍÓ �880 îò 16.09.2010 ã. ôîðìóëà êâàëèôèêàöèè 3121 ¾Ñïåöèàëèñò ïî èíôîð-

ìàöèîííûì òåõíîëîãèÿì¿. Íå ñîîòâåòñòâóåò òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå êàê íàóêå

è íàèìåíîâàíèå îáëàñòè çíàíèé 0403 � ¾Ñèñòåìíûå íàóêè è êèáåðíåòèêà¿, â êîòî-

ðóþ âêëþ÷àåòñÿ íàïðàâëåíèå 040302 ¾Èíôîðìàòèêà¿. Ìîòèâèðîâêà ðàçðàáîò÷èêîâ

óêàçàííîãî ñòàíäàðòà ñâÿçàíà èìåííî ñ ôîðìèðîâàíèåì ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè èí-

ôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, à íå â îáëàñòè òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè [1].

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ îøèáî÷íûì âûäåëåíèå â îòäåëüíóþ îáëàñòü çíàíèé 0403 � ¾Ñè-

ñòåìíûå íàóêè è êèáåðíåòèêà¿ íàïðàâëåíèé ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿, ¾Èíôîð-

ìàòèêà¿ è ¾Ñèñòåìíûé àíàëèç¿. Ýòè íàïðàâëåíèÿ äîëæíû áûòü âêëþ÷åíû â íà-

ïðàâëåíèå 0402 � ¾Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè¿ âìåñòå ñ ìàòåìàòèêîé è ôèçèêîé.

Êðîìå ïðèâåäåííûõ âûøå ñîîáðàæåíèé, ìíåíèå àâòîðîâ ñòàòüè ïîäêðåïëÿåòñÿ òåì,

÷òî äëÿ ñïåöèàëèñòîâ âûñøåé êâàëèôèêàöèè (êàíäèäàòîâ è äîêòîðîâ íàóê) ñïåöè-

àëüíîñòè 01.05.01 � ¾Òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà è êèáåðíåòèêà¿, 01.05.04 � ¾Ñè-

ñòåìíûé àíàëèç è òåîðèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé¿ âêëþ÷åíû â ðàçäåë 01 � ¾Ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè¿ (ïîäðàçäåë 01.05 � ¾Èíôîðìàòèêà è êèáåðíåòèêà¿).

Ñïåöèàëüíîñòü ¾Èíôîðìàòèêà¿ â êëàññè÷åñêèõ óíèâåðñèòåòàõ, ïî ìíåíèþ àâòî-

ðîâ íàñòîÿùåé ñòàòüè, âîâñå íå íóæäàåòñÿ â óâåëè÷åíèè íàãðóçêè íà èíôîðìàöèîí-

íûå òåõíîëîãèè. Íàïðîòèâ, îíà íóæäàåòñÿ â óãëóáëåíèè òåîðåòè÷åñêîé ïîäãîòîâêè

ìàòåìàòèêîâ-èíôîðìàòèêîâ. Íå óìåíüøàÿ âàæíîñòè ïîäãîòîâêè ñïåöèàëèñòîâ â îá-

ëàñòè èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé (â òîì ÷èñëå è â êëàññè÷åñêèõ óíèâåðñèòåòàõ, íî

ïî äðóãèì ñïåöèàëüíîñòÿì, îòëè÷íûì îò ñïåöèàëüíîñòè ¾Èíôîðìàòèêà¿), ìîæíî ñ

óâåðåííîñòüþ ïîëàãàòü, ÷òî òîëüêî íà îñíîâå ãëóáîêîãî çíàíèÿ íîâåéøèõ ìàòåìàòè-

÷åñêèõ âîïðîñîâ èíôîðìàòèêè ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïðîðûâíûå øàãè âïåðåä âìåñòî

òîãî, ÷òîáû ¾ïëåñòèñü¿ â õâîñòå òåõíîëîãèé, óñòàðåâàíèå êîòîðûõ ïðîèñõîäèò åäâà ëè

íå áûñòðåå òåìïà ïîäãîòîâêè óíèâåðñèòåòñêèõ ñïåöèàëèñòîâ. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðåâðà-

òèâ óíèâåðñèòåòñêóþ Èíôîðìàòèêó â IT, ìîæíî, íå äîñòèãíóâ óñïåõîâ â òåõíîëîãèè
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è íåïðåðûâíî èçó÷àÿ óñòàðåâàþùèå ðåøåíèÿ, óòðàòèòü òå âîçìîæíîñòè, êîòîðûå ïîç-

âîëÿëè ñîâåòñêèì, à â íàñòîÿùåå âðåìÿ � óêðàèíñêèì ìàòåìàòèêàì-èíôîðìàòèêàì

äåìîíñòðèðîâàòü ñïîñîáíîñòü ê âûðàáîòêå íîâûõ ïåðåäîâûõ èäåé. Ìû óâåðåíû, ÷òî

Âèêòîð Ìèõàéëîâè÷ Ãëóøêîâ ïîääåðæàë áû òàêóþ òî÷êó çðåíèÿ.

2. Èíôîðìàòèêà è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè

Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè � îáøèðíîå è âàæíåéøåå íàïðàâëåíèå â îáðàçîâà-

íèè. Âàæíåéøåå, íî ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùååñÿ îò íàïðàâëåíèÿ, îáîçíà÷àåìîãî êàê

èíôîðìàòèêà (òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà). Çàìåòèì, ÷òî íà ôàêóëüòåòå ÂÌÊ ÌÃÓ

íàïðàâëåíèÿ ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿ è ¾Èíôîðìàöèîííûå òåõíî-

ëîãèè¿ ðàçäåëåíû. Ýòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì ðåøåíèåì. Îáó÷åíèå ïî íàïðàâ-

ëåíèþ ¾Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè¿ ïðåäïîëàãàåò ïîäãîòîâêó IT-ïðîôåññèîíàëîâ

äëÿ âèäîâ äåÿòåëüíîñòè, òðåáóþùèõ ãëóáîêîé ôóíäàìåíòàëüíîé ïîäãîòîâêè, âêëþ-

÷àÿ ñîçäàíèå è èñïîëüçîâàíèå íîâûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ðåàëèçîâàííûõ â

âèäå ñèñòåì, ïðîäóêòîâ è ñåðâèñîâ; ðàçðàáîòêó è ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé ïðîöåññîâ è îáúåêòîâ, ñîâðåìåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è òåõíîëîãèé äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ íàóêè, òåõíèêè, ýêîíîìèêè è óïðàâëåíèÿ; èñïîëüçîâàíèå èíôîðìàöè-

îííûõ òåõíîëîãèé â ïðîåêòíî-êîíñòðóêòîðñêîé, óïðàâëåí÷åñêîé è ôèíàíñîâîé äåÿ-

òåëüíîñòè.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà äèñöèïëèíû ìàãèñòåðñêîé ïðîãðàììû Íèæåãî-

ðîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ñïåöèàëüíîñòè ¾Èíæåíåðèÿ ïðîãðàììíîãî

îáåñïå÷åíèÿ¿ íàïðàâëåíèÿ ¾Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè¿ (2006 ã.), êîòîðûå ðàçáè-

òû íà ðàçäåëû è ïðåäñòàâëåíû íèæå â òàáëèöå 1.

Èç ïðèâåäåííîé òàáëèöû âèäíî, íàñêîëüêî ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ ìàãèñòåðñêèå

äèñöèïëèíû ñïåöèàëüíîñòè ¾Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè¿ îò äèñöèïëèí, êîòîðûå

äîëæíû áûòü íàïðàâëåíû íà ôîðìèðîâàíèå ìàãèñòðà òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè

(óíèâåðñèòåòñêîé ñïåöèàëüíîñòè èíôîðìàòèêà). Çäåñü óñìàòðèâàåòñÿ è ìåíåäæìåíò

â èíôîðìàòèêå � âàæíûé ñîâðåìåííûé ïðåäìåò. Íî, äâèãàÿñü â òàêîì íàïðàâëåíèè,

ìîæíî äîéòè è äî âîïðîñîâ ïðîäâèæåíèÿ ïðîäóêòà íà ðûíêå IT, èç ÷åãî âîâñå íå

ñëåäóåò, ÷òî ìàòåìàòèêîâ-èíôîðìàòèêîâ íóæíî çàãðóçèòü èçó÷åíèåì ïîäîáíûõ äèñ-

öèïëèí.

Èíôîðìàòèêó è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî è ïðà-

âèëüíî ðàçäåëèòü íà äâà îáðàçîâàòåëüíûõ íàïðàâëåíèÿ, êàê ýòî ñäåëàíî â Ðîñ-

ñèè. Åùå ðàç ïîä÷åðêèâàåì: IT è òåîðåòè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà îäíîâðåìåííî íóæ-

íû è âàæíû. Íî ðàçëè÷èå � î÷åíü ñóùåñòâåííîå. Ñàìàÿ ñëîæíàÿ çàäà÷à ïîäãîòîâêè

IT-ñïåöèàëèñòîâ � îáåñïå÷èòü äîñòàòî÷íûé óðîâåíü çíàíèé ñîâðåìåííûõ âûäàþùèõ-

ñÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ ðàçðàáîòîê îäíîâðåìåííî ñ âûñîêèì óðîâíåì ôóíäàìåíòàëüíîé
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ïîäãîòîâêè, ïîçâîëÿþùèì ñîçäàâàòü íîâûå òåõíîëîãèè â èíôîðìàòèêå. Ïîñëåäíåå

îòìå÷åíî è àâòîðàìè óïîìÿíóòîãî âûøå ñòàíäàðòà [1].

Òàáëèöà 1

Ðàçäåëû ïðîãðàììû è ó÷åáíûå äèñöèïëèíû Êîë.

÷àñîâ

Íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèå è ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû èíôîðìàöèîííûõ 300

òåõíîëîãèé

Ìîäåëè è ìåòîäû èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé 128

Ôîðìàëüíûå ìîäåëè è ìåòîäû ïðîåêòèðîâàíèÿ ÏÎ 104

Èíæåíåðíûå îñíîâû èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé 68

Ñîâðåìåííûå èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â íàóêå è îáðàçîâàíèè 602

Ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè ñèñòåìíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ 128

Ñîâðåìåííûå áàçû äàííûõ è çíàíèé 124

Ñåòåâûå è Èíòåðíåò òåõíîëîãèè 142

Óïðàâëåíèå ÈÒ ïðîåêòàìè 136

Àíàëèç áèçíåñ ïðîöåññîâ 34

Îöåíêà è ïëàíèðîâàíèå ïðîåêòà 32

Óïðàâëåíèå êîìàíäîé ðàçðàáîò÷èêîâ 36

Óïðàâëåíèå ðèñêàìè ÈÒ ïðîåêòà 34

Óïðàâëåíèå êà÷åñòâîì (ÈÒ-ïðîöåññà) 104

Ñòàíäàðòû è ñðåäñòâà óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì ïðîöåññà 36

Ñòàíäàðòû è ñðåäñòâà òåñòèðîâàíèÿ ÏÎ 68

Óïðàâëåíèå òðåáîâàíèÿìè (ê ÈÒ-ïðîäóêòó) 144

Àíàëèç òðåáîâàíèé 72

Óïðàâëåíèå òðåáîâàíèÿìè, êîíôèãóðàöèåé è èçìåíåíèÿìè 72

Ïðîåêòèðîâàíèå è ðàçðàáîòêà ÏÎ 294

Òåõíîëîãèè ïðîåêòèðîâàíèÿ ÏÎ 36

Ïàòòåðíû ïðîåêòèðîâàíèÿ è ðåàëèçàöèè 72

Ïðîåêòèðîâàíèå àðõèòåêòóðû ÏÎ 72

Îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûé àíàëèç è ïðîåêòèðîâàíèå ÏÎ 114

Âíåäðåíèå è ñîïðîâîæäåíèå ÏÎ 72

Äèñöèïëèíû ïî âûáîðó ñòóäåíòà 72

Àíàëèç ïðîèçâîäèòåëüíîñòè è îïòèìèçàöèÿ ÏÎ

Ïðîåêòèðîâàíèå ïîëüçîâàòåëüñêèõ èíòåðôåéñîâ

Èíôîðìàöèîííàÿ áåçîïàñòíîñòü ÏÎ
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3. Êëàññè÷åñêîå óíèâåðñèòåòñêîå îáðàçîâàíèå è óñïåõè â

ïðîãðàììèðîâàíèè (ïî ìàòåðèàëàì ACM ICPC)

Àíàëèçèðóÿ ðåçóëüòàòû ìåæäóíàðîäíûõ ñîðåâíîâàíèé ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ

ICPC çà ïîñëåäíèå òðè ãîäà, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïåðâûå 20 ìåñò, êàê ïðàâèëî,

çàíèìàþò êîìàíäû êëàññè÷åñêèõ óíèâåðñèòåòîâ. Íà íàø âçãëÿä, óñïåøíîñòü íà ñî-

ðåâíîâàíèÿõ ICPC ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ â

óíèâåðñèòåòàõ â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ïðîãðàììèðîâàíèÿ. ×òîáû èñ-

êëþ÷èòü ñèòóàöèè ñëó÷àéíîãî óñïåõà, ïðèâåäåì äàííûå ïÿòè ëó÷øèõ êîìàíä ìèðà

ïî ñóììå ìåñò çà ïîñëåäíèå òðè ãîäà (Òàáëèöà 2). Íàïðèìåð, äëÿ ÌÃÓ ýòà ñóììà

ñîñòàâëÿåò 26 (14 ìåñòî â 2009 ãîäó, 2 ìåñòî â 2010 ãîäó, 10 ìåñòî â 2011 ãîäó). Ê

ïåðâûì ïÿòè � ëó÷øèì êîìàíäàì � äëÿ ñðàâíåíèÿ äîáàâëåíû åùå ÷åòûðå êîìàíäû.

Òàáëèöà 2

Óíèâåðñèòåòû, êîìàíäû êîòîðûõ ïîêàçàëè Ñóììà áàëëîâ çà
âûñîêèå ðåçóëüòàòû íà ACM ICPC òðè ãîäà 2009-2011
Tsinghua University 11

Zhejiang University 13

ÑïáÃÓ 16

Ñàðàòîâñêèé ãîñóíèâåðñèòåò 16

ÌÃÓ 26

ÑïáÓ ÈÒ ÌÎ 31

Massachusetts Institute of Technology 50

Óðàëüñêèé ãîñóíèâåðñèòåò 44

Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò 66

Îõàðàêòåðèçóåì êðàòêî ïåðâóþ ïÿòåðêó óíèâåðñèòåòîâ èç ýòîé òàáëèöû.

Óíèâåðñèòåò Tsinghua íàõîäèòñÿ íà ïåðâîì ìåñòå â ïåðå÷íå ëó÷øèõ êèòàéñêèõ

óíèâåðñèòåòîâ â îáëàñòè èíôîðìàòèêè è IT, à óíèâåðñèòåò Zhejiang � íà òðåòüåì

ìåñòå â ýòîì ñïèñêå (ñì. http://top.at0086.com/university/2011/Discipline/Computer-

Science-and-Technology-Programs.html). Êëàññè÷åñêèå óíèâåðñèòåòû Tsinghua è

Zhejiang èìåþò â ñâîåì ñîñòàâå äåïàðòàìåíòû ìàòåìàòèêè, à òàêæå èíôîðìàòèêè

è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé. Ýòè óíèâåðñèòåòû � âåäóùèå â Êèòàå, òàêæå êàê

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé è Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåòû â Ðîññèè, êîòîðûå âûïóñêàþò è

êëàññè÷åñêèõ ìàòåìàòèêîâ, ìàòåìàòèêîâ ïî ñïåöèàëüíîñòè ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòè-

êà è èíôîðìàòèêà¿, áàêàëàâðîâ è ìàãèñòðîâ ïî ñïåöèàëüíîñòè ¾Èíôîðìàöèîííûå

òåõíîëîãèè¿.
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Êîìàíäà ïðîãðàììèñòîâ Ñàðàòîâñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà âïåðâûå ïðèíÿëà ó÷à-

ñòèå â ïîëóôèíàëå ÷åìïèîíàòà ìèðà ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ â 1996 ãîäó. Ñ 1998 ãîäà

óíèâåðñèòåò ÿâëÿåòñÿ îðãàíèçàòîðîì ÷åòâåðòüôèíàëà ÷åìïèîíàòà ìèðà (ACM ICPC)

äëÿ ñòóäåíòîâ âóçîâ Þæíîãî è Ïðèâîëæñêîãî ðåãèîíîâ Ðîññèè, â êîòîðûé âõîäèò

26 ñóáúåêòîâ ÐÔ. Â 2003 ãîäó â óíèâåðñèòåòå áûë ñîçäàí Öåíòð îëèìïèàäíîé ïîä-

ãîòîâêè ïðîãðàììèñòîâ. Îëèìïèàäíàÿ ïîäãîòîâêà ïðîãðàììèñòîâ ñòàëà èãðàòü ñó-

ùåñòâåííóþ ðîëü â óíèâåðñèòåòå, îõâàòûâàÿ âñå áîëüøåå ÷èñëî íàèáîëåå ñïîñîáíûõ,

òàëàíòëèâûõ, çàèíòåðåñîâàííûõ è òðóäîëþáèâûõ ñòóäåíòîâ ðàçëè÷íûõ ôàêóëüòåòîâ,

â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñòóäåíòîâ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà. Íà÷èíàÿ ñ

2002 ãîäà, êîìàíäû Ñàðàòîâñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà çàâîåâàëè 4 ðàçà ñåðåáðÿíûå ìå-

äàëè, äâàæäû � çîëîòûå, äâàæäû çâàíèå ÷åìïèîíîâ Åâðîïû, â 2008 ãîäó � çâàíèå

÷åìïèîíîâ Ðîññèè, à â 2006 ãîäó � çâàíèå ÷åìïèîíîâ ìèðà [5].

Ëó÷øèå ðåçóëüòàòû íà ACM ICPC óêðàèíñêèõ êîìàíä (íàèâûñøèå ìåñòà ïî

2008-2011 ãîäàì ñðåäè ÂÓÇîâ Óêðàèíû) ïîêàçàëè êëàññè÷åñêèå óíèâåðñèòåòû:

Ëüâîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò (4 ìåñòî â 2008 ãîäó), Òàâðè÷åñêèé íàöèî-

íàëüíûé óíèâåðñèòåò (20 ìåñòî â 2009 ãîäó, ïåðâîå 1 ìåñòî â ïîëóôèíàëå ICPC â

Þãî-Âîñòî÷íîé åâðîïåéñêîé ïîëóôèíàëüíîé çîíå ñåçîíà 2010-2011), Êèåâñêèé íàöè-

îíàëüíûé óíèâåðñèòåò (4 ìåñòî â 2010 ãîäó), Äîíåöêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò

(8 ìåñòî â 2011 ãîäó).

Âûâîäû

Ñïåöèàëüíîñòü ¾Èíôîðìàòèêà¿ íàïðàâëåíèÿ 040302 áåçóñëîâíî äîëæíà îòíî-

ñèòüñÿ ê îáëàñòè ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, è âûïóñêíèêîâ ïî ýòîé ñïåöèàëüíî-

ñòè ñëåäóåò êâàëèôèöèðîâàòü, íàïðèìåð, êàê ¾Áàêàëàâð òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòè-

êè¿ è ¾Ìàãèñòð ìàòåìàòèêè è òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè¿ ëèáî (äëÿ ìàãèñòðîâ,

â ïðîãðàììó îáó÷åíèÿ êîòîðûõ âêëþ÷åíû ïðåäìåòû: ïåäàãîãèêà, ïñèõîëîãèÿ, ìåòî-

äèêà ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè) ¾Ìàòåìàòèê-ïðîãðàììèñò. Ïðåïî-

äàâàòåëü èíôîðìàòèêè¿. Äëÿ óíèâåðñèòåòîâ, íå èìåþùèõ â ñâîåì ñîñòàâå ìàòåìà-

òè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, ïÿòè-øåñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ êàôåäð,

îòêðûâàòü òàêóþ ñïåöèàëüíîñòü íåöåëåñîîáðàçíî. Çäåñü ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ øè-

ðîêèé ñïåêòð äðóãèõ íå ìåíåå âàæíûõ è ïðåñòèæíûõ íàïðàâëåíèé èíôîðìàòèêè �

èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè, êîìïüþòåðíûå ñèñòåìû è ñåòè, àêòóàðíàÿ è ñîöèàëü-

íàÿ èíôîðìàòèêà, ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì, ïåäàãîãè÷å-

ñêàÿ èíôîðìàòèêà, ýêîíîìè÷åñêàÿ èíôîðìàòèêà è äð.

Ñîõðàíåíèå è ðàçâèòèå äîñòèæåíèé óêðàèíñêîé øêîëû òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìà-

òèêè, ôóíäàìåíò êîòîðîé áûë çàëîæåí àêàäåìèêîì Ãëóøêîâûì è åãî ïîñëåäîâàòå-

ëÿìè, � âàæíåéøàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ çàäà÷à. Îäíèì èç íåîáõîäèìûõ ýëåìåíòîâ åå
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ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óêðåïëåíèå òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè êàê ìàòåìàòè÷åñêîé äèñ-

öèïëèíû è åå ïðåïîäàâàíèå â òàêîì êëþ÷å â êëàññè÷åñêèõ óíèâåðñèòåòàõ.

Âåäóùèì (àâòîíîìíûì) óíèâåðñèòåòàì ñòðàíû äîëæíà áûòü ïðåäîñòàâëåíà âîç-

ìîæíîñòü ÷àñòè÷íî èçìåíÿòü ó÷åáíûå ïðîãðàììû è êâàëèôèêàöèîííóþ ôîðìóëó

ñïåöèàëüíîñòè ¾Èíôîðìàòèêà¿, îòêëîíÿÿñü îò ñòàíäàðòà è íå îïàñàÿñü âíåñòè èç

ñôåðû èíôîðìàòèêè â áàãàæ çíàíèé ñâîèõ âûïóñêíèêîâ òî, íà ÷åì óçêî ñïåöèà-

ëèçèðîâàëèñü èõ ïðîôåññîðà (ðåëåâàíòíûå ñïåöèàëüíîñòè ðåçóëüòàòû ìîíîãðàôèé,

äèññåðòàöèîííûõ ðàáîò, ñòàòåé, ïðèêëàäíûõ ðàçðàáîòîê). Èìåííî òàêîé ïóòü âåäåò ê

óçíàâàåìîñòè óíèâåðñèòåòà, ôîðìèðóåò åãî ¾ëèöî¿ â íàóêå è îáùåñòâå. Äàëüíåéøèå

èññëåäîâàíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì íàïðàâëåíèè öåëåñîîáðàçíî ïîñâÿòèòü èçó÷åíèþ

ìèðîâûõ îáðàçîâàòåëüíûõ òåíäåíöèé â òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå è óñòîé÷èâîìó

ðàçâèòèþ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ â êëàññè÷åñêèõ óíèâåðñèòåòàõ.
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Abstract. In this paper we �nd the optimal guaranteed estimation of functionals of solutions of

parabolic equations with discontinuous coe�cients at derivatives surveillance systems described by these

equations. It is believed that the right parts, the initial conditions and error assessment accurately known,

and known only to the set to which they belong. Found that �nding the optimal estimates is reduced to

solving certain systems of integro-di�erential equations is uniquely solvable.

Âñòóï

Iíòåíñèâíèé ðîçâèòîê ñó÷àñíî¨ íàóêè òà òåõíiêè îáóìîâèâ íåîáõiäíiñòü ðîçâèòêó

íîâèõ íàïðÿìêiâ ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè. Ñåðåä íèõ çíà÷íå ìiñöå çàéìà¹ íàïðÿì, ùî

ïîâ'ÿçàíèé ç àíàëiçîì ñèñòåì, ùî ôóíêöiîíóþòü â óìîâàõ íåâèçíà÷åíîñòi. Ðåçóëüòà-

òè îäåðæàíi òóò â áiëüøîñòi âiäíîñÿòüñÿ äî ñèñòåì, ùî îïèñóþòüñÿ çâè÷àéíèìè äè-

ôåðåíöiéíèìè ðiâíÿííÿìè. Â äàíèé ÷àñ iíòåíñèâíî ðîçâèâàþòüñÿ ìåòîäè àíàëiçó â

óìîâàõ íåâèçíà÷åíîñòi â ñèñòåìàõ, ùî îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõiä-

íèìè. Îñîáëèâî àêòóàëüíèìè ¹ ïðîáëåìè îöiíþâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òà ïàðàìåòðiâ òàêèõ

ðiâíÿíü ïðè ñïîñòåðåæåííÿõ çà ¨õ ñòàíîì. Çíà÷íèé âêëàä â ðîçâèòîê âiäïîâiäíîãî

íàïðÿìêó âíåñëè Î.Á. Êóðæàíñüêèé, Á.Ì. Áóáëèê, Î.Ã. Íàêîíå÷íèé, Þ.Ê. Ïîäëè-

ïåíêî òà ¨õ ó÷íi. Îñîáëèâiñòþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ òå, ùî äîñëiäæóþòüñÿ ôóíêöiîíàëè âiä

ðîçâ'ÿçêó ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç ðîçðèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè ïîõiäíié ïî ÷àñó.

1. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i

Â ΩT = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ 1, t1 ≤ t ≤ t3} ðîçãëÿíåìî ïàðàáîëi÷íó êðàéîâó çàäà÷ó

a(t)
∂φ(x, t)

∂t
=

∂

∂x
(b(x)

∂φ(x, t)

∂x
) +B(x, t)f(x), (x, t) ∈ ΩT (1)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè

φ(0, t) = 0, t ∈ (t1, t3), φ(h, t) = 0, t ∈ (t1, t3) (2)

òà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

φ(x, t1) = f0(x), x ∈ (0, 1), (3)
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äå f(x) ∈ L2(0, 1), f0(x) ∈ L2(0, 1), B(x, t) ∈ C(ΩT ), ïðè÷îìó ∃α > 0, c > 0 òàêå,

ùî b(x) ≥ α > 0, b(x) ≤ c ìàéæå ñêðiçü íà (0,1),

êîåôiöi¹íò a(t) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

a(t) =


a1, t1 < t < s,

0, t = t2,

a3, t2 < t < t3,

äå t1 < s < t2, a1 > 0, a3 > 0.

Ïiä ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)-(3) áóäåìî ðîçóìiòè óçàãàëüíåíèé

ðîçâ'ÿçîê φ(x, t) = (φ1(x, t), φ2(x), φ3(x, t)), φ1(x, t) ∈ W 1,0
2 (Ωt), φ3(x, t) ∈ W 1,0

2 (Ωt),

φ2(x) ∈ W̊ 1
2 (0, 1) ñèñòåìè ðiâíÿíü

a1
∂φ1(x, t)

∂t
=

∂

∂x
(b(x)

∂φ1(x, t)

∂x
) +B1(x, t)f(x), t1 < t < s,

φ1(0, t) = φ1(1, t) = 0, φ1(x, t1) = f0(x),

− ∂

∂x

(
b(x)

∂φ2(x)

∂x

)
= B2(x)f(x), φ2(0) = φ2(1) = 0,

a3
∂φ3(x, t)

∂t
=

∂

∂x

(
b(x)

∂φ3(x, t)

∂x

)
+B3(x, t)f(x), t2 < t < t3,

φ3(0, t) = φ3(1, t) = 0, φ3(x, t2) = φ2(x),

(4)

äå B1(x, t) ∈ L2((0, 1)× (t1, s)), f(x) ∈ L2(0, 1), B2(x) ∈ L2(0, 1), B3(x, t) ∈ L2((0, 1)×
× (t2, t3)), B(x, t) = (B1(x, t), B2(x), B3(x, t)).

Â ïîäàëüøîìó ïðè ðîçãëÿäi ñèñòåìè ðiâíÿíü (4), íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ââà-

æàòèìåìî a1 = a3 = 1.

Îçíà÷åííÿ 1. φ(x, t) = (φ1(x, t), φ2(x), φ3(x, t)), φ1(x, t) ∈ W 1,0
2 (Ωt), φ3(x, t) ∈ W 1,0

2 (Ωt),

φ2(x) ∈ W̊ 1
2 (0, 1) íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü (4), ÿêùî

âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

s∫
t1

1∫
0

(−φ1(x, t)
∂ψ1(x,t)

∂t
+ b(x)∂φ1(x,t)

∂x
∂ψ1(x,t)
∂x

)dxdt =
1∫
0

f0(x)ψ1(x, t1)dx+

+
s∫
t1

1∫
0

B1(x, t)f(x)ψ1(x, t)dxdt,

1∫
0

b(x)∂φ2(x)
∂x

∂ψ2(x)
∂x

dx =
1∫
0

B2(x)f(x)ψ2(x)dx,

t3∫
t2

1∫
0

(−φ3(x, t)
∂ψ3(x,t)

∂t
+ b(x)∂φ3(x,t)

∂x
∂ψ3(x,t)
∂x

)dxdt =
1∫
0

φ2(x)ψ3(x, t2)dx+

+
t3∫
t2

1∫
0

B3(x, t)f(x)ψ3(x, t)dxdt,
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∀ψ(x, t) = (ψ1(x, t), ψ2(x), ψ3(x, t)), ψ1(x, t) ∈ W 1,0
2 (Ωt), ψ3(x, t) ∈ W 1,0

2 (Ωt), ψ2(x) ∈ W̊ 1
2

(0, 1), ψ1(x, s) = 0, ψ3(x, t3) = 0, ψi(0, t) = ψi(1, t) = 0, i = 1, n.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ðåàëiçàöiÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó

y = (y1(t), y2, y3(t)) ó âèãëÿäi

y1k(t) =
1∫
0

h1k(x)φ1(x, t)dx+ η1k(t), t1 < t < s, k = 1, N1,

y2k =
1∫
0

h2k(x)φ2(x)dx+ η2k, t = t2, k = 1, N2,

y3k(t) =
1∫
0

h3k(x)φ3(x, t)dx+ η3k(t), t2 < t < t3, k = 1, N3,

(5)

äå φ(x, t) = (φ1(x, t), φ2(x), φ3(x, t)) � óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü (4),

hik(x) ∈ L2(0, 1), i = 1, 3, η1k(t), η2k, η3k(t) � âèáiðêîâi çíà÷åííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ,

ÿêi ïîïàðíî íåêîðåëüîâàíi, ç íóëüîâèìè ìàòåìàòè÷íèìè ñïîäiâàííÿìè

Mη1k(t) =Mη2k(t2) =Mη3k(t) = 0,Mη21k(t) <∞,Mη22k <∞,Mη23k(t) <∞.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî f0(x), f(x), η1k(t), η2k, η3k(t) íå âèçíà÷åíi òî÷íî, à âiäîìî, ùî

âîíè çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
1∫

0

f 2
0
(x)q2

0
(x)dx ≤ 1, (6)

f(x) ∈ L2(0, 1), (7)

s∫
t1

Mη21k(t)r
2
1k(t)dt ≤ 1,

t3∫
t2

Mη23k(t)r
2
3k(t)dt ≤ 1,Mη22k = r−22k , (8)

äå q2
0
(x), r21k(t), r

2
3k(t), r

−2
2k � âèìiðíi ôóíêöi¨, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì

q2
0
(x) ≤ q2

0
(x) ≤ q2

0
(x), r21k(t) ≤ r21k(t) ≤ r21k(t), r

2
3k(t) ≤ r23k(t) ≤ r23k(t), r

−2
2k ≤ r−22k ≤ r−22k .

Íåõàé â îáëàñòi ΩT çàäàíà ôóíêöiÿ l(x, t) = (l1(x, t), l2(x), l3(x, t)),

l1(x, t) ∈ L2((0, 1) × (t1, s)), l2(x) ∈ L2(0, 1), l3(x, t) ∈ L2((0, 1) × (t2, t3)). Çà ñïî-

ñòåðåæåííÿìè (5) çà ñòàíîì ñèñòåìè, ùî îïèñóþòüñÿ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü (4) ïðè

âiäïîâiäíèõ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ óìîâàõ áóäåìî øóêàòè îöiíêè ôóíêöiîíàëó

l(φ) =

s∫
t1

1∫
0

l1(x, t)φ1(x, t)dxdt+

1∫
0

l2(x)φ2(x)dx+

t3∫
t2

1∫
0

l3(x, t)φ3(x, t)dxdt (9)
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Â êëàñi ëiíiéíèõ îöiíîê âèãëÿäó

l̂(φ) =

N1∑
k=1

s∫
t1

u1k(t)y1k(t)dt+

N2∑
k=1

u2ky2k +

N3∑
k=1

t3∫
t2

u3k(t)y3k(t)dt (10)

äå u = (u1(t), u2, u3(t)), u1(t) = (u11(t), ..., u1N1(t))∈L2(t1, s), u3(t) = (u31(t), ..., u3N3(t)),

u3(t) ∈ L2(t2, t3), u2 = (u21, ..., u2N2).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G0 ìíîæèíó ôóíêöié f0(x), f(x), η1k(t), η2k, η3k(t), ùî çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâàì (6), (7), (8).

Îçíà÷åííÿ 2. Îöiíêó ̂̂l(φ) = N1∑
k=1

s∫
t1

û1k(t)y1k(t)dt+
N2∑
k=1

û2ky2k +
N3∑
k=1

t3∫
t2

û3k(t)y3k(t)dt, ÿêà

âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçîê åêñòðåìàëüíî¨ çàäà÷i

inf
uk(t)∈L2(ΩT )

sup
G0

M [l(φ)− l̂(φ)]2 = sup
G0

[l(φ)− ̂̂l(φ)]2,
íàçèâàþòü ìiíiìàêñíîþ îöiíêîþ ôóíêöiîíàëó, à âåëè÷èíó

σ2 = sup
G0

M [l(φ)− ̂̂l(φ)]2
ìiíiìàêñíîþ ïîõèáêîþ îöiíþâàííÿ.

2. Âèãëÿä ìiíiìàêñíî¨ îöiíêè

Ââåäåìî ôóíêöiþ z(x, t) íàñòóïíèì ÷èíîì

z(x, t) ∈ L2(ΩT ), z(x, t) = (z1(x, t), z2(x), z3(x, t)) = (z1(x, t, u1), z2(x, u2), z3(x, t, u3)),

äå z1, z2, z3 � óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè íàñòóïíèõ êðàéîâèõ çàäà÷

−∂z1(x,t)
∂t

= ∂
∂x
b(x)∂z1(x,t)

∂x
+ l1(x, t)−

N1∑
k=1

u1k(t)h1k(x),

z1(0, t) = z1(1, t) = 0, z1(x, s) = 0,

− ∂
∂x
b(x)∂z2(x)

∂x
= l2(x)−

N2∑
k=1

u2kh2k(x) + z3(x, t2),

z2(0) = z2(1) = 0,

−∂z3(x,t)
∂t

= ∂
∂x
b(x)∂z3(x,t)

∂x
+ l3(x, t)−

N3∑
k=1

u3k(t)h3k(x),

z3(0, t) = z3(1, t) = 0, z(x, t3) = 0,

(11)
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç U ìíîæèíó ôóíêöié

U = {u : (

s∫
t1

B1(x, t)z1(x, t)dt+B2(x)z2(x) +

t3∫
t2

B3(x, t)z3(x, t)dt) = 0}.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé U � íå ïîðîæíÿ ìíîæèíà, ôóíêöi¨ z1, z2, z3 ¹ óçàãàëüíåíi

ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü (11). Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ìiíiìàêñíà îöiíêà, ùî ìà¹ âèãëÿä

̂̂
l(φ) = (û, y),

äå û ∈ arg inf I(u), u ∈ U ,

äå I(u) =
1∫
0

q−20 (x)z21(x, t1)dx+
N1∑
k=1

s∫
t1

u21k(t)r
−2
1k (t)dt+

N2∑
k=1

u22kr
−2
2k +

N3∑
k=1

t3∫
t2

u23k(t)r
−2
3k (t)dt,

ïðè öüîìó σ2 = I(u).

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è (5), (9), (10) çàïèøåìî ðiçíèöþ

[l(φ)− l(φ̂)] =

 s∫
t1

1∫
0

l1(x, t)φ1(x, t)dxdt−
N1∑
k=1

s∫
t1

u1k(t)y1k(t)dt

+

+

 1∫
0

l2(x)φ2(x)dx−
N2∑
k=1

u2ky2k

+

 t3∫
t2

1∫
0

l3(x, t)φ3(x, t)dxdt−
N3∑
k=1

t3∫
t2

u3k(t)y3k(t)dt

 =

=

 s∫
t1

1∫
0

(l1(x, t)−
N1∑
k=1

u1k(t)h1k(x))φ1(x, t)dxdt−
N1∑
k=1

s∫
t1

u1k(t)η1k(t)dt

+

+

 1∫
0

(l2(x)−
N2∑
k=1

u2kh2k(x))φ2(x)dx−
N2∑
k=1

u2kη2k

+

+

 t3∫
t1

1∫
0

(l3(x, t)−
N3∑
k=1

u3k(t)h3k(x))φ3(x, t)dxdt−
N3∑
k=1

t3∫
t2

u3k(t)η3k(t)dt

 .
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Âðàõîâóþ÷è ñèñòåìè ðiâíÿíü (11) òà (4), âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ óçàãàëüíå-

íîãî âèðàçó ç ôîðìóëîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, âèðàç [l(φ) − l(φ̂)] ïîäàìî â íà-

ñòóïíîìó âèãëÿäi

[l(φ)− l(φ̂)] =

 1∫
0

f0(x)z1(x, t1)dx−
N1∑
k=1

s∫
t1

u1k(t)η1k(t)dt−
N2∑
k=1

u2kη2k−

−
N3∑
k=1

t3∫
t2

u3k(t)η3k(t)dt


Âðàõîâóþ÷è ïîïàðíó íåêîðåëüîâàíiñòü áóäåìî ìàòè

M [l(φ)− l̂(φ)]2 =


 1∫

0

f0(x)z1(x, t1)dx

2

+

N1∑
k=1

M

 s∫
t1

u2
1k
(t)η2

1k
(t)dt

2

+

N2∑
k=1

u2
2k
r−2
2k
+

+

N3∑
k=1

M

 t3∫
t2

u2
3k
(t)η2

3k
(t)dt

2
Â ñèëó íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî òà íåðiâíîñòåé (6),(8) îòðèìà¹ìî

sup
G0

M [l(φ)− l̂(φ)]2 ≤

 1∫
0

q−20 (x)z2
1
(x, t1)dx+

N1∑
k=1

s∫
t1

u2
1k
(t)r−2

1k
(t)dt+

N2∑
k=1

u2
2k
r−2
2k
+

+

N3∑
k=1

t3∫
t2

u2
3k
(t)r−2

3k
(t)dt



sup
G0

M [l(φ)−l̂(φ)]2 =



 1∫
0

q−20 (x)z2
1
(x, t1)dx+

N1∑
k=1

s∫
t1

u2
1k
(t)r−2

1k
(t)dt+

N2∑
k=1

u2
2k
(t2)r

−2
2k
(t2)+

+

N3∑
k=1

t3∫
t2

u2
3k
(t)r−2

3k
(t)dt

 ≡ I(u),∀u ̸= 0, u ∈ U

∞,∀u /∈ U.

Îòæå iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò û = (û1(t), û2, û3(t)) [2] òàêèé, ùî û ∈ arg inf I(u),

u ∈ U . �
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Ââåäåìî ôóíêöi¨ ẑ1, ẑ2, ẑ3, p1, p2, p3 ÿê óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü

−∂ẑ1(x,t)
∂t

= ∂
∂x
b(x)∂ẑ1(x,t)

∂x
+ l1(x, t)−

N∑
k=1

û1k(t)h1k(x),

ẑ1(0, t) = ẑ1(1, t) = 0, ẑ1(x, s) = 0,

− ∂
∂x
b(x)∂ẑ2(x)

∂x
= l2(x)−

N∑
k=1

û2kh2k(x) + ẑ3(x, t2),

ẑ2(0) = ẑ2(1) = 0,

−∂ẑ3(x,t)
∂t

= ∂
∂x
b(x)∂ẑ3(x,t)

∂x
+ l3(x, t)−

N∑
k=1

û3k(t)h3k(x),

ẑ3(0, t) = ẑ3(1, t) = 0, ẑ(x, t3) = 0,
∂p1(x,t)
∂t

= ∂
∂x
b(x)∂p1(x,t)

∂x
+ λ(x)B1(x, t),

p1(0, t) = p1(1, t) = 0, p1(x, t1) = q−2(x)ẑ1(x, t1)

− ∂
∂x
b(x)∂p2(x)

∂x
= λ(x)B2(x),

p2(0) = p2(1) = 0,
∂p3(x,t)
∂t

= ∂
∂x
b(x)∂p3(x,t)

∂x
+ λ(x)B3(x, t),

p3(0, t) = p3(1, t) = 0, p3(x, t2) = p2(x),

(12)

äå û1, û2, û3 ìàþòü âèãëÿä

(û1(t), û2, û3(t)) =

( 1∫
0

r21(t)h1(x)p1(x, t)dx,

1∫
0

r22h2(x)p1(x)dx,

1∫
0

r23(t)h3(x)p3(x, t)dx

)
,

(13)

à ôóíêöiÿ λ(x) ∈ L2(0, 1) âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ( s∫
t1

B1(x, t)ẑ1(x, t)dt+B2(x)ẑ2(x) +

t3∫
t2

B3(x, t)ẑ3(x, t)dt

)
= 0. (14)

Ââåäåìî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ L, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

Lu =

s∫
t1

B1(x, t)z̃1(x, t, u)dt+B2(x)z̃2(x, u) +

t3∫
t2

B3(x, t)z̃3(x, t, u)dt,

äå z̃1, z̃2, z̃3 � ôóíêöi¨ z1, z2, z3 ïðè li = 0, i = 1, 2, 3 âiäïîâiäíî.

Îçíà÷åííÿ 3. Ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ L, ùî äi¹ ç ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H1 â ãiëü-

áåðòiâ ïðîñòið H2 íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì, ÿêùî ðiâíÿííÿ Lφ = f ìà¹ ðîçâ'ÿçîê äëÿ

âñÿêîãî âåêòîðó f ∈ H2.
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Òåîðåìà 1. Ïðèïóñòèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ L � ðåãóëÿðíå, òîäi iñíó¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (12),(14), ïðè÷îìó ìiíiìàêñíà îöiíêà ìà¹ âèãëÿä

̂̂
l(φ) =

N1∑
k=1

s∫
t1

û1k(t)y1k(t)dt+

N2∑
k=1

û2ky2k +

N3∑
k=1

t3∫
t2

û3k(t)y3k(t)dt,

äå û ìà¹ âèãëÿä (13),à ïîõèáêà îöiíþâàííÿ äîðiâíþ¹

σ2 = l(p).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé û � òàêèé âåêòîð, ïðè ÿêîìó I(û) = inf
u
I(u), ẑ(x, t) = ẑ(x, t, û).

Ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (11) ç êðèòåði¹ì ÿêîñòi

I(u) =
1∫
0

q−20 (x)z21(x, t1)dx +
N1∑
k=1

s∫
t1

u21k(t)r
−2
1k (t)dt +

N2∑
k=1

u22kr
−2
2k +

N3∑
k=1

t3∫
t2

u23k(t)r
−2
3k (t)dt,

ç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà. Âèêîðèñòîâóþ-

÷è óìîâó ðåãóëÿðíîñòi áóäåìî ìàòè, ùî û ∈ arg inf I(λ, u), äå

I(λ, u) = I(u) +
1∫
0

λ(x)(
s∫
t1

B1(x, t)z1(x, t)dt + B2(x)z2(x) +
t3∫
t2

B3(x, t)z3(x, t)dt)dx,

λ(x) ∈ L2(0, 1).

Âåêòîð û ìîæå áóòè çíàéäåíèé ç óìîâè

d

dt
I(λ, û+ τv)

∣∣∣∣
τ=0

≡ 0,∀v ∈ U.

Çàïèøåìî I(λ, u) â íàñòóïíîìó âèãëÿäi

I(λ, u) =

[ 1∫
0

q−20 (x)z2
1
(x, t1)dx+

N1∑
k=1

s∫
t1

u2
1k
(t)r−2

1k
(t)dt+

N2∑
k=1

u2
2k
r−2
2k
+

N3∑
k=1

t3∫
t2

u2
3k
(t)r−2

3k
(t)dt

]
+

+

[ 1∫
0

λ(x)

s∫
t1

B1(x, t)z1(x, t)dt+B2(x)z2(x) +

t3∫
t2

B3(x, t)z3(x, t)dt)dx

]
(16)

Âðàõîâóþ÷è ñèñòåìè ðiâíÿíü (12) òà âèðàç (16) i âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ óçà-

ãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ç ôîðìóëîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè îòðèìà¹ìî íàñòóïíå

I(λ, u) =

[ N1∑
k=1

s∫
t1

u2
1k
(t)r−2

1k
(t)dt+

N2∑
k=1

u2
2k
r−2
2k

+

N3∑
k=1

t3∫
t2

u2
3k
(t)r−2

3k
(t)dt

]
+

+

[ s∫
t1

1∫
0

(l1(x, t)−
N1∑
k=1

u1k(t)h1k(x))p1(x, t)dxdt+

1∫
0

(l2(x)−
N2∑
k=1

u2kh2k(x))p2(x)dx+
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+

t3∫
t2

1∫
0

(l3(x, t)−
N3∑
k=1

u3k(t)h3k(x))p3(x, t)dxdt

]
.

Òåïåð ìîæåìî çàïèñàòè

1

2

d

dt
I(λ, û+ τv)

∣∣∣∣
τ=0

=

[ N1∑
k=1

s∫
t1

û
1k
(t)r−2

1k
(t)v1k(t)dt+

N2∑
k=1

û
2k
r−2
2k
v2k +

+

N3∑
k=1

t3∫
t2

û
3k
(t)r−2

3k
(t)v3k(t)dt

]
−
[ s∫
t1

1∫
0

N1∑
k=1

v1k(t)h1k(x)p1(x, t)dxdt+

+

1∫
0

N2∑
k=1

v2kh2k(x)p2(x)dx+

t3∫
t2

1∫
0

N3∑
k=1

v3k(t)h3k(x)p3(x, t)dxdt

]
≡ 0,∀vik(t), i = 1, 3.

Ðîçâ'ÿçàâøè öþ òîòîæíiñòü îòðèìà¹ìî âèðàç äëÿ âèçíà÷åííÿ û

û = (û1(t), û2, û3(t)) =

( 1∫
0

r2
1
(t)h1(x)p1(x, t)dx,

1∫
0

r2
2
h2(x)p2(x)dx,

1∫
0

r2
3
(t)h3(x)p3(x, t)dx

)
.

Ïîêàæåìî, ùî σ2 = l(p).

σ2 = inf
u∈L2(ΩT )

sup
G0

M |l(φ)− l̂(φ)|2 = I(û),

äå I(û) = [
1∫
0

q−20 (x)ẑ2
1
(x, t1)dx+

N1∑
k=1

s∫
t1

û2
1k
(t)r−2

1k
(t)dt+

N2∑
k=1

û2
2k
r−2
2k

+
N3∑
k=1

t3∫
t2

û2
3k
(t)r−2

3k
(t)dt].

Âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi (12) çàïèøåìî I(û) â íàñòóïíîìó âèãëÿäi

I(û) = [

1∫
0

q−20 (x)ẑ2
1
(x, t1)dx+

N1∑
k=1

s∫
t1

û2
1k
(t)r−2

1k
(t)dt+

N2∑
k=1

û2
2k
r−2
2k

+

N3∑
k=1

t3∫
t2

û2
3k
(t)r−2

3k
(t)dt]+

+[

1∫
0

λ(x)(

s∫
t1

B1(x, t)ẑ1(x, t)dt+B2(x)ẑ2(x) +

t3∫
t2

B3(x, t)ẑ3(x, t)dt)dx].

Â öüîìó âèðàçi çðîáèâøè çàìiíó, âèêîðèñòàâøè ñèñòåìó (12) îòðèìà¹ìî

I(û) = [

1∫
0

q−20 (x)ẑ2
1
(x, t1)dx+

N1∑
k=1

s∫
t1

û2
1k
(t)r−2

1k
(t)dt+

N2∑
k=1

û2
2k
r−2
2k

+

N3∑
k=1

t3∫
t2

û2
3k
(t)r−2

3k
(t)dt]+
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+[

s∫
t1

1∫
0

(
∂p1(x, t)

∂t
− ∂

∂x
b(x)

∂p1(x, t)

∂x
)ẑ1(x, t)dxdt+

1∫
0

(− ∂

∂x
b(x)

∂p2(x)

∂x
)ẑ2(x)dx+

+

t3∫
t2

1∫
0

(
∂p3(x, t)

∂t
− ∂

∂x
b(x)

∂p3(x, t)

∂x
)ẑ3(x, t)dxdt].

Ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ û â ïîïåðåäíþ ðiâíiñòü ó ïåðøîìó äîäàíêó òà âèêîðè-

ñòàâøè îçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ç iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè i ñèñòåìó ðiâ-

íÿíü (11) ó äðóãîìó áóäåìî ìàòè

I(û) =

[ N1∑
k=1

s∫
t1

1∫
0

û1k(t)h1k(x)p1(x, t)dx+

N2∑
k=1

1∫
0

û2kh2k(x)p2(x)dx+

+

N3∑
k=1

t3∫
t2

1∫
0

û3k(t)h3k(x)p3(x, t)dx] +

s∫
t1

1∫
0

(l1(x, t)−
N1∑
k=1

û1k(t)h1k(x))p1(x, t)dxdt+

+

1∫
0

(l2(x)−
N2∑
k=1

û2kh2k(x))p2(x)dx+

t3∫
t2

1∫
0

(l3(x, t)−
N3∑
k=1

û3k(t)h3k(x))p3(x, t)dxdt

]

Îòæå, ñêîðîòèâøè îäíàêîâi äîäàíêè îòðèìà¹ìî

σ2 = I(û) =

s∫
t1

1∫
0

l1(x, t)p1(x, t)dxdt+

1∫
0

l2(x)p2(x)dx+

t3∫
t2

1∫
0

l3(x, t)p3(x, t)dxdt = l(p).

�
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Ââåäåìî ôóíêöi¨ φ̂1, φ̂2, φ̂3, p̂1, p̂2, p̂3 ÿê óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü

−∂p̂1(x,t)
∂t

= ∂
∂x
b(x)∂p̂1(x,t)

∂x
+

N1∑
k=1

r−21k (t)h1k(x)(y1k(t)−
1∫
0

h1k(x)φ̂1(x, t)dx),

p̂1(0, t) = p̂1(1, t) = 0, p̂1(x, s) = 0,

− ∂
∂x
b(x)∂p̂2(x)

∂x
=

N2∑
k=1

r−22k h2k(x)(y2k −
1∫
0

h2k(x)φ̂2(x)dx) + p̂3(x, t),

p̂2(0) = p̂2(1) = 0,

−∂p̂3(x,t)
∂t

= ∂
∂x
b(x)∂p̂3(x,t)

∂x
+

N3∑
k=1

r−23k (t)h3k(x)(y3k(t)−
1∫
0

h3k(x)φ̂3(x, t)dx),

p̂3(0, t) = p̂3(1, t) = 0, p̂3(x, t3) = 0,
∂φ̂1(x,t)

∂t
= ∂

∂x
b(x)∂φ̂1(x,t)

∂x
+ λ(x)B1(x, t),

φ̂1(0, t) = φ̂1(1, t) = 0, φ̂1(x, t1) = q−2(x)p̂1(x, t1)

− ∂
∂x
b(x)∂φ̂2(x)

∂x
= λ(x)B2(x),

φ̂2(0) = φ̂2(1) = 0,
∂φ̂3(x,t)

∂t
= ∂

∂x
b(x)∂φ̂3(x,t)

∂x
+ λ(x)B3(x, t),

φ̂3(0, t) = φ̂3(1, t) = 0, φ̂3(x, t2) = φ̂2(x),

(
s∫
t1

B1(x, t)p̂1(x, t)dt+B2(x)p̂2(x) +
t3∫
t2

B3(x, t)p̂3(x, t)dt) = 0,

(15)

Òåîðåìà 2. Ïðè óìîâàõ òåîðåìè 1 ìiíiìàêñíà îöiíêà ìà¹ âèãëÿä

̂̂
l(φ) =

s∫
t1

1∫
0

l1(x, t)φ̂1(x, t)dxdt+

1∫
0

l2(x)φ̂2(x)dx+

t3∫
t2

1∫
0

l3(x, t)φ̂3(x, t)dxdt = l(φ̂),

äå ôóíêöi¨ φ̂1, φ̂2, φ̂3, p̂1, p̂2, p̂3 âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü (15).

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ̂̂l(φ) = l(φ̂).

̂̂
l(φ) =

N1∑
k=1

s∫
t1

û1k(t)y1k(t)dt+

N2∑
k=1

û2ky2k +

N3∑
k=1

t3∫
t2

û3k(t)y3k(t)dt =

=

N1∑
k=1

s∫
t1

1∫
0

r−21k (t)h1k(x)p1(x, t)y1k(t)dxdt+

N2∑
k=1

1∫
0

r−22k h2k(x)p2(x)y2kdx+

+

N3∑
k=1

t3∫
t2

1∫
0

r−23k (t)h3k(x)p3(x, t)y3k(t)dxdt.
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Âèêîðèñòàâøè ñèñòåìó ðiâíÿíü (5) çàïèøåìî

̂̂
l(φ) =

N1∑
k=1

s∫
t1

1∫
0

r−21k (t)h1k(x)p1(x, t)

( 1∫
0

h1k(x)φ1(x, t)dx

)
dxdt+

+

N1∑
k=1

s∫
t1

1∫
0

r−21k (t)h1k(x)p1(x, t)η1k(t)dxdt+

N2∑
k=1

1∫
0

r−22k h2k(x)p2(x)

( 1∫
0

h2k(x)φ2(x)dx

)
dx+

+

N2∑
k=1

1∫
0

r−22k h2k(x)p2(x)η2kdx+

N3∑
k=1

t3∫
t2

1∫
0

r−23k (t)h3k(x)p3(x, t)

( 1∫
0

h3k(x)φ3(x, t)dx

)
dxdt+

+

N3∑
k=1

t3∫
t2

1∫
0

r−23k (t)h3k(x)p3(x, t)η3k(t)dxdt.

Â ïîïåðåäíþ ðiâíiñòü ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ η(t) ç ñèñòåìè ðiâíÿíü (5) òà çðîáèìî

çàìiíó, âèêîðèñòàâøè ñèñòåìó ðiâíÿíü (15)

̂̂
l(φ) =

[ N1∑
k=1

s∫
t1

1∫
0

r−21k (t)h1k(x)p1(x, t)

( 1∫
0

h1k(x)φ1(x, t)dx

)
dxdt+

+

N2∑
k=1

1∫
0

r−22k h2k(x)p2(x)

( 1∫
0

h2k(x)φ2(x)dx

)
dx+

+

N3∑
k=1

t3∫
t2

1∫
0

r−23k (t)h3k(x)p3(x, t)

( 1∫
0

h3k(x)φ3(x, t)dx

)
dxdt

]
+

[ s∫
t1

1∫
0

(
−∂p̂1(x, t)

∂t
p1(x, t)+

+ b(x)
∂p1(x, t)

∂x

∂p̂1(x, t)

∂x

)
dxdt+

1∫
0

b(x)

(
∂p2(x)

∂x

∂p̂2(x)

∂x

)
dx+

t3∫
t2

1∫
0

(
−∂p̂3(x, t)

∂t
p3(x, t)+

+ b(x)
∂p3(x, t)

∂x

∂p̂3(x, t)

∂x

)
dxdt

]
Çà äîïîìîãîþ îçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ïåðåòâîðèìî ïîïåðåäíþ ðiâ-

íiñòü ̂̂
l(φ) =

[ N1∑
k=1

s∫
t1

1∫
0

r−21k (t)h1k(x)p1(x, t)

( 1∫
0

h1k(x)φ1(x, t)dx

)
dxdt+

+

N2∑
k=1

1∫
0

r−22k h2k(x)p2(x)

( 1∫
0

h2k(x)φ2(x)dx

)
dx+

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1' 2011



Îïòèìàëüíi ãàðàíòîâàíi îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü . . . 39

+

N3∑
k=1

t3∫
t2

1∫
0

r−23k (t)h3k(x)p3(x, t)

( 1∫
0

h3k(x)φ3(x, t)dx

)
dxdt

]
+

[ 1∫
0

q−20 (x)ẑ
1
(x, t1)p̂1(x, t)dx+

+

1∫
0

λ(x)

( s∫
t1

B1(x, t)p̂1(x, t)dt+B2(x)p̂2(x) +

t3∫
t2

B3(x, t)p̂3(x, t)dt

)
dx−

1∫
0

p3(x, t2)p̂2(x)dx

]
Âðàõîâóþ÷è (14) äîäàìî äî ïîïåðåäíüîþ ðiâíîñòi ïåâíi äîäàíêè

̂̂
l(φ) =

[ N1∑
k=1

s∫
t1

1∫
0

r−21k (t)h1k(x)p1(x, t)

( 1∫
0

h1k(x)φ1(x, t)dx

)
dxdt+

+

N2∑
k=1

1∫
0

r−22k h2k(x)p2(x)

( 1∫
0

h2k(x)φ2(x)dx

)
dx+

+

N3∑
k=1

t3∫
t2

1∫
0

r−23k (t)h3k(x)p3(x, t)

( 1∫
0

h3k(x)φ3(x, t)dx

)
dxdt

]
+

[ 1∫
0

q−20 (x)ẑ
1
(x, t1)p̂1(x, t)dx+

+

1∫
0

λ(x)

( s∫
t1

B1(x, t)p̂1(x, t)dt+B2(x)p̂2(x) +

t3∫
t2

B3(x, t)p̂3(x, t)dt

)
dx−

1∫
0

p3(x, t2)p̂2(x)dx

]
+

+

[ 1∫
0

λ(x)

( s∫
t1

B1(x, t)ẑ1(x, t)dt+B2(x)ẑ2(x) +

t3∫
t2

B3(x, t)ẑ3(x, t)dt

)
dx

]
.

Òðåòié äîäàíîê ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi ðîçãëÿíåìî îêðåìî. Ñêîðèñòàâøèñü ñèñòå-

ìîþ ðiâíÿíü (15) i îçíà÷åííÿì óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ç ôîðìóëîþ iíòåãðóâàííÿ

÷àñòèíàìè ïîäàìî éîãî â íàñòóïíîìó âèãëÿäi[ 1∫
0

λ(x)

( s∫
t1

B1(x, t)ẑ1(x, t)dt+B2(x)ẑ2(x) +

t3∫
t2

B3(x, t)ẑ3(x, t)dt

)
dx

]
=

=

[
−

1∫
0

q−20 (x)ẑ1(x, t1)p̂1(x, t1)dx+

s∫
t1

1∫
0

(
l1(x, t)−

N1∑
k=1

û1k(t)h1k(x)

)
φ̂1(x, t)dxdt

+

1∫
0

(l2(x) + ẑ3(x, t2)−
N2∑
k=1

û2kh2k(x))φ̂2(x)dx−
1∫

0

ẑ
3
(x, t2)φ̂2(x)dx+

+

t3∫
t2

1∫
0

(l3(x, t)−
N3∑
k=1

û3k(t)h3k(x)

)
φ̂3(x, t)dxdt

]
.
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Ïiäñòàâèâøè äàíèé äîäàíîê â ðiâíiñòü äëÿ âèçíà÷åííÿ ̂̂l(φ) áóäåìî ìàòè
̂̂
l(φ) =

[ N1∑
k=1

s∫
t1

1∫
0

r−21k (t)h1k(x)p1(x, t)

( 1∫
0

h1k(x)φ1(x, t)dx

)
dxdt+

+

N2∑
k=1

1∫
0

r−22k h2k(x)p2(x)

( 1∫
0

h2k(x)φ2(x)dx

)
dx+

+

N3∑
k=1

t3∫
t2

1∫
0

r−23k (t)h3k(x)p3(x, t)

( 1∫
0

h3k(x)φ3(x, t)dx

)
dxdt

]
+

[ 1∫
0

q−20 (x)ẑ
1
(x, t1)p̂1(x, t)dx+

+

1∫
0

λ(x)

( s∫
t1

B1(x, t)p̂1(x, t)dt+B2(x)p̂2(x) +

t3∫
t2

B3(x, t)p̂3(x, t)dt

)
dx−

1∫
0

p3(x, t2)p̂2(x)dx

]
+

+

[
−

1∫
0

q−20 (x)ẑ1(x, t1)p̂1(x, t1)dx+

s∫
t1

1∫
0

(l1(x, t)−
N1∑
k=1

û1k(t)h1k(x))φ̂1(x, t)dxdt+

+

1∫
0

(l2(x) + ẑ3(x, t2)−
N2∑
k=1

û2kh2k(x))φ̂2(x)dx−
1∫

0

ẑ
3
(x, t2)φ̂2(x)dx+

+

t3∫
t2

1∫
0

(l3(x, t)−
N3∑
k=1

û3k(t)h3k(x))φ̂3(x, t)dxdt

]
.

Âðàõóâàâøè (15) òà ïiäñòàâèâøè â ïîïåðåäíþ ðiâíiñòü çíà÷åííÿ û òà ñêîðîòèâøè

îäíàêîâi äîäàíêè îòðèìà¹ìî

̂̂
l(φ) =

s∫
t1

1∫
0

l1(x, t)φ̂1(x, t)dxdt+

1∫
0

l2(x)φ̂2(x)dx+

t3∫
t2

1∫
0

l3(x, t)φ̂3(x, t)dxdt = l(φ̂).

�

Âèñíîâêè

Ó äàíié ðîáîòi çíàéäåíî ìiíiìàêñíi îöiíêè ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ âiä ðîçâ'ÿçêiâ

ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç ðîçðèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè ïîõiäíié çà ñïîñòåðåæåííÿìè

çà ñòàíîì ñèñòåìè, ùî îïèñóþòüñÿ öèìè ðiâíÿííÿìè. Äîâåäåíî, ùî äàíi îöiíêè áóäóòü

îïòèìàëüíèìè ãàðàíòîâàíèìè îöiíêàìè.

Äîñëiäæåííÿ ìiíiìàêñíèõ îöiíîê ïðîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïîáóäîâè ñïðÿæåíî¨

ñèñòåìè òà îçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ç iíòåãðóâàííÿì ÷àñòèíàìè ïàðàáîëi÷-

íîãî ðiâíÿííÿ ç ðîçðèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè ïîõiäíié. Çíàõîäæåííÿ ìiíiìàêñíèõ
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îöiíîê çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåì iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi ¹ îäíî-

çíà÷íî ðîçâ'ÿçíèìè.
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ÓÄÊ 519.85

ÇÍÀÕÎÄÆÅÍÍß ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÏÎÒÎÊÓ Â ÌÅÐÅÆI Ç
ÄÎÄÀÒÊÎÂÈÌÈ ÊÎÌÁIÍÀÒÎÐÍÈÌÈ ÎÁÌÅÆÅÍÍßÌÈ

c⃝ �ìåöü Î. Î., �ìåöü �. Ì., Îëåêñié÷óê Þ. Ô.

Ïîëòàâñüêèé óíiâåðñèòåò åêîíîìiêè i òîðãiâëi

âóë. Êîâàëÿ, 3, ì. Ïîëòàâà, 36014, Óêðà¨íà

e-mail: yemetsli@mail.ru, olexijchuk@gmail.com

Abstract. In article the task of a �nding of the maximum �ow in a network with additional

combinatorial restrictions is delivered and solved. The mathematical model is constructed; the algorithm

of its decision is stated. The considered task is generalization of the task of a �nding of the maximum

�ow in a network.

Âñòóï

Ðîçâ'ÿçàííÿ áàãàòüîõ ïðèêëàäíèõ i òåîðåòè÷íèõ çàäà÷ ìîæíà çâåñòè äî ìîäåëi

çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêó â ìåðåæi. Öÿ çàäà÷à ¹ äîáðå äîñëiäæåíîþ i ðîç-

ãëÿäà¹òüñÿ, çîêðåìà â [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêó â

ìåðåæi âèêîðèñòîâóþòüñÿ àëãîðèòìè Ôîðäà i Ôàëêåðñîíà [1], Åäìîíäñà i Êàðïà [4],

Äiíiöà [5], Êàðçàíîâà [6] òà ií. Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêó â ìåðå-

æi ç äîäàòêîâèìè êîìáiíàòîðíèìè îáìåæåííÿìè â ëiòåðàòóði íå ðîçãëÿäàëàñÿ. Âîíà

äîçâîëÿ¹ ðîçøèðèòè êîëî ïðèêëàäíèõ çàäà÷, ùî ìîäåëþþòüñÿ ïîòîêàìè â ìåðåæàõ.

Âîäíî÷àñ, ïåðåëi÷åíi àëãîðèòìè ïîòðåáóþòü ñóòò¹âî¨ ìîäèôiêàöi¨ àáî é âçàãàëi ¹ íåçà-

ñòîñîâíèìè äî ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i. Îòæå, íîâà ìîäåëü âèìàãà¹ ðîçðîáêè ìåòîäiâ

¨¨ ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé çàäàíî òðàíñïîðòíó ìåðåæó ãðàôîì ç ìíîæèíîþ âåðøèí {Vi} òà ìíîæè-
íîþ äóã {eij}, äå eij ñïîëó÷à¹ âåðøèíè Vi òà Vj. Ïðèíàéìíi îäíà iç âåðøèí ìà¹ ëèøå
äóãè, ùî âèõîäÿòü. Òàêà âåðøèíà íàçèâà¹òüñÿ äæåðåëîì i ïîçíà÷à¹òüñÿ Vs. Âåðøèíà,

ÿêà ìà¹ ëèøå äóãè, ùî âõîäÿòü, íàçèâà¹òüñÿ ñòîêîì i ïîçíà÷à¹òüñÿ Vt. (Íàäàëi áóäå-

ìî ðîçãëÿäàòè ëèøå ìåðåæi ç îäíèì äæåðåëîì i îäíèì ñòîêîì.) Êîæíà ç äóã eij ìà¹

ïðîïóñêíó ñïðîìîæíiñòü bij ≥ 0. Åëåìåíò ïîòîêó, ùî âiäïîâiäà¹ äóçi eij ïîçíà÷èìî

yij, 0 ≤ yij ≤ bij. Íåõàé ÷åðåç äåÿêi iç äóã eij ìîæíà òðàíñïîðòóâàòè ïðîäóêò äåÿêè-

ìè ïîðöiÿìè xij = gl ∈ G, äå G = {g1, g2, . . . , gη} � äåÿêà ìóëüòèìíîæèíà, ïðè÷îìó

âåêòîð ç xij ¹ ðîçìiùåííÿì åëåìåíòiâ ç G. (Ïiä ìóëüòèìíîæèíîþ G áóäåìî ðîçó-

ìiòè ñóêóïíiñòü åëåìåíòiâ, ñåðåä ÿêèõ ìîæóòü áóòè é îäíàêîâi (íåðîçðiçíèìi) [7].)
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Òîäi äëÿ òàêèõ äóã yij ≤ xij. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ âåðøèíè z, îêðiì äæåðåëà i ñòîêó, ñóìè

åëåìåíòiâ ïîòîêó íà âõiäíèõ i âèõiäíèõ äóãàõ ìà¹ áóòè îäíàêîâîþ:∑
i

yiz =
∑
j

yzj∀z ̸= s;∀z ̸= t. (1)

Òàêîæ îäíàêîâîþ áóäåìî ââàæàòè ñóìè åëåìåíòiâ ïîòîêiâ íà äóãàõ, ùî âèõîäÿòü iç

äæåðåëà òà ùî âõîäÿòü â ñòiê: ∑
i

ysi =
∑
j

yjt = w. (2)

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi çà íàçâàíèõ óìîâ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêó, òîáòî ìàê-

ñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ w.

Çàóâàæåííÿ 1. Â çàëåæíîñòi âiä çìiñòó çàäà÷i, ùî ìîäåëþ¹òüñÿ, ìîæíà äîäàâàòè

îáìåæåííÿ âèãëÿäó xij ≤ bij.

2. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü çàäà÷i

Ââåäåìî äåÿêi îçíà÷åííÿ. Áóäü-ÿêó ìóëüòèìíîæèíó A ìîæíà ïðåäñòàâèòè ¨¨ îñ-

íîâîþ S (A), òîáòî ìíîæèíîþ âñiõ ¨¨ ðiçíèõ åëåìåíòiâ, òà ïåðâèííîþ ñïåöèôiêà-

öi¹þ [A] � ñïèñêîì êðàòíîñòåé åëåìåíòiâ îñíîâè ìóëüòèìíîæèíè.

Ðîçãëÿíåìî k � âèáiðêó ç ìóëüòèìíîæèíè G = {g1, g2, . . . , gη} òàêîãî âèãëÿäó:

g = (gi1 , gi2 , . . . , gik) , (3)

äå gij ∈ G, ij ̸= it ∀ij, it ∈ Jη ∀j, t ∈ Jk. Òóò Jn � ìíîæèíà n ïåðøèõ íàòóðàëüíèõ

÷èñåë, òîáòî Jn = {1, 2, . . . , n}.
Ìíîæèíó Akηn (G), åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ ðiçíi óïîðÿäêîâàíi k � âèáiðêè âèãëÿäó (3)

ç ìóëüòèìíîæèíè G íàçèâàþòü [7, 8, 9] åâêëiäîâîþ êîìáiíàòîðíîþ ìíîæèíîþ ðîçìi-

ùåíü.

Âiäîáðàæåííÿ

φ : Akηn → Eφ ⊂ Rk (4)

íàçèâàþòü çàíóðåííÿì Akηn â àðèôìåòè÷íèé åâêëiäîâèé ïðîñòið, ÿêùî

ìiæ Akηn òà Eφ iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü, âñòàíîâëåíà ïðàâèëîì:

äëÿ g = (gi1 , gi2 , ..., gik) ∈ Akηn, x = φ (g), x = (x1, x2, . . . , xk) ∈ Eφ ìà¹ìî xj = gij
∀j ∈ Jk.

Ïîçíà÷èìî çàíóðåíó åâêëiäîâó êîìáiíàòîðíó ìíîæèíó ðîçìiùåíü Ek
ηn (G) àáî

ïðîñòî Ek
ηn.

Çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêó â ìåðåæi ç äîäàòêîâèìè êîìáiíàòîð-

íèìè îáìåæåííÿìè ìîæíà îïèñàòè ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ:
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Çíàéòè

f (y) =
∑
j

yjt → max (5)

çà îáìåæåíü ∑
i

yiz =
∑
j

yzj, z ̸= t, z ̸= s, ∀i∀j (6)

0 ≤ yij ≤ bij,∀i∀j (7)

yij ≤ xij,∀i∀j (8)

x = (xi1j1 , . . . , xikjk) ∈ Ek
ηn, (9)

äå (i1, j1) , . . . , (ik, jk) � äóãè òðàíñïîðòíî¨ ìåðåæi.

Çàóâàæåííÿ 2. Çàçíà÷èìî, ùî çàäà÷à (5)-(7) ¹ êëàñè÷íîþ çàäà÷åþ çíàõîäæåííÿ

ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêó â ìåðåæi ç îáìåæåíèìè ïðîïóñêíèìè ñïðîìîæíîñòÿìè äóã,

ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ â [1, 2, 3, 4, 5, 6].

Çàóâàæåííÿ 3. Â öiëüîâié ôóíêöi¨ øóêà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèé ïîòiê, ùî âõîäèòü â

ñòiê. Ôîðìóëó (2) ëåãêî âèâåñòè iç ñïiââiäíîøåíü (6).

Çàäà÷à (5)-(9) ¹ çàäà÷åþ åâêëiäîâî¨ êîìáiíàòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ íà ðîçìiùåííÿõ [8,

9, 10]. Ìåòîäè ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ ðîçãëÿäàþòüñÿ, çîêðåìà, â [9] òà [10].

Çàóâàæåííÿ 4. Íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ¹ äîïóñòèìèì äëÿ çàäà÷i (5)-(9). Òîìó ìóëüòè-

ìíîæèíà G ìà¹ ìiñòèòè åëåìåíò íóëü iç êðàòíiñòþ, ùî íå ìåíøà çà êiëüêiñòü äóã, íà

ÿêi íàêëàäàþòüñÿ êîìáiíàòîðíi îáìåæåííÿ.

3. Àëãîðèòì ðîçâ'ÿçóâàííÿ

Íåíóëüîâèé âåêòîð x ∈ Rk íàçèâà¹òüñÿ ëåêñèêîãðàôi÷íî äîäàòíiì (ïîçíà÷åí-

íÿ x ≻ 0), ÿêùî äîäàòíîþ ¹ éîãî ïåðøà âiäìiííà âiä íóëÿ êîîðäèíàòà. Âåêòîð x ∈ Rk

ëåêñèêîãðàôi÷íî áiëüøèé çà âåêòîð y ∈ Rk (ïîçíà÷åííÿ x ≻ y), ÿêùî x− y ≻ 0.

Öiëîþ ÷àñòèíîþ äiéñíîãî ÷èñëà a (ïîçíà÷åííÿ [a]) íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøå öiëå

÷èñëî, ùî íå ïåðåâèùó¹ a. Äðîáîâîþ ÷àñòèíîþ ÷èñëà a (ïîçíà÷åííÿ {a}) íàçèâà¹òüñÿ
ðiçíèöÿ a− [a].

Ðîçãëÿíåìî ïðÿìèé ìåòîä êîìáiíàòîðíîãî âiäñiêàííÿ [10] äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà-

÷i (5)-(9).

Êðîê 0. Ïîáóäó¹ìî ñèìïëåêñ-òàáëèöþ âiäïîâiäíî¨ äî çàäà÷i (5)-(9) çàäà÷i ëiíié-

íîãî ïðîãðàìóâàííÿ (áåç óðàõóâàííÿ êîìáiíàòîðíèõ óìîâ): f → max çà óìîâ (6)-(8).

Äî ñèìïëåêñ-òàáëèöi ïðè¹äíó¹òüñÿ ðÿäîê (äàëi L-ðÿäîê), ÿêèé âiäïîâiäà¹ îáìåæåí-

íþ, ùî âèðàæà¹ âåðõíþ ìåæó íåáàçèñíèõ çìiííèõ xL+
∑
j∈J

xj = aL0, äå J � ìíîæèíà
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íåáàçèñíèõ çìiííèõ, aL0 =
k∑
i=1

xi, äå xi � ìàêñèìàëüíî ìîæëèâå àáî áiëüøå, íiæ ìàê-

ñèìàëüíî ìîæëèâå, çíà÷åííÿ çìiííî¨ xi, çà óìîâè çàäà÷i (5)-(9), xL ≥ 0 � áàçèñíà

çìiííà, ùî ââåäåíà äëÿ îòðèìàííÿ ðiâíîñòi ç ââåäåíî¨ íåðiâíîñòi.

Êðîê 1. Ïåðåâiðèòè óìîâó îïòèìàëüíîñòi äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ëiíiéíîãî ïðî-

ãðàìóâàííÿ (ÇËÏ): ÿêùî ðÿäîê îöiíîê x0j ≥ 0, òî ðîçâ'ÿçîê îïòèìàëüíèé, çóïèíêà;

iíàêøå � ïåðåõiä äî êðîêó 2.

Êðîê 2. Âèáðàòè íàïðÿìíèé ñòîâïåöü ç íîìåðîì σ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìî-

âàì aLσ > 0 i rσ ≺ rj äëÿ âñiõ j ̸= σ, j ∈ J ïðè aLσ > 0, äå rj =

(
a0j
aLj

,
a1j
aLj

, . . . ,
anj
aLj

)
.

Êðîê 3. Âèáðàòè íîìåð òâiðíîãî ðÿäêà v, çà ÿêèì áóäå áóäóâàòèñÿ âiäñiêàííÿ, iç

ìíîæèíè V (s) =

{
i

∣∣∣∣0 ≤
[
aio
aiσ

]
≤ Θσ

}
, äå Θσ = min

aiσ>0

ai0
aiσ

çà íàñòóïíèìè ïðàâèëàìè:

À) Íåõàé Vt (σ) � ìíîæèíà V (σ), ùî âiäïîâiäà¹ t � é ñèìïëåêñ-òàáëèöi. ßê-

ùî Vt (σ) ìiñòèòü áiëüøå îäíîãî åëåìåíòà: Vt (σ) = {v1, v2, . . . , vm}, òî âèáèðà¹ìî

ðÿäîê vα, ùî â ïîñëiäîâíîñòi V1 (σ), V2 (σ), . . . , Vt (σ) ç'ÿâèâñÿ ðàíiøå (íå ïiçíiøå)

iíøèõ vi ∈ Vt (σ) i çáåðiãàâñÿ äî Vt (σ). Ïåðåéòè äî Á)

Á) Ïîñëiäîâíî âèáèðàòè ðÿäîê v, âçÿòèé â À), ïîêè v ∈ V (σ). ßêùî v /∈ V (σ),

ïåðåéòè äî À).

Êðîê 4. Äîäàòè â ñèìïëåêñ-òàáëèöþ âiäñiêàííÿ

xm+1 =

[
av0
avσ

]
+
∑
j∈J

[
avj
avσ

]
(−xj) (10)

i ïåðåâiðèòè, ÷è çàäîâîëüíÿ¹ äëÿ íàñòóïíîãî äîïóñòèìîãî ðîçâ'ÿçêó íîâî¨ ÇËÏ âåê-

òîð x, ùî ñêëàäåíèé ç êîîðäèíàò, ùî ôiãóðóþòü â (9), êîìáiíàòîðíèì îáìåæåí-

íÿì (x ∈ Ek
ηn). ßêùî òàê � ïåðåéòè äî êðîêó 7. Iíàêøå � ïîêëàñòè d = 1, ïåðåéòè äî

êðîêó 5.

Êðîê 5. Çàìiíèòè âiäñiêàííÿ (10) íàñòóïíèì

xm+1 =

([
av0
avσ

]
− d

)
+
∑
j∈J

([
avj
avσ

]
− d+ q

)
(−xj) , (11)

äå q = 1, ÿêùî

{
av0
avσ

}
<

{
avj
avσ

}
, iíàêøå q = 0.

Ïåðåéòè äî êðîêó 6.

Êðîê 6. Ïåðåâiðèòè, ÷è çàäîâîëüíÿ¹ äëÿ íàñòóïíîãî äîïóñòèìîãî ðîçâ'ÿçêó íî-
âî¨ ÇËÏ âåêòîð x, ùî ñêëàäåíèé ç êîîðäèíàò, ùî ôiãóðóþòü â (9), êîìáiíàòîðíèì

îáìåæåííÿì. ßêùî òàê � ïåðåéòè äî êðîêó 7. Iíàêøå � çáiëüøèòè d íà îäèíèöþ,

ïåðåéòè äî êðîêó 5.
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Êðîê 7. Ïðîâåñòè ñèìïëåêñ-ïåðåòâîðåííÿ, äå ðîçâ'ÿçóâàëüíèì ñòîâïöåì ¹ ñòîâ-

ïåöü ç íîìåðîì σ, à ðîçâ'ÿçóâàëüíèì ðÿäêîì � äîäàíå âiäñiêàííÿ.

Êðîê 8. Âèêðåñëèòè ðÿäîê, ùî âiäïîâiäà¹ ââåäåíîìó âiäñiêàííþ iç ñèìïëåêñ-

òàáëèöi. Ïåðåéòè äî êðîêó 1.

4. Ïðèêëàä

� öåíòðàëüíèé ñêëàä (Vs), ïóíêò ïåðåâàíòàæåííÿ (V1) òà ìàãàçèíè (V2, V3).

Òðàíñïîðòíà ìåðåæà çàäàíà ãðàôîì (Ðèñ. 1). Â äóæêàõ âêàçàíà ïðîïóñêíà ñïðî-

ìîæíiñòü äóãè. Äëÿ äóã x3t òà x4t ïðîïóñêíà ñïðîìîæíiñòü õàðàêòåðèçó¹ êiëüêiñòü

òîâàðó, ÿêó ìîæå ïðîäàòè ìàãàçèí ïîêóïöÿì, äëÿ iíøèõ äóã � ìàêñèìàëüíó êiëü-

êiñòü òîâàðó, ÿêó ìîæíà ïåðåâåçòè. � òðè îäèíèöi òðàíñïîðòó âàíòàæîïiäéîìíîñòi 2,

4 òà 6 îäèíèöü.

Çíàéòè ìàêñèìàëüíó êiëüêiñòü òîâàðó, ÿêó ìîæíà äîâåçòè äî ñïîæèâà÷iâ.

Ïîçíà÷èìî x1 = xs1, x2 = xs2, x3 = x12, x4 = x13 � âàíòàæîïiäéîìíiñòü òðàíñïîð-

Ðèñ. 1. Òðàíñïîðòíà ìåðåæà

òó, ïðèçíà÷åíîãî íà âiäïîâiäíi ìàðøðóòè, x5 = ys1, x6 = ys2, x7 = y12, x8 = y13 �

êiëüêiñòü âàíòàæó ïåðåâåçåíîãî ïî âiäïîâiäíèõ ìàðøðóòàõ, x9 = y2t, x10 = y3t � êiëü-

êiñòü òîâàðó ïðîäàíîãî ìàãàçèíàìè.

Âiäïîâiäíî äî óìîâ çàäà÷i, ñêëàäåìî ìîäåëü:

f (x) = x5 + x6 → max

îáìåæåííÿ íà ïðîïóñêíó ñïðîìîæíiñòü äóã:

x5 ≤ 6;

x6 ≤ 3;

x7 ≤ 5;
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x8 ≤ 1;

x9 ≤ 5;

x10 ≤ 6;

îáìåæåííÿ íà âàíòàæîïiäéîìíiñòü òðàíñïîðòó:

x5 − x1 ≤ 0;

x6 − x2 ≤ 0;

x7 − x3 ≤ 0;

x8 − x4 ≤ 0;

áàëàíñ ó âóçëàõ:

x5 − x7 − x8 = 0;

x6 + x7 − x9 = 0;

x8 − x10 = 0;

xi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , 10;

êîìáiíàòîðíi îáìåæåííÿ:

(x1, x2, x3, x4) ∈ E4
74 (G) , äå G =

{
04, 2, 4, 6

}
.

Äëÿ îáìåæåíîñòi äîïóñòèìî¨ îáëàñòi â ÇËÏ äîöiëüíî âåñòè îáìåæåííÿ:

x1, x2, x3, x4 ≤ max gi
i

, gi ∈ G,

òîáòî

x1, x2, x3, x4 ≤ 6.

Çàóâàæåííÿ 5. Óìîâè áàëàíñó ó âóçëàõ ìîæíà çàìiíèòè íà íåðiâíîñòi, îñêiëüêè öå
íå çìiíèòü öiëüîâî¨ ôóíêöi¨:

x5 − x7 − x8 ≤ 0;

x6 + x7 − x9 ≤ 0;

x8 − x10 ≤ 0.
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Òàáëèöà 1. Ïî÷àòêîâà ñèìïëåêñ-òàáëèöÿ

1 -x1 -x2 -x3 -x4 -x5 -x6 -x7 -x8 -x9 -x10

x0 0 -1 -1

x11 6 1

x12 3 1

x13 5 1

x14 1 1

x15 5 1

x16 6 1

x17 0 -1 1

x18 0 -1 1

x19 0 -1 1

x20 0 -1 1

x21 6 1

x22 6 1

x23 6 1

x24 6 1

x25 0 1 -1 -1

x26 0 1 1 -1

x27 0 1 -1

x1 0 -1

x2 0 -1

x3 0 -1

x4 0 -1

x5 0 -1

x6 0 -1

x7 0 -1

x8 0 -1

x9 0 -1

x10 0 -1

xL 61 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Ïîáóäó¹ìî ïî÷àòêîâó ñèìïëåêñ-òàáëèöþ (Òàá. 1, âèêîðèñòîâóþòüñÿ ôîðìà òàá-

ëèöi i ïîçíà÷åííÿ ç [3]):

Çàñòîñóâàâøè ïðîãðàìíó ðåàëiçàöiþ íà ìîâi C# ïðÿìîãî ìåòîäó âiäñiêàííÿ,

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i çíàéäåíî çà 1174 êðîêè, âèêîðèñòàâøè ïðè öüîìó 0,02 ñåêóíäè (íà

êîìï'þòåði ç ïðîöåñîðîì AMD Athlon x2 4200+ òàêòîâîþ ÷àñòîòîþ 2200 ÌÃö).

¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê iíôîðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �1' 2011
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Ðîçâ'ÿçêîì ¹ âåêòîð x∗ = (6, 4, 2, 0, 2, 3, 2, 0, 0, 5, 0). Çíà÷åííÿ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨

f (x∗) = 5. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîñÿãíåííÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêó íà ìàðøðóòi xs1
òðåáà âèêîðèñòàòè òðàíñïîðò âàíòàæîïiäéîìíiñòþ 6 îäèíèöü i ïåðåâåçòè 2 îäèíèöi

òîâàðó, íà ìàðøðóòi xs2 � òðàíñïîðò âàíòàæîïiäéîìíiñòþ 4 îäèíèöi i ïåðåâåçòè 3

îäèíèöi òîâàðó, íà ìàðøðóòi x12 � òðàíñïîðò âàíòàæîïiäéîìíiñòþ 2 îäèíèöi i ïå-

ðåâåçòè 2 îäèíèöi òîâàðó. Äî ìàãàçèíó v3 òîâàð íå ïîòðàïèòü, à ìàãàçèí v2 çìîæå

ïðîäàòè 5 îäèíèöü òîâàðó.

Âèñíîâêè

Â ðîáîòi ðîçãëÿíóòà çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêó â ìåðåæi ç äî-

äàòêîâèìè êîìáiíàòîðíèìè îáìåæåííÿìè òà ïîáóäîâàíà âiäïîâiäíà ìîäåëü ó âèãëÿäi

ëiíiéíî¨ óìîâíî¨ çàäà÷i åâêëiäîâî¨ êîìáiíàòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ íà ðîçìiùåííÿõ.

Ðîçãëÿíóòèé ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ ïðÿìîãî àëãîðèòìó äî ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i ïî-

êàçó¹ çàñòîñîâíiñòü ïðÿìîãî ìåòîäó êîìáiíàòîðíîãî âiäñiêàííÿ â ïîòîêîâèõ çàäà÷àõ

íà ðîçìiùåííÿõ.

Â ïîäàëüøîìó äîöiëüíî äîñëiäèòè òåîðåòè÷íó åôåêòèâíiñòü àëãîðèòìó äëÿ

ðîçâ'ÿçàííÿ ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i.
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2D ÊÎÅÔIÖI�ÍÒÈ ÔÓÐ'� ÍÀ ÊËÀÑI ÄÈÔÅÐÅÍÖIÉÎÂÍÈÕ
ÔÓÍÊÖIÉ ÒÀ ÑÏËÀÉÍ-IÍÒÅÐËIÍÀÖIß

c⃝ Ëèòâèí Î. Ì., Íå÷óéâiòåð Î. Ï.

Óêðà¨íñüêà iíæåíåðíî-ïåäàãîãi÷íà àêàäåìiÿ

êàôåäðà âèùî¨ òà ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè

âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà 16, ì. Õàðêiâ, 61003, Óêðà¨íà

e-mail: olesya@email.com

Abstract. Cubature formulas of the calculation of two dimensions of Fourier's coe�cients are

presented by using interlineation in the case when information about function is set of lines on the class∣∣f (r,0)(x, y)
∣∣ 6 M ,

∣∣f (0,r)(x, y)
∣∣ 6 M ,

∣∣f (r,r)(x, y)
∣∣ 6 M̃ , r = 1, 2. The error of the cubature formulas is

evaluated by errors of quadratures formulas.

Âñòóï

Ïðè íàáëèæåíi ôóíêöié äâîõ çìiííèõ ñèìåòðè÷íèìè âiäðiçêàìè ðÿäó Ôóð'¹ âèíè-

êà¹ çàäà÷à îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòiâ öüîãî ðÿäó çà äîïîìîãîþ iíôîðìàöiéíèõ îïåðà-

òîðiâ ðiçíèõ òèïiâ. Â ÿêîñòi äàíèõ ìîæóòü áóòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ó âóçëîâèõ òî÷êàõ,

çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà ëiíiÿõ, iíòåãðàëè âiä íàáëèæóâàíî¨ ôóíêöi¨ âçäîâæ âèáðàíî¨ ñè-

ñòåìè ëiíié, ùî ïåðåòèíàþòü äîñëiäæóâàíèé îá'¹êò. Çàäà÷ó íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ

2D êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ó âèïàäêàõ, êîëè ïî÷àòêîâà iíôîðìàöiÿ çàäà¹òüñÿ ðiçíèìè

iíôîðìàöiéíèìè îïåðàòîðàìè, äîçâîëÿ¹ åôåêòèâíî ðîçâ'ÿçóâàòè àïàðàò iíòåðëiíàöi¨

ôóíêöié âiäïîâiäíî [1] íà ðiçíèõ êëàñàõ ôóíêöié. Âàæëèâèì êðîêîì â ðîçâ'ÿçàííi

òàêî¨ çàäà÷i ¹ îá÷èñëåííÿ 2D êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ çà äîïîìîãîþ iíòåðëiíàöi¨ ôóíêöié

(iíôîðìàöiÿ ïðî çàäà¹òüñÿ ñëiäàìè íà ñèñòåìi âçà¹ìíî-ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ïðÿìèõ).

Àêòóàëüíèì ¹ ïèòàííÿ îöiíêè ïîõèáêè êóáàòóðíî¨ ôîðìóëè, à òàêîæ îòðèìàííÿ îöií-

êè ïîõèáêè êóáàòóðíî¨ ôîðìóëè ÷åðåç âiäïîâiäíi îöiíêè ïîõèáêè êâàäðàòóðíèõ ôîð-

ìóë.

Â [2] � [4] ðîçãëÿäàëàñü çàäà÷à íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ 2D êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹

çà äîïîìîãîþ iíòåðëiíàöi¨ ôóíêöié ó âèïàäêó, êîëè iíôîðìàöiÿ ïðî f(x, y) çàäà¹òüñÿ

ñëiäàìè íà ñèñòåìi âçà¹ìíî-ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ïðÿìèõ. Îäíàê ïèòàííÿ îòðèìàííÿ

îöiíêè ïîõèáêè êóáàòóðíèõ ôîðìóë ÷åðåç âiäïîâiäíi îöiíêè ïîõèáêè êâàäðàòóðíèõ

ôîðìóë ðîçãëÿäà¹òüñÿ âïåðøå.

Îòæå, ìåòîþ äàíî¨ ðàáîòè ¹ ïîáóäîâà êóáàòóðíèõ ôîðìóë äëÿ îá÷èñëåííÿ 2D êîå-

ôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ç âèêîðèñòàííÿì iíòåðëiíàöi¨ ôóíêöié íà êëàñi äiéñíèõ ôóíêöié äâîõ

çìiííèõ, âèçíà÷åíèõ íà G = [0, 1]2 i òàêèõ, ùî
∣∣f (r,0)(x, y)

∣∣ 6 M ,
∣∣f (0,r)(x, y)

∣∣ 6 M ,
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∣∣ 6 M̃ , r = 1, 2, ó âèïàäêó, êîëè iíôîðìàöiÿ ïðî ôóíêöiþ çàäàíà ¨¨ ñëi-

äàìè íà ñèñòåìi âçà¹ìíî-ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ïðÿìèõ xk = k∆, yj = j∆, k, j = 0, ℓ.

Äîâåñòè, ùî îöiíêó ïîõèáêè ïîáóäîâàíèõ êóáàòóðíèõ ôîðìóë ìîæíà îòðèìàòè ðiç-

íèìè ñïîñîáàìè, çîêðåìà, âèðàçèòè ÷åðåç âiäïîâiäíi îöiíêè ïîõèáêè êâàäðàòóðíèõ

ôîðìóë.

1. Îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨

Äëÿ äîñÿãíåííÿ ïîñòàâëåíî¨ ìåòè äîâîäÿòüñÿ äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ ùîäî ïîõèá-

êè îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨.

Ëåìà 1. Íåõàé g (x) ∈ C1 [0, 1], |g′ (x)| ≤M . Äëÿ ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨ ñïðàâåäëèâà

íåðiâíiñòü: ∣∣∣∣∣∣
ℓ−1∑
k=0

xk+1∫
xk

(g (x)− Skg (x)) sin 2πmxdx

∣∣∣∣∣∣ ≤M
∆

3
,

äå Skg (x) = g (xk)
x−xk+1

−∆ − g (xk+1)
x−xk
∆
, x ∈ [xk, xk+1] , xk = k∆, ∆ = 1

ℓ
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

G0,k (x, ξ) =


xk+1 − x

∆
, xk 6 ξ 6 x,

x− xk
−∆

, x 6 ξ 6 xk+1,

Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà íåðiâíiñòü:∣∣∣∣∣∣
ℓ−1∑
k=0

xk+1∫
xk

(g (x)− Skg (x)) sin 2πmxdx

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
ℓ−1∑
k=0

xk+1∫
xk

xk+1∫
xk

g′ (ξ)G0k (x, ξ) dξ sin 2πmxdx

∣∣∣∣∣∣ 6

6
ℓ−1∑
k=0

xk+1∫
xk

xk+1∫
xk

|g′ (ξ)| |G0k (x, ξ)| dξdx 6M
ℓ−1∑
k=0

xk+1∫
xk

xk+1∫
xk

|G0k (x, ξ)| dξdx =

=M
ℓ−1∑
k=0

xk+1∫
xk

xk+1 − x

∆

x∫
xk

dξ +
x− xk
∆

x
k+1∫
x

dξ

dx =

=M
2

∆

ℓ−1∑
k=0

xk+1∫
xk

(xk+1 − x) (x− xk)dx =M
2

∆

ℓ−1∑
k=0

∆3

6
=Mℓ

∆2

3
=M

∆

3
,

äå |g′ (x)| 6M. �
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Ëåìà 2. Íåõàé g (x) ∈ C2 [0, 1], |g′′ (x)| ≤M . Äëÿ ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨ ñïðàâåäëèâà

íåðiâíiñòü: ∣∣∣∣∣∣
ℓ−1∑
k=0

xk+1∫
xk

(g (x)− Skg (x)) sin 2πmxdx

∣∣∣∣∣∣ ≤M
∆2

12
,

äå x ∈ [xk, xk+1] , xk = k∆, ∆ = 1
ℓ
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

G̃0k (x, ξ) =


xk+1 − x

∆
(xk − ξ) , xk 6 ξ 6 x,

x− xk
−∆

(xk+1 − ξ) , x 6 ξ 6 xk+1,

òîäi âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

g(x)− g (xk)
x− xk+1

−∆
− g (xk+1)

x− xk
∆

=
xk+1 − x

∆

x∫
xk

g′′ (ξ)
xk − ξ

1!
dξ+

+
xk − x

∆

x∫
xk+1

g′′ (ξ)
xk+1 − ξ

1!
dξ =

xk+1∫
xk

g′′ (ξ) G̃0k (x, ξ) dξ .

Òîìó ∣∣∣∣∣∣
ℓ−1∑
k=0

xk+1∫
xk

(g (x)− Skg (x)) sin 2πmxdx

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
ℓ−1∑
k=0

xk+1∫
xk

[
g(x)− g (xk)

x− xk+1

−∆
− g (xk+1)

x− xk
∆

]
sin 2πmxdx

∣∣∣∣∣∣ 6

6
ℓ−1∑
k=0

xk+1∫
xk

xk+1∫
xk

|g′′ (ξ)|
∣∣∣G̃0k (x, ξ)

∣∣∣ dξ dx 6

6M
ℓ−1∑
k=0

xk+1∫
xk

xk+1∫
xk

∣∣∣G̃0k (x, ξ)
∣∣∣ dξ dx =

ℓ−1∑
k=0

M∆3

12
=
M∆2

12
.

�
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2. Îöiíêà ïîõèáêè îá÷èñëåííÿ 2D êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹

Íåõàé pk (x) , pj (y) � ñïëàéíè ïîðÿäêó 0, 1, 2, 3 ç âëàñòèâîñòÿ-

ìè pk (xp) = δkp, pj (ys) = δjs i

O1f(x, y) =
ℓ∑

k=0

f (xk, y)pk (x) , O2f(x, y) =
ℓ∑

j=0

f (x, yj)pj (y) , k, j ∈ 0, ℓ,

R1 (f ; x, y) = f (x, y)−
ℓ∑

k=0

f (xk, y)pk (x) = f (x, y)−O1f (x, y) ,

R2 (f ;x, y) = f (x, y)−
ℓ∑

j=0

f (x, yj)pj (y) = f (x, y)−O2f (x, y) .

Îïåðàòîð ñïëàéí-iíòåðëiíàíò Of (x, y) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ÷åðåç îïåðàòîðè Oµf (x, y),

µ = 1, 2 íàñòóïíèì ÷èíîì:

Of (x, y) = O1f (x, y) +O2f (x, y)−O1O2f (x, y) .

Ëåìà 3. Äëÿ çàëèøêó

R (f) =

1∫
0

1∫
0

(f (x, y)−Of (x, y)) sin 2πmxdx sin 2πnydy

ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà ðiâíiñòü:

R (f) =

1∫
0

1∫
0

R1R2f (x, y) sin 2πmxdx sin 2πnydy.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

f(x, y)−Of(x, y) = f (x, y)−O1f (x, y)−O2f (x, y) +O1O2f (x, y) =

= [I −O1 −O2 +O1O2] f (x, y) =

= [I −O1 + I −O2 + I − O1O2] f (x, y) = [(I −O1) (I −O2)] f(x, y) = R2R1f(x, y),

òî

R (f) =

1∫
0

1∫
0

(f(x, y)−Of(x, y)) sin 2πmxdx sin 2πnydy =

=

1∫
0

1∫
0

R1R2f (x, y) sin 2πmxdx sin 2πnydy.

�
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Íåõàé

R̃1 (f ; y) =

1∫
0

(
f (x, y)−

ℓ∑
k=0

f (xk, y)pk (x)

)
sin 2πmxdx =

=

1∫
0

(f (x, y)−O1f (x, y)) sin 2πmxdx,

R̃2 (f ;x) =

1∫
0

(
f (x, y)−

ℓ∑
j=0

f (x, yj)pj (y)

)
sin 2πnydy =

=

1∫
0

(f (x, y)−O2f (x, y)) sin 2πnydy.

Ëåìà 4. Äëÿ çàëèøêó R (f) ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà ðiâíiñòü:

R (f) =

1∫
0

1∫
0

(f(x, y)−Of(x, y)) sin 2πmxdx sin 2πnydy = R̃1R̃2f (x, y) .

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî

R̃1R̃2f (x, y) =

1∫
0

(
R̃2 (f ; x)−

ℓ∑
k=0

R̃2 (f ;xk)pk (x)

)
sin 2πmxdx =

=

1∫
0


1∫

0

(
f (x, y)−

ℓ∑
j=0

f (x, yj)pj (y)

)
sin 2πnydy−

−
ℓ∑

k=0

1∫
0

(
f (xk, y)−

ℓ∑
j=0

f (xk, yj)pj (y)

)
2πnydypk (x)

 2πmxdx =

=

1∫
0

 1∫
0

(
f (x, y)−

ℓ∑
j=0

f (x, yj)pj (y)

)
sin 2πnydy

 sin 2πmxdx−

−
1∫

0

 ℓ∑
k=0

1∫
0

(
f (xk, y)−

ℓ∑
j=0

f (xk, yj)pj (y)

)
sin 2πnydypk (x)

 sin 2πmxdx =

=

1∫
0

1∫
0

f (x, y) sin 2πmx sin 2πnydxdy−
1∫

0

1∫
0

ℓ∑
j=1

f (x, yj)pj (y) sin 2πnydy sin 2πmxdx−x
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−
1∫

0

1∫
0

ℓ∑
k=0

f (xk, y) pk (x) sin 2πmxdx sin 2πnydy+

+

1∫
0

1∫
0

ℓ∑
k=0

ℓ∑
j=0

f (xk, yj) pk (x)pj (y) sin 2πmxdx sin 2πnydy =

=

1∫
0

1∫
0

{f (x, y)−
ℓ∑

k=0

f (xk, y) pk (x)−
ℓ∑

j=0

f (x, yj)pj (y)+

+
ℓ∑

k=0

ℓ∑
j=0

f (xk, yj) pk (x)pj (y)

}
sin 2πmxdx sin 2πnydy =

=

1∫
0

1∫
0

(f (x, y)−Of (x, y)) sin 2πmxdx sin 2πnydy = R(f).

�

Äàëi â ÿêîñòi pk (x) , pj (y) áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëiíiéíi áàçèñíi ñïëàéíè.

3. Êóáàòóðíà ôîðìóëà îá÷èñëåííÿ 2D êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

h10(x) =


x− x1
−∆

, x0 6 x < x1,

0, x > x1,
h20(y) =


y − y1
−∆

, y0 6 y < y1,

0, y > y1,

h1k(x) =



0, x 6 xk−1,

x− xk
∆

, xk−1 6 x < xk,

x− xk+1

−∆
, xk 6 x < xk+1,

0, x > xk+1,

k = 1, ℓ− 1;

h2j(y) =



0, y 6 yj−1,

y − yj
∆

, yj−1 6 y < yj,

y − yj+1

−∆
, yj 6 y < yj+1,

0, y > yj+1,

j = 1, ℓ− 1;
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h1ℓ(x) =


0, x 6 xℓ−1,

x− xℓ
∆

, xℓ−1 6 x < xℓ,
h2ℓ(y) =


0, y 6 yℓ−1,

y − yℓ
∆

, yℓ−1 6 y < yℓ,

xk = k∆, yj = j∆,∆ =
1

ℓ
.

Íåõàé Of (x, y) � îïåðàòîð ñïëàéí-iíòåðëiíàíò:

Of(x, y) =
ℓ∑

k=0

f(xk, y)h1k(x) +
ℓ∑

j=0

f(x, yj)h2j(y)−
ℓ∑

k=0

ℓ∑
j=0

f(xk, yj, z)h1k(x)h2j(y).

Ëåìà 5. [1] Äëÿ Of (x, y) âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1. |f(x, y)−Of(x, y)| = O

(
1

ℓ2r

)
= O

(
∆2r
)
,

∀ (x, y) ∈ G = [0, 1]2, r = 1, 2;

2. Of(xk, y) = f(xk, y), k = 0, ℓ; Of(x, yj) = f(x, yj), j = 0, ℓ.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ

I21 (m,n) =

1∫
0

1∫
0

f(x, y) sin 2πmx sin 2πnydxdy,

I22 (m,n) =

1∫
0

1∫
0

f(x, y) cos 2πmx cos 2πnydxdy,

I23 (m,n) =

1∫
0

1∫
0

f(x, y)e−i2πmxe−i2πnydxdy

ïðîïîíóþòüñÿ ôîðìóëè:

Φ2
1(m,n) =

1∫
0

1∫
0

Of(x, y) sin 2πmx sin 2πnydxdy,

Φ2
2(m,n) =

1∫
0

1∫
0

Of(x, y) cos 2πmx cos 2πnydxdy,

Φ2
3(m,n) =

1∫
0

1∫
0

Of(x, y)e−i2πmxe−i2πnydxdy.
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Ïiäñòàâèìî âèðàç äëÿ îïåðàòîðà ñïëàéí-iíòåðëiíàíòà òà îòðèìà¹ìî âiäïîâiäíi êóáà-

òóðíi ôîðìóëè, íàïðèêëàä:

Φ2
1(m,n) =

1∫
0

ℓ∑
k=0

f(xk, y)

1∫
0

h1k (x) sin 2πmxdx sin 2πnydy+

+

1∫
0

ℓ∑
j=0

f(x, yj)

1∫
0

h2j (y) sin 2πnydy sin 2πmxdx−

−
ℓ∑

k=0

ℓ∑
j=0

f(xk, yj)

1∫
0

h1k (x) sin 2πmxdx

1∫
0

h2j (y) sin 2πnydy.

Òåîðåìà 1. Äëÿ êóáàòóðíî¨ ôîðìóëè Φ2
1 (m,n) îá÷èñëåííÿ I

2
1 (m,n) ñïðàâåäëèâà íà-

ñòóïíà îöiíêà

|R (f)| 6 4M̃

[(r + 2)!]2
∆2r =

4M̃

[(r + 2)!]2
1

ℓ2r
, r = 1, 2.

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî íàñòóïíó îöiíêó (ëåìà 3)

|R(f)| =

∣∣∣∣∣∣∣
ℓ−1∑
k=0

ℓ−1∑
j=0

xk+1∫
xk

yj+1∫
yj

(f(x, y)−Of(x, y))sin2πmxsin2πnydxdy

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
ℓ−1∑
k=0

ℓ−1∑
j=0

xk+1∫
xk

yj+1∫
yj

xk+1∫
xk

yj+1∫
yj

f (r,r)(ξ, η) G1k (x, ξ)G2j (y, η) sin2πmxsin2πnydxdy
∣∣∣ ,

G1k (x, ξ) =


xk+1 − x

xk+1 − xk

(xk − ξ)r−1

(r − 1)!
, xk < ξ < x,

xk − x

xk+1 − xk

(xk+1 − ξ)r−1

(r − 1)!
, x < ξ < xk+1,

G2j (y, η) =


yj+1 − y

yj+1 − yj

(yj − η)r−1

(r − 1)!
, yj < η < y,

yj − y

yj+1 − yj

(yj+1 − η)r−1

(r − 1)!
, y < η < yj+1,

r = 1, 2.
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Òàêèì ÷èíîì,

|R(f)| 6 M̃

ℓ−1∑
k=0

ℓ−1∑
j=0

xk+1∫
xk

yj+1∫
yj

xk+1∫
xk

yj+1∫
yj

|G1k (x, ξ)| |G2j (y, η)| dxdy.

Çàóâàæèìî, ùî
xk+1∫
xk

xk+1∫
xk

|G1 (x, ξ)|dξ =

=

xk+1∫
xk

 |xk+1 − x|
xk+1 − xk

x∫
xk

|xk − ξ|r−1

(r − 1)!
dξ +

|xk − x|
xk+1 − xk

xk+1∫
x

|xk+1 − ξ|r−1

(r − 1)!
dξ

 dx =

=

xk+1∫
xk

 |xk+1 − x|
xk+1 − xk

x∫
xk

(ξ − xk)
r−1

(r − 1)!
dξ +

|xk − x|
xk+1 − xk

xk+1∫
x

(xk+1 − ξ)r−1

(r − 1)!
dξ

 dx =

=

xk+1∫
xk

(
|xk+1 − x|
xk+1 − xk

(ξ − xk)
r

r!

∣∣∣∣ x
xk

− |xk − x|
xk+1 − xk

(xk+1 − ξ)r

r!

∣∣∣∣xk+1

x

)
dx =

=

xk+1∫
xk

(
xk+1 − x

xk+1 − xk

(x− xk)
r

r!
+

x− xk
xk+1 − xk

(xk+1 − x)r

r!

)
dx =

=
1

r!∆

(xk+1 − x) (x− xk)
r+1

r + 1

∣∣∣∣xk+1

xk

+

xk+1∫
xk

(x− xk)
r+1

r + 1
dx

+

+
1

r!∆

(xk+1 − x) (x− xk)
r+1

r + 1

∣∣∣∣∣∣xk+1

xk

+

xk+1∫
xk

(xk+1 − x)r+1

r + 1
dx

 =

=
1

r!∆

(
∆r+2

(r + 1)(r + 2)
+

∆r+2

(r + 1)(r + 2)

)
=

2∆r+1

(r + 2)!
.

Àíàëîãi÷íî îá÷èñëþþòüñÿ íàñòóïíi iíòåãðàëè:
yj+1∫
yj

yj+1∫
yj

|G2j (y, η)|dηdy = 2∆r+1

(r+2)!
.

Òîìó,

|R(f)| 6 M̃
ℓ−1∑
k=0

ℓ−1∑
j=0

2∆r+1

(r + 2)!

2∆r+1

(r + 2)!
= M̃

4∆2r

[(r + 2)!]2
=

4M̃

[(r + 2)!]2 ℓ2r
.

�
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Çàóâàæåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ìîæíà çäiéñíèòè íà îñíîâi ëåìè 4, âèêîðèñòî-

âóþ÷è îöiíêè ïîõèáîê êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë ç ëåìè 1 òà ëåìè 2. Òîáòî, ïðè

r = 1,
∣∣∣R̃1

∣∣∣ 6M ∆
3
, (ëåìà 1), à çà ëåìîþ 4 ìà¹ìî

|R(f)| 6
∣∣∣R̃1R̃2 (f ;x, y)

∣∣∣ 6 M̃
∆2

32
=
M̃

9ℓ2
,

à ïðè r = 2,
∣∣∣R̃1

∣∣∣ 6M ∆2

12
, (ëåìà 2) i çà ëåìîþ 4

|R(f)| 6
∣∣∣R̃1R̃2 (f ;x, y)

∣∣∣ 6 M̃
∆4

122
=

M̃

144ℓ4
.

Íàâåäåìî ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî åêñïåðèìåíòó.

1. Íåõàé f (x, y) = 1
2
(cos (2x− 2y)− cos (2x+ 2y)), òîäi

∣∣f (1,0)(x, y)
∣∣ 6 2,∣∣f (0,1)(x, y)

∣∣ 6 2,
∣∣f (1,1)(x, y)

∣∣ 6 4. ßêùî îá÷èñëþâàòè iíòåãðàë I21 (2, 3) çà êó-

áàòóðîþ Φ2
1(2, 3) ôîðìóëîþ ïðè ℓ = 19, òî |R (f)| = |I21 (2, 3)− Φ2

1(2, 3)| =

= |0.00362210009505 - 0.003622096935204| = 0.000000003159846.

Ôóíêöiþ f (x, y) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi f (x, y) = sin 2x sin 2y , òîìó ÿêùî

â ÿêîñòi g (u) = sin 2u, u = x, y, òî ìîæíà îòðèìàòè íàñòóïíi ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü

ïðè ℓ = 19 äëÿ

R̃i (g, u, s) =

∣∣∣∣∣∣
ℓ−1∑
k=0

uk+1∫
uk

(g (u)− Skg (u)) sin 2πsudu

∣∣∣∣∣∣ , i = 1, 2,

R̃1 (g, x, 2) = 0.000069018217309 , R̃2 (g, y, 3) = 0.00004578277933 .

Îòæå,

|R (f)| =
∣∣I21 (2, 3)− Φ2

1(2, 3)
∣∣ = R̃1 (g, x, 2) · R̃2 (g, y, 3) =

= 0.000069018217309 · 0.00004578277933 = 0.000000003159846.

2. Íåõàé f (x, y) = 1
2
(cos (2x− 2y) + cos (2x+ 2y)) , òîäi

∣∣f (2,0)(x, y)
∣∣ 6 4,∣∣f (0,2)(x, y)

∣∣ 6 4,
∣∣f (2,2)(x, y)

∣∣ 6 16. ßêùî îá÷èñëþâàòè iíòåãðàë I21 (2, 3) çà êó-

áàòóðîþ ôîðìóëîþ Φ2
1(2, 3) ïðè ℓ = 19 , òî |R (f)| = |I21 (2, 3)− Φ2

1(2, 3)| =

= |0.008785471951418 - 0.008785464287153| = 0.000000007664265.

Ôóíêöiþ f (x, y) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi f (x, y) = cos 2x cos 2y , òîìó ÿêùî

â ÿêîñòi g (u) = cos 2u, u = x, y , òî ìîæíà îòðèìàòè íàñòóïíi ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü

äëÿ

R̃i (g, u, s) =

∣∣∣∣∣∣
ℓ−1∑
k=0

uk+1∫
uk

(g (u)− Skg (u)) sin 2πsudu

∣∣∣∣∣∣ , i = 1, 2,

ïðè ℓ = 19 : R̃1 (g, x, 2) = 0.000107489504778 , R̃2 (g, y, 3) = 0.000071302454184 .
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Îòæå,

|R (f)| =
∣∣I21 (2, 3)− Φ2

1(2, 3)
∣∣ = R̃1 (g, x, 2) · R̃2 (g, y, 3) =

= 0.000107489504778 · 0.000071302454184 = 0.000000007664265.

Çàêëþ÷åííÿ

Â ñòàòòi ïðîïîíóþòüñÿ òà äîñëiäæóþòüñÿ êóáàòóðíi ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ

2D êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ç âèêîðèñòàííÿì iíòåðëiíàöi¨ íà êëàñi ôóíêöié, ó ÿêèõ∣∣f (r,0)(x, y)
∣∣ 6 M ,

∣∣f (0,r)(x, y)
∣∣ 6 M ,

∣∣f (r,r)(x, y)
∣∣ 6 M̃ , r = 1, 2. Iíôîðìàöiÿ ïðî ôóíê-

öiþ çàäàíà ñëiäàìè íà ñèñòåìi âçà¹ìíî-ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ïðÿìèõ. Äîâîäèòüñÿ, ùî

îöiíêó ïîõèáêè êóáàòóðíî¨ ôîðìóëè ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç âiäïîâiäíi îöiíêè ïîõèá-

êè êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë. ×èñåëüíèé åêñïåðèìåíò ïiäòâåðäæó¹ òåîðåòè÷íèé ðåçóëü-

òàò. Ðåçóëüòàòè äàíî¨ ðîáîòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè äîñëiäæåííi êóáàòóðíèõ

ôîðìóë îá÷èñëåííÿ 3D êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ç âèêîðèñòàííÿì iíòåðôëåòàöi¨.
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Abstract. In the paper the general method of construction of piece-bilinear inerpolational splines

which can have ruptures of the �rst sort on borders between rectangular elements with the parties parallel

to axes of co-ordinates is o�ered. These results are o�ered to be used for approach of explosive functions

from two variables, which too can have (and can and not have) ruptures of the �rst sort on the speci�ed

lines.

Âñòóï

Çàãàëüíîâiäîìèìè ¹ ðåçóëüòàòè òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié ïîëiíîìàìè àáî

ñïëàéíàìè, ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè àáî äèôåðåíöiéîâíèìè äî äåÿêîãî ïîðÿäêó âêëþ÷-

íî ([1]-[4]). Â òîé æå ÷àñ ïðàêòèêà âèìàãà¹ óìiííÿ ñòâîðþâàòè ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi

âíóòðiøíüî¨ ñòðóêòóðè 3D òië â çàäàíèõ ïëîùèíàõ çà óìîâè, ùî ôóíêöiÿ f(x, y),

ÿêà îïèñó¹ öþ âíóòðiøíþ ñòðóêòóðó ó òî÷êàõ ïëîùèí ìà¹ ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó íà

äåÿêié ñèñòåìi ëiíié. Íàïðèêëàä, â ìåòîäàõ êîìï'þòåðíî¨ òîìîãðàôi¨ íà äàíèé ÷àñ

íiäå íå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ iíôîðìàöiÿ ïðî âíóòðiøíþ ñòðóêòóðó òiëà ëþäèíè (øëó-

íîê ìà¹ îäíó ôîðìó i âiäïîâiäíó ùiëüíiñòü éîãî òêàíèí, ïå÷iíêà ìà¹ iíøó ôîðìó

òà iíøó ùiëüíiñòü éîãî òêàíèí, ïiäøëóíêîâà çàëîçà ìà¹ ñâîþ ôîðìó òà ùiëüíiñòü

òêàíèí, õðåáåò ìà¹ ñâîþ ùiëüíiñòü òîùî).

Âåñü ðîçâèòîê îá÷èñëþâàëüíî¨ òà ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè ãîâîðèòü ïðî òå, ùî

âèêîðèñòàííÿ êîæíî¨ äîäàòêîâî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî äîñëiäæóâàíèé îá'¹êò ìîæå ïðè-

âåñòè äî áiëüø òî÷íîãî i ÿêiñíîãî âiäíîâëåííÿ öüîãî îá'¹êòó. Êðiì òîãî, íàâåäåìî

íàñòóïíèé ïðèêëàä. Â ìåõàíiöi òâåðäîãî òiëà îäíi¹þ iç ñêëàäíèõ çàäà÷ ¹ çàäà÷à äî-

ñëiäæåííÿ òðiùèí ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ òiëà, òîáòî òàêèõ âêëþ÷åíü ó âíóòðiøíiõ

òî÷êàõ òiëà , â ÿêèõ âiäñóòíié ìàòåðiàë, ç ÿêîãî ñêëàäà¹òüñÿ òiëî. Ìîæíà ñêàçàòè,

ùî òàêå òiëî ìà¹ ùiëüíiñòü, ÿêà ¹ ðîçðèâíîþ: çà ìåæàìè òðiùèíè îäíà ùiëüíiñòü, â

îáëàñòi, îáìåæåíîþ ñòiíêàìè òðiùèíè � iíøà ùiëüíiñòü.

Òîáòî àêòóàëüíîþ ¹ ðîçðîáêà òà äîñëiäæåííÿ òåîði¨ íàáëèæåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíê-

öié çà äîïîìîãîþ ðîçðèâíèõ ôóíêöié.
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Â ðîáîòàõ [5, 6] àâòîðàìè áóâ ðîçðîáëåíèé ìåòîä íàáëèæåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêöié

îäíi¹¨ çìiííî¨ ðîçðèâíèìè ñïëàéíàìè, ùî âèêîðèñòîâó¹ ìåòîä ìiíiìàêñà. Ðîáîòà [7]

ïðèñâÿ÷åíà óçàãàëüíåííþ ðåçóëüòàòiâ ïîïåðåäíix ðîáiò íà âèïàäîê íàáëèæåííÿ ðî-

çðèâíî¨ ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ çà äîïîìîãîþ ðîçðèâíèõ iíòåðëiíàöiéíèõ ñïëàéíiâ äâîõ

çìiííèõ äëÿ âèïàäêó, êîëè ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó íàáëèæóâàíî¨ ôóíêöi¨ òà ðîçðèâè

ïåðøîãî ðîäó íàáëèæóþ÷èx ñïëàéíiâ ðîçìiùåíi â òî÷êàõ ïðÿìèõ, ïàðàëåëüíèõ îñÿì

êîîðäèíàò.

Â äàíié ðîáîòi âïåðøå ïðîïîíó¹òüñÿ çàãàëüíèõ ïiäõiä äî ïîáóäîâè êóñêîâî-

áiëiíiéíèõ ñïëàéíiâ, ÿêi ìîæóòü ìàòè ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó íà ãðàíèöÿõ ìiæ ïðÿ-

ìîêóòíèìè åëåìåíòàìè çi ñòîðîíàìè, ïàðàëåëüíèìè îñÿì êîîðäèíàò. Öi ðåçóëüòàòè

ïðîïîíó¹òüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ íàáëèæåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêöié âiä äâîõ çìií-

íèõ, ÿêi òåæ ìîæóòü ìàòè (à ìîæóòü i íå ìàòè) ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó íà âêàçà-

íèõ ëiíiÿõ. Áóäåìî ââàæàòè, ùî îáëàñòü íàáëèæåííÿ ïîâíiñòþ ðîçìiùåíà â êâàä-

ðàòi D = [0, 1]× [0, 1].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé â îáëàñòi D çàäàíà ðîçðèâíà ôóíê-

öiÿ f(x, y) òà çàäàíå äåÿêå ðîçáèòòÿ íà åëåìåíòè (ïðÿìîêóòíè-

êè) Πij, = [xi, xi+1]× [yj, yj+1], 0 = x0 < x1 < . . . < xm = 1, 0 = y0 < y1 < . . . < yn = 1.

Ââàæà¹ìî, ùî íà êîæíîìó ç âiäðiçêiâ, ÿêi ¹ ñïiëüíèìè äëÿ äâîõ ñóñiäíiõ ïðÿìî-

êóòíèêiâ Πi,j òà Πi,j+1 àáî Πi+1,j, àáî Πi+1,j+1 ôóíêöiÿ f(x, y) ìîæå ìàòè ðîçðèâè

ïåðøîãî ðîäó, ïðè÷îìó â êîæíié òî÷öi (xi, yj) ìîæå áóòè çàäàíî ÷îòèðè ðiçíèõ

çíà÷åííÿ íàáëèæóâàíî¨ ôóíêöi¨:

C++
i,j = lim

x→xi+0
lim

y→yj+0
f(x, y), C−+i,j = lim

x→xi−0
lim

y→yj+0
f(x, y),

C+−
i,j = lim

x→xi+0
lim

y→yj−0
f(x, y), C−−i,j = lim

x→xi−0
lim

y→yj−0
f(x, y)

Ïîòðiáíî ïîáóäóâàòè íàáëèæóþ÷èé ðîçðèâíèé êóñêîâî-ëiíiéíèé ñïëàéí äëÿ çà-

äàíî¨ ðîçðèâíî¨ ôóíêöi¨ f(x, y).

1. Îïèñ ìåòîäó íàáëèæåííÿ

Ïîáóäó¹ìî çà äîïîìîãîþ âêàçàíî¨ iíôîðìàöi¨ â êîæíîìó ç åëåìåíòiâ Πi,j iíòåð-

ïîëÿöiéíèé áiëiíiéíèé ïîëiíîì ó âèãëÿäi

pij(x, y) = C++
i,j

x− xi+1

xi − xi+1

y − yj+1

yj − yj+1

+ C−+i+1,j

x− xi
xi+1 − xi

y − yj+1

yj − yj+1

+ (1)

+C+−
i,j+1

x− xi+1

xi − xi+1

y − yj
yj+1 − yj

+ C−−i+1,j+1

x− xi
xi+1 − xi

y − yj
yj+1 − yj

, i = 1,m, j = 1, n
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Ëåìà. Ôóíêöiÿ s(x, y) = pij(x, y), (x, y) ∈ Πi,j ⊂ D ¹ ðîçðèâíîþ ôóíêöi¹þ áiëiíiéíîþ

â êîæíîìó ç åëåìåíòiâ ðîçáèòòÿ ç íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

lim
x→xi+1−0

s(x, y) = pij(xi+1, y), lim
x→xi+0

s(x, y) = pij(xi, y),

lim
y→yj+1−0

s(x, y) = pij(x, yj+1), lim
y→yj+0

s(x, y) = pij(x, yj).

Äîâåäåííÿ î÷åâèäíèì ÷èíîì âèòiêà¹ ç ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöi¨ s(x, y) = pij(x, y).

Îçíà÷åííÿ. Ôóíêöiþ s(x, y) áóäåìî íàçèâàòè ðîçðèâíèì áiëiíiéíèì ñïëàéíîì íà

ïðÿìîêóòíié ñiòöi.

Çàóâàæåííÿ. ßêùî C++
i,j = C−+i,j , C

+−
i,j+1 = C−−i,j+1, òî íà ëiíi¨ x = xi ñïëàéí s(x, y) ¹

íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ äëÿ êîæíîãî y, yj ≤ y ≤ yj+1. ßêùî æ äëÿ âñiõ òî÷îê (xi, yj
âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi C++

i,j = C−+i,j = C+−
i,j = C−−i,j , òî s(x, y) ∈ C(D) i áóäå êëàñè÷íèì

áiëiíiéíèì ñïëàéíîì íà âêàçàíié ñiòöi âóçëiâ.

Òåîðåìà 1. ßêùî f(x, y) ìà¹ ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó ó äåÿêèõ òî÷êàõ (xi, yj) òà

f(x, y) ∈ Cr,r(Πi,j), i = 1,m, j = 1, n, r = 1, 2 òî çàëèøîê íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f(x, y)

áiëiíiéíèì ïîëiíîìîì

S(x, y) =
2∑
i=1

2∑
j=1

f(xi, yj)hi(x)hj(y),

h1(x) =
x− xi+1

xi − xi+1

, h2(x) =
x− xi
xi+1 − xi

â êîæíîìó ïðÿìîêóòíèêó Πi,j áóäå ìàòè âèãëÿä:

RS(x, y) =

xi+1∫
xi

yj+1∫
yj

f (r,r)(ξ, η)G1(x, ξ)G2(y, η)dξdη, (x, y) ∈ Πi,j, (2)

G1(x, ξ) =

h1(x)
(xi−ξ)r−1

(r−1)! , xi ≤ ξ ≤ x ≤ xi+1

−h2(x) (xi+1−ξ)r−1

(r−1)! , xi ≤ x ≤ ξ ≤ xi+1

,

G2(y, η) =

h1(y)
(yj−η)r−1

(r−1)! , yj ≤ η ≤ y ≤ yj+1

−h2(y) (yj+1−η)r−1

(r−1)! , yj ≤ y ≤ η ≤ yj+1

.
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Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ, ÿêà âèâåäåíà â ðîáîòi [7]

RS(x, y) = f(x, y)− S(x, y) = f(x, y)−
2∑
i=1

2∑
j=1

fxi , yj)hi(x)hj(y) =

=
2∑
i=1

2∑
j=1

hi(x)hj(y)

x∫
xi

y∫
yj

f (r,r)(ξ, η)
(xi − ξ)r−1

(r − 1)!

(yj − η)r−1

(r − 1)!
dξdη

Îñêiëüêè ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç ïðÿìîêóòíèì åëåìåíòîì Πi,j , òî öÿ ôîðìóëà çàïèøåòüñÿ

ó âèãëÿäi ôîðìóëè (2) iç âðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà

x∫
xi+1

f (r,r)(ξ, η)
(xi − ξ)(r−1)

(r − 1)!
dξ = −

xi+1∫
x

f (r,r)(ξ, η)
(xi − ξ)(r−1)

(r − 1)!
dξ

òà
xi+1∫
xi

f (r,r)(ξ, η)
(xi − ξ)(r−1)

(r − 1)!
dξ =

x∫
xi

f (r,r)(ξ, η)
(xi − ξ)(r−1)

(r − 1)!
dξ−

−
xi+1∫
x

f (r,r)(ξ, η)
(xi − ξ)(r−1)

(r − 1)!
dξ

Òåîðåìà 1 äîâåäåíà. �

Òåîðåìà 2. ßêùî f(x, y) ∈ C(r,r)(Πi,j) i ìà¹ ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó ó äåÿêèõ òî÷êàõ

(àáî ó âñiõ) (xi, yj), òî iñíóþòü òàêi çíà÷åííÿ C
++
i,j , C

−+
i+1,j, C

+−
i,j+1, C

−−
i+1,j+1, ùî

∥f(x, y)− s(x, y)∥C(D) = O(∆r
1 +∆r

2),

∆1 = max
0≤i<m

(xi+1 − xi),∆2 = max
0≤j<n

(yj+1 − yj)

∀f(x, y) ∈ C(r,r)(Πi,j),∀Πi,j ⊂ D, r = 1, 2

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî ó ôîðìóëi (1)

C++
i,j = f(xi + 0, yj + 0), C−+i+1,j = f(xi+1 − 0, yj + 0)

C+−
i,j+1 = f(xi + 0, yj+1 − 0), C−−i+1,j+1 = f(xi+1 − 0, yj+1 − 0)

Çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî îïåðàòîð pij(x, y) ìîæíà çîáðàçèòè â öüîìó âèïàäêó ó âèãëÿäi

pij(x, y) = pijf(x, y) = E1iE2jf(x, y),

E1if(x, y) =
x− xi+1

xi − xi+1

f(xi, y) +
x− xi
xi+1 − xi

f(xi+1, y),

E2jf(x, y) =
y − yj+1

yj − yj+1

f(x, yj) +
y − yj
yj+1 − yj

f(x, yj+1).

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1' 2011



Ïîáóäîâà êóñêîâî-áiëiíiéíèõ ñïëàéíiâ äëÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié ç . . . 67

Òîìó

f(x, y)− pijf(x, y) = (I − E1iE2j)f(x, y) = ((I − E1i) + (I − E2j)−

−(I − E1i)(I − E2j))f(x, y) = (R1 +R2−R1R2)f(x, y),

R1f(x, y) = (I − E1i)f(x, y), R2f(x, y) = (I − E2j)f(x, y).

Îöiíèìî ïîõèáêó íàáëèæåííÿ â íîðìi C(D) ÷åðåç îöiíêè â C(Πi,j)

∥f(x, y)− pijf(x, y)∥C(D) = ∥R1f(x, y) +R2f(x, y)−R1R2f(x, y)∥C(D) =

= O(∆r
1 +∆r

2 +∆r
1∆

r
2),

äå

∆1 = max
0≤i<m

(xi+1 − xi),∆2 = max
0≤j<n

(yj+1 − yj).

Ïðè ìàëèõ ∆1 òà ∆2 îñòàííiì äîäàíêîì ìîæíà çíåõòóâàòè.

Òåîðåìà 2 äîâåäåíà. �

Äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ C++
i,j , C

−+
i+1,j, C

+−
i,j+1, C

−−
i+1,j+1 â äàíié ðîáîòi ïðîïî-

íó¹òüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ, çãiäíî ç ÿêèì âñi íåâiäîìi

çíàõîäÿòüñÿ ç óìîâè

J(C) =
∑

Πi,j⊂D

x
Πi,j

[f(x, y)− pij(x, y, C)]
2dxdy → min

C

2. Ïðèêëàäè

Ïðèêëàä 1. Íåõàé m = 2, n = 2, x1 = 0, x2 = 0.5, x3 = 1, y1 = 0, y2 = 0.5, y3 = 1

Òîáòî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ íàáëèæóâàíî¨ ôóíêöi¨ (ðèñ.1) ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷îòèðüîõ ïðÿ-

ìîêóòíèõ åëåìåíòiâ, ÿêi çàäàþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Π11 = {(x, y) : x1 < x < x2, y1 < y < y2},

Π12 = {(x, y) : x1 < x < x2, y2 < y < y3},
Π21 = {(x, y) : x2 < x < x3, y1 < y < y2},
Π22 = {(x, y) : x2 < x < x3, y2 < y < y3}.

Çàäàìî ôóíêöiþ f(x, y) ç ðîçðèâàìè ïåðøîãî ðîäó ó âóçëàõ çàäàíî¨ ïðÿìîêóòíî¨

ñiòêè (ðèñ.2)

f(x, y) =


x+ y, (x, y) ∈ Π11

x− y, (x, y) ∈ Π12

−x+ y, (x, y) ∈ Π21

−x− y, (x, y) ∈ Π22
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Ðèñ. 1. Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ íàáëèæóâàíî¨ ôóíêöi¨ f(x, y)

Â öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî ï'ÿòü òî÷îê, â ÿêèõ ïîáóäîâàíà ôóíêöiÿ ìà¹ ðîçðèâè

ïåðøîãî ðîäó

f−+(0.5, 0) = 0.5, f++(0.5, 0) = −0.5,

f+−(0, 0.5) = 0.5, f+−(0, 0.5) = −0.5,

f−−(0.5, 0.5) = 1, f−+(0.5, 0.5) = 0, f++(0.5, 0.5) = −1, f+−(0.5, 0.5) = 0,

f−−(1, 0.5) = −0.5, f−+(1, 0.5) = −1.5,

f−−(0.5, 1) = −0.5, f+−(0.5, 1) = −1.5

Ðèñ. 2. Ãðàôi÷íèé âèãëÿä íàáëèæóâàíî¨ ôóíêöi¨ f(x, y)
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Â êîæíîìó ðîçãëÿíóòîìó ïðÿìîêóòíîìó åëåìåíòi ïîáóäó¹ìî áiëiíiéíèé iíòåðïî-

ëÿöiéíèé ñïëàéí

S(x, y, C) =


S11(x, y, C), (x, y) ∈ Π11

S12(x, y, C), (x, y) ∈ Π12

S21(x, y, C), (x, y) ∈ Π21

S22(x, y, C), (x, y) ∈ Π22

,

äå, íàïðèêëàä,

S11(x, y, C) = C++
1,1

(x− 0.5)(y − 0.5)

0.25
− C−+2,1

x(y − 0.5)

0.25
− C+−

1,2

(x− 0.5)y

0.25
+ C−−2,2

xy

0.25
.

Ïîëiíîìè S12(x, y, C), S21(x, y, C), S22(x, y, C) âèçíà÷àþòüñÿ àíàëîãi÷íî ïîëiíîìó

S11(x, y, C), âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (1), äå C � ìàòðèöÿ íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ:

C =


C++

1,1 C−+2,1 C+−
1,2 C−−2,2

C++
1,2 C−+2,2 C+−

1,3 C−−2,3

C++
2,1 C−+3,1 C+−

2,2 C−−3,2

C++
2,2 C−+3,2 C+−

2,3 C−−3,3


Äàëi çà ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ ðîçãëÿíåìî âèðàç

F (C) =
x
D

(f(x, y)− S(x, y, C))2dxdy =
x
Π11

(f(x, y)− S(x, y, C))2dxdy+

+
x
Π12

(f(x, y)− S(x, y, C))2dxdy +
x
Π21

(f(x, y)− S(x, y, C))2dxdy+

+
x
Π22

(f(x, y)− S(x, y, C))2dxdy

Òðåáà çíàéòè òàêi åëåìåíòè ìàòðèöi C , ùîá âèðàç F (C) íàáóâàâ ìiíiìàëüíîãî

çíà÷åííÿ, òîáòî òðåáà ðîçâ'ÿçàòè ìiíiìiçàöiéíó çàäà÷ó F (C) → min. Öÿ çàäà÷à áóëà

ðîçâ'ÿçàíà â ñèñòåìi êîìï'þòåðíî¨ ìàòåìàòèêè MathCad òà áóëà îòðèìàíà íàñòóïíà

ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ

C =


0 0.5 0.5 1

−0.5 0 −1 −0.5

−0.5 −1 0 −0.5

−1 −1.5 −1.5 −2


Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè öèõ êîåôiöi¹íòiâ ó âèçíà÷åíèé âèùå áiëiéíiéíèé

ñïëàéí S(x, y, C) îòðèìà¹ìî íàáëèæóâàíó ôóíêöiþ f(x, y). Òîáòî ïîáóäîâàíèé
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áiëiíiéíèé ñïëàéí âiäíîâèâ òî÷íî çàäàíó êóñêîâî-ëiíiéíó ðîçðèâíó ôóíêöiþ äâîõ

çìiííèõ.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé íà îáëàñòi, âèçíà÷åíié â ïðèêëàäi 1 çàäàíà ôóíêöiÿ f(x, y) ç

ðîçðèâàìè ïåðøîãî ðîäó ó âóçëàõ çàäàíî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ñiòêè

f(x, y) =


x2 + y2, (x, y) ∈ Π11

x2 − y2, (x, y) ∈ Π12

−x2 + y2, (x, y) ∈ Π21

−x2 − y2, (x, y) ∈ Π22.

Â öüîìó âèïàäêó òàêîæ ìà¹ìî ï'ÿòü òî÷îê, â ÿêèõ ïîáóäîâàíà ôóíêöiÿ ìà¹ ðî-

çðèâè ïåðøîãî ðîäó

f−+(0.5, 0) = 0.25, f++(0.5, 0) = −0.25,

f+−(0, 0.5) = 0.25, f+−(0, 0.5) = −0.25,

f−−(0.5, 0.5) = 0.5, f−+(0.5, 0.5) = 0, f++(0.5, 0.5) = −0.5, f+−(0.5, 0.5) = 0,

f−−(1, 0.5) = −0.75, f−+(1, 0.5) = −1.25,

f−−(0.5, 1) = −0.75, f+−(0.5, 1) = −1.25

Â êîæíîìó ðîçãëÿíóòîìó ïðÿìîêóòíîìó åëåìåíòi ïîáóäó¹ìî áiëiíiéíèé iíòåð-

ïîëÿöiéíèé ñïëàéí S(x, y, C) ó âèãëÿäi, ïðåäñòàâëåíîìó â ïðèêëàäi 2, ç ìàòðèöåþ

íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ. Äàëi, çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ, ðîçâ'ÿçó¹ìî

ìiíiìiçàöiéíó çàäà÷ó

F (C) =
x
D

(f(x, y)− S(x, y, C))2dxdy → min

Öÿ çàäà÷à áóëà ðîçâ'ÿçàíà â ñèñòåìi êîìï'þòåðíî¨ ìàòåìàòèêè MathCad òà áóëà

îòðèìàíà íàñòóïíà ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ

C =


−0.083 0.167 0.167 −0.083

−0.25 0 −1 −0.75

−0.25 −1 0 −0.75

−0.417 −1.167 −1.167 −1.917


Òîáòî áiëiíiéíèé íàáëèæóþ÷èé ñïëàéí íàáóâà¹ âèãëÿäó, ïðåäñòàâëåíîìó íà ðèñ.3.
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Ðèñ. 3. Ãðàôi÷íèé âèãëÿä íàáëèæóâàíî¨ ôóíêöi¨ f(x, y) (ñâiòëèé êîëið)

òà íàáëèæóþ÷î¨ ôóíêöi¨ S(x, y), ùî âèçíà÷åíi íà ïðÿìîêóòðèõ åëåìåí-

òàõ: à) Π1,1; á) Π1,2; â) Π2,1; ã) Π2,2

Äàëi âèçíà÷èìî ìàêñèìàëüíå âiäõèëåííÿ íàáëèæóâàíî¨ ôóíêöi¨ f(x, y) âiä ïîáó-

äîâàíîãî áiëiíiéíîãî ñïëàéíó S(x, y):

max |f(x, y)− S(x, y)| ≈ 0.064.

Âèñíîâêè

Òàêèì ÷èíîì, â äàíié ñòàòòi çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ïîáóäîâè ðîçðèâíèõ áiëiíié-

íèõ ñïëàéíiâ äëÿ âèïàäêó, êîëè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ ôóíêöi¨ ðîçáèòà

íà ïðÿìîêóòíi åëåìåíòè i äîñëiäæóâàíà ôóíêöiÿ ìîæå ìàòè ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó

ëèøå íà ñïiëüíèõ ñòîðîíàõ ìiæ åëåìåíòàìè ðîçáèòòÿ. Äàëi àâòîðè ïëàíóþòü ðîç-

ðîáèòè òà äîñëiäèòè ìåòîä íàáëèæåííÿ ðîçðèâíî¨ ôóíêöi¨ ðîçðèâíèìè ñïëàéíàìè,

êîëè ¨¨ îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ðîçáèòà íà òðèêóòíi åëåìåíòè, i ìiæ öèìè åëåìåíòàìè

íàáëèæóâàëà ôóíêöiÿ ìîæå ìàòè ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó.
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Abstract. In this paper we prove that solutions of discrete inclusion continuously depend on initial

conditions. If the right side of discrete inclusion satis�es the Lipschitz condition then for solutions the

Lipschitz condition with respect to initial data holds.

Âñòóï

Çàâäÿêè çíà÷íié êiëüêîñòi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé i çàñòîñóâàííÿì â îá÷èñëþ-

âàëüíèõ ìåòîäàõ iíòåíñèâíî ðîçâèâàþòüñÿ ìàòåìàòè÷íi ïiäõîäè äî àíàëiçó ðîçâ'ÿçêiâ

äèñêðåòíèõ ñèñòåì [1, 2, 3, 4, 5]. Çà óìîâ íåâèçíà÷åíîñòi äèñêðåòíi ìîäåëi íàáóâàþòü

ôîðìè âêëþ÷åíü. Äèñêðåòíi âêëþ÷åííÿ íà äàíèé ìîìåíò íåäîñòàòíüî âèâ÷åíi. Íàÿâ-

íà ëiòåðàòóðà â öiëîìó ñòîñó¹òñÿ àïðîêñèìàöi¨ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü òà ðiâíÿíü

Õóêóõàðè äèñêðåòíèìè âêëþ÷åííÿìè, îöiíêè òî÷íîñòi òàêèõ íàáëèæåíü [7, 6, 8, 9, 10].

Ðàçîì ç òèì, âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ äèñêðåòíèõ âêëþ÷åíü, çîêðåìà, óìîâè íåïåðåðâ-

íî¨ çàëåæíîñòi âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ, äîñëiäæåíi ìàëî. Â ñòàòòi äîâåäåíi òâåðäæåííÿ

ïðî íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äèñêðåòíèõ âêëþ÷åíü âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ.

Ïîäiáíi òâåðäæåííÿ ìàþòü ìiñöå äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ âêëþ÷åíü i ðiâíÿíü Õóêóõà-

ðè, àëå ïðè áiëüø æîðñòêèõ óìîâàõ íà ïðàâó ÷àñòèíó [9, 11, 12].

Â ñòàòòi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi ïîçíà÷åííÿ: Rn � åâêëiäîâèé n- âèìiðíèé

ïðîñòið, ∥·∥ � åâêëiäîâà íîðìà, intA � ìíîæèíà âíóòðiøíiõ òî÷îê, ∂A � ãðàíèöÿ,

[0, N ] = {0, 1, ..., N} � ìíîæèíà iíäåêñiâ, Kr(a) � çàìêíåíà êóëÿ ðàäióñó r ç öåíòðîì â

òî÷öi a ∈ Rn, comp (Rn) � ìíîæèíà âñiõ íåïîðîæíiõ êîìïàêòiâ ç Rn, Aσ = A+σK1(0) �

σ-ðîçøèðåííÿ ìíîæèíè A ⊂ Rn, ρ(·, ·), β(·, ·), h(·, ·) � âiäñòàíü âiä òî÷êè äî ìíîæèíè,
íàïiâìåòðèêà i ìåòðèêà Õàóñäîðôà âiäïîâiäíî, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ íàä comp (Rn) ó

òàêèé ñïîñiá

ρ(x,A) = inf {∥x− a∥ : a ∈ A} , β(A,B) = inf {σ > 0 : A ⊂ Bσ} ,

h(A,B) = max {β(A,B), β(B,A)} , x ∈ Rn, A,B ∈ comp (Rn) .
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1. Íåïåðåðâíà çàëåæíiñòü âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ

Ðîçãëÿíåìî äèñêðåòíå âêëþ÷åííÿ âèãëÿäó

x(k + 1) ∈ fk(x(k)), k ∈ [0, N − 1], (1)

äå fk : D → comp(D) � áàãàòîçíà÷íi âiäîáðàæåííÿ, ÿêi âèçíà÷åíi â îáëàñòi D ⊂ Rn,

k ∈ [0, N − 1].

Îçíà÷åííÿ 1. Ðîçâ'ÿçêîì äèñêðåòíîãî âêëþ÷åííÿ (1) íàçèâà¹òüñÿ òàêà ôóíê-

öiÿ x : [0, N ] → Rn, ùî òî÷êà x(k + 1) íàëåæèòü êîìïàêòó fk(x(k)) äëÿ

âñiõ k ∈ [0, N − 1].

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (1), x(0) = x0, áóäåìî ïîçíà÷àòè x(k, x0), k ∈ [0, N ].

Îçíà÷åííÿ 2. Ìíîæèíîþ äîñÿæíîñòi äèñêðåòíîãî âêëþ÷åííÿ (1) äëÿ x(0) = x0
â ìîìåò k ∈ [0, N − 1] íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíiñòü òî÷îê z ∈ Rn òàêèõ, ùî çíàéäåòü-

ñÿ ðîçâ'ÿçîê x(·, x0) äèñêðåòíîãî âêëþ÷åííÿ (1), x(0) = x0, ùî z = x(k, x0). Òàêà

ìíîæèíà ïîçíà÷à¹òüñÿ X(k, x0).

Ïîçíà÷èìî X(k,X0) = ∪x0∈X0X(k, x0) ìíîæèíó äîñÿæíîñòi (1) çà óìîâè,

ùî x(0) ∈ X0. Äèñêðåòíå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

X(k + 1) = fk(X(k)), k ∈ [0, N − 1] (2)

îïèñó¹ äèíàìiêó ìíîæèíè äîñÿæíîñòi çà óìîâè, ùî X(0) = X0.

Òåîðåìà 1. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ fk ¹ íàïiâíåïåðåðâíèìè çâåðõó íà D, k ∈ [0, N − 1],

i âñi ðîçâ'ÿçêè x(k, x0) çàäà÷i Êîøi (1), x(0) = x0 âèçíà÷åíi íà D. Òîäi äëÿ áóäü-

ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî ïðè ∥x0 − y0∥ ≤ δ, y0 ∈ D äëÿ äîâiëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó x(k, y0) çàäà÷i Êîøi (1), x(0) = y0 iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x(k, x0), x0 ∈ D òàêèé,

ùî

x(k, x0) ∈ Kε(x(k, y0))

äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ [1, N ].

Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ. Âiäîáðàæåííÿ f0 ¹ íàïiâíåïåðåíèì çâåðõó â òî÷-

öi x0 ∈ D. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî ïðè ∥x0 − y0∥ ≤ δ, y0 ∈ D

âèêîíó¹òüñÿ

f0(y0) ⊆ (f0(x0))
ε.

Çâiäñè äëÿ äîâiëüíîãî x(1, y0) ìà¹ìî

x(1, y0) ∈ f0(y0) ⊆ (f0(x0))
ε.
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Òîáòî, x(1, y0) ∈ (f0(x0))
ε. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x(1, x0) òàêèé, ùî

∥x(1, x0)− x(1, y0)∥ ≤ ε

àáî x(1, y0) ∈ Kε(x(1, x0)). Ïðè k = 1 òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Äàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî òåîðåìà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ k ∈ [1,m−1]. Ïîêàæåìî, ùî

âîíà âiðíà äëÿ k = m, m ∈ [2, N ]. Ç îçíà÷åííÿ íàïiâíåïåðåâíîñòi çâåðõó âiäîáðàæåí-

íÿ fm−1 â òî÷öi x(m− 1, x0) äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå σ > 0, ùî äëÿ âñiõ z ∈ D

òàêèõ, ùî ∥x(m− 1, x0)− z∥ ≤ σ âèêîíó¹òüñÿ

fm−1(z) ⊆ (fm−1(x(m− 1, x0)))
ε.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ äëÿ σ > 0 iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó x(k, y0) çàäà÷i Êîøi (1), x(0) = y0 çíàéäåòüñÿ ðîçâ'ÿçîê x(k, x0), x0 ∈ D

òàêèé, ùî

x(m− 1, y0) ∈ Kσ(x(m− 1, x0))

ïðè ∥x0 − y0∥ ≤ δ. Ïiäñòàâëÿþ÷è z = x(m− 1, y0), îòðèìó¹ìî

fm−1(x(m− 1, y0)) ⊆ (fm−1(x(m− 1, x0)))
ε

ïðè ∥x0 − y0∥ ≤ δ. Çâiäñè, äëÿ áóäü-ÿêîãî x(m, y0) ∈ fm−1(x(m − 1, y0)) iñ-

íó¹ x(m,x0) ∈ fm−1(x(m− 1, x0)) òàêå, ùî

∥x(m,x0)− x(m, y0)∥ ≤ ε.

Îòæå, ïîêàçàëè ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ ïðè k = m. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Íàñëiäîê 1. Â óìîâàõ òåîðåìè 1 âiäîáðàæåííÿ X(k, ·) : D → comp(D), ÿêå êîæíié

òî÷öi x0 ∈ D ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíó äîñÿæíîñòi X(k, x0), ¹ íàïiâíåïåðåðâ-

íèì çâåðõó íà D.

Òåîðåìà 2. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ fk ¹ íàïiâíåïåðåðâíèìè çíèçó íà D, k ∈ [0, N − 1]

i âñi ðîçâ'ÿçêè x(k, x0) çàäà÷i Êîøi (1), x(0) = x0 âèçíà÷åíi íà D. Òîäi äëÿ áóäü-

ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî ïðè ∥x0 − y0∥ ≤ δ, y0 ∈ D, äëÿ äîâiëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó x(k, x0) çàäà÷i Êîøi (1), x(0) = x0 iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x(k, y0) çàäà÷i Êîøi (1),

x(0) = y0, y0 ∈ D òàêèé, ùî

x(k, y0) ∈ Kε(x(k, x0))

äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ [1, N ].
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Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ. Âiäîáðàæåííÿ f0 ¹ íàïiâíåïåðåíèì çíèçó â òî÷-

öi x0 ∈ D. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî ïðè ∥x0 − y0∥ ≤ δ, y0 ∈ D

âèêîíó¹òüñÿ

f0(x0) ⊆ (f0(y0))
ε.

Çâiäñè äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x(1, x0) ìà¹ìî

x(1, x0) ∈ f0(x0) ⊆ (f0(y0))
ε.

Òîáòî, x(1, x0) ∈ (f0(y0))
ε. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x(1, y0) òàêèé, ùî

∥x(1, x0)− x(1, y0)∥ ≤ ε

àáî x(1, y0) ∈ Kε(x(1, x0)). Ïðè k = 1 òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Äàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî òåîðåìà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ k ∈ [1,m − 1]. Ïîêàæåìî,

ùî âîíà âiðíà äëÿ k = m, m ∈ [2, N ]. Çà îçíà÷åííÿì íàïiâíåïåðåâíîñòi çâåðõó âiäî-

áðàæåííÿ fm−1 â òî÷öi x(m − 1, x0) äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå σ > 0, ùî äëÿ

âñiõ z ∈ D òàêèõ, ùî ∥x(m− 1, x0)− z∥ ≤ σ ìà¹ ìiñöå

fm−1(x(m− 1, x0)) ⊆ (fm−1(z)))
ε.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ äëÿ σ > 0 çíàéäåòüñÿ δ > 0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó x(k, x0) çàäà÷i Êîøi (1), x(0) = y0 iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x(k, y0), y0 ∈ D òàêèé,

ùî

x(m− 1, x0) ∈ Kσ(x(m− 1, y0))

ïðè ∥x0 − y0∥ ≤ δ. Ïiäñòàâëÿþ÷è z = x(m− 1, y0), îòðèìó¹ìî

fm−1(x(m− 1, x0)) ⊆ (fm−1(x(m− 1, y0)))
ε

ïðè ∥x0 − y0∥ ≤ δ. Çâiäñè äëÿ áóäü-ÿêîãî x(m,x0) ∈ fm−1(x(m − 1, x0)) iñ-

íó¹ x(m, y0) ∈ fm−1(x(m− 1, y0)) òàêå, ùî

∥x(m,x0)− x(m, y0)∥ ≤ ε.

Îòæå, ïîêàçàëè ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ ïðè k = m. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Íàñëiäîê 2. Â óìîâàõ òåîðåìè 2 âiäîáðàæåííÿ X(k, · ) ¹ íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó

íà D.

Ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ fk ¹ íåïåðåðâíèìè íà D, k ∈ [0, N − 1] i âñi

ðîçâ'ÿçêè x(k, x0) çàäà÷i Êîøi (1), x(0) = x0 âèçíà÷åíi íàD. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0

iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî ïðè ∥x0−y0∥ ≤ δ, y0 ∈ D, äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó x(k, x0) çàäà÷i
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Êîøi (1), x(0) = x0 iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x(k, y0) çàäà÷i Êîøi (1), x(0) = y0 , y0 ∈ D òàêèé,

ùî

x(k, y0) ∈ Kε(x(k, x0))

äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ [0, N ], à òàêîæ äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó x(k, y0) çàäà÷i Êîøi (1),

x(0) = y0 iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x(k, x0) çàäà÷i Êîøi (1), x(0) = y0 òàêèé, ùî

x(k, y0) ∈ Kε(x(k, x0)), k ∈ [0, N ].

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ ç òåîðåì 1,2. �

2. Óìîâà Ëiïøèöÿ i îáåðíåíà óìîâà Ëiïøèöÿ

Òåîðåìà 4. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ fk çàäîâîëüíÿþòü óìîâi Ëiïøèöÿ íà D, òîáòî iñ-

íóþòü äîäàòíi êîíñòàíòè Lk òàêi, ùî

h(fk(x), fk(y)) ≤ Lk∥x− y∥, k ∈ [0, N − 1], x, y ∈ D.

Òîäi çíàéäóòüñÿ êîíñòàíòè Ëiïøèöÿ Ck > 0 òàêi, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x(k, x0)

çàäà÷i Êîøi (1), x(0) = x0, iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x(k, y0) çàäà÷i Êîøi (1), x(0) = y0, äëÿ

ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

∥x(k, y0)− x(k, x0)∥ ≤ Ck∥x0 − y0∥, k ∈ [1, N ]. (3)

Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ. Çà óìîâàìè òåîðåìè iñíó¹ äîäàòíÿ êîíñòàíòà L0

òàêà, ùî

h(f0(x0), f0(y0)) ≤ L0∥x0 − y0∥.

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî x(1, x0) áóäå âèêîíóâàòèñü

ρ(x(1, x0), f0(y0)) ≤ h(f0(x0), f0(y0)) ≤ L0∥x0 − y0∥.

Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ x(1, y0) i êîíñòàíòà Ëiïøèöÿ C1 = L0 òàêi, ùî

∥x(1, x0)− x(1, y0)∥ ≤ C1∥x0 − y0∥.

Îòæå, ïðè k = 1 íåðiâíiñòü (3) äîâåäåíî.

Äàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî òåîðåìà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ k ∈ [1,m−1]. Ïîêàæåìî, ùî

âîíà âiðíà äëÿ k = m, m ∈ [2, N ]. Çà óìîâàìè òåîðåìè iñíó¹ äîäàòíÿ êîíñòàíòà Lm−1

òàêà, ùî

h(fm−1(x(m− 1, x0)), fm−1(z)) ≤ Lm−1∥x(m− 1, x0)− z∥.

Çâiäñè äëÿ áóäü-ÿêîãî x(m,x0) ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

ρ(x(m,x0), fm−1(z)) ≤ Lm−1∥x(m− 1, x0)− z∥.
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Ç ïðèïóùåííÿ âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x(m− 1, x0) iñíó¹ x(m− 1, y0) òàêå, ùî

∥x(m− 1, x0)− x(m− 1, y0)∥ ≤ Cm−1∥x0 − y0∥

äëÿ äåÿêîãî Cm−1 > 0. Ïîêëàäåìî z = x(m− 1, y0). Ìà¹ìî

ρ(x(m,x0), fm−1(x(m− 1, y0))) ≤ Lm−1∥x(m− 1, x0)− x(1, y0)∥ ≤

≤ Lm−1Cm−1∥x0 − y0∥.

Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ x(m, y0) i êîíñòàíòà Ëiïøèöÿ Cm = Lm−1Cm−1 òàêi, ùî

∥x(m,x0)− x(m, y0)∥ ≤ Cm∥x0 − y0∥.

Îòæå, ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (3) ïðè k = m. Òåîðåìó äîâåäåíî. �

Òåîðåìà 5. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ fk çàäîâîëüíÿþòü îáåðíåíié óìîâi Ëiïøèöÿ íà D,

òîáòî, iñíóþòü äîäàòíi êîíñòàíòè Mk òàêi, ùî

β(fk(x), fk(y)) ≥ Mk∥x− y∥, x, y ∈ D, k ∈ [0, N − 1].

Òîäi çíàéäóòüñÿ êîíñòàíòè Nk > 0 òàêi, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó x(k, y0) çàäà÷i

Êîøi (1), x(0) = y0 iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x(k, x0) çàäà÷i Êîøi (1), x(0) = x0 äëÿ ÿêîãî

âèêîíó¹òñÿ íåðiâíiñòü

∥x(k, y0)− x(k, x0)∥ ≥ Nk∥x0 − y0∥, k ∈ [1, N ]. (4)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî íåðiâíiñòü (4) ïðè k = 1. Çà óìîâàìè òåîðåìè iñíó¹ äîäàòíÿ

êîíñòàíòà M0 òàêà, ùî

β(f0(x0), f0(y0)) ≥ M0∥x0 − y0∥,

äå β(f0(x0), f0(y0)) = maxp∈f0(x0) ρ(p, f0(y0)). Öå îçíà÷à¹, ùî çíàéäåòüñÿ x(1, x0), òà-

êå, ùî

ρ(x(1, x0), f0(y0)) = max
p∈f0(x0)

ρ(p, f0(y0)).

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî x(1, y0) âèêîíó¹òüñÿ

∥x(1, x0)− x(1, y0)∥ ≥ ρ(x(1, x0), f0(y0)) ≥ M0∥x0 − y0∥.

Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ êîíñòàíòà N1 = M0 òàêà, ùî

∥x(1, x0)− x(1, y0)∥ ≤ N1∥x0 − y0∥.

Ïðè k = 1 òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Äàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî òåîðåìà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ k ∈ [1,m − 1]. Ïîêàæåìî,

ùî òåîðåìà âiðíà äëÿ k = m, äå m ∈ [2, N ]. Îòæå, iñíó¹ äîäàòíÿ êîíñòàíòà Mm−1

òàêà, ùî

β(fm−1(x(m− 1, x0)), fm−1(z)) ≥ Mm−1∥x(m− 1, x0)− z∥.
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Çâiäñè çíàéäåòüñÿ x(m,x0), äëÿ ÿêîãî

ρ(x(m,x0), fm−1(z)) = β(fm−1(x(m− 1, x0)), fm−1(z)) ≥ Mm−1∥x(m− 1, x0)− z∥.

Ç ïðèïóùåííÿ âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ x(m− 1, x0), ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî x(m− 1, y0) ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥x(m− 1, x0)− x(m− 1, y0)∥ ≥ Nm−1∥x0 − y0∥

äëÿ äåÿêîãî Nm−1 > 0. Ïîêëàäåìî z = x(m− 1, y0). Òîäi

ρ(x(m,x0), fm−1(x(m− 1, y0))) ≥ Mm−1∥x(m− 1, x0)− x(m− 1, y0)∥ ≥

≥ Mm−1Nm−1∥x0 − y0∥.

Çâiäñè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü (4) ïðè k = m, äå Nm = Nm−1Mm−1. Òåîðåìó äîâåäåíî.

�

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå äèêðåòíå âêëþ÷åííÿ âèãëÿäó

x(k + 1) ∈ Akx(k) + U(k), k ∈ [0, N − 1], (5)

äå Ak ∈ Rn×n, U(k) ∈ comp(Rn) äëÿ âñiõ k ∈ [0, N − 1]. Áàãàòîçíà÷íi âiäîáðàæåííÿ

fk(x) = Akx + U(k) ¹ íåïåðåâíèìè, x ∈ Rn, k ∈ [0, N − 1]. Ó öüîìó âèïàäêó äëÿ

âêëþ÷åííÿ (5) ìà¹ ìiñöå òåîðåìà 3. Äëÿ fk(x) = Akx + U(k) òàêîæ ñïðàâäæó¹òüñÿ

óìîâà Ëiïøèöÿ ç êîíñòàíòîþ Ëiïøèöÿ

Lk = ∥Ak∥ =
√
tr (A∗kAk).

Òóò ∗ � îïåðàöiÿ òðàíñïîíóâàííÿ, tr(·) � ñëiä ìàòðèöi. Îòæå, äëÿ âêëþ÷åííÿ (5) ìà¹
ìiñöå òåîðåìà 4, äå

Ck =
k−1∏
s=0

∥As∥ .

ßêùî ìàòðèöi Ak � íåâèðîäæåíi, U(k) � îïóêëi êîìïàêòè, k ∈ [0, N − 1], òîäi

∥Akx− Aky∥ ≥ Mk∥x− y∥,

äå Mk =
√
λmin(A∗kAk), k ∈ [0, N − 1], λmin(·) � íàéìåíüøå âëàñíå ÷èñëî ìàòðèöi.

Çâiäñè ìà¹ìî

β(fk(x), fk(y)) = β(Akx+ U(k), Aky + U(k)) ≥ Mk∥x− y∥.

Îòæå, áàãàòîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ fk(x) = Akx + U(k) çàäîâîëüíÿ¹ îáåðíåíié óìîâi

Ëiïøèöÿ i äëÿ âêëþ÷åííÿ (5) ìà¹ ìiñöå òåîðåìà 5, äå

Nk =
k−1∏
s=0

√
λmin(A∗sAs).
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Âèñíîâêè

Â ðîáîòi îòðèìàíi òâåðäæåííÿ ïðî íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äèñêðåòíèõ

âêëþ÷åíü âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Â çàëåæíîñòi âiä êëàñó áàãàòîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü,

äî ÿêîãî íàëåæèòü ïðàâà ÷àñòèíà âêëþ÷åííÿ, òàêi òâåðäæåííÿ õàðàêòåðèçóþòü íà-

ïiâíåïåðåðâíó çâåðõó (çíèçó), íåïåðåðâíó i ëiïøèöåâó çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ âiä ïî-

÷àòêîâèõ óìîâ.
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Abstract. Five ordering algorithms for the nonserial dynamic programming algorithm for solving

sparse discrete optimization problems are considered. As a result of benchmarking, �rstly, it was noted

that for solving sparse discrete optimization problems, the ordering of the variables has a signi�cant

impact on the run-time of solving the problem. In addition, it was shown that the di�erent heuristics

ordering are most e�ective for di�erent classes of problems. And �nally, it was noted that heuristics MCS

and MIN-FILL showed the best result for solving discrete optimization problems of the considered class

of test problems.

Ââåäåíèå

Äëÿ ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè (ÄÎ) ïóòåì âû÷èñëå-

íèÿ ãëîáàëüíîé èíôîðìàöèè ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíûõ âû÷èñëåíèé íà îñíîâå àíàëèçà

îêðåñòíîñòåé ýëåìåíòîâ çàäà÷è [1], [2], ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí êëàññ ëîêàëüíûõ ýëè-

ìèíàöèîííûõ àëãîðèòìîâ (ËÝÀ) [8], âêëþ÷àþùèé ëîêàëüíûå àëãîðèòìû äåêîìïî-

çèöèè [1], [4], àëãîðèòìû íåñåðèàëüíîãî äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÍÑÄÏ)

([11], [6]), àëãîðèòìû ñåãìåíòíîé ýëèìèíàöèè [16], ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ÄÎ íà

îñíîâå äðåâîâèäíîé äåêîìïîçèöèè [7]. Âîïðîñàì òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ïîâå-

äåíèÿ ËÝÀ íà êâàçèáëî÷íûõ è áëî÷íî-äðåâîâèäíûõ ñòðóêòóðàõ íà îñíîâå àíàëèçà

îöåíîê ýôôåêòèâíîñòè ïîñâÿùåíû ðàáîòû [4], [5], ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî

èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ËÝÀ íà êâàçèáëî÷íûõ ñòðóêòóðàõ îñâåùåíû â ðàáîòàõ [4],

[3]. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ àëãîðèòìà ÍÑÄÏ. Ýòî îïðåäåëèëî

íåîáõîäèìîñòü ïîñòàíîâêè ñëåäóþùåé ïðîáëåìû.

Àíàëèç ïîñëåäíèõ äîñòèæåíèé è ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ ýòîé ïðîáëåìå [9],

[10], [13], [19], [24], [31], ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýêñïåðèìåí-

òàëüíîå èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ àëãîðèòìà ÍÑÄÏ, ÿâëÿþùåãîñÿ ëîêàëüíûì àëãî-

ðèòìîì ýëèìèíàöèè ïåðåìåííûõ, íå ïðîâîäèëîñü. Àëãîðèòì ÍÑÄÏ ïîñëåäîâàòåëüíî

ýëèìèíèðóåò ïåðåìåííûå â ïîðÿäêå, çàäàâàåìîì óïîðÿäî÷åíèåì ïåðåìåííûõ, êîòî-

ðîå ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà âðåìÿ ñ÷åòà. Êàê ïîêàçàíî â [37], çàäà÷à ïîèñêà îïòè-

ìàëüíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé, ïîýòîìó íà ïðàêòèêå äëÿ íàõîæäåíèÿ
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ýëèìèíàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåìåííûõ èñïîëüçóþòñÿ âñåâîçìîæíûå ýâ-

ðèñòèêè (òàêèå êàê ðàññìîòðåííûå íèæå ìåòîä ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè, ðåêóðñèâíîãî

ðàçáèåíèÿ è äð.).Íåðåøåííûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îá ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè

ïîâåäåíèÿ àëãîðèòìà ÍÑÄÏ â çàâèñèìîñòè îò èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà óïîðÿäî-

÷èâàíèÿ ïåðåìåííûõ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ êàæäîãî èç ïÿòè àë-

ãîðèòìîâ óïîðÿäî÷èâàíèÿ ïåðåìåííûõ, à èìåííî, àëãîðèòìà ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè

MD, àëãîðèòìà ðåêóðñèâíîãî ðàçáèåíèÿ ND, àëãîðèòìà ïîèñêà ïî ìàêñèìàëüíîé

ñòåïåíè MCS, àëãîðèòìà ìèíèìàëüíîãî ïîïîëíåíèÿ MIN-FILL, è àëãîðèòìà ëåêñè-

êîãðàôè÷åñêîãî ïîèñêà â øèðèíó LEX-BFS, îêàçûâàåìîå èìè íà âðåìÿ ðåøåíèÿ ðàç-

ðåæåííîé çàäà÷è ÄÎ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ÍÑÄÏ.

1. Àëãîðèòì íåñåðèàëüíîãî äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ÄÎ ñ îãðàíè÷åíèÿìè

F (x1, x2, . . . , xn) =
∑
k∈K

fk(X
k) → max (1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

gi(XSi
) Ri 0, i ∈M = {1, 2, . . . ,m}, (2)

xj ∈ Dj, j ∈ N = {1, . . . , n}, (3)

X = {x1, . . . , xn} � ìíîæåñòâî äèñêðåòíûõ ïåðåìåííûõ, Xk ⊆ {x1, x2, . . . , xn},
k ∈ K = {1, 2, . . . , t}. Ôóíêöèè fk(X

k), k ∈ K íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè öåëåâîé

ôóíêöèè, t � ÷èñëî êîìïîíåíò öåëåâîé ôóíêöèè, Si ⊆ {1, 2, . . . , n}, Ri ∈ {≤,=,≥},
i ∈M ; Dj � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé xj, j ∈ N .

Ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå: åñëè S = {j1, . . . , jq}, òî XS = {xj1 , . . . , xjq}.

1.1. Çàäàíèå ñòðóêòóðû ðàçðåæåííîé çàäà÷è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.
Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå äåòàëè ðåàëèçàöèè ËÝÀ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ÄÎ â ñëó÷àå,

êîãäà ñòðóêòóðíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì âçàèìîñâÿçåé ïåðåìåííûõ [11], êîòîðûé â

ëèòåðàòóðå íàçûâàåòñÿ òàêæå ãðàôîì îãðàíè÷åíèé [16].

Îïðåäåëåíèå 1. ([11], [6]). Äâå ïåðåìåííûå x ∈ X è y ∈ X âçàèìîñâÿçàíû â çàäà-

÷å ÄÎ ñ îãðàíè÷åíèÿìè, åñëè îíè ïîÿâëÿþòñÿ âìåñòå â îäíîì êîìïîíåíòå ÖÔ èëè

â îäíîì è òîì æå îãðàíè÷åíèè (äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ïåðåìåííûå âõîäÿò îäíîâðå-

ìåííî âî ìíîæåñòâî Xk èëè âî ìíîæåñòâî XSi
)).

Îïðåäåëåíèå 2. Ãðàôîì âçàèìîñâÿçåé ([11], [6]) çàäà÷è ÄÎ íàçûâàåòñÿ íåîðèåí-

òèðîâàííûé ãðàô G = (X,E), äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî âåðøèí X ñîîòâåòñòâóåò

ìíîæåñòâó ïåðåìåííûõ X çàäà÷è ÄÎ, äâå âåðøèíû ãðàôà ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è
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òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïåðåìåííûå âçàèìîñâÿçàíû. Â äàëüíåéøåì

áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ïåðåìåííûå çàäà÷è ÄÎ ñ âåðøèíàìè ãðàôà âçàèìîñâÿçåé.

Äëÿ ïåðåìåííûõ çàäà÷è ÄÎ áóäåì èñïîëüçîâàòü âñå ýòè æå îáîçíà÷åíèÿ, ïîëü-

çóÿñü âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó âåðøèíàìè ãðàôà âçàèìîñâÿçåé è

ïåðåìåííûìè.

Îñíîâíûì ïîíÿòèåì â òåîðèè ëîêàëüíûõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå áëèçîñòè

ýëåìåíòîâ, îïðåäåëÿåìîå ïîíÿòèåì îêðåñòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 3. Äâå âåðøèíû x è y â ãðàôå G = (X,E) íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè,

åñëè (x, y) ∈ E.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, ñîñåäíèõ ñ ïåðåìåííîé x ∈ X â ãðà-

ôå G = (X,E), îáîçíà÷àåòñÿ NbG(x) (èëè Nb(x)) è íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ïå-

ðåìåííîé x.

Â ãèïåðãðàôîâîì ïðåäñòàâëåíèè ñòðóêòóðû çàäà÷è ÄÎ ìíîæåñòâî âåðøèí ãèïåð-

ãðàôà H ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó ïåðåìåííûõ X çàäà÷è ÄÎ, à ãèïåððåáðà ãèïåðãðà-

ôà îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâà âçàèìîñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â îãðàíè÷åíèÿ,

ò.å. ãèïåððåáðî ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ.

1.2. Ëîêàëüíûå àëãîðèòìû ýëèìèíàöèè ïåðåìåííûõ. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå

ðàçðåæåííîé çàäà÷è ÄÎ (1) � (3), ñòðóêòóðà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ íåîðèåíòèðîâàí-

íûì ãðàôîì âçàèìîñâÿçåé ïåðåìåííûõ G = (X,E), ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíîãî àëãîðèò-

ìà ýëèìèíàöèè ïåðåìåííûõ, èìåíóåìîãî òàêæå àëãîðèòìîì ÍÑÄÏ. Àëãîðèòì ÍÑÄÏ

èñïîëüçóåò óïîðÿäî÷åíèå âåðøèí ãðàôà.

Îïðåäåëåíèå 5. [34]. Ãðàô, ïîëó÷åííûé èç ãðàôà G = (X,E) ñ ïîìîùüþ óäàëå-

íèÿ âåðøèíû xk è âñåõ ðåáåð, èñõîäÿùèõ èç íåå è ñîåäèíåíèÿ ðåáðàìè âñåõ ðàíåå

íå ñîñåäíèõ âåðøèí â Nb(xk), íàçûâàåòñÿ xk-ýëèìèíàöèîííûì ãðàôîì ãðàôà G è

îáîçíà÷àåòñÿ Gk. Îïèñàííàÿ îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ ýëèìèíàöèåé âåðøèíû xk.

Äëÿ óïîðÿäî÷åíèÿ x1, . . . , xn ðàáîòà àëãîðèòìà ÍÑÄÏ ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëü-

íîé ýëèìèíàöèè âåðøèí x1, . . . , xn â òåêóùåì ýëèìèíàöèîííîì ãðàôå è âû÷èñëåíèè

ñîîòâåòñòâóþùåé ëîêàëüíîé èíôîðìàöèè î âåðøèíàõ hi(Nb(xi)) [8]. Ýòîò ïðîöåññ

ïîðîæäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôîâ: G0 = G,G1, . . . , Gj, . . . , Gn, òàê ÷òî Gj � xj-

ýëèìèíàöèîííûé ãðàô ãðàôà Gj−1, à Gn � ïóñòîé ãðàô.

Ïðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôà âçàèìîñâÿçåé ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðî-

öåäóðå ýëèìèíàöèè ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíîãî àëãîðèòìà, èçâåñòåí êàê

¾ýëèìèíàöèîííàÿ èãðà¿, êîòîðàÿ âïåðâûå áûëà ââåäåíà Ïàðòåðîì [30], êàê ãðàôîâàÿ
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èíòåðïðåòàöèÿ ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà. Âõîäîì äëÿ àëãîðèòìà ýëèìèíàöèîííîé

èãðû ÿâëÿåòñÿ ãðàô G è óïîðÿäî÷åíèå α âåðøèí ãðàôà G.

Ðàññìîòðèì îïèñàííóþ âûøå çàäà÷ó ÄÎ (P). Ïðåäïîëîæèì áåç ïîòåðè îáùíîñòè,

÷òî ïåðåìåííûå èñêëþ÷àþòñÿ â ïîðÿäêå x1, . . . , xn. Ðàññìîòðèì èñêëþ÷åíèå ïåðâîé

ïåðåìåííîé x1. Íàéäåì ÷ëåíû öåëåâîé ôóíêöèè, ñîäåðæàùèå x1: K1 = {k | x1 ∈ Y k}
è ìíîæåñòâî èíäåêñîâ îãðàíè÷åíèé, ñîäåðæàùèõ x1: U1 = {i | x1 ∈ X i}. Ñîâìåñòíî
ñ x1 â Y k, k ∈ K1 è â U1 âõîäÿò ïåðåìåííûå èç Nb(x1). Ïåðåìåííîé x1 ñîîòâåòñòâóåò

ñëåäóþùàÿ ïîäçàäà÷à (P1):

h1(Nb(x1)) = max
x1

{∑
k∈K1

fk(Y
k) | gi(X i) Ri 0, i ∈ U1, xj ∈ Dj, xj ∈ Nb[x1]

}
Òîãäà èñõîäíàÿ çàäà÷à (P) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé çàäà÷è:

max
x1,...,xn

{∑
fk(Y

k) | gi(X i) Ri 0, i ∈M, xj ∈ Dj, j ∈ N
}
=

= max
x2,...,xn

 ∑
k∈K\K1

fk(Y
k) + h1(Nb(x1)) | gi(X i) Ri 0,

i ∈M \ U1, xj ∈ Dj, j ∈ N \ {1}} .

Â ïîñëåäíåé çàäà÷å n − 1 ïåðåìåííàÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíîé çàäà÷åé (P)

èç îãðàíè÷åíèé èñêëþ÷åíû îãðàíè÷åíèÿ ñ èíäåêñàìè èç U1, à òàêæå ÷ëåíû öå-

ëåâîé ôóíêöèè
∑

k∈K1
fk(Y

k), îäíàêî ïîÿâèëñÿ íîâûé êîìïîíåíò öåëåâîé ôóíê-

öèè h1(Nb(x1))
1, áëàãîäàðÿ ÷åìó èçìåíèëñÿ ãðàô âçàèìîñâÿçåé çàäà÷è: â íåì âåð-

øèíà x1 óäàëåíà, à âåðøèíû èç Nb(x1) ñîåäèíåíû ðåáðàìè ìåæäó ñîáîé

Ýòî íàçûâàåòñÿ ¾ïîïîëíåíèåì¿ [9]. Çàìåòèì, ÷òî âåðøèíû èç Nb(x1) îáðàçóþò

êëèêó ãðàôà G.

Íîâûé ãðàô âçàèìîñâÿçåé îáîçíà÷èì G1. Äàëåå âñå îêðåñòíîñòè ïåðåìåííûõ íà-

õîäÿòñÿ óæå â íîâîì ãðàôå G1. Àëãîðèòì èñêëþ÷àåò îñòàâøèåñÿ ïåðåìåííûå ïî îä-

íîé çà ðàç àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Èñêëþ÷åíèå î÷åðåäíîé ïåðåìåííîé xj íàçûâàåòñÿ

¾øàã j¿, à ôóíêöèè (òàáëèöû), âû÷èñëåííûå íà ýòîì øàãå, áóäåì îáîçíà÷àòü hj(·).
Àëãîðèòì ÍÑÄÏ ìîæåò áûòü êðàòêî çàïèñàí òàê:

1. Ïåðåíóìåðîâàòü ïåðåìåííûå ñîãëàñíî ïîðÿäêó α (â äàííîì ñëó÷àå

α : {x1, . . . , xn}).
2. Äëÿ j = 1, . . . , n èñêëþ÷èòü xj, èçìåíÿÿ ãðàô âçàèìîñâÿçåé ïóòåì äîáàâëåíèÿ

ðåáåð äëÿ ïðåâðàùåíèÿ îêðåñòíîñòè èñêëþ÷àåìîé âåðøèíû â êëèêó.

1Êîìïîíåíò h1(Nb(x1)) ñîäåðæèò âû÷èñëåííóþ íà äàííîì øàãå èíôîðìàöèþ.

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1' 2011



Àëãîðèòìû óïîðÿäî÷åíèÿ ïåðåìåííûõ â ëîêàëüíîì ýëèìèíàöèîííîì . . . 85

2. Àëãîðèòìû óïîðÿäî÷èâàíèÿ âåðøèí ãðàôîâ

2.1. Àëãîðèòì ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè MD. Àëãîðèòì óïîðÿäî÷èâàíèÿ ìèíè-

ìàëüíîé ñòåïåíè (MD)(minimum degree) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå øèðîêî èñïîëü-

çóåìûõ ýâðèñòèê, ò.ê. îí äàåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû ñ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèì ïîïîë-

íåíèåì äëÿ ðàçðåæåííûõ ãðàôîâ.

Â àëãîðèòìå MD âûáèðàåòñÿ âåðøèíà v ãðàôà G ñ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ. Äàëåå

ñòðîèòñÿ ãðàô G′, ïîëó÷àåìûé ïóòåì ñîçäàíèÿ êëèêè èç âåðøèíû v è åå ñîñåäåé ñ

ïîñëåäóþùèì óäàëåíèåì v è èíöèäåíòíûõ åé ðåáåð. Ðåêóðñèâíî èç G′ ñ ïîìîùüþ

ýâðèñòèêè ñîçäàåòñÿ õîðäàëüíûé ñóïåðãðàô H ′. È, íàêîíåö, ñòðîèòñÿ ñâÿçíûé ñó-

ïåðãðàô H èç G, ïóòåì äîáàâëåíèÿ v è èíöèäåíòíûõ åé ðåáåð èç G ê H ′. Áóäó÷è

àëãîðèòìîì ëîêàëüíîé ìèíèìèçàöèè, àëãîðèòì MD íå âñåãäà äàåò óïîðÿäî÷åíèå ñ

ìèíèìàëüíûì ïîïîëíåíèåì äëÿ ãðàôà â öåëîì.

Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè � àëãîðèò-

ìû MMD (Multiple Minimum Degree [26]) è AMD (Approximate Minimum Degree) [9].

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óïîðÿäî÷åíèÿ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè MD

â äàííîé ðàáîòå áûëà âûáðàíà ôóíêöèÿ minimum_degree_ordering() èç áèáëèîòå-

êè BOOST [12].

2.2. Àëãîðèòì ðåêóðñèâíîãî ðàçáèåíèÿ ND. Àëãîðèòì ðåêóðñèâíîãî ðàçáèå-

íèÿ ND [19] � ãëîáàëüíûé ýâðèñòè÷åñêèé ðåêóððåíòíûé àëãîðèòì, íàõîäÿùèé ñåïà-

ðàòîð, ò.å. ìíîæåñòâî âåðøèí S, ðàçäåëÿþùåå ãðàô íà äâå ÷àñòè A è B, ïîìåùàÿ åãî

â óïîðÿäî÷åíèè ïîñëåäíèì. Àëãîðèòì ïðèìåíÿåòñÿ ðåêóððåíòíî ê ÷àñòÿì ãðàôîâ A

è B, ïîêà èõ ðàçìåðû íå ñòàíóò ìåíüøå, ÷åì íåêîòîðîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå.

Ìíîãîóðîâíåâûå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ðåáåðíûõ ñåïàðàòîðîâ â ãðàôàõ áûëè

ïðåäëîæåíû â ðàáîòå [13] è çàòåì óñîâåðøåíñòâîâàíû â ðàáîòàõ [20], [23]. Ýòè ìåòîäû

îáëàäàþò ñïîñîáíîñòüþ äîñòàòî÷íî áûñòðî íàõîäèòü ðåáåðíûå ñåïàðàòîðû âûñîêîãî

êà÷åñòâà.

Èìåþòñÿ òàêæå ãèáðèäíûå ñõåìû ìåòîäîâ ðåêóðñèâíîãî ðàçáèåíèÿ ND è ìèíè-

ìàëüíîé ñòåïåíè MD [10], [21], [31], ïîçâîëÿþùèå óëó÷øèòü êàê âðåìÿ ñ÷åòà, òàê è

êà÷åñòâî ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ MD è ND óïîðÿäî÷åíèé. Äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ óïîðÿäî÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ðåêóðñèâíîãî ðàçáèåíèÿ ND â íàñòîÿùåé

ðàáîòå èñïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ METIS_EdgeND() áèáëèîòåêè Metis [24].

2.3. Àëãîðèòì MCS. Â [36] áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì MCS (Maximum Cardinality

Search � ïîèñê ïî ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè). Àëãîðèòì MCS íà íåêîòîðîì ãðàôå G

ïðîèçâîäèò çà âðåìÿ O(n+m) ïîëíîå óïîðÿäî÷åíèå ìíîæåñòâà âåðøèí ñëåäóþùèì
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îáðàçîì. Èç ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû âûáèðàåòñÿ ëþáàÿ, åùå íå ïðîíóìåðîâàííàÿ âåð-

øèíà, ñìåæíàÿ ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó óæå ïðîíóìåðîâàííûõ âåðøèí.

MCS óïîðÿäî÷åíèå áûëî ïîëó÷åíî çäåñü ïðè ïîìîùè ôóíêöèè

chompack.maxcardsearch() èç ïàêåòà CHOMPACK [14].

2.4. Àëãîðèòì ìèíèìàëüíîãî ïîïîëíåíèÿ MIN-FILL. 2 Ýâðèñòèêà ìèíèìàëü-

íîãî ïîïîëíåíèÿ MIN-FILL (Minimum Fill-in) [22] ðàáîòàåò ïðàêòè÷åñêè òàê æå, êàê

è îïèñàííàÿ âûøå ýâðèñòèêà ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè MD, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî

çäåñü íà êàæäîì øàãå âûáèðàåòñÿ òàêàÿ âåðøèíà, ÷òîáû ÷èñëî äîáàâëÿåìûõ ê íåé

ðåáåð, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ êëèêè, áûëî ìèíèìàëüíûì.

2.5. Àëãîðèòì LEX-BFS. 3 Â ðàáîòå [35] ïðåäëîæåí àëãîðèòì, âû÷èñëÿþùèé õî-

ðîøóþ ýëèìèíàöèîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çà ëèíåéíîå âðåìÿ, êîòîðûé áûë íàçâàí

ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîèñê â øèðèíó (LEX-BFS). Ñóòü äàííîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ

â ñëåäóþùåì. Âåðøèíû íóìåðóþòñÿ îò n äî 1 (íóìåðàöèÿ ôèêñèðóåò ïîçèöèè ïåðå-

ìåííûõ) â óïîðÿäî÷åíèè. Äàëåå, äëÿ êàæäîé âåðøèíû ñîçäàåòñÿ ìåòêà, ñîäåðæàùàÿ

ìíîæåñòâî ÷èñåë, çàïèñàííûõ ïî óáûâàíèþ. Òàêèì îáðàçîì âåðøèíû ìîãóò áûòü

ëåêñèêîãðàôè÷åñêè óïîðÿäî÷åíû ñîãëàñíî èõ ìåòêàì.

3. Îïèñàíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà

3.1. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà íåñåðèàëüíîãî äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, åå îñîáåííîñòè. Àëãîðèòì ÍÑÄÏ ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ Python [33], êîòîðûé áûë âûáðàí â ñâÿçè ñ íàëè÷èåì â íåì ñðåäñòâ

äëÿ áûñòðîãî ïîñòðîåíèÿ è îïèñàíèÿ çàäà÷ ÄÎ, à òàêæå ââèäó îáøèðíîãî êîëè÷åñòâà

èìåþùèõñÿ áèáëèîòåê äëÿ ðàáîòû ñ ãðàôàìè è àëãîðèòìàìè óïîðÿäî÷èâàíèÿ. Äëÿ

ðàáîòû ñ àëãîðèòìàìè ND è MD ñîîòâåòñòâåííî áûëè èñïîëüçîâàíû ÿçûêè ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ C è C++ . Äëÿ ÷òåíèÿ ôîðìàòà Metis è ôîðìèðîâàíèÿ ãðàôîâ èñïîëü-

çîâàëàñü áèáëèîòåêà MetisReader [28]. Ðàáîòà ñ îáúåêòàìè ãðàôà âåëàñü ïðè ïîìîùè

êëàññà networkx.Graph èç áèáëèîòåêè networkx [29].

2Àëãîðèòì Minimum Fill-in áûë ðåàëèçîâàí Ñâèðèäåíêî À. Â. íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Python.
3Àëãîðèòì LEX-BFS áûë ðåàëèçîâàí Ñâèðèäåíêî À. Â. íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python.
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3.2. Îïèñàíèå ìíîæåñòâà òåñòîâûõ çàäà÷. Òåñòîâûå çàäà÷è ÄÎ ãåíåðèðîâàëèñü

íà îñíîâå óæå ñóùåñòâóþùèõ ãèïåðãðàôîâ èç áèáëèîòåêè CSP4 [15]. Óêàçàííàÿ áèá-

ëèîòåêà ñîäåðæèò ðàçëè÷íûå êëàññû ãèïåðãðàôîâ5 (äëÿ çàäà÷ óäîâëåòâîðåíèÿ îãðà-

íè÷åíèé), êàê äëÿ ïðèëîæåíèé â ïðîìûøëåííîñòè (DaimlerChrysler, NASA, ISCAS),

òàê è èñêóññòâåííî ñîçäàííûõ.

Òåñòîâûå çàäà÷è ÄÎ ñòðîèëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñòðóêòóðà îãðàíè÷åíèé ëè-

íåéíîé çàäà÷è ÄÎ ñ áèíàðíûìè ïåðåìåííûìè çàäàâàëàñü ãèïåðãðàôîì èç áèáëèî-

òåêè [15]. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îãðàíè÷åíèÿ i áðàëîñü î÷åðåäíîå ãèïåððåáðî ãèïåðãðàôà,

ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ XSi
, âõîäÿùèõ â ñòðîÿùååñÿ îãðàíè÷åíèå. Äàëåå

ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, èñïîëüçóþùåé äàò÷èê ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ñòðîèëèñü êîýôôè-

öèåíòû ASi
ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ, òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü i-ãî îãðàíè÷åíèÿ

èìåëà âèä ASi
XSi

. Ïðàâàÿ ÷àñòü i-ãî îãðàíè÷åíèÿ èìååò âèä σ
∑
ASi

, ãäå σ � ñëó÷àé-

íîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, 1). Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ëèíåéíà, ñîäåðæèò âñå ïåðåìåííûå �

âåðøèíû ãèïåðãðàôà, ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû cj öåëåâîé ôóíêöèè
∑n

j=1 cjxj → max.

ñòðîèëèñü ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, èñïîëüçóþùåé äàò÷èê ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

Äàëåå äëÿ êàæäîãî ãðàôà âçàèìîñâÿçåé ïðèìåíÿëèñü àëãîðèòìû óïîðÿäî÷èâà-

íèÿ MD, ND, MCS, MIN-FILL è LEX-BFS, ïîñëå ÷åãî çàäà÷è ðåøàëèñü ñ ïîìîùüþ

àëãîðèòìà ÍÑÄÏ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íàéäåííûìè óïîðÿäî÷åíèÿìè çàäà÷è ÄÎ.

3.3. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ

âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà áûëè ïîñòðîåíû ïÿòü ãðóïï òåñòîâûõ çàäà÷: 'dubois',

'bridge', 'adder', 'pret' è 'NewSystem' äëÿ 33 ãèïåðãðàôîâ èç áèáëèîòåêè [15]. Âñå âû-

÷èñëåíèÿ áûëè ïðîâåäåíû íà áàçå ïðîöåññîðà Intel Core 2 Duo @ 2.66 GHz, 2 GB ÎÇÓ

è îïåðàöèîííîé ñèñòåìû Linux, âåðñèÿ ÿäðà 2.6.35-24-generic. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëè-

òåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1, â êîòîðîé n � ÷èñëî ïåðåìåííûõ, m �

÷èñëî îãðàíè÷åíèé, à ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîò-

âåòñòâóþùåé ýâðèñòèêè âûäåëåíî ïîä÷åðêèâàíèåì. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ àëãîðèòìà

ND ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ÍÑÄÏ áûëî äîñòèãíóòî 0 ðàç (0 %), äëÿ

MD � 2 ðàçà (6,0 %), LEX-BFS � 3 ðàçà (9,1 %), MCS � 9 ðàç (27,3 %) è MIN-FILL �

19 ðàç (57,6 %).

Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû äëÿ òåñòîâûõ çàäà÷ áîëåå äåòàëüíî. Ðèñ. 1 îïèñûâàåò

ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ãðóïï òåñòîâûõ çàäà÷ 'dubois', 'adder'

è 'bridge', êîòîðûå ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ýâðèñòèêè MCS, MIN-FILL è LEX-

BFS âåäóò ñåáÿ äîñòàòî÷íî ïîõîæå è äàþò íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò äëÿ äàííîé ãðóïïû

4CSP (Constraint Satisfaction Problem) � çàäà÷à óäîâëåòâîðåíèÿ îãðàíè÷åíèé.
5Ãèïåðãðàôû áûëè çàãðóæåíû ñ ñàéòà ïðîåêòà DBAI Hypertree Project:

http://www.dbai.tuwien.ac.at/proj/hypertree/downloads/.
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Òàáëèöà 1. Âðåìÿ ðåøåíèÿ (â ñåêóíäàõ) çàäà÷ ÄÎ ñ ïîìîùüþ àëãîðèò-

ìà ÍÑÄÏ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ óïîðÿäî÷åíèé.

Çàäà÷à n m MD ND MCS MIN-FILL LEX-BFS

dubois20 60 40 1,31 1,43 1,17 1,19 1,20

dubois21 63 42 1,52 1,67 1,35 1,31 1,35

dubois22 66 44 1,37 1,70 1,51 1,51 1,49

dubois23 69 46 1,90 2,02 1,70 1,68 1,74

dubois24 72 48 2,18 2,17 1,89 1,80 1,95

dubois25 75 50 2,72 2,50 2,11 2,14 2,15

dubois26 78 52 2,62 2,82 2,32 2,43 2,39

dubois27 81 54 2,58 3,09 2,60 2,71 2,66

dubois28 84 56 3,55 3,43 2,90 2,84 2,98

dubois29 87 58 3,91 3,84 3,22 3,21 3,28

dubois30 90 60 4,46 4,14 3,50 3,52 3,48

dubois50 150 100 17,52 16,31 14,34 14,00 14,53

dubois100 300 200 126,32 111,64 106,34 103,23 106,29

adder_15 106 75 6,20 7,04 5,25 5,64 5,38

adder_25 176 125 27,33 32,13 21,47 24,27 23,10

adder_50 351 250 326,54 388,74 268,39 276,47 254,25

adder_75 526 375 4876,74 5180,46 3381,28 3460,32 3435,76

bridge_15 137 135 15,21 15,41 13,90 12,45 12,86

bridge_25 227 225 63,14 74,18 62,30 55,98 58,62

bridge_50 452 450 900,20 983,40 922,68 886,91 1003,89

bridge_75 677 675 4832,55 5049,61 4507,38 3886,34 5040,91

pret60_25 60 53 1,89 1,51 1,68 1,32 1,59

pret60_40 60 53 1,50 1,48 1,69 1,26 1,52

pret60_60 60 53 1,58 1,51 1,83 1,27 1,64

pret60_75 60 53 1,44 1,60 1,79 1,31 1,54

pret150_25 150 133 21,29 33,06 20,51 16,25 23,04

pret150_40 150 133 22,63 32,83 21,47 16,44 24,76

pret150_60 150 133 22,09 31,13 23,72 16,35 23,99

pret150_75 150 133 21,20 33,23 20,19 18,57 23,59

NewSystem1 142 85 19,21 16,24 14,05 17,33 14,08

NewSystem2 345 200 603,83 520,82 376,33 489,80 425,35

NewSystem3 474 284 1294,86 1352,75 1159,75 1247,81 1072,58

NewSystem4 718 422 7769,10 8322,58 6427,85 7095,17 6845,20
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òåñòîâûõ çàäà÷. MD è ND, íàïðîòèâ, ïîêàçûâàþò õóäøåå âðåìÿ. Òàêæå äëÿ ãðóïïû

òåñòîâûõ çàäà÷ 'bridge' íàáëþäàåòñÿ ïîñòåïåííîå óõóäøåíèå ðåçóëüòàòà ïî âðåìåíè

ýâðèñòèêè LEX-BFS è ÿâíîå ïðåîáëàäàíèå MIN-FILL.

Время счета (в %) для группы тестовых задач dubois
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Время счета (в %) для группы тестовых задач adder
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Время счета (в %) для группы тестовых задач bridge
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Ðèñ. 1. Âðåìÿ ñ÷åòà (â ñåêóíäàõ) äëÿ ãðóïï òåñòîâûõ çàäà÷ "dubois "adder "bridge"

Ðèñ. 2 îòðàæàåò ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ãðóïï çàäà÷

'pret' è 'NewSystem'. Çäåñü ìîæíî âèäåòü âñþ âàæíîñòü ïðàâèëüíîãî âûáîðà ýâðè-

ñòèêè äëÿ êîíêðåòíîé ãðóïïû çàäà÷. Â ñëó÷àå òåñòîâ 'pret' íàáëþäàåòñÿ ÿâíîå äîìè-

íèðîâàíèå àëãîðèòìà MIN-FILL, à MCS è LEX-BFS óñòóïàþò MD. Äëÿ 'NewSystem',

íàïðîòèâ, MIN-FILL îòõîäèò íà òðåòèé ïëàí, â òî âðåìÿ, êàê MCS è LEX-BFS çàíè-

ìàþò ëèäèðóþùèå ïîçèöèè.

Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ïÿòè

àëãîðèòìîâ óïîðÿäî÷èâàíèÿ âåðøèí íà âðåìÿ ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ çàäà÷ ÄÎ ñ

ïîìîùüþ àëãîðèòìà ÍÑÄÏ. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðè-

ìåíòà, áûëî îòìå÷åíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÄÎ óïîðÿäî÷èâàíèå ïåðåìåííûõ îêà-

çûâàåò çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïîìèìî ýòîãî, áûëî ïîêàçà-

íî, ÷òî ðàçëè÷íûå ýâðèñòèêè óïîðÿäî÷èâàíèÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíû äëÿ ðàçëè÷íûõ
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Время счета (в %) для группы тестовых задач pret
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Время счета (в %) для группы тестовых задач NewSystem
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Ðèñ. 2. Âðåìÿ ñ÷åòà (â ñåêóíäàõ) äëÿ ãðóïï òåñòîâûõ çàäà÷ "pret "NewSystem"

êëàññîâ çàäà÷. È, íàêîíåö, áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ýâðèñòèêè MCS è MIN-FILL ïîêàçà-

ëè íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÄÎ èç ïðåäëîæåííûõ êëàññîâ òåñòîâûõ

çàäà÷.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì ïðîäîëæèòü äàííîå èññëåäîâàíèå, ïðè÷åì íà-

ïðàâëåíèå äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ñîñòîèò â èçó÷åíèè èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ

áëî÷íîé ýëèìèíàöèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìåòîäàìè ðàçáèåíèÿ.
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Abstract. Shedule composition gradient method in multi-stage system with the same claim service

degree and di�erent priority of degree.

Ââåäåíèå

Çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ îáðàáîòêè òðåáîâàíèé â ìíîãîñòàäèéíûõ ñèñòå-

ìàõ ïðè îäèíàêîâîì ïîðÿäêå îáñëóæèâàíèÿ è ðàçëè÷íûìè èõ ïðèîðèòåòàìè ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì òî÷íûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé ïðè çíà÷èòåëüíîì êîëè÷åñòâå

òðåáîâàíèé è îáñëóæèâàþùèõ ïðèáîðîâ â ñèñòåìå [1]. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåå âðåìÿ

èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ [2, 3]. Âîç-

ìîæíûì âàðèàíòîì ðåøåíèÿ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è ñâÿçàííîé ñ íèì ïðî-

áëåìîé ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíûé ìåòîä. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìà

ðåàëèçàöèÿ ìåòîäîâ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ôîðìèðîâàòü ðàñïèñàíèÿ îáðàáîòêè ïðè

ó÷åòå îñîáåííîñòåé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåì (â ÷àñòíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ ïðèîðè-

òåòàõ îáñëóæèâàåìûõ òðåáîâàíèé).

Ïîä ìíîãîñòàäèéíîé ñèñòåìîé ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé ïðîöåññ îá-

ñëóæèâàíèÿ êàæäîãî òðåáîâàíèÿ ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòàäèé,

íà êàæäîé èç êîòîðûõ òðåáîâàíèå îáñëóæèâàåòñÿ îïðåäåëåííûì ïðèáîðîì. Ïîñòà-

íîâêà çàäà÷è ïðåäïîëàãàåò çàäàíèå: ìíîæåñòâà N = {1, 2, . . . , n} îáðàáàòûâàåìûõ

òðåáîâàíèé; ìíîæåñòâà M = {1, 2, . . . , m} ïðèáîðîâ, âûïîëíÿþùèõ îáðàáîòêó òðå-

áîâàíèé íà îïðåäåëåííûõ ñòàäèÿõ èõ îáñëóæèâàíèÿ â ñèñòåìå; äëèòåëüíîñòåé îáðà-

áîòêè i -ãî òðåáîâàíèÿ íà l -îì ïðèáîðå tli > 0; ïðèîðèòåòîâ Ri îáðàáàòûâàåìûõ òðå-

áîâàíèé; ìîìåíòîâ âðåìåíè ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèé â ñèñòåìó íà îáñëóæèâàíèå di
(îñîáåííîñòüþ ïîñòàíîâêè çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå çíà÷åíèé di = 0 äëÿ òðåáîâàíèé

ñ íàèìåíüøèì ïðèîðèòåòîì è di > 0 äëÿ òðåáîâàíèé ñ íàèáîëüøèì ïðèîðèòåòîì).

Ñèñòåìà ñ îäèíàêîâûìè ìàðøðóòàìè ðåàëèçóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé îá-

ðàáîòêè i-ãî òðåáîâàíèÿ êàæäûì èç ïðèáîðîâ, âõîäÿùèì â ìíîãîñòàäèéíóþ ñèñòåìó
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(â ìíîæåñòâî ïðèáîðîâ M). Âðåìÿ îáðàáîòêè òðåáîâàíèé íà ïðèáîðàõ ðàçëè÷íî, à

îáðàáîòêà áîëåå îäíîãî òðåáîâàíèÿ íà ïðèáîðå íåâîçìîæíà, òî íà ïðèáîðàõ (â íà-

êîïèòåëÿõ) îáðàçóþòñÿ î÷åðåäè òðåáîâàíèé íà îáðàáîòêó, â êîòîðûõ ïîðÿäîê ðàç-

ìåùåíèÿ òðåáîâàíèé ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì. Ïîðÿäîê ðàçìåùåíèÿ òðåáîâàíèé â

î÷åðåäÿõ ïåðåä ïðèáîðàìè ìîæåò áûòü îïðåäåëåí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðàñïèñàíèå

îáñëóæèâàíèÿ òðåáîâàíèé â ñèñòåìå áûëî îïòèìàëüíûì â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûì

êðèòåðèåì. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç πl ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàáîòêè òðåáîâàíèé íà l-îì

ïðèáîðå, ðàñïèñàíèå π ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî â âèäå: π = {π1, π2, . . . , πm} êàê ñîâî-
êóïíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé πl, îïðåäåëÿþùèõ î÷åðåäíîñòü îáðàáîòêè òðåáîâàíèé

íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèáîðàõ.

Ïîñòóïëåíèå â ñèñòåìó äëÿ îáðàáîòêè òðåáîâàíèÿ iïð, èìåþùåãî íàèâûñøèé ïðè-

îðèòåò Riïð > Ri, ïðèâîäèò ê ïðåðûâàíèþ îáðàáîòêè òðåáîâàíèé ilq íà ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ïðèáîðàõ (÷åðåç ilq îáîçíà÷èì òî òðåáîâàíèå, îáðàáîòêà êîòîðîãî íà l-ì ïðèáîðå

ïðåðûâàåòñÿ òðåáîâàíèåì iïð, èìåþùèì íàèâûñøèé ïðèîðèòåò). Â ìîìåíò âðåìå-

íè diïð ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ â ñèñòåìó ïðèáîð 1 íåìåäëåííî ïðèñòóïàåò ê åãî

îáðàáîòêå, ïðåðûâàÿ îáðàáîòêó òðåáîâàíèÿ i1q (ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðèîðèòåòû îáðà-

áàòûâàåìûõ íà l-îì ïðèáîðå òðåáîâàíèé ÿâëÿþòñÿ áîëåå íèçêèìè, ÷åì ïðèîðèòåò

òðåáîâàíèÿ iïð), â ìîìåíò t
l−1
iïð

(l = 2,m) ïðîèñõîäèò îêîí÷àíèå îáðàáîòêè òðåáîâà-

íèÿ iïð íà (l−1)-îì ïðèáîðå, l-é ïðèáîð ïðåðûâàåò îáðàáîòêó òðåáîâàíèÿ ilq. Ïðîöåññ

ïðåðûâàíèÿ îáðàáîòêè òðåáîâàíèé ilq íà l-ûõ ïðèáîðàõ (â ìîìåíòû âðåìåíè tl−1iïð
)

ïðîäîëæàåòñÿ äî ïîëíîé îáðàáîòêè òðåáîâàíèÿ iïð â ñèñòåìå. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîë-

íåíèå îïåðàöèé ïî îáðàáîòêå òðåáîâàíèÿ ilq ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå äâóõ

ñòàäèé: ïåðâîé � ïðåäøåñòâóþùåé ïðåðûâàíèþ îáðàáîòêè òðåáîâàíèÿ ilq òðåáîâàíè-

åì iïð, âòîðîé � ñëåäóþùåé çà îêîí÷àíèåì îáðàáîòêè òðåáîâàíèÿ iïð íà l-îì ïðèáîðå.

Ò. å. (tlq)1 � èíòåðâàë âðåìåíè ðåàëèçàöèè ïåðâîé ñòàäèè îáðàáîòêè, (t
l
q)2 � èíòåðâàë

âðåìåíè ðåàëèçàöèè âòîðîé ñòàäèè îáðàáîòêè òðåáîâàíèÿ ilq.

Â ñèëó òîãî, ÷òî çíà÷åíèå diïð ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì (îïðåäåëåíî â ìîìåíò ïîñòóï-

ëåíèÿ òðåáîâàíèÿ iïð â îáðàáîòêó), äëèòåëüíîñòè tliïð îáðàáîòêè òðåáîâàíèÿ iïð íà

êàæäîì l-îì ïðèáîðå òàêæå èçâåñòíû (l = 1,m), òî ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ìîìåí-

òû âðåìåíè t0liïð íà÷àëà îáðàáîòêè òðåáîâàíèÿ iïð íà êàæäîì l-îì ïðèáîðå. Òàê êàê

ïðèîðèòåò òðåáîâàíèÿ iïð íàèâûñøèé, òî

t0liïð = t0l−1iïð
+ tl−1iïð

, tl−1iïð
= t0liïð , t

01
iïð = diïð . (1)

Òî åñòü, íà÷àëî îáðàáîòêè òðåáîâàíèÿ t0liïð ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìûì ïî (1), à íå

îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ îáðàáîòêè òðåáîâàíèé. Òàê êàê

ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ iïð â îáðàáîòêó ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì (diïð > 0), òî
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ïðè ôèêñèðîâàííîé äåòåðìèíèðîâàííîé äëèòåëüíîñòè tliïð îáðàáîòêè òðåáîâàíèÿ iïð
íà l-îì ïðèáîðå ìîìåíò âðåìåíè ïðåðûâàíèÿ îáðàáîòêè òðåáîâàíèÿ ilq òàêæå ÿâ-

ëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì (ñëó÷àéíîé ÿâëÿåòñÿ è äëèòåëüíîñòü (tlq)2). Òàê êàê ìîìåíò t0liïð
ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ iïð íà îáðàáîòêó íà l-îì ïðèáîðå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ìîìåí-

òîì t0lq íà÷àëà îáðàáîòêè òðåáîâàíèÿ ilq (îáðàáîòêà êîòîðîãî äîëæíà áûòü ïðåðâàíà),

ëèáî t0liq ∈ [t0lïð, t
l
iïð

], òî

(
tlq
)
2
=

{
tlq, ïðè t

0l
q = t0liïð

tlq −
(
tlq
)
1
, ïðè t0lq < t0liïð

(2)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πl, îáðàçóþùèå ðàñïèñàíèå π∗, îïòèìèçèðîâàííîå

äëÿ (n + 1)-ãî òðåáîâàíèÿ(n èìåþùèõñÿ òðåáîâàíèé è îäíîãî òðåáîâàíèÿ ñ íàè-

âûñøèì ïðèîðèòåòîì), ñ ó÷åòîì íåîáõîäèìèîñòè îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà îáðàáîòêè

òðåáîâàíèé ñ ðàçëè÷íûìè ïðèîðèòåòàìè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå:

πl = πl1
∪

πl2.

Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü) πl1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñòàòè÷åñêîìó

ðàñïèñàíèþ äëÿ òðåáîâàíèé ñ di = 0. Å¼ îáðàçóþò òðåáîâàíèÿ, îáðàáîòàííûå ê ìî-

ìåíòó ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ iïð â ñèñòåìó, òðåáîâàíèÿ, îáðàáàòûâàåìûå ê ìîìåíòó

ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ iïð â ñèñòåìó, íî îáðàáîòêà êîòîðûõ íà ñîîòâåòñòâóþùåì l-

îì ïðèáîðå áóäåò çàêîí÷åíà äî ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ iïð íà l-é ïðèáîð. Òàêèì

îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü πl1 îáðàçóþò òå òðåáîâàíèÿ, ïîðÿäîê êîòîðûõ â π
l îñòà-

åòñÿ íåèçìåííûì (óæå íå ìîæåò áûòü èçìåíåí). Äëÿ òðåáîâàíèé ilk ïîäïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè πl1 ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. îáðàáîòàííûå ê ìîìåíòó diïð òðåáîâàíèÿ:

t0lik < diïð ; tilk ≤ diïð ; (3)

2. îáðàáàòûâàåìûå ê ìîìåíòó diïð òðåáîâàíèÿ, íî èõ îáðàáîòêà çàâåðøèòñÿ ê ìî-

ìåíòó t0liïð (ò. å. äî ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ iïð íà îáðàáîòêó íà l -ûé ïðèáîð):

t0lik < diïð ; t
l
ik
> diïð ; t

l
ik
< t0liïð . (4)

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç ilk òðåáîâàíèå, äëÿ êîòîðîãî ïîñëåäíèì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πl

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3), (4), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü πl1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþ-

ùåì âèäå

πl1 =
{
il1, i

l
2, . . . , i

l
k

}
, (5)

ãäå ilj (j = 1, k − 1) � òå òðåáîâàíèÿ, ïîðÿäîê êîòîðûõ â πl íå ìîæåò áûòü èçìåíåí,

òðåáîâàíèå ilk � ¾ãðàíèöà¿ ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè π
l
1 è π

l
2.

¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê iíôîðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �1' 2011
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ (3)-(5) ìîãóò áûòü ââåäåíû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé òðåáîâàíèé πl1 è π
l
2. Åñëè äëÿ òðåáîâàíèÿ ik âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

t0lik < diïð è t
l
ik
> t0liïð , (6)

ãäå tlik � ìîìåíò âðåìåíè îêîí÷àíèÿ îáðàáîòêè òðåáîâàíèÿ ik â ñòàòè÷åñêîì ðàñïè-

ñàíèè, òî îáðàáîòêà òðåáîâàíèÿ ik áóäåò ïðåðâàíà îáðàáîòêîé òðåáîâàíèÿ iïð ñ íàè-

áîëüøèì ïðèîðèòåòîì è âèä ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé πl1 è π
l
2 â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü

îïðåäåëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

πl1 =
{
il1, i

l
2, . . . ,

(
ilk
)
1

}
, πl2 =

{
iïð, (i

l
k)2, i

l
k+1, i

l
k+2, . . . , i

l
n

}
, (7)

ãäå ÷åðåç (ilk)1 è (ilk)2 îáîçíà÷åíû íà÷àëüíàÿ è çàêëþ÷èòåëüíàÿ ñòàäèè îáðàáîòêè

òðåáîâàíèÿ ik ( (ilk)1 è (ilk)2 òàê íàçûâàåìûå ¾ôèêòèâíûå¿ òðåáîâàíèÿ � ñòàäèè îá-

ðàáîòêè òðåáîâàíèÿ ilk).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî òðåáîâàíèÿ ilk ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâà-

íû ñëåäóþùèå ïðåäïîñûëêè (óñëîâèÿ):

1. åãî îáðàáîòêà íà÷àòà ðàíåå ìîìåíòà diïð ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ iïð â ñèñòåìó;

2. îáðàáîòêà òðåáîâàíèÿ íå ïðåêðàòèòñÿ ê ìîìåíòó t0liïð (îáðàáîòêà òðåáîâàíèÿ i
l
k

íå áóäåò çàêîí÷åíà ê ìîìåíòó t0liïð);

3. îáðàáîòêà òðåáîâàíèÿ íå ïðåêðàùàåòñÿ äî ïîñòóïëåíèÿ íà l-ûé ïðèáîð òðåáî-

âàíèÿ iïð, îäíàêî äîëæíà áûòü ïðåðâàíà â ìîìåíò t0liïð ïðè ïåðåõîäå íà l-îì

ïðèáîðå ê îáðàáîòêå òðåáîâàíèÿ iïð;

4. îáðàáîòêà òðåáîâàíèÿ ilk ñîñòîèò èç äâóõ ñòàäèé: ñòàäèÿ (ilk)1 ∈ πl1, ñòàäèÿ

(ilk)2 ∈ πl2.

Ïðè ýòîì òðåáîâàíèå iïð ∈ πl2 ÿâëÿåòñÿ ¾ãðàíèöåé¿ ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿ-

ìè πl1 è π
l
2 (ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (6)). Ðàññìàòðèâàåìóþ ñèòóàöèþ êîììåíòèðóåò

Ðèñ. 1. Òàêèì îáðàçîì (â ñîîòâåòñòâèè ñ Ðèñ. 1), â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (6)

ãðàíèöåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πl1 ÿâëÿåòñÿ ïåðâàÿ ñòàäèÿ îáðàáîòêè òðåáîâàíèÿ ilk
(îáîçíà÷åííàÿ ÷åðåç (ilk)1).

Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ilk-ûõ òðåáîâàíèé, âõîäÿùèõ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü π
l
2 âûïîë-

íÿåòñÿ óñëîâèå diïð < t0lik (òî åñòü òðåáîâàíèå ilk íà÷èíàåò îáðàáàòûâàòüñÿ íà l-îì

ïðèáîðå óæå ïîñëå ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ iïð â ñèñòåìó) è îäíî èç óêàçàííûõ íèæå

óñëîâèé:

t0lik < t0liïð ; t
l
ik
< t0liïð , (8)

òî åñòü îêîí÷àíèå îáðàáîòêè òðåáîâàíèÿ ik ïðîèñõîäèò ðàíüøå ïîñòóïëåíèÿ òðåáî-

âàíèÿ iïð íà îáðàáîòêó íà l-ûé ïðèáîð;

t0lik < t0liïð ; t
l
ik
> t0liïð , (9)
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Ðèñ. 1. Ïðåðûâàíèå òðåáîâàíèåì iïð îáðàáîòêè òðåáîâàíèÿ ilk ïðè óñëî-

âèè t0lik < diïð

òî åñòü îáðàáîòêà òðåáîâàíèÿ ik íà l-îì ïðèáîðå áóäåò ïðåðâàíà ïîñòóïëåíèåì íà

îáðàáîòêó òðåáîâàíèÿ iïð ñ íàèâûñøèì ïðèîðèòåòîì;

tliïð < t0lik , (10)

òî åñòü îáðàáîòêà òðåáîâàíèÿ ik íà÷èíàåòñÿ ïîñëå çàâåðøåíèÿ îáðàáîòêè òðåáîâà-

íèÿ iïð.

Â ðåçóëüòàòå äëÿ íåêîòîðîãî òðåáîâàíèÿ ik ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πl2 âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ: diïð < t0lik è óñëîâèå (8), åñëè îáðàáîòêà òðåáîâàíèÿ ik ïðåäøåñòâóåò ïî-

ñòóïëåíèþ òðåáîâàíèÿ iïð íà l-é ïðèáîð; diïð < t0lik è óñëîâèå (9), åñëè îáðàáîòêà

òðåáîâàíèÿ ik íà l-îì ïðèáîðå ïðåðûâàåòñÿ ïîñòóïëåíèåì òðåáîâàíèÿ iïð ; diïð < t0lik è

óñëîâèå (10), åñëè îáðàáîòêà òðåáîâàíèÿ ik âûïîëíÿåòñÿ ïîñëå çàâåðøåíèÿ îáðàáîòêè

òðåáîâàíèÿ iïð íà l-îì ïðèáîðå.

Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèÿ (8), (9), (10) è diïð < t0lik îïðåäåëÿþò óñëîâèÿ äëÿ

òðåáîâàíèé ilk ∈ πl2, ïîðÿäîê êîòîðûõ â π
l
2 ìîæåò áûòü èçìåíåí ñ ó÷åòîì ðàçìåùåíèÿ

â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðåáîâàíèÿ ilïð.

Âèä ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé πl1 è π
l
2 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ diïð < t0lik è óñëîâèé,

îïðåäåëÿåìûõ âûðàæåíèÿìè (8)�(10), ñëåäóþùèé:

πl1 =
{
il1, i

l
2, . . . , i

l
k−1
}
, πl2 =

{
ilk, i

l
k+1, . . . ,

(
ilq
)
1
, ilïð,

(
ilq
)
2
, ilq+1, i

l
q+2, . . . , i

l
n

}
, (11)

ãäå äëÿ òðåáîâàíèÿ ilk−1 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ, îïðåäåëåííûå âûðàæåíèÿìè (3) è (4);

äëÿ òðåáîâàíèé ilk, i
l
k+1, . . . âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå diïð < t0lik è óñëîâèå (8); ilq � èäåí-

òèôèêàòîð òðåáîâàíèÿ, îáðàáîòêà êîòîðîãî ïðåðâàíà ïîñòóïëåíèåì iïð íà l-ûé ïðè-

áîð (îáðàáîòêà êîòîðîãî ñîñòîèò èç äâóõ ñòàäèé), ò. å. äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå diïð < t0lik è óñëîâèå (9); äëÿ òðåáîâàíèé ilq+1, i
l
q+2, . . . , i

l
n âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå diïð < t0lik è óñëîâèå (10). Íåîáõîäèìîñòü èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà îáðàáîòêè òðåáîâàíèé
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â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πl2 ïðè ïîñòóïëåíèè òðåáîâàíèÿ iïð íà îáðàáîòêó l-îì ïðèáîðîì

êîììåíòèðóåò Ðèñ. 2.

Ðèñ. 2. Ïðè÷èíû íåîáõîäèìîñòè èçìåíåíèÿ ðàñïèñàíèÿ π. à) îïòèìàëü-

íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πl−1 è πl â îïòèìàëüíîì âèäå äî ïîñòóïëåíèÿ

òðåáîâàíèÿ iïð (äëÿ n òðåáîâàíèé); á) èçìåíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

πl2 ïðè ïîñòóïëåíèè òðåáîâàíèÿ iïð.

Ïðè ýòîì íà Ðèñ. 2 à îïðåäåëåíû âèäû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé πl−1 è πl äëÿ îï-

òèìàëüíîãî ðåøåíèÿ π, ïîñòðîåííîãî äëÿ n òðåáîâàíèé äî òîãî êàê òðåáîâàíèå iïð
ïîñòóïèëî íà îáðàáîòêó â ñèñòåìó; íà ðèñóíêå 2 á îïðåäåëåíà íåîáõîäèìîñòü ïåðå-

ñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πl) ïî ïðè÷èíå çàäåðæêè îáðàáîòêè òðåáî-

âàíèÿ ik (ìîäèôèöèðóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü). Ñòðåëêà îïðåäåëÿåò íåîáõîäèìîñòü

ïåðåìåùåíèå òðåáîâàíèÿ ik−1 â íà÷àëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ò. å. èçìåíåíèå èñõîäíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îïòèìàëüíîé äëÿ n òðåáîâàíèé).

Îïðåäåëåíèå ãðàíèö ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè πl1 è π
l
2 äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðè-

áîðîâ è ñïîñîáû ðàçìåùåíèÿ òðåáîâàíèÿ iïð â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ πl2 (l = 1,m)

ïðîêîììåíòèðîâàíû íà Ðèñ. 3.

Àíàëèç Ðèñ. 3 ïîêàçûâàåò, ÷òî ìåñòîïîëîæåíèå ãðàíèöû ìåæäó ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòÿìè πl1 è π
l
2 â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè π

l äîëæíî îïðåäåëÿòñÿ äèíàìè÷åñêè â ñîîò-

âåòñòâèè ñ ñôîðìóëèðîâàííûìè âûøå óñëîâèÿìè. Òàê äëÿ ïðèáîðîâ 1 è 2 íà äàííîì

ðèñóíêå � èç óñëîâèé (3)�(4), äëÿ l-ãî è m-ãî ïðèáîðîâ � èç óñëîâèé (8)�(10).
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Ðèñ. 3. Îïðåäåëåíèå ãðàíèöû ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè πl1 è πl2,

ðàçìåùåíèå òðåáîâàíèÿ iïð â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè π2
1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ ïðåäïîëàãàåò

îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêà îáðàáîòêè òðåáîâàíèé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πl2
(ñ ó÷åòîì îïðåäåëÿåìûõ ìîìåíòîâ t0liïð è äëèòåëüíîñòåé t

l
iïð) ïðè íåèçìåííîì ïîðÿäêå

òðåáîâàíèé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ πl1.

Ïðè ïîñòóïëåíèè òðåáîâàíèÿ iïð íà îáðàáîòêó â ñèñòåìó (çàäàíèè çíà÷åíèÿ diïð)

ïðè èçâåñòíûõ tliïð ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ t0liïð . Òàê êàê ïîñòðîåííîå äëÿ òðå-

áîâàíèé ìíîæåñòâà N (äî ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ iïð) ýôôåêòèâíîå ðàñïèñàíèå π∗

õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèÿìè t0lik è t
l
ik
, òî ìîãóò áûòü èäåíòèôèöèðîâàíû òðåáîâàíèÿ ilk

(âûïîëíåíèå óñëîâèé (3) è (4)) è ilk+1 (âûïîëíåíèå óñëîâèÿ diïð < t0lik è óñëîâèÿ (8)),

ÿâëÿþùèåñÿ ãðàíè÷íûìè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé πl1 è πl2, ëèáî òðåáîâàíèÿ (ilq)1,

ilïð, ÿâëÿþùååñÿ ãðàíè÷íûìè äëÿ πl1 è π
l
2 (ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (6)). Íà îñíîâå

èñõîäíîãî âèäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé πl (l = 1,m) ýôôåêòèâíîãî ðàñïèñàíèÿ π∗ äëÿ n

òðåáîâàíèé, îïðåäåëåííûõ ãðàíè÷íûõ òðåáîâàíèé ilk è i
l
k+1, (ëèáî (i

l
q)1, i

l
ïð) ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé πl1 è π
l
2 ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ìíîæåñòâà N l (äëÿ êàæäîãî l-ãî ïðèáîðà)

òåõ òðåáîâàíèé, êîòîðûå äîëæíû áûòü óïîðÿäî÷åíû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ πl2 ïðè

ó÷åòå íàëè÷èÿ â íèõ òðåáîâàíèÿ iïð. Â ñëó÷àå, åñëè ilk+1 (ëèáî i
l
ïð) � ëåâûå ãðàíè÷íûå
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ýëåìåíòû (òðåáîâàíèÿ) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πl2, òî âèä ìíîæåñòâ N l (l = 1,m)

ñëåäóþùèé:

N l =
{
ilk+1, i

l
k+2, . . . , i

l
n

}
,

ëèáî

N l =
{(
ilq
)
2
, ilq+1 . . . , i

l
n

}
.

Åñòåñòâåííî, ÷òî |N1| < |N2| < . . . < |Nm|.
Äëÿ óäîáñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåáîâàíèÿ â ìíîæåñòâàõ N l äîëæíû áûòü óïî-

ðÿäî÷åíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ilk < ilk+1 < ilk+2 < . . . < iln. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì

÷òîáû ñôîðìèðîâàòü íîâûé âèä ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé πl2 èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ N
l

ïðè ó÷åòå ðàçìåùåíèÿ â ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ òðåáîâàíèé ilïð (π
l
2 ̸= ∅ íà íà÷àëü-

íîé ñòàäèè àëãîðèòìà óïîðÿäî÷èâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâ N l, ðåàëèçóåìîãî ïîñëå

ïîñòóïëåíèÿ òðåáîâàíèÿ iïð íà îáðàáîòêó).

Ïî àíàëîãèè ñ ìåòîäîì ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé îáðàáîòêè òðåáîâàíèé ñ îäèíà-

êîâûìè ïðèîðèòåòàìè ôîðìèðîâàíèå àëãîðèòìà ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿ îáðàáîòêè

òðåáîâàíèé ñ ðàçíûìè ïðèîðèòåòàìè (è ðàçëè÷íûìè âðåìåíàìè ïîñòóïëåíèÿ íà îá-

ðàáîòêó) ïðåäâàðÿåòñÿ ðàññìîòðåíèåì ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé πl

è ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ ãðàäèåíòà öåëåâîé ôóíêöèè f(πs) âäîëü íàïðàâëåíèé, ñîîò-

âåòñòâóþùèõ l-ûì ïðèáîðàì (âäîëü ðåøåòîê äèñêðåòíûõ ðåøåíèé, ôîðìèðóåìûõ

èçìåíåíèåì ïîðÿäêà òðåáîâàíèé â ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ):

1. â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåïðèâåäåííûìè ðàññóæäåíèÿìè êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü πl íà íåêîòîðîì (s− 1) øàãå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

πls−1 = (πl1
∪

πl2)s−1,

ïðè ýòîì âèä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πls−1 (l = 1,m) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ

(k − 1)-ãî ðàññìàòðèâàåìîãî òðåáîâàíèÿ (k − 1 < n) (ò. å. ðàñïèñàíèå πs−1,

ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé πls−1, ÿâëÿåòñÿ îïòè-

ìàëüíûì äëÿ (k − 1)-ãî òðåáîâàíèÿ)

2. òîãäà íà s-îì øàãå àëãîðèòìà äîëæíà áûòü ñôîðìèðîâàíà íîâàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü πls (l = 1,m) ïóòåì äîáàâëåíèÿ â êîíåö ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (πl2)s−1
òðåáîâàíèÿ ik ∈ N l (ïðè ýòîì èç âñåõ ìíîæåñòâ N l âûáèðàåòñÿ òðåáîâàíèå ik ñ

îäèíàêîâûì íàèìåíüøèì èäåíòèôèêàòîðîì). Â ðåçóëüòàòå âèä ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè πls ñëåäóþùèé:

πls = (πl1
∪

πl2)s−1
∪

{ik}; (12)

3. íà îñíîâå ìíîæåñòâ N l (ïðè óñëîâèè, ÷òî ik ∈ N l) ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî L

òåõ ïðèáîðîâ, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ πl2 êîòîðûõ òðåáîâàíèå ik äîëæíî áûòü

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1' 2011



Ãðàäèåíòíûé ìåòîä ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé â ìíîãîñòàäèéíîé ñèñòåìå . . . 101

ðàçìåùåíî (òåõ íàïðàâëåíèé, âäîëü êîòîðûõ âîçìîæíî èçìåíåíèå öåëåâîé

ôóíêöèè f(πs) ïðè ôîðìèðîâàíèè íîâûõ ðåøåíèé πs+j (j = 1, |L|)), ïîëó÷à-
åìûõ ïóòåì èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ πls.

Ïîëó÷åííîå ïóòåì äîáàâëåíèÿ òðåáîâàíèå ik â êîíåö ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πls
ðåøåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì f(πs).

Êîíå÷íûé âèä ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé πls, ñôîðìèðîâàííûé íà îñíîâå (12):

πls =
{
il1, i

l
2, . . . , i

l
g, i

l
g+1, . . . i

l
k−1, i

l
k

}
S
, (13)

ãäå ilg � òðåáîâàíèå, ÿâëÿþùååñÿ ïðàâûì ãðàíè÷íûì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè (πl1)s ,ilg+1 � òðåáîâàíèå, ÿâëÿþùååñÿ ëåâûì ãðàíè÷íûì äëÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè (πl2)s. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîäåðæàùèõ

òðåáîâàíèå ilk ðàâíî |L|;
4. äëÿ òåõ l-ûõ ïðèáîðîâ, äëÿ êîòîðûõ l ∈ L, âûïîëíÿåòñÿ èçìåíåíèå ïîðÿäêà

òðåáîâàíèé ilk−1 è i
l
k â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè π

l
s. Èçìåíåííûé âèä ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè πls:

πls =
{
il1, i

l
2, . . . , i

l
g, i

l
g+1, . . . i

l
k, i

l
k−1
}
.

Èçìåíåíèå ïîðÿäêà òðåáîâàíèé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πls, ñîîòâåòñòâóþùåé îäíî-

ìó èç ïðèáîðîâ l ∈ L (ïðè íåèçìåííûõ îñòàâøèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ) ïîçâîëÿåò

ïîëó÷èòü îäíî èç |L| âîçìîæíûõ ðåøåíèé πs+j (j = 1, |L|). Êàæäîå ðåøåíèå πs+j
(ñ îäíîé èçìåíåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ πls), õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì f(πs+j).

Ýòî ïîçâîëÿåò äëÿ êàæäîãî l ∈ L îïðåäåëèòü ëåâûé ëèáî ïðàâûé ãðàäèåíò öåëåâîé

ôóíêöèè (∇−l f(πs) ëèáî ∇+
l f(πs)) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. äëÿ ëåâîãî äèñêðåòíîãî ãðàäèåíòà öåëåâîé ôóíêöèè:

∇−f(πs) = f(πs+1)− f(πs)

ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ìåæäó ðåøåíèÿìè πs
è πs+1 âèäà πs+1 ≺ πs;

2. äëÿ ïðàâîãî ãðàäèåíòà öåëåâîé ôóíêöèè:

∇+f(πs) = f(πs+1)− f(πs)

ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ìåæäó ðåøåíèÿìè πs
è πs+1 âèäà πs ≺ πs+1.

Ñðåäè òåõ l ∈ L, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∇−l f(πs) < 0, âûáèðàåòñÿ

òî íàïðàâëåíèå l′ (âäîëü ðåøåòêè äèñêðåòíûõ ðåøåíèé), â êîòîðîì ãàðàíòèðóåòñÿ

ìàêñèìàëüíûé îòðèöàòåëüíûé ãðàäèåíò ôóíêöèè f(πs), òî åñòü:

l′ → max
l

(∣∣∇−l f(πs)∣∣) , ïðè∇−l f(πs) < 0.
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Â äàííîì íàïðàâëåíèè (âäîëü öåïè äèñêðåòíûõ ðåøåíèé) èçìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå

öåëåâîé ôóíêöèè f(πs), ñâÿçàííîå ñ èçìåíåíèåì ïîðÿäêà òðåáîâàíèé â ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè πl
′
s (¾ïåðåìåùåíèåì¿ òðåáîâàíèÿ ik â íà÷àëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πl

′
s äî

ëåâîé ãðàíèöû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πl
′
2 ). Åñëè ëåâîé ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå il

′
g+1, òî

ïðè ïåðåìåùåíèè òðåáîâàíèÿ ik â íà÷àëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è âûïîëíåíèè óñëî-

âèÿ ∇−l f(πs) ≤ 0 òðåáîâàíèå ik ìîæåò çàíÿòü ëþáóþ ïîçèöèþ â ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè πl
′
2 , âêëþ÷àÿ ñàìó ëåâóþ ãðàíèöó (çàíÿòü ïîçèöèþ òðåáîâàíèÿ il

′
g+1). Åñëè ëåâîé

ãðàíèöåé ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå il
′
ïð, òî ïðè óñëîâèè ∇−l f(πs) ≤ 0 òðåáîâàíèå il

′

k ìî-

æåò çàíÿòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πl
′
2 ëþáóþ ïîçèöèþ, çà èñêëþ÷åíèåì il

′
ïð (òî åñòü

òðåáîâàíèå il
′

k ïðè ∇−l f(πs) ≤ 0 áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîñëåäóþùèì çà il
′
ïð â ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè πl
′
2 ). Èçìåíåíèå ïîðÿäêà òðåáîâàíèé â π

l′
2 äîëæíî áûòü ïðåêðàùåíî â òîì

ñëó÷àå, åñëè íîâîå ðåøåíèå πs+p (p = {1, 2, 3 . . .}), ïîëó÷åííîå ïóòåì èçìåíåíèÿ ïî-

ðÿäêà òðåáîâàíèé â πl
′
2 , ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ïðàâîãî ãðàäèåíòà öåëåâîé

ôóíêöèè âèäà ∇+
l′ f(πs) > 0 (äîêàçàíà òåîðåìà îá óñëîâèè îïòèìàëüíîñòè ðåøåíèÿ

íà ðåøåòêå).

Ïðè ¾ïåðåìåùåíèè¿ òðåáîâàíèÿ il
′

k â íà÷àëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πl
′
2 âûïîëíÿåò-

ñÿ ìîäèôèêàöèÿ äëèòåëüíîñòè îáðàáîòêè ýòîãî òðåáîâàíèÿ â òîì ñëó÷àå åñëè åãî

îáðàáîòêà áóäåò ïðåðâàíà îáðàáîòêîé òðåáîâàíèÿ il
′
ïð ñëåäóþùèì îáðàçîì (ïðè ôèê-

ñèðîâàííûõ t0l
′

iïð è t
l
′

iïð
):

åñëè t0l
′

ik
< t0l

′

iïð , t
0l′

iïð < tl
′

ik
, òî (tl

′

ik
)′ = tl

′

ik
+ tl

′

iïð ; (14)

åñëè t0l
′

ik
= t0l

′

iïð , òî (tl
′

ik
)′ = tl

′

ik
. (15)

Ñôîðìóëèðîâàííûé âûøå ñïîñîá ôîðìèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé πl ïîçâî-

ëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó óïîðÿäî÷èâàíèÿ òðåáîâàíèé ìíîæåñòâ N l â ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòÿõ πl2 è ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà ïîèñêà ýôôåêòèâíîãî ðàñïè-

ñàíèÿ π∗. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ãðàäèåíòíûì

ìåòîäîì ÿâëÿþòñÿ ñôîðìèðîâàííûå ìíîæåñòâà N l è íà÷àëüíûå âèäû ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé πl, êîòîðûå â ñèëó òîãî, ÷òî πl2(0) = ∅ áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä (â

ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè (3), (4), (6)):

π1 = π1
1 =

{
i11, i

1
2, . . . ,

(
i1q
)
1

}
= π1

1

∪
π1
2 = π1

1

∪
∅;

π2 = π2
1 =

{
i21, i

2
2, . . . , i

2
k

}
= π2

1

∪
π2
2 = π2

1

∪
∅;

πm = πm1 = {im1 , im2 , . . . , imk } = πm1
∪

πm2 = πm1
∪

∅,

ãäå
(
i1q
)
1
� ïåðâàÿ ñòàäèÿ îáðàáîòêè òðåáîâàíèÿ i1q, êîòîðàÿ ïðåðûâàåòñÿ ïîñòóïëå-

íèåì òðåáîâàíèÿ iïð.
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Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé è ïðåäïîëîæåíèé àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ìåòî-

äà ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèÿ îáðàáîòêè òðåáîâàíèé ìíîæåñòâ N l ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ

øàãîâ (s) � èíäåêñ øàãà àëãîðèòìà, ïåðâîíà÷àëüíî s = 0):

1. â ñèëó òîãî, ÷òî πl2(0) = ∅ (äëÿ l = 1,m), òî äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû òå

πl2, äëÿ êîòîðûõ òðåáîâàíèå i
l
ïð ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ýëåìåíòîì (òî åñòü ëåâîé

ãðàíèöåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πl2). Â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü πl2 ïðèìåò

âèä πl2 = {iiïð};
2. â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà N l, òðåáîâàíèÿ êîòîðîãî áóäóò óïîðÿäî÷åíû â ïåðâóþ

î÷åðåäü (íà ïåðâîé ñòàäèè àëãîðèòìà ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèÿ òðåáîâàíèé), ïðè-

íèìàåòñÿ ìíîæåñòâîNm (äëÿ ïîñëåäíåãîm-ãî ïðèáîðà, êàê ñîäåðæàùåå ìàêñè-

ìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ), òàêèì îáðàçîì, l = m � èíäåêñ òåêóùåãî ìíîæåñòâà

l, òðåáîâàíèÿ êîòîðîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ â õîäå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïåðâû-

ìè. Îáîçíà÷èì èíäåêñ ðàññìàòðèâàåìîãî íà ïåðâîì øàãå ìíîæåñòâà N l ÷åðåç

p, ò. å. ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî N lp ïðè lp = m;

3. â ñëó÷àå åñëè N lp ̸= ∅, òî èç N lp âûáèðàåòñÿ òàêîå òðåáîâàíèå i
lp
k ,

÷òî (ilpk < i
lp
h

∣∣h = k + 1, n). Íà îñíîâå èäåíòèôèêàòîðà òðåáîâàíèÿ i
lp
k èç

ìíîæåñòâ N l (l ̸= lp) âûáèðàþòñÿ òàêèå òðåáîâàíèÿ ilk, ÷òî ilk = i
lp
k .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì
(
ilk = i

lp
k

∣∣ilk ∈ N l
)

ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî

L =
{
l
∣∣∣ilk ∈ N l, ilk = i

lp
k

}∪
{lp} òåõ íàïðàâëåíèé, âäîëü êîòîðûõ íà äàííîì

øàãå àëãîðèòìà ìîæåò áûòü èçìåíåíî çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè f(πs) ïðè

èçìåíåíèè ïîðÿäêà òðåáîâàíèé â ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ πl2(s) (ðàçìåùåíèè òðå-

áîâàíèé ik â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Ïðè ýòîì èç N l ìîãóò âûáèðàòüñÿ êàê íåïî-

ñðåäñòâåííî òðåáîâàíèÿ ilk, òàê è ¾ôèêòèâíûå¿ òðåáîâàíèÿ (ilk)2. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷åííûé âèä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πls ñëåäóþùèé:

πls = (πl1(s− 1)
∪

πl2(s− 1))
∪{

ilk
}
.

Â ðåçóëüòàòå ìíîæåñòâà N l ïðèìóò âèä:

N
l(s+ 1) = N

l(s)\
{
ilk
}
, N lp(s+ 1) = N lp(s)\

{
i
lp
k

}
.

Òåêóùåå ðåøåíèå πs õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì f(πs). Â ñëó÷àå, åñëè∣∣πl2∣∣ = 1(ëèáî
∣∣πl2∣∣ = 2 ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðâûé ýëåìåíò πl2 � òðåáîâàíèå iïð �

ïåðåõîä ê øàãó 3);

4. äëÿ êàæäîé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé πl2, òàêèõ, ÷òî l ∈ L èçìåíÿåòñÿ ïîðÿäîê

òðåáîâàíèé ilk−1 è i
l
k (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïîëîæåíèå òðåáîâàíèÿ ilïð (âîçìîæíîãî

ïåðâîãî ýëåìåíòà πl2) íå ìîæåò áûòü èçìåíåíî) ïðè íåèçìåííûõ îñòàëüíûõ
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ πl2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíî |L| ðåøåíèé πs+j (j = 1, |L|).
Òàêèì îáðàçîì, L � ìíîæåñòâî èäåíòèôèêàòîðîâ òåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé πl2,

â êîòîðûõ ðàçìåùåíèå òðåáîâàíèÿ ilk äîëæíî áûòü âûïîëíåíî îïòèìàëüíûì

îáðàçîì;

5. äëÿ èñõîäíîãî ðåøåíèÿ πs (çíà÷åíèÿ f(πs)) è ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé πs+j (çíà-

÷åíèé f(πs+j), j = 1, |L|) îïðåäåëÿåòñÿ ∇−l f(πs) ëèáî ∇+
l f(πs). Â ðåçóëüòàòå

ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî Np
s òåõ íàïðàâëåíèé l, äëÿ êîòîðûõ ∇−l f(πs) ≤ 0 (òî

åñòü òåõ íàïðàâëåíèé, âäîëü êîòîðûõ çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè f(πs) ìîæåò

áûòü óëó÷øåíî). Â ìíîæåñòâå Np
s âûáèðàåòñÿ òàêîå íàïðàâëåíèå l

′, â êîòîðîì

l′ → max
l

(∣∣∇−l f(πs)∣∣), ïðè∇−l f(πs) ≤ 0, òî åñòü íàïðàâëåíèå l′, ãàðàíòèðóþùåå

ìàêñèìàëüíîå óìåíüøåíèå ôóíêöèè f(πs);

6. â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πl
′
2 (s+ j), ñîîòâåòñòâóþùåé âûáðàííîìó íàïðàâëåíèþ l′

îñóùåñòâëÿåòñÿ èçìåíåíèå ïîðÿäêà òðåáîâàíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a) ðàññìàòðèâàåìîå òðåáîâàíèå ilk ¾ïðîäâèãàåòñÿ¿ â íà÷àëî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè πl
′
2 (s + j). Â ðåçóëüòàòå ôîðìèðóþòñÿ íîâûå ðåøåíèÿ

πs+p(p = {1, 2, 3, . . .}), ïðè ýòîì ãàðàíòèðóåòñÿ óñëîâèå ∇−l f(πs) ≤ 0;

b) â ñëó÷àå, åñëè t0lik < t0liïð ; t
l
ik
> t0liïð , òî òðåáîâàíèå i

l
k çàìåíÿåòñÿ äâóìÿ ¾ôèê-

òèâíûìè¿ òðåáîâàíèÿìè (ilk)1 è (ilk)2, òàêèìè, ÷òî:

(t0lik)1 = t0lik , (t
l
ik)1 = t0liïð , (t

0l
ik
) = tliïð , (t

l
ik)2 = tlik ,

òî åñòü îêîí÷àíèå îáðàáîòêè òðåáîâàíèÿ ilk ôèêñèðóåòñÿ êàê îêîí÷àíèå ñòà-

äèè (ilk)2(â ñèëó âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (14), (15));

c) ïîèñê ëîêàëüíî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â íàïðàâëåíèè l′ ïðåêðàùàåòñÿ (òî

åñòü ïðåêðàùàåòñÿ ¾ïðîäâèæåíèå¿ ilk â íà÷àëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè π
l′
2 (s)):

• â ñëó÷àå ∇+
l f(πs) > 0;

• êîãäà äîñòèãíóòà ëåâàÿ ãðàíèöà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πl
′
2 (êîãäà ðàñ-

ñìàòðèâàåìîìó òðåáîâàíèþ il
′

k ïðåäøåñòâóåò òðåáîâàíèå i
l
′

g , ÿâëÿþùå-

åñÿ ïðàâîé ãðàíèöåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πl
′
1 , îïðåäåëÿåìîé óñëîâèÿìè

(3) è (4) ëèáî óñëîâèåì (6)).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè ñôîðìóëèðîâàííûõ óñëîâèé òåêóùåå ïî-

ëîæåíèå òðåáîâàíèÿ il
′

k â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πl
′
2 ôèêñèðóåòñÿ (â äàëüíåé-

øåì îñòàåòñÿ íåèçìåííûì). Äëÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ πs, õàðàêòåðèçóåìî-

ãî îïòèìàëüíûì âèäîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè πl
′
îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå f(πs)

(çäåñü ïðèñóòñòâóþò ýëåìåíòû ¾æàäíîãî¿ âûáîðà � ëîêàëüíî ëó÷øåå ðåøå-

íèå â íàïðàâëåíèè l′ ôèêñèðóåòñÿ è íà åãî îñíîâå ñòðîÿòñÿ äðóãèå ðåøåíèÿ),
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âûïîëíÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ìíîæåñòâà L: L(s+1) = L(s)\l′ . Âûïîëíÿåòñÿ
ïåðåõîä ê øàãó 4;

7. â ñëó÷àå, åñëè L(s) = ∅ (òî åñòü, íåò íàïðàâëåíèé, â êîòîðûõ ðåøåíèå ìîæåò

áûòü óëó÷øåíî ëèáî âî âñåõ âîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ πl2 (l ∈ L) ðàç-

ìåùåíèå òðåáîâàíèÿ ik âûïîëíåíî), òî ïîëó÷åíî ëîêàëüíî îïòèìàëüíîå (äëÿ

äàííîãî òðåáîâàíèÿ ik) ðåøåíèå πs. Â ñëó÷àå, åñëè N lp(s) ̸= ∅, òî èç N lp(s)

âûáèðàåòñÿ òðåáîâàíèå ik+1, âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê øàãó 3;

8. â ñèòóàöèè, êîãäà N lp(s) = ∅, âñå òðåáîâàíèÿ ik ∈ N lp(s) ðàçìåùåíû îïòè-

ìàëüíûì îáðàçîì. Òîãäà lp = lp − 1 (ò.ê. ðåàëèçóåòñÿ ïåðåõîä ê ìíîæåñòâó N lp

ïðåäøåñòâóþùåãî ïðèáîðà) è âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê øàãó 3 ðàññìàòðèâàåìîãî

àëãîðèòìà.

Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðåàëèçàöèè øàãîâ 3)-8) àëãîðèòìà èññëåäóåòñÿ îïòèìàëü-

íîñòü ðåøåíèé (ðàñïèñàíèé), âõîäÿùèõ â ìíîæåñòâî D′, îïðåäåëÿåìîå ñ èñïîëüçîâà-

íèåì óñëîâèé (3), (4), (6) íà îñíîâå ìíîæåñòâà D âñåõ âîçìîæíûõ ðåøåíèé.
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Abstract. The method of creation of model of di�cult multiblock real system is o�ered. The task

of a combination of serial and parallel performance of initial processes of modelled system at the expense

of performance of APLLY � operation for OBDD, representing automatic machines corresponding for the

Petri nets components of researched system dares.

Ââåäåíèå

Îòäàâàÿ ïðåäïî÷òåíèå ôîðìàëüíîìó ìîäåëèðîâàíèþ, ïðåäñòàâèì ìîäåëü ðåàê-

òèâíîé ñèñòåìû â âèäå íàáîðà ìîäåëåé âçàèìîäåéñòâóþùèõ êîìïîíåíò. Ýòî ïîç-

âîëèò ìîäåëèðîâàòü êàæäóþ êîìïîíåíòó íåçàâèñèìî. Öåëü � ïîëó÷èòü îáùóþ ìî-

äåëü ñëîæíîé ìíîãîáëîêîâîé ðåàëüíîé ñèñòåìû, ÷òî â äàëüíåéøåì äàñò âîçìîæ-

íîñòü ïðîâåñòè ïðîâåðêó ñâîéñòâ âñåé èñõîäíîé ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû. Äëÿ äîñòè-

æåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä, èñïîëüçóþùèé ôîðìàëèçì

ñåòåé Ïåòðè (ÑÏ) [1], êîìïàêòíîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íûõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè êî-

íå÷íûõ àâòîìàòîâ (ÊÀ), óïîðÿäî÷åííûìè áèíàðíûìè äèàãðàììàìè ðåøåíèé (ÓÁÄÐ,

èëè OBDD � Ordered binary Decision Diagrams [2]) è ïðèìåíÿþùèé APLLY � îïåðà-

öèþ ê OBDD êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ñåòåé Ïåòðè, ìîäåëèðóþùèõ èñõîäíûå êîìïîíåíòû

èññëåäóåìîé ñèñòåìû.

Â ñòàòüå ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïðîäåìîíñòðèðîâàí íà ðàáîòå åäèíîãî ðåñóðñà, ñî-

äåðæàùåãî äâå êðèïòîãðàôè÷åñêèå ñõåìû Äèôôè-Õåëìàíà è RSA.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

BDD � ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå áóëåâîé ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé

îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô G = (V,E), ãäå V � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà.

Êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ (íåòåðìèíàëüíàÿ) âåðøèíà äåðåâà ðåøåíèé v îáîçíà÷àåòñÿ ñèì-

âîëîì ïåðåìåííîé var(v) è èìååò äóãè, êîòîðûå âåäóò ê ñûíîâüÿì: ñûí l(v) îòâå÷àåò

çíà÷åíèþ ïåðåìåííîé 0 è ñûí h(v) îòâå÷àåò çíà÷åíèþ ïåðåìåííîé 1. Âñå âåðøèíû-

ëèñòêè äåðåâà (òåðìèíàëüíûå âåðøèíû) îáîçíà÷àþòñÿ êîíñòàíòàìè 0 èëè 1, è íå
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èìåþò âûõîäÿùèõ äóã. Äëÿ çàäàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ëîãè÷åñêèõ çíà÷åíèé (èíòåð-

ïðåòàöèé) ïåðåìåííûõ, ïóòü â äåðåâå, êîòîðûé îòâå÷àåò ýòîìó ðàñïðåäåëåíèþ, âåä¼ò

îò êîðíÿ äåðåâà ê âåðøèíå-ëèñòêó, îáîçíà÷åíèå êîòîðîé åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèè.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ áóëåâîé ôóíêöèè F (x1, x2, . . . xn), BDD èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: êàæäûé âõîä x = (x1, x2, . . . xn) ∈ {0, 1}n îïðåäåëÿåò âû÷èñëèòåëüíûé
ïóòü ÷åðåç BDD, íà÷èíàþùèéñÿ ñ êîðíÿ. Åñëè ïóòü äîñòèãàåò íåòåðìèíàëüíûé óçåë

v � îí ñëåäóåò ïî äóãå l(v) , åñëè xi = 0, è ïî äóãå h(v), åñëè xi = 1 . Íà âñåõ ïóòÿõ

äîñòèãàåòñÿ òåðìèíàëüíûé óçåë, òàê êàê ãðàô íàïðàâëåííûé è àöèêëè÷åñêèé. BDD

ñ çàäàííûì ïîðÿäêîì íà ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ OBDD. Îò âûáîðà ïîäõîäÿùåãî

ïîðÿäêà çàâèñèò ðàçìåð è ýôôåêòèâíîñòü ìàíèïóëÿöèé ñ OBDD.

Èñïîëüçîâàíèå OBDD äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîãî X � àâòîìà-

òà A = (A,X, f, F ) îñíîâàíî íà ïðåäñòàâëåíèè åãî ôóíêöèè ïåðåõîäà f â âè-

äå îòíîøåíèÿ Rf , çàäàííîãî íà ìíîæåñòâå êîäîâ ñîñòîÿíèé A X � àâòîìàòà,

ãäå X = {0, 1}, f : A ×X −→ A, F ⊆ A. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ ñîñòîÿíèé a, b ∈ A è

íåêîòîðîãî x ∈ X èìååì f(a, x) = b. Åñëè x, a, b � ñîîòâåòñòâåííî êîäû ñèìâîëà x è

ñîñòîÿíèé a, b ∈ A, òî

Rf (x, a, b) =


1, åñëè f(a, x) = b;

0, åñëè f(a, x) ̸= b;

d, â äðóãèõ ñëó÷àÿõ .

Îòíîøåíèþ Rf ñîîòâåòñòâóåò áóëåâà ôóíêöèÿ gf (x, a, b) , êîòîðàÿ ðàâíà 1, òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà Rf (x, a, b) = 1.

Ñèìâîëüíûå îïåðàöèè íàä áóëåâûìè ôóíêöèÿìè ñ ïðèìåíåíèåì OBDD ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû íà ãðàôàõ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò

ýòè OBDD. Ïðè÷åì âûïîëíÿòü ìîæíî ïðîèçâîëüíûå êàê óãîäíî ñëîæíûå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè îïåðàöèé, íå íàðóøàÿ çàäàííîãî ïîðÿäêà äëÿ ïåðåìåííûõ. APPLY �

îïåðàöèÿ ñòðîèò áóëåâó ôóíêöèþ f(op)g ïðè ïîìîùè ïðèìåíåíèÿ áèíàðíûõ îïå-

ðàöèé ((op) ∈ {+, ·}) ê ôóíêöèÿì-àðãóìåíòàì f è g è âûïîëíÿåò ñîåäèíåíèå äâóõ

ãðàôîâ-àðãóìåíòîâ ãëóáèíû 1 ïðè èñïîëüçîâàíèè äâóõ õåø-òàáëèö. Ïåðâàÿ èç ýòèõ

òàáëèö ñëóæèò äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè âû÷èñëåíèé, à âòîðàÿ � äëÿ ïîñòðîå-

íèÿ ìàêñèìàëüíî ðåäàêòèðîâàííîãî ãðàôà-ðåçóëüòàòà. APPLY � îïåðàöèÿ îñíîâû-

âàåòñÿ íà âîçìîæíîñòè ïåðåñòàíîâêè áèíàðíûõ îïåðàöèé ñ ðàñøèðåííîé îïåðàöèåé

ñóæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïåðåìåííîé õ:

f(op)g = ¬x · (f |x←−0 (op)g |x←−0) + x · (f |x←−1 (op)g |x←−1).

Äàííîå ðàâåíñòâî � ðåêóðñèâíàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ OBDD, ïðåäñòàâëÿþ-

ùåé ôóíêöèþ f(op)g.
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Îïåðàöèÿ ñóæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè f , ïðåäñòàâëåííîé OBDD ñ âåðøèíîé-

êîðíåì rf , îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x < var(rf ) âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñëåäó-

þùåé ïðîöåäóðû:

f |x←−b=


rf , åñëè x < var(rf );

l(rf ), åñëè x = var(rf ) and b = 0;

h(rf ), åñëè x = var(rf ) and b = 1.

Ïðèìåíåíèå APPLY � àëãîðèòìà ê OBDD âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Êàæäûé øàã âû÷èñëåíèé îïðåäåëÿåòñÿ êîðíåâûìè âåðøèíàìè ãðàôîâ-àðãóìåíòîâ.

Ïóñòü ôóíêöèè f è g ïðåäñòàâëåíû OBDD, êîðíè êîòîðûõ rf è rg ñîîòâåòñòâåííî. Â

òîì ñëó÷àå, êîãäà rf è rg êîíå÷íûå âåðøèíû-ëèñòêè, îíè îáîçíà÷àþòñÿ êîíñòàíòîé.

Ðåêóðñèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ è ïîëó÷àåì âåðøèíó, êîòîðóþ îáîçíà÷àåì ýòîé êîíñòàíòîé.

Åñëè êàêàÿ-íèáóäü èç âåðøèí rf èëè rg íå ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè, òî âûáèðàåì ïå-

ðåìåííóþ x, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò ýòè âåðøèíû. Âûáîð òàêîé ïåðåìåííîé âûïîëíÿåòñÿ

ïî ïðàâèëó:

x = min(var(rf ), var(rg)).

OBDD äëÿ ôóíêöèé f |x←−0 (op)g |x←−0 è f |x←−1 (op)g |x←−1 âû÷èñëÿþòñÿ ðåêóðñèâ-
íî äëÿ ñóæåíèÿ ôóíêöèé f è g äëÿ çíà÷åíèÿ 0 è äëÿ çíà÷åíèÿ 1 ñîîòâåòñòâåííî.

Â ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç âåðøèí ãðàôîâ-àðãóìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ëèñòêîì è ïðåä-

ñòàâëÿåò äîìèíèðóþùåå çíà÷åíèå (1 äëÿ îïåðàöèè + è 0 äëÿ îïåðàöèè ·) âûçîâ ðå-
êóðñèâíîé ïðîöåäóðû íå íóæåí, ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà, îáîçíà÷åííàÿ äîìè-

íèðóþùèì çíà÷åíèåì.

Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïîâòîðíûõ ðåêóðñèâíûõ âûçîâîâ äëÿ îäíîé è òîé æå ïàðû âåð-

øèí ñòðóêòóðó äàííûõ îðãàíèçóþò â âèäå õåø-òàáëèöû äëÿ ñîõðàíåíèÿ óæå ïîñòðî-

åííûõ ïàð. Ïðè ýòîì âåðøèíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êëþ÷, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî â

ýòîé òàáëèöå íàõîäÿòñÿ ïàðà âåðøèí è ïîñòðîåííàÿ âåðøèíà-ðåçóëüòàò äëÿ ýòîé ïà-

ðû. Ïðè ñóùåñòâîâàíèè òàêîé õåø-òàáëèöû íà÷àëî âû÷èñëåíèé íà÷èíàåòñÿ ñ ïðîâåð-

êè äëÿ äâóõ àðãóìåíòîâ u è v, åñòü èëè íåò ïàðà ñ êëþ÷îì key(u, v) â òàáëèöå. Åñëè

òàêàÿ ïàðà óæå ñóùåñòâóåò, òî ðåçóëüòàòîì áóäåò ïîñòðîåííàÿ âåðøèíà, êîòîðàÿ îò-

âå÷àåò ýòîé ïàðå. Åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîé ïàðû, òî â òàáëèöó çàïèñûâàåòñÿ ïàðà

âåðøèí (u, v) ñ êëþ÷îì key(u, v) è âûïîëíÿþòñÿ âû÷èñëåíèÿ, îïèñàííûå âûøå äëÿ

ïàðû (u, v), è ïîñëå îêîí÷àíèÿ âû÷èñëåíèé ðåçóëüòàò çàïèñûâàåòñÿ â õåø-òàáëèöó ñ

òåì æå êëþ÷îì.
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Êàæäûé øàã âû÷èñëåíèé îïðåäåëÿåò âåðøèíó â ñòðîÿùåìñÿ ãðàôå. Äëÿ òîãî,

÷òîáû ñãåíåðèðîâàòü ðåäóöèðîâàííûé ãðàô íåïîñðåäñòâåííî, ïðè êàæäîì øàãå âû-

÷èñëåíèé íåîáõîäèìî èçáåæàòü âîçíèêíîâåíèÿ íîâîé âåðøèíû, ÷òî äîñòèãàåòñÿ ïó-

ò¼ì èñïîëüçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðàâèë ïðåîáðàçîâàíèé OBDD.

2. Ôóíêöèîíèðóþùèå ñõåìû

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ïðåäñòàâëåííûõ â [3] ðàáîòà ñõåìû Äèôôè-Õåëìàíà ìîäå-

ëèðóåòñÿ ÑÏ ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå 1.

Ýòà ÑÏ èìååò êîíå÷íûå ìíîæåñòâà S è T � èíâàðèàíòîâ [3], ÷òî ïîçâîëÿåò ïî äàí-

íîé ÑÏ ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ êîíå÷íóþ òðàíçèöèîííóþ ñèñòåìó (ÒÑ), ãðàô

êîòîðîé ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 2.

Ðèñ. 1. ÑÏ äëÿ ñõåìû Äèôôè-Õåëëìàíà

Ðèñ. 2. ÒÑ äëÿ ñõåìû Äèôôè-Õåëëìàíà

Ïîëó÷åííàÿ (ÒÑ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åòâåðêóA = (S = { a, b, c, d, e, f, g },
T = {t1, t2, t3, t4, t5, t6, t7, t8, t9, t10}, f, g), ãäå S � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, T � ìíîæåñòâî

ïåðåõîäîâ, f è g � äâà îòîáðàæåíèÿ èç T â S, ñòàâÿùèå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó

ïåðåõîäó t èç T äâà ñîñòîÿíèÿ f(t) è g(t) � ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëî è êîíåö ïåðåõîäà t.

Çàäàäèì ôóíêöèè f(t) è g(t) ñ ïîìîùüþ òàáëèöû 1.

Èìåÿ ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé S ÒÑ è ó÷èòûâàÿ òàáëèöó ïåðåõîäîâ, ïîëó÷èì, ÷òî

ïîñòðîåííàÿ ÒÑ åñòü êîíå÷íûé èíèöèàëüíûé áèíàðíûé X � àâòîìàò (ÊÀ), ðåàëèçó-

þùèé ñõåìó Äèôôè-Õåëìàíà (Ðèñ. 3).
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Òàáëèöà 1

1 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10

f f g b b a c d e d e

g a c a c d e e d f g

Äàëåå, ïîëó÷åííûé êîíå÷íûé X � àâòîìàò ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðåäóöèðîâàííîé

OBDD, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 4.

Ðèñ. 3. ÊÀ äëÿ ñõåìû Äèôôè-Õåëëìàíà

Ðèñ. 4. OBDD ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñõåìû Äèôôè-Õåëëìàíà

Ïðîâåäÿ èññëåäîâàíèÿ äëÿ êðèïòîãðàôè÷åñêîé ñõåìû RSA, àíàëîãè÷íûå èññëå-

äîâàíèÿì ñõåìû Äèôôè-Õåëìàíà, ïîäðîáíî îïèñàííûå â [3], ïîëó÷àåì ìîäåëü ñõå-

ìû RSA â âèäå ÑÏ (ðèñóíîê 5). Çàòåì, ïðîâîäèì ôîðìàëüíûé àíàëèç ñâîéñòâ ìî-

äåëè íà íàëè÷èå S è T � èíâàðèàíòîâ, ñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ÒÑ (òàáëèöà 2,

ðèñóíîê 6), òðàíñôîðìèðóåì åå â ÊÀ (ðèñóíîê 7) è ñòðîèì ðåäóöèðîâàííóþ OBDD

(ðèñóíîê 8). Íà êàæäîì ýòàïå âûÿñíÿþòñÿ è ïðîâåðÿþòñÿ ñâîéñòâà, ðàññìàòðèâàåìîé

àëãîðèòìè÷åñêîé ñõåìû.
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Ðèñ. 5. ÑÏ äëÿ ñõåìû RSA

Ðèñ. 6. ÒÑ äëÿ ñõåìû RSA

Ðèñ. 7. ÊÀ äëÿ ñõåìû RSA

Ðèñ. 8. OBDD ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñõåìû RSA
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Òàáëè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÒÑ, ñîîòâåòñòâóþùåé ÑÏ ñõåìû RSA:

2 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10 t11 t12 t13

f e d p q p p−1 φ e q q−1 n n φ

g p q n q−1 p−1 φ e d n φ p q d

3. APPLY � îïåðàöèÿ ôóíêöèîíèðóþùèõ ñõåì

Âûïîëíåíèå APPLY � îïåðàöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ OBDD äëÿ îïåðà-

öèè ((op) ∈ {+, ·}), ïðèìåíèòåëüíî ê áóëåâûì ôóíêöèÿì, ñêîíñòðóèðîâàííûõ ñîãëàñ-

íî îòíîøåíèÿì Rf îòíîñèòåëüíî êîäèðîâêè ñîñòîÿíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ X � àâòîìà-

òîâ, îòðàæàþùèõ ñîîòâåòñòâåííî ðàáîòó ñõåì Äèôôè-Õåëìàíà è RSA, äàåò ðåçóëü-

òèðóþùèé ãðàô, êîòîðûé ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë óïðîùåíèÿ äëÿ OBDD ìîæåò

áûòü ïåðåâåäåò â êîíå÷íûé ðåçóëüòèðóþùèé X � àâòîìàò. Èñïîëüçîâàíèå îïåðàöèè ·
èëè + îòðàæàåò ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíûé õàðàêòåð ðàáîòû åäèíîãî ðåñóðñà àëãîðèò-

ìè÷åñêèõ ñõåì, ëèáî ïàðàëëåëüíîå âûïîëíåíèå. Â äàííîé ðàáîòå äåìîíñòðèðóåòñÿ

ðåçóëüòàò îïåðàöèè ¾è¿. Ðåçóëüòèðóþùàÿ OBDD ïðåäñòàâëÿåòñÿ äâåíàäöàòè óðîâ-

íåâûì ãðàôîì. Ïðèìåíèâ ê íåìó ïðàâèëà ðåäóöèðîâàíèÿ, ïîëó÷èëè OBDD, èçîáðà-

æåííóþ íà ðèñóíêå 9 (äóãè âåäóùèå â ëèñòîê 0 íå óêàçàííû, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü

ðèñóíîê).

Äàííàÿ OBDD ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåííà â âèäå êîíå÷íîãî èíèöèàëüíîãî X �

àâòîìàòà A, íàñ÷èòûâàþùåãî 31 ñîñòîÿíèå.

Àëôàâèò âõîäíûõ ñèìâîëîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì X = 0, 1. Ïîäìíîæå-

ñòâî F ⊆ A ñîñòîèò èç 15 ñîñòîÿíèé, íàçûâàåìûõ çàêëþ÷èòåëüíûìè èëè ôèíàëüíû-

ìè. Ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ f : A × X → A çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè òàáëèöû, êîòîðàÿ â

äàííîé ðàáîòå íå ïðèâîäèòüñÿ â ñâÿçè ñ ãðîìîçäêîñòüþ. Ïîëó÷åííûé X � àâòîìàò

íå ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì.

Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì äåòåðìèíèçàöèè, ïîëó÷èì äåòåðìèíèðîâàííûé èíèöèàëü-

íûé X � àâòîìàòà, ïîñòðîåííûé ïî OBDD APPLY � îïåðàöèè äâóõ àëãîðèòìè÷å-

ñêèõ,ãðàô êîòîðîãî ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå10. Ïîñêîëüêó â ïîëó÷åííîì äåòåðìèíè-

ðîâàííîì àâòîìàòå ñîñòîÿíèÿ A4 è A5 ýêâèâàëåíòíû, ìîæíî ïîñòðîèòü ìèíèìàëü-

íûé ÄÊÀ, ãðàô êîòîðîãî ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 11.

Âûâîäû

Â ðàáîòå ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàêòèâíûõ ñèñòåì ïðîäåìîíñòðè-

ðîâàí äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ åäèíîãî ðåñóðñà àëãîðèòìè÷åñêèõ ñõåì. Ìåòîä ïîçâîëèë

¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê iíôîðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �1' 2011



114 Ëóêüÿíîâà Å. À., Äåðåçà À. Â.

Ðèñ. 9. Ðåçóëüòèðóþùàÿ OBDD ïîñëå APPLY � îïåðàöèè ñõåìû RSA

è Äèôôè-Õåëìàíà

Ðèñ. 10. Ãðàô ÄÊÀ, ðåçóëüòèðóþùåé OBDD APPLY � îïåðàöèè äâóõ

ôóíêöèîíèðóþùèõ ñõåì

Ðèñ. 11. Ãðàô ìèíèìàëüíîãî ÄÊÀ, ðåçóëüòèðóþùåé OBDD APPLY �

îïåðàöèè äâóõ ôóíêöèîíèðóþùèõ ñõåì
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ñîâìåñòèòü ðàçëè÷íûå ôóíêöèîíèðóþùèå ñõåìû â îäèí ðàáîòàþùèé êîìïëåêñ. Ïðè

ýòîì ïîêàçàíà ðåàëèçàöèÿ âîçìîæíîñòè êàê ïàðàëëåëüíîãî, òàê è ïîñëåäîâàòåëüíî-

ãî ñîåäèíåíèÿ èñõîäíûõ êîìïîíåíò åäèíîãî ðåñóðñà àëãîðèòìè÷åñêèõ ñõåì, çà ñ÷åò

âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû ñëîæåíèÿ èëè óìíîæåíèÿ ãðàôîâ, ðåàëèçóþùèõ èñõîäíûå

àëãîðèòìè÷åñêèå ñõåìû è èñïîëüçóþùèõñÿ äëÿ ñïåöèôèêàöèè ïîâåäåíèÿ àëãîðèò-

ìè÷åñêèõ ñõåì. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïîçâîëèë ïîñòðîèòü ìîäåëü åäèíîãî ðåñóðñà

àëãîðèòìè÷åñêèõ ñõåì, îðãàíèçîâàííóþ äî ðåçóëüòèðóþùåãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà, ðå-

àëèçóþùåãî ðàáîòó âñåãî ðàáîòàþùåãî êîìïëåêñà.

Ïîëó÷åíèå ðåçóëüòèðóþùåãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà ñëîæíîé ñèñòåìû äàåò âîçìîæ-

íîñòü èññëåäîâàòü ñâîéñòâà ñëîæíîé ñèñòåìû â êîìïëåêñå. Íàïðèìåð, óñòàíàâëèâàòü

òàêèå âàæíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû êàê ñâîéñòâà âçàèìíîãî èñêëþ÷åíèÿ (mutex) è ñïðà-

âåäëèâîñòè (fairness).

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ àâòîìàòè÷åñêèì.
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Abstract. The paper is devoted to the development of e�ective approaches to solving problems

of the construction of visual models in the space of Ed. We propose a new paradigm of creating

algorithmic environment for solving complex interrelated geometric problems - generalized parallel-

recursive algorithm using a set of e�cient parallel procedures of implementation. As the basis of the

generalized algorithm, we took a strategy of "divide and rule which allows e�cient use of parallel

computing at each step. We obtained an improved e�ciency of the solution as separate tasks, and

their combination. In addition, we have determined estimates the time complexity for the developed

procedures and have executed implementation.

Ââåäåíèå

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû. Ãðàôè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ýôôåê-

òèâíûõ ñîâðåìåííûõ ñïîñîáîâ èññëåäîâàíèÿ è àíàëèçà ñëîæíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïðî-

öåññîâ è ÿâëåíèé â íàóêå è òåõíèêå. Â ÷àñòíîñòè, ýòî àêòóàëüíî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

ôèçè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòó-

ðàõ íàãðåâàíèÿ òâåðäîãî è æèäêîãî òåëà, ãðàôè÷åñêîãî ðåíäåðèíãà, ìîäåëèðîâàíèå

êðèòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ðåàëüíîãî âðåìåíè, è äðóãèõ ñëîæíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåñ-

ñîâ è ÿâëåíèé. Ñîâðåìåííûé âûñîêîòåõíîëîãè÷åñêèé óðîâåíü íàóêè è òåõíèêè ñòàâèò

íîâûå ïðîáëåìû è îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé îòíîñèòåëüíî ðàçðàáîòêè

íîâûõ è ìîäèôèêàöèè ñóùåñòâóþùèõ ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ. Â îñíîâå

ýòîãî ëåæàò íîâûå ïàðàäèãìû è íàïðàâëåíèÿ ðàçðàáîòêè òàêèå, êàê ïàðàëëåëüíûå è

ðàñïðåäåëåííûå âû÷èñëåíèÿ, à òàêæå àðõèòåêòóðíûå îñîáåííîñòè íîâåéøèõ âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ ñèñòåì.

Àíàëèç ïîñëåäíèõ èññëåäîâàíèé è ïóáëèêàöèé. Ê çàäà÷àì ãåîìåòðè÷åñêîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ ìîæíà îòíåñòè èññëåäîâàíèå öåëåâûõ îáúåêòîâ ïîçíàíèÿ ïî èõ ìîäåëè,

ïîñòðîåíèå è èçó÷åíèå ìîäåëåé ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ ïðåäìåòîâ, ïðîöåññîâ èëè

ÿâëåíèé, à òàêæå ñîçäàíèå ìîäåëåé íîâûõ è åùå íå èçó÷åííûõ ÿâëåíèé. Ãåîìåòðè÷å-

ñêàÿ ìîäåëü � îïðåäåëåííûé îáúåêò, ïðèðîäà êîòîðîãî îòîáðàæàåò ãëàâíûå, ñ òî÷êè
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çðåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ïðîñòðàíñòâåííî-ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà åãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ. Ê òàêèì ñâîéñòâàì ìîæíî îòíåñòè ðàñïîëîæåíèå îáúåêòà â ïðîñòðàíñòâå,

åãî ôîðìà, âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà, è äð. Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ âñåãî

êîìïëåêñà ñâîéñòâ íåîáõîäèìî ðåøàòü îäíîâðåìåííî öåëîó ñîâîêóïíîñòü âçàèìîñâÿ-

çàííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷.

Äîñòàòî÷íî ïîëíî èçó÷åí äâóìåðíûé ñëó÷àé. Íî áîëåå ñëîæíûìè è âàæíûìè

íà ïðàêòèêå ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è äëÿ áîëüøèõ èçìåðåíèé. È çäåñü ñóùåñòâóåò ìíîãî

îòêðûòûõ è íå ðåøåííûõ ïðîáëåì, îäíîé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå åäèíîãî

îáùåãî ðåøåíèÿ äëÿ öåëîãî êîìïëåêñà âçàèìîñâÿçàííûõ çàäà÷. Â áîëüøèíñòâå ñëó-

÷àåâ, äàæå ïðèòîì, ÷òî êàæäàÿ îòäåëüíàÿ çàäà÷à èìååò ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, â

ñîâîêóïíîñòè íå âñåãäà äàþò æåëàåìóþ ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ. Â îñíîâíîì ýòî

ñâÿçàíî ñ íå ñîîòâåòñòâèåì ñòðóêòóð äàííûõ è îòñóòñòâèåì ñâÿçè ìåæäó âõîäíûìè

äàííûìè è ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëåíèé çàäà÷, ÷òî çàòðóäíÿåò âîçìîæíîñòü âçàèìî-

äåéñòâèÿ ìåæäó ïðîöåäóðàìè àëãîðèòìîâ è íå äàåò ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè ðåøåíèÿ

òàêîãî êëàññà çàäà÷. Ïîýòîìó, íåîáõîäèìà ðàçðàáîòêà óíèâåðñàëüíîãî èíñòðóìåíòà,

êîòîðûé èìåë áû îáùèå ñðåäñòâà äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ âñåãî êîìïëåêñà âçà-

èìîñâÿçàííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû äîëæíû

âûáðàòü ñòðàòåãèþ, êîòîðàÿ èñïîëüçóåò îáùèå ñðåäñòâà ðåàëèçàöèè: ñòðóêòóðû äàí-

íûõ, îòäåëüíûå ýòàïû àëãîðèòìîâ, ïðîöåäóðû è íåêîòîðûå èõ øàãè, à òàêæå ñïîñîáû

ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ. È îäíîé èç òàêèõ ñòðàòåãèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíèå

ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðàçðàáîòàíî ìíîãî ýôôåêòèâíûõ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèò-

ìîâ ðåøåíèÿ îòäåëüíûõ çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè. Òàê, â ðàáîòå [1] îïèñà-

íû ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû, ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû ¾ðàñïðåäåëÿé è âëàñòâóé¿,

ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè äëÿ 2-õ è 3-õ ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ

ñ îöåíêîé ñëîæíîñòè O(logN) è O(log3N), ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå ïîñòðîåíèÿ

äèàãðàììû Âîðîíîãî (O(log2N)). Â ýòîé æå ðàáîòå ïðåäñòàâëåí äîñòàòî÷íî ãëó-

áîêèé àíàëèç äðóãèõ ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïåðåñå÷åíèå îòðåç-

êîâ, òðèàíãóëÿöèè ïîëèãîíîâ, îïòèìèçàöèè (O(logN)). Â ðàáîòàõ Ì. Ò. Ãóäðèõà,

Ì. Äæ. Àòòàëàõà, Ð. Êîëå, Í. Ì. Àìàòî, Ä. Ç. ×åíà è äðóãèõ àâòîðîâ [2-7] ïîëó÷å-

íû óëó÷øåííûå ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ, âûøå óêàçàííûõ çàäà÷, äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé

âû÷èñëåíèé (CREW, EREW) è äëÿ âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé (d ≥ 4). Ðÿä ñòàòåé ïîñâÿ-

ùåí îáùèì ïàðàëëåëüíûì ìåòîäàì, êîòîðûå ïðèìåíèìû ê ðåøåíèþ îòäåëüíûõ çàäà÷

âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè [8-11]. Íî ïîñëå àíàëèçà íåïîñðåäñòâåííîé ðåàëèçàöèè

ìíîãèõ èç ýòèõ àëãîðèòìîâ áûëè âûÿâëåíû íåêîòîðûå ïðîáëåìû, êîòîðûå íå áûëè

àâòîðàìè ó÷òåíû. Â ÷àñòíîñòè, ïðîáëåìû âîçíèêàþò ïðè àíàëèçå ãðàíèö âûïóêëûõ
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îáîëî÷åê, êîãäà çâåíüÿ ãðàíèö èìåþò êîëè÷åñòâî òî÷åê áîëüøåå, ÷åì ðàçìåðíîñòü öå-

ëåâîãî ïðîñòðàíñòâà. Â òîæå âðåìÿ, èäåè, ïðåäëîæåíûå â ðàáîòàõ [1, 4-6, 12, 13] äàþò

íàì ïðåäñòàâëåíèå î ñòðóêòóðå íåîáõîäèìîé ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè â ìíîãîìåðíûõ

ïðîñòðàíñòâàõ, è âîîáùå ïóòü ðàçâèòèÿ è ïîñòðîåíèÿ íåîáõîäèìûõ ñòðàòåãèé ïîñòðî-

åíèÿ ìîäåëåé. Îñîáåííî ñëåäóåò îòìåòèòü ðîáîòó Ì. Øåéìîñà è Ä. Õîåÿ, êîòîðûå

âïåðâûå â ñâîåé ðàáîòå [14] èñïîëüçîâàëè ñòðàòåãèþ ¾ðàçäåëÿé è âëàñòâóé¿ ïðè ïî-

ñòðîåíèè âûïóêëîé îáîëî÷êè äëÿ ñëó÷àÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îíè ïîëó÷èëè

íàèëó÷øóþ îöåíêó Î(N logN) äëÿ îäíîïðîöåññîðíîé ìàøèíû. Òàêæå íåîáõîäèìî

óïîìÿíóòü ðàáîòó Ò. ×åíà [15], â êîòîðîé îí ýëåãàíòíî ðåàëèçîâàë èõ èäåþ.

Íåðåøåííûå ïðîáëåìû. Ïðè ðåøåíèè öåëîãî êîìïëåêñà çàäà÷ íà îäíîì è òîì

æå ìíîæåñòâå äàííûõ èñïîëüçîâàíèå îòäåëüíûõ ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ â îáùåì

ñëó÷àå íå ïðèíîñèò æåëàåìîé ýôôåêòèâíîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî êàæäûé àëãîðèòì

íóæäàåòñÿ â ñîáñòâåííîé ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêå è ñîçäàíèè ñòðóêòóðû äàííûõ,

à òàêæå ïðîöåäóð ðåàëèçàöèè, ÷òî íå äàåò ìèíèìàëüíîãî âðåìåíè ðåøåíèÿ òàêîãî

êëàññà çàäà÷. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî áûëî âûáðàòü òàêóþ ñòðàòåãèþ, êîòîðàÿ áû ïîçâî-

ëÿëà ïîëó÷èòü ñàìóþ ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ. Ó÷èòûâàÿ îòìå÷åííûå îñîáåííîñòè

è òî, ÷òî áîëüøèíñòâî çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè èìååò âíóòðåííèé ïàðàëëå-

ëèçì è ïðåäóñìàòðèâàåò ðåêóðñèâíóþ ïðèðîäó ðåàëèçàöèè, íàèáîëåå ïîäõîäÿùåé

ñòðàòåãèåé, íà íàø âçãëÿä, ìîæåò áûòü òà, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèò ïàðàëëåëüíî-

ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé òåõíèêó ¾ðàçäåëÿé è âëàñòâóé¿. Çäåñü ýòàïû

ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè è ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà áóäóò îáùèìè äëÿ âñåãî êîì-

ïëåêñà çàäà÷, à íà ýòàïå ñëèÿíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü îáùóþ äëÿ âñåõ çàäà÷

ñòðóêòóðó äàííûõ � âçâåøåííóþ ñöåïëÿåìóþ î÷åðåäü. Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû îò-

äåëüíûõ ýòàïîâ íåêîòîðûõ ïðîöåäóð, áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äðóãèìè ïðîöåäóðàìè,

÷òî îáåñïå÷èâàåò âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü.

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîáëåìû, çàäà÷è è àëãîðèòìû ãåîìåòðè÷å-

ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé â çàäà-

÷àõ ãåîìåòðè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ðåøåíèÿ íàáîðà âçàèìîñâÿçàííûõ çàäà÷ âû-

÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå âõîäíûõ äàííûõ.

Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ïîäõîäîâ, êî-

òîðûå ïîçâîëÿþò ðàçðàáîòàòü ïðîñòóþ è, â òîæå âðåìÿ, ýôôåêòèâíóþ àëãîðèòìè-

÷åñêóþ ñðåäó äëÿ îäíîâðåìåííîãî ðåøåíèÿ öåëîãî êîìïëåêñà âçàèìîñâÿçàííûõ çà-

äà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè â åâêëèäîâûõ d-ìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äëÿ ðåøåíèÿ
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ýòîé ïðîáëåìû íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü îáîáùåííûé ïàðàëëåëüíî-ðåêóðñèâíûé àë-

ãîðèòì, èñïîëüçóþùèé îáùèå àëãîðèòìè÷åñêèå èíñòðóìåíòû è ñòðóêòóðû äàííûõ,

à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð ïðîöåäóð ðåàëèçàöèè.

1. Ïàðàëëåëüíî-ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì

Ïîñêîëüêó íàøåé öåëüþ åñòü ñîçäàíèå àëãîðèòìè÷åñêîé ñðåäû äëÿ ðåàëèçàöèè

êîìïëåêñà çàäà÷, çà îáùóþ ñòðàòåãèþ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ, ìû âçÿëè ñõåìó ¾ðàçäå-

ëÿé è âëàñòâóé¿. Ýòà ñòðàòåãèÿ ïîçâîëÿåò íàì ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûé îáîáùåííûé

ïàðàëëåëüíî-ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì íà óðîâíå óïðàâëåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ îáùåé

ñòðóêòóðû äàííûõ, ÷òî îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíîé ðàçðàáîòêè íå òîëüêî

íà ìàøèíàõ ñ îáùåé ïàìÿòüþ, íî è ñ ðàñïðåäåëåííîé. Êðîìå òîãî, âûäåëåíèå è ðå-

øåíèå çàäà÷ íà ïîäçàäà÷àõ ïîçâîëèò ïðè íåîáõîäèìîñòè ýôôåêòèâíî îáìåíèâàòüñÿ

óæå ïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè ìåæäó îòäåëüíûìè çàäà÷àìè, ÷òî óìåíüøàåò àëãî-

ðèòìè÷åñêóþ íàãðóçêó íà íèõ.

Îáùàÿ ñõåìà. Âåñü ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ìîæíî èçîáðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ïðåäîáðàáîòêà, ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê íà ðàâíîìîùíûå ïîäìíîæåñòâà (ðåêóð-

ñèâíûé ñïóñê), ðåøåíèå êîìïëåêñà çàäà÷ íà ïîäìíîæåñòâàõ, íà÷èíàÿ ñ ýëåìåíòàð-

íûõ, è ñëèÿíèå ðåçóëüòàòîâ ïðè âîçâðàùåíèè ê èñõîäíîìó ìíîæåñòâó.

Òàê êàê ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà è øàã ðàçáèåíèÿ, îáùèå äëÿ âñåãî êîìïëåêñà

çàäà÷, òî ìû îïèøåì ëèøü øàã ñëèÿíèÿ íà ïðèìåðå çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé

îáîëî÷êè. Ïðîöåäóðû ñëèÿíèÿ äëÿ çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ òðèàíãóëÿöèè è äèàãðàììû

Âîðîíîãî àíàëîãè÷íûå è îòëè÷àþòñÿ ëèøü äåòàëÿìè.

1.1. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðîöåäóðû ñëèÿíèÿ âûïóêëûõ îáîëî÷åê. Àëãî-
ðèòì ñëèÿíèÿ ìîæíî ñõåìàòè÷åñêè ðàçäåëèòü íà 3 ýòàïà: ïîñòðîåíèå îïîðíûõ ãðàíåé

ìîñòà, óäàëåíèå ëèøíèõ âåðøèí è ãðàíåé, îêîí÷àòåëüíîå ïîñòðîåíèå ãðàíåé ìîñòà.

Ýòàï 1. Ïîñòðîåíèå îïîðíûõ ãðàíåé ìîñòà, êîòîðûå ñîåäèíÿþò äâå îáîëî÷êè.

1. Âûáèðàåì âíóòðåííþþ òî÷êó p. Ïóñòü ýòî áóäåò òî÷êà, êîòîðàÿ ëåæèò â ñåðå-

äèííîé ïëîñêîñòè, ðàçäåëÿþùåé âçàèìíî âûïóêëûå ÷àñòè äâóõ âûïóêëûõ îáîëî÷åê.

2. Íàõîäèì ïåðâóþ îïîðíóþ ãðàíü. Áåðåì ïåðâóþ òî÷êó ëåâîé âûïóêëîé îáîëî÷-

êè è ïåðâóþ òî÷êó ïðàâîé. Íà ýòèõ òî÷êàõ è âåêòîðàõ b2, bn−1 áàçèñà B ïðîñòðàí-

ñòâà Åd ñòðîèì ïëîñêîñòü. Â êà÷åñòâå ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà íîðìàëè

âûáèðàåì òîò, ïîëóïëîñêîñòü êîòîðîãî ñîäåðæèò òî÷êó p. Ïåðåáèðàåì ñîñåäåé òî÷êè

ïåðâîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà. Åñëè íîâàÿ òî÷êà âìåñòå ñ ïðàâîé îáðàçóåò ïëîñêîñòü,

îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïðåäûäóùàÿ òî÷êà âìåñòå ñ òî÷êîé p áóäåò ëåæàòü â îäíîé ïî-

ëóïëîñêîñòè, âìåñòî ïåðâîé òî÷êè áåðåì âíîâü íàéäåííóþ. Ïîâòîðÿåì ýòîò øàã äî

òåõ ïîð, ïîêà ìîæíî íàéòè òàêóþ òî÷êó.
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3. Àíàëîãè÷íî äëÿ ñëåäóþùåé ãðàíè.

4. Ïîâòîðÿåì ïðåäûäóùèå äâà øàãà äî òåõ ïîð, ïîêà ìû íå ñìîæåì èçìåíèòü íè

îäíó èç òî÷åê. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì óæå 2 òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå îïðåäåëåííîé

ïëîñêîñòè íà âûïóêëîé îáîëî÷êå. Äàëüøå, íàì íåîáõîäèìî íàéòè äðóãèå d− 2 òî÷êè.

Äëÿ ýòîãî èñêëþ÷àåì èç áàçèñà âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòè ïî îäíîìó âåêòîðó è

ïåðåáèðàåì ñîñåäåé òåêóùèõ òî÷åê. Åñëè òåêóùàÿ òî÷êà ëåæèò ïî ðàçíûå ñòîðîíû

îò òåêóùåãî êàíäèäàòà è öåíòðàëüíîé òî÷êè, ïåðåïèñûâàåì òåêóùåãî êàíäèäàòà íà

íîâóþ òî÷êó. Ïåðâîãî êàíäèäàòà âûáèðàåì àâòîìàòè÷åñêè â êà÷åñòâå ïåðâîãî ñîñåäà.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ãðàíü âûïóêëîé îáîëî÷êè.

5. Äëÿ íàéäåííîé ãðàíè ïåðåáèðàåì âñå åå ðåáðà è äëÿ êàæäîãî ðåáðà, êîíöû

êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ðàçíûì îáîëî÷êàì, èç ñîñåäíèõ òî÷åê ðåáðà íàõîäèì òàêóþ,

îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âñå äðóãèå òî÷êè ëåæàò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè ñ p.

à) Åñëè íàéäåííîé ãðàíè íåò â ñïèñêå óæå ïðèáàâëåííûõ ãðàíåé ê âûïóêëîé îáî-

ëî÷êå, äîáàâëÿåì åå è âûïîëíÿåì ïóíêò 5.

á) Åñëè íàéäåíî îïðåäåëåííîå ïîäìíîæåñòâî òî÷åê, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êàíäèäà-

òàìè íà ãðàíü íà ïëîñêîñòè, íî äëÿ ýòîãî ïîäìíîæåñòâà åùå íå âûïîëíÿåòñÿ

ïóíêò 5, òî òðèàíãóëèðóåì ýòî ìíîæåñòâî ïî óñëîâèþ ïðèíàäëåæíîñòè êàæ-

äîé ãðàíè òðèàíãóëÿöèè îïîðíîé ãðàíè (äàëüøå ¾ìîñò¿). Êàæäóþ ïîëó÷åííóþ

ãðàíü äîáàâëÿåì ê ¾ìîñòó¿ è âûïîëíÿåì ïóíêò 5 äëÿ íåå. Áåðåòñÿ íà÷àëüíîå

ðåáðî èç ãðàíè, êîòîðóþ ïðîâåðÿåì, ôîðìèðóåòñÿ ïëîñêîñòü ñ ýòîé ãðàíüþ è

âåêòîðîì íîðìàëè ê ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ýòî âñå ñòðîèòñÿ. Ñðåäè òî÷åê òå-

êóùåãî ìíîæåñòâà, íàõîäÿùèõñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè

ñ òî÷êàìè, óæå âêëþ÷åííûìè â ìîñò, íàõîäèì òî÷êó ñ ìèíèìàëüíûì óãëîì ê

ýòîé ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òå òî÷êè, êîòîðûå íàõîäÿò-

ñÿ ñëåâà è ñïðàâà, à òàêæå ñìåæíûå ñ òåêóùèìè òî÷êàìè.

â) Èíà÷å ïîèñê ïðåêðàùàåì. Êîãäà ïîèñê ïðåêðàùåí äëÿ âñåõ ãðàíåé, ïåðåõîäèì

ê ñëåäóþùåìó ïóíêòó.

6. Íàéäåííîå ìíîæåñòâî è ÿâëÿåòñÿ ìîñòîì ìåæäó îáîëî÷êàìè.

Ýòàï 2. Óäàëåíèå âåðøèí ñ ãðàíÿìè, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ¾âíóòðåííåé ÷àñòè¿

îáîëî÷åê ïîäìíîæåñòâ, è íå ïðèíàäëåæàò ðåçóëüòèðóþùåé îáîëî÷êå.

1. Âîçâðàùàåìñÿ ê öåíòðàëüíîé òî÷êå p1, êîòîðóþ èñïîëüçîâàëè äëÿ îáúåäèíåíèÿ

äî÷åðíèõ ìíîæåñòâ ñ ïåðâîé. Ñíà÷àëà ïåðåáèðàåì òî÷êè ìîñòà íà ëåâîé îáîëî÷êå, à

çàòåì � âñå ãðàíè, êîòîðûì ïðèíàäëåæèò ýòà òî÷êà. Äëÿ êàæäîé ãðàíè ïðîâåðÿåì,

ëåæèò ëè òî÷êà ð1 â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè ñ òî÷êàìè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ïî êàæ-

äîé êîîðäèíàòå âòîðîé îáîëî÷êè. Åñëè íåò, è âñå òî÷êè ãðàíè ïðèíàäëåæàò ìîñòó, òî
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ïðîñòî óäàëÿåì ýòó ãðàíü. Åñëè æå êàêàÿ-òî òî÷êà íå ïðèíàäëåæèò ìîñòó, òî çàïóñ-

êàåì øàã 2 (òàêîé âûçîâ áóäåò åäèíñòâåíåí). Ïîñëå ïðîâåðêè âñåõ ðåáåð, ïåðåõîäèì

ê øàãó 3.

2. Îòìå÷àåì òî÷êó êàê óäàëåííóþ èç îáîëî÷êè è ðåêóðñèâíî çàïóñêàåì ýòîò øàã

äëÿ âñåõ ñîñåäåé, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ìîñòó. Íà øàãå ðåêóðñèâíîãî ïîäúåìà

óäàëÿåì âñå ðåáðà è ãðàíè, êîòîðûå âûõîäÿò èç ýòîé òî÷êè.

3. Âûïîëíÿåì øàãè 1-3 äëÿ äðóãîé îáîëî÷êè.

Ýòàï 3. Ãðàíè ìîñòà äîáàâëÿåì ê âûïóêëûì îáîëî÷êàì è ïîëó÷àåì âûïóêëóþ

îáîëî÷êó îáùóþ äëÿ âñåãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 1. Âûïóêëóþ îáîëî÷êó íà ìíîæåñòâå S èç N òî÷åê â Åâêëè-

äîâîì d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ed(d > 2) ìîæíî ïîñòðîèòü ïàðàëëåëüíî-

ðåêóðñèâíûì àëãîðèòìîì ñ èñïîëüçîâàíèåì q ïðîöåññîðîâ (q ≤ N) çà âðå-

ìÿ O(log(N) / (max(2, log(q) + 1) d(K/2 + dK/max(1, q − log(q)))), (ãäå K �

êîëè÷åñòâî âåðøèí âûïóêëîé îáîëî÷êè), ñ óñêîðåíèåì ïðîöåäóðû ñëèÿ-

íèÿ R = log(N) / max(2, log(q) + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû âûâîäèòñÿ èç àíàëèçà ñëîæíî-

ñòè îñíîâíûõ ýòàïîâ àëãîðèòìà. Äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ ýòà îöåíêà áóäåò

O(logN / min(2, log(q) + 1)K). Ïîñêîëüêó, êîëè÷åñòâî òî÷åê ìîñòà âñåãäà 2 íà

êàæäîì èç ïîäìíîæåñòâ. �

1.2. Îñîáåííîñòè ïîñòðîåíèÿ ïðîöåäóð ñëèÿíèÿ äëÿ òðèàíãóëÿöèè è äèà-
ãðàììû Âîðîíîãî. Çàäà÷à òðèàíãóëÿöèè íà îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå òî÷åê äî-

ñòàòî÷íî èçó÷åíà è äëÿ åå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóåò ðÿä ýôôåêòèâíûõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ

àëãîðèòìîâ. Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòû Ñêâîðöîâà è, â ÷àñòíîñòè ðîáîòó [16], â

êîòîðîé ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî áûñòðûõ àëãîðèòìîâ òðèàíãóëÿöèè. Â äàííîé ðàáî-

òå ïðåäëàãàåòñÿ ïðîöåäóðà òðèàíãóëÿöèè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïàðàëëåëüíîãî àë-

ãîðèòìà â ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøèõ ìíîæåñòâ òî÷åê (èëè ìíîæåñòâ òî÷åê

ïðåäñòàâëÿåìûõ ñòðóêòóðèðîâàííûå îáúåêòû).

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî òðèàíãóëÿöèÿ â Åâêëèäîâîì d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå � ýòî

òîæå ñàìîå, ÷òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà â ïðîñòðàíñòâå d+ 1. Äëÿ ýòîãî íóæíî ðàñøè-

ðèòü ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè d äî d+1, à òî÷êè çàäàííîãî ìíîæåñòâà Síåîáõîäèìî

ïîìåñòèòü íà (d+ 1)-ìåðíûé ïàðàáîëîèä, ãäå d+ 1 êîîðäèíàòà êàæäîé òî÷êè îïðå-

äåëÿåòñÿ ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì xd+1 = x21 + . + x2d. Äàëåå, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü

âûïóêëóþ îáîëî÷êó äëÿ ïîëó÷åííûõ òî÷åê, è ñïðîåêòèðîâàòü îáðàòíî íà d-ìåðíîå

ïðîñòðàíñòâî. Ïîëó÷åííàÿ íèæíÿÿ ÷àñòü îáîëî÷êè áóäåò èñêîìîé òðèàíãóëÿöèåé.
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Òåîðåìà 2. Òðèàíãóëÿöèþ íà ìíîæåñòâå S èç N òî÷åê â Åâêëèäîâî-

ìó d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ed (d > 2) ìîæíî ïîñòðîèòü ïàðàëëåëüíî-

ðåêóðñèâíûì àëãîðèòìîì ñ èñïîëüçîâàíèåì q ïðîöåññîðîâ (q ≤ N) çà âðåìÿ

O(log(N) / max(2, log(q) + 1) ∗ d ∗K/(max(k, 1, q − log(q))), (Ê � êîëè÷åñòâî âåðøèí

âûïóêëîé îáîëî÷êè), ñ óñêîðåíèåì ïðîöåäóðû ñëèÿíèÿ R = log(N) / max(2, log(q)+1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü ñóììàð-

íóþ ñëîæíîñòü, çàìåíèâ â îöåíêå äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ N íà Ê. Êðîìå òî-

ãî, ïðè êàæóùåéñÿ îäèíàêîâîé ýôôåêòèâíîñòè, ìû âûèãðûâàåì íà çíà÷èòåëüíî

ìåíüøåì çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà êîìïëåêñíîñòè îöåíêè â ïîñëåäíåì ñëó÷àå (òî

åñòü Î(N) = k2N , k2 = const, k2 << k1, ãäå k2 � êîýôôèöèåíò òðèàíãóëÿöèè, k1 �

êîýôôèöèåíò ïîñòðîåíèÿ îáîëî÷êè). Ýòîò ôàêò î÷åâèäåí, äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü ñî-

îòâåòñòâóþùèå øàãè âûïîëíåíèÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ. Åùå îäíî ïðåèìóùåñòâî òàêîé

ðåàëèçàöèè â òîì, ÷òî íå íóæíî ñîçäàâàòü íîâûé ìàññèâ òî÷åê äëÿ òðèàíãóëÿöèè,

âñå ìîæíî ðåàëèçîâàòü íà áàçå îñíîâíûõ, íà êîòîðûõ ñòðîèì âûïóêëóþ îáîëî÷êó.

Êàê è â ñëó÷àå ñ òðèàíãóëÿöèåé, äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèàãðàììû Âîðîíîãî èñïîëü-

çóþòñÿ íà îñíîâíûõ ýòàïàõ ïîñòðîåíèÿ ïðîöåäóðû ñëèÿíèÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ

çàäà÷: òðèàíãóëÿöèè è âûïóêëîé îáîëî÷êè. Íàñ çäåñü áîëüøå èíòåðåñóåò ðåøåíèå,

âûòåêàþùåå èç ïîñòðîåíèÿ òðèàíãóëÿöèè. Â îòëè÷èå ñ òðèàíãóëÿöèåé, çäåñü íå íóæ-

íà ïåðåñòðîéêà â ïîëíîì îáúåìå. Äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü òðèàíãóëÿöèþ â ïðîñòðàíñòâå

òîé æå ñàìîé ðàçìåðíîñòè è íà åå îñíîâå ïîñòðîèòü äèàãðàììó Âîðîíîãî. Â òàáëèöå 1

ïðèâåäåí îáùèé àíàëèç îöåíîê ñëîæíîñòè äëÿ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷. �

Òàáëèöà 1. Îáùèé àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà

Àëãîðèòì 1 ïðîöåññîð Q ïðîöåññîðîâ

Ïðåäîáðàáîòêà O(N logN) O(logN / max(log(Q) + 1, 2) ∗N)

Âûïóêëàÿ îáîëî÷-

êà

O(logNd2K) O(log(N)/(max(2, log(Q) + 1) ∗ d ∗
∗(K/2 + dK/max(K, 1, Q− log(Q))))

Òðèàíãóëÿöèÿ O(logN ∗ d ∗K) O(log(N) / max(2, log(Q) + 1) ∗ d ∗K /

/ (max(k, 1, Q− log(Q))))

Äèàãðàììà Âîðî-

íîãî

O(N ∗ d2) O(N ∗ d ∗ 2/max(Q,N))

Ñóììàðíàÿ O(N(d2 logK+logN) O(ïðåäîáðàáîòêà + ïîñòðîåíèå îáî-

ëî÷êè)
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Èç ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà îöåíîê ñëåäóåò ÷òî, äëÿ âñåõ çàäà÷, äîñòèãàåòñÿ âû-

ñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü, çà èñêëþ÷åíèåì ïðåäîáðàáîòêè. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëî-

æåííûé àëãîðèòì, â îáùåì, ñïîñîáåí ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü êîëè÷åñòâî ïðîöåñ-

ñîðîâ äàæå áîëüøåå ÷åì N . Ýòî äîñòèãàåòñÿ áëàãîäàðÿ, âî-ïåðâûõ, èñïîëüçîâàíèþ

ïðîöåäóð ñëèÿíèÿ, ïîñòðîåííûõ åäèíûì ñïîñîáîì, ÷òî ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü ðÿä

ðàñ÷åòîâ íåçàâèñèìî è, âî-âòîðûõ, íàëè÷èå íåñêîëüêèõ çàäà÷ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

äîïîëíèòåëüíîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå íà ìåæçàäà÷íîì óðîâíå (ïîêà ðåøàåòñÿ îïðåäå-

ëåííàÿ ñòàäèÿ îäíîé èç òåêóùèõ çàäà÷, äðóãèå ìîãóò âûïîëíÿòü ñëåäóþùèå ñòàäèè).

2. Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà

Äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìà ðåàëèçîâàíà ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ ïðîöåññà-

ìè, êîòîðàÿ ñîâìåñòèìàÿ êàê ñ ñèñòåìàìè, êîòîðûå ðàáîòàþò ñ îáùåé ïàìÿòüþ, òàê

è ðàñïðåäåëåííîé. Áîëåå ñëîæíûì ïî ñòðóêòóðå è ðåàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ âòîðîé ñëó-

÷àé. Òàì îñîáîãî âûáîðà íåò, ñèñòåìà èñïîëüçóåò MPI íà íèçêîì óðîâíå. Äëÿ ïåðâîãî

ñëó÷àÿ áûëî ðåøåíî ðàçðàáîòàòü ñâîé ìåõàíèçì óïðàâëåíèÿ, íî òàê, ÷òîáû èíòåð-

ôåéñû óïðàâëåíèÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ áûëè ïîõîæèìè, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé

ïðîñòîòû ïåðåõîäà îò îäíîé ïàðàäèãìû ê äðóãîé. Íåîáõîäèìî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî

ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíîñòè ðåàëèçàöèè ëåæèò íà ðàçðàáîò÷è-

êå â ðàìêàõ èñïîëüçóåìîé èì ïàðàäèãìû. Êðîìå ýòîãî äëÿ ¾ïîñëåäîâàòåëüíîé ÷àñòè¿

ôóíêöèîíàëüíîñòè èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ñîçäàâàòü âèðòóàëüíûå ïðîöåññîðû, êîòî-

ðûå áóäóò ïñåâäîïàðàëëåëüíî íàãðóæàòü îïðåäåëåííûé ïðîöåññîð.

Ðèñ. 1. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà è òðèàíãóëÿöèÿ äëÿ òî÷åê, ðàâíîìåðíî ðàñïðå-

äåëåííûõ òî÷åê â êóáå.
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Íà ýòàïå ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè íóæíî âûïîëíèòü íà÷àëüíóþ îáðàáîòêó

âõîäíûõ äàííûõ. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ëèøü ñîðòèðîâêà òî÷åê. Â ðàáîòàõ [17-18] ïðåä-

ëîæåíû ýôôåêòèâíûå ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû ñîðòèðîâêè. Äëÿ ðåàëèçàöèè ðàçðà-

áîòàííîãî àëãîðèòìà ìû âûáðàëè ñîðòèðîâêó ñëèÿíèåì. Ýòîò àëãîðèòì ïðîñòîé è

ïîêàçûâàåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû íà áîëüøèõ îáúåìàõ äàííûõ. Îí èìååò ìåíüøåå

óñêîðåíèå íà áîëüøîì êîëè÷åñòâå ïðîöåññîðîâ, íî íå òðåáîâàòåëüíûé ê àðõèòåêòóðå

ïàìÿòè. Áûë ïðîâåäåííûé àíàëèç ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ðàáîòû ðàçðàáîòàííîãî àë-

ãîðèòìà è ñðàâíåíèÿ åãî ñ ñóùåñòâóþùèìè ïîñëåäîâàòåëüíûìè ðåàëèçàöèÿìè. Âû-

÷èñëèòåëüíàÿ ñèñòåìà ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà èññëåäîâàëàñü äëÿ ìíîæåñòâà òî÷åê

îò 105 ïî 106 ñ øàãîì 105. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé

îáîëî÷êè è òðèàíãóëÿöèè ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Ðàçðàáîòàí ïàðàëëåëüíî-ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êîìïëåêñà âçàè-

ìîñâÿçàííûõ çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè (âûïóêëîé îáîëî÷êè, òðèàíãóëÿöèè,

äèàãðàììû Âîðîíîãî è äðóãèõ çàäà÷) äëÿ ïðîñòðàíñòâ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

2. Ïîëó÷åíà óëó÷øåííàÿ ýôôåêòèâíîñòü ðåøåíèÿ, êàê îòäåëüíûõ çàäà÷, òàê è èõ

ñîâîêóïíîñòè. Óñòàíîâëåíà ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà è ïðåäëîæåíà åãî ïðàêòè-

÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè è òðèàíãóëÿöèè â 3-ìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå.

3. Õàðàêòåðíîé ÷åðòîé ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ÿâëÿ-

åòñÿ òî, ÷òî ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî ðåøàòü êàê ðàçíûå

øàãè îäíîé ïðîöåäóðû çàäà÷è íà ìíîãèõ ïðîöåññîðàõ, òàê è ðàçíûå ïðîöåäóðû â îä-

íîì óçëå àëãîðèòìà ñ ïîìîùüþ òåõíîëîãèè MPI.

4. Îñîáåííîñòü ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðåäîáðàáîòêà

è ïðîöåññ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà òî÷åê ÿâëÿþòñÿ îáùèìè äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðè-

âàåìîãî ìíîæåñòâà çàäà÷; îòëè÷àòüñÿ áóäóò ëèøü ïðîöåäóðû íà ýòàïå ñëèÿíèÿ.
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Abstract. In this article the problem on small motions and eigenoscillations of a system "ideal

�uid � barothropic gas"with taking into account gravity and surface tension is considered. The theorem

on spectrum structure and eigenfunctions properties was proved.

Ââåäåíèå

Çàäà÷è î ìàëûõ äâèæåíèÿõ è ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ ãèäðîñèñòåì èññëåäîâà-

ëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè, â ÷àñòíîñòè, Í.Ä. Êîïà÷åâñêèì, Ñ.Ã. Êðåéíîì, È.À. Ëóêîâ-

ñêèì, À.Ä. Ìûøêèñîì, Á.Ì. Âðîíñêèì, À.Í. Òèìîõîé è äð. Òàê, â ðàáîòàõ [1, 2]

ðàññìîòðåíû çàäà÷è î ìàëûõ äâèæåíèÿõ è ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ êàïèëëÿðíûõ è

âÿçêèõ æèäêîñòåé, à â [3] èçó÷åíà äèíàìèêà ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç èäåàëüíîé æèä-

êîñòè è ãàçà ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ. Èññëåäîâàíèå ìàëûõ äâèæåíèé è ñîáñòâåííûõ

êîëåáàíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç èäåàëüíîé æèäêîñòè è áàðîòðîïíîãî ãàçà ñ èçìå-

íÿåìîé ïëîòíîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ öåëüþ äàííîé ðàáîòû.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

1.1. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à. Ðàññìîòðèì ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòî-

ÿùóþ èç èäåàëüíîé æèäêîñòè è ñæèìàåìîãî ãàçà, ïîëíîñòüþ çàïîëíÿþùèõ îá-

ëàñòü Ω ∈ R3 è íàõîäÿùóþñÿ ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ñ óñêîðåíèåì g⃗,

è áóäåì ó÷èòûâàòü ñèëû ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êî-

îðäèíàò Ox1x2x3, íåïîäâèæíî ñâÿçàííóþ ñ ñîñóäîì òàê, ÷òî g⃗ = −ge⃗3, ãäå e⃗i � îðòû
îñåé Oxi, i = 1, 2, 3.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü a � ñêîðîñòü çâóêà â ãàçå. Áóäåì íàçûâàòü ãàç áàðîòðîïíûì,

åñëè â íåì çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ρ(x) îò äàâëåíèÿ p(x) èìååò âèä

∇p(x) = a2∇ρ(x). (1)
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Ïóñòü â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ æèäêîñòü ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ ρ1 çàíèìàåò

îáëàñòü Ω1 ⊂ Ω, îãðàíè÷åííóþ ÷àñòüþ S1 òâåðäîé ñòåíêè ñîñóäà S := ∂Ω è ðàâ-

íîâåñíîé ïîâåðõíîñòüþ Γ. Áàðîòðîïíûé ãàç íàõîäèòñÿ íàä æèäêîñòüþ, çàíèìàåò

îáëàñòü Ω2 = Ω\Ω1, îãðàíè÷åííóþ ïîâåðõíîñòüþ Γ è ÷àñòüþ S2 = S\S1 è èìååò

ïëîòíîñòü ρ2,0(x) = ρ02 exp(−gx3/a2) (ñì. [4], ñ. 41). Áóäåì ñ÷èòàòü ïîâåðõíîñòè ëèï-

øèöåâûìè, â ÷àñòíîñòè, êóñî÷íî ãëàäêèìè ñ íåíóëåâûìè âíóòðåííèìè è âíåøíèìè

äâóãðàííûìè óãëàìè ìåæäó ãëàäêèìè ÷àñòÿìè ãðàíèö ∂Ωi, i = 1, 2.

Òîãäà ìàëûå äâèæåíèÿ ãèäðîñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè è

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ρ1
∂2w⃗1

∂t2
= −∇p1 + ρ1f⃗1, div w⃗1 = 0 â Ω1, (2)

ρ2,0
∂2w⃗2

∂t2
= −∇p2 − ρ2ge⃗3 + ρ2,0f⃗2, ρ2 + div(ρ2,0w⃗2) = 0 â Ω2, (3)

w⃗1 · n⃗ = 0 íà S1, w⃗2 · n⃗ = 0 íà S2, w⃗1 · n⃗ = w⃗2 · n⃗ =: ζ íà Γ,

∫
Γ

ζdΓ = 0, (4)

p1 − p2 = Lσζ := −σ∆Γζ + aσ(x)ζ íà Γ,
∂ζ

∂ν
+ χζ = 0, x ∈ ∂Γ, (5)

aσ(x) := −σ(k21 + k22) + g(ρ1 − ρ2,0) cos(n⃗,̂e⃗3), χ := (k − kΓ cosα)/ sinα, (6)

à òàêæå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

w⃗1(0, x) = w⃗
(0)
1 (x),

∂w⃗1(x, t)

∂t
|t=0 = w⃗

(1)
1 (x), x ∈ Ω1,

w⃗2(0, x) = w⃗
(0)
2 (x),

∂w⃗2(x, t)

∂t
|t=0 = w⃗

(1)
2 (x), x ∈ Ω2,

ρ2(0, x) = ρ
(0)
2 (x), x ∈ Ω2, ζ(0, x) = w⃗

(1)
1 (x) · n⃗ = w⃗

(1)
2 (x) · n⃗ =: ζ(0)(x) íà Γ.

(7)

Çäåñü w⃗i(t, x) � ñìåùåíèÿ ÷àñòèö æèäêîñòè è ãàçà îò ðàâíîâåñíûõ çíà÷åíèé, pi(t, x) �

äèíàìè÷åñêèå äàâëåíèÿ, ρ2(t, x) � äèíàìè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü, f⃗i(t, x) � âíåøíèå ñèëû;

n⃗ � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå îáëàñòè Ω1; ν⃗ � íîðìàëü ê ∂Γ â ïëîñêîñòè,

êàñàòåëüíîé ê Γ; α � óãîë ñìà÷èâàíèÿ íà ∂Γ; k è kΓ � êðèâèçíû ñå÷åíèé ïîâåðõíî-

ñòåé Γ è S1 ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ∂Γ; ∆Γ � îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè,

äåéñòâóþùèé íà ïîâåðõíîñòè Γ.

1.2. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, ïåðåõîä ê ñêàëÿðíîé çàäà÷å. Ââåäåì
ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà: L⃗2(Ω1) è L⃗2(Ω2, ρ2,0) ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

(u⃗, v⃗)L⃗2(Ω1)
=
∫
Ω1

u⃗(x) · v⃗(x)dΩ1 è (u⃗, v⃗)L⃗2(Ω2,ρ2,0)
=
∫
Ω2

ρ2,0u⃗(x)v⃗(x)dΩ2 ñîîòâåòñòâåííî;

à òàêæå L2(Γ) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (ζ, η)0 :=
∫
Γ

ζ(x)η(x) dΓ è åãî ïîäïðî-

ñòðàíñòâî H0 := L2,Γ = L2(Γ)⊖ {1Γ}.
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Èç îïðåäåëåíèÿ 1 è âèäà ρ2,0 ñëåäóåò, ÷òî −∇p2−ρ2ge⃗3 = −ρ2,0∇(ρ2/ρ2,0), è èìååò

ìåñòî îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà

L⃗2(Ω2, ρ2,0) = G⃗(Ω2, ρ2,0)⊕ J⃗0(Ω2, ρ2,0), (8)

G⃗(Ω2, ρ2,0) :=
{
u⃗ ∈ L⃗2(Ω2, ρ2,0) : u⃗ = ∇φ,

∫
Ω2

ρ2,0φdΩ2 = 0
}
, (9)

J⃗0(Ω2, ρ2,0) :=
{
v⃗ ∈ L⃗2(Ω2, ρ2,0) : div (ρ2,0v⃗) = 0 (â Ω2), v⃗ · n⃗ = 0 (íà ∂Ω2)

}
. (10)

Èçâåñòíî îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà L⃗2(Ω1) (ñì. [1],

ñ. 106, à òàêæå [3], ñ. 9)

L⃗2(Ω1) = J⃗0(Ω1)⊕ G⃗0,Γ(Ω1)⊕ G⃗h,S1(Ω1), (11)

J⃗0(Ω1) :=
{
v⃗ ∈ L⃗2(Ω1) : div v⃗ = 0 (â Ω1), v⃗ · n⃗ = 0 (íà ∂Ω1)

}
, (12)

G⃗0,Γ(Ω1) :=
{
u⃗ ∈ L⃗2(Ω1) : u⃗ = ∇φ, φ = 0 (íà Γ)

}
, (13)

G⃗h,S1(Ω1) :=
{
w⃗ ∈ L⃗2(Ω1) : w⃗ = ∇Φ, ∆Φ = 0 (â Ω1),

∂Φ

∂n
= 0 (íàS1),

∫
Γ

ΦdΓ = 0
}
. (14)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñìåùåíèÿ ÷àñòèö æèäêîñòè è ãàçà ïðè êàæäîì t ïðèíàäëåæàò

ïðîñòðàíñòâàì L⃗2(Ω1) è L⃗2(Ω2, ρ2,0) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä îðòîãîíàëüíîãî

ïðîåêòèðîâàíèÿ ê çàäà÷å (2) � (7) íà ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçëîæåíèé (11) � (14), (8) �

(10), ïîëó÷àåì çàäà÷è Êîøè â ïîäïðîñòðàíñòâàõ J⃗0(Ω2, ρ2,0), J⃗0(Ω1), G⃗0,Γ(Ω1), ðåøà-

åìûå íåïîñðåäñòâåííî. Ïîòîìó â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåì ýâîëþöèîííóþ çàäà÷ó

ëèøü äëÿ ïîòåíöèàëîâ ñìåùåíèé ∇Φ1 ∈ G⃗h,S1(Ω1) è ∇Φ2 ∈ G⃗(Ω2, ρ2,0):

∆Φ1 = 0 (â Ω1), (15)

∂2Φ2

∂t2
= a2∆0Φ2 + F2(t, x), ∆0Φ2 := ρ−12,0 div(ρ2,0∇Φ2) (â Ω2), ∇F2 := P2,Gf⃗2, (16)

∂Φ1

∂n
= 0 (íà S1),

∂Φ2

∂n
= 0 (íà S2),

∂Φ1

∂n
=
∂Φ2

∂n
=: ζ (íà Γ), (17)∫

Γ

ζdΓ = 0,

∫
Γ

Φ1dΓ = 0,

∫
Ω2

ρ2,0Φ2dΩ2 = 0,

∫
Ω2

ρ2,0F2dΩ2 = 0,

ρ1
∂2Φ1

∂t2
− ∂2

∂t2
PΓ (ρ2,0Φ2) +Bσζ = ρ1F1 − PΓ (ρ2,0F2) (íà Γ), Bσ := PΓLσPΓ, (18)

∇Φ1(0, x) = ∇Φ0
1(x) = P1,h,S1w⃗

(0)
1 (x), ∇Φ2(0, x) = ∇Φ0

2(x) = P2,Gw⃗
(0)
2 (x), (19)

∂

∂t
∇Φ1(0, x) = ∇Φ1

1(x) = P1,h,S1w⃗
(1)
1 (x),

∂

∂t
∇Φ2(0, x) = ∇Φ1

2(x) = P2,Gw⃗
(1)
2 (x). (20)
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Çäåñü èñïîëüçîâàíû îðòîïðîåêòîðû: PΓζ := ζ − |Γ|−1
∫
Γ

ζdΓ, äåéñòâóþùèé èç L2(Γ)

â L2,Γ, P1,h,S1 : L⃗2(Ω1) → G⃗h,S1(Ω1), P2,G : L⃗2(Ω2, ρ2,0) → G⃗(Ω2, ρ2,0).

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Bσ ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

D(Bσ) :=

{
ζ ∈ H2(Γ) ∩ L2,Γ :

∂ζ

∂ν
+ χζ = 0 (íà ∂Γ)

}
, (21)

è êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

(Bσζ, ζ)0 = (ζ, ζ)Bσ
=

∫
Γ

[σ |∇Γζ|2 + aσ |ζ|2]dΓ +

∮
∂Γ

χ |ζ|2 dΓ.

Ïî ñõåìå [2], ñ. 205, ó÷èòûâàÿ âèä ρ2,0 è aσ, ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ôàêò.

Ëåììà 1. Åñëè ãðàíèöà ∂Γ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé, òî îïåðàòîð Bσ ñ îáëà-

ñòüþ îïðåäåëåíèÿ (21) â ïðîñòðàíñòâå L2,Γ ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì è îãðàíè-

÷åííûì ñíèçó, ò.å. ñóùåñòâóåò γ ∈ R, òàêîå ÷òî (ζ, ζ)Bσ
> γ ∥ζ∥20 , ∀ ζ ∈ D(Bσ).

1.3. Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à. Â ñëó÷àå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ãèäðîñèñòåìû, êî-

ãäà âíåøíèå ñèëû îòñóòñòâóþò è ïîòåíöèàëû ñìåùåíèé çàâèñÿò îò t ïî çàêî-

íó Φi(t, x) = Φi(x) exp(iωt), i = 1, 2, èìååì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

∆Φ1 = 0 (â Ω1), (22)

−∆0Φ2 = λa−2Φ2 (â Ω2), λ := ω2, (23)

∂Φ1

∂n
= 0 (íà S1),

∂Φ2

∂n
= 0 (íà S2),

∂Φ1

∂n
=
∂Φ2

∂n
=: ζ (íà Γ), (24)

Bσζ = λPΓ(ρ1Φ1 − ρ2,0Φ2) (íà Γ), (25)∫
Γ

ζ dΓ = 0,

∫
Γ

Φ1 dΓ = 0, λ

∫
Ω2

ρ2,0Φ2 dΩ2 = 0. (26)

Çäåñü Φ1(x) è Φ2(x) � íåèçâåñòíûå àìïëèòóäíûå ôóíêöèè. Èñêîìûé ñïåêòðàëüíûé

ïàðàìåòð λ âõîäèò êàê â óðàâíåíèå (23), òàê è ãðàíè÷íîå óñëîâèå (25).

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãèäðîñèñòåìà ñòàòè÷åñêè óñòîé÷èâà â ëèíåé-

íîì ïðèáëèæåíèè, åñëè îïåðàòîð Bσ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí, ò.å.

(Bσζ, ζ)0 > c ∥ζ∥20 , c > 0, ζ ∈ D(Bσ). (27)

2
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñòàòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è ââåäåì ýíåðãåòè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî îïåðàòîðà Bσ.
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Ëåììà 2. Ýíåðãåòè÷åñêàÿ íîðìà ∥ζ∥2Bσ
:=
∫
Γ

[σ |∇Γζ|2 + aσ |ζ|2]dΓ +
∮
∂Γ

χ |ζ|2 ds ýê-

âèâàëåíòíà íîðìå ∥ζ∥2∇ :=
∫
Γ

|∇Γζ|2 dΓ,
∫
Γ

ζ dΓ = 0, è ýêâèâàëåíòíà ñòàíäàðòíîé

íîðìå ∥ζ∥21,Γ :=
∫
Γ

[|∇Γζ|2 + |ζ|2]dΓ ïðîñòðàíñòâà H1(Γ). 2
Ïîñêîëüêó H1(Γ) êîìïàêòíî âëîæåíî â L2(Γ), èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî îïåðà-

òîð Bσ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé (Bσ ≫ 0), èìååò äèñêðåòíûé ïîëîæèòåëüíûé

ñïåêòð {λk(Bσ)}∞k=1, åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò êîíå÷íóþ êðàòíîñòü, ïðåäåëü-

íàÿ òî÷êà ñïåêòðà ðàñïîëîæåíà íà áåñêîíå÷íîñòè. Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ýëåìåí-

òîâ Bσ ñîñòàâëÿåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â L2,Γ è HBσ = H1(Γ) ∩ L2,Γ = D(B
1/2
σ ).

Áîëåå òîãî, îáðàòíûé îïåðàòîð B−1σ êîìïàêòåí è ïîëîæèòåëåí â ïðîñòðàíñòâå L2,Γ.

Ëåììà 3. Åñëè óäîâëåòâîðÿåòñÿ óñëîâèå (27), òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ, ñîîò-

âåòñòâóþùèå ðåøåíèÿì {Φ1(x),Φ2(x)}, ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèîíàëà

F1(Φ1; Φ2) :=

ρ1
∫
Ω1

|∇Φ1|2 dΩ1 +
∫
Ω2

ρ2,0|∇Φ2|2 dΩ2

a−2
∫
Ω2

ρ2,0|Φ2|2 dΩ2 +
∥∥∥B−1/2σ PΓ(ρ1Φ1 − ρ2,0Φ2)

∥∥∥2
0

. (28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì óðàâíåíèå (22) íà ρ1Φ1, ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè Ω1,

ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà è, èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (24), ïîëó÷èì

0 = −ρ1
∫
Ω1

Φ1∆Φ1 dΩ1 = ρ1

∫
Ω1

|∇Φ1|2 dΩ1 − ρ1

∫
Γ

Φ1ζ dΓ. (29)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (23) íà ρ2,0Φ2 è, âûïîëíÿÿ àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, èìååì

λa−2
∫
Ω2

ρ2,0|Φ2|2 dΩ2 = −
∫
Ω2

ρ2,0Φ2∆0Φ2 dΩ2 =

∫
Ω2

ρ2,0|∇Φ2|2 dΩ2 +

∫
Γ

ρ2,0Φ2ζ dΓ. (30)

Ïîñêîëüêó îïåðàòîð Bσ ≫ 0, òî ñóùåñòâóåò îïåðàòîð B−1σ > 0. Äåéñòâóÿ èì ñëåâà íà

(25), íàõîäèì ζ = λB−1σ PΓ(ρ1Φ1 − ρ2,0Φ2). Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî íà (ρ1Φ1 − ρ2,0Φ2),

ïðîèíòåãðèðóåì ïî ïîâåðõíîñòè Γ, âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì óñëîâèåì â (26) è ïîëó÷èì∫
Γ

(ρ1Φ1 − ρ2,0Φ2)ζ dΓ = λ
∥∥B−1/2σ PΓ(ρ1Φ1 − ρ2,0Φ2)

∥∥2
0
. (31)

Ïîäñòàâëÿÿ (31) â ñóììó òîæäåñòâ (29) � (30), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ (28). �

Â ñëó÷àå ñòàòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè èìååò ìåñòî è äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü,

òàê êàê â ñèëó ëåììû 3 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíû, à ÷àñòîòû ñîáñòâåí-

íûõ êîëåáàíèé âåùåñòâåííû, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñâîéñòâó êîíñåðâàòèâíîñòè ñèñòåìû.
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(Íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ Φi(x) = const, i = 1, 2, ò.å.

íóëåâûì ïîòåíöèàëàì ñìåùåíèé w⃗1, w⃗2.)

2. Îïåðàòîðíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

2.1. Âñïîìîãàòåëüíûå êðàåâûå çàäà÷è. Ââåäåì ñëåäóþùèå ãèëüáåðòîâû ïðî-

ñòðàíñòâà ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé.

10. L2(Ω1) è L2(Ω2, ρ2,0) ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

(u, v)L2(Ω1) :=
∫
Ω1

u(x)v(x) dΩ1, (u, v)L2(Ω2,ρ2,0) :=
∫
Ω2

ρ2,0u(x)v(x) dΩ2.

20.H1(Ω1) ñ íîðìîé ∥u∥21,Ω1
:=
∫
Ω1

|∇u|2 dΩ1+
∣∣∣ ∫
Γ

u dΓ
∣∣∣2, ýêâèâàëåíòíîé ñòàíäàðòíîé

íîðìå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà H1(Ω1).

30. H1(Ω2, ρ2,0) ñ íîðìîé ∥u∥21,Ω2,ρ2,0
:=
∫
Ω2

ρ2,0|∇u|2 dΩ2+
∣∣∣ ∫
Ω2

ρ2,0u dΩ2

∣∣∣2, ýêâèâàëåíò-
íîé ñòàíäàðòíîé íîðìå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà H1(Ω2) â ñèëó âèäà ρ2,0.

40. Îñíàùåíèå H+ ⊂ H0 ⊂ H−, ãäå H+ = H1/2(Γ)∩H0, H− = (H+)
∗, H− ÿâëÿåòñÿ

äóàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ê H+ â òåðìèíàõ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (·, ·)0.
50. H1

Ω1
⊂ H1(Ω1) � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà H1(Ω1), äëÿ ýëåìåíòîâ êîòî-

ðîãî óäîâëåòâîðÿåòñÿ óñëîâèå
∫
Γ

u dΓ = 0, u ∈ H1(Ω1).

60. H1
Ω2,ρ2,0

⊂ H1(Ω2, ρ2,0) � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà H1(Ω2, ρ2,0), äëÿ ýëå-

ìåíòîâ êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåòñÿ óñëîâèå
∫
Ω2

ρ2,0u dΩ2 = 0, u ∈ H1(Ω2, ρ2,0).

Ñëåäóÿ [3], ñôîðìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ çàäà÷è (22)�(26).

Çàäà÷à 1. Äàíà ôóíêöèÿ ζ(x), x ∈ Γ. Íàéòè ñëàáîå ðåøåíèå Φ1(x) ∈ H1
Ω1

çàäà÷è

∆Φ1(x) = 0 (â Ω1),
∂Φ1

∂n
= 0 (íà S1),

∂Φ1

∂n
= ζ (íà Γ),

∫
Γ

ζ dΓ = 0,

∫
Γ

Φ1 dΓ = 0.

Çàäà÷à 2. Äàíà ôóíêöèÿ ζ(x), x ∈ Γ. Íàéòè ñëàáîå ðåøåíèå Φ22(x) ∈ H1
Ω2,ρ2,0

çàäà÷è

∆0Φ22 = 0 (âΩ2),
∂Φ22

∂n
= 0 (íàS2),

∂Φ22

∂n
= −ζ (íàΓ),

∫
Γ

ζdΓ = 0,

∫
Ω2

ρ2,0Φ22dΩ2 = 0.

Çàäà÷à 3. Äàíà ôóíêöèÿ f(x), x ∈ Ω2. Íàéòè ñëàáîå ðåøåíèå Φ21(x) ∈ H1
Ω2,ρ2,0

çàäà÷è

−∆0Φ21 = f (âΩ2),
∂Φ21

∂n
= 0 (íàS2),

∂Φ21

∂n
= 0 (íàΓ),

∫
Ω2

ρ2,0fdΩ2 = 0,

∫
Ω2

ρ2,0Φ21dΩ2 = 0.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ 1 � 3 ÿâëÿþòñÿ è èõ ñëàáûìè

ðåøåíèÿìè.
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Èçâåñòíî (ñì. [2], ñ. 106), ÷òî çàäà÷à 1 èìååò åäèíñòâåííîå

ñëàáîå ðåøåíèå Φ1 ∈ H1
Ω1
, Φ1 = T1ζ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ζ ∈ H− = (H+)
∗ = {ζ ∈ H−1/2(Γ) :

∫
Γ

ζ dΓ = 0}, ïðè÷åì T1 : H− −→ H1
Ω1

�

ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, èìåþùèé îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé îïåðàòîð íà

ìíîæåñòâå çíà÷åíèé R(T1) ⊂ H1
Ω1

îïåðàòîðà T1.

Ïðè âûïîëíåíèè òîãî æå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà è çàäà÷à 2, ò.å.

Φ22 = T2ζ ∈ H1
Ω2,ρ2,0

, ïðè÷åì ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð T2 : H− −→ H1
Ω2,ρ2,0

èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé íà ìíîæåñòâå R(T2) ⊂ H1
Ω2,ρ2,0

.

Çàäà÷à 3 èìååò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ðåøåíèå Φ21 = A−1f ∈ H1
Ω2,ρ2,0

([2],

ñ. 97) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) ∈ (H1
Ω2,ρ2,0

)∗. Çäåñü

A−1 : (H1
Ω2,ρ2,0

)∗ −→ H1
Ω2,ρ2,0

, A : H1
Ω2,ρ2,0

−→ (H1
Ω2,ρ2,0

)∗.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñóæåíèå îïåðàòîðà A òàê, ÷òî R(A) = L2,Ω2,ρ2,0 . Òî-

ãäà A � ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé íåîãðàíè÷åííûé îïåðà-

òîð, èìåþùèé êîìïàêòíûé îáðàòíûé îïåðàòîð, ò.å. A−1 : L2,Ω2,ρ2,0 −→ L2,Ω2,ρ2,0 ,

A−1 ∈ S∞(L2,Ω2,ρ2,0). Îïåðàòîð A : D(A) ⊂ L2,Ω2,ρ2,0 −→ L2,Ω2,ρ2,0 èìååò äèñêðåòíûé

ñïåêòð {λk(A)}∞k=1 ⊂ R+ è

λk(A) =

(
|Ω2|
6π2

)−2/3
k2/3[1 + o(1)], k −→ ∞, Ω2 ⊂ R3. (32)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A−1 ïðèíàäëåæèò êëàññó êîìïàêòíûõ îïåðàòî-

ðîâ Sp äëÿ p > 3/2. Êðîìå òîãî, D(A) ⊂ H1
Ω2,ρ2,0

, D(A1/2) = H1
Ω2,ρ2,0

.

2.2. Ïåðåõîä ê îïåðàòîðíîé çàäà÷å â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïóñòü Φ1(x) � ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è 1. Òîãäà ñîãëàñíî èçëîæåííîìó âûøå

Φ1|Ω1 = T1ζ, γ1Φ1 = γ1T1ζ =: C1ζ.

Ïðåäñòàâèì Φ2(x) â âèäå Φ2(x) = Φ21(x) + Φ22(x), ãäå Φ22(x) � ñëàáîå ðåøåíèå

çàäà÷è 2, à Φ21(x) � ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è 3 äëÿ f = λa−2Φ2.

Òîãäà Φ21|Ω2 = A−1(λa−2Φ2), Φ22|Ω2 = T2ζ, γ2Φ22 = γ2T2ζ =: −C2ζ.

Îáîçíà÷àÿ Φ21|Ω2 =: η(x), ïðèâîäèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó (22) � (26) ê âèäó

Aη = λa−2Φ2 = λa−2(Φ21 + Φ22) = λa−2 (η + T2ζ) , η ∈ D(A), (33)

Bσζ = λ (PΓ(ρ1C1ζ + ρ2,0C2ζ)− PΓ(ρ2,0γ2η)) , ζ ∈ D(Bσ). (34)

Ââåäåì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâîH (Ω) := L2,Ω2,ρ2,0⊕H0, L2,Ω2,ρ2,0 := L2(Ω2, ρ2,0)⊖{1},
ýëåìåíòîâ âèäà z = (η; ζ)t ñ íîðìîé ∥z∥2H (Ω) := ∥η∥2L2,Ω2,ρ2,0

+ ∥ζ∥20 . Áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü ýëåìåíòû η ∈ D(A) ⊂ H1
Ω2,ρ2,0

⊂ L2,Ω2,ρ2,0 , ζ ∈ D(Bσ) ⊂ L2,Γ. Îñóùåñòâëÿÿ

çàìåíó ψ := aAη, φ := B
1/2
σ ζ, ïðèâîäèì óðàâíåíèÿ (33) � (34) ê âèäó

y = λA y, y ∈ H (Ω), (35)
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A :=

(
a−2A−1 a−1A−1/2(A1/2T2)B

−1/2
σ

−a−1B−1/2σ PΓ(ρ2,0γ2A
−1/2)A−1/2 B

−1/2
σ CB

−1/2
σ

)
, (36)

C := PΓ(ρ1C1 + ρ2,0C2)PΓ, y := (ψ;φ)t. (37)

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (22) � (26) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (35) � (37)

î íàõîæäåíèè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λ è ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ y îïåðàòîðíîé ìàòðè-

öû A , êîòîðàÿ äåéñòâóåò â îðòîãîíàëüíîé ñóììå ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

2.3. Ñâîéñòâà ðåøåíèé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå H− íîð-

ìó, ýêâèâàëåíòíóþ ñòàíäàðòíîé: ∥ζ∥2H−
:= ρ1

∫
Ω1

|∇Φ1|2 dΩ1+
∫
Ω2

ρ2,0 |∇Φ22|2 dΩ2, ãäå Φ1

è Φ22 � ñëàáûå ðåøåíèÿ çàäà÷ 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 4. Îïåðàòîð C = PΓ(ρ1C1 + ρ2,0C2)PΓ : H0 −→ H0 ïîëîæèòåëüíûé è

êîìïàêòíûé. Åãî ðàñøèðåíèå íà H− ⊃ H0 ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì îïåðàòî-

ðîì, îòîáðàæàþùèì H− íà H+. Ïðè ýòîì D(C−1/2) = H+, à ïîñëå ðàñøèðå-

íèÿ D(C−1/2) = H0, R(C−1/2) = H−.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îíî àíàëîãè÷íî [2], ñ. 193 � 194. �

Ëåììà 5. Îïåðàòîðû A1/2T2 : H0 −→ L2,Ω2,ρ2,0 è −PΓ(ρ2,0γ2A
−1/2) : L2,Ω2,ρ2,0 −→ H0

ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ñîïðÿæåííûìè êîìïàêòíûìè îïåðàòîðàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 2 èìååì

(Ψ,Φ22)1,Ω2ρ2,0
=
(
A1/2Ψ, A1/2Φ22

)
L2(Ω2,ρ2,0)

= −(ρ2,0γ2Ψ, ζ)0.

Îñóùåñòâëÿÿ çàìåíó A1/2Ψ = v è ó÷èòûâàÿ, ÷òî Φ22 = T2ζ, ïîëó÷èì(
A1/2T2ζ, v

)
L2(Ω2,ρ2,0)

=−
(
ζ, ρ2,0γ2A

−1/2
2 v

)
0
=−
(
PΓζ, ρ2,0γ2A

−1/2v
)
0
=
(
ζ,−PΓ(ρ2,0γ2A

−1/2v)
)
0
,

äëÿ ∀ ζ ∈ H0, ∀ v ∈ L2(Ω2, ρ2,0), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî (A1/2T2)
∗ = −PΓ(ρ2,0γ2A

−1/2) è

îãðàíè÷åííîñòü îáîèõ îïåðàòîðîâ. Íî îïåðàòîð ρ2,0γ2A−1/2 : L2,Ω2,ρ2,0 −→ L2(Γ) êîì-

ïàêòåí. Â ñàìîì äåëå, îïåðàòîð A−1/2 : L2,Ω2,ρ2,0 −→ H1
Ω2,ρ2,0

îãðàíè÷åí, à îïåðàòîð

ñëåäà γ2 îãðàíè÷åííî äåéñòâóåò èç H1
Ω2,ρ2,0

â H+ = H1/2(Γ) ∩ H0 è H+ êîìïàêòíî

âëîæåíî â H0. �

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîð A , äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå H (Ω), ÿâëÿåòñÿ ïîëîæè-

òåëüíûì ñàìîñîïðÿæåííûì êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (27) îïåðàòîð Bσ èìååò îãðàíè÷åííûé îá-

ðàòíûé îïåðàòîð B
−1/2
σ , äåéñòâóþùèé â H0. Ïîñêîëüêó A−1, A−1/2, A1/2T2,

−PΓ(ρ2,0γ2A
−1/2) è C (ñì. ëåììû 4 è 5) ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè îïåðàòîðàìè, òî
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âñå ýëåìåíòû îïåðàòîðíîé ìàòðèöû (36) ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè îïåðàòîðàìè. Ïðî-

âåðèì ñâîéñòâà ïîëîæèòåëüíîñòè è ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðà A . Äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî y = (ψ;φ)t ∈ H (Ω) ñîñòàâèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó îïåðàòîðà A :

(A y, y)H (Ω) = a−2(A−1ψ, ψ)L2,Ω2,ρ2,0
+ a−1(A−1/2A1/2T2B

−1/2
σ φ, ψ)L2,Ω2,ρ2,0

−

−a−1(B−1/2σ PΓ(ρ2,0γ2A
−1/2)A−1/2ψ, φ)0 + (B−1/2σ CB−1/2σ φ, φ)0 = a−2(A−1ψ, ψ)L2,Ω2,ρ2,0

+

+a−1(T2B
−1/2
σ φ, ψ)L2,Ω2,ρ2,0

− a−1(B−1/2σ PΓ(ρ2,0γ2A
−1)ψ, φ)0 + (CB−1/2σ φ,B−1/2σ φ)0 =

= (η, Aη)L2,Ω2,ρ2,0
+ (T2ζ, Aη)L2,Ω2,ρ2,0

− (PΓ(ρ2,0γ2η), ζ)0 + (Cζ, ζ)0,

ãäå

(Cζ, ζ)0 = ρ1(C1ζ, ζ)0 + (ρ2,0C2ζ, ζ)0 = ρ1(γ1T1ζ, ζ)0 − (ρ2,0γ2T2ζ, ζ)0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ρ1(γ1T1ζ, ζ)0 = ρ1
∫
Ω1

|∇Φ1|2 dΩ1,

(η,Aη)L2,Ω2,ρ2,0
=
∫
Ω2

ρ2,0|∇Φ21|2 dΩ2, (T2ζ, Aη)L2,Ω2,ρ2,0
=
∫
Ω2

ρ2,0∇Φ22 · ∇Φ21 dΩ2,

−(PΓ(ρ2,0γ2η), ζ)0 =
∫
Ω2

ρ2,0∇Φ21 · ∇Φ22 dΩ2, −(ρ2,0γ2T2ζ, ζ)0 =
∫
Ω2

ρ2,0|∇Φ22|2 dΩ2,

ïîëó÷àåì

(A y, y)H (Ω) = ρ1

∫
Ω1

|∇Φ1|2 dΩ1 +

∫
Ω2

ρ2,0|∇Φ2|2 dΩ2 > 0, (38)

ãäå Φ2 = Φ21 + Φ22. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A = A ∗ > 0 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿ-

æåííûì è íåîòðèöàòåëüíûì. Åñëè (A y, y)H (Ω) = 0, èç (38) èìååì Φ1(x) ≡ c1 = 0;

Φ2(x) ≡ c2 = 0, ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. �

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (35) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ êîìïàêòíîãî ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà A , à èìåííî

A y = µy, µ = λ−1, y ∈ H (Ω). (39)

Òåîðåìà 2. 10. Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (22) � (26) èìååò äèñêðåòíûé

ñïåêòð {λk}∞k=1, ñîñòîÿùèé èç êîíå÷íîêðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λk, ðàñïî-

ëîæåííûõ íà ïðàâîé ïîëóîñè R+ ñ ïðåäåëüíîé òî÷êîé λ = +∞.

20. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê ïîñëåäîâàòåëüíûå ìè-

íèìóìû ôóíêöèîíàëà (28) èëè ôóíêöèîíàëà

F2(Φ1; Φ2) =

a2
∫
Ω2

ρ2,0|∆0Φ2|2 dΩ2 + (ζ, ζ)Bσ

ρ1
∫
Ω1

|∇Φ1|2 dΩ1 +
∫
Ω2

ρ2,0|∇Φ2|2 dΩ2

. (40)
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Ôóíêöèîíàëû F1(Φ1; Φ2) è F2(Φ1; Φ2) ðàññìàòðèâàþòñÿ íà êëàññå ôóíêöèé Φ1(x)

è Φ2(x), äëÿ êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþòñÿ óñëîâèÿ

∆Φ1 = 0 (â Ω1),
∂Φ1

∂n
= 0 (íà S1),

∂Φ2

∂n
= 0 (íà S2), ζ :=

∂Φ1

∂n
=
∂Φ2

∂n
(íà Γ), (41)

∫
Γ

ζ dΓ = 0,
∫
Γ

Φ1 dΓ = 0,
∫
Ω2

ρ2,0Φ2 dΩ2 = 0.

30. Ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû yk = ((Φ21)k; ζk)
t, k = 1, 2, . . . îáðàçóþò îðòîãî-

íàëüíûé áàçèñ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H (Ω) = L2,Ω2,ρ2,0 ⊕H0 è âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè:

(A yk, yj)H (Ω) = ρ1

∫
Ω1

∇Φ1k · ∇Φ1j dΩ1 +

∫
Ω2

ρ2,0∇Φ2k · ∇Φ2j dΩ2 = δkj, (42)

(yk, yj)H (Ω) = a2
∫
Ω2

ρ2,0∆0Φ2k ·∆0Φ2j dΩ2 +

(
∂Φ1k

∂n

∣∣∣
Γ
,
∂Φ1j

∂n

∣∣∣
Γ

)
Bσ

= λkδkj, (43)

(
B−1σ PΓ(ρ1Φ1k − ρ2,0Φ2k), PΓ(ρ1Φ1j − ρ2,0Φ2j)

)
0
+ a−2

∫
Ω2

ρ2,0Φ2k ·Φ2j dΩ2 = λ−1k δkj. (44)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 10 ñëåäóåò èç òåîðåìû 1, ïîñêîëüêó (39) � ñïåêòðàëü-

íàÿ çàäà÷à äëÿ êîìïàêòíîãî ïîëîæèòåëüíîãî îïåðàòîðà A è λ = µ−1. Óòâåðæäåíèå

20 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ãèëüáåðòà�Øìèäòà (ò.ê. ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ýëå-

ìåíòîâ {yk}∞k=1 îáðàçóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå H (Ω) = L2,Ω2,ρ2,0 ⊕H0,

à ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {(ηk, ζk)}t = {a(A−1(Φ21)k, B
−1/2
σ ζk)}t) ïîëó÷àåòñÿ èç {yk}∞k=1 äåé-

ñòâèåì íà êîìïîíåíòû ýëåìåíòîâ yk îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ). Ó÷èòûâàÿ çàìåíû

y = (ψ;φ)t ∈ H (Ω) è (38), äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (35) èìååì âûðàæåíèå

(y, y)H (Ω)

(A y, y)H (Ω)

=
a2∥AΦ21∥2L2,Ω2,ρ2,0

+ ∥B1/2
σ ζ∥20

ρ1
∫
Ω1

|∇Φ1|2 dΩ1 +
∫
Ω2

ρ2,0|∇Φ2|2 dΩ2

=

a2
∫
Ω2

ρ2,0|∆0Φ2|2 dΩ2 + (ζ, ζ)Bσ

ρ1
∫
Ω1

|∇Φ1|2 dΩ1 +
∫
Ω2

ρ2,0|∇Φ2|2 dΩ2

.

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé Φ1 è Φ2 = Φ21 + Φ22 ïî îðòîãîíàëüíûì áàçèñàì

{Φmk}∞k=1, Φmk · Φmj = δkj, k ̸= j; m = 1, 2, ïîëó÷àåì óñëîâèå (42). Òîãäà óñëîâèå

(43) ñëåäóåò èç (39) è (42). Çàòåì èç (28), ó÷èòûâàÿ (42), ïîëó÷àåì ôîðìóëó (44). �
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ìàëûõ äâèæåíèÿõ è ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ ãèä-

ðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç èäåàëüíîé æèäêîñòè è áàðîòðîïíîãî ãàçà,

ïëîòíîñòü êîòîðîãî çàâèñèò îò âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñòðóê-

òóðå ñïåêòðà è ñâîéñòâàõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü äëÿ îáîñíîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è î ìàëûõ êîëå-

áàíèÿõ ãèäðîñèñòåìû.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Í.Ä. Êîïà÷åâñêîìó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíè-

ìàíèå ê ðàáîòå.
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Abstract. The spectral problem on a string cross with the terms of the boundary conditions

of q-periodicity, the contact conditions, balance condition of tension in the overall site is considered.

The calculation results gave out the complex-valued eigenfunctions. For two-demensional and three-

demensional cross string we have two-demensional and one-demensional eigenspaces. Their structure

depend on parameter q.

Âñòóï

Îñòàííiì ÷àñîì ìîäåëþâàííÿ â ïðèðîäîçíàâñòâi ïîðîäèëî áàãàòî çàäà÷ íà âèâ-

÷åííÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì. Äîñëiäæåííÿ ïðîöåñiâ ñêëàäíèõ ñèñòåì, ÿêi ìîæíà ïðåäñòà-

âèòè ó âèãëÿäi íàáîðó îäíîìiðíèõ êîíòèíóóìiâ, ùî âçà¹ìîäiþòü òiëüêè ÷åðåç êií-

öi, ïðèçâîäèòü äî ðîçãëÿäó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó íà

âiäðiçêó. Òàêi ñèñòåìè, çàçâè÷àé, ìîäåëþþòü íà ïðîñòîðîâó ñiòêó, ðåøiòêó, àáî, ùå

ÿê ¨¨ íàçèâàþòü, ãåîìåòðè÷íèé ãðàô [1]. Äëÿ àíàëiçó ïîâåäiíêè óñi¹¨ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè

áóäåìî âiäîêðåìëþâàòè ïåðiîäè÷íî-ïîâòîðþâàëüíó ÷àñòèíó. Äëÿ íàøî¨ çàäà÷i áóäå-

ìî âèêîðèñòîâóâàòè ìîäåëü ¾ñòðóííèé õðåñ¿. Íàñòóïíèì åòàïîì ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i

íà õðåñòi ìè âáà÷à¹ìî â óñåðåäíåíi ðåçóëüòàòiâ íà âñþ ñiòêó òà ðåøiòêó ìåòîäà-

ìè [2, 3].

Äåÿêi âèñíîâêè áóäåìî ðîáèòè, ñïèðàþ÷èñü íà âæå ïðîâåäåíèé àíàëiç êðàéîâèõ

ïåðiîäè÷íèõ òà à-ïåðiîäè÷íèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ íà îäèíè÷íîìó ñòðóííîìó õðå-

ñòi [4], äå áóëî îòðèìàíî äiéñíîçíà÷íi âëàñíi ôóíêöi¨. Äëÿ ïåðiîäè÷íî¨ ñïåêòðàëüíî¨

çàäà÷i îòðèìàíî âëàñíi çíà÷åííÿ λ = 4n2π2 òà âiäïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨ íà äâîâè-

ìiðíîìó îäèíè÷íîìó ñòðóííîìó õðåñòi, ÿêi ôîðìóþòü òðèâèìiðíèé âëàñíèé ïðîñòið.

Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè îòðèìàíî íà òðèâèìiðíîìó ñòðóííîìó õðåñòi. Â öüîìó âèïàä-

êó âëàñíi ôóíêöi¨ ôîðìóþòü ÷îòèðüîõâèìiðíèé âëàñíèé ïðîñòið. Äëÿ à-ïåðiîäè÷íî¨

ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i îòðèìàíî âëàñíi çíà÷åííÿ λ = (2n − 1)2π2, ÿêèì âiäïîâiäàþòü

òàêîæ òðèâèìiðíèé âëàñíèé ïðîñòið íà äâîâèìiðíîìó îäèíè÷íîìó ñòðóííîìó õðåñòi

òà ÷îòèðüîõâèìiðíèé âëàñíèé ïðîñòið íà òðèâèìiðíîìó ñòðóííîìó õðåñòi.
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Òàêèì ÷èíîì â äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à çíàõîäæåííÿ óñiõ âëàñíèõ çíà-

÷åíü ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i −u′′ = λu íà ñòðóííîìó õðåñòi, äå ôóíêöiÿ u ¹ êîìïëåêñíî-

çíà÷íà òà çàäîâîëüíÿ¹ âiäïîâiäíèì ãðàíè÷íèì óìîâàì. Ç ïîïåðåäíiõ äîñëiäæåíü [4],

äå âëàñíi ôóíêöi¨ ¹ äiéñíèìè, áóëî çðîáëåíî âèñíîâîê, ùî äâîâèìiðíèé ñòðóííèé

õðåñò, ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ïó÷îê ç ÷îòèðüîõ ñòðóí, äëÿ äàíî¨ çàäà÷i, åêâiâàëåíò-

íèé ñòðóííîìó õðåñòó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ñòðóí, ÿêi ìàþòü ñïiëüíó ñåðåäèíó, äå

âîíè çâ'ÿçàíi. Àíàëîãi÷íî áóäåìî ðîçãëÿäàòè é òðèâèìiðíèé ñòðóííèé õðåñò. Ñòðóíè

õðåñòà áóäåìî ââàæàòè îäíàêîâèìè îäíîðiäíèìè íàòÿãíóòèìè îäèíè÷íî¨ äîâæèíè,

ðîçòàøîâàíèìè ïiä ïðÿìèì êóòîì âiäíîñíî îäíà îäíî¨ òà òàêèìè, ùî ìàþòü îäèíè÷-

íèé íàòÿã òà ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó ìàñ [1].
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Ðèñ.1. Äâîâèìiðíèé òà òðèâèìiðíèé ñòðóííèé õðåñò

1. Äâîâèìiðíèé âèïàäîê

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó íà äâîâèìiðíîìó ñòðóííîìó õðåñòi. Îñêiëüêè ðîçãëÿäàþòüñÿ

äâi ñòðóíè, òî çàäà÷à áóäå ñêëàäàòèñÿ ç äîñëiäæåííÿ äâîõ ôóíêöié u íà äâîõ êîîð-

äèíàòíèõ îñÿõ x1 òà x2 âiäïîâiäíî (ðèñ. 1). Òîáòî ïîñòàíîâêà çàäà÷i áóäå âèãëÿäàòè

íàñòóïíèì ÷èíîì

−u′′1 = λu1,

−u′′2 = λu2.
(1)

Ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè äëÿ q ∈ [0, 1)

u1(0) = ei2πqu1(1), u2(0) = ei2πqu2(1),

u′1(0) = ei2πqu′1(1), u′2(0) = ei2πqu′2(1).
(2)

Óìîâàìè çâ'ÿçêè âóçëiâ

u1(
1

2
) = u2(

1

2
). (3)

Óìîâàìè áàëàíñó íàòÿãó

u′1(
1

2
+ 0)− u′1(

1

2
− 0) + u′2(

1

2
+ 0)− u′2(

1

2
− 0) = 0. (4)
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Òåîðåìà 1. Íåõàé äàíà çàäà÷à (1)-(4) íà äâîâèìiðíîìó ñòðóííîìó õðåñòi ç îäèíè÷-

íèìè äîâæèíàìè ñòðóí, òîäi ðîçâ'ÿçêîì áóäóòü âëàñíi çíà÷åííÿ λ = 4π2(n − q)2,

n ∈ Z òà âiäïîâiäíi êîìïëåêñíîçíà÷íi âëàñíi ôóíêöi¨:

(à) ÿêùî 2q = 0 òà 2q = 1, òîäi

u1 = Aei2π(n−q)x1 + Ce−i2π(n−q)x1 , x1 ∈ [0, 1],

u2 = Aei2π(n−q)x2 + Ce−i2π(n−q)x2 , x2 ∈ [0, 1];

(b) ÿêùî 2q ̸∈ Z, òîäi

u1 = Aei2π(n−q)x1 , x1 ∈ [0, 1],

u2 = Aei2π(n−q)x2 , x2 ∈ [0, 1];

äå A, C - äîâiëüíi êîíñòàíòè.

Äîâåäåííÿ. Çàãàëüíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (1) âæå âiäîìi ç òåîði¨ çâè÷àéíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ ïðîñòîðó êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié [5]. Îñêiëüêè ìè

ðîçãëÿäà¹ìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, òî áåðåìî äâîìiðíèé

ðîçâ'ÿçîê u = Aei
√
λx + Ce−i

√
λx äëÿ êîæíî¨ ñòðóíè õðåñòà.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ ðîçãëÿíåìî ç ïî÷àòêó ãðàíè÷íi óìîâè. Ç (2)

ìà¹ìî
A1 + C1 = ei2πq

(
A1e

i
√
λ + C1e

−i
√
λ
)
,

A2 + C2 = ei2πq
(
A2e

i
√
λ + C2e

−i
√
λ
)
.

(5)

À òàêîæ äëÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ ìà¹ìî

A1 − C1 = ei2πq
(
A1e

i
√
λ − C1e

−i
√
λ
)
,

A2 − C2 = ei2πq
(
A2e

i
√
λ − C2e

−i
√
λ
)
.

(6)

ßêùî ðîçãëÿíóòè óìîâè (6), òî ìà¹ìî A1 = C1
1−ei(2πq−

√
λ)

1− ei(2πq+
√
λ)

òà A2 = C2
1−ei(2πq−

√
λ)

1−ei(2πq+
√

λ)
. Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíi âèðàçè â óìîâó êîíòàêòó (3)

A1e
i
√

λ
2 + C1e

−i
√

λ
2 = A2e

i
√

λ
2 + C2e

−i
√
λ
2 , áóäåìî ìàòè íàñòóïíèé âèðàç

C1

(
ei

√
λ
2
1− ei(2πq−

√
λ)

1− ei(2πq+
√
λ)

+ e−i
√

λ
2

)
= C2

(
ei

√
λ
2
1− ei(2πq−

√
λ)

1− ei(2πq+
√
λ)

+ e−i
√

λ
2

)
. (7)

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (5) òà (6). Íåõàé ei(2πq+
√
λ) = 1, òîäi

√
λ+2πq = 2πn, n ∈ Z.

Òîáòî îòðèìà¹ìî âëàñíå çíà÷åííÿ λ = 4π2(n − q)2. Ïiäñòàâèìî âëàñíå çíà÷åííÿ,

íàïðèêëàä ó (5), ç ÷îãî âèõîäèòü C1 = C1e
i(4πq−2πn). Îòðèìàíà òîòîæíiñòü âèêî-

íó¹òüñÿ àáî ÿêùî C1 = 0 àáî ÿêùî ei(4πq−2πn) = 1. ßêùî êîíñòàíòà Ñ1 ̸= 0, òîäi
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ìà¹ìî 4πq = 2π(n+ t), n, t ∈ Z. Îñêiëüêè ñóìà öiëèõ ÷èñåë äà¹ öiëå ÷èñëî, òî ç ïðî-
ìiæêó q ∈ [0, 1) äëÿ îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ìà¹ìî òiëüêè äâà çíà÷åííÿ 2q = 0 òà 2q = π,

àáî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìîæåìî çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi 2q ∈ Z.
Äëÿ äðóãîãî ðiâíÿííÿ óìîâè (5) ìà¹ìî òàêi æ ðåçóëüòàòè: àáî Ñ2 = 0 àáî 2q ∈ Z.
ßêùî æ îáåðåìî ó (5) òà (6) ei(2πq−

√
λ) = 1, òîäi îòðèìà¹ìî âëàñíå çíà÷åí-

íÿ λ = 4π2(q − n)2. Äëÿ öüîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ ç (5) îòðèìà¹ìî A1 = A1e
i(4πq−2πn).

Îòðèìàíà òîòîæíiñòü âèêîíó¹òüñÿ àáî ÿêùî A1 = 0 àáî ÿêùî ei(4πq−2πn) = 1. Òîáòî,

ÿêùî êîíñòàíòà A1 ̸= 0, òîäi ìà¹ìî 2πq = π(n + t), n, t ∈ Z. Îñêiëüêè ñóìà öiëèõ

÷èñåë äà¹ öiëå ÷èñëî, òî ç ïðîìiæêó q ∈ [0, 1) äëÿ îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ìà¹ìî òiëü-

êè äâà çíà÷åííÿ 2q = 0 òà 2q = π, àáî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìîæåìî çàïèñóâàòè ó

âèãëÿäi 2q ∈ Z.
Äëÿ äðóãîãî ðiâíÿííÿ óìîâè (5) ìà¹ìî òàêi æ ðåçóëüòàòè: àáî A2 = 0 àáî 2q ∈ Z.
Íå âàæêî ïåðåâiðèòè, ùî ïåðøå âëàñíå çíà÷åííÿ ïðèâîäå äî òèõ ñàìèõ âëàñíèõ

ôóíêöié, ùî é äðóãå. Òîìó áóäåìî ðîçãëÿäàòè îäíå ç íèõ.

Çíàéäåìî âëàñíi ôóíêöi¨ äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ = 4π2(q − n)2. Ïiä-

ñòàâèìî âëàñíå çíà÷åííÿ ó âèùåîòðèìàíèé âèðàç (7), ç ÿêîãî âèëè-

âà¹ C1e
−iπ(q−n) = C2e

−iπ(q−n). Íå âàæêî ïîáà÷èòè ðiâíiñòü êîíñòàíò C1 = C2 öüîãî

âèðàçó. Ïîçíà÷èìî öi êîíñòàíòè ÷åðåç C.

Îñêiëüêè äîáóòîê åêñïîíåíò ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, òî óìîâà áàëàíñó íàòÿ-

ãó (4) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âëàñíèõ ôóíêöié.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè 2q ∈ Z, òîáòî 2q = 0 òà 2q = 1. Ïiäñòàâèìî îòðè-

ìàíi ðåçóëüòàòè â òåæ ñàìå ðiâíÿííÿ çâ'ÿçêè âóçëiâ (3). Áóäåìî ìàòè äëÿ âëàñíîãî

çíà÷åííÿ λ = (2πq − 2πn)2

A1e
i 2πq−2πn

2 + Ce−i
2πq−2πn)

2 = A2e
i 2πq−2πn

2 + Ce−i
2πq−2πn

2 .

Äëÿ 2q = 0 ìà¹ìî A1e
−iπn + Ceiπn = A2e

−iπn + Ceiπn, ç ÷îãî îòðèìó¹ìî òîòîæ-

íiñòü (−1)n(A1 +C) = (−1)n(A2 +C), ÿêà âiðíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîíñòàíòè A1

òà A2 ðiâíi ìiæ ñîáîþ. Ïîçíà÷èìî ¨õ ÷åðåç íîâó êîíñòàíòó A.

Äëÿ 2q = 1 ìà¹ìî A1e
−i (2n−1)π

2 + Cei
(2n−1)π

2 = A2e
−i (2n−1)π

2 + Cei
(2n−1)π

2 , ç ÷îãî îò-

ðèìó¹ìî òîòîæíiñòü (−1)ni(A1 − C) = (−1)ni(A2 − C), ÿêà òàêîæ äîâîäèòü ðiâíiñòü

êîíñòàíò A1 òà A2. Äëÿ öüîãî âèïàäêó ââîäèòüñÿ àíàëîãi÷íå ïîçíà÷åííÿ çàãàëüíî¨

äëÿ äâîõ ðiâíÿíü êîíñòàíòè A.

Òîáòî ìîæåìî çàïèñàòè çàãàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ âèïàäêiâ êîëè 2q = 0 òà 2q = 1.

Âëàñíîìó çíà÷åííþ λ = 4π2(q − n)2 âiäïîâiäà¹ ñèñòåìà êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âëàñíèõ
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ôóíêöié

u1 = Aei2π(q−n)x1 + Ce−i2π(q−n)x1 , x1 ∈ [0, 1],

u2 = Aei2π(q−n)x2 + Ce−i2π(q−n)x2 , x2 ∈ [0, 1].
(8)

Äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ = 4π2(n − q)2, ÿêùî âèíåñòè çíàê ¾-¿ ó ïîêàçíèêó

ñòåïåíÿ âëàñíèõ ôóíêöié òà ïåðåíàçâàòè äîâiëüíi êîíñòàíòè â ñèñòåìi (8), îòðèìà¹ìî

òàêó ñèñòåìó âëàñíèõ ôóíêöié

u1 = Aei2π(n−q)x1 + Ce−i2π(n−q)x1 , x1 ∈ [0, 1],

u2 = Aei2π(n−q)x2 + Ce−i2π(n−q)x2 , x2 ∈ [0, 1].

ßêùî æ 2q ̸∈ Z òîäi A1 = 0 òà A2 = 0, ùî âèùå âæå îïèñàíå. Òîìó ìà¹ìî íàñòóïíi

âëàñíi ôóíêöi¨, áåðó÷è äî óâàãè ïîïåðåäíi ïåðåòâîðåííÿ,

u1 = Aei2π(n−q)x1 , x1 ∈ [0, 1],

u2 = Aei2π(n−q)x2 , x2 ∈ [0, 1].

�

Òîáòî ìè îòðèìàëè äëÿ çíà÷åíü ïàðàìåòðó q, ùî âiäïîâiäà¹ çíà÷åííÿì 0 òà
1

2
,

äâîâèìiðíi âëàñíi ïiäïðîñòîðè, à äëÿ âñiõ iíøèõ çíà÷åíü öüîãî ïàðàìåòðó ç ïðîìiæ-

êó [0, 1) âëàñíi ïiäïðîñòîðè ìàþòü îäèíè÷íó ðîçìiðíiñòü.

2. Òðèâèìiðíèé âèïàäîê

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì áóäåìî ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó íà òðèâèìiðíîìó ñòðóííîìó õðå-

ñòi, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ îäíîðiäíî íàòÿãíóòèõ ñòðóí îäèíè÷íî¨ äîâæèíè, ÿêi

çâ'ÿçàíi ó ñïiëüíié òî÷öi (ðèñ. 1). Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó òðüîõ äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü

−u′′1 = λu1,

−u′′2 = λu2,

−u′′3 = λu3.

(9)

Ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè äëÿ q ∈ [0, 1)

u1(0) = ei2πqu1(1), u2(0) = ei2πqu2(1), u3(0) = ei2πqu3(1),

u′1(0) = ei2πqu′1(1), u′2(0) = ei2πqu′2(1), u′3(0) = ei2πqu′3(1).
(10)

Óìîâàìè çâ'ÿçêè âóçëiâ

u1

(
1

2

)
= u2

(
1

2

)
= u3

(
1

2

)
. (11)
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Óìîâàìè áàëàíñó íàòÿãó

u′1

(
1

2
+0

)
−u′1

(
1

2
−0

)
+u′2

(
1

2
+0

)
−u′2

(
1

2
−0

)
+u′3

(
1

2
+0

)
−u′3

(
1

2
−0

)
= 0. (12)

Òåîðåìà 2. Íåõàé äàíà çàäà÷à (9)-(12) íà òðèâèìiðíîìó ñòðóííîìó õðå-

ñòi ç îäèíè÷íèìè äîâæèíàìè ñòðóí, òîäi ðîçâ'ÿçêîì áóäóòü âëàñíi çíà÷åííÿ

λ = 4π2(n− q)2, n ∈ Z òà âiäïîâiäíi êîìïëåêñíîçíà÷íi âëàñíi ôóíêöi¨:

(à) ÿêùî 2q = 0 òà 2q = 1, òîäi

u1 = Aei2π(n−q)x1 + Ce−i2π(n−q)x1 , x1 ∈ [0, 1],

u2 = Aei2π(n−q)x2 + Ce−i2π(n−q)x2 , x2 ∈ [0, 1],

u3 = Aei2π(n−q)x3 + Ce−i2π(n−q)x3 , x3 ∈ [0, 1];

(b) ÿêùî 2q ̸∈ Z, òîäi

u1 = Aei2π(n−q)x1 , x1 ∈ [0, 1],

u2 = Aei2π(n−q)x2 , x2 ∈ [0, 1],

u3 = Aei2π(n−q)x3 , x3 ∈ [0, 1];

äå A, C � äîâiëüíi êîíñòàíòè.

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî áóäóâàòè äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íî äî âèïàäêó äâîâèìiðíîãî ñòðóí-

íîãî õðåñòà. Ç ãðàíè÷íèõ óìîâ (10) òà óìîâè çâ'ÿçêè âóçëiâ (11) âèòiêà¹ òîòîæíiñòü

C1

(
ei

√
λ
2
1− ei(2πq−

√
λ)

1− ei(2πq+
√
λ)

+ e−i
√

λ
2

)
= C2

(
ei

√
λ
2
1− ei(2πq−

√
λ)

1− ei(2πq+
√
λ)

+ e−i
√

λ
2

)
=

=C3

(
ei

√
λ
2
1− ei(2πq−

√
λ)

1− ei(2πq+
√
λ)

+ e−i
√
λ
2

)
.

(13)

Îñêiëüêè â òîòîæíîñòi (13) îäèí iç ìíîæíèêiâ óñiõ äîáóòêiâ ðiâíèé òà íå íóëüî-

âèé, òîäi ìîæíà ãîâîðèòè ïðî ðiâíiñòü êîíñòàíò C1, C2 òà C3, ùî áóäåìî ïîçíà÷àòè

ÿê îäíó êîíñòàíòó C.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü öi¹¨ çàäà÷i ðîçãëÿíåìî ãðàíè÷íi óìîâè (10).

ßê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó äâîâèìiðíîãî ñòðóííîãî õðåñòà, îòðèìà¹ìî äâà âëàñíèõ

çíà÷åííÿ λ = 4π2(q−n)2 òà λ = 4π2(n−q)2, n ∈ Z, ùî ïðèâîäÿòü äî òèõ ñàìèõ âëàñíèõ
ôóíêöié, ùî é äðóãå. Òîìó áóäåìî ðîçãëÿäàòè îäíå ç íèõ, íàïðèêëàä λ = 4π2(q−n)2.

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1' 2011
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Äëÿ öüîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ ÿê i â ïåðøié òåîðåìi ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

àáî A1 = 0 àáî 2πq = π(n + t), n, t ∈ Z. Îñêiëüêè q ∈ [0, 1) äëÿ îñòàííüî¨ íåðiâ-

íîñòi ìà¹ìî òiëüêè äâà çíà÷åííÿ 2q = 0 òà 2q = 1, àáî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìîæåìî

çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi 2q ∈ Z.
Äëÿ äðóãîãî òà òðåòüîãî ðiâíÿííÿ öi¹¨ óìîâè ìà¹ìî òàêi æ ðåçóëüòàòè: A2 = 0

àáî 2q ∈ Z òà A3 = 0 àáî 2q ∈ Z.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè 2q ∈ Z, òîáòî 2q = 0 òà 2q = 1. Ïiäñòàâèìî îòðèìàíi

ðåçóëüòàòè â òåæ ñàìå ðiâíÿííÿ çâ'ÿçêè âóçëiâ (11), ç ÿêîãî äëÿ îáðàíîãî âëàñíîãî

çíà÷åííÿ òà äëÿ 2q = 0 ìà¹ìî A1e
−iπn + Ceiπn = A2e

−iπn + Ceiπn = A3e
−iπn + Ceiπn,

ç ÷îãî îòðèìó¹ìî òîòîæíiñòü (−1)n(A1 + C) = (−1)n(A2 + C) = (−1)n(A3 + C), ÿêà

âiðíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîíñòàíòè A1, A2 òà A3 ðiâíi ìiæ ñîáîþ. Ïîçíà÷èìî ¨õ

÷åðåç íîâó êîíñòàíòó A.

Äëÿ 2q = 1 ìà¹ìî A1e
−i (2n−1)π

2 +Cei
(2n−1)π

2 = A2e
−i (2n−1)π

2 +Cei
(2n−1)π

2 = A3e
−i (2n−1)π

2 +

+ Cei
(2n−1)π

2 , ç ÷îãî îòðèìó¹ìî òîòîæíiñòü (−1)n i (A1 − C) = (−1)n i (A2 − C) =

= (−1)ni(A3−C), ÿêà òàêîæ äîâîäèòü ðiâíiñòü êîíñòàíò A1, A2 òà A3. Òàêîæ ââîäèìî

àíàëîãi÷íå ïîçíà÷åííÿ çàãàëüíî¨ äëÿ òðüîõ ðiâíÿíü êîíñòàíòè A.

Îñêiëüêè äîáóòîê åêñïîíåíò ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, òî óìîâà áàëàíñó íàòÿ-

ãó (4) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âëàñíèõ ôóíêöié.

Òîáòî ìîæåìî çàïèñàòè çàãàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ âèïàäêiâ êîëè 2q = 0 òà 2q = 1.

ßê i äëÿ âèïàäêó äâîâèìiðíîãî ñòðóííîãî õðåñòà çðîáèìî âèñíîâîê äëÿ âëàñíîãî

çíà÷åííÿ λ = 2π2(n−q)2, ïåðåíàçâàâøè äîâiëüíi êîíñòàíòè, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ ñèñòåìà
êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âëàñíèõ ôóíêöié

u1 = Aei2π(n−q)x1 + Ce−i2π(n−q)x1 , x1 ∈ [0, 1]

u2 = Aei2π(n−q)x2 + Ce−i2π(n−q)x2 , x2 ∈ [0, 1]

u3 = Aei2π(n−q)x3 + Ce−i2π(n−q)x3 , x3 ∈ [0, 1]

ßêùî æ 2q ̸∈ Z òîäi A1 = 0, A2 = 0 òà A3 = 0, ùî âèùå âæå îïèñàíå. Òîìó ìà¹ìî

íàñòóïíi âëàñíi ôóíêöi¨

u1 = Aei2π(n−q)x1 , x1 ∈ [0, 1]

u2 = Aei2π(n−q)x2 , x2 ∈ [0, 1]

u3 = Aei2π(n−q)x3 , x3 ∈ [0, 1]

�

¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê iíôîðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �1' 2011
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Âèñíîâêè

Òàêèì ÷èíîì â ðîáîòi îòðèìàíî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè: áóëî äîâåäåíî òåîðåìè î

ñòðóêòóðàõ âëàñíèõ ïiäïðîñòîðiâ çàäà÷i (1)-(4) íà îäèíè÷íîìó äâîâèìiðíîìó ñòðóí-

íîìó õðåñòi òà çàäà÷i (9)-(12) íà îäèíè÷íîìó òðèâèìiðíîìó ñòðóííîìó õðåñòi; îò-

ðèìàíi àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âëàñíèõ ôóíêöié, òîáòî äëÿ

ïàðàìåòðó q ùî äîðiâíþ¹ çíà÷åííÿì 0 òà
1

2
ìà¹ìî äâîâèìiðíi âëàñíi ïiäïðîñòîðè à

äëÿ âñiõ iíøèõ çíà÷åíü öüîãî ïàðàìåòðó ç ïðîìiæêó [0, 1) ìà¹ìî îäíîâèìiðíi âëàñíi

ïiäïðîñòîðè.
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Àíàøêèí Î. Â. Êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè óñòîé÷èâîñòè â ñèñòåìàõ ñ èì-
ïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì / Î. Â. Àíàøêèí, Î. Â. Ìèòüêî // Òàâðè÷åñêèé
âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. � 2011. � �1. � C. 5-14.

ÓÄÊ 517.925.51

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïðî ñòiéêiñòü íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè çâè÷àé-

íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíèì âïëèâîì ó ôiêñîâàíi ìîìåíòè ÷àñó â

êðèòè÷íîìó âèïàäêó. Çàïðîïîíîâàíî íîâèé ïiäõiä äîñëiäæåííÿ òàêèõ çàäà÷, çàñíî-

âàíèé íà ïîáóäîâi ðîçðèâíî¨ ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà. Íàâåäåíî ïðèêëàä ðåàëiçàöi¨ öüîãî

ïiäõîäó â êðèòè÷íîìó âèïàäêó ñèñòåìè äðóãîãî ïîðÿäêó ç êóái÷íîþ íåëiíiéíiñòþ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû

îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì â ôèê-

ñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå. Ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä èñ-

ñëåäîâàíèÿ òàêèõ çàäà÷, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè ðàçðûâíîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà.

Ïðèâåäåí ïðèìåð ðåàëèçàöèè ýòîãî ïîäõîäà â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå ñèñòåìû âòîðîãî

ïîðÿäêà ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ.

Äîíñêîé Â. È. Èíôîðìàòèêà è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè � ðàçëè-
÷àþùèåñÿ íàïðàâëåíèÿ óíèâåðñèòåòñêîãî îáðàçîâàíèÿ / Â. È. Äîíñêîé,
À. Ñ. Àíàôèåâ, Â. Ô. Áëûùèê // Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è
ìàòåìàòèêè. � 2011. � �1. � C. 15-26.

ÓÄÊ 378.14

Ñêëàëîñÿ òàê, ùî íà ñüîãîäíi àêòóàëüíèì âèÿâèëîñÿ çáåðåæåííÿ i ðîçâèòîê äîñÿã-

íåíü óêðà¨íñüêî¨ øêîëè òåîðåòè÷íî¨ iíôîðìàòèêè. Îäíèì ç íåîáõiäíèõ åëåìåíòiâ

ðiøåííÿ öi¹¨ çàäà÷i ¹ çìiöíåííÿ òåîðåòè÷íî¨ iíôîðìàòèêè ÿê ìàòåìàòè÷íî¨ äèñöè-

ïëiíè i ¨¨ âèêëàäàííÿ â òàêîìó êëþ÷i â êëàñè÷íèõ óíiâåðñèòåòàõ. Âiäñòîÿòè öþ

ïîçèöiþ � ìåòà ñòàòòi, ùî àíîòó¹òüñÿ.

Ñëîæèëîñü òàê, ÷òî íà ñåãîäíÿøíèé äåíü àêòóàëüíûì îêàçàëîñü ñîõðàíåíèå è ðàçâè-

òèå äîñòèæåíèé óêðàèíñêîé øêîëû òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêè. Îäíèì èç íåîáõîäè-

ìûõ ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ óêðåïëåíèå òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòè-

êè êàê ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíû è åå ïðåïîäàâàíèå â òàêîì êëþ÷å â êëàññè÷åñêèõ

óíèâåðñèòåòàõ. Îòñòîÿòü ýòó ïîçèöèþ � öåëü àííîòèðóåìîé ñòàòüè.
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Íàêîíå÷íèé Î. Ã. Îïòèìàëüíi ãàðàíòîâàíi îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ
ðiâíÿíü ç ðîçðèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè / Î. Ã. Íàêîíå÷íèé, Ë. Â. ×óõðàé //
Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. � 2011. � �1. � C. 27-41.

ÓÄÊ 517.977.5

Ó äàíié ðîáîòi çíàéäåíî îïòèìàëüíi ãàðàíòîâàíi îöiíêè ôóíêöiîíàëiâ âiä ðîçâ'ÿçêiâ

ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç ðîçðèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè ïîõiäíié çà ñïîñòåðåæåííÿìè

çà ñòàíîì ñèñòåìè, ùî îïèñóþòüñÿ öèìè ðiâíÿííÿìè. Ïðè öüîìó ââàæà¹òüñÿ, ùî

ïðàâi ÷àñòèíè, ïî÷àòêîâi óìîâè òà ïîõèáêè îöiíþâàííÿ òî÷íî íåâiäîìi, à âiäîìi

ëèøå ìíîæèíè, ÿêèì âîíè íàëåæàòü. Âñòàíîâëåíî, ùî çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíèõ

îöiíîê çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó äåÿêèõ ñèñòåì iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî

¹ îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíèìè.

Â äàííîé ðàáîòå íàéäåíû îïòèìàëüíûå ãàðàíòèðîâàííûå îöåíêè ôóíêöèîíàëîâ îò

ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè ïðîèçâîä-

íîé ïî íàáëþäåíèÿì çà ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû, îïèñûâàåìûå ýòèìè óðàâíåíèÿìè. Ïðè

ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è ïîãðåøíîñòè îöåíèâàíèÿ

òî÷íî íåèçâåñòíû, à èçâåñòíû ëèøü ìíîæåñòâà, êîòîðûì îíè ïðèíàäëåæàò. Óñòàíîâ-

ëåíî, ÷òî íàõîæäåíèå îïòèìàëüíûõ îöåíîê ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ ñèñòåì

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìûìè.

�ìåöü Î. Î. Çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêó â ìåðåæi ç äîäàò-
êîâèìè êîìáiíàòîðíèìè îáìåæåííÿìè / Î. Î. �ìåöü, �. Ì. �ìåöü,
Þ. Ô. Îëåêñié÷óê // Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. �
2011. � �1. � C. 43-50.

ÓÄÊ 519.85

Â ñòàòòi ïîñòàâëåíî i ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêó â

ìåðåæi ç äîäàòêîâèìè êîìáiíàòîðíèìè îáìåæåííÿìè. Ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷íó

ìîäåëü, âèêëàäåíèé àëãîðèòì ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíóòà çàäà÷à ¹ óçàãàëüíåííÿì

çàäà÷i çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêó â ìåðåæi.

Â ñòàòüå ïîñòàâëåíà è ðåøåíà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè ñ

äîïîëíèòåëüíûìè êîìáèíàòîðíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-

äåëü, èçëîæåí àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì

çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè.
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Ëèòâèí Î. Ì. 2D êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ íà êëàñi äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié
òà ñïëàéí-iíòåðëiíàöiÿ / Î. Ì. Ëèòâèí, Î. Ï. Íå÷óéâiòåð // Òàâðè÷åñêèé
âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. � 2011. � �1. � C. 51-61.

ÓÄÊ 621.391:517.518:510.52

Â ñòàòòi äîñëiäæóþòüñÿ êóáàòóðíi ôîðìóëè îá÷èñëåííÿ 2D êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹

ç âèêîðèñòàííÿì iíòåðëiíàöi¨ íà êëàñi ôóíêöié, ó ÿêèõ
∣∣f (r,0)(x, y)

∣∣ 6 M ,∣∣f (0,r)(x, y)
∣∣ 6 M ,

∣∣f (r,r)(x, y)
∣∣ 6 M̃ , r = 1, 2 . Iíôîðìàöiÿ ïðî ôóíêöiþ çàäàíà

ñëiäàìè íà ñèñòåìi âçà¹ìíî-ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ïðÿìèõ. Äîâîäèòüñÿ, ùî îöiíêó ïî-

õèáêè êóáàòóðíî¨ ôîðìóëè ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç âiäïîâiäíi ïîõèáêè êâàäðàòóðíèõ

ôîðìóë.

Â ñòàòüå èññëåäóþòñÿ êóáàòóðíûå ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ 2D êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

ñ èñïîëüçîâàèåì èíòåðëèíàöèè íà êëàññå ôóíêöèé, ó êîòîðûõ
∣∣f (r,0)(x, y)

∣∣ 6 M ,∣∣f (0,r)(x, y)
∣∣ 6M ,

∣∣f (r,r)(x, y)
∣∣ 6 M̃ , r = 1, 2 . Èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè çàäàíà ñëåäàìè

íà ñèñòåìå âçàèìíî-ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îöåíêó ïîãðåø-

íîñòè êóáàòóðíîé ôîðìóëû ìîæíà âèðàçèòü ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå ïîãðåøíîñòè

êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë.

Ëèòâèí Î. Ì. Ïîáóäîâà êóñêîâî-áiëiíiéíèõ ñïëàéíiâ äëÿ íàáëèæåííÿ
ôóíêöié ç ðîçðèâàìè ïåðøîãî ðîäó ó âóçëàõ ðåêòàíãóëÿöi¨ äâîâèìiðíî¨
îáëàñòi / Î. Ì. Ëèòâèí, Þ. I. Ïåðøèíà // Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîð-
ìàòèêè è ìàòåìàòèêè. � 2011. � �1. � C. 63-72.

ÓÄÊ 519.6

Ó ðîáîòi ïðîïîíó¹òüñÿ çàãàëüíèõ ìåòîä ïîáóäîâè êóñêîâî-áiëiíiéíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ

ñïëàéíiâ, ÿêi ìîæóòü ìàòè ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó íà ãðàíèöÿõ ìiæ ïðÿìîêóòíèìè

åëåìåíòàìè çi ñòîðîíàìè, ïàðàëåëüíèìè îñÿì êîîðäèíàò. Öi ðåçóëüòàòè ïðîïî-

íó¹òüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ íàáëèæåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêöié âiä äâîõ çìiííèõ,

ÿêi òåæ ìîæóòü ìàòè (à ìîæóòü i íå ìàòè) ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó íà âêàçàíèõ ëiíiÿõ.

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îáùèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íî-áèëèíåéíûõ èíòåðïîëÿöè-

îííûõ ñïëàéíîâ, êîòîðûå ìîãóò èìåòü ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà íà ãðàíèöàõ ìåæäó
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ïðÿìîóãîëüíûìè ýëåìåíòàìè ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò. ýòè ðå-

çóëüòàòû ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ðàçðûâíûõ ôóíêöèé îò äâóõ

ïåðåìåííûõ, êîòîðûå òîæå ìîãóò èìåòü (à ìîãóò è íå èìåòü) ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà

íà óêàçàííûõ ëèíèÿõ.

Ïi÷êóð Â. Â. Ïðî íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äèñêðåòíèõ âêëþ-
÷åíü âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ / Â. Â Ïi÷êóð, Ì. Ñ. Ñàñîíêiíà // Òàâðè÷åñêèé
âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. � 2011. � �1. � C. 73-80.

ÓÄÊ 517.962.24

Â ðîáîòi îáãðóíòîâàíi òâåðäæåííÿ ïðî íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äèñêðåòíèõ

âêëþ÷åíü âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ â çàëåæíîñòi âiä òîãî, äî ÿêîãî êëàñó áàãàòîçíà÷íèõ

âiäîáðàæåíü íàëåæèòü ïðàâà ÷àñòèíà âêëþ÷åííÿ. Äîâåäåíî, ùî ó âèïàäêó ëiïøè-

öåâî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè, äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ìà¹ ìiñöå óìîâà Ëiïøèöÿ âiäíîñíî ïî÷àòêîâèõ

óìîâ.

Â ðàáîòå îáîñíîâàíû óòâåðæäåíèÿ î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé äèñêðåòíûõ

âêëþ÷åíèé îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ê êàêîìó êëàññó ìíîãîçíà÷-

íûõ îòîáðàæåíèé ïðåíàäëåæèò ïðàâàÿ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ. Äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ëèï-

øåöåâîñòè ïðàâîé ÷àñòè, äëÿ ðåøåíèé èìååò ìåñòî óñëîâèå Ëèïøèöà îòíîñèòåëüíî

íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ùåðáèíà Î. À. Àëãîðèòìû óïîðÿäî÷åíèÿ ïåðåìåííûõ â ëîêàëüíîì
ýëèìèíàöèîííîì àëãîðèòìå / Î. À Ùåðáèíà, À. Â. Ñâèðèäåíêî, // Òà-
âðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. � 2011. � �1. � C. 81-92.

ÓÄÊ 519.68

Ó ðîáîòi ðîçãëÿíóòî ï'ÿòü àëãîðèòìiâ âïîðÿäêóâàííÿ çìiííèõ äëÿ ðiøåííÿ ðî-

çðiäæåíèõ çàäà÷ äèñêðåòíî¨ îïòèìiçàöi¨ çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó íåñåðiàëüíîãî

äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Ó ðåçóëüòàòi ïðîâåäåíîãî îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðè-

ìåíòó, ïî-ïåðøå, áóëî çàçíà÷åíî, ùî äëÿ âèðiøåííÿ ðîçðiäæåíèõ çàäà÷ äèñêðåòíî¨

îïòèìiçàöi¨, âïîðÿäêóâàííÿ çìiííèõ ìà¹ çíà÷íèé âïëèâ íà ÷àñ ðiøåííÿ çàäà÷i. Êðiì

öüîãî, áóëî ïîêàçàíî, ùî ðiçíi åâðèñòèêè âïîðÿäêóâàííÿ íàéáiëüø åôåêòèâíi äëÿ

ðiçíèõ êëàñiâ çàäà÷. I, íàðåøòi, áóëî âiäçíà÷åíî, ùî åâðèñòèêè MCS i MIN-FILL
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ïîêàçàëè íàéêðàùèé ðåçóëüòàò äëÿ ðiøåííÿ çàäà÷ äèñêðåòíî¨ îïòèìiçàöi¨ iç çàïðî-

ïîíîâàíèõ êëàñiâ òåñòîâèõ çàäà÷.

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ïÿòü àëãîðèòìîâ óïîðÿäî÷èâàíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ ðåøåíèÿ

ðàçðåæåííûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà íåñåðèàëüíîãî

äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà, âî-ïåðâûõ, áûëî îòìå÷åíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ çàäà÷ äèñêðåò-

íîé îïòèìèçàöèè, óïîðÿäî÷èâàíèå ïåðåìåííûõ îêàçûâàåò çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà

âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïîìèìî ýòîãî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðàçëè÷íûå ýâðèñòèêè óïî-

ðÿäî÷èâàíèÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíû äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàäà÷. È, íàêîíåö, áûëî

îòìå÷åíî, ÷òî ýâðèñòèêè MCS è MIN-FILL ïîêàçàëè íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò äëÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè èç ïðåäëîæåííûõ êëàññîâ òåñòîâûõ çàäà÷.

Êðîòîâ Ê. Â. Ãðàäèåíòíûé ìåòîä ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé îáðàáîòêè ðàç-
íîïðèîðèòåòíûõ òðåáîâàíèé â ìíîãîñòàäèéíîé ñèñòåìå ñ îäèíàêîâûì ïî-
ðÿäêîì îáñëóæèâàíèÿ / Ê. Â. Êðîòîâ, Ò. Þ. Êðîòîâà // Òàâðè÷åñêèé
âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. � 2011. � �1. � C. 93-105.

ÓÄÊ 519.854

Çãiäíî ç ïðèáëèæåíèìè ìåòîäàìè äèñêðåòíî¨ îïòèìiçàöi¨ âèêîíó¹òüñÿ ðîçâèòîê

ãðàäi¹íòíîãî ìåòîäà ñêëàäàííÿ ðîçêëàäiâ ó áàãàòîñòàäiéíèõ ñèñòåìàõ ç îäíàêîâèì

ïîðÿäêîì îáñëóãîâóâàííÿ âèìîã òà ðiçíîìàíiòíèìè ÷àñàìè ¨õ íàäõîäæåííÿ.

Íà îñíîâå ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè âûïîëíÿåòñÿ ðàçâèòèå

ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé â ìíîãîñòàäèéíûõ ñèñòåìàõ ñ îäèíà-

êîâûì ïîðÿäêîì îáñëóæèâàíèÿ è ðàçëè÷íûìè ïðèîðèòåòàìè òðåáîâàíèé.

Ëóêüÿíîâà Å.À. Ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàêòèâíûõ ñèñòåì ñ ïàðàëëåëü-
íûìè è ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðîöåññàìè / Å.À.Ëóêüÿíîâà, À.Â.Äåðåçà //
Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðì. è ìàòåì. � 2011. � �1. � C. 107-115.

ÓÄÊ 519.713.1 ÓÄÊ 51.681.3

Ó ðîáîòi ïðîïîíó¹òüñÿ ìåòîä ïîáóäîâè ñêëàäíî¨ áàãàòîáëîêîâî¨ ðåàëüíîi ñèñòåìè.

Âèðiøó¹òüñÿ çàäà÷à êîìáiíóâàííÿ ïîñëiäîâíîãî òà ïàðàëåëüíîãî âèêîíàííÿ ïî÷àò-

êîâèõ ïðîöåñiâ çà ðàõóíîê âèêîíàííÿ APPLY-îïåðàöii äëÿ OBDD, ïðåäñòàâëÿþùiõ

àâòîìàòè âiäïîâiäíèõ ìåðåæ Ïåòði êîìïîíåíò äîñëiäæóâàííîi ñèñòåìè.
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Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ñëîæíîé ìíîãîáëîêîâîé ðåàëüíîé ñèñòåìû.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à êîìáèíèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî è ïàðàëëåëüíîãî âûïîëíåíèÿ

èñõîäíûõ ïðîöåññîâ ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû çà ñ÷åò âûïîëíåíèÿ APPLY-îïåðàöèè

äëÿ OBDD, ïðåäñòàâëÿþùèõ àâòîìàòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåòåé Ïåòðè êîìïîíåíò èñ-

ñëåäóåìîé ñèñòåìû.

Òåðåùåíêî Â. Í. Îáîáùåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ êîìïëåêñà çàäà÷
â D-âèçóàëèçàöèè / Â. Í. Òåðåùåíêî, Â. À. Çóáàðåâ // Òàâðè÷åñêèé
âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. � 2011. � �1. � C. 117-126.

ÓÄÊ 004.925.8, 004.272.2

Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ñòâîðåííþ åôåêòèâíèõ ïiäõîäiâ ððîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ïîáóäîâè

âiçóàëüíèõ ìîäåëåé â ïðîñòîði Ed. Ïðîïîíó¹òüñÿ íîâà ïàðàäèãìà ñòâîðåííÿ àëãî-

ðèòìi÷íîãî ñåðåäîâèùà äëÿ âèðiøåííÿ êîìïëåêñó âçà¹ìîçâ'ÿçàíèõ ãåîìåòðè÷íèõ

çàäà÷ � óçàãàëüíåíèé ïàðàëåëüíî-ðåêóðñèâíèé àëãîðèòì, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹ íàáið

åôåêòèâíèõ ïàðàëåëüíèõ ïðîöåäóð ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà îñíîâó óçàãàëüíåíîãî àëãîðèòìó

óçÿòà ñòðàòåãiÿ ¾ðîçäiëÿé i âîëîäàðþé¿, ùî äîçâîëÿ¹ åôåêòèâíî âèêîðèñòîâóâà-

òè ïàðàëåëüíi îá÷èñëåííÿ íà êîæíîìó êðîöi àëãîðèòìó. Îäåðæàíî ïîêðàùåíó

åôåêòèâíiñòü ðîçâ'ÿçàííÿ, ÿê îêðåìèõ çàäà÷, òàê i ¨õ ñóêóïíîñòi. Âñòàíîâëåíi

îöiíêè ñêëàäíîñòi ðîçðîáëåíèõ ïðîöåäóð i çäiéñíåíà ¨õ ïðàêòè÷íà ðåàëiçàöiÿ, ùî

ïiäòâåðäèëà ¨õ åôåêòèâíiñòü.

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ñîçäàíèþ ýôôåêòèâíûõ ïîäõîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ âèçó-

àëüíûõ ìîäåëåé â ïðîñòðàíñòâå Ed.Ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ïàðàäèãìà ñîçäàíèÿ àëãîðèò-

ìè÷åñêîé ñðåäû äëÿ ðåøåíèÿ êîìïëåêñà âçàèìîñâÿçàííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ �

îáîáùåííûé ïàðàëëåëüíî-ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì, èñïîëüçóþùèé íàáîð ýôôåêòèâ-

íûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåäóð ðåøåíèÿ. Çà îñíîâó îáîáùåííîãî àëãîðèòìà âçÿòà ñòðà-

òåãèÿ ¾ðàçäåëÿé è âëàñòâóé¿, ÷òî ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ïàðàëëåëüíûå

âû÷èñëåíèÿ íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà. Ïîëó÷åíà óëó÷øåííàÿ ýôôåêòèâíîñòü ðå-

øåíèÿ, êàê îòäåëüíûõ çàäà÷, òàê è èõ ñîâîêóïíîñòè. Óñòàíîâëåíû îöåíêè ñëîæíîñòè

ðàçðàáîòàííûõ ïðîöåäóð è îñóùåñòâëåíà èõ ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ, ïîäòâåðäèâ-

øàÿ èõ ýôôåêòèâíîñòü.
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Ãàçèåâ Ý. Ë. Î ìàëûõ äâèæåíèÿõ è ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ ñèñòåìû
¾èäåàëüíàÿ æèäêîñòü � áàðîòðîïíûé ãàç¿ / Ý. Ë. Ãàçèåâ // Òàâðè÷åñêèé
âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. � 2011. � �1. � C. 127-137.

ÓÄÊ 517.9[58+8]:532.6

Â ðîáîòi ðîçãëÿíóòî ïðîáëåìó ìàëiõ ðóõèâ i âëàñíèõ êîëèâàíü ãiäðîäèíàìè÷íî¨

ñèñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç iäåàëüíî¨ ðiäèíè òà áàðîòðîïíîãî ãàçó òà âðàõîâóâà¹

ãðàâèòàöiéíå ïîëå òà ïîâåðõíåâèé íàòÿã. Äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ñòðóêòóðó ñïåêòðà

òà âëàñòèâîñòi âëàñíèõ ôóíêöèé.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ìàëûõ äâèæåíèÿõ è ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ ãèä-

ðîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ¾èäåàëüíàÿ æèäêîñòü � áàðîòðîïíûé ãàç¿ ñ ó÷åòîì ãðàâè-

òàöèîííûõ è êàïèëëÿðíûõ ñèë. Äîêàçàíà òåîðåìà î ñòðóêòóðå ñïåêòðà è ñâîéñòâàõ

ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Êðèëîâà À. Ñ. Äîñëiäæåííÿ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ âëàñíèõ ôóíêöié äëÿ
ñòðóííîãî õðåñòà / À. Ñ. Êðèëîâà // Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè
è ìàòåìàòèêè. � 2011. � �1. � C. 139-146.

ÓÄÊ 517.9: 519.7

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñïåêòðàëüíà çàäà÷à íà ñòðóííîìó õðåñòi ç êðàéîâèìè óìîâàìè

q � ïåðiîäè÷íîñòi, óìîâàìè êîíòàêòó òà áàëàíñó íàòÿãó. Â ðåçóëüòàòi îòðèìàíi

êîìïëåêñíîçíà÷íi âëàñíi ôóíêöi¨. Äëÿ äâîâèìiðíîãî òà òðèâèìiðíîãî ñòðóííîãî

õðåñòà ìà¹ìî äâîâèìiðíi òà îäíîâèìiðíi âëàñíi ïiäïðîñòîðè. �õ ñòðóêòóðà çàëåæèòü

âiä ïàðàìåòðó q.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à íà ñòðóííîì êðåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ-

ìè q � ïåðèîäè÷íîñòè, óñëîâèÿìè êîíòàêòè è áàëàíñà íàòÿæåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïî-

ëó÷åíû êîìïëåêñíîçíà÷íûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè. Äëÿ äâóõìåðíîãî è òðåõìåðíîãî

ñòðóííîãî êðåñòà èìååì äâóõìåðíûå è îäíîìåðíûå ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Èõ

ñòðóêòóðà çàâèñèò îò ïàðàìåòðà q.
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�7-05/1 òåêñò ñòàòòi ïîâèíåí áóòè âèêëàäåíèé ëàêîíi÷íî, çðîçóìiëî i âiäïîâiäàòè

òàêié ñòðóêòóðíié ñõåìi.

Ó âñòóïi íåîáõiäíî ÷iòêî âèäiëèòè (êóðñèâîì) òàêi ïóíêòè:

� Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi òà ¨¨ çâ'ÿçîê iç âàæëèâèìè íàóêîâèìè

÷è ïðàêòè÷íèìè çàâäàííÿìè

� Àíàëiç îñòàííiõ äîñëiäæåíü i ïóáëiêàöié, â ÿêèõ çàïî÷àòêîâàíî ðîçâ'ÿçàííÿ äà-

íî¨ ïðîáëåìè i íà ÿêi ñïèðà¹òüñÿ àâòîð

� Íåâèðiøåíi ðàíiøå ÷àñòèíè çàãàëüíî¨ ïðîáëåìè, êîòðèì ïðèñâÿ÷ó¹òüñÿ çàçíà÷åíà

ñòàòòÿ

� Ôîðìóëþâàííÿ öiëåé ñòàòòi (ïîñòàíîâêà çàäà÷i)

Ó âèñíîâêó ç äàííîãî äîñëiäæåííÿ íåîáõiäíî ÷iòêî âèäiëèòè (êóðñèâîì) ðåçóëüòà-

òè äîñëiäæåííÿ òà ïåðñïåêòèâè ïîäàëüøèõ ðîçâiäîê ó öüîìó íàïðÿìêó.
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4. Ó ñòàòòi íåîáõiäíî äîòðèìóâàòèñü òåðìiíîëîãi¨, ïðèéíÿòî¨ äåðæàâíèì ñòàíäàðòîì;

âèêîðèñòîâóþ÷è íîâèé òåðìií àáî àáðåâiàòóðó, àâòîð ïîâèíåí ðîçøèôðóâàòè òà ïî-

ÿñíèòè ¨õ.

5. Âèêîðèñòàíà ëiòåðàòóðà íàâîäèòüñÿ çàãàëüíèì ñïèñêîì íàïðèêiíöi ñòàòòi çà ïîðÿä-

êîì ïîñèëàííÿ íà íå¨ â òåêñòi (â êâàäðàòíèõ äóæêàõ) ìîâîþ îðiãiíàëó, âiäïîâiäíî äî

ôîðìè Ô23 áþëåòåíþ ÂÀÊ Óêðà¨íè, 2008, �3.

6. Ñòàòòÿ ìà¹ áóòè ïiäãîòîâëåíà çà äîïîìîãîþ âèäàâíè÷î¨ ñèñòåìè LATEX ç âè-

êîðèñòàííÿì ñòèëüîâîãî ïàêåòó twim.sty, ÿêèé ìîæíî îòðèìàòè çà àäðåñîþ

www.tvim.info. Ôàéëè ñòàòòi ó ôîðìàòi TeX i PDF (ïëþñ ãðàôi÷íi ôàéëè, ÿêùî

ïîòðiáíi) íåîáõiäíî ïðèêðiïèòè äî çàÿâêè íà ïóáëiêàöiþ ñòàòòi íà ñàéòi æóðíàëó.

Ðîáîòà ðåäàêöi¨ ç àâòîðàìè

1. Ìàòåðiàëè íåîáõiäíî íàäiñëàòè çà äîïîìîãîþ ñàéòà www.tvim.info, à òàêîæ ó

âèãëÿäi �òâåðäî¨� êîïi¨ çà àäðåñîþ ðåäàêöi¨: Òàâðiéñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåð-

ñèòåò iì.Â. I. Âåðíàäñüêîãî, ïð-ò Âåðíàäñüêîãî, 4, ì.Ñèìôåðîïiëü, Êðèì,

Óêðà¨íà, 95007.

2. Ðåäàêöiÿ çàëèøà¹ çà ñîáîþ ïðàâî âíåñåííÿ çìií ðåäàêöiéíîãî õàðàêòåðó áåç çãîäè ç

àâòîðîì (-àìè).

3. Çà íåîáõiäíîñòi àâòîðó (-àì) íàäñèëà¹òüñÿ êîðåêòóðà ñòàòòi.

4. Îñòàòî÷íå ðiøåííÿ ïðî ïóáëiêàöiþ ïðèéìà¹ ðåäàêöiéíà êîëåãiÿ.

5. Ðóêîïèñ, ÿêèé íàäiéøîâ äî ðåäàêöi¨ ç ïîðóøåííÿì çàçíà÷åíèõ ïðàâèë îôîðìëåííÿ,

íå ðå¹ñòðó¹òüñÿ i íå ðîçãëÿäà¹òüñÿ, à ïîâåðòà¹òüñÿ àâòîðó (-àì) äëÿ äîîïðàöþâàííÿ.

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1' 2011
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ÄÎ ÓÂÀÃÈ ÀÂÒÎÐIÂ!

Ïðî ïiäâèùåííÿ âèìîã äî ôàõîâèõ âèäàíü, âíåñåíèõ äî ïåðåëiêiâ ÂÀÊ
Óêðà¨íè

ÏÎÑÒÀÍÎÂÀ

ÏÐÅÇÈÄI� ÂÈÙÎ� ÀÒÅÑÒÀÖIÉÍÎ� ÊÎÌIÑI� ÓÊÐÀ�ÍÈ
âiä 15.01.2003 ð. �7-05/1

Íåîáõiäíîþ ïåðåäóìîâîþ äëÿ âíåñåííÿ âèäàíü äî ïåðåëiêó íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàíü

Óêðà¨íè ¹ ¨õ âiäïîâiäíiñòü âèìîãàì ïóíêòó 7 ïîñòàíîâè Ïðåçèäi¨ ÂÀÊ Óêðà¨íè âiä

10.02.1999 ð. �1-02/3 �Ïðî ïóáëiêàöi¨ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöié íà çäîáóòòÿ íàóêîâèõ

ñòóïåíiâ äîêòîðà i êàíäèäàòà íàóê òà ¨õ àïðîáàöiþ�.

... Ðåäàêöiéíèì êîëåãiÿì îðãàíiçóâàòè íàëåæíå ðåöåíçóâàííÿ òà ðåòåëüíèé âiäáið ñòà-

òåé äî äðóêó. Çîáîâ'ÿçàòè ¨õ ïðèéìàòè äî äðóêó ó âèäàííÿ 2003 ðîêó òà é ó ïîäàëüøi

ðîêè ëèøå íàóêîâi ñòàòòi, ÿêi ìàþòü òàêi íåîáõiäíi åëåìåíòè: ïîñòàíîâêó ïðîáëåìè

ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi òà ¨¨ çâ'ÿçîê iç âàæëèâèìè íàóêîâèìè ÷è ïðàêòè÷íèìè çàâ-

äàííÿìè; àíàëiç îñòàííiõ äîñëiäæåíü i ïóáëiêàöié, â ÿêèõ çàïî÷àòêîâàíî ðîçâ'ÿçàííÿ

äàííî¨ ïðîáëåìè i íà ÿêi ñïèðà¹òüñÿ àâòîð; âèäiëåííÿ íåâèðiøåíèõ ðàíiøå ÷àñòèí

çàãàëüíî¨ ïðîáëåìè, êîòðèì ïðèñâÿ÷ó¹òüñÿ çàçíà÷åíà ñòàòòÿ; ôîðìóëþâàííÿ öiëåé

ñòàòòi (ïîñòàíîâêà çàäà÷i); âèêëàä îñíîâíîãî ìàòåðiàëó äîñëiäæåííÿ ñ ïîâíèì îá-

ãðóíòóâàííÿì íàóêîâèõ ðåçóëüòàòiâ; âèñíîâêè ç äàíîãî äîñëiäæåííÿ i ïåðñïåêòèâè

ïîäàëüøèõ ðîçâiäîê ó öüîìó íàïðÿìêó.

Ãîëîâà ÂÀÊ Óêðà¨íè Â.Â.Ñêîïåíêî

Â÷åíèé ñåêðåòàð Ë.Ì.Àðòþøèí

¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê iíôîðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �1' 2011
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