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Ñ 12 ïî 19 îêòÿáðÿ 2010 ãîäà â �óìûíèè (ã. Áóõàðåñò) ñîñòîÿëèñü ïîëó-�èíàëüíûå ñîðåâíîâàíèÿ ×åìïèîíàòà ìèðà ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ ñðåäèóíèâåðñèòåòñêèõ êîìàíä Þãî-Âîñòî÷íîãî ðåãèîíà Åâðîïû.Â ñîðåâíîâàíèÿõ ó÷àñòâîâàëè 53 êîìàíäû èç 7 ñòðàí (�óìûíèè, Óêðàèíû, Áîë-ãàðèè, Ìàêåäîíèè, Òóðöèè, Ñåðáèè è �ðåöèè). Ïî ðåçóëüòàòàì îëèìïèàäû 9 óêðà-èíñêèõ êîìàíä âîøëè â ïåðâóþ äåñÿòêó ñèëüíåéøèõ êîìàíä ðåãèîíà.ÏÅ�ÂÎÅ ÌÅÑÒÎ çàíÿëà êîìàíäà TTL300 Òàâðè÷åñêîãî íàöèîíàëüíî-ãî óíèâåðñèòåòà èì. Â. È. Âåðíàäñêîãî â ñîñòàâå: Âèêòîð Áàðèíîâ, Àëåê-ñàíäð Áàðûêèí è Âëàäèìèð Êðåñòüÿííèêîâ (ñòóäåíòû �àêóëüòåòà ìàòåìàòèêèè èí�îðìàòèêè). Êîìàíäà TTL300 çàâîåâàëà ïðàâî ó÷àñòâîâàòü â �èíàëå ÷åìïèî-íàòà ìèðà, êîòîðûé ñîñòîèòñÿ â Åãèïòå â ìàðòå 2011 ã.×åòâåðòîå ìåñòî òàêæå çàíÿëà êîìàíäà Òàâðè÷åñêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñè-òåòà (Akai) â ñîñòàâå: Àëåêñàíäð Ìàíãèëåâ, Àëåêñàíäð Ìèëàíèí, ÀëåêñàíäðÂèíö (ñòóäåíòû �àêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èí�îðìàòèêè).�åäàêöèÿ æóðíàëà ÒÂÈÌ ïîçäðàâëÿåò ìîëîäûõ êðûìñêèõ ïðîãðàì-ìèñòîâ è èõ òðåíåðà äîöåíòà êà�åäðû èí�îðìàòèêè �àêóëüòåòà ìà-òåìàòèêè è èí�îðìàòèêè ÒÍÓ Êîçëîâà Àëåêñàíäðà Èâàíîâè÷à ñ ýòèìçíà÷èòåëüíûì ðåçóëüòàòîì è æåëàåò èì áîëüøèõ óñïåõîâ!
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�åäàêöèîííûé Ñîâåò æóðíàëà ÒÂÈÌ ñåðäå÷íî ïîçäðàâëÿåò þáèëÿðà!Àëåêñàíäð Äàâèäîâè÷ �ëóáî÷àíñêèé ïîñâÿòèë ïî÷òè ïîëâåêà ñâîåé æèçíè àêòèâ-íîé äåÿòåëüíîñòè â îáëàñòè ïðèêëàäíîé è òåîðåòè÷åñêîé èí�îðìàòèêè. Îí â ÷èñëåïåðâûõ êðûìñêèõ ìàòåìàòèêîâ íà÷àë çàíèìàòüñÿ ïðîãðàììèðîâàíèåì, àëãîðèòìè-÷åñêèì ìîäåëèðîâàíèåì, âíåäðåíèåì èí�îðìàöèîííûõ ñèñòåì.Çàêîí÷èâ �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé �àêóëüòåò Ñèì�åðîïîëüñêîãî ïåäàãîãè÷å-ñêîãî èíñòèòóòà (íûíå � Òàâðè÷åñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò) â 1962 ãî-äó, À. �ëóáî÷àíñêèé ïðåïîäàâàë â Ñåâàñòîïîëüñêîì âûñøåì âîåííî-ìîðñêîì ó÷è-ëèùå (1962-1967 ãã.), ó÷èëñÿ â àñïèðàíòóðå Èíñòèòóòà òåõíè÷åñêîé êèáåðíåòèêèÀÍ ÁÑÑ� (1967-1971 ãã.). Óæå â 1967 ãîäó îí âîçãëàâèë áþðî ðàçðàáîòêè çàäà÷îòäåëà ÀÑÓÏ Ñèì�åðîïîëüñêîãî çàâîäà òåëåâèçîðîâ, ãäå ðàçâåðíóëàñü èíòåðåñíàÿè ïëîäîòâîðíàÿ ðàáîòà ïî âíåäðåíèþ èäåé àâòîìàòèçèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ â ïðîèç-âîäñòâî. Àëåêñàíäð Äàâèäîâè÷ óñïåøíî ñïðàâëÿëñÿ ñ ñàìûìè òðóäíûìè ïðîáëåìàìèâ èí�îðìàòèêå: äîâåäåíèÿ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ äî ðåàëüíî è íàäåæíî ðàáîòà-þùèõ ñèñòåì.Â 1972-1977 ãîäàõ À. Ä. �ëóáî÷àíñêèé ðàáîòàë çàìåñòèòåëåì äèðåêòîðà ÈÂÖÊðûìîáëñåëüõîçòåõíèêè ïî ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì ìåòîäàì, çàòåì � ãëàâíûìêîíñòðóêòîðîì ÑÀÏ� ÑÊÁ ¾Ïðîäìàø¿ (1977-1986 ãã.), ãëàâíûì èíæåíåðîì ïðîåêòàÑÀÏ� ÂÍÈÏÈ ¾Øåëü�¿ (1986-1991 ãã.), çàâåäóþùèì ëàáîðàòîðèåé èí�îðìàöèîí-íîãî è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ ÀÑÓ ÒÏ ÍÏÎ ¾Àãðîïðèáîð¿ (1991-1996 ãã.).Â 1996-2000 ãîäàõ À. Ä. �ëóáî÷àíñêèé ðàáîòàë çàâåäóþùèì êà�åäðîé ñèñòåì-íîãî àíàëèçà è èí�îðìàòèçàöèè ÒÈÏÏ. Èì îïóáëèêîâàíî áîëåå 40 íàó÷íûõ ðàáîòïî ýêîíîìè÷åñêîé êèáåðíåòèêå, ñèñòåìíîìó àíàëèçó, èí�îðìàöèîííûì ñèñòåìàì èòåõíîëîãèÿì. �ÿä åãî ðàáîò ïî òåîðèè ðàñïèñàíèé áûë âûïîëíåí ïîä ðóêîâîäñòâîìàêàäåìèêà ÀÍ ÁÑÑ� Òàíàåâà Â.Ñ.Æåëàåì Àëåêñàíäðó Äàâèäîâè÷ó çäîðîâüÿ è äàëüíåéøèõ òâîð÷åñêèõóñïåõîâ!
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t. The problem of stability of the zero solution of a nonlinear system of ordinary di�erentialequations with impulse perturbation at �xed moments is 
onsidered. The system of linear approximationis supposed to be non-asymtoti
ally stable. Su�
ient 
onditions on the uniform asymptoti
 stability ofthe 
omplete system are obtained. ÂâåäåíèåÑèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûì âîçäåé-ñòâèåì (êîðî÷å, èìïóëüñíàÿ ñèñòåìà) ìîäåëèðóåò ïîâåäåíèå ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññàñ êîíå÷íîìåðíûì âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûé â íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè ðåçêîèçìåíÿåò ñâîå ïîëîæåíèå. Ïðè ýòîì ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñòîëü âå-ëèêà, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü ýòî èçìåíåíèå ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííûì. Ôèçè÷åñêèìè ïðè-ìåðàìè òàêèõ ÿâëåíèé ÿâëÿþòñÿ ìåõàíè÷åñêèå óäàðû, ýëåêòðè÷åñêèå èìïóëüñû è ò.ï.Èòîãè ïåðâûõ ïÿòíàäöàòè ëåò ðàçâèòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñèñòåì ñ èìïóëüñ-íûì âîçäåéñòâèåì ïîäâåäåíû â ìîíîãðà�èè À.Ì.Ñàìîéëåíêî è Í.À.Ïåðåñòþêà [1℄,çà êîòîðîé ïîñëåäîâàëè êíèãè [2℄-[5℄. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ýòî íàïðàâëåíèå â òåî-ðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îñíîâàòåëüíî ðàçðàáîòàíî è áèáëèîãðà�èÿ èñ-ñëåäîâàòåëüñêèõ ñòàòåé íàñ÷èòûâàåò ñîòíè íàèìåíîâàíèé.Îäíèì èç âàæíåéøèõ âîïðîñîâ ïðè àíàëèçå ëþáîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé, ðàññìîòðåííàÿ óæå â ïåðâîé ïóá-ëèêàöèè ïî ñèñòåìàì ñ èìïóëüñàìè [7℄. Ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ âàæíî èìåòüý��åêòèâíûå èíñòðóìåíòû äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè êîíêðåòíûõ óðàâíåíèé.Îáùåïðèçíàíî, ÷òî èìåííî òàêèì èíñòðóìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä �óíêöèé Ëÿïóíîâà(íàçûâàåìûé îáû÷íî ïðÿìûì èëè âòîðûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà) [8℄. �àçëè÷íûì àñïåê-òàì çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè è ðàçâèòèÿ ïðÿìîãî ìåòîäà äëÿ èìïóëüñíûõ ñèñòåì óäåëå-íî ìíîãî âíèìàíèÿ â ìîíîãðà�èÿõ [1℄�[6℄ è ïîñâÿùåíû ñòàòüè [9℄�[20℄, ñîñòàâëÿþùèåëèøü ìàëóþ ÷àñòü ïóáëèêàöèé ïîñëåäíåãî âðåìåíè ïî ýòîé òåìàòèêå.Îáðàòèìîñòü îñíîâíûõ òåîðåì ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà (ñì., íàïðèìåð, [12, 20℄)ñâèäåòåëüñòâóåò î åãî óíèâåðñàëüíîñòè. Îäíàêî ïîäáîð ïîäõîäÿùåé �óíêöèè Ëÿïó-íîâà, óäîâëåòâîðÿþùåé ýòèì òåîðåìàì, ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî òðóäíûì. Íåçðÿ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíî ìíåíèå, ÷òî ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ïðÿìîãî ìåòîäàËÿïóíîâà ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå èñêóññòâîì, ÷åì íàóêîé. Ïîýòîìó ïîñòîÿííî àêòóàëüíà çà-äà÷à ïîèñêà óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè, ðàñøèðÿþùèõ êëàññ ïîäõîäÿùèõ �óíêöèé òèïàËÿïóíîâà è, òåì ñàìûì, îáëåã÷àþùèõ ïîäáîð òàêèõ �óíêöèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå



10 Àíàøêèí Î.Â., Äîâæèê Ò.Â., Ìèòüêî Î.Â.ïðåäëîæåíû íîâûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðå-øåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì â �èêñèðîâàííûå ìîìåíòûâðåìåíè â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ íå ïîçâîëÿåòîïðåäåëèòü õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè ïîëíîé ñèñòåìû. Èñïîëüçóþòñÿ èäåè, ñî÷åòàþùèåïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà è àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä óñðåäíåíèÿ [21℄-[23℄.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÎáùåïðèíÿòûì ñòàíäàðòîì çàïèñè ñèñòåì ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì â �èêñè-ðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè ñòàëà ñëåäóþùàÿ �îðìà_x = f(t; x); t 6= �k;�xjt=�k = hk(x); (1)ãäå x 2 Rn , 0 � �1 < �2 < : : : � �èêñèðîâàííûå ìîìåíòû èïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ,�k+1 � �k � � > 0, �xjt=�k = x(�k + 0)� x(�k � 0) � ñêà÷îê ðåøåíèÿ x(t) â ìîìåíò �k,k = 1; 2; : : :. Ñèñòåìà èìååò íóëåâîå ðåøåíèå: f(t; 0) = hk(0) = 0. Ñëåäóÿ óñòàíîâèâ-øåéñÿ òðàäèöèè [1℄, áóäåì ïðåäïîëàãàòü íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû (1) ñëå-âà, ò. å. x(t) = x(t � 0). Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî �óíêöèè f(t; x) è hk(x) óäî-âëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ D � Rn ðàâíîìåðíîïî t 2 R+ = ft 2 R : t � 0g è k = 1; 2; : : :. Êàê îáû÷íî, x(t) = x(t; t0; x0) åñòü ðåøåíèåçàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bh � Rn îòêðûòûé øàð ðàäèóñà h ñ öåíòðîì â íó-ëå (h-îêðåñòíîñòü íóëÿ).Íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) íàçîâåì� óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ ëþáûõ " > 0 è t0 � 0 íàéäåòñÿ Æ("; t0) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿëþáîãî x0 2 BÆ x(t; t0; x0) 2 B" ïðè âñåõ t � t0;� ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ ëþáîãî " > 0 íàéäåòñÿ Æ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿëþáûõ t0 � 0 è x0 2 BÆ x(t; t0; x0) 2 B" ïðè âñåõ t � t0;� ðàâíîìåðíî ïðèòÿãèâàþùèì, åñëè íåêîòîðîãî � > 0 è äëÿ ëþáîãî " > 0 íàéäåò-ñÿ �(") > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ t0 � 0 è x0 2 B� x(t; t0; x0) 2 B" ïðè âñåõ t � t0+�(");� ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîóñòîé÷èâûì è ðàâíîìåðíî ïðèòÿãèâàþùèì.�åøåíèå, íå ÿâëÿþùååñÿ óñòîé÷èâûì, íàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.Ñèñòåìó (1) íàçîâåì íåâîçìóùåííîé è áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî åå íóëåâîå ðåøå-íèå íåàñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âûâîä óñëîâèéóñòîé÷èâîñòè âîçìóùåííîé ñèñòåìû_y = F (t; y) = f(t; y) +R(t; y); t 6= �k;�yjt=�k = Hk(y) = hk(y) + rk(y); (2)ãäå jR(t; y)j = o(jyj), jr(t; y)j = o(jyj) ïðè jyj ! 0. Çäåñü è äàëåå j � j îáîçíà÷àåò íîðìóâ ñîîòâåòñòâóþùåì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Ïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè èìïóëüñíûõ ñèñòåì 11Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò ëèíåàðèçàöèÿ íåâîçìó-ùåííîé ñèñòåìû â íóëå _z = A(t)z; t 6= �k;�zjt=�k = Bkz; (3)ãäå jf(t; x) � A(t)xj = o(jxj), jhk(x) � Bkxj = o(jxj) ïðè jxj ! 0 ðàâíîìåðíîïî t � 0 è k = 1; 2; : : :. Ïóñòü Z(t; t0) åñòü ìàòðèöàíò ýòîé ñèñòåìû, íîðìèðîâàí-íûé ïðè t = t0, ò. å. Z(t0; t0) = I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ÷èñëà 0 < �1 � �2 òàêèå, ÷òî ðåøåíèå ëèíåàðèçàöèè z(t; t0; x0) = Z(t; t0)x0 ñ íà÷àëü-íûì óñëîâèåì z(t0) = x0 óäîâëåòâîðÿåò ïðè t � t0 è x0 2 D íåðàâåíñòâàì�1jx0j � jz(t; t0; x0)j � �2jx0jÝòî óñëîâèå çàâåäîìî áóäåò âûïîëíåíî, åñëè íîðìà jZ(t; t0)j îãðàíè÷åíà.Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ¾êëàññ Õàíà¿ � ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ñòðîãîâîçðàñòàþùèõ �óíêöèé a : R+ ! R+ , a(0) = 0, è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæå-ñòâî T = 1Sk=1(�k; �k+1).Ïóñòü V (t; x)��óíêöèÿ Ëÿïóíîâà íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû (1), íåïðåðûâíî äè�-�åðåíöèðóåìàÿ â îáëàñòè R+ �D è óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàìa(jxj) � V (t; x) � b(jxj); (4)dVdx ����(1) = �V�t (t; x) + �V�x (t; x)f(t; x) � 0; t 6= �k; (5)V (�k; x+ hk(x)) � V (�k; x); (6)ãäå a; b 2 K . Êàê ñëåäóåò èç [3℄, ýòè óñëîâèÿ îáåñïå÷èâàþò ðàâíîìåðíóþ óñòîé÷è-âîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû (1).Îáîçíà÷èì �(t; y) = �V�y (t; y)R(t; y), yk = y(�k), k = 1; 2; : : :.Êàê èçâåñòíî [1, ñòð. 20℄, ðåøåíèå y(t; t0; y0) ñèñòåìû (2) ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíè-ÿìè t0, y0 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäåy(t; t0; y0) = y0 + tZt0 F (s; y(s)) ds+ Xt0<�k<tHk(yk): (7)Âäîëü ðåøåíèÿ y(t) ñèñòåìû (2) �óíêöèÿ v(t) = V (t; y(t)) òàêæå áóäåò ïðåòåðïåâàòüðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà â ìîìåíòû èìïóëüñíûõ âîçäåéñòâèé �i. Ó÷èòûâàÿ (6)�(7), ïî-ëó÷èìV (t; y(t)) � V (t0; y0)+ tZt0 �(t; y) ds+ Xt0<�k<t[V (�k; yk+Hk(yk))�V (�k; yk+hk(yk))℄: (8)¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



12 Àíàøêèí Î.Â., Äîâæèê Ò.Â., Ìèòüêî Î.Â.�àçíîñòü ïîä çíàêîì ñóììû ïðåäñòàâèì â âèäåV (�k; yk+Hk(yk))� V (�k; yk+ hk(yk)) = 1Z0 �V�y (�k; yk+hk(yk)+�rk(yk))rk(yk) d�: (9)Îáîçíà÷àÿ Wk(y) = 1Z0 �V�y (�k; yk + hk(yk) + �rk(yk))rk(yk) d�; (10)îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èìV (t; y(t)) � V (t0; y0) + tZt0 �(t; y) ds+ Xt0<�k<tWk(yk): (11)Ïóñòü ' : J ! Rn � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå J � R �óíêöèÿ, èìåþùàÿíà íåì íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàçðûâîâ ïåðâîãî ðîäà. Îáîçíà÷èìk'kJ = supfj'(t)j; t 2 Jgíîðìó ' : J ! Rn â ïðîñòðàíñòâå KC(J) âñåõ òàêèõ �óíêöèé.Èñïîëüçóÿ ëåììó �ðîíóîëëà, ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêó ðîñòà íîðìû ðåøåíèÿ ñè-ñòåìû (1) íà ïðîèçâîëüíîì êîíå÷íîì îòðåçêå J = [t0; t0 + T ℄: jx(t; t0; x0)j � jx0j
onst,ãäå 
onst çàâèñèò òîëüêî îò äëèíû ïðîìåæóòêà J . Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâàäëÿ ðåøåíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû (2). Îöåíêó íîðìû ðàçíîñòè ðåøåíèé ñèñòåì (1)è (2) èëè ñèñòåì (2) è (3) íà îòðåçêå J ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè òåîðåìû 2.5èç [1, ñòð. 19℄ (òåîðåìà 4 â [5, ñòð. 25℄):jy(t; t0; y0)� x(t; t0; y0)j � ky � xkJ = o(jy0j) ïðè jy0j ! 0:Ïðè ýòîì îöåíêà ðàâíîìåðíà îòíîñèòåëüíî t0 � 0 è y0 èç çàäàííîé îêðåñòíîñòè íóëÿè çàâèñèò òîëüêî îò âåëè÷èíû T .2. Óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè×òîáû íå îáñóæäàòü âîçìîæíûå ïàòàëîãèè, â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîìîìåíòû èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ �k ðàñïðåäåëåíû áîëåå èëè ìåíåå ðàâíîìåðíî, àèìåííî, ïóñòü 0 < �1 � �k+1 � �k � �2; (12)äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîñòîÿííûõ �1 � �2. Íàïîìíèì, ÷òî íàìè ââåäåíûñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ �(t; y) = �V�y (t; y)R(t; y);Wk(y) = rk(y) 1Z0 �V�y (�k; y + hk(y) + �rk(y)) d�:¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Ïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè èìïóëüñíûõ ñèñòåì 13Òåîðåìà. Ïóñòü íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ V : R+ � D ! R óäîâëå-òâîðÿåò óñëîâèÿì (5)�(7) è â îáëàñòè R+ �D âûïîëíåíû òðåáîâàíèÿ:1) ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû M > 0, d1 > 1, d2 > 1 òàêèå, ÷òîj�(t; y)j �M jyjd1; jWk(y)j �M jxjd2 ; j�(t; x)� �(t; y)j �M�d1�1jx� yj;jWk(x)�Wk(y)j � M�d2�1jx� yj; 8x; y 2 B�; 0 < � < h; k = 1; 2; : : : ;2) ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû T0 > 0, è Æ > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ t0 � 0, y0 2 D,T > T0 âåðíî íåðàâåíñòâît0+TZt0 �(t; z(t; t0; y0)) dt+ Xt0<�k<t0+T Wk(z(�k; t0; y0)) � �2Æjy0jdT;ãäå d = minfd1; d2g > 1, z(t; t0; y0) � ðåøåíèå ñèñòåìû (3) ñ íà÷àëüíûì óñëî-âèåì z(t0) = y0.Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) ðàâíîìåðíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) ðàâíîìåðíî óñòîé÷è-âî ïî Ëÿïóíîâó. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ìàëîå " > 0 è íåêîòîðîå � 2 T . Ïîëî-æèì � = b�1(a("=2)) è ïóñòü y(t) � ðåøåíèå âîçìóùåííîé ñèñòåìû, òðàåêòîðèÿ êî-òîðîãî âûõîäèò â ìîìåíò � èç òî÷êè y� 2 B� � B"=2. Òîãäà V (�; y�) � b(�) < a("=2).Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì t0 � � V (t0; y(t0)) = a("=2) è V (t; y(t)) > a("=2) ïðèçíà÷åíèÿõ t > t0, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê t0. Îáîçíà÷èì y0 = y(t0) è ïîêàæåì,÷òî V (t0 + T; y(t0 + T )) < a("=2), ãäå T � T0 � íå çàâèñÿùàÿ îò t0 è y0 ïîñòîÿí-íàÿ. Ïðè ýòîì y(t) 2 B" íà ïðîìåæóòêå t 2 [t0; t0+T ℄. Îòñþäà ñðàçó áóäåò ñëåäîâàòüèñêîìàÿ ðàâíîìåðíàÿ óñòîé÷èâîñòü.Îöåíèì èçìåíåíèå �óíêöèè V íà îòðåçêå [t0; t0 + T ℄. Ïóñòü x(t) = x(t; t0; y0),z(t) = z(t; t0; y0) � ðåøåíèÿ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû (1) è ëèíåàðèçàöèè (3), ñîîòâåò-ñòâåííî, âûõîäÿùèå èç îäíîé è òîé æå òî÷êè (t0; y0). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî t 2 [t0; t0+T ℄,èç (8) � (9) ïîëó÷èìV (t; y(t)) � V (t0; y0) + tZt0 �(s; y(s)) ds+ Xt0<�k<tWk(yk) �� V (t0; y0) + tZt0 �(s; z(s)) ds+ Xt0<�k<tWk(zk)++ tZt0 j�(s; y(s))� �(s; z(s))j ds+ Xt0<�k<t ��Wk(yk)�Wk(zk)�� : (13)Â êîíöå ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî íà êîíå÷íîì ïðîìåæóò-êå J = [t0; t0 + T ℄ ñïðàâåäëèâû îöåíêèjy(t; t0; y0)� x(t; t0; y0)j � ky � xkJ = o(jy0j); ïðè jy0j ! 0; (14)¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



14 Àíàøêèí Î.Â., Äîâæèê Ò.Â., Ìèòüêî Î.Â.jx(t; t0; y0)� z(t; t0; y0)j � kx� zkJ = o(jy0j); ïðè jy0j ! 0; (15)jy(t; t0; y0)� z(t; t0; y0)j � ky � zkJ = o(jy0j); ïðè jy0j ! 0: (16)Ïðè ýòîì îöåíêè ðàâíîìåðíû îòíîñèòåëüíî t0 � 0 è y0 èç çàäàííîé îêðåñòíîñòèíóëÿ è çàâèñÿò òîëüêî îò âåëè÷èíû T . Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ òåîðåìû, èç ýòèõ îöåíîê íàîñíîâàíèè íåðàâåíñòâà (10), íåòðóäíî âûâåñòè ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: íàéäåòñÿ "0 > 0òàêîå, ÷òî ïðè óñëîâèè 0 < " � "0 â ìîìåíò t1 = t0 + T áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâîV (t1; y(t1)) � V (t0; y0)� Æjy0jdT < V (t0; y0): (17)Êðîìå òîãî, áëàãîäàðÿ (6) è (11) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì "0 > 0 òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿâîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ áóäåò îñòàâàòüñÿ â "-îêðåñòíîñòè íà÷àëà ïðè t0 � t � t0+T .Ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé, êîãäà t0 2 T . Åñëè t0 ñîâïàäàåò ñ ìîìåíòîì èìïóëüñíîãîâîçäåéñòâèÿ, ò.å. V (t0; y(t0)) � a("=2), à V (t0+0; y(t0+0)) > a("=2), òî îöåíêè (11)�(13)ñîõðàíÿòñÿ, ïîñêîëüêó jrk(x)j = o(jxj) ïðè jxj ! 0, è âñå âûâîäû îñòàíóòñÿ â ñèëå.Îáîçíà÷èì tp = t0 + pT , p = 1; 2; : : :. Áëàãîäàðÿ ðàâíîìåðíîñòè âñåõ ïîëó÷åííûõâûøå îöåíîê îòíîñèòåëüíî t0 2 R+ è y0 2 B"0 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî p èìååò ìåñòîíåðàâåíñòâî V (tp+1; y(tp+1)) � V (tp; y(tp))� Æjy(tp)jdT < V (tp; y(tp)):Ñëåäîâàòåëüíî0 < V (tp+1; y(tp+1)) � V (t0; y(t0))� ÆT pXl=0 jy(tl)jd < V (t0; y(t0)): (18)Ïîýòîìó jy(tl)j ! 0 ïðè l!1. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿâîçìóùåííîé ñèñòåìû ýòî îçíà÷àåò, ÷òî y(t)! 0.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èç íàøèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî �0-îêðåñòíîñòü,ãäå �0 = b�1(a("0=2)), íàõîäèòñÿ â îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ íóëåâîãî ðåøåíèÿ, ò.å.y(t; t0; y0)! 0 ïðè t!1 äëÿ ëþáîãî t0 2 R+ è y0 2 B�0 : �Ôîðìóëèðîâêó óñëîâèé òåîðåìû ìîæíî ñëåãêà óïðîñòèòü, åñëè ïîëî-æèòü d1 = d2 = d > 1.Êàê âîçìóùåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè R, òàê è âîçìóùåíèÿ ñêà÷êîâ ðåøåíèÿ rk ñóùå-ñòâåííî âëèÿþò íà ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû (2). Åñëè d1 < d2, òî äîìèíèðîâàòüáóäåò R, åñëè d2 < d1, òî äîìèíèðîâàòü áóäóò rk â ñëîæíîì âçàèìîäåéñòâèè ñ hk èðåøåíèåì ëèíåàðèçàöèè (3).Ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ, íàïðèìåð, òåîðåìå 18.1 îá àñèìïòîòè÷å-ñêîé óñòîé÷èâîñòè èç [1, ñòð. 132℄, óäîâëåòâîðÿåò è òðåáîâàíèÿì íàøåé òåîðåìû (ïðèâûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ (5)), ò.ê. ìîíîòîííî óáûâàåò âäîëü ðåøåíèé âîçìóùåííîé ñè-ñòåìû (2). Ïîýòîìó äîêàçàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðÿäà èçâåñòíûõ òåîðåìîá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. ¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010
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 Àõðàìîâè÷ Ì.Â., Ìóðàòîâ Ì.À.Òàâðè÷åñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî�àêóëüòåò ìàòåìàòèêè è èí�îðìàòèêèïð-ò Âåðíàäñêîãî, 4, ã. Ñèì�åðîïîëü, 95007, Óêðàèíàe-mail: mustafa_muratov�mail.ru fromen�bk.ruAbstra
t. We prove that the problem of 
lassi�
ation (up to a similarity transformation)the pair of nilpotent operators (A;B), A3 = B3 = 0 with 
ondition of q-
ommutation BA = qAB,where q 2 C; q 6= 0, is "wild". ÂâåäåíèåÂ ðàáîòàõ È.Ì.�åëü�àíäà, Â.Ô.Ïîíîìàðåâà [1℄ è Ñ.À.Êðóãëÿêà [2℄ (ñì. òàê-æå [3℄) áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à î êàíîíè÷åñêîì âèäå ïàðû êîììóòèðóþùèõ ëè-íåéíûõ îïåðàòîðîâ A è B â êîíå÷íîìåðíîì êîìïëåêñíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå Vîòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ ñîäåðæèò çàäà÷ó î êëàññè�èêàöèè ëþáîãî êî-íå÷íîãî ÷èñëà ïðîèçâîëüíûõ íåêîììóòèðóþùèõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A1; A2; : : : ; Ak.Ïîýòîìó ïîïûòêà íåïîñðåäñòâåííîãî íàõîæäåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî âèäà ïàðû êîììó-òèðóþùèõ îïåðàòîðîâ (A;B), ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ, íå èìååòñìûñëà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ¾äèêîé¿ (ñì. [4℄,[5℄)). Â äàííîé çàìåòêå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî¾äèêîé¿ ÿâëÿåòñÿ è çàäà÷à êëàññè�èêàöèè, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäî-áèÿ, ïàðû íèëüïîòåíòíûõ îïåðàòîðîâ (A;B), A3 = B3 = 0, ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèåìq-êîììóòàöèè: BA = qAB, ãäå q 2 C; q 6= 0.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ�àññìîòðèì êîíå÷íîå ñåìåéñòâî (A1; A2; : : : ; Am) îïåðàòîðîâ èç B(V). Òàêîå ñå-ìåéñòâî ïðè m > 1 áóäåì íàçûâàòü òàêæå m-êîé èëè íàáîðîì îïåðàòîðîâ â V.Îïðåäåëåíèå 1. m-êà (A1; A2; : : : ; Am) îïåðàòîðîâ èç B(V) íàçûâàåòñÿ íåðàçëî-æèìîé, åñëè âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîé ñóììûíåòðèâèàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ V =MuN;èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî êàæäîãî îïåðàòîðà Ak, k = 1; 2; : : : ; m.Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé êðèòåðèé íåðàçëîæèìîñòè.Ïðåäëîæåíèå 1. m-êà (A1; A2; : : : ; Am) îïåðàòîðîâ èç B(V) ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæè-ìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èç óñëîâèÿ:RAk = AkR; k = 1; 2; : : : ; m; R2 = Rñëåäóåò, ÷òî R = 0 èëè R = I.



18 Àõðàìîâè÷ Ì.Â., Ìóðàòîâ Ì.À.Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü V è W äâà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâà. Íàáîðû îïåðàòîðîâ(A1; A2; : : : ; Am) â V è (B1; B2; : : : ; Bm) âW íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè ñóùåñòâóåòîáðàòèìûé îïåðàòîð S : V!W òàêîé, ÷òîSAkS�1 = Bk; k = 1; 2; : : : ; m:Ïîäîáèå íàáîðîâ îïåðàòîðîâ (A1; A2; : : : ; Am) è (B1; B2; : : : ; Bm) áóäåì îáîçíà÷àòü(A1; A2; : : : ; Am) s (B1; B2; : : : ; Bm)èëè (A1; A2; : : : ; Am) Ss (B1; B2; : : : ; Bm)
2. q-êîììóòèðóþùèå ïàðû îïåðàòîðîâÏóñòü (A;B) � ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà îïåðàòîðîâ èç B(V). �àññìîòðèì ëèíåéíîåïðîñòðàíñòâî

V =M 4Xk=1Vk; Vk = V; k = 1; 2; 3; 4;è ïàðó îïåðàòîðîâ A ;B 2 B(V ):
A = 0BB� 0 0 I 00 0 0 A0 0 0 I0 0 0 0 1CCA ; B = 0BB� 0 qI 0 00 0 0 B0 0 0 A0 0 0 0 1CCA ;ãäå q 2 C; q 6= 0.Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ïðåäëîæåíèå 2. Îïåðàòîðû A è B óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì:1)BA = qA B;2)A 3 = B3 = 0.Äîïóñòèì, ÷òî èìååòñÿ äâå ïàðû îïåðàòîðîâ (A;B) â ïðîñòðàíñòâå V è ( eA; eB)â ïðîñòðàíñòâå eV. Ïîñòðîèì, êàê è âûøå, îïåðàòîðû (A ;B) â ïðîñòðàíñòâå

V = L 4Pk=1Vk, Vk = V, k = 1; 2; 3; 4 è îïåðàòîðû ( fA ; eB) â ïðîñòðàíñòâåeV =L 4Pk=1 eVk, eVk = eV, k = 1; 2; 3; 4.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Î êëàññè�èêàöèè ïàðû q-êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ 19Ëåììà 1. Ïóñòü S : V ! eV � òàêîé îïåðàòîð, ÷òî
S A = fA S ; S B = eBS :Òîãäà îïåðàòîð S èìååò âèä:

S = 0BB� S S12 S13 S140 S 0 S240 0 S S340 0 0 S 1CCA :Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îïåðàòîð S èìååò âèä:
S = 0BB� S11 S12 S13 S14S21 S22 S23 S24S31 S32 S33 S34S41 S42 S43 S44 1CCA :Òîãäà

S A = 0BB� S11 S12 S13 S14S21 S22 S23 S24S31 S32 S33 S34S41 S42 S43 S44 1CCA0BB� 0 0 I 00 0 0 A0 0 0 I0 0 0 0 1CCA =
= 0BB� 0 0 S11 S12A+ S130 0 S21 S22A+ S230 0 S31 S32A+ S330 0 S41 S42A+ S43 1CCA ;

fA S = 0BB� 0 0 eI 00 0 0 eA0 0 0 eI0 0 0 0 1CCA0BB� S11 S12 S13 S14S21 S22 S23 S24S31 S32 S33 S34S41 S42 S43 S44 1CCA =
= 0BB� S31 S32 S33 S34eAS41 eAS42 eAS43 eAS44S41 S42 S43 S440 0 0 0 1CCA ;

S B = 0BB� S11 S12 S13 S14S21 S22 S23 S24S31 S32 S33 S34S41 S42 S43 S44 1CCA0BB� 0 qI 0 00 0 0 B0 0 0 A0 0 0 0 1CCA =
= 0BB� 0 qS11 0 S12B + S13A0 qS21 0 S22B + S23A0 qS31 0 S32B + S33A0 qS41 0 S42B + S43A 1CCA ;¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



20 Àõðàìîâè÷ Ì.Â., Ìóðàòîâ Ì.À.eBS = 0BB� 0 qeI 0 00 0 0 eB0 0 0 eA0 0 0 0 1CCA0BB� S11 S12 S13 S14S21 S22 S23 S24S31 S32 S33 S34S41 S42 S43 S44 1CCA =
= 0BB� qS21 qS22 qS23 qS24eBS41 eBS42 eBS43 eBS44eAS41 eAS42 eAS43 eAS440 0 0 0 1CCA :Òàê êàê

S A = fA S ; S B = eBS ;òî èìååì ñëåäóþùèå ñèñòåìû ðàâåíñòâ:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

0 = S310 = S32S11 = S33S12A + S13 = S340 = eAS410 = eAS42S21 = eAS43S22A + S23 = eAS440 = S410 = S42S31 = S43S32A + S33 = S44S41 = 0S42A + S43 = 0;

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

0 = qS21qS11 = qS220 = qS23S12B + S13A = qS240 = eBS41qS21 = eBS420 = eBS43S22B + S23A = eBS440 = eAS41qS31 = eAS420 = eAS43S32B + S33A = eAS44qS41 = 0S42B + S43A = 0:Ñëåäîâàòåëüíî, 8>><>>: S21 = S23 = 0S31 = S32 = 0S41 = S42 = S43 = 0S11 = S22 = S33 = S44 = S:Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð S èìååò âèä
S = 0BB� S S12 S13 S140 S 0 S240 0 S S340 0 0 S 1CCA :¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Î êëàññè�èêàöèè ïàðû q-êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ 21Ïðè ýòîì, 8>><>>: S12A + S13 = S34S12B + S13A = qS24SA = eASSB = eBS: �Òåîðåìà 1. Ïàðû îïåðàòîðîâ (A;B) è ( eA; eB) ïîäîáíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàïîäîáíû ïàðû îïåðàòîðîâ (A ;B) è ( fA ; eB).Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (A;B) Ss ( eA; eB). Òîãäà (A ;B) Ss ( fA ; eB),ãäå îïåðàòîð S èìååò âèä
S = 0BB� S 0 0 00 S 0 00 0 S 00 0 0 S 1CCA :Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè (A ;B) Ss ( fA ; eB), ãäå

S : V ! eV ;òàêîé íåâûðîæäåííûé îïåðàòîð, ÷òî
S A = fA S ; S B = eBS :Â ñèëó ëåììû 1, îïåðàòîð S èìååò âèä:

S = 0BB� S S12 S13 S140 S 0 S240 0 S S340 0 0 S 1CCA :Ïðè ýòîì, � SA = eASSB = eBS:Ñëåäîâàòåëüíî, (A;B) Ss ( eA; eB). �Òåîðåìà 2. Ïàðà îïåðàòîðîâ (A;B) íåðàçëîæèìà â ïðîñòðàíñòâå V òîãäà è òîëü-êî òîãäà, êîãäà ïàðà îïåðàòîðîâ (A ;B) íåðàçëîæèìà â ïðîñòðàíñòâå V .Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïàðà îïåðàòîðîâ (A;B) íåðàçëîæèìà â ïðî-ñòðàíñòâå V. Äîïóñòèì, ÷òî ïàðà îïåðàòîðîâ (A ;B) ðàçëîæèìà â ïðîñòðàíñòâå V .Òîãäà, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1, ñóùåñòâóþò èäåìïîòåíòû P1 è P2 òàêèå, ÷òî
P1 + P2 = I ; P1P2 = P2P1 = 0; [Pj;A ℄ = [Pj;B℄ = 0; j = 1; 2:¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



22 Àõðàìîâè÷ Ì.Â., Ìóðàòîâ Ì.À.Â ñèëó ëåììû 1, îïåðàòîðû P1 è P2 èìåþò âèä:
Pj = 0BBB� Pj S(j)12 S(j)13 S(j)140 Pj 0 S(j)240 0 Pj S(j)340 0 0 Pj

1CCCA ; j = 1; 2:Òàê êàê P2j = Pj, òî8>>>>>>><>>>>>>>:
P 2j = PjPjS(j)12 + S(j)12 Pj = S(j)12PjS(j)13 + S(j)13 Pj = S(j)13PjS(j)14 + S(j)12 S(j)24 + S(j)13 S(j)34 + S(j)14 Pj = S(j)14PjS(j)24 + S(j)24 Pj = S(j)24PjS(j)34 + S(j)34 Pj = S(j)34 :Òàê êàê P1 + P2 = eI, òî 8>>>>>>><>>>>>>>:

P1 + P2 = IS(1)12 + S(2)12 = 0S(1)13 + S(2)13 = 0S(1)14 + S(2)14 = 0S(1)24 + S(2)24 = 0S(1)34 + S(2)34 = 0:Èç óñëîâèé P1P2 = P2P1 = 0 ñëåäóåò, ÷òî8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
P1P2 = P2P1 = 0P1S(2)12 + S(1)12 P2 = P2S(1)12 + S(2)12 P1 = 0P1S(2)13 + S(1)13 P2 = P2S(1)13 + S(2)13 P1 = 0P1S(2)14 + S(1)12 S(2)24 + S(1)13 S(2)34 + S(1)14 P2 == P2S(1)14 + S(2)12 S(1)24 + S(2)13 S(1)34 + S(2)14 P1 = 0P1S(2)24 + S(1)24 P2 = P2S(1)24 + S(2)24 P1 = 0P1S(2)34 + S(1)34 P2 = P2S(1)34 + S(2)34 P1 = 0:Òàê êàê [Pj;A ℄ = 0 è

PjA = 0BBB� Pj S(j)12 S(j)13 S(j)140 Pj 0 S(j)240 0 Pj S(j)340 0 0 Pj
1CCCA0BB� 0 0 I 00 0 0 A0 0 0 I0 0 0 0 1CCA =

= 0BB� 0 0 Pj S(j)12 A+ S(j)130 0 0 PjA0 0 0 Pj0 0 0 0 1CCA ;¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Î êëàññè�èêàöèè ïàðû q-êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ 23
A Pj = 0BB� 0 0 I 00 0 0 A0 0 0 I0 0 0 0 1CCA0BBB� Pj S(j)12 S(j)13 S(j)140 Pj 0 S(j)240 0 Pj S(j)340 0 0 Pj

1CCCA =
= 0BB� 0 0 Pj S(j)340 0 0 APj0 0 0 Pj0 0 0 0 1CCA ;òî � S(j)12 A + S(j)13 = S(j)34PjA = APj;Íàêîíåö, òàê êàê [Pj;B℄ = 0 è

PjB = 0BBB� Pj S(j)12 S(j)13 S(j)140 Pj 0 S(j)240 0 Pj S(j)340 0 0 Pj
1CCCA0BB� 0 qI 0 00 0 0 B0 0 0 A0 0 0 0 1CCA =

= 0BB� 0 qPj 0 S(j)12 B + S(j)13 A0 0 0 PjB0 0 0 PjA0 0 0 0 1CCA ;
BPj = 0BB� 0 qI 0 00 0 0 B0 0 0 A0 0 0 0 1CCA0BBB� Pj S(j)12 S(j)13 S(j)140 Pj 0 S(j)240 0 Pj S(j)340 0 0 Pj

1CCCA =
= 0BB� 0 qPj 0 qS(j)240 0 0 BPj0 0 0 APj;0 0 0 0 1CCA :òî 8<: S(j)12 B + S(j)13 A = qS(j)24PjB = BPjPjA = APj;Òàêèì îáðàçîì, 8>>>><>>>>: P 2j = Pj 6= 0P1 + P2 = IP1P2 = P2P1 = 0PjB = BPjPjA = APj;¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



24 Àõðàìîâè÷ Ì.Â., Ìóðàòîâ Ì.À.è, çíà÷èò, ïàðà îïåðàòîðîâ (A;B) ðàçëîæèìà â ïðîñòðàíñòâå V, âîïðåêè ïðåäïî-ëîæåíèþ. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïàðà îïåðàòîðîâ (A ;B) íåðàçëîæèìà âïðîñòðàíñòâå V .Äîñòàòî÷íîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî ïàðà îïåðàòîðîâ (A ;B) íåðàçëîæèìà â ïðî-ñòðàíñòâå V . Åñëè ïàðà îïåðàòîðîâ (A;B) ðàçëîæèìà â ïðîñòðàíñòâå V, òî, â ñèëóóòâåðæäåíèÿ 1, ñóùåñòâóþò èäåìïîòåíòû P1 è P2 òàêèå, ÷òî8>>>><>>>>: P 2j = Pj 6= 0P1 + P2 = IP1P2 = P2P1 = 0PjB = BPjPjA = APj:Òîãäà äëÿ îïåðàòîðîâ
Pj = 0BB� Pj 0 0 00 Pj 0 00 0 Pj 00 0 0 Pj 1CCA ; j = 1; 2:èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

P
2j = Pj 6= 0; P1 + P2 = I ; P1P2 = P2P1 = 0; [Pj;A ℄ = [Pj;B℄ = 0; j = 1; 2:Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïàðà îïåðàòîðîâ (A ;B) ðàçëîæèìà â ïðîñòðàíñòâå V , âîïðåêèïðåäïîëîæåíèþ. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïàðà îïåðàòîðîâ (A;B) íåðàçëîæèìàâ ïðîñòàíñòâå V. �Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î êëàññè�èêàöèè, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäî-áèÿ, ïàðû íèëüïîòåíòíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ (A ;B), A 3 = B3 = 0, ñâÿçàííûõñîîòíîøåíèåì q-êîììóòàöèè A B = qBA , ÿâëÿåòñÿ ¾äèêîé¿.Çàêëþ÷åíèåÎñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå, ÷òî çàäà÷à êëàñ-ñè�èêàöèè ïàðû íèëüïîòåíòíûõ îïåðàòîðîâ (A ;B), A 3 = B3 = 0, óäîâëåòâîðÿþ-ùèõ ñîîòíîøåíèþ

A B = qBA ; q 6= 0;à çíà÷èò, è çàäà÷à êëàññè�èêàöèè ïðîèçâîëüíîé ïàðû q-êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ,ñîäåðæàò çàäà÷ó êëàññè�èêàöèè ïàðû îïåðàòîðîâ áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Î êëàññè�èêàöèè ïàðû q-êîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ 25Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. �åëü�àíäÈ.Ì., ÏîíîìàðåâÂ. À. Çàìå÷àíèÿ î êëàññè�èêàöèè ïàðû êîììóòèðóþùèõ ëèíåéíûõïðåîáðàçîâàíèé â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ, 3,âûï. 4, C. 81-82 (1969).2. Êðóãëÿê C.À. Î ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû (p; p) íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p. ÄÀÍ ÑÑÑ�, 1963, 153,�6, C. 1253-1256.3. �óäèâîê Ï.Ì. Ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï íàä êîììóòàòèâíûìè ëîêàëüíûìè êîëüöàìè. Óæ-ãîðîäñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò, Óæãîðîä, 2003. � 118 ñòð.4. Donovan P., Freisli
h M.R. The representation theory of �nite graphs and asso
iated algebras. Car-leton Math. Le
ture Notes, 5, P. 1-119.5. Äðîçä Þ.À. �ó÷íûå è äèêèå ìàòðè÷íûå çàäà÷è. Ïðåäñòàâëåíèÿ è êâàäðàòè÷íûå �îðìû. Ñáîðíèêíàó÷íûõ òðóäîâ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ, C. 39-74.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 29.11.2010

¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010
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enter manifold.ÂâåäåíèåÎïòè÷åñêèå ñèñòåìû ñ äâóìåðíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ [1, 2℄ äåìîíñòðèðóþò øèðî-êèå âîçìîæíîñòè ïî èññëåäîâàíèþ ïðîöåññîâ çàðîæäåíèÿ è ðàçâèòèÿ äèññèïàòèâíûõñòðóêòóð. Ôîðìèðîâàíèå è ðàçâèòèå îïòè÷åñêèõ ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ ÿðêèì ïðèìåðîìñàìîîðãàíèçàöèè â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå [3, 4, 5℄. Áîãàòîå ðàçíîîáðàçèå êàê ñòàöèî-íàðíûõ, òàê è âðàùàþùèõñÿ îïòè÷åñêèõ ñòðóêòóð íàáëþäàëîñü óæå ïðè ïðîñòåéøèõïðåîáðàçîâàíèÿõ (ïîâîðîò, îòðàæåíèå).Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ îïòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ äâóìåðíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ ÿâëÿ-þòñÿ ïîëóëèíåéíûå ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðîñòðàíñòâåí-íûõ ïåðåìåííûõ. Ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå íàáëþäàåìûõ àâòîâîëíîâûõ ÿâëåíèéíà îñíîâå òåîðèè áè�óðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîï�à ïðîâåäåíî â [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13℄.Èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè áåãóùèõ âîëí, ñòàöèîíàðíûõ ñòðóêòóð äëÿ ïàðàáîëè÷åñêî-ãî óðàâíåíèÿ ñ ïîâîðîòîì îäíîìåðíîãî àðãóìåíòà è ìàëîé äè��óçèè ïîñâÿùåíûðàáîòû [14, 15, 16, 4, 17, 18℄Òåîðèÿ áè�óðêàöèè ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ âðàùàþùèõ-ñÿ âîëí, ñòàöèîíàðíûõ ñòðóêòóð. Îäíàêî íà âîïðîñ îá èõ ýâîëþöèè ïðè óäàëåíèèîò òî÷êè áè�óðêàöèè ëîêàëüíàÿ òåîðèÿ áè�óðêàöèè îòâåòà íå äà¼ò. Ñîãëàñíî æåýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì è ÷èñëåííûì ðàñ÷åòàì â íåëèíåéíûì èíòåð�åðîìåò-ðå ñ çåðêàëüíûì îòðàæåíèåì ïîëÿ èìååò ìåñòî ìíîãîîáðàçèå îïòè÷åñêèõ ñòðóêòóð.Êîëè÷åñòâî èõ ðàñòåò ïðè óìåíüøåíèè êîý��èöèåíòà äè��óçèè [1, 20, 21, 22℄.Ñëåäóÿ [5℄, â ðàáîòå àâòîðà [19℄ äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ óêàçàííîé äè-íàìèêè ñòàöèîíàðíûõ ñòðóêòóð áûëà ïîñòðîåíà èåðàðõèÿ óïðîùåííûõ ìîäåëåé. Èõàíàëèç ïðèâ¼ë, â ÷àñòíîñòè, ê ñëåäóþùåìó âûâîäó. Ñòàöèîíàðíûå ñòðóêòóðû ñ èí-äåêñîì íåóñòîé÷èâîñòè 1, îòâåòâëÿþùèåñÿ îò ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîãî ñòàöèî-íàðíîãî ðåøåíèÿ, ïðè óìåíüøåíèè êîý��èöèåíòà äè��óçèè îáðåòàþò óñòîé÷èâîñòü.Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î õàðàêòåðå óêàçàííîé áè�óðêàöèè.



28 Áåëàí Å.Ï.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÍà ïðîìåæóòêå (��2 ; �2 ) ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó [1, 20, 21℄�tu(x; t) + u(x; t) = D�xxu(x; t) +K(1 + 
 
os u(�x; t)); t > 0; (1)�xu���2 ; t� = �xu��2 ; t� = 0: (2)Çàäà÷à (1), (2) ìîäåëèðóåò äèíàìèêó �àçîâîé ìîäóëÿöèè u(x; t) ñâåòîâîé âîëíû,ïðîøåäøåé òîíêèé ñëîé íåëèíåéíîé ñðåäû êåððîâñêîãî òèïà ñ ïðåîáðàçîâàíèåìîòðàæåíèÿ êîîðäèíàò â äâóìåðíîé îáðàòíîé ñâÿçè â îäíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè.Çäåñü D > 0 � ý��åêòèâíûé êîý��èöèåíò äè��óçèè ÷àñòèö íåëèíåéíîé ñðåäû,0 < 
 � 1 � âèäíîñòü (êîíòðàñòíîñòü) èíòåð�åðåíöèîííîé êàðòèíû, K > 0 � êîý��è-öèåíò, ïðîïîðöèîíàëüíûé èíòåíñèâíîñòè ñâåòîâîãî ïîòîêà. Îòìåòèì, ÷òî ðîäñòâåí-íàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â [23, 2℄.Îáîçíà÷èì H = L2(��2 ; �2 ) ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ íà (��2 ; �2 )�óíêöèé. Øêàëó ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííóþ îïåðàòîðîì �� (� � îäíîìåðíûé îïå-ðàòîð Ëàïëàñà) ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (2) îáîçíà÷èì Hs, s 2 Z+. Íîðìà â ïðî-ñòðàíñòâå Hs, s 2 Z+, îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé kuk2s =< (��)su; u > + < u; u >.Çäåñü < �; � > � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ, �îðìû è óñòîé÷è-âîñòè â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà H1 ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ñòàöèîíàðíûõðåøåíèé çàäà÷è (1), (2), áè�óðöèðóþùèõ èç ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûõ ðåøå-íèé u(t; x) = w, ò.å. èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿw = K(1 + 
 
osw): (3)Ñîãëàñíî [16℄, [4, ñì.12.℄ ñ ðîñòîì K êîëè÷åñòâî ñîñóùåñòâóþùèõ êîðíåé ýòîãî óðàâ-íåíèÿ íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò, ïðè÷åì ïðè K ! 1 èõ ñîñòàâ ïîñòîÿííî îáíîâëÿåòñÿ:ðîæäàþòñÿ íîâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ è èñ÷åçàþò ñòàðûå. Â ýòîé ñâÿçè �èêñèðóåìêàêóþ-ëèáî ãëàäêóþ âåòâü ðåøåíèéw = w(K); 1 +K
 sinw(K) 6= 0 (4)óðàâíåíèÿ (3). Çàòåì ëèíåàðèçóåì çàäà÷ó (1), (2) íà w(K):_u+ Lu = 0;ãäå L = 1�D�� �Q; Qu(x) = u(�x); � = �(K) = �K
 sinw(K): (5)Ëèíåéíûé îïåðàòîð L ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ H2, ðàññìàòðèâàåìûé êàê íåîãðà-íè÷åííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå H, ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì. Ìå-òîäîì Ôóðüå óñòàíàâëèâàåòñÿËåììà 1. Îïåðàòîð L â ïðîñòðàíñòâå H èìååò ïîëíóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìóñîáñòâåííûõ �óíêöèé 1; sinx; 
os 2x; sin 3x; : : : ;ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì�0 = 1� �; �1 = 1 +D + �; �2 = 1 + 4D � �; �3 = 1 + 9D + �; : : : :¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Äèíàìèêà äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð 29Âûáåðåì òåïåðü K òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå óñëîâèå.Óñëîâèå 1. � = �(K) < �1.Ïðîáëåìà ðåàëèçóåìîñòè ýòîãî óñëîâèÿ èññëåäîâàíà â [16℄, [4, ñì.12.℄.Ïóñòü D > D1 = �(1 + �). Òîãäà, â ñèëó ëåììû 1 è óñëîâèÿ 1, w = w(K) �óñòîé÷èâîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2). Ïðè óáûâàíèè ïàðàìåòðà D è åãî ïðî-õîæäåíèè ÷åðåç çíà÷åíèå D1 ðåøåíèå w = w(K) òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü. Îáîçíà-÷èì D2k+1 = (2k + 1)�2D1, k = 1; 2; 3; : : : : Åñëè D3 < D < D1, òî èíäåêñ íåóñòîé-÷èâîñòè [24, ñì. ãë. 6. 4℄ ðåøåíèÿ w = w(K) ðàâåí 1. Ïðè óìåíüøåíèè D è åãîïðîõîæäåíèè ÷åðåç D2k+1, k = 1; 2; 3; : : : ; èíäåêñ íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ w âñÿêèéðàç ïîâûøàåòñÿ íà åäèíèöó. Äàëåå â êà÷åñòâå áè�óðêàöèîííîãî ïðèìåì ïàðàìåòð D.×òîáû ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü L, �k, k = 0; 1; 2; : : :, îò ïàðàìåòðà D áóäåì èíîãäàîáîçíà÷àòü èõ L(D), �k(D) ñîîòâåòñòâåííî.2. Ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèéÏðåîáðàçîâàíèå u = w + v ïðèâîäèò çàäà÷ó (1), (2) ê âèäó_v + L(D)v = R(Qv): (6)Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâîR(v) = 12�1v2 � 16�v3 +O(v4); �1 = �� 
tgw: (7)Â êà÷åñòâå �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà óðàâíåíèÿ (6), ò.å. åãî ïðîñòðàíñòâà íà÷àëüíûõóñëîâèé, ïðèìåì ïðîñòðàíñòâî H1.Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (6) â ïðîñòðàíñòâå H1 ïîðîæäàåò íåïðåðûâíóþ ïîëó-ãðóïïó [2, ñì. ãë. 3℄. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò Æ > 0 òàêîå, ÷òî çàäà-÷à (1), (2) èìååò ïðè 0 < D1 �D < Æ äâà ñòàöèîíàðíûõ ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíî-ðîäíûõ ðåøåíèÿ u�1 (x;D) = w + v�1 (x;D), ãäåv�1 (x;D) = ���1(D)
1(D)� 12 sinx + ��1(D)
1(D)� �14 �(�0 � 2�1)�1 � (�2 � 2�1)�1 
os 2x��� 124 ��1(D)
1(D)� 32 �3�21(�2 � 2�1)�1 � �(�3 � 3�1)�1� sin 3x+ r�(x;D): (8)Çäåñü r�(x;D) = O �(D1 �D)3=2�,
1(D) = �14�21�(�0 � 2�1)�1 + 12(�2 � 2�1)�1�+18�: (9)�åøåíèÿ u�1 (x;D) � ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâû.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà ìåòîä öåíòðàëüíûõ ìíîãîîáðà-çèé [25, 26, 27℄ è ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå, ïðèìåíåííîé â [19, 12℄.Ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà D è åãî ïðîõîæäåíèè ÷åðåç D2k+1 îò w âñÿêèé ðàç îò-âåòâëÿþòñÿ ïàðû u�2k+1, k = 1; 2; : : : :::, ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ñòàöèîíàðíûõðåøåíèé çàäà÷è (1), (2). ¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



30 Áåëàí Å.Ï.Ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî (ïðèíöèï ïîäîáèÿ [4℄)u�(2k+1)(x;D) = u�1 ((2k + 1)x; (2k + 1)2D); k = 1; 2; 3; : : : : (10)ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé v�(2k+1)(x;D), k = 1; 2; 3; : : :.3. Ïðåäñòàâëåíèÿ v�1 (x;D)�àññìîòðèì âîïðîñ î �îðìå v�1 (x;D) ïðè óãëóáëåíèè ïàðàìåòðà D â îáëàñòüíàäêðèòè÷íîñòè. Áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî �1 = 0. Èññëåäîâàíèå ýòîãî ñëó÷àÿïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ìîäåëüíîé çàäà÷å_v + L(D)v = (Qv)3: (11)Äëÿ àíàëèçà äèíàìèêè v�1 (x;D) ïðè óìåíüøåíèè D îò D1 ïîñòðîèì ãàëåðêèíñêèåàïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (11) â âèäåv = 4Xk=0 z2k+1 sin(2k + 1)x: (12)Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ãðàäèåíòíóþ ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé_z2k+1 = ��G1;0(z;D)�z2k+1 ; k = 0; 1; 2; 3; 4; (13)ãäå z = (z1; z3; :::; z9),G1(z;D) = 12 4Xk=0 �2k+1(D)z22k+1 + 316 4Xk=0 z42k+1 + 14(z31z3 + z33z9)++ 34 4Xk=0 z22k+1 4Xs=k+1 z22s+1 � 34z21(z3z5 + z5z7 + z7z9)++ 34z1(z23z5 � z23z9 + z3z5z7 � z3z5z9 + z3z7z9) + 34z3(z25z7 + 2z5z7z9):Ïîòåíöèàëüíàÿ �óíêöèÿ G1(z;D) îãðàíè÷åíà ñíèçó. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèÿ ñèñòå-ìû (13) îãðàíè÷åíû íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè. Àòòðàêòîðàìè ñèñòåìû (13) ÿâëÿþò-ñÿ å¼ ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. Êàê èçâåñòíî, ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ãðàäèåíòíûõ ñèñòåì �óçëû è ñåäëà.Ïåðåéäåì òåïåðü ê àíàëèçó ñèñòåìû (13). Èç å¼ íóëåâîãî ðåøåíèÿ ïðè D = D1â ðåçóëüòàòå íàäêðèòè÷åñêîé áè�óðêàöèè òèïà âèëêè îòâåòâëÿåòñÿ ïàðà óñòîé-÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ~z�(D) = �(~z1(D); :::; ~z9(D), ~z1(D) > 0. Íåïðå-ðûâíàÿ âåòâü ~z+(D) ñóùåñòâóåò íà (0; D1;0). Îòìåòèì å¼ ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè:~z1(D) > ~z3(D) > ::: > ~z9(D) > 0 äëÿ âñåõ D 2 (0; D1;0); ~z2s+1(D), s = 0; 1; :::; 4, �ìîíîòîííî óáûâàþùèå îãðàíè÷åííûå �óíêöèè D.�îäèâøèñü óñòîé÷èâûìè, ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ~z�(D) ñîõðàíÿþò óñòîé÷èâîñòüïðè óáûâàíèè D îò D1. Ïðè ýòîì ïðîñëåæèâàåòñÿ òåíäåíöèÿ ê ñáëèæåíèþ òî÷åêñïåêòðà ñåìåéñòâà ~z+(D) è îòõîäå íàèáîëüøåé å¼ òî÷êè îò íóëÿ ïðè óìåíüøåíèè D.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Äèíàìèêà äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð 31Èç èçëîæåííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ðàâåí-ñòâî v�1 (x;D) � � 4Xk=0 ~z2k+1(D) sin(2k + 1)x: (14)4. Îáðåòåíèå óñòîé÷èâîñòè v�3 (x;D)Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âîïðîñó î õàðàêòåðå áè�óðêàöèè ñåìåéñòâà óðàâíåíèé (13) âîêðåñòíîñòè òî÷êè (D3; 0) 2 R�R 5 . Êàê è âûøå, â ðåçóëüòàòå íàäêðèòè÷åñêîé áè�óð-êàöèè òèïà âèëêè èç íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (13) îòâåòâëÿåòñÿ ïàðà ñòàöèîíàð-íûõ ðåøåíèé �z�(D) = �(0; bz3(D); 0; 0; bz9(D) ñ èíäåêñîì íåóñòîé÷èâîñòè 1. Ìàòðèöàóñòîé÷èâîñòè òî÷åê bz�(D) � áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ. Îäèí èç å¼ áëîêîâ � ìàòðèöàM(D) = 0� b��D � 3=2br23 �(3=4)bz23 + 3=2bz3bz9 3=4bz23 � 3=2bz3bz9�(3=4)bz23 + 3=2bz3bz9 b�� 25D � 3=2br23 �(3=2)bz3bz93=4bz23 � 3=2bz3bz9 �(3=2)bz3bz9 b�� 49D � 3=2br23 1A ; (15)ãäå br23 = bz23 + bz29 , b� = �1 � �. Ó íåå ïðè ìàëûõ D3 � D äâà îòðèöàòåëüíûõ è îäíîïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ïðè óìåíüøåíèè D îò D3 ïîëîæèòåëüíîå ñîá-ñòâåííîå çíà÷åíèå óáûâàåò è ïåðåõîäèò ïðè D = �D3 íà îòðèöàòåëüíóþ ïîëóîñü. Ïàðàñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé bz�(D) îáðåòàåò óñòîé÷èâîñòü â ðåçóëüòàòå òðàíñêðèòè÷åñêîéáè�óðêàöèè (îáìåíà óñòîé÷èâîñòüþ). Ïåðåéäåì äàëåå ê àíàëèçó óêàçàííîãî òèïàáè�óðêàöèè.Âíà÷àëå, äëÿ ïðîñòîòû, ïîëîæèì â ñèñòåìå (13) z5 = 0, z7 = 0, z9 = 0. Â ðåçóëü-òàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé íà ïëîñêîñòè _z1 = z1�b��D � 34(z21 � z1z3 + 2z23)� ;_z3 = z3�b�� 9D � 34(2z21 + 2z23)�+ 14z31 (16)Â ñèñòåìå (16) ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðàD è åãî ïðîõîæäåíèè ÷åðåç D3 îò íóëå-âîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (13) îòâåòâëÿåòñÿ ïàðà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé �(0; �z3(D), ãäå�z3(D) = 2� b��9D3 �1=2. �åøåíèÿ �(0; �z3(D) ðîæäàþòñÿ, ðàçóìååòñÿ, íåóñòîé÷èâûìè ñèíäåêñîì íåóñòîé÷èâîñòè 1. Èíäåêñ íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé �(0; �z3(D) ñîõðàíÿåòñÿïðè D 2 � b�17 ; b�9�. �àññìàòðèâàåìûå âåòâè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê îáðåòàþò óñòîé÷è-âîñòü ïðè bD3 = b�17 è ñîõðàíÿþò å¼ ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè D. Äëÿ àíàëèçàõàðàêòåðà áè�óðêàöèè ñèñòåìû (16) â òî÷êå áè�óðêàöèè ( bD3; 0; �z3)) âûïîëíèì âñèñòåìå (15) ïðåîáðàçîâàíèå ñäâèãà z1 = �1, z3 = �z3(D) + �3. Â ðåçóëüòàòå èìååì¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



32 Áåëàí Å.Ï.ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî óðàâíåíèé_�1 = �(D)�1 + 34(�z3(D) + �3)�21 � 32(2�z3(D) + �3)�1�3 � 34�31 ;_�3 = �32 �z3(D)2�3 � 32 �z3(D)�21 +O(k�1; �1k3): (17)Çäåñü �(D) = �b� + 17D. Ýòî ñåìåéñòâî óðàâíåíèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè ( �D3; 0; 0)èìååò öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå, ïðåäñòàâèìîå â âèäå �3 = � 1�z3(D)�21 +O(�31). Îãðà-íè÷åíèå ñèñòåìû (17) íà óêàçàííîì ìíîãîîáðàçèè ïðèíèìàåò âèä_�1 = �(D)�1 + 34 �z3(D)�21 + 94�31 +O(�41): (18)Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñåìåéñòâå óðàâíåíèé â îêðåñòíîñòè ( �D3; 0) èìååò ìåñòî òðàíñ-êðèòè÷åñêàÿ áè�óðêàöèÿ. Ïðè ýòîì íóëåâîå ðåøåíèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåé-ñòâà óðàâíåíèé (18) ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà D è åãî ïðîõîæäåíèè ÷åðåç bD3 îá-ðåòàåò óñòîé÷èâîñòü, à ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê � 43�z3(D)�(D) + O(jD � bD3j2óñòîé÷èâîñòü òåðÿåò. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñâåäåíèÿ [26℄ â ñåìåéñòâå óðàâíåíèé (17)ïðè D = bD3 èìååò ìåñòî òðàíñêðèòè÷åñêàÿ áè�óðêàöèÿ. Ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåò-ðà D è åãî ïðîõîæäåíèè ÷åðåç bD3 íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (17) îáðåòàåò óñòîé÷è-âîñòü è ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì, à�� 43�z3(D)�(D) +O(jD � bD3j3);� 169�z3(D)�2(D) +O(jD � bD3j3)�ïåðåõîäèò â âåòâü ñåäëîâûõ òî÷åê.Ïåðåéäåì òåïåðü ê âîïðîñó î õàðàêòåðå ðîæäåíèÿ âåòâè�� 43bz3(D)�(D) +O(jD � bD3j3);� 169�z3(D)�2(D) +O(jD � �D3j3)�ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñåìåéñòâà óðàâíåíèé (17). Äàëåå ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñ-ëåííîãî àíàëèçà ýòîé çàäà÷è. Ïðèìåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè � = �1; 85. Òîãäà áè�óð-êàöèîííûì ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà D = 0; 05, à f0; 0; 730g � îñîáàÿ òî÷êà òèïàñåäëî-óçåë. Å¼ ñïåêòð � f0:;�0; 8g. Îñîáàÿ æå òî÷êà (�0; 207; 0; 665) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì,à å¼ ñïåêòð � f�0; 924; 0; 0954g. Ïðè D = 0; 04 îñîáàÿ òî÷êà (0; 0; 808) � óñòîé÷èâûéóçåë ñî ñïåêòðîì f�0; 17;�0; 98g. Òî÷êè æå (0; 178; 0:; 770), (�0; 362; 0:; 604) � ñåä-ëîâûå ñî ñïåêòðàìè f�1; 029; 0; 193g, f�1; 203; 0; 315g ñîîòâåòñòâåííî. Áè�óðêàöèÿðîæäåíèÿ ñåäëî-óçëîâîé òî÷êè èìååò ìåñòî ïðè D � 0; 053. Ïðè D = 0; 053 ñèñòå-ìà (16) èìååò äâå îñîáûå òî÷êè (�0; 109`; 0; 702), (�0; 108`; 0; 701), ñïåêòðû êîòîðûõðàâíû f�0; 824; �0:; 005g, f�0; 8123; 0; 002g ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî (0; 0; 705) �îñîáàÿ òî÷êà ïðè D = 0; 053, à f�0; 745; 0; 051g � å¼ ñïåêòð.Ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äàþò îñíîâàíèÿ äëÿ ñëåäóþùåãî çàêëþ-÷åíèÿ. Ñóùåñòâóåò òàêîå D�(�), D�(L) < bD(�), ÷òî â ñèñòåìå (17) ïðè D = D�(�)èìååò ìåñòî ñåäëî-óçëîâàÿ áè�óðêàöèÿ. Ïðè óìåíüøåíèè D îò D�(�) âåòâü óñòîé-÷èâûõ óçëîâûõ òî÷åê (zs1(D); (zs3(D) ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷êå (0; �z3(D) è ïåðåäà¼ò åé¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Äèíàìèêà äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð 33ïðè D = �D3 óñòîé÷èâîñòü. Âåòâü æå (zs1(D); (zs3(D) ïåðåõîäèò çàòåì â ãëàäêóþ âåòâüñåäëîâûõ òî÷åê. Êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûå �àçîâûå ïîðòðåòû îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãîñåìåéñòâà ñèñòåì óðâíåíèé (16) ñõåìàòè÷åñêè îòðàæåíû íà ðèñ. 1�4.

�èñ. 1

�èñ. 2Ïîëîæèì òåïåðü â ñèñòåìå (13) z7 = 0, z9 = 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùååñåìåéñòâî äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé_x1 = x1�b��D + 34 ��x21 + x1x3 � 2x23 + 2x3x5 � 2x25��� 34x23x5;¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



34 Áåëàí Å.Ï.

�èñ. 3

�èñ. 4_x3 = x3�(b�� 9D + 34 ��2x21 � x23 � 2x1x5 � 2x25��+ 14 �x31 + 3x21x5� ; (19)_x5 = x5�b�� 25D + 134 ��2x21 � 2x23 � x25��+ 34 �x21x3 � x1x23�Â ñèñòåìå (19) ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà D è åãî ïðîõîæäåíèè ÷åðåç D3 èç íó-ëåâîãî ðåøåíèÿ îòâåòâëÿåòñÿ ïàðà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé �(0; �z3(D); 0) ñ èíäåêñîìíåóñòîé÷èâîñòè 1. Èíäåêñ íåóñòîé÷èâîñòè �(0; �z3(D); 0) ñîõðàíÿåòñÿ íà ïðîìåæóò-êå � b�25 ; b�9� èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà D. �àññìàòðèâàåìûå âåòâè îáðåòàþò óñòîé÷èâîñòüïðè bD3 = b�25 è ñîõðàíÿþò å¼ ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè D.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Äèíàìèêà äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð 35Ìåòîä öåíòðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé ïðèâîäèò, êàê è âûøå, ê ñëåäóþùåìó çà-êëþ÷åíèþ. Ïðè D = bD3 = b�25 â òî÷êàõ �(0; �z3(D); 0) èìååò ìåñòî îáìåí óñòîé÷è-âîñòüþ. Óêàçàííîé áè�óðêàöèè ïðåäøåñòâóåò ïî ïàðàìåòðó D ñåäëî-óçëîâàÿ áè-�óðêàöèÿ. Ïðèâåäåì â ýòîé ñâÿçè ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà ñèñòåìû (19)ïðè � = �1; 85. Â ýòîì ñëó÷àå bD3 = 0; 34, òî÷êà (0; 0; 837; 0) ÿâëÿåòñÿ ñåäëî-óçëîâîé,à òî÷êà ( 0,211, 0,810, -0,073) � ñåäëîì. Áè�óðêàöèÿ ðîæäåíèÿ ñåäëî-óçëîâîé òî÷-êè èìååò ìåñòî ïðè D � 0; 036. Îíà ðîæäàåòñÿ âáëèçè òî÷êè (0; 0665; 0; 833;�0; 029).ÏðèD = 0; 033 òî÷êà (0; 0; 859; 0) � óñòîé÷èâàÿ îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (19), à å¼ îñîáûåòî÷êè (0; 236; 0; 807;�0; 078), (�0; 017; 0; 858; 0; 009) � ñåäëîâûå ñ èíäåêñîì íåóñòîé÷è-âîñòè 1.Ïîëîæèì òåïåðü â ñèñòåìå (13) z9 = 0. Â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå ïðè óìåíüøåíèèïàðàìåòðà D è åãî ïðîõîæäåíèè ÷åðåç D3 îò íóëåâîãî ðåøåíèÿ îòâåòâëÿåòñÿ ïà-ðà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé �(0; �z3(D); 0; 0) ñ èíäåêñîì íåóñòîé÷èâîñòè 1. Ìàòðèöàóñòîé÷èâîñòè ýòîé ïàðû ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåííîé â (15) ìàòðèöåé M(D), â êîòî-ðîé �z3(D) = �z3(D), bz9 = 0. Ñîãëàñíî âûïîëíåííîìó àíàëèçó ó ýòîé ñèììåòðè÷íîéìàòðèöû îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà D îñòà¼òñÿ íà ïîëî-æèòåëüíîé ïîëóîñè. Òàêèì îáðàçîì, èíäåêñ íåóñòîé÷èâîñòè �(0; bz3(D); 0; 0) íå ìåíÿ-åòñÿ.Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñèñòåìå (13). Óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî ïàðà å¼ ãëàäêèõ âåò-âåé ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé bz�(D) = �(0; bz3(D); 0; 0; bz9(D) ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåò-ðà D îáðåòàåò ïðè D = �D3 óñòîé÷èâîñòü â ðåçóëüòàòå òðàíñêðèòè÷åñêîé áè�óð-êàöèè. Ïóñòü, êàê è âûøå, � = �1; 85. Òîãäà �D3 � 0; 029. Ïðè D = 0; 029 ñïðà-âåäëèâî ðàâåíñòâî �z+ = (0; 0; 916; 0; 0; 0; 070). Áè�óðêàöèÿ ðîæäåíèÿ ñåäëî-óçëîâîéòî÷êè èìååò ìåñòî ïðè D � 0; 032. Cåäëî-óçëîâàÿ òî÷êà ðîæäàåòñÿ âáëèçè òî÷-êè (�0; 133; 0; 880; 0; 068;�0; 034; 0; 054). Îò íå¼ ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà D îò-âåòâëÿþòñÿ äâå âåòâè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê. Óñòîé÷èâàÿ âåòâü ïðèáëèæàåòñÿ ê �z+(D)è îáìåíèâàåòñÿ ñ íåé ïðè D = �D3 óñòîé÷èâîñòüþ. Åñëè D = 0; 028, òî ñòàöèîíàð-íûå òî÷êè (0; 085; 0; 918;�0; 039; 0; 029; 0; 069), (�0; 255; 0; 865; 0; 153;�0; 052; 0; 040) �ñåäëîâûå ñ èíäåêñîì íåóñòîé÷èâîñòè 1, à ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà (0; 0; 924; 0; 0; 0; 073)(0; 0; 893; 0) � óñòîé÷èâûé óçåë. Îòìåòèì, ÷òî f�1; 707;�1; 243;�0; 0168g � ñïåêòðìàòðèöû M(0; 028).Àíàëèç ìàòðèöû M(D) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷åíèþ. Èìååò ìåñòîñîâìåñòíîå âîçäåéñòâèå ñòàöèîíàðíûõ ñòðóêòóð v+1 (x;D), v+5 (x;D), v+7 (x;D) íàñòàöèîíàðíóþ ñòðóêòóðó v+3 (x;D). Ñîâìåñòíîå âîçäåéñòâèå ñòàöèîíàðíûõ ñòðóê-òóð v+1 (x;D), v+5 (x;D), v+7 (x;D), v+11(x;D),v+13(x;D) íà ñòàöèîíàðíóþ ñòðóêòó-ðó v+3 (x;D) ïðèâîäèò ê ìàòðèöå, èìåþùåé ïðè D = 0:; 028 ñëåäóþùèé ñïåêòð:f�5; 2575;�3; 8278;�1; 9431;�1; 3870;�0; 0004g.Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ �z�(D) ñîõðàíÿþò óñòîé÷èâîñòü ïðèäàëüíåéøåì óìåíüøåíèè D îò D = �D3.Âûïîëíåííûé âûøå àíàëèç äà¼ò âåñêèå îñíîâàíèÿ äëÿ ñëåäóþùåãî çàêëþ÷åíèÿ.Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ v�3 (x;D) â ïðîöåññå óìåíüøåíèÿ D ìåíÿþò èíäåêñ íåóñòîé-÷èâîñòè. Äîïîëíèòåëüíûì îñíîâàíèåì äëÿ ýòîãî çàêëþ÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðèâîäèìûåäàëåå ðåçóëüòàòû ïî ýâîëþöèè ñòðóêòóðû v+3 (x;D) ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà D.¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



36 Áåëàí Å.Ï.5. Î ïðåäñòàâëåíèè v+3 (x;D)�àññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ îá ýâîëþöèè ñòðóêòóðû v+3 (x;D) ïðè óìåíüøåíèè ïà-ðàìåòðà D îò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ eD3 = eD3(�), ïðè êîòîðîì v+3 (x;D) âõîäèò âêëàññ óñòîé÷èâûõ ñòðóêòóð. Ïðèâåäåì â ýòîé ñâÿçè ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçàäëÿ ñëó÷àÿ � = �1; 85. Òîãäà eD3 � 0; 029, à v+3 (x; 0; 029) àïïðîêñèìèðóåòñÿ �óíêöèåé0; 916 sin3x + 0; 070 sin 9x (20)Îòìåòèì, ÷òî òðåõìîäîâîé àïïðîêñèìàöèåé v+3 (x; 0; 029) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ0; 917 sin 3x+ 0; 071 sin 9x + 0; 004 sin15x (21)Íà ðèñ. 5 ãðà�èêè �óíêöèé (20), (21) íåðàçëè÷èìû.Íà ðèñ. 5 èìååòñÿ ãðà�èê �óíêöèè1:076 sin 3x + 0; 333 sin9x + 0; 043 sin15x: (22)Ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ òðåõìîäîâîé àïïðîêñèìàöèåé ðåøåíèÿ v+3 (x; 0; 01). Îáùàÿ æåòåíäåíöèÿ â ýâîëþöèè v+3 (x;D) ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà D îò êðèòè÷åñêîãî çíà-÷åíèÿ eD3 ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðîñò àìïëèòóäû v+3 (x;D) ïî ñóùåñòâó ïðåêðàùàåòñÿè èìååò ìåñòî ðàñøèðåíèå îáëàñòåé èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé x, íà êîòîðûõ �óíê-öèÿ v+3 (x;D) ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ, ñîõðàíÿÿ íà íèõ ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîåçíà÷åíèÿ. Ñêàçàííîå èëëþñòðèðóþò íà ðèñ.5. è ãðà�èêè �óíêöèé1; 150 sin 3x+ 0; 333 sin 9x+ 0; 152 sin 15x;1; 160 sin 3x+ 0; 354 sin 9x+ 0; 180 sin 15x+ 0; 100 sin 21x+ 0; 050 sin 27x;Óêàçàííûå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ àïïðîêñèìàöèÿìè v+3 (x; 0; 001) ïîðÿäêà 3, 5 ñîîòâåò-ñòâåííî. Âîëíèñòîñòü ýòèõ ãðà�èêîâ îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà D = 0; 001ïðèíàäëåæèò òîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà D, ãäå �óíêöèÿ v+3 (x;D) âåäåò ïî-äîáíî �óíêöèè (�1� L)1=2 sgn(sin 3x). Ïðè àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè v+3 (x;D) ïî-ëèíîìàìè Ôóðüå ïî ñèñòåìå sin 3x; sin 9x; : : : ; sin 3(2k + 1)x; : : : íàáëþäàåòñÿ ÿâëå-íèå �èááñà. Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî �óíêöèÿ (�1� L)1=2 sgn(sin 3x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìóðàâíåíèÿ �tu(x; t) + u(x; t) = Lu(�x; t)u3(�x; t)); t > 0;â èíâàðèàíòíîì ïîäïðîñòðàíñòâå spanfsinx; sin 3x; : : : ; sin(2k + 1)x; : : :g ïðîñòðàí-ñòâà H. Ñîãëàñíî [19℄, ðåøåíèå (�1� L)1=2 sgn(sin 3x) â óêàçàííîì ïðîñòðàíñòâå �ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî. Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå èññëåäîâàí âîïðîñ î õàðàêòåðå îáðåòåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïàðû ïðîñòðàí-ñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (11), áè�óðöèðóþùèõ èçíóëåâîãî ðåøåíèÿ ñ èíäåêñîì íåóñòîé÷èâîñòè 1. Ìåõàíèçì îáðåòåíèÿ óñòîé÷èâî-ñòè êàæäîãî ðåøåíèÿ èç ýòîé ïàðû ðåàëèçóåòñÿ ïî îäíîìó ñöåíàðèþ. Â ýòîé ñâÿ-çè ðå÷ü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,ïîéäåò î âåòâè v+3 (x;D). Íà ïåðâîì ýòàïå óìåíüøåíèÿ¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Äèíàìèêà äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð 37êîý��èöèåíòà äè��óçèè îò áè�óðêàöèîííîãî çíà÷åíèÿ èìååò ìåñòî ðîñò àìïëè-òóäû v+3 (x;D). Èçìåíåíèå �îðìû ñòðóêòóðû v+3 (x;D) íîñèò çäåñü �àêòè÷åñêè ëè-íåéíûé õàðàêòåð � âäîëü ìîäû sin 3x. Íà âòîðîì ýòàïå óìåíüøåíèÿ D âñòóïàåò âñèëó ñèíõðîíèçì è èçìåíåíèå ñòðóêòóðû v+3 (x;D) îïðåäåëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì �óíê-öèé z3(D) sin 3x+ z9(D) sin 9x. Ýòî îáåñïå÷èâàåò ñòðóêòóðå v�3 (x;D) ëó÷øèå óñëîâèÿäëÿ ïðåîäîëåíèÿ ñîâìåñòíîãî âîçäåéñòâèÿ òðåõ ñòðóêòóð v�1 (x;D), v�5 (x;D), v�7 (x;D).Ïðåîäîëåâàÿ óêàçàííîå âîçäåéñòâèå, ñòðóêòóðà v�3 (x;D) îáðåòàåò óñòîé÷èâîñòü. Ïå-ðåõîä ñòðóêòóðû v�3 (x;D) â êëàññ óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäó-þùåìó ñöåíàðèþ. �åàëèçóåòñÿ ñåäëî-óçëîâàÿ áè�óðêàöèÿ. Âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîìóñòîé÷èâàÿ âåòâü ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (11) îáìåíèâàåòñÿ óñòîé÷èâî-ñòüþ ñ âåòâüþ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé v+3 (x;D) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèè D.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîìåæóòîê èçìåíåíèÿ D îò ðîæäåíèÿ ñåäëî-óçëîâîé òî÷êè äî îá-ìåíà óñòîé÷èâîñòüþ îòíîñèòåëüíî ìàë, åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî õàðàêòåð îáðåòåíèÿóñòîé÷èâîñòè v�3 (x;D) îïðåäåëÿåòñÿ ñâÿçêîé: ñåäëî-óçëîâàÿ áè�óðêàöèÿ � òðàíñêðè-òè÷åñêàÿ áè�óðêàöèÿ.Íà ñëåäóþùåì ýòàïå óìåíüøåíèÿ D ðåøåíèå v�3 (x;D) îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ ïàðà-ìåòðàìè è ïðåäñòàâèìî â âèäå z3(D) sin 3x+ z9(D) sin 9x+ z15(D) sin 15x. �îñò àìïëè-òóäû v�3 (x;D) ïðàêòè÷åñêè ïðåêðàùàåòñÿ. Ê ñîâìåñòíîìó äàâëåíèþ íà ñòðóêòóðóv�3 (x;D) ïîäêëþ÷àþòñÿ v�11(x;D), v�13(x;D). Îäíàêî óêàçàííàÿ ýâîëþöèÿ ñòðóêòó-ðû v�3 (x;D) ïîçâîëÿåò åé íå òîëüêî ñîõðàíÿòü óñòîé÷èâîñòü, íî è ðàñøèðÿòü, ïî-âèäèìîìó, îáëàñòü âëèÿíèÿ. Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî ïðè D ! 0 ïî íîðìå ïðîñòðàí-ñòâà H èìååò ìåñòî v�3 (x;D)! (�1� �)1=2 sgn(sin 3x) .Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. ÀõìàíîâÑ. À., ÂîðîíöîâÌ.À., ÈâàíîâÂ.Þ. �åíåðàöèÿ ñòðóêòóð â îïòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ñ äâó-ìåðíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ: íà ïóòè ê ñîçäàíèþ íåëèíåéíî-îïòè÷åñêèõ àíàëîãîâ íåéðîííûõ ñå-òåé // Íîâûå ïðèíöèïû îïòè÷åñêîé îáðàáîòêè èí�îðìàöèè � Ì.: Íàóêà. � 1990. � Ñ. 263-325.2. �àçãóëèí À. Â. Íåëèíåéíûå ìîäåëè îïòè÷åñêîé ñèíåðãåòèêè Ì.: Èçä. îòäåë �-òà ÂÌèÊ Ì�Ó,ÌÀÊÑ Ïðåññ, 2008. � 201 ñ.3. Íàêåí �. Ñèíåðãåòèêà� Ì.: Ìèð. � 1980. � 404 ñ.4. Ìèùåíêî Å. Ô., Ñàäîâíè÷èé Â. À., Êîëåñîâ À. Þ., �îçîâ Í. Õ. Àâòîâîëíîâûå ïðîöåññû âíåëèíåéíûõ ñðåäàõ ñ äè��óçèåé. � Ì.: Ôèçìàòëèò, 2005. � 430 ñ.5. Àõðîìååâà Ò. Ñ., Êóðäþìîâ Ñ. Ï., Ìàëèíåöêèé �. �., Ñàìàðñêèé À. À. Ñòðóêòóðû è õàîñ âíåëèíåéíûõ ñðåäàõ � Ì.: Ôèçìàòëèò. � 2007. � 485 ñ.6. �àçãóëèí À. Â. Îá àâòîêîëåáàíèÿõ â íåëèíåéíîé ïàðàáîëè÷åñêîé çàäà÷å ñ ïðåîáðàçîâàííûìàðãóìåíòîì // ÆÂÌÌÔ. � 1993. � Ò. 33. N. 1. � Ñ. 69-80.7. �àçãóëèí À. Â. Óñòîé÷èâîñòü áè�óðêàöèîííûõ àâòîêîëåáàíèÿõ â íåëèíåéíîé ïàðàáîëè÷åñêîéçàäà÷å ñ ïðåîáðàçîâàííûì àðãóìåíòîì // ÆÂÌÌÔ.� 1993. � Ò. 33. N. 10. � Ñ. 1499-1508.8. �àçãóëèí À. Â. �îòàöèîííûå âîëíû â îïòè÷åñêîé ñèñòåìå ñ äâóìåðíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ //Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. � 1993. � Ò. 5, �4. � Ñ. 105-119.9. Skuba
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 Áëûùèê Â.Ô., Äîíñêîé Ä.Â.Òàâðè÷åñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî�àêóëüòåò ìàòåìàòèêè è èí�îðìàòèêèïð-ò Âåðíàäñêîãî, 4, ã. Ñèì�åðîïîëü, 95007, Óêðàèíàe-mail: donskoy2_simf�mail.ruAbstra
t. The mathemati
al model of the optimum planning of the use of monies fa
ilities a
tingfrom investors is represented in the arti
le, with the purpose of implementation of some great numberof proje
ts providing the re
eipt of in
ome. By the de
ision of tasks proper to this model, there is theoptimum sequen
e of start of the 
hosen proje
ts in time, providing a maximum îf in
ome.Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷èÍàèáîëåå îáùèé ñëó÷àé �óíêöèîíèðîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêîãî îáúåêòà, âåäóùåãîïðåäïðèíèìàòåëüñêóþ äåÿòåëüíîñòü, ñâîäèòñÿ ê ó÷åòó è ïëàíèðîâàíèþ �èíàíñîâûõïîòîêîâ. Àáñòðàãèðóÿñü îò êîíêðåòíûõ âèäîâ ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ïðåäïðè-ÿòèÿ, ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî ïðåäïðèÿòèå � �îðìàëüíûé îáúåêò, êîòîðûé ïîëó÷àåòäåíåæíûå ðåñóðñû, ðàñõîäóåò èõ è èçâëåêàåò ïðèáûëü. Óêàçàííûå äåéñòâèÿ ïðîèñ-õîäÿò ïîñëåäîâàòåëüíî âî âðåìåíè.Ïîëó÷åíèå äåíåæíûõ ðåñóðñîâ îáû÷íî íàçûâàþò èíâåñòèðîâàíèåì � âëîæåíè-åì êàïèòàëà ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ äîõîäà. Èíâåñòèðîâàíèå âëå÷åò äåíåæíûå ðàñõîäû,îïðåäåëÿåìûå âëîæåíèÿìè è ñîãëàñîâàííîé ïðèáûëüþ èíâåñòîðîâ. Ïðèáûëü îïðåäå-ëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî: îíà âîçíèêàåò, êîãäà ñàìî ïðåäïðèÿòèå � îáúåêò óïðàâëåíèÿ �ÿâëÿåòñÿ èíâåñòîðîì.Çàäà÷à, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ñòàòüå, ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè äèíàìè÷ñêîé ìîäåëèîïòèìèçàöèè ïðèáûëè ïðåäïðèÿòèÿ, ðàáîòàþùåãî ñ èíâåñòîðàìè è ÿâëÿþùåãîñÿ èí-âåñòîðîì äëÿ äðóãèõ ïðåäïðèÿòèé. Ìîäåëü äîëæíà ó÷èòûâàòü äâèæåíèå òîëüêî äå-íåæíûõ ðåñóðñîâ.1. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëèÁóäåì ðàññìàòðèâàòü âðåìåííîé ïðîìåæóòîê ïëàíèðîâàíèÿ (0;T ℄, ðàçáèâàÿ åãîíà T èíòåðâàëîâ (0; 1℄; (1; 2℄; : : : ; (j � 1; j℄; : : : ; (T � 1;T ℄ óñëîâíîé äëèíû, ðàâíîé åäè-íèöå.Èíâåñòîðû, ñîòðóäíè÷àþùèå ñ ïðåäïðèÿòèåì, ïðåäîñòàâëÿþò åìó îïðåäåëåííûåäåíåæíûå ñðåäñòâà. Ýòè ñðåäñòâà, âìåñòå ñ äðóãèìè èìåþùèìèñÿ ó ïðåäïðèÿòèÿàêòèâàìè, ñîñòàâëÿþò íà÷àëüíóþ ñóììó S0; êîòîðîé ïðåäïðèÿòèå îáëàäàåò ê íà÷àëóïëàíèðîâàíèÿ (âðåìåííîé ïðîìåæóòîê (0; 1℄). Ñîãëàñíî äîãîâîðàì ñ èíâåñòîðàìè,ïðåäïðèÿòèå äîëæíî âûïëà÷èâàòü èíâåñòîðàì ñóììû Vj; j 2 1; T ; â ïðîìåæóòêàõïëàíèðîâàíèÿ (j � 1; j℄:Ñóììû Vj èçâåñòíû è îïðåäåëåíû ñîãëàñíî äîãîâîðàì èíâåñòèðîâàíèÿ. Â ýòèñóììû âõîäÿò äèâèäåíäû. Ñîãëàñíî äîãîâîðàì îïðåäåëåí ñðîê âûïëàò, êîòîðûé è



40 Áëûùèê Â.Ô., Äîíñêîé Ä.Â.îïðåäåëÿåò íîìåð j ïîëóèíòåðâàëà (j � 1; j℄ â ïðîìåæóòêå ïëàíèðîâàíèÿ. Òàêèìîáðàçîì èçâåñòíà âåëè÷èíà Vj è, ñîáñòâåííî, èíäåêñ j:Ìîäåëü äîëæíà îáåñïå÷èòü ïîêðûòèå èñõîäíîé ñóììîé ñðåäñòâ S0 è ñóììîé äå-íåæíûõ ïîñòóïëåíèé çà ïåðèîä ïëàíèðîâàíèÿ âñåõ ñóììàðíûõ âûïëàò çà ýòîò ïåðè-îä. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî, ÷òîáû âñå âûïëàòû èíâåñòîðàì áûëè ïðîèçâåäåíû ñâîå-âðåìåííî (ïî èçâåñòíûì èíäåêñàì j â ñóììàõ Vj):Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.A1; : : : ; Ai; : : : ; Am � ïðîåêòû (ýêîíîìè÷åñêèå ìåðîïðèÿòèÿ, â êîòîðûõ äàííîåïðåäïðèÿòèå ìîæåò âûñòóïèòü èíâåñòîðîì â ïðîìåæóòêå ïëàíèðîâàíèÿ ñ öåëüþ èç-âëå÷åíèÿ ïðèáûëè);Ï1; : : : ;Ïi; : : : ;Ïm � ïðèáûëü ïî ýòèì ïðîåêòàì;C1; : : : ; Ci; : : : ; Cm � çàòðàòû äåíåæíûõ ñðåäñòâ ïî ýòèì ïðîåêòàì;R1; : : : ; Ri; : : : ; Rm � âîçâðàùàåìûå ñóììû: Ri = Ci +Ïi;�1; : : : ; �i; : : : ; �m � âðåìÿ îáîðîòà äåíåã: ÷åðåç �i åäèíèö âðåìåíè çàòðàòû Ci ¾âåð-íóòñÿ¿ ñ ïðèáûëüþ Ïi; îáåñïå÷èâàÿ âêëàä Ri;xij = � 1; åñëè i-ûé ïðîåêò íà÷àò â ïðîìåæóòêå ïëàíèðîâàíèÿ j;0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé1. Êàæäûé ïðîåêò â ïðîìåæóòêå ïëàíèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí íå áîëååîäíîãî ðàçà: TXj=1 xij � 1; i = 1; m: (1)2. Íåêîòîðûå ïðîåêòû ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà I� � f1; 2; : : : ; mg ÿâëÿþòñÿîáÿçàòåëüíûìè äëÿ ðåàëèçàöèè. Ìíîæåñòâî I�; âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü è ïóñòûì.TXj=1 xij = 1; i 2 I�: (2)Äëÿ �îðìàëèçàöèè äàëüíåéøèõ îãðàíè÷åíèé áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèåSg+(a) , � 1; åñëè a � 0;0; åñëè a < 0:Òîãäà Sg+(t � j � �i) = 1; åñëè ïðîåêò ñ íîìåðîì i çàâåðøèòñÿ â ïðîìåæóòêåâðåìåíè (t � 1; t℄ âîçâðàùåíèåì ñóììû Ri = Ci + Ïi; çäåñü j îïðåäåëÿåò ïðîìåæó-òîê (j � 1; j℄ íà÷àëà ïðîåêòà Ai; åñëè îí áóäåò âûáðàí äëÿ ðåàëèçàöèè.Ñóììà mXi=1 tXj=1 RixijSg+(t� j � �i)¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Ìîäåëü ïëàíèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ äåíåæíûõ ðåñóðñîâ 41îïðåäåëÿåò îáúåì äåíåæíûõ ñðåäñòâ, êîòîðûå áóäóò âîçâðàùåíû îò íà÷àëà ïëàíè-ðîâàíèÿ äî ïðîìåæóòêà (t� 1; t℄ âêëþ÷èòåëüíî.Ñóììà tXj=1 Vjîïðåäåëÿåò äåíåæíûå ñðåäñòâà, êîòîðûå ñîãëàñíî îáÿçàòåëüñòâàì äîëæíû áûòü âû-ïëà÷åíû èíâåñòîðàì äàííîãî ïðåäïðèÿòèÿ çà âðåìÿ (0; t℄. ÑóììàmXi=1 tXj=1 Cixijîïðåäåëÿåò ñóììàðíûå çàòðàòû íà çàïóñê ïðîåêòîâ çà âðåìÿ (0; t℄:Îáúåì âûïëàò çà âðåìÿ îò 0 äî t ñîñòàâèòmXi=1 tXj=1 Cixij + tXj=1 Vj3. Óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå âîçìîæíîñòü âñåõ âûïëàò ïî äîãîâîðàì ñ èíâåñòîðà-ìè, ïðèâîäèò ê T íåðàâåíñòâàìS0 + mXi=1 tXj=1 RiSg+(t� j � �i)xij � mXi=1 tXj=1 Cixij � tXj=1 Vj � 0; t = 1; T (3)Òðåáóåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ëèíåéíóþ öåëåâóþ �óíêöèþ îò m � T áóëåâûõ ïå-ðåìåííûõ mXi=1 TXj=1 Ïixij ! max; (4)÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè çà ïåðèîä ïëàíèðîâàíèÿ (0;T ℄; ïðè îäíî-âðåìåííîì âûïîëíåíèè îãðàíè÷åíèé (1),(2) è (3).2. Âû÷èñëèòåëüíûå îñîáåííîñòè ñåìåéñòâà çàäà÷, îïðåäåëåííûõìîäåëüþ (1)-(4), è èõ ðåøåíèåÇíà÷åíèÿ Sg+(t�j��i); âõîäÿùèå â ëåâûå ÷àñòè íåðàâåíñòâ (3) çàðàíåå âû÷èñëèòüíåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó äëÿ ïðîåêòà Ai íà÷àëî åãî âûïîëíåíèÿ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿíîìåðîì j ïðîìåæóòêà (j � 1; j℄; íåèçâåñòíî.Ýòîò íîìåð ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíûì, êîãäà ïîëó÷åíî ðåøå-íèå fxij; i = 1; m; j = 1; Tg: Âûðàæåíèÿ Sg+(t � j � �i) âíîñÿò â îãðàíè÷åíèÿ (3)íåëèíåéíîñòü, è ðàññìàòðèâàåìîå ñåìåéñòâî çàäà÷, êîòîðîå áóäåò äàëåå îáîçíà÷àòü-ñÿ Z(1)�(4); âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëèòåëüíàÿïðîáëåìà Z(1)�(4) íå ìåíåå ñëîæíà ÷åì ZÖËÏ ñ f0; 1g�ïåðåìåííûìè, ò.å. çàäà÷è,¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



42 Áëûùèê Â.Ô., Äîíñêîé Ä.Â.îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè (1)-(4), â öåëîì íå ìåíåå ñëîæíû, ÷åì çàäà÷è öåëî-÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó ïðîáëåìà Z(1)�(4) ÿâëÿåòñÿ ïîìåíüøåé ìåðå NP-òðóäíîé [1℄ è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, îïðåäåëÿåìûõ ìîäåëüþ (1)-(4),öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìà òèïà ¾GREEDY¿ [2℄.Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.1Æ xij := 0; i = 1; m;óïîðÿäî÷èòü íîìåðà ïðîåêòîâ ïî íåóáûâàíèþ ïðèáûëüíîñòè:Ïi1Ci1 � Ïi2Ci2 � � � � � ÏimCim :Ïîëó÷åííûé íà÷àëüíûé íóëåâîé íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ìîæåò íå áûòüäîïóñòèìûì ðåøåíèåì: îãðàíè÷åíèå (3), âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòüíå âûïîëíåííûì èç-çà íåäîñòàòêà âûáðàííûõ ïðîåêòîâ.2Æ Â äâîéíîì öèêëå ïî i = i1; i2; : : : ; im è j = 1; 2; : : : T îñóùåñòâëÿåòñÿïðèñâàèâàíèå xij := 1; i =2 I�; ïîêà íå áóäóò óäîâëåòâîðåíû âñåîãðàíè÷åíèÿ (1)-(3), è äàëåå, ïîêà âûáðàííîå ðåøåíèå îñòàåòñÿ äîïóñòèìûì.Ñîãëàñíî ïðèâåäåííîìó àëãîðèòìó, â ïðîöåññå åãî âûïîëíåíèÿ ïðåäèêàò ¾ðåøå-íèå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì¿ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå ¾0¿, çàòåì � ¾1¿, à ïîòîì �ñíîâà ¾0¿, ÷òî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì îêîí÷àíèÿ ðåøåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè ìîæåò îêàçàòüñÿ,÷òî ýòîò ïðåäèêàò â ñèëó îãðàíè÷åíèÿ (2) ñðàçó æå ïðèìåò çíà÷åíèå ¾1¿, à çàòåì,îáðàòèâøèñü â ¾0¿, îïðåäåëèò ìîìåíò îêîí÷àíèÿ àëãîðèòìà.Î÷åâèäíî, ÷òî ñëîæíîñòü àëãîðèòìà íå ïðåâûøàåò O(m2T 3); ò.å. îí ÿâëÿåòñÿïîëèíîìèàëüíûì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì ¾GREEDY¿ àëãîðèòìîâ.Çàêëþ÷åíèåÏðåäñòàâëåííàÿ â ñòàòüå ìîäåëü àäåêâàòíî îïèñûâàåò ïðîöåññ îïòèìàëüíîãî ïëà-íèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ äåíåæíûõ ñðåäñòâ, ïîñòóïàþùèõ ïî èíâåñòèöèîííûì êîí-òðàêòàì, äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîåêòîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ïðèáûëü. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîýòà ìîäåëü áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ðåãóëÿðíî, òàê ÷òî ïðîìåæóòêè ïëàíèðîâàíèÿ áó-äóò ñëåäîâàòü íåïîñðåäñòâåííî äðóã çà äðóãîì.Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñòðîåííîé ìîäåëè âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîáëåìà Z(1)�(4) ïîêðàéíåé ìåðå íå ìåíåå ñëîæíà, ÷åì ïðîáëåìû êëàññà ¾NPH¿ [1℄. Ïîýòîìó äëÿ ååðåøåíèÿ ðàçðàáîòàí ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì òèïà ¾GREEDY¿, èìåþùèé ïîëèíî-ìèàëüíóþ ñëîæíîñòü (ïðèíàäëåæàùèé êëàññó ¾PTIME¿).Àëãîðèòì óñïåøíî èñïîëüçóåòñÿ îäíîé èç �èðì, îñóùåñòâëÿþùåé êîììåð÷åñêóþäåÿòåëüíîñòü.Â äàëüíåéøåì öåëåñîîáðàçíî ïðîâåñòè èññëåäîâàíèå ìîäè�èêàöèè ïðèâåäåí-íîãî â ñòàòüå àëãîðèòìà, ó÷èòûâàþùóþ ¾íàäåæíîñòü¿ pi ïàðòíåðà ïî ïðîåê-òó Ai; i = 1; m; è ïðèìåíåíèÿ â ïóíêòå 1Æ óïîðÿäî÷åíèÿ¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Ìîäåëü ïëàíèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ äåíåæíûõ ðåñóðñîâ 43pi1Ïi1Ci1�i1 � pi2Ïi2Ci2�i2 � � � � � pimÏimCim�im :Òàêîå óïîðÿäî÷åíèå äàåò ïðåäïî÷òåíèå íàäåæíûì, áûñòðûì â ðåàëèçàöèè, âû-ñîêîïðèáûëüíûì ïðîåêòàì. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. �ýðè Ì., Äæîíñîí Ä. Âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû è òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷è. � Ì.: Ìèð, 1982. �416 ñ.2. Ëèïñêèé Â. Êîìáèíàòîðèêà äëÿ ïðîãðàììèñòîâ. � Ì.: Ìèð, 1988. � 213 ñ.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15.11.2010
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omAbstra
t. In this paper we study the identi�
ation problem of determining the 
omplex-valued
oe�
ient for non-stationary equation quasi opti
s. In this 
ase we prove existen
e and uniqueness ofthe solution of identi�
ation problem. In addition, the ne
essary 
ondition for solution of identi�
ationproblem of the variational inequality type is established.ÂâåäåíèåÇàäà÷è èäåíòè�èêàöèè äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êâàçèîïòèêè ÷àñòî âîç-íèêàþò â íåëèíåéíîé îïòèêå ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòîâîãî ïó÷-êà â íåîäíîðîäíîé ñðåäå, â êîòîðûõ íåèçâåñòíûìè �óíêöèÿìè îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ ïî-êàçàòåëè ïðåëîìëåíèÿ è ïîãëîùåíèÿ ñðåäû, à òàêæå íà÷àëüíàÿ �àçà èçëó÷åííîé âîë-íû [1℄. Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå çàäà÷è èäåíòè�èêàöèè îá îïðåäåëåíèè �àçû èçëó÷åííîéâîëíû äëÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êâàçèîïòèêè èçó÷åíû, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [1�3℄è äð., à çàäà÷è èäåíòè�èêàöèè îá îïðåäåëåíèè âåùåñòâåííîçíà÷íîãî êîý��èöèåíòà,òî åñòü êîý��èöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû â ñòàöèîíàðíîì óðàâíåíèè êâàçèîïòèêè,äðóãèìè ñëîâàìè, â íåñòàöèîíàðíîì óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà ðàíåå èññëåäîâàíû, íà-ïðèìåð, â ðàáîòàõ [4�10℄ è äð.Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè îá îïðåäåëåíèè êîì-ïëåêñíîçíà÷íîãî êîý��èöèåíòà íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êâàçèîïòèêè, ãäå âåùå-ñòâåííàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî êîý��èöèåíòà ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ, àìíèìàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëåì ïîãëîùåíèÿ íåîäíîðîäíîé íåëèíåéíîé ñðåäû.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êâà-çèîïòèêè âïåðâûå áûëà èçó÷åíà â ðàáîòàõ [11, 12℄, êîòîðàÿ ïî ïîñòàíîâêå è ïî êëàññóðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ êâàçèîïòèêè îòëè÷àåòñÿ îò íàñòîÿ-ùåé ðàáîòû. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå çàäà÷è èäåíòè�èêàöèè îá îïðåäåëåíèè êîìïëåêñ-íîçíà÷íîãî êîý��èöèåíòà â íåñòàöèîíàðíîì óðàâíåíèè êâàçèîïòèêè â íàñòîÿùåéðàáîòå ïðåäñòàâëÿåò íåìàëûé èíòåðåñ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà En; � � ãðà-íèöà îáëàñòè D, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé, íàïðèìåð, � � C2;T > 0; L > 0 � çàäàííûå ÷èñëà, 0 � t � T; 0 � z � L; x = (x1; x2; : : : ; xn) � ïðîèç-âîëüíàÿ òî÷êà îáëàñòè D; 
t = D � (0; t); 
z = D � (0; z); 
tz = D � (0; t) � (0; z);
 = 
TL; Stz = �� (0; t)� (0; z); S = STL; Ck([0; T ℄; B) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ñî-ñòîÿùåå èç âñåõ îïðåäåëåííûõ è k � 0 ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé



46 Èáðàãèìîâ Í.Ñ.íà îòðåçêå [0; T ℄ ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B; Lp(D) � ëåáåãîâî ïðî-ñòðàíñòâî �óíêöèé, ñóììèðóåìûõ â îáëàñòè D ñî ñòåïåíüþ p � 1; W kp (D); W k;mp (Q);p � 1; k � 0; m � 0 � ñîáîëåâû ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå îïðåäåëåíû, íàïðèìåð, â [13℄;W 0;1;12 (
) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ u = u(x; t; z)èç L2(
); èìåþùèõ îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå �u�t ; �u�z èç ïðîñòðàíñòâà L2(
); ñêà-ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â íåì îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè:(u1; u2)W 0;1;12 (
) = Z
 �u1u2 + �u1�t �u2�t + �u1�z �u2�z � dxdtdz;kukW 0;1;12 (
) =q(u; u)W 0;1;12 (
) < +1;W 2;0;02 (
) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ u = u(x; t; z) ïðî-ñòðàíñòâà L2(
); èìåþùèõ îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå �u�xj ; j = 1; n; �2u�xj�xp ; j; p = 1; n;èç ïðîñòðàíñòâà L2(
): Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â íåì îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåí-ñòâàìè:(u1; u2)W 2;0;02 (
) = Z
  u1u2 + nXj=1 �u1�xj �u2�xj + nXj;p=1 �2u1�xj�xp �2u2�xj�xp! dxdtdz;kukW 2;0;02 (
) =q(u; u)W 2;0;02 (
);W 2;1;12 (
) � W 2;0;02 (
) \ W 0;1;12 (
); ÆW 2;1;12 (
) � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàí-ñòâà W 2;1;12 (
); ýëåìåíòû êîòîðîãî îáðàùàþòñÿ â íóëü íà S = �� (0; T )� (0; L); ñèì-âîë Æ8 îçíà÷àåò, ÷òî äàííîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî äëÿ ïî÷òè âñåõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîéâåëè÷èíû. Íèæå âñþäó ïîñòîÿííûå, íå çàâèñÿùèå îò îöåíèâàåìûõ âåëè÷èí, îáîçíà-÷èì ÷åðåç 
j; j = 0; 1; 2; : : : .�àññìîòðèì ïðîöåññ, ñîñòîÿíèå êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì íåñòàöèîíàð-íûì ëèíåéíûì óðàâíåíèåì êâàçèîïòèêè [1℄:i� �t + ia0� �z � nXj;p=1 ��xj �ajp(x) � �xp�+ a(x) ++v0(x; t; z) + iv1(x; t; z) = f(x; t; z); (x; t; z) 2 
; (1)ãäå i = p�1 � ìíèìàÿ åäèíèöà,  =  (x; t; z) � âîëíîâàÿ �óíêöèÿ èëè êîìïëåêñíàÿàìïëèòóäà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñâåòîâîé âîëíû (ñâåòîâîãî ïó÷êà), ðàñïðîñòðàíÿþ-ùåéñÿ âäîëü îñè z; a0 > 0 � çàäàííîå ÷èñëî, ajp; j; p = 1; n; a(x) � çàäàííûå âåùå-ñòâåííîçíà÷íûå èçìåðèìûå îãðàíè÷åííûå �óíêöèè ñ èçìåðèìûìè îãðàíè÷åííûìèïðîèçâîäíûìè �ajp(x)�xl ; j; p; l = 1; n; óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:ajp(x) = apj(x); j; p = 1; 2; : : : ; n; �0 nXj=1 j�jj2 � nXj;p=1 ajp(x)�j ��p �¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êâàçèîïòèêè 47� �1 nXj=1 j�jj2; 8�j 2 C; j = 1; 2; : : : ; n; Æ8 x 2 D; �0; �1 = 
onst > 0; (2)�����ajp(x)�xl ���� � �2; Æ8 x 2 D; j; p; l = 1; n; �2 = 
onst > 0; (3)0 � a(x) � �3; Æ8 x 2 D; �3 = 
onst > 0; (4)f(x; t; z) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ:f 2 W 0;1;12 (
); (5)v0(x; t; z); v1(x; t; z) � íåèçâåñòíûå êîý��èöèåíòû èëè ïîêàçàòåëè ïðåëîìëåíèÿ è ïî-ãëîùåíèÿ ñðåäû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòîâûõ âîëí. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (1) çàäàíûñëåäóþùèå íà÷àëüíîå è êðàåâîå óñëîâèÿ: (x; 0; z) = '0(x; z); (x; z) 2 
L; (6) (x; t; 0) = '1(x; t); (x; t) 2 
T ; (7) ��S= 0; (8)ãäå '0(x; z) � íà÷àëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñâåòîâîé âîë-íû, '1(x; t) � íà÷àëüíûé �àçîâûé ïðî�èëü ñâåòîâîé âîëíû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèÿì: '0 2 ÆW 2;12 (
L); '1 2 ÆW 2;12 (
T ): (9)Íàøà öåëü çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ v0(x; t; z);v1(x; t; z) íà îñíîâå ïîëó÷åíèÿ çàäàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ y0 = y0(x; z) ñâåòîâûõ âîëíâ ìîìåíò âðåìåíè t = T; òî åñòü íà îñíîâå äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè: (x; T; z) = y0(x; z); (x; z) 2 
L; (10)èëè íà îñíîâå ïîëó÷åíèÿ çàäàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ y1 = y1(x; t) ñâåòîâûõ âîëí íàïîâåðõíîñòè îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ, ðàñïîëîæåííîãî íà ðàññòîÿíèè z = L îò ïîâåðõ-íîñòè ïåðåäàþùåãî îáúåêòà, òî åñòü íà îñíîâå äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè: (x; t; L) = y1(x; t); (x; t) 2 
T ; (11)ãäå y0(x; z); y1(x; t) � çàäàííûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-âèÿì: y0 2 L2(
L); y1 2 L2(
T ): (12)Ïóñòü �óíêöèÿ v = (v0; v1); v0 = v0(x; t; z); v1 = v1(x; t; z); áóäåò îòûñêàíà íà ìíîæå-ñòâå:V � �v = (v0; v1); vm 2 W 0;1;12 (
); jvm(x; t; z)j � bm;�����vm(x; t; z)�t ���� � dm; �����vm(x; t; z)�z ���� � 
m; m = 0; 1; Æ8 (x; t; z) 2 
� ;ãäå bm > 0; dm > 0; 
m > 0; m = 0; 1 � çàäàííûå ÷èñëà. Ìíîæåñòâî V áóäåì íàçûâàòüìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ ýëåìåíòîâ. Îïðåäåëåíèå v = (v0; v1) èç ìíîæåñòâà V ïðè¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



48 Èáðàãèìîâ Í.Ñ.óñëîâèÿõ (1), (6)�(8), (10) èëè (11) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé çàäà÷åé èëè çàäà÷åé èäåíòè-�èêàöèè äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êâàçèîïòèêè (1). Âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêàýòîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà:J�(v) = �0k (�; T; �)� y0k2L2(
L) + �1k (�; �; L)� y1k2L2(
T ) + �kv � !k2H (13)íà ìíîæåñòâå V ïðè óñëîâèÿõ (1), (6)�(8), ãäå � � 0 � çàäàííîå ÷èñëî, �0 � 0;�1 � 0 � çàäàííûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî �0+�1 6= 0; ! = (!0; !1) 2 H � çàäàííûé ýëåìåíò,H � W 0;1;12 (
) �W 0;1;12 (
): Íèæå áóäåì èçó÷àòü çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíà-ëà (13) íà ìíîæåñòâå V ïðè óñëîâèÿõ (1), (6)�(8), êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü çàäà÷åéèäåíòè�èêàöèè (1), (6)�(8), (13).Ïðè êàæäîì v 2 V çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè �óíêöèè  =  (x; t; z) �  (x; t; z; v) èçóñëîâèé (1), (6)�(8), áóäåì íàçûâàòü ïðÿìîé çàäà÷åé äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿêâàçèîïòèêè (1). Ïîä ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è (1), (6)�(8) ïðè êàæäîì v 2 V áóäåìïîíèìàòü �óíêöèþ  (x; t; z) èç ïðîñòðàíñòâà ÆW 2;1;12 (
); óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâè-ÿì (1), (6)-(8) äëÿ ïî÷òè âñåõ (x; t; z) 2 
; òî åñòü óðàâíåíèþ (1) äëÿ Æ8 (x; t; z) 2 
;óñëîâèÿì (6), (7) äëÿ Æ8 (x; z) 2 
L; Æ8 (x; t) 2 
T ; ñîîòâåòñòâåííî, è êðàåâîìó óñëî-âèþ (8) äëÿ Æ8 (�; t; z) 2 S:Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðÿìàÿ çàäà÷à òèïà (1), (6)�(8) ðàíåå áûëà ïðåäìåòîì èñ-ñëåäîâàíèÿ â ðàáîòå [11℄, ãäå áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñëàáîãîîáîáùåííîãî ðåøåíèÿ èç ïðîñòðàíñòâà C0([0; T ℄; L2(
L))\C0([0; L℄; L2(
T )) ïðè áîëååñëàáûõ óñëîâèÿõ. Â íàñòîÿùåì ñëó÷àå êëàññ ðåøåíèé ïðÿìîé çàäà÷è (1), (6)�(8) ÿâ-ëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ÆW 2;1;12 (
) è äàííûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ áîëåå ãëàäêèìè �óíêöè-ÿìè. Ïîýòîìó äëÿ èçó÷åíèÿ çàäà÷è èäåíòè�èêàöèè (1), (6)�(8), (13) íàì íåîáõîäèìîñíà÷àëà èçó÷èòü âîïðîñ ðàçðåøèìîñòè ïðÿìîé çàäà÷è (1), (6)�(8) ïðè êàæäîì v 2 Vâ ïðîñòðàíñòâå ÆW 2;1;12 (
). Ñ ýòîé öåëüþ, èñïîëüçóÿ òåîðèþ âîëüòåððîâûõ îïåðàòîðîââ ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå [14, 15℄ è ìåòîä �àëåðêèíà, ìîæåì óñòàíîâèòü ñïðàâåä-ëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ:Òåîðåìà 1. Ïóñòü �óíêöèè ajp(x); j; p = 1; n; a(x); f(x; t; z); '0(x; z); '1(x; t) óäî-âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2)�(5), (9) ñîîòâåòñâåííî, à ãðàíèöà îáëàñòè D äîñòàòî÷íîãëàäêàÿ. Òîãäà ïðÿìàÿ çàäà÷à (1), (6)�(8) ïðè êàæäîì v 2 V èìååò åäèíñòâåííîåðåøåíèå èç ïðîñòðàíñòâà ÆW 2;1;12 (
) è äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà:k k2ÆW2;1;12 (
) � 
0�k'0k2ÆW 2;12 (
L) + k'1k2ÆW 2;12 (
T ) + kfk2W 0;1;12 (
)� ; (14)ãäå 
0 > 0 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò '0; '1 è f:Èç ýòîé òåîðåìû è èç âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ÆW 2;1;12 (
) â ïðîñòðàí-ñòâî C0([0; T ℄; L2(
L)) \ C0([0; L℄; L2(
T )) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèîíàë (13) èìååò ñìûñëâ ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå ðåøåíèé ïðÿìîé çàäà÷è (1), (6)�(8) ïðè êàæäîì çàäàí-íîì v 2 V: ¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êâàçèîïòèêè 492. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷èèäåíòè�èêàöèèÑíà÷àëà óñòàíîâèì, ÷òî çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè (1), (6)�(8), (13) èìååò åäèíñòâåí-íîå ðåøåíèå ïðè � > 0:Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Ïóñòü, êðîìå òîãî, �óíê-öèè y0(x; z); y1(x; t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (12), à ! 2 H � çàäàííûé ýëåìåíò.Òîãäà ñóùåñòâóåò ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî G ïðîñòðàíñòâà H òàêîå, ÷òî äëÿ ëþ-áîãî ! 2 G ïðè � > 0 çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè (1), (6)-(8), (13) èìååò åäèíñòâåííîåðåøåíèå.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïåðâà äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü �óíêöèîíàëàJ0(v) = �0k (�; T; �)� y0k2L2(
L) + �1k (�; �; L)� y1k2L2(
T ) (15)íà ìíîæåñòâå V: Ïóñòü �v 2 B � W 0;1;11 (
)�W 0;1;11 (
) � ïðèðàùåíèå ëþáîãî ýëåìåí-òà v 2 V òàêîå, ÷òî v+�v 2 V è � = � (x; t; z) �  (x; t; z; v+�v)� (x; t; z; v); ãäå (x; t; z; v) � ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (1), (6)�(8) ïðè v 2 V: Èç óñëîâèé (1), (6)�(8)ñëåäóåò, ÷òî � = � (x; t; z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çà-äà÷è: i�� �t + ia0�� �z � nXj;p=1 ��xj �ajp(x)�� �xp �+ a(x)� ++(v0(x; t; z) + �v0(x; t; z))� + i(v1(x; t; z) + �v1(x; t; z))� == ��v0(x; t; z) � i�v1(x; t; z) ; (x; t; z) 2 
; (16)� (x; 0; z) = 0; (x; z) 2 
L; � (x; t; 0) = 0; (x; t) 2 
T ; (17)� ��S= 0: (18)Îöåíèì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Ñ ýòîé öåëüþ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (16) óìíîæèì íà�óíêöèþ � � = � � (x; t; z) è ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè 
tz: Âðåçóëüòàòå, èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà âû÷èòàÿ åãî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, èìååì:Z
tz ��t j� j2dxd�d� + Z
tz ��z j� j2dxd�d� = �2 Z
tz (v1 +�v1)j� j2dxd�d���2 Z
tz Im(�v0 � � )dxd�d� � 2 Z
tz Re(�v1 � � )dxd�d�; 8t 2 [0; T ℄; 8z 2 [0; L℄:Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñ ïîìîùüþ îöåíêè (14) è ïðèíÿòûõ óñëîâèé ìîæåì óñòàíîâèòüñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè:k� (�; t; �)k2L2(
L) + k� (�; �; z)k2L2(
T ) � 
1 �k�v0k2L1(
) + k�v1k2L1(
)� ; (19)äëÿ 8t 2 [0; T ℄; 8z 2 [0; L℄: ¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



50 Èáðàãèìîâ Í.Ñ.Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå �óíêöèîíàëà J0(v) íà ëþáîì ýëåìåíòå v 2 V:Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (15), ïðèðàùåíèå �óíêöèîíàëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:�J0(v) = J0(v +�v)� J0(v) == �2�0 Z
L Re[( (x; T; z)� y0(x; z))� � (x; T; z)℄dxdz++2�1 Z
T Re[( (x; t; L)� y1(x; t))� � (x; t; L)℄dxdt++�0 k� (�; T; �)k2L2(
L) + �1 k� (�; �; L)k2L2(
T ) : (20)Îòñþäà â ñèëó îöåíîê (15), (19) è íåðàâåíñòâà:k (�; t; �)k2L2(
L) + k (�; �; z)k2L2(
T ) � 
2 k k2ÆW2;1;12 (
) (21)äëÿ 8t 2 [0; T ℄; 8z 2 [0; L℄ ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà:j�J0(v)j � 
3(kv0kL1(
) + kv1kL1(
) + kv0k2L1(
) + kv1k2L1(
)):Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå:j�J0(v)j ! 0 ïðè k�vkB ! 0 (22)äëÿ 8v 2 V: Èç ýòîãî ïðåäåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü �óíêöèîíà-ëà J0(v) íà ìíîæåñòâå V: Ââèäó J0(v) � 0; 8v 2 V; ïîëó÷èì ñíèçó îãðàíè÷åííîñòüJ0(v) íà ìíîæåñòâå V: Êðîìå òîãî, íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî V ÿâëÿåòñÿ çà-ìêíóòûì îãðàíè÷åííûì è âûïóêëûì ìíîæåñòâîì ðàâíîìåðíî âûïóêëîãî ïðîñòðàí-ñòâà H � W 0;1;12 (
) �W 0;1;12 (
) [16, ñòð.182℄. Òîãäà ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî âûïîë-íÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ â çàäà÷àõíåâûïóêëîé îïòèìèçàöèè, èçâåñòíîé èç ðàáîòû [17℄. Ïîýòîìó â ñèëó óòâåðæäåíèÿýòîé òåîðåìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî G ïðîñòðàíñòâà Hòàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ! 2 G ïðè � > 0 çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè (1), (6)-(8), (13) èìååòåäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà. �Ýòà òåîðåìà óêàçûâàåò íà òî, ÷òî çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè (1), (6)�(8), (13)ïðè � > 0 èìååò ðåøåíèå íå äëÿ âñÿêîãî ! 2 H: Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò,÷òî çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ïðè � � 0 äëÿ ëþáîãî ! 2 H:Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíîðåøåíèå çàäà÷è èäåíòè�èêàöèè (1), (6)�(8), (13) ïðè � � 0 äëÿ ëþáîãî ! 2 H:Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ìåòîäèêîé ðàáîòû [18℄ ñ óñòàíîâëåíèåìñëàáîé ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó �óíêöèîíàëà J�(v) íà ìíîæåñòâå v ïðè � � 0:¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êâàçèîïòèêè 513. Äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèîíàëà è íåîáõîäèìîå óñëîâèåäëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòè�èêàöèèÂ ýòîì ðàçäåëå áóäåì èçó÷àòü âîïðîñ íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷èèäåíòè�èêàöèè (1), (6)�(8), (13). Ïóñòü � = �(x; t; z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåéñîïðÿæåííîé çàäà÷è:i���t + ia0���z � nXp;j=1 ��xp �ajp(x) ���xj�+ a(x)�++v0(x; t; z)�� iv1(x; t; z)� = 0; (x; t; z) 2 
; (23)�(x; T; z) = �2i�0( (x; T; z)� y0(x; z)); (x; z) 2 
L; (24)�(x; t; L) = �2i�1a0 ( (x; t; L)� y1(x; t)); (x; t) 2 
T ; (25)���S= 0; (26)ãäå  =  (x; t; z) �  (x; t; z; v) � ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ïðè v 2 V:Ïîä ðåøåíèåì ñîïðÿæåííîé çàäà÷è áóäåì ïîíèìàòü �óíêöèþ � = �(x; t; z) èçïðîñòðàíñòâà B0 � C0([0; T ℄; L2(
L)) \ C0([0; L℄; L2(
T )); óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþ-ùåìó èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó:Z
 � �i���1�t � ia0���1�z � nXj;p=1 ��xj �ajp(x)���1�xp� ++a(x)��1 + v0(x; t; z)��1 � iv1(x; t; z)��1!dxdtdz == �2�0 Z
L ( (x; T; z)� y0(x; z))��1(x; T; z)dxdz��2�1 Z
T ( (x; t; L)� y1(x; t))��1(x; t; L)dxdt++i Z
L �(x; 0; z)��1(x; 0; z)dxdz + ia0 Z
T �(x; t; 0)��1(x; t; 0)dxdt (27)äëÿ ëþáîé �óíêöèè �1 = �1(x; t; z) èç ïðîñòðàíñòâà ÆW 2;1;12 (
):Ñ ïîìîùüþ çàìåíû � = T � t; � = L � z ñîïðÿæåííóþ çàäà÷ó (23)�(26) ìîæ-íî ñâåñòè ê íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîéïðÿìîé çàäà÷å (1), (6)�(8). Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ìåòîäèêó ñãëàæèâàíèÿ äàííûõ è òåî-ðåìó 1, ìîæåì óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî ñîïðÿæåííàÿ çà-äà÷à (23)�(26) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå èç ïðîñòðàíñòâà B0 è äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿñïðàâåäëèâà îöåíêà: k�(�; t; �)k2L2(
L) + k�(�; �; z)k2L2(
T ) �¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



52 Èáðàãèìîâ Í.Ñ.� 
4 �k (�; T; �)� y0k2L2(
L) + k (�; �; L)� y1k2L2(
T )� ; (28)8t 2 [0; T ℄; 8z 2 [0; L℄:Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ â çàäà÷å èäåíòè�èêà-öèè (1), (6)�(8), (13) ñíà÷àëà íåîáõîäèìî íàéòè �îðìóëó äëÿ ïåðâîé âàðèàöèè�óíêöèîíàëà J�(v) íà ëþáîì ýëåìåíòå v 2 V:Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Òîãäà äëÿ ëþáîé �óíê-öèè w = w(x; t; z) èç B è ëþáîãî ýëåìåíòà v 2 V ñóùåñòâóåò ïåðâàÿ âàðèàöèÿ�óíêöèîíàëà J�(v) è ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïåðâîé âàðèàöèè:ÆJ�(v; w) = Z
 Re( (x; t; z)��(x; t; z))w0(x; t; z)dxdtdz�� Z
 Im( (x; t; z)��(x; t; z))w1(x; t; z)dxdtdz++2� Z
 1Xm=0(vm(x; t; z)� !m(x; t; z))wm(x; t; z)dxdtdz++2� Z
 1Xm=0��vm(x; t; z)�t � �!m(x; t; z)�t � �wm(x; t; z)�t dxdtdz++2� Z
 1Xm=0��vm(x; t; z)�z � �!m(x; t; z)�z � �wm(x; t; z)�z dxdtdz; (29)ãäå  =  (x; t; z) �  (x; t; z; v) � ðåøåíèå ïðÿìîé, à � = �(x; t; z) � �(x; t; z; v) �ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷ ïðè v 2 V; w = (w0; w1) = (w0(x; t; z); w1(x; t; z)):Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (13) è (20) ïðèðàùåíèå �óíêöèîíàëà J�(v) íàëþáîì ýëåìåíòå v 2 V ìîæåì ïðåäñòàâèòü â âèäå:�J�(v) = J�(v +�v)� J�(v) == 2�0 Z
L Re[( (x; T; z)� y0(x; z))� � (x; T; z)℄dxdz++2�1 Z
T Re[( (x; t; L)� y1(x; t))� � (x; t; L)℄dxdt++2� Z
 1Xm=0(vm(x; t; z)� !m(x; t; z))�vm(x; t; z)dxdtdz++2� Z
 1Xm=0��vm(x; t; z)�t � �!m(x; t; z)�t � ��vm(x; t; z)�t dxdtdz+¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êâàçèîïòèêè 53+2�Z
 1Xm=0��vm(x; t; z)�z � �!m(x; t; z)�z � ��vm(x; t; z)�z dxdtdz++�0k� (�; T; �)k2L2(
L) + �1k� (�; �; L)k2L2(
T ) + �k�vk2H ; (30)ãäå � = � (x; t; z) � ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (16)�(18).Èñïîëüçóÿ ñîïðÿæåííóþ çàäà÷ó è íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó (16)�(18), ìîæíîóñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà:2�0 Z
L Re[( (x; T; z)� y0(x; z))� � (x; T; z)℄dxdz++2�1 Z
T Re[( (x; t; L)� y1(x; t))� � (x; t; L)℄dxdt == Z
 Re[( (x; t; z)��(x; t; z))�v0(x; t; z)℄dxdtdz�� Z
 Im[( (x; t; z)��(x; t; z))�v1(x; t; z)℄dxdtdz++ Z
 Re[(� (x; t; z)��(x; t; z))�v0(x; t; z)℄dxdtdz�� Z
 Im[(� (x; t; z)��(x; t; z))�v1(x; t; z)℄dxdtdz: (31)Ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðèðàùåíèå �óíêöèîíàëà J�(v) ìîæåì íàïèñàòü â âèäå:�J�(v) = Z
 Re( (x; t; z)��(x; t; z))�v0(x; t; z)dxdtdz�� Z
 Im( (x; t; z)��(x; t; z))�v1(x; t; z)dxdtdz++2� Z
 1Xm=0(vm(x; t; z)� !m(x; t; z))�vm(x; t; z)dxdtdz++2�Z
 1Xm=0��vm(x; t; z)�t � �!m(x; t; z)�t � ��vm(x; t; z)�t dxdtdz++2� Z
 1Xm=0��vm(x; t; z)�z � �!m(x; t; z)�z � ��vm(x; t; z)�z dxdtdz +R(�v); (32)¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



54 Èáðàãèìîâ Í.Ñ.ãäå R(�v) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé:R(�v) = �0k� (�; T; �)k2L2(
L) + �1k� (�; �; L)k2L2(
T ) + �k�vk2H++ Z
 Re(� ��)�v0dxdtdz � Z
 Im(� ��)�v1dxdtdz: (33)Îòñþäà â ñèëó îöåíîê (14), (19), (3) èìååì:jR(�v)j � 
5k�vk2B; (34)ãäå ïîñòîÿííàÿ 
5 > 0 íå çàâèñèò îò �v:Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (32) è íåðàâåíñòâî (34), ñ ïîìîùüþ ìåòîäèêè ðàáîòû [19℄ìîæåì óñòàíîâèòü �îðìóëó (29) äëÿ ïåðâîé âàðèàöèè �óíêöèîíàëà J�(v) íà ëþáîìýëåìåíòå v 2 V: Òåîðåìà 4 äîêàçàíà. �Íàêîíåö, ñ�îðìóëèðóåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòè�èêà-öèè â âèäå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà.Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Ïóñòü, êðîìå òîãî,V� � �v� 2 V : J�(v�) = J�� = infv2V J�(v)� � ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è èäåíòè�è-êàöèè (1), (6) �(8), (13). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà v� 2 V� íåîáõîäèìî âûïîëíåíèåíåðàâåíñòâà: Z
 Re( �(x; t; z)���(x; t; z))(v0(x; t; z)� v�0(x; t; z))dxdtdz�� Z
 Im( �(x; t; z)���(x; t; z))(v1(x; t; z)� v�1(x; t; z))dxdtdz++2� Z
 1Xm=0(v�m(x; t; z)� !m(x; t; z))(vm(x; t; z)� v�m(x; t; z))dxdtdz++2�Z
 1Xm=0��v�m(x; t; z)�t � �!m(x; t; z)�t ���vm(x; t; z)�t � �v�m(x; t; z)�t � dxdtdz++2� Z
 1Xm=0��v�m(x; t; z)�z � �!m(x; t; z)�z �����vm(x; t; z)�z � �v�m(x; t; z)�z � dxdtdz � 0; 8v 2 V; (35)ãäå  �(x; t; z) �  (x; t; z; v�); ��(x; t; z) � �(x; t; z; v�) � ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿ ïðÿ-ìîé è ñîïðÿæåííîé çàäà÷ ïðè v� 2 V:Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (29) äëÿ ïåðâîéâàðèàöèè �óíêöèîíàëà J�(v); îïðåäåëåííîãî íà ìíîæåñòâå V:¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êâàçèîïòèêè 55Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:� Äîêàçàíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷èèäåíòè�èêàöèè (1), (6) �(8), (13) â ïðîñòðàíñòâå ÆW 2;1;12 (
):� Óñòàíîâëåíà �îðìóëà äëÿ ïåðâîé âàðèàöèè �óíêöèîíàëà J�(v):� Ñ�îðìóëèðîâàíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòè�èêàöèè (1),(6) �(8), (13) â âèäå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (35).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Âîðîíöîâ Ì.À., Øìàëüãàóçåí È.È. Ïðèíöèïû àäàïòèâíîé îïòèêè. Ì.: Íàóêà, 1985. � 335 ñ.2. Øàìååâà Ò.Þ. Îá îïòèìèçàöèè â çàäà÷å î ðàñïðîñòðàíåíèè ñâåòîâîãî ïó÷êà â íåîäíîðîäíîéñðåäå // Âåñòí. Ìîñêîâñê. óí-òà. Ñåð. âû÷èñë. ìàòåì. è êèáåðí. � 1985, �1. � C. 12 �19.3. Ïîòàíîâ È.Ì., �àçãóëèí À.Â., Øàìååâà Ò.Þ. Àïïðîêñèìàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷è îïòè-ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ òèïà Øðåäèíãåðà // Âåñòí. Ìîñêîâñê.óí-òà. Ñåð. âû÷èñë.ìàòåì. è êèáåðí. � 1987, �1. � C. 8-18.4. Èñêåíäåðîâ À.Ä., ßãóáîâ �.ß. Âàðèàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è îá îïðåäåëåíèèêâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà // ÄÀÍ ÑÑÑ�. � 1988, ò.303, �5. � C. 1044-1048.5. Èñêåíäåðîâ À.Ä., ßãóáîâ �.ß. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íåëèíåéíûìè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèìèñèñòåìàìè // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàí. � 1989, �12. � C. 27-38.6. ßãóáîâ �.ß., Ìóñàåâà Ì.À. Î âàðèàöèîííîì ìåòîäå ðåøåíèÿ ìåòîäå ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíîé îá-ðàòíîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà // Èçâ. ÀÍ Àçåðá. Ñåð. �èç-òåõí. èìàòåì. íàóê. � 1994, ò.XV, �5-6. � C. 58-61.7. ßãóáîâ �.ß., Ìóñàåâà Ì.À. Îá îäíîé çàäà÷å èäåíòè�èêàöèè äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðå-äèíãåðà // Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ. � 1997, ò.33, � 12. � C. 1691-1698.8. Èñêåíäåðîâ À.Ä., ßãóáîâ �.ß. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì //Òðóäû ÈÌÌ ÀÍÀ. � 1998, ò. XVIII. � C. 75-80.9. Èñêåíäåðîâ À.Ä. Îïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà â íåñòàöèîíàðíîì óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà //Â ñá.: ¾Ïðîáëåìû ìàòåì. ìîäåë. è îïò. óïðàâëåíèÿ¿. � Áàêó, 2001. � C. 6-36.10. Èñêåíäåðîâ À.Ä., ßãóáîâ �.ß. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íåîãðàíè÷åííûì ïîòåíöèàëîì â ìíî-ãîìåðíîì íåëèíåéíîì íåñòàöèîíàðíîì óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà // Âåñòíèê Ëåíêîðàíñêîãî ãîñ.óí.-òà. � 2007. � C. 3-56.11. ßãóáîâ �.ß., Èáðàãèìîâ Í.Ñ. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿêâàçèîïòèêè // Â ñá.: ¾Ïðîáëåìû ìàòåì. ìîäåë. è îïò. óïðàâëåíèå¿. � Áàêó, 2001. � C. 49-57.12. Yildiz B., Kili
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onsidered in the paper.ÂâåäåíèåÀëãîðèòìû è ìåòîäû êëàñòåðíîãî àíàëèçà âî ìíîãîì ñîñòàâëÿþò îñíîâó ïðèëî-æåíèé àíàëèçà äàííûõ. �îñò îáú¼ìà äàííûõ, ïîäëåæàùèõ îáðàáîòêå, ïðåäúÿâëÿåòðÿä òðåáîâàíèé ê èñïîëüçóåìûì àëãîðèòìàì êëàñòåðèçàöèè: âîçìîæíîñòü íàõîäèòüêëàñòåðû â ïðîñòðàíñòâàõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, íàãëÿäíîñòü, ë¼ãêîñòü èíòåðïðåòà-öèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, îòñóòñòâèå íåîáõîäèìîñòè ïðèâåäåíèÿ èñõîäíûõ äàí-íûõ ê êàêîìó-ëèáî êàíîíè÷åñêîìó âèäó è òàê äàëåå.Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âûïîëíåíèå ìíîãèõ èç ýòèõ òðåáîâàíèé ìîãóò îáåñïå÷èòüàëãîðèòìû è ìåòîäû àíàëèçà �îðìàëüíûõ ïîíÿòèé [1, 2, 6℄, ñåòî÷íûå ìåòîäû.Öåëüþ ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèÿ èíäèêàòîðíîãî âåêòîðà èíòåðâà-ëà ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà, èçó÷åíèå ñâîéñòâ ñåìåéñòâà òàêèõ âåêòîðîâ, ïîñòðî-åíèå è îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà ïîèñêà çàìêíóòûõ èíäèêàòîðíûõ âåêòîðîâ è èíäè-êàòîðíûõ âåêòîðîâ, ïîðîæäàþùèõ ìàêñèìàëüíûå èíòåðâàëû çàäàííîé îáëàñòè ïðè-çíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà.1. Ìàêñèìàëüíûå èíòåðâàëû îáëàñòè ïðèçíàêîâîãîïðîñòðàíñòâàfA0; A1; : : : ; An�1; g � ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ êîíå÷íî è ëèíåé-íî óïîðÿäî÷åííî. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ ñåìåéñòâà A îïðåäåëÿåò n-ìåðíîåïðèçíàêîâîå ïðîñòðàíñòâî S:S = A0 � A1 � � � � � An�1:Èíîãäà íà îáîçíà÷åíèå Aj ññûëàþòñÿ êàê íà èçìåðåíèå (àòðèáóò, äîìåí) ïðè-çíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïî êàæäîìó Aj ëèíåéíîóïîðÿäî÷åííî, ìîæíî ãîâîðèòü î ïîëîæèòåëüíîì è îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèÿõ ïîñîîòâåòñòâóþùåìó èçìåðåíèþ.ni = jAij, i = 0; 1; : : : ; n� 1 � ìîùíîñòü äîìåíà Ai.



58 Èëü÷åíêî À.Â.Ýëåìåíòû äîìåíà Ai ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü è, â äàëüíåéøåì, âñåãäà ñ÷èòàòü,÷òî Ai = f0; 1; : : : ; n� 1g.Ïóñòü H � S � íåêîòîðàÿ îáëàñòü ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà S. Èíòåðâàë I,ñîäåðæàùèéñÿ â îáëàñòè H, íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì èíòåðâàëîì îáëàñòè H, åñëèíå ñóùåñòâóåò åãî ñîáñòâåííîãî íàäèíòåðâàëà, ñîäåðæàùåãîñÿ â îáëàñòè H.Ìíîæåñòâî âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ îáëàñòè H íàçûâàåòñÿ ñîêðàùåííîéèíòåðâàëüíîé ñòðóêòóðîé ýòîé îáëàñòè [4℄. Êàæäóþ îáëàñòü H ïðèçíàêîâîãî ïðî-ñòðàíñòâà S ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ èíòåðâàëîâ åå ñîêðàùåííîé èí-òåðâàëüíîé ñòðóêòóðû.Óäîáíî òî÷êè îáëàñòè H íàçûâàòü åäèíè÷íûìè òî÷êàìè (1-òî÷êè) òàê, êàê åñëèáû áûëà çàäàíà èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ ýòîé îáëàñòè, à èíòåðâàëû îáëàñòè H íàçû-âàòü 1-èíòåðâàëàìè. Òå òî÷êè ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå íå ñîäåðæàòñÿ âîáëàñòè H, áóäåì íàçûâàòü 0-òî÷êàìè ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà.2. Âåêòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå èíòåðâàëîâÓ ïðîñòðàíñòâà S, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî n, èìååòñÿ 2n íàïðàâëåíèé. Â êàæ-äîì èçìåðåíèè ïî äâà íàïðàâëåíèÿ: îòðèöàòåëüíîå è ïîëîæèòåëüíîå. Ëþáîé èíòåð-âàë ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç èíòåðâàëà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâî S, óäàëåíèåìíåêîòîðîãî ÷èñëà çíà÷åíèé èç äîìåíîâ, ïî ñîîòâåòñòâóþùèì íàïðàâëåíèÿì.Äëÿ îïèñàíèÿ èíòåðâàëà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ âåêòîð äëèíû 2n:A = (a0; a1; : : : ; a2i; a2i+1; : : : ; a2n�2; a2n�1) (1)Êîìïîíåíòû òàêîãî âåêòîðà ðàññìàòðèâàþòñÿ ïàðàìè. Êàæäàÿ ïàðà ñîîòâåòñòâó-åò îäíîìó èç èçìåðåíèé ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà òàêîé ïàðûîòâå÷àåò îäíîìó èç íàïðàâëåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî èçìåðåíèÿ.Ïàðà a2i; a2i+1 ñîîòâåòñòâóåò i-ìó èçìåðåíèþ.Êîìïîíåíòà a2i îòâå÷àåò îòðèöàòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ i-ãî èçìåðåíèÿ.Êîìïîíåíòà a2i+1 - ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ.Çíà÷åíèå êàæäîé êîìïîíåíòû òàêîé ïàðû - ÷èñëî çíà÷åíèé, óäàë¼ííûõ èç äîìå-íà Ai ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó íàïðàâëåíèþ.Òàêîé âåêòîð áóäåì íàçûâàòü èíäèêàòîðíûì âåêòîðîì èíòåðâàëà èëè âåêòîðíûìîïèñàíèåì èíòåðâàëà.Åñëè âåêòîð A ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðíûì âåêòîðîì èíòåðâàëà I, òî óäîáíî ãîâî-ðèòü, ÷òî âåêòîð A ïîðîæäàåò èíòåðâàë I (îáîçíà÷åíèå A(I)), à èíòåðâàë I ïîðîæ-äàåòñÿ âåêòîðîì A (îáîçíà÷åíèå I(A)).Êîãäà âåêòîð A ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèåì íåïóñòîãî èíòåðâàëà, òî äëÿ êàæäîãî èç-ìåðåíèÿ ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñóììà êîìïîíåíò ïî ýòîìó èçìåðåíèþ ìåíüøåìîùíîñòè äîìåíà çíà÷åíèé ýòîãî èçìåðåíèÿ:a2i + a2i+1 < ni; i = 0; 1; : : : ; n� 1: (2)Åñëè äëÿ êàêîãî-ëèáî èç èçìåðåíèé a2i+a2i+1 � ni, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òàêîé âåêòîðÿâëÿåòñÿ îïèñàíèåì ïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà.Ïðèìå÷àíèå 1. Äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ íåïóñòûå èíòåðâàëû. Ïîýòîìóâåêòîðà-îïèñàíèÿ, â êîòîðûõ õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èçìåðåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Ïîèñê ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ... 59a2i + a2i+1 � ni, èñêëþ÷àþòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ. Åñëè âñ¼ æå ïîòðåáóåòñÿ èñïîëü-çîâàòü ïóñòîå ïîäìíîæåñòâî, òî â êà÷åñòâå èíäèêàòîðíîãî âåêòîðà áóäåò èñïîëüçî-âàòüñÿ âåêòîð, â êîòîðîì çíà÷åíèå êàæäîé êîìïîíåíòû ðàâíî ìîùíîñòè äîìåíà ïîñîîòâåòñòâóþùåìó èçìåðåíèþ ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü âåêòîð, â êîòîðîìa2i = a2i+1 = ni; i = 0; 1; : : : ; n� 1: (3)
3. Ëåêñèêîãðà�è÷åñêèé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå èíäèêàòîðíûõâåêòîðîâÎïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü A;B � èíäèêàòîðíûå âåêòîðà. Âåêòîð A ëåêñè÷åñêè ïðåä-øåñòâóåò âåêòîðó B, åñëè ñóùåñòâóåò íàïðàâëåíèå k òàêîå, ÷òî ak < bk, à ïî âñåìíàïðàâëåíèÿì, ïðåäøåñòâóþùèì íàïðàâëåíèþ k, çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðîâ Aè B ñîâïàäàþò: A . B , 9k(ak < bk; 8j < k(aj = bj)): (4)Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:A .k B , ak < bk; 8j < k(aj = bj): (5)Òîãäà, îïðåäåëåíèå ëåêñè÷åñêîãî ïîðÿäêà çàïèøåòñÿ â âèäåA . B , 9k(A .k B): (6)Óäîáíî èíäèêàòîðíûå âåêòîðà ïåðåáèðàòü â ëåêñè÷åñêîì ïîðÿäêå, íà÷èíàÿ ñ âåê-òîðà (0; 0; : : : ; 0; 0), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðíûì âåêòîðîì ïðèçíàêîâîãî ïðî-ñòðàíñòâà S.Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà, íåïîñðåäñòâåííî ëåêñè÷åñêè ñëåäóþùèì çà òåêó-ùèì âåêòîðîì, îñíîâàí íà ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèÿõ.Ëåêñè÷åñêèé ïîðÿäîê � ïîðÿäîê ëèíåéíûé. Ïîýòîìó âåêòîðà, ðàñïîëîæåííûåâ ëåêñè÷åñêîì ïîðÿäêå, ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü ÷èñëàìè 0; 1; : : : ; íà÷èíàÿ ñ âåêòî-ðà (0; 0; : : : ; 0; 0). Òîãäà ïåðåõîä îò òåêóùåãî âåêòîðà, ê âåêòîðó íåïîñðåäñòâåííîëåêñè÷åñêè ñëåäóþùèì çà òåêóùèì, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðèáàâëåíèåì åäèíèöû ê íî-ìåðó òåêóùåãî âåêòîðà è çàïèñè âåêòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷åííîãî ÷èñëà. Òîåñòü, èíäèêàòîðíûé âåêòîð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîçèöèîííóþ çàïèñü íåîòðè-öàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà.Îòëè÷èÿ îò îáû÷íîãî ïîçèöèîííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäó-þùåì:1. Äëÿ êàæäîé ïàðû ïîçèöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìó èç èçìåðåíèé, èñïîëüçó-åòñÿ ñâî¼ îñíîâàíèå, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ìîùíîñòüþ äîìåíà ýòîãî èçìåðåíèÿ.2. Äëÿ êàæäîé ïàðû ïîçèöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìó èç èçìåðåíèé, äîëæíîâûïîëíÿòüñÿ îãðàíè÷åíèå (2), ÷òî ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ ïó-ñòûå èíòåðâàëû. ¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



60 Èëü÷åíêî À.Â.4. Âû÷èñëåíèå íåïîñðåäñòâåííî ëåêñè÷åñêè ñëåäóþùåãîèíäèêàòîðíîãî âåêòîðàÏñåâäîêîä àëãîðèòìà.Âõîä. A � òåêóùèé èíäèêàòîðíûé âåêòîð;Âûõîä. A+ 1 � èíäèêàòîðíûé âåêòîð, íåïîñðåäñòâåííî ëåêñè÷åñêè ñëåäóþùèéçà âåêòîðîì A.Ìåòîä.1) i = n� 12) while i � 03) a2i+1 = a2i+1 + 14) if a2i + a2i+1 < ni then return A5) a2i+1 = 06) a2i = a2i + 17) if a2i < ni then return A8) a2i = 09) i = i� 110) end while11) return AÏðèâåäåííûé ïñåâäîêîä îñíîâàí íà ñîîáðàæåíèÿõ ïðåäøåñòâóþùåãî ðàçäåëà.Â äàëüíåéøåì, âû÷èñëåíèå âåêòîðà, íåïîñðåäñòâåííî ëåêñè÷åñêè ñëåäóþùåãî çàòåêóùèì âåêòîðîì A, áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ A+ 1.5. Çàìêíóòûå èíòåðâàëû ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâàÏóñòü A � S � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî òî÷åê ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà.Îáîçíà÷èì [A℄ íàèìåíüøèé èíòåðâàë ïðîñòðàíñòâà S, ñîäåðæàùèé ïîäìíîæåñòâîòî÷åê A (èíòåðâàëüíîå çàìûêàíèå, èíòåðâàëüíàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà A).Îïåðàöèÿ èíòåðâàëüíîãî çàìûêàíèÿ îáëàäàåò îáû÷íûìè ñâîéñòâàìè îïåðàöèèçàìûêàíèÿ [5℄: A � B ) [A℄ � [B℄; (7)A � [A℄; (8)[[A℄℄ = [A℄: (9)Îáîçíà÷èì I(S) � ñåìåéñòâî âñåõ èíòåðâàëîâ ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà S.I 2 I(S) � �èêñèðîâàííûé èíòåðâàë èç ýòîãî ñåìåéñòâà.I \ H � ïîäìíîæåñòâî òî÷åê îáëàñòè H, ñîäåðæàùèõñÿ â èíòåðâàëå I (1-òî÷êèïðîñòðàíñòâà S, ñîäåðæàùèåñÿ â èíòåðâàëå I).[I \H℄ � íàèìåíüøèé èíòåðâàë ïðîñòðàíñòâà S, ñîäåðæàùèé ïîäìíîæåñòâî I\H(èíòåðâàëüíîå çàìûêàíèå ïîäìíîæåñòâà 1-òî÷åê ïðîñòðàíñòâà S, ñîäåðæàùèõñÿ âèíòåðâàëå I).Îïðåäåëåíèå 2. Èíòåðâàë I 2 I(S) íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì (îòíîñèòåëüíî îáëàñòèH)), åñëè [I \H℄ = I. ¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Ïîèñê ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ... 61Óòâåðæäåíèå 1. Êàæäûé 1-èíòåðâàë ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì èíòåðâàëîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I 2 I(S) è I � H.Òàê êàê I � H, òî I \H = I è, ñëåäîâàòåëüíî, [I \H℄ = [I℄.Ýòî, ñ ó÷¼òîì î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà [I℄ = I, ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä,÷òî [I \H℄ = I. �Ïðèìå÷àíèå 2. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1, ìàêñèìàëüíûå 1-èíòåðâàëû èìååò ñìûñëèñêàòü ñðåäè çàìêíóòûõ èíòåðâàëîâ.Ïðèìå÷àíèå 3. Çàìêíóòûå èíòåðâàëû èíòåðåñíû è ñàìè ïî ñåáå. Íàïðèìåð, â àíà-ëèçå �îðìàëüíûõ ïîíÿòèé [1℄, [2℄ èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñîäåðæàíèÿ ¾èí-òåðâàëüíûõ¿ �îðìàëüíûõ ïîíÿòèé. Â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ çàìêíóòûå èí-òåðâàëû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ ãèïîòåç [6℄.6. �åø¼òêà èíòåðâàëîâ è ðåø¼òêà èíäèêàòîðíûõ âåêòîðîâÄëÿ ñåìåéñòâà I(S) âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî çàìûêàíèÿ [3℄ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèèïåðåñå÷åíèÿ. Ïîýòîìó I(S), óïîðÿäî÷åííîå îòíîøåíèåì âêëþ÷åíèÿ �, ÿâëÿåòñÿ ïîë-íîé ðåø¼òêîé.Îáîçíà÷èì A(S) ñåìåéñòâî âñåõ èíäèêàòîðíûõ âåêòîðîâ ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàí-ñòâà S.Ìåæäó ìíîæåñòâàìè I(S) è A(S) ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå(ñ ó÷¼òîì ïðèìå÷àíèÿ 1):I(A)$ A(I).Íà âåêòîðàõ ñåìåéñòâà A(S) ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèå ïðåä-øåñòâîâàíèå �: A � B , I(B) � I(A): (10)Òàê îïðåäåë¼ííîå îòíîøåíèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà, äâîé-ñòâåííûì ê ïîðÿäêó, îïðåäåëÿåìîìó îòíîøåíèåì âêëþ÷åíèÿ � íà ìíîæåñòâå I(S).Ïîýòîìó, ìíîæåñòâî A(S), óïîðÿäî÷åííîå îòíîøåíèåì �, ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì êðåø¼òêå hI(S);�i è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ðåø¼òêîé.Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííîãî îòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ, îïðåäåëÿþòñÿ îòíî-øåíèÿ ñòðîãîãî < è íåïîñðåäñòâåííîãî � ïðåäøåñòâîâàíèÿ.A < B , A � B è A 6= B.A � B , A < B è �9C 2 A(S) : A < C < B.Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü A;B 2 A(S).A � B , aj � bj; j = 0; 1; : : : ; 2n� 1: (11)Äîêàçàòåëüñòâî. A � B , I(B) � I(A), ïî êàæäîìó èç 2n íàïðàâëåíèé ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà, â èíòåðâàëå I(A)óäàëåíî íå áîëüøå çíà÷åíèé, ÷åì óäàëåíî ïî ñîîòâåòñòâóþùèì íàïðàâëåíèÿì â èí-òåðâàëå I(B), aj � bj; j = 0; 1; : : : ; 2n� 1. �¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



62 Èëü÷åíêî À.Â.Èç óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåòÓòâåðæäåíèå 3. �åø¼òî÷íûé ïîðÿäîê � íà ìíîæåñòâå èíäèêàòîðíûõ âåêòîðîâñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà âëîæåí â ëåêñè÷åñêèé ïîðÿäîê .:A � B ) A . B: (12)Òàê æå, èç óòâåðæäåíèÿ 2 ñëåäóåòÓòâåðæäåíèå 4. A � B , 9 !k(ak + 1 = bk; 8j 6= k(aj = bj)): (13)7. Îïåðàòîð çàìûêàíèÿ íà ðåøåòêå èíäèêàòîðíûõ âåêòîðîâÏóñòü H � S � îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà S. Íà ìíîæåñòâå A(S) îïðåäåëèì îïåðà-òîð 00, êîòîðûé êàæäîìó èíäèêàòîðíîìó âåêòîðó A ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå èíäèêàòîð-íûé âåêòîð A00, ïîðîæäàþùèé íàèìåíüøèé èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé òå æå 1-òî÷êè, ÷òîè èíòåðâàë, ïîðîæäàåìûé èñõîäíîé âåêòîðîì A.�åçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà 00, óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåé ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè øàãîâ:A) I(A)) I(A) \H ) [I(A) \H℄) A00:Â ñèëó ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ, îïåðàòîð 00' îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè, àíà-ëîãè÷íûìè ñâîéñòâàì (7)� (9): A � B ) A00 � B00; (14)A � A00; (15)(A00)00 = A00; (16)è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì çàìûêàíèÿ [3℄ íà ìíîæåñòâå A(S).Âåêòîð A00 íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì âåêòîðà A.Îïðåäåëåíèå 3. Èíäèêàòîðíûé âåêòîð A íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îí ñîâïàäàåòñî ñâîèì çàìûêàíèåì, òî åñòü, åñëè A00 = A.Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ, èìåííî çàìêíóòûå èíäèêàòîðíûå âåê-òîðà ïîðîæäàþò èíòåðåñóþùèå íàñ çàìêíóòûå èíòåðâàëû.Åñëè ó âåêòîðà A åãî êîìïîíåíòû îáîçíà÷åíû êàê aj; j = 0; 1; : : : ; 2n � 1, òîñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âåêòîðà A00 áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ a00j ; j = 0; 1; : : : ; 2n� 1.Â ñèëó ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ (14) è óòâåðæäåíèÿ 2, êîìïîíåíòûâåêòîðîâ A è A00 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþaj � a00j ; j = 0; 1; : : : ; 2n� 1: (17)Ïóñòü A 2 A(S) è A .m A+ 1. Â ýòîì ñëó÷àåA = (a0; : : : ; am; am+1; : : : ; a2n�1) è A+ 1 = (a0; : : : ; am + 1; 0; : : : ; 0), ãäåm = maxfj : aj 6= 0; j = 0; 1; : : : ; 2n� 1; g (18)òî åñòü, m � íàèáîëüøåå íàïðàâëåíèå ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïî êîòîðîìó êîì-ïîíåíòà aj âåêòîðà A+ 1 îòëè÷íà îò íóëÿ.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Ïîèñê ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ... 63Îáîçíà÷èì M � ïîäìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, êîòîðûì âåêòîð A ïðåäøåñòâóåòïî êîìïîíåíòå m: M = fD 2 A(S) j A .m Dg: (19)Ëþáîé âåêòîð C 2 A(S) òàêîé, ÷òî A .k C è k < m íàõîäèòñÿ ëåêñè÷åñêè äàëüøå îòâåêòîðà A, ÷åì êàæäûé èç âåêòîðîâ ïîäìíîæåñòâà M . Ïîýòîìó, èìåííî ñðåäè âåê-òîðîâ ïîäìíîæåñòâà M ñëåäóåò èñêàòü çàìêíóòûé âåêòîð, ëåêñè÷åñêè áëèæàéøèé êâåêòîðó A. È òîëüêî, åñëè â ïîäìíîæåñòâå M èñêîìîãî âåêòîðà íå îêàæåòñÿ, ïåðå-õîäèòü ê âåêòîðàì, êîòîðûì âåêòîð A ëåêñè÷åñêè ïðåäøåñòâóåò ïî íàïðàâëåíèÿì,ìåíüøèì íàïðàâëåíèÿ m.Â ìíîæåñòâå A(S), óïîðÿäî÷åííîì îòíîøåíèåì ëåêñè÷åñêîãî ïîðÿäêà, ïîäìíîæå-ñòâî M ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì. Îáîçíà÷èì ýòîò èíòåðâàë [B;B++℄. Íèæíÿÿ ãðàíèöàýòîãî èíòåðâàëà B - âåêòîð, íåïîñðåäñòâåííî ëåêñè÷åñêè ñëåäóþùèé çà âåêòîðîì A,òî åñòü, B = A+1. Âåêòîð B++ îïðåäåëÿåòñÿ ïî âåêòîðó A+1 è ñîîòâåòñòâóþùåìóèçìåðåíèþ m (18).Óòâåðæäåíèå 5. 8A 2 A(S) : A . (A+ 1)00:Óòâåðæäåíèå 6. Ïóñòü A 2 A(S). Åñëè A .m A + 1; D - çàìêíóòûé âåêòîðòàêîé, ÷òî A .m D, òî (A + 1)00 � D è, ñëåäîâàòåëüíî, (A+ 1)00 . D.Óòâåðæäåíèå 7. Ïóñòü A 2 A(S). Åñëè A .m A + 1; D - çàìêíóòûé âåêòîðòàêîé, ÷òî A .m D, òî A .m (A+ 1)00.Èç óòâåðäæåíèé 6 è 7 âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.Óòâåðæäåíèå 8. Åñëè A .m A + 1 è A .m (A + 1)00, òî (A+ 1)00 - ëåêñè÷åñêè íàè-ìåíüøèé çàìêíóòûé âåêòîð ñðåäè çàìêíóòûõ èíäèêàòîðíûõ âåêòîðîâ, ëåêñè÷åñêèñëåäóþùèõ çà âåêòîðîì A.Óòâåðæäåíèå 9. Åñëè (A + 1)00 íå ÿâëÿåòñÿ ëåêñè÷åñêè íàèìåíüøèì çàìêíóòûìâåêòîðîì ñðåäè çàìêíóòûõ èíäèêàòîðíûõ âåêòîðîâ, ëåêñè÷åñêè ñëåäóþùèõ çà âåê-òîðîì A, òî íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå A .m (A+ 1)00.Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü óñëîâèå ïðîâåðêè, ÿâëÿåòñÿëè âåêòîð (A + 1)00 èñêîìûì èíäèêàòîðíûì âåêòîðîì.Óòâåðæäåíèå 10. Ïóñòük = minfj j a00j 6= aj; j = 0; 1; : : : ; 2n� 1g; (20)òî åñòü, k � íàèìåíüøåå íàïðàâëåíèå ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïî êîòîðîìóêîìïîíåíòû âåêòîðîâ A è (A + 1)00 íå ñîâïàäàþò. Òîãäà, åñëè k < m, òî (A + 1)00íå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì âåêòîðîì.Òàêèì îáðàçîì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 10, èíòåðâàë [B;B++℄,ãäå B = A+1, íå ñîäåðæèò çàìêíóòûõ âåêòîðîâ è åãî ýëåìåíòû ñëåäóåò ïðîïóñòèòü.Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïåðåéòè ê âåêòîðó, íåïîñðåäñòâåííî ëåêñè÷åñêè ñëåäóþùåìó çàâåêòîðîì B ++.Èíòåðâàë [B;B + +℄ óäîáíî íàçûâàòü èñêëþ÷àåìûì èíòåðâàëîì íåçàìêíóòûõâåêòîðîâ. ¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



64 Èëü÷åíêî À.Â.8. Àëãîðèòì ïîèñêà ëåêñè÷åñêè ñëåäóþùåãî çàìêíóòîãîèíäèêàòîðíîãî âåêòîðàÀëãîðèòì lexi
alNextClose(A) � àëãîðèòì ïîèñêà ëåêñè÷åñêè íàèìåíüøåãî çà-ìêíóòîãî èíäèêàòîðíîãî âåêòîðà, ñëåäóþùåãî çà âåêòîðîì A.Ïñåâäîêîä àëãîðèòìà lexi
alNextClose(A).Âõîä. A � òåêóùèé çàìêíóòûé èíäèêàòîðíûé âåêòîð;Âûõîä. C � ëåêñè÷åñêè íàèìåíüøèé çàìêíóòûé èíäèêàòîðíûé âåêòîð,ñëåäóþùèé çà âåêòîðîì A.Ìåòîä.1) B = A+ 12) C = A003) repeat4) m = maxfj j bj 6= 0; j = 0; 1; : : : ; 2n� 1g5) k = minfj j bj 6= 
j; j = 0; 1; : : : ; 2n� 1g6) if k < m then begin7) B = B ++8) B = B + 19) C = B0010) end11) until k < m12) return CÏîÿñíåíèÿ ê ïñåâäîêîäó àëãîðèòìà lexi
alNextClose(A).Øàã 1. B � âåêòîð, íåïîñðåäñòâåííî ëåêñè÷åñêè ñëåäóþùèé çà A.Øàã 2. C � çàìûêàíèå âåêòîðà B.Øàãè 3 - 11. Öèêë, îñóùåñòâëÿþùèé âû÷èñëåíèå èñêîìîãî âåêòîðà.Øàã 4. m � íàèáîëüøåå èçìåðåíèå ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîêîòîðîìó êîìïîíåíòà âåêòîðà B îòëè÷íà îò íóëÿ.Øàã 5. k � íàèìåíüøåå èçìåðåíèå ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîêîòîðîìó êîìïîíåíòû âåêòîðîâ B è C íå ñîâïàäàþò.Øàã 6. Ïðîâåðêà, ÿâëÿåòñÿ ëè âû÷èñëåííîå C èñêîìûì âåêòîðîì.Åñëè óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, òî � íå ÿâëÿåòñÿ.Øàã 7. Ïðîïóñê ëåêñè÷åñêîãî èíòåðâàëà íåçàìêíóòûõ âåêòîðîâ,ñëåäóþùèõ çà òåêóùèì âåêòîðîì B.Øàã 8. Çàìåíà òåêóùåãî çíà÷åíèÿ âåêòîðà B íà âåêòîð,íåïîñðåäñòâåííî ëåêñè÷åñêè ñëåäóþùèé çà âåêòîðîì B ++.Øàã 9. C � çàìûêàíèå âåêòîðà B.Øàã 11. Ïðîâåðêà, íàéäåí ëè èñêîìûé âåêòîð.Øàã 12. Âîçâðàò íàéäåííîãî âåêòîðà C.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Ïîèñê ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ... 659. Èñêëþ÷àåìûé èíòåðâàëÏóñòü A 2 A(S) � 1-âåêòîð, I(A) � ïîðîæäàåìûé èì èíòåðâàë.A4� = fD 2 A(S) j A � Dg: (21)Ýëåìåíòû ïîäìíîæåñòâà A4� � ýòî 1-âåêòîðà, ïîðîæäàþùèå ïîäèíòåðâàëû èíòåðâà-ëà I(A). A4. = fD 2 A(S) j A . Dg: (22)Ýëåìåíòû ïîäìíîæåñòâà A4. � âñå âåêòîðà, ëåêñè÷åñêè ñëåäóþùèå çà âåêòîðîì A.Â ñèëó ëèíåéíîñòè ëåêñè÷åñêîãî ïîðÿäêà ., ïîäìíîæåñòâî A4. � öåïü â óïîðÿäî-÷åííîì ìíîæåñòâå hA(S);.i, íà÷èíàþùàÿñÿ ñ âåêòîðà A.�àññìîòðèì íà ïîäìíîæåñòâå A4. ïîäöåïî÷êó ìàêñèìàëüíîé äëèíû, íà÷àëüíûéýëåìåíò êîòîðîé âåêòîð A, è ñîñòîÿùóþ èç ýëåìåíòîâ ïîäìíîæåñòâà A4� , íåïîñðåä-ñòâåííî ëåêñè÷åñêè ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîì.Òàêàÿ ïîäöåïî÷êà îáðàçóåò íåêîòîðûé èíòåðâàë [A;B℄ ïîäìíîæåñòâà A4. . Âåê-òîð A � íèæíÿÿ ãðàíü ýòîãî èíòåðâàëà. Âåêòîð B - ýòî âåêòîð èç ïîäìíîæåñòâà A4�òàêîé, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî ëåêñè÷åñêè ñëåäóþùèé çà íèì âåêòîð (âåêòîð B+1) óæåíå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïîäìíîæåñòâà A4� .1-èíòåðâàëû, ïîðîæäàåìûå âåêòîðàìè èç èíòåðâàëà [A;B℄, íå ÿâëÿþòñÿ ìàêñè-ìàëüíûìè (çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, âåêòîðà A), è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîãóò áûòüèñêëþ÷åíû èç ðàññìîòðåíèÿ (ïðîïóùåíû). Òàêèì îáðàçîì, îò âåêòîðà A ìîæíî ñðàçóïåðåéòè ê âåêòîðó B.Èíòåðâàë [A;B℄ áóäåì íàçûâàòü èñêëþ÷àåìûì èíòåðâàëîì 1-âåêòîðîâ.Âû÷èñëåíèå âåêòîðà B ïî çàäàííîìó âåêòîðó A îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-ðàçîì.Ïóñòü A = (a0; : : : ; a2n�1) èm = maxfi j a2i 6= 0 _ a2i+1 6= 0; i = 0; 1; : : : ; n� 1g: (23)òî åñòü, m - íàèáîëüøåå èçìåðåíèå ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà S, â êîòîðîì õîòÿ áûïî îäíîìó èç íàïðàâëåíèé åñòü îòëè÷íàÿ îò íóëÿ êîìïîíåíòà.�àçëè÷àþòñÿ äâà ñëó÷àÿ: a2m+1 = 0 è a2m+1 6= 0.Êàæäûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ ðàññìîòðèì îòäåëüíî.Ñëó÷àé 1). a2m+1 = 0.Çäåñü âåêòîðà A è B èìåþò ñëåäóþùèé âèä:A = (a0; : : : ; a2m�1; a2m; 0; : : : ; 0); (24)B = (a0; : : : ; a2m�1; b2m; b2m+1; : : : ; b2n�1); (25)ãäå b2m = (nm � 1); b2m+1 = 0;b2m+2 = (nm+1 � 1); b2m+3 = 0;: : :b2n�2 = (nn�1 � 1); b2n�1 = 0: (26)¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



66 Èëü÷åíêî À.Â.Äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðîâ A è B âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïîêîìïîíåíòíîãî ïðåäøåñòâî-âàíèÿ:a0 = b0; : : : ; a2m�1 = b2m�1; a2m � b2m; : : : ; a2n�1 � b2n�1:Îòñþäà, â ñèëó (11), A � B è, ñëåäîâàòåëüíî, B 2 A4� .Êðîìå òîãî, òàê êàê A � B, òî A . B, à çíà÷èò, [A;B℄ � èíòåðâàë â A4. .Êàæäûé âåêòîð D 2 [A;B℄ èìååò âèä:D = (a0; : : : ; a2m�1; d2m; d2m+1; : : : ; d2n�1);è äëÿ åãî êîìïîíåíò âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿaj � dj; j = 0; 1; : : : ; 2n� 1:Ïîýòîìó A � D è, ñëåäîâàòåëüíî, D 2 A4� .Òàêèì îáðàçîì, [A;B℄ � A4� .Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîð, íåïîñðåäñòâåííî ëåêñè÷åñêè ñëåäóþùèé çà âåêòîðîì B, íåïðèíàäëåæèò ïîäìíîæåñòâó A4� .Ïóñòü C = B+1 � âåêòîð, íåïîñðåäñòâåííî ëåêñè÷åñêè ñëåäóþùèé çà âåêòîðîì B.Â âåêòîðå C êîìïîíåíòà 
2m = 0. Òàê êàê a2m 6= 0, òî 
2m 66 a2m è, ñëåäîâàòåëüíî,A 66 C, òî åñòü, C 62 A4� .Ñëó÷àé 2). a2m+1 6= 0.Çäåñü âåêòîðà A è B èìåþò ñëåäóþùèé âèä:A = (a0; : : : ; a2m�1; a2m; a2m+1; 0; : : : ; 0); (27)B = (a0; : : : ; a2m�1; a2m; b2m+1; : : : ; b2n�1); (28)ãäå b2m = a2m; b2m+1 = (nm � 1)� a2m;b2m+2 = (nm+1 � 1); b2m+3 = 0;: : :b2n�2 = (nn�1 � 1); b2n�1 = 0: (26)Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ îáîñíîâàíèå ïî÷òè ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò ïðåäûäóùèé âàðèàíò, çàèñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî â âåêòîðå C òåïåðü êîìïîíåíòà 
2m+1 = 0.Òàêèì îáðàçîì, ïî çàäàííîìó 1-âåêòîðó A, èñïîëüçóÿ (26) èëè (29), ìîæíî âû-÷èñëèòü èñêëþ÷àåìûé èíòåðâàë 1-âåêòîðîâ [A;B℄.10. �àñøèðåíèå èñêëþ÷àåìîãî èíòåðâàëàA� � âåêòîð, íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùèé âåêòîðó A ïî íàïðàâëå-íèþ 2m+ 1.Òàê êàêA = (a0; : : : ; a2m�1; a2m; a2m+1; 0; : : : ; 0), òî, ñ ó÷¼òîì (13),A� = (a0; : : : ; a2m�1; a2m; a2m+1 � 1; 0; : : : ; 0):A� � A è, ñëåäîâàòåëüíî, I(A) � I(A�) è A� . A.Âåêòîð A� � ýòî íå 1-âåêòîð. Åñëè áû âåêòîð A� ïîðîæäàë 1-èíòåðâàë, òî [A�; B℄áûë áû èñêëþ÷àåìûì èíòåðâàëîì 1-âåêòîðîâ, A 2 [A�; B℄ è, ïîýòîìó, âåêòîð A áûëáû èñêëþ÷¼í èç ðàññìîòðåíèÿ. ¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Ïîèñê ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ... 67�àññìîòðèì èíòåðâàë J , îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:J = I(A�) n I(A): (30)Òàê êàê, I\I(A) = � è I(A�) = J[I(A), òî èíòåðâàëû J è I(A) ïîðîæäàþò ðàçáèåíèåèíòåðâàëà A�.I(A) � 1-èíòåðâàë, I(A�) � íå 1-èíòåðâàë. Ñëåäîâàòåëüíî, èìåííî èíòåðâàë J ,ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì, ñîäåðæàùèì õîòÿ áû îäíó 0-òî÷êó ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà.Ïîýòîìó, ëþáîé èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé èíòåðâàë J , � íå 1-èíòåðâàë.Èíäèêàòîðíûé âåêòîð èíòåðâàëà J :A(J) = (a0; : : : ; a2m�1; (nm � 1)� (a2m+1 � 1); a2m+1 � 1; 0; : : : ; 0): (31)Ïóñòü [A;B℄ � èñêëþ÷àåìûé èíòåðâàë 1-âåêòîðîâ, ïîðîæäàåìûé âåêòîðîì A.�àññìîòðèì ñëåäóþùèå äâà øàãà.Øàã 1). B + 1 = (a0; : : : ; a2m�1; a2m + 1; 0; : : : ; 0): (32)Òàê êàê, B+1 � A(J), òî I(A(J)) � I(B+1) è, ñëåäîâàòåëüíî, B+1 � íå 1-èíòåðâàë.C = (a0; : : : ; a2m�1; a2m + 1; a2m+1 � 1; (nm+1 � 1); 0; : : : ; (nn�1 � 1); 0): (33)Òàê êàê, C � A(J), òî I(A(J)) � I(C) è, ñëåäîâàòåëüíî, C � íå 1-èíòåðâàë.Äàëåå, B + 1 . C è 8D 2 [B + 1; C℄ : D � C. Ñëåäîâàòåëüíî, I(C) � I(D)è D � íå 1-âåêòîð. Ïîýòîìó, [B+1; C℄ ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ, òåì ñàìûìðàñøèðèâ èíòåðâàë [A;B℄ äî èíòåðâàëà [A;C℄.Øàã 2). C + 1 = (a0; : : : ; a2m�1; a2m + 1; a2m+1; 0; 0; : : : ; 0; 0): (34)Òàê êàê, A � C + 1, òî I(C + 1) � I(A) è, ñëåäîâàòåëüíî, [C + 1; (C + 1) + +℄ � A4� .Ïîýòîìó, èíòåðâàë [C+1; (C+1)++℄ ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ, ðàñøèðèâèíòåðâàë [A;C℄ äî èíòåðâàëà [A; (C + 1) + +℄.Îáîçíà÷èì B = (C+1)++ è ðàñøèðåííûé òàêèì îáðàçîì èñêëþ÷àåìûé èíòåðâàëñíîâà çàïèøåì â âèäå [A;B℄.Øàãè 1) è 2) ïîâòîðÿòü äî òåõ ïîð, ïîêà êîìïîíåíòû âåêòîðà B ñòàíóò ðàâíûìèb2m = (nm � 1)� a2m+1; b2m+1 = a2m+1: (35)Ïðèìå÷àíèå 4. �àñøèðåíèå èñõîäíîãî èíòåðâàëà [A;B℄ ïðîâîäèëîñü òîëüêî äëÿñëó÷àÿ a2m+1 6= 0. Åñëè a2m+1 = 0, òî âûðàæåíèÿ (29) è (35) ñîâïàäóò. Ïîýòîìóâûðàæåíèå (35) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáîáùåíèå âûðàæåíèé (29) è (35).Ïðèìå÷àíèå 5. Âåêòîð B, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå óêàçàííûõ âû÷èñëåíèé áóäåìîáîçíà÷àòü A + +m, òåì ñàìûì ïîä÷¼ðêèâàÿ, ÷òî äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçîâàíâåêòîð A è èí�îðìàöèÿ ïî èçìåðåíèþ m ýòîãî âåêòîðà (23).¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



68 Èëü÷åíêî À.Â.11. Àëãîðèòì ïîèñêà 1-âåêòîðîâ, ïîðîæäàþùèõìàêñèìàëüíûå 1-èíòåðâàëûÀëãîðèòì listMinAnti
hains � àëãîðèòì ïîèñêà âñåõ 1-âåêòîðîâ, ïîðîæäàþùèõìàêñèìàëüíûå 1-èíòåðâàëû.Ïñåâäîêîä àëãîðèòìà listMinAnti
hains.Âõîä. Íåò;Âûõîä. B � ñïèñîê âñåõ 1-âåêòîðîâ, ïîðîæäàþùèõ ìàêñèìàëüíûå 1-èíòåðâàëû.Ìåòîä.1) if (0; : : : ; 0) � 1-âåêòîð return f(0; : : : ; 0)g2) B = �3) A = (0; : : : ; 0)004) repeat5) if (A� 1) � 1-âåêòîð then begin6) if �9D 2 B : D < A then B = B [ fAg7) m = maxfi j a2i 6= 0 _ a2i+1 6= 0; i = 0; 1; : : : ; n� 1g8) A = A ++m9) end10) A = lexi
alNextClose(A)11) until A 6= (0; : : : ; 0)0012) return BÏîÿñíåíèÿ ê ïñåâäîêîäó àëãîðèòìà listMinAnti
hains.Øàã 1. Åñëè âåêòîð, ïîðîæäàþùèé ïðèçíàêîâîå ïðîñòðàíñòâî, � 1-âåêòîð,òî îí ïîðîæäàåò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé 1-èíòåðâàë.Øàã 2. Èçíà÷àëüíî ìíîæåñòâî B èñêîìûõ 1-âåêòîðîâ ïóñòî.Øàã 3. A � òåêóùèé çàìêíóòûé âåêòîð � çàìûêàíèå âåêòîðà,ïîðîæäàþùåãî ïðèçíàêîâîå ïðîñòðàíñòâî.Øàãè 4 - 11. Öèêë, îñóùåñòâëÿþùèé âû÷èñëåíèå èñêîìîãî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ.Øàã 6. Åñëè òåêóùèé 1-âåêòîð A � ýòî ìàêñèìàëüíûé 1-âåêòîð, òîâêëþ÷èòü åãî â ìíîæåñòâî B.Øàã 7. m � íàèáîëüøåå èçìåðåíèå ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà S,ïî êîòîðîìó õîòÿ áû ïî îäíîìó èç íàïðàâëåíèé åñòü îòëè÷íàÿ îò íóëÿêîìïîíåíòà.Øàã 8. Ïåðåéòè ê ïðàâîé ãðàíèöå èñêëþ÷àåìîãî èíòåðâàëà.Øàã 10. Íàéòè çàìêíóòûé âåêòîð, ëåêñè÷åñêè ñëåäóþùèé çà òåêóùèìâåêòîðîì A. ¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



Ïîèñê ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ... 69Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: Îïðåäåëåíî ïîíÿòèå èíòåðâàëà, çà-ìêíóòîãî îòíîñèòåëüíî çàäàííîé îáëàñòè ïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ïîêàçàíî,÷òî èñêîìûå ìàêñèìàëüíûå èíòåðâàëû ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè. Âåäåíî ïîíÿòèå èí-äèêàòîðíîãî âåêòîðà èíòåðâàëà, êàê ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ èíòåðâàëîâ ïðèçíàêî-âîãî ïðîñòðàíñòâà. Íà ìíîæåñòâå òàêèõ âåêòîðîâ îïðåäåë¼í îïåðàòîð çàìûêàíèÿ,ïîðîæäàþùèé çàìêíóòûå èíäèêàòîðíûå âåêòîðà, ðåàëèçóþùèå çàìêíóòûå èíòåð-âàëû. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà â ëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå âñåõ çàìêíóòûõèíäèêàòîðíûõ âåêòîðîâ. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà â ëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿä-êå âñåõ èíäèêàòîðíûõ âåêòîðîâ, ïîðîæäàþùèõ ìàêñèìàëüíûå èíòåðâàëû îáëàñòèïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ganter, B., Wille, R. Formal Con
ept Analysis � Mathemati
al Foundations. Springer-Verlag, Berlin.,1999.2. Gugis
h, R. Latti
e Contexts � a Generalization in Formal Con
ept Analisys. Handuot to ICCS 2000,Darmstadt(2000) http://www.mathe2.uni-bayreuth.de/ralfg/papers/diplom.ps.gz.3. Áèðêãî� �. Òåîðèÿ ðåø¼òîê: Ïåð. ñ àíãë. � Ì.: Íàóêà, 1984. � 568 ñ.4. Èëü÷åíêî À.Â. Êîìïàêòíàÿ êîìïîíåíòíàÿ è ñîêðàù¼ííàÿ èíòåðâàëüíàÿ ñòðóêòóðû ïðèçíàêîâîãîïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäàåìûå ýìïèðè÷åñêèìè äàííûìè // Ñá.Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêèè ìàòåìàòèêè. � 2005. � �2. � C. 126-142.5. Êîëìîãîðîâ À.Ê., Ôîìèí Ñ.Â. Ýëåìåíòû òåîðèè �óíêöèÿ è �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. � Ì.:Íàóêà. �ë. ðåä. �èç.-ìàò. Ëèò., 1989. � 624 ñ.6. Êóçíåöîâ Ñ.Î. Àâòîìàòè÷åñêîå îáó÷åíèå íà îñíîâà àíàëèçà �îðìàëüíûõ ïîíÿòèé // Àâòîìàòèêàè òåëåìåõàíèêà. � 2001. � �10. � Ñ. 3-27. Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 10.12.2010
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UDC 517.983ON CONTINUOUS SPECTRUM OF TRANSPORT OPERATOR

 Cheremnikh E. V., Ivasyk G.V.National University "Lvivska Polite
hnika"12,S.Bandery Street, 79013, Lviv, Ukrainee-mail: Ivasyk-G�yandex.ruAbstra
t. It is proved that the point � = 0 in di�eren
e of other points of 
ontinious spe
trum ispoint of bran
hement of logarithmi
 type of the resolvent of transport operator.Introdu
tionWe 
onsider partial 
ase of so-
alled "equation of transmission". There is mu
h lit-erature 
on
erning (during many years) di�erent problems in this dire
tion. One of su
hproblems, namely the problem of neutron transport, leads to the operatorLf(x; �) = �i��f�x (x; �) + 
(x) 1Z�1 f(x; �0)d�0 (1)in the spa
e L2(D), where D = R� [�1; 1℄. In [1℄ in the 
ase
(x) = � 
; jxj < a0; jxj > a; 
 = 
onstit was obtained that 
ontinuous spe
trum of the operator L 
oin
ides withreal axis R and that the set of eingen-values is �nite. In [2℄ in the
ase 
 2 L1(R); supp 
 � [�a; a℄; 
(x) � 0 well-known fun
tional model is applied.1. Statement of the problemAmong other publi
ations we mention only several of them, whi
h are the 
losest toour problem. In [3℄ the authors use Friedri
hs' model to study the operator L. In the
ase of exponentialy de
reasing potential the su�
ient 
ondition of �niteness of pointspe
trum was obtained. The methods of this work were used in [4℄ in more general 
aseof the operator Lf(x; �) = �i��f�x (x; �) + a(x) 1Z�1 b(�0)f(x; �0)d�0: (2)As it was proved in [4℄ the value � = 0 only 
an be the point of a

umulation of pointspe
trum of the operator L if the following 
onditions hold:a) the fun
tion a(x) is lo
ally integrable and satis�es the estimateja(x)j �Me�jxj; x 2 R; (3)where " > 0; M > 0 are some 
onstants;b) the fun
tion b(�); � 2 (�1; 1) admits analyti
 prolongation b(z) into the 
ir
lejzj < 1 + ".



72 Cheremnikh E. V., Ivasyk G. V.In that work it was proved that resolvent has analyti
 prolongation over the semi-axis (�1; 0) and (0;1): But in this work the point of spe
trum � = 0 remains to beunstudied.Our aim is to prove that the point � = 0 is the point of bran
hment of theresolvent.Apropos in a similar situation in the work [3℄ it was proved that the point � = 0was spe
tral singularity of 
onsidered operator. Like [3-4℄ we use unitary equivalen
e ofthe operator L to the operator of Friedri
hs' model.2. PreliminaryHere we give some notations and results from [4℄.Let H be Hilbert spa
e of the fun
tions on two variables '(s; �); (s; �) 2 D with normjj'jj2H = ZR 1Z�1 j'(s; �)j2 1j�jdsd�and let G = L2(R). We denote by (�; �); (�; �)H s
alar produ
t in the spa
es G and Hrespe
tively. We denote by S : H ! H the operator of multipli
ation by independentvariable (S')(�; �) � �'(�; �); � 2 R with maximal domain of de�nition. Using Fouriertransformation it was proved in [4℄ that the operator L : L2(D) ! L2(D) is unitaryequivalent to the operator T = S + A�B : H ! H (Friedri
h's model) with boundedoperators A� : G! H; B : H ! G under the formA�
(s; �) = 12� ZR a1(y)
(y)e�iy s�dy; (4)and B'(x) = a2(x) ZR eix� 0� 1Z�1 b(�0)'(��0; �0)d�01A d�: (5)We use the traditional form of perturbation A�B, that's why we don't need the oper-ator A : H ! G itself. The representations (4)-(5) 
ontain the fa
tors a1;2(x) of arbitraryfa
torization su
h that a(x) = a1(x)a2(x); ja1(x)j = ja2(x)j :The relation between the resolvents T� = (T � �)�1 and S� = (S� �)�1 of the operators Tand S is the following T� = S� � S�A�K(�)�1BS� , where K(�) = 1 +BS�A�.3. Estimate of the operator K(�); � ! 0It is shown in [3℄ that((K(�)� 1)
)(x) = ZR k(x; y; �)
(y)dy; where k(x; y; �) = 12�a2(x)a1(y)I(x� y; �) (6)¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



On 
ontinuous spe
trum of transport operator. 73andI(u; �) = ZR l(�; �)eiu�d�; u = x� y; where l(�; �) = 1Z�1 b(�0)��0 � � d�0; Im(�) 6= 0: (7)Let Æ be arbitrary value su
h that 0 < Æ < " ( see (3) ) and
�(Æ) = f� : j�j < Æ; �Im � > 0g. By ln� we denote the bran
h of logarithmi
 fun
tionwhi
h is 
ontinuous in the domain � =2 [0;1) and su
h that ln(�1) = �i:If b(�) � 1 then we denote by I0(u; �) the expression I(u; �) (see[3℄)I0(u; �) = 
(�) +R0(u; �); � 2 
�(Æ); (8)where 
(�) = ��i sign � � ln�; � = Im� (9)and the term R0(u; �) admits the estimatejR0(u; �)j �M " 1juj 1e + juj# ; p > 1; � 2 
�(Æ); M = 
onst; (10)whi
h is independent of �. Underline that 
(�)!1; � ! 0 and the de
omposition like (8)is not unique. Let us introdu
e the following notationkbkC1 = supjzj<1+" jb(z)j + supjzj<1+" jb0(z)j and N0(Æ) = sup�2
�(Æ)0� 1Z" dtjt� �jq1A 1q : (11)Lemma 1. The fun
tion I(u; �), de�ned in the relations (6)-(7), 
an be represented inthe form I(u; �) = b(0)
(�) +R(u; �); (12)where jR(u; �)j � N1(Æ)" 1juj 1e + juj# ; p > 1; � 2 
�(Æ); (13)where N1(Æ) = CN0(Æ) kbkC1 and C denote some 
onstant, whi
h is independent of Æ; �and also of the fun
tion b(�).Proof. Let us denote b1(z) � b(z) � b(0). We substitute in (7) the de
omposi-tion b(z) = b1(z) + b(0), separating I0(u; �) (what 
orrespond to with b(z) � 1) in theright part of (7) and taking into a

ount the de
omposition I0(u; �) itself (8), we obtainfor � 2 
�(Æ)I(u; �) = 1Z0 1t� � f�!;1(t juj)dt� 1Z0 1t+ � f!;1(t juj)dt+ b(0)
(�) + b(0)R0(u; �); (14)where f�!;1(�) = 1Z� 1y �b1 ��y� ei!y + b1 ���y� e�i!y� dy: (15)¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



74 Cheremnikh E. V., Ivasyk G. V.Integrating by parts, we get the estimatejf�!;1(�)j � � 2 kbkC1 ; � 2 (0; 1)4 kbkC1 =�; � 2 (1;1): (16)It follows from here that the interval of integrations (0;1) in (14) 
an be 
hanged bythe interval (0; ") (the value of " see in (3)) and the di�eren
e between the integrals willhave the estimate like (13). In the integral (15) we put � = t juj and make the 
hange ofvariable yjuj = �, then in view that u = sign u � juj = ! juj we have:f�!;1(t juj) = 1Zt 1� �b1 � t�� eiu� + b1 �� t�� e�iu�� d�: (17)A

ording to (14) we need the value t < ". It's easy to verify that in (17) the interval ofintegrating (t;1) 
an be 
hanged by (t; ") and therefore we 
an 
onsider the integralsg�(t; u) = "Z0 1� � b1�� t�� e�iu�d�: (18)In the right part of (14) it remains to 
onsider the sum I+(u; �) + I�(u; �), whereI�(u; �) = "Z0 g�(t; u)t� � dt� "Z0 g�(t;�u)t+ � dt: (19)�Theorem 1. Let Æ < ", thenK(�)� 1 = b(0)2� 
(�)(�; a1)a2 +Q(�); � 2 
�(Æ); (20)where the elements a1, a2 are de�ned by the fa
torization a(x) = a1(x)a2(x),ja1(x)j = ja2(x)j and the operator Q(�) : L2(R) ! L2(R) is 
ompa
t with the normbounded uniformly with respe
t to �, namelykQ(�)k �M kakÆ ; kak2Æ � ZR ja(x)j2 e2Æjxjdx; � 2 
�(Æ): (21)Proof. A

ording to (6) and (12), we havek(x; y; �) = b(0)2� 
(�)a2(x)a1(y) + 12�a2(x)a1(y)R(x� y; �);what proves the de
omposition (20). FurtherkQ(�)k2 � 14�2 ZR ZR ja2(x)j2 ja1(y)j2 jR(x� y; �)j2 dxdy:¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



On 
ontinuous spe
trum of transport operator. 75Due to the relations ja2(x)j2 = ja(x)j, ja1(y)j2 = ja(y)j, we obtainkQ(�)k2 � 14�2 ZR ZR ja(x)j ja(y)j eÆjxjeÆjyj �e�Æ(jxj+jyj) jR(x� y; �)j2� dxdy ��M20 0�ZR ZR ja(x)j2 ja(y)j2 e2Æjxje2Æjyjdxdy1A12 ==M20 0�0�ZR ja(x)j2 e2Æjxjdx1A21A 12 =M20 kak2Æ ; (22)where due to the estimate (13) under the 
ondition p > 2 the valueM20 = 0�ZR ZR e�2Æ(jxj+jyj) jR(x� y; �)j2 dxdy1A12is �nite. Theorem is proved. �We substitute (18) in (19), 
hange the order of integrating and we make the 
hangeof variable t� = � , then in the 
ase of sign ½+\I+(u; �) = 1Z0 b1(�)0� "Z�" eiu��t� � d�1A d�:By integrating by parts, we have the de
omposition"Z�" eiu��� � � d� = 1� 24eiu"ln("� � �)� e�iu"ln(�"� � �)� iu "Z�" eiu�ln(�� � �)d�35 ; (22)whi
h leads us to the estimate jI+(u; �)j � C kbkC1 [juj+ 1℄ ; � 2 
�(Æ); C = 
onst:The value I�(u; �) has analogi
 estimate. Really (let us 
onsider b1(�) � 1),the value 1Z0 ln("� � �)d� is bounded for � 2 
�(Æ) if the integralG(�) � 1Z0 [ln("� � �)� ln"� ℄d� = 1Z0 ln(1� �"� )d�is bounded too. If � = j�j s, thenG(�) = j�j 1j�jZ0 ln�1� �" j�j � 1s� ds¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010



76 Cheremnikh E. V., Ivasyk G. V.and using the inequality ���ln�(1� �"j�j � 1s )���� � Ms ; s > 1; M = 
onst, we obtainjG(�)j � C j�j ln 1j�j or jG(�)j � C; � 2 
�(Æ): Lemma is proved.Now we 
onsider � = 0 as the point of the spe
trum of the operator L (or the opera-tor T).Statement 1. The value � = 0 is not eigen-value of the operator L.Proof. If (see(2))�i��f�x (x; �) + a(x) 1Z�1 b(�0)f(x; �0)d�0 � 0; f 2 L2(D):then integrating from 0 to x gives�i�(f(x; �))� f(�; �)) = B(x);where the fun
tion B(x) = � xZ0 a(t)0� 1Z�1 b(�0)f(t; �0)d�01A dthas not limit value limx!+1B(x) = B1. Then i�f(0; �) = B1 and�i�f(x; �) +B1 = B(x): But f(x; �) = (B(x)� B1)=(�i�) =2 L2(D);what proves Statement. �Statement 2. The value � = 0 is point of bran
hment of linear form of the resol-vent (T�';  ), where ';  are smooth elements.Proof. We 
onsider the fun
tions '(�);  (�); whi
h admit analyti
 prolongation in theband jIm�j < ": A

ording to (20)jK+(�)j = 
 jln j� jj+O(1); � ! 0:So, the fun
tion K+(�) is not bounded if � ! 0. By the same way � = 0 is not pole ofthe fun
tion K+(�) what proves the statement. �Con
lusionAs a result in this work it was obtained: the point � = 0 in di�eren
e of other pointsof 
ontinious spe
trum is point of bran
hement of logarithmi
 type of the resolvent oftransport operator. The operators whi
h are more general than (1) are interesting indi�erent appli
ations so the same problem will be a
tual for su
h operators.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010
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�ÅÔÅ�ÀÒÛ ÈÍÔÎ�ÌÀÒÈÊÀ È ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀÀíàøêèí Î.Â., Äîâæèê Ò.Â., Ìèòüêî Î.Â. Ïðÿìîé ìåòîä Ëÿïóíîâà âçàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì // Òàâðè-÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. � 2010. � �2. � C. 9-16.ÓÄÊ 517.925.51�îçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïðî ñòiéêiñòü íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè çâè÷àé-íèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíèì çáóðåííÿì ó �iêñîâàíi ìîìåíòè ÷àñó.Ó ïðèïóùåííi, ùî ñèñòåìà ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ íåàñiìïòîòi÷åñêi ñòiéêà, îòðèìàíiäîñòàòíi óìîâè ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ïîâíî¨ ñèñòåìè.�àññìàòðèâåòñÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû îáûê-íîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èìïóëüñíûì âîçìóùåíèåì â �èêñèðî-âàííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿíåàñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé àñèìïòî-òè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòèÀõðàìîâè÷ Ì.Â., Ìóðàòîâ Ì.À. Î êëàññè�èêàöèè ïàðû q-êîììóòèðóþ-ùèõ îïåðàòîðîâ â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå // Òàâðè÷åñêèéâåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. � 2010. � �2. � C. 17-25.ÓÄÊ 519.4Ó äàíié ðîáîòi äîâåäåíî, ùî çàäà÷à êëàñè�iêàöi¨, ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåííÿïîäiáíîñòi, ïàðè íiëüïîòåíòíèõ îïåðàòîðiâ (A;B), A3 = B3 = 0, ïîâ'ÿçàíèõ ñïiââiä-íîøåííÿì q-êîìóòàöi¨: BA = qAB, äå q 2 C; q 6= 0, ¹ ¾äèêîþ¿.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à êëàññè�èêàöèè, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðåîáðà-çîâàíèÿ ïîäîáèÿ, ïàðû íèëüïîòåíòíûõ îïåðàòîðîâ (A;B), A3 = B3 = 0, ñâÿçàííûõñîîòíîøåíèåì q-êîììóòàöèè: BA = qAB, ãäå q 2 C; q 6= 0, ÿâëÿåòñÿ ¾äèêîé¿.Áåëàí Å.Ï. Äèíàìèêà äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð â ïàðàáîëè÷åñêîé çà-äà÷å ñ ïðåîáðàçîâàíèåì îòðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé //Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. � 2010. � �2. � C. 27-38.ÓÄÊ 517.9+530.1Äîñëiäæåíî äiíàìiêó ñòàöiîíàðíèõ ñòðóêòóð ó íåëiíiéíîìó îïòè÷íîìó ðåçîíàòîðiç ïåðåòâîðåííÿì âiäîáðàæåííÿ ó äâîìiðíîìó çâîðîòíîìó çâ'ÿçêó. Ìàòåìàòè÷íîþ



80 �å�åðàòûìîäåëëþ ñèñòåìè ¹ ñêàëÿðí¹ ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ ç âiäîáðàæåíèì ïðîñòîðèìàðãóìåíòîì òà óìîâàìè Íåéìàíà íà ïðîìiæêó. Äîñëiäæåíî ¹âîëþöiþ �îðì òàñòiéêiñòü ñòðóêòóð, êîëè êî¹��iöiåíò äè��óçi¨ çìåíüøó¹òñÿ.�àññìàòðèâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûå ñòðóêòóðû â íåëèíåéíîì îïòè÷åñêîì ðåçîíàòîðå ñïðåîáðàçîâàíèåì îòðàæåíèÿ â äâóìåðíîé îáðàòíîé ñâÿçè. Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå íà îòðåçêå ñ ïðåîáðàçîâàíèåìîòðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Â ðàáîòå ñòðîÿòñÿ ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿè èññëåäóåòñÿ èõ óñòîé÷èâîñòü ïðè óìåíüøåíèè êîý��èöèåíòà äè��óçèè.Áëûùèê Â.Ô., Äîíñêîé Ä.Â. Ìîäåëü ïëàíèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ äå-íåæíûõ ðåñóðñîâ, ïîñòóïàþùèõ ïî èíâåñòèöèîííûì êîíòðàêòàì //Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. � 2010. � �2. � C. 39-43.ÓÄÊ 519.86Ó ñòàòòi ïðåäñòàâëåíî ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü îïòèìàëüíîãî ïëàíóâàííÿ âèêîðèñòàííÿãðîøîâèõ êîøòiâ, ùî ïîñòóïàþòü âiä iíâåñòîðiâ, ç ìåòîþ âèêîíàííÿ äåÿêî¨ áåçëi÷iïðîåêòiâ, ùî çàáåçïå÷óþòü îòðèìàííÿ ïðèáóòêó. �iøåííÿì çàäà÷, âiäïîâiäíèõ öiéìîäåëi, ¹ îïòèìàëüíà ïîñëiäîâíiñòü çàïóñêó âèáðàíèõ ïðîåêòiâ â ÷àñi, ùî çàáåçïå÷ó¹ìàêñèìóì ïðèáóëè.Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ èñïîëü-çîâàíèÿ äåíåæíûõ ñðåäñòâ, ïîñòóïàþùèõ îò èíâåñòîðîâ, ñ öåëüþ âûïîëíåíèÿ íåêî-òîðîãî ìíîæåñòâà ïðîåêòîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ïîëó÷åíèå ïðèáûëè. �åøåíèåì çàäà÷,ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîé ìîäåëè, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàïóñêàâûáðàííûõ ïðîåêòîâ âî âðåìåíè, îáåñïå÷èâàþùàÿ ìàêñèìóì ïðèáûëè.Èáðàãèìîâ Í.Ñ. Çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿêâàçèîïòèêè // Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. � 2010. � �2. �C. 45-55.ÓÄÊ 517.97Â äàíié ðîáîòi âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à iäåíòè�iêàöi¨ ïðî âèçíà÷åííÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîãîêîå�iöi¹íòà íåñòàöiîíàðíîãî ðiâíÿííÿ êâàçiîïòèêè. Ïðè öüîìó äîâîäÿòüñÿ òåîðåìèiñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i iäåíòè�iêàöi¨. Êðiì òîãî, äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷iiäåíòè�iêàöi¨ âñòàíîâëþ¹òüñÿ íåîáõiäíà óìîâà ó âèãëÿäi âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi.
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�å�åðàòû 81Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à èäåíòè�èêàöèè îá îïðåäåëåíèè êîìïëåêñíîçíà÷-íîãî êîý��èöèåíòà íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êâàçèîïòèêè. Ïðè ýòîì äîêàçûâàþò-ñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòè�èêàöèè. Êðî-ìå òîãî, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòè�èêàöèè óñòàíàâëèâàåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèåâ âèäå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà.Èëü÷åíêî À.Â. Ïîèñê ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ îáëàñòè ïðèçíàêîâîãîïðîñòðàíñòâà â ëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå // Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí-�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. � 2010. � �2. � C. 57-69.ÓÄÊ 517.9Ó ñòàòòi âèâ÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòi iíäèêàòîðíèõ âåêòîðiâ iíòåðâàëiâ îçíàêîâîãîïðîñòîðó, ðîçãëÿäàþòüñÿ àëãîðèòìè ïîøóêó çàìêíóòèõ iíäèêàòîðíèõ âåêòîðiâ iiíäèêàòîðíèõ âåêòîðiâ, ùî ïîðîäæóþòü ìàêñèìàëüíi iíòåðâàëè çàäàíî¨ îáëàñòiïðîñòîðó îçíàê.Â ñòàòüå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà èíäèêàòîðíûõ âåêòîðîâ èíòåðâàëîâ ïðèçíàêîâîãî ïðî-ñòðàíñòâà, ðàññìàòðèâàþòñÿ àëãîðèòìû ïîèñêà çàìêíóòûõ èíäèêàòîðíûõ âåêòîðîâ èèíäèêàòîðíûõ âåêòîðîâ, ïîðîæäàþùèõ ìàêñèìàëüíûå èíòåðâàëû çàäàííîé îáëàñòèïðèçíàêîâîãî ïðîñòðàíñòâà.Cheremnikh E. V., Ivasyk G. V. On 
ontinuous spe
trum of transport opera-tor // Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. �2010. � �2. � C. 71-77.UDC 517.983Ó ðîáîòi äîâåäåíî, ùî òî÷êà � = 0 íà âiäìiíó âiä iíøèõ òî÷îê íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó¹ òî÷êîþ ðîçãàëóæåííÿ ëîãàðè�ìi÷íîãî òèïó ðåçîëüâåíòè òðàíñïîðòíîãî îïåðàòîðà.Â ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî òî÷êà � = 0 â îòëè÷èå îò äðóãèõ òî÷åê íåïðåðûâíîãî ñïåê-òðà åñòü òî÷êîé ðàçâåòâëåíèÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîãî òèïà ðåçîëüâåíòû òðàíñïîðòíîãîîïåðàòîðà.
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ÑÏÈÑÎÊ ÀÂÒÎ�ÎÂ ÍÎÌÅ�ÀÀíàøêèí ÎëåãÂàñèëüåâè÷ ä.�.-ì. í., ïðî�åññîð, çàâåäóþùèé êà�åäðîé äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ãåîìåòðèè �àêóëüòåòà ìà-òåìàòèêè è èí�îðìàòèêè Òàâðè÷åñêîãî íàöèîíàëüíîãîóíèâåðñèòåòà èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî, Óêðàèíàe-mail: oanashkin�yandex.ruÀõðàìîâè÷ ÌàêñèìÂÿ÷åñëàâîâè÷ àñïèðàíò êà�åäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà �àêóëü-òåòà ìàòåìàòèêè è èí�îðìàòèêè Òàâðè÷åñêîãî íàöèî-íàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî, Óêðàèíàe-mail: fromen�bk.ruÁåëàí ÅâãåíèéÏåòðîâè÷ ä.�.-ì. í., ïðî�åññîð êà�åäðû äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé è ãåîìåòðèè �àêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èí-�îðìàòèêè Òàâðè÷åñêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòå-òà èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî, Óêðàèíàe-mail: belan�
rimea.eduÁëûùèê ÂëàäèìèðÔåäîðîâè÷ ê.�.-ì. í., äîöåíò êà�åäðû èí�îðìàòèêè �àêóëüòåòàìàòåìàòèêè è èí�îðìàòèêè Òàâðè÷åñêîãî íàöèîíàëü-íîãî óíèâåðñèòåòà èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî, Óêðàèíàe-mail: veb�land.ruÄîíñêîé ÄìèòðèéÂëàäèìèðîâè÷ ê. ý. í., ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êà�åäðû ãîñóäàð-ñòâåííîãî è ðåãèîíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ �àêóëüòåòàóïðàâëåíèÿ Òàâðè÷åñêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòå-òà èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî, Óêðàèíàdonskoy2_simf�mail.ruÄîâæèê ÒàòüÿíàÂëàäèìèðîâíà ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü �ÿçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãîðàäèîòåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà, �îññèÿÈáðàãèìîâ ÍàòèêÑîõðàá îãëû ê.�.-ì. í., äîöåíò êà�åäðû ýêîíîìè÷åñêîé èí�îðìàòè-êè Áàêèíñêîãî �îñóäàðñòâåííîãî Óíèâåðñèòåòà, Áàêó,Àçåðáàéæäàíns.ibragimov�gmail.
omÈëü÷åíêî ÀíàòîëèéÂàñèëüåâè÷ ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êà�åäðû èí�îðìàòèêè �à-êóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èí�îðìàòèêè Òàâðè÷åñêîãî íà-öèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî,Óêðàèíàil
h�
rimea.eduIâàñèê �àëèíàÂîëîäèìèðiâíà àñèñòåíò êà�åäðè âèùî¨ ìàòåìàòèêè ÍÓ ¾Ëüâiâñüêàïîëiòåõíiêà¿, ÓêðàèíàIvasyk-G�yandex.ru



Ñïèñîê àâòîðîâ íîìåðà 83Ìèòüêî ÎëüãàÂëàäèìèðîâíà àññèñòåíò êà�åäðû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéè ãåîìåòðèè �àêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èí�îð-ìàòèêè Òàâðè÷åñêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòå-òà èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî, ÓêðàèíàÌóðàòîâ Ìóñòà�àÀáäóðåøèòîâè÷ ä.�.-ì. í., ïðî�åññîð êà�åäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëè-çà �àêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èí�îðìàòèêè Òàâðè÷åñêî-ãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî,Óêðàèíàmustafa_muratov�mail.ru×åðåìíèõ �âãåíÂàñèëüîâè÷ ä.�.-ì. í., äîöåíò êà�åäðè âèùî¨ ìàòåìàòèêèÍÓ ¾Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà¿, Óêðàèíà
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ÄÎ ÂIÄÎÌÀ ÀÂÒÎ�IÂÇàãàëüíi ïîëîæåííÿÄëÿ îïóáëiêóâàííÿ â æóðíàëi �Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè� ïðèéìàþòü-ñÿ ðàíiøå íå îïóáëiêîâàíi íàóêîâi ïðàöi â ãàëóçi ìàòåìàòèêè òà òåîðåòè÷íî¨ ií�îðìàòèêè,çãiäíî çi ñïèñêîì ïðîâiäíèõ òåìàòè÷íèõ ðîçäiëiâ.Àâòîðó(-àì) ïîòðiáíî íàäàâàòè òàêi äîêóìåíòè:1. Âiäîìîñòi ïðî àâòîðà(-iâ) (ïðiçâèùå, iì'ÿ, ïî áàòüêîâi, ó÷åíi ñòóïåíi òà çâàííÿ, ìiñöåðîáîòè òà ïîñàäà, àäðåñè ïðîæèâàííÿ òà îðãàíiçàöi¨, òåëå�îí, �àêñ, àäðåñà åëåêòðîí-íî¨ ïîøòè òîùî).2. �åöåíçiþ ñòîðîííüî¨ îðãàíiçàöi¨ (áàæàíî).3. Ñòàòòþ, íàäðóêîâàíó íà ïðèíòåði.4. Ôàéë ñòàòòi íà äèñêåòi 3,5� àáî íàäiñëàíèé åëåêòðîííîþ ïîøòîþ çà àäðåñîþ ðåäàêöi¨.Âèìîãè äî ðóêîïèñiâ1. Îñíîâíi åëåìåíòè ñòàòòi ðîçìiùóþòüñÿ ó òàêié ïîñëiäîâíîñòi: iíäåêñ ÓÄÊ, iíiöiàëèòà ïðiçâèùå àâòîðà, íàçâà ñòàòòi, àíîòàöiÿ (äî 10 ðÿäêiâ) óêðà¨íñüêîþ, ðîñiéñüêîþ òààíãëiéñüêîþ ìîâàìè (àíîòàöiÿ ïîâèííà ìiñòèòè êîíêðåòíó ií�îðìàöiþ ïðî îòðèìàíiðåçóëüòàòè), òåêñò, ñïèñîê ëiòåðàòóðè.2. Ñòàòòÿ ìîæå áóòè íàïèñàíà óêðà¨íñüêîþ, ðîñiéñüêîþ àáî àíãëiéñüêîþ ìîâîþ. Îáñÿãñòàòòi ïîâèíåí íå ïåðåâèùóâàòè 10 ñòîðiíîê ðàçîì ç ìàëþíêàìè, òàáëèöÿìè, ãðà�iêà-ìè (íå áiëüøå òðüîõ) òà áiáëiîãðà�i¹þ. Ñòàòòÿ ïîâèííà áóòè ñòðóêòóðîâàíà (ïîäiëåíàíà ðîçäiëè iç çàãîëîâêàìè).3. Âiäïîâiäíî äî ïîñòàíîâè Ïðåçèäi¨ ÂÀÊ Óêðà¨íè âiä 15 ñi÷íÿ 2003 ðîêó�7-05/1 òåêñò ñòàòòi ïîâèíåí áóòè âèêëàäåíèé ëàêîíi÷íî, çðîçóìiëî i âiäïîâiäàòèòàêié ñòðóêòóðíié ñõåìi.Ó âñòóïi íåîáõiäíî ÷iòêî âèäiëèòè (êóðñèâîì) òàêi ïóíêòè:Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi òà ¨¨ çâ'ÿçîê iç âàæëèâèìè íàóêîâèìè÷è ïðàêòè÷íèìè çàâäàííÿìèÀíàëiç îñòàííiõ äîñëiäæåíü i ïóáëiêàöié, â ÿêèõ çàïî÷àòêîâàíî ðîçâ'ÿçàííÿ äà-íî¨ ïðîáëåìè i íà ÿêi ñïèðà¹òüñÿ àâòîðÍåâèðiøåíi ðàíiøå ÷àñòèíè çàãàëüíî¨ ïðîáëåìè, êîòðèì ïðèñâÿ÷ó¹òüñÿ çàçíà÷åíàñòàòòÿÔîðìóëþâàííÿ öiëåé ñòàòòi (ïîñòàíîâêà çàäà÷i)Ó âèñíîâêó ç äàííîãî äîñëiäæåííÿ íåîáõiäíî ÷iòêî âèäiëèòè (êóðñèâîì)ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ òà ïåðñïåêòèâè ïîäàëüøèõ ðîçâiäîê ó öüîìó íàïðÿì-êó4. Ó ñòàòòi íåîáõiäíî äîòðèìóâàòèñü òåðìiíîëîãi¨, ïðèéíÿòî¨ äåðæàâíèì ñòàíäàðòîì;âèêîðèñòîâóþ÷è íîâèé òåðìií àáî àáðåâiàòóðó, àâòîð ïîâèíåí ðîçøè�ðóâàòè òà ïî-ÿñíèòè ¨õ.5. Âèêîðèñòàíà ëiòåðàòóðà íàâîäèòüñÿ çàãàëüíèì ñïèñêîì íàïðèêiíöi ñòàòòi çà ïîðÿä-êîì ïîñèëàííÿ íà íå¨ â òåêñòi (â êâàäðàòíèõ äóæêàõ) ìîâîþ îðiãiíàëó, âiäïîâiäíî äî�îðìè Ô23 áþëåòåíþ ÂÀÊ Óêðà¨íè, 2000, �2.



86 Ïðàâèëà î�îðìëåííÿ òà ïîäàííÿ ðóêîïèñiâ6. Ñòàòòÿ ìà¹ áóòè ïiäãîòîâëåíà çà äîïîìîãîþ âèäàâíè÷î¨ ñèñòåìè LATEX ç âè-êîðèñòàííÿì ñòèëüîâîãî ïàêåòó twim.sty, ÿêèé ìîæíî îòðèìàòè çà àäðåñîþwww.tvim.info. �îáîòà ðåäàêöi¨ ç àâòîðàìè1. Ìàòåðiàëè íåîáõiäíî íàäiñëàòè åëåêòðîííîþ ïîøòîþ, à òàêîæ ó âèãëÿäi �òâåðäî¨�êîïi¨ çà àäðåñîþ ðåäàêöi¨: Òàâðiéñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Â.I. Âåð-íàäñüêîãî, ïð-ò Âåðíàäñüêîãî, 4, ì.Ñèì�åðîïiëü, Êðèì, Óêðà¨íà, 95007,e-mail: arti
le�tvim.info2. �åäàêöiÿ çàëèøà¹ çà ñîáîþ ïðàâî âíåñåííÿ çìií ðåäàêöiéíîãî õàðàêòåðó áåç çãîäè çàâòîðîì (-àìè).3. Çà íåîáõiäíîñòi àâòîðó (-àì) íàäñèëà¹òüñÿ êîðåêòóðà ñòàòòi.4. Îñòàòî÷íå ðiøåííÿ ïðî ïóáëiêàöiþ ïðèéìà¹ ðåäàêöiéíà êîëåãiÿ.5. �óêîïèñ, ÿêèé íàäiéøîâ äî ðåäàêöi¨ ç ïîðóøåííÿì çàçíà÷åíèõ ïðàâèë î�îðìëåííÿ,íå ðå¹ñòðó¹òüñÿ i íå ðîçãëÿäà¹òüñÿ, à ïîâåðòà¹òüñÿ àâòîðó (-àì) äëÿ äîîïðàöþâàííÿ.
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Ïðàâèëà î�îðìëåííÿ òà ïîäàííÿ ðóêîïèñiâ 87ÄÎ ÓÂÀ�È ÀÂÒÎ�IÂ!Ïðî ïiäâèùåííÿ âèìîã äî �àõîâèõ âèäàíü, âíåñåíèõ äî ïåðåëiêiâ ÂÀÊÓêðà¨íèÏÎÑÒÀÍÎÂÀÏ�ÅÇÈÄI� ÂÈÙÎ� ÀÒÅÑÒÀÖIÉÍÎ� ÊÎÌIÑI� ÓÊ�À�ÍÈâiä 15.01.2003 ð. �7-05/1Íåîáõiäíîþ ïåðåäóìîâîþ äëÿ âíåñåííÿ âèäàíü äî ïåðåëiêó íàóêîâèõ �àõîâèõ âèäàíüÓêðà¨íè ¹ ¨õ âiäïîâiäíiñòü âèìîãàì ïóíêòó 7 ïîñòàíîâè Ïðåçèäi¨ ÂÀÊ Óêðà¨íè âiä10.02.1999 ð. �1-02/3 �Ïðî ïóáëiêàöi¨ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöié íà çäîáóòòÿ íàóêîâèõñòóïåíiâ äîêòîðà i êàíäèäàòà íàóê òà ¨õ àïðîáàöiþ�.... �åäàêöiéíèì êîëåãiÿì îðãàíiçóâàòè íàëåæíå ðåöåíçóâàííÿ òà ðåòåëüíèé âiäáið ñòà-òåé äî äðóêó. Çîáîâ'ÿçàòè ¨õ ïðèéìàòè äî äðóêó ó âèäàííÿ 2003 ðîêó òà é ó ïîäàëüøiðîêè ëèøå íàóêîâi ñòàòòi, ÿêi ìàþòü òàêi íåîáõiäíi åëåìåíòè: ïîñòàíîâêó ïðîáëåìèó çàãàëüíîìó âèãëÿäi òà ¨¨ çâ'ÿçîê iç âàæëèâèìè íàóêîâèìè ÷è ïðàêòè÷íèìè çàâ-äàííÿìè; àíàëiç îñòàííiõ äîñëiäæåíü i ïóáëiêàöié, â ÿêèõ çàïî÷àòêîâàíî ðîçâ'ÿçàííÿäàííî¨ ïðîáëåìè i íà ÿêi ñïèðà¹òüñÿ àâòîð; âèäiëåííÿ íåâèðiøåíèõ ðàíiøå ÷àñòèíçàãàëüíî¨ ïðîáëåìè, êîòðèì ïðèñâÿ÷ó¹òüñÿ çàçíà÷åíà ñòàòòÿ; �îðìóëþâàííÿ öiëåéñòàòòi (ïîñòàíîâêà çàäà÷i); âèêëàä îñíîâíîãî ìàòåðiàëó äîñëiäæåííÿ ñ ïîâíèì îá-ãðóíòóâàííÿì íàóêîâèõ ðåçóëüòàòiâ; âèñíîâêè ç äàíîãî äîñëiäæåííÿ i ïåðñïåêòèâèïîäàëüøèõ ðîçâiäîê ó öüîìó íàïðÿìêó.�îëîâà ÂÀÊ Óêðà¨íè Â.Â.ÑêîïåíêîÂ÷åíèé ñåêðåòàð Ë.Ì.Àðòþøèí

¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè òà ìàòåìàòèêè¿, �2' 2010
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