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Abstract. Isomorphisms between the set of permutations without repetition and the set of graphs
are introduced in this article. The operation of replacing graph vertices by a seeding agent for the graph,
which corresponding to the permutations, is defined. This operation is defined in terms of permutations
and substitutions too.

Вступ

Розвиток бiльш адекватного моделювання для оптимiзацiї об’єктiв i систем, що
мають комбiнаторнi властивостi, приводить до необхiдностi вивчення цих властиво-
стей разом з їх фрактальними особливостями. Не зважаючи на величезну кiлькiсть
праць з комбiнаторної оптимiзацiї (див. зокрема [1, 2, 3]) та з математичних аспектiв
фрактальних конструкцiй (див. [4, 5]) практично не вiдомо робiт, в яких ставляться
та розв’язуються задачi дослiдження комбiнаторних конфiгурацiй, що мають фрак-
тальнi властивостi (див. [6, 7, 8, 9]).

Є потреба ввести необхiднi поняття для дослiдження комбiнаторно-фрактальних
властивостей об’єктiв. Важливим тут вбачається встановлення iзоморфiзмiв мiж ком-
бiнаторними множинами та множинами графiв, оскiльки добре вiдомi [4, 5] пiдходи
до дослiдження фрактальних властивостей графiв, якi можуть стати при нагодi у
дослiдженнi фрактальних властивостей комбiнаторний об’єктiв.

1. Iзоморфiзм множини перестановок без повторень
з множиною графiв

Нехай є множина перестановок k перших натуральних чисел E
k

(J
k

) [3],
де J

k

= {1, 2, .., k}.
Розглянемо перестановку (i1, ..., ik) 2 E

k

(J
k

). Його можна iнтерпретувати як пiд-

становку

 

1 2 ... k

i1 i2 ... i
k

!

.

Поставимо у вiдповiднiсть переставленню (i1, ..., ik) (теж саме, що пiдста-

новцi

 

1 2 ... k

i1 i2 ... i
k

!

) граф � = (J
k

;S
j

), де J
k

виступає як множина вершин
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графа, а S � множина дуг, яка визначається стовпцями пiдстановки, тобто
S = {(1, i1) , (2, i2) , ..., (k, ik)}.

Будемо називати граф, що вiдповiдає переставленню, графом переставлення.

Приклад 1. Переставленню (1, 5, 4, 3, 2) вiдповiдає граф � = (J
k

; {(1, 1) , (2, 5) ,
(3, 4) , (4, 3) , (5, 2)}) (див. рис. 1).

1 2 3 4 5

 

Рис. 1. Зображення графа переставлення (1, 5, 4, 3, 2).

Очевидно, що вiдповiднiсть є взаємно однозначною, тобто ця вiдповiднiсть є iзо-
морфiзмом.

Множину графiв, iзоморфних множинi переставлень E
k

(J
k

) позначимо �

k

(J
k

).
В роботах розглянуто iндуктивне введення фрактального графа на основi побу-

дови предфрактальних графiв. Використаємо цей пiдхiд до графiв переставлень.
Згiдно [4, 5] треба ввести поняття початкового (вихiдного) графу, затравки та

сформулювати правило замiщення вершини графа затравкою.
В якостi графа, який назвемо вихiдний (початковим) використовується деякий

граф � 2 �

k

(J
k

), тобто граф переставлення.
В якостi затравки будемо використовувати граф, що визначається наступним

чином.
Нехай є переставлення з n � k чисел k + 1, ..., n , якi об’єднанi в множи-

ну In
k+1 = {k + 1, k + 2, ..., n} = J

n

\J
k

. Множину таких переставлень позначи-
мо E

n�k

�

In
k+1

�

. Кожному переставленню ⇡ = (⇡1, ..., ⇡n�k

) 2 E
n�k

�

In
k+1

�

поставимо у

вiдповiднiсть пiдстановку

 

k + 1 k + 2 ... n

⇡1 ⇡2 ... ⇡
n�k

!

.

Графу ⇧ та вiдповiднiй йому пiдстановцi взаємно вiдповiдним є
граф �

I

=

�

In
k+1, SI

�

, де множина дуг S
I

� це: S
I

=

�

(k + 1, ⇡1), (k + 2, ⇡2),
. . . , (n, ⇡

n�k

)

 

.

Приклад 2. ⇡ = (6, 8, 10, 9, 7); k = 5; n = 10. Переставленню ⇡ є вiдповiдною пiдста-

новка

 

6 7 8 9 10

6 8 10 9 7

!

. Вiдповiдний граф на рис. 2.
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6 7 8 9 10

 

Рис. 2. Зображення графа переставлення ⇡ = (6, 8, 10, 9, 7).

Замiщення вершини затравкою. Вершина має одне вхiдну дугу, тобто в пiдстанов-

цi при замiнi вершини t нас цiкавлять два стовпцi

 

... t ... ⌧

... i
t

... t

!

. Треба вирiшити,

яку дугу використовувати при замiщеннi.

Приклад 3. На основi прикладiв 1–2 виконаємо замiщення вершини затравкою.
Виконаємо замiщення iзольованої вершини пiд номером 1 гра-

фа � = (J
k

; {(1, 1) , (2, 5) , (3, 4) , (4, 3) , (5, 2)}) затравкою

 

6 7 8 9 10

6 8 10 9 7

!

.

а) Використаємо при замiщеннi петлю (6,6), тобто: 6 <–> 6 ; якщо взяти дугу,
що виходить з 6 i замiнити дугою з 1 в 1 , на 6<–>6 то воно знову вiдiйде в 6 .
(див. рис. 3).

2 3 4 56 7 8 9 10

 

Рис. 3. Зображення графа переставлення (1, 5, 4, 3, 2) з замiщенням
вершини пiд номером 1 . На цьому та наступних рисунках � пунктирна
з крапкою стрiлка означає стару i нову дугу.

б) Використаємо при замiщеннi дугу (7,8), тобто: 7<–>8. Якщо взяти дугу що
виходило з 7, то вона знову вiдiйде в 8 i тодi маємо граф, що зображено на рис. 4.

2 3 4 56 7 8 9 10

 

Рис. 4. Зображення графа переставлення (1, 5, 4, 3, 2) з замiщенням
вершини пiд номером.
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Очевидно, якщо будемо в якостi вершини t що замiщується брати iзольовану (з
петлею), то граф, що одержуємо є сумою двох графiв , один � вихiдний граф без
iзольованої вершини, а другий � затравка.

Розглянемо випадок коли t � не iзольована вершина.
Як приклад виконаємо замiщення не iзольованої вершини пiд номером 2 . Має-

мо 5 варiантiв замiн дуг з яких зобразимо два (рис. 5–6).

1. Замiна дуги (6,6) зображено на рис. 5.

1 6 7 8 9 10 3 4 5

 Рис. 5. Зображення графа переставлення (1, 5, 4, 3, 2) з замiщенням
вершини пiд номером 2 з використанням дуги (6,6). На цьому та на-
ступних рисунках дуга, яка використовується при замiщеннi показана
пунктирною лiнiєю, а новi дуги – товстою лiнiєю.

2. Замiна дуги (7,8). (див. рис. 6).

1 6 7 8 9 10 3 4 5

 
Рис. 6. Зображення графа переставлення (1, 5, 4, 3, 2) з замiщенням
вершини пiд номером 2 з використанням дуги (7,8).

2. Дiї по замiнi вершини затравкою в термiнах пiдстановок та
перестановок

Розглянемо цi дiї на прикладi. Iнiцiатор та затравку представимо пiдстановками.

Нехай iнiцiатор – це

 

1 2 3 4 5

1 5 4 3 2

!

, а затравка – це

 

6 7 8 9 10

6 8 10 9 7

!

.

Розглянемо замiну вершину у двох випадках: 1) вершина iзольована; 2) вершина
неiзольована.
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В першому випадку, коли вершина iзольована, в пiдстановцi-iнiцiаторi є стовпчик
з однаковим значенням в обох рядках (в прикладi – це стовпчик з одиницями). Всi
iншi стовпцi пiдстановки в приладi вiдповiдають не iзольованим вершинам. Тобто,
в першому випадку модифiкується пiдстановка, змiною елемента пiдстановки, що
стоїть одночасно i в першому i в другому рядку одного стовпця. В другому випад-
ку – модифiкується пiдстановка, за рахунок замiни стовпця з номером з першого
рядка (що вiдповiдає номеру вершини графа, який замiняється) та замiни стовпця
пiдстановки з цим номером в другому рядку.

Перший випадок. В прикладi, вiзьмемо стовпець iнiцiатора

 

1

1

!

. Використає-

мо стовпець затравки

 

6

6

!

, який вiдповiдає у графi петлi iзольованої вершини.

Одержимо:

 

1 2 3 4 5 | 6 7 8 9 10

⇤ 5 4 3 2 | 6 8 10 9 7

!

=

 

2 3 4 5 | 6 7 8 9 10

5 4 3 2 | 6 8 10 9 7

!

(1)

Тут зiрочка означає стовпець, який зникає в результуючiй пiдстановцi (або iнши-
ми словами елемент в результуючiй перестановцi). Злiва будемо писати iнiцiатор, а
справа – затравку. В пiдстановцi (1) вони роздiленi рискою. Iлюстрацiю цього графа
див. рис. 3.

Зауважимо, що якщо в затравцi беремо стовпець з рiзними елементами (напри-

клад

 

7

8

!

, що вiдповiдають дузi (7,8)), то результат той же самий, що i в фор-

мулi (1).

Другий випадок. Використовується стовпець iнiцiатора

 

t
i

⌧
i

!

, t
i

6= ⌧
i

. Тодi з

iнiцiатора викреслюється стовпець

 

t
i

⇤

!

, який отримують з стовпця

 

t
i

⌧
i

!

замi-

ною ⌧
i

на зiрочку. Справа в пiдстановку приписуємо затравку. Далi дiї визначаються

стовпцем

 

t
z

⌧
z

!

затравки, що використовується. Стовпець

 

t
z

⌧
z

!

замiнюється на

стовпець

 

t
z

⌧
i

!

: позначка

 

t
z

⌧
z

!

7!
 

t
z

⌧
i

!

. Стовпець iнiцiатора

 

x

t
i

!

замiнюємо

на стовпець

 

x

⌧
z

!

: позначка

 

x

t
i

!

7!
 

x

⌧
z

!

.
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Приклад 4. Замiнимо стовпець iнiцiатора

 

t
i

⌧
i

!

=

 

2

5

!

затравкою взявши стов-

пець:

1. Якщо

 

t
z

⌧
z

!

=

 

6

6

!

, тодi маємо:

 

1 2 3 4 5 | 6 7 8 9 10

1 ⇤ 4 3 2 | 6 8 10 9 7

!

;

визначаємо стовпцi для замiни:

 

t
z

⌧
z

!

=

 

6

6

!

7!
 

t
z

⌧
i

!

=

 

6

5

!

;
 

x

t
i

!

=

 

5

2

!

7!
 

x

⌧
z

!

=

 

5

6

!

. Замiняємо стовпцi в пiдстановцi.

Остаточно з

 

1 h2i 3 4 h5i | h6i 7 8 9 10

1 ⇤ 4 3 h6i | h5i 8 10 9 7

!

видаленням стовпця з

зiрочкою отримуємо:

 

1 3 4 5 6 7 8 9 10

1 4 3 6 5 8 10 9 7

!

(див. рис. 5). В формулi

в дужки hai взятi використанi елементи.

2. Якщо

 

t
z

⌧
z

!

=

 

7

8

!

, тодi маємо:

 

1 2 3 4 5 | 6 7 8 9 10

1 ⇤ 4 3 2 | 6 8 10 9 7

!

;

визначаємо стовпцi для замiни:

 

t
z

⌧
z

!

=

 

7

8

!

7!
 

t
z

⌧
i

!

=

 

7

5

!

;
 

x

t
i

!

=

 

5

2

!

7!
 

x

⌧
z

!

=

 

5

8

!

. Замiняємо стовпцi в пiдстановцi. З

пiдстановки

 

1 h2i 3 4 h5i | 6 h7i 8 9 10

1 ⇤ 4 3 h8i | 6 h5i 10 9 7

!

видаленням стовпця з

зiрочкою одержуємо

 

1 3 4 5 6 7 8 9 10

1 4 3 8 6 5 10 9 7

!

(iлюстрацiя на рис. 6).

Приклад 5. Iнiцiатор та затравку представимо пiдстановками. Нехай iнiцiа-

тор � це

 

1 2 3

2 3 1

!

, а затравка � це

 

4 5 6

5 6 4

!

. Замiнимо стовпець iнiцiатора
 

t
i

⌧
i

!

=

 

2

3

!

затравкою, використавши стовпець затравки:

 

t
z

⌧
z

!

=

 

5

6

!

. То-

дi маємо:

 

t
z

⌧
z

!

=

 

5

6

!

7!
 

t
z

⌧
i

!

=

 

5

3

!

;

 

x

t
i

!

=

 

1

2

!

7!
 

x

⌧
z

!

=

 

1

6

!

;

в пiдстановцi ставимо * пiд 2 = t
i

 

1 2 3 | 4 5 6

2 ⇤ 1 | 5 6 4

!

, далi виконуємо видалення
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стовпця з зiркою в пiдстановцi

 

h1i h2i 3 | 4 h5i 6

h6i ⇤ 1 | 5 h3i 4

!

, одержуємо як результат

пiдстановку

 

1 3 4 5 6

6 1 5 3 4

!

.

3. Iзоморфiзм Бовмани мiж графами i перестановками та його
використання для побудови предфрактальних переставних

конфiгурацiй

Нехай є повний орiєнтований граф F o

= (V, U) без петель, де V � множина
його kвершин, U � множина, що мiстить |U | = k (k � 1) дуг (i, j) , i 6= j, i, j 2 V ,
тобто U = {(i, j) |i 6= j; i, j 2 V }.

Розглянемо частинний граф F o

k

= (V, U o

), де U o ⇢ U , причому, якщо (i, j) 2 U o,
то (j, i) /2 U0 та 8i, j 2 V або (i, j) 2 U o або (j, i) 2 U o.

Позначимо N (i) � зовнiшнiй ранг вершини i графа F o

k

� тобто кiлькiсть дуг,
що виходять з вершини i. Позначимо {F o

k

} множину всiх можливих графiв F o

k

.
Нехай {�⇤} � пiдмножина множини {F o

k

},{�⇤} ⇢ {F o

k

}, яка складається з таких
графiв �

⇤
= F o

k

, якi не мiстять циклiв.
Розглянемо евклiдову множину k-переставлень E

k

(J
k

)[1], де J
k

= {1, 2, ..., k} �
множина перших kнатуральних чисел.

Як вiдомо [10], множина переставлень E
k

(J
k

) iзоморфна множинi графiв {�⇤}.
Iзоморфiзм графiв �

⇤ та переставлень ⇡ = (⇡1, ..., ⇡k

) 2 E
k

(J
k

) встановлюється пра-
вилом: ⇡

i

= N (i) + 1, 8i 2 J
k

.
Назвемо цей iзоморфiзм iзоморфiзмом Бовмана.

Приклад 6. Нехай є переставлення ⇡ = (4, 1, 2, 3) 2 E4 (J4). Йому вiдповiдає граф,
що зображено на рис. 7. Зовнiшнi ранги N (1) = 3; N (2) = 0; N (3) = 1; N (4) = 2 .

 

1 2 

4 3 

Рис. 7. Приклад вiдповiдного до переставлення (4, 1, 2, 3) графа.
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Алгоритм побудови графа �

⇤
(⇡) iзоморфного за Бовманом перестав-

ленню ⇡ 2 E
k

(J
k

).

Побудова графа �

⇤
(⇡), iзоморфного за Бовманом переставленню

⇡ = (⇡1, ..., ⇡k

) 2 E
k

(J
k

) може бути здiйснена за правилом:

1. За переставленням ⇡ = (⇡1, ..., ⇡k

) записують пiдстановку

⇡ =

 

1 2 ... k

⇡1 ⇡2 ... ⇡
k

!

, та пiдрахувати зовнiшнi ранги вершин 1, 2, ..., i, ..., k

як ⇡1 � 1, ⇡2 � 1, ..., ⇡
i

� 1, ..., ⇡
k

� 1 вiдповiдно.

2. Спершу (при t = 1) будують ребра з вершини i
t

= i1, що має максимальний
зовнiшнiй ранг ⇡

i1 � 1 = k � 1 (тобто ⇡
i1 = k), з’єднуючи всi вершини j 6= i1 з

вершиною i1 ребрами (i, j) , j 2 J
k

;

3. Якщо t = k, зупинка, iнакше вибирають вершину i
t

з максимальним ран-
гом k � t, з’єднуючи всi вершини j (крiм вершин i1, ..., it з вершиною i

t

реб-
ром (i

t

, j) , j 2 J
k

;

4. Збiльшують t на одиницю, перехiд на крок 2.

Твердження. Граф �

⇤
(⇡), побудований згiдно наведеного алгоритму є iзоморфний

за Бовманом переставленню ⇡.

Доведення. Очевидно, що граф мiстить k вершин, у кожнiй з яких зовнiшнiй ранг –
це одне з чисел з множини {0, 1, 2, ..., k � 1}. Причому, якщо у вершинi i ранг N (i),
то за побудовою N (i) + 1 = ⇡

i

8i 2 J
k

. Граф �

⇤
(⇡) за побудовою не має петель.

Оскiльки ребра для вершин будують згiдно алгоритму з вершини в нерозглянутi
ще вершини, то цикли не утворюються. За побудовою наступна вибрана вершина i
з’єднується ребром (i, j) з усiма ще не розглянутими вершинами j. Отже, 8i, j 2 V

або (i, j), або (j, i) є в графi. Тобто, побудовано граф �

⇤
(⇡) ⇢ {F o

k

}, який не мiстить
циклiв та зв’язний з ⇡ = (⇡1, ..., ⇡k

) алгоритмом ⇡
i

= N (i) + 1, тобто iзоморфний за
Бовманом: �⇤

(⇡) 2 {�⇤}. Що i треба було довести. ⇤

Приклад 7. Нехай є граф �

⇤ (рис. 8). Побудуємо вiдповiдне йому за iзомор-
фiзмом Бовмана переставлення. Для цього пiдрахуємо зовнiшнi ранги вершини:
N (1) = 2; N (2) = 1; N (3) = 3; N (4) = 0 , отже переставлення вiдповiдне до гра-
фа �

⇤ таке: (3, 2, 4, 1).
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1 2 

4 3 

Рис. 8. Приклад вiдповiдного до переставлення (3, 2, 4, 1) графа.

Iзоморфiзм Бовмана можна використовувати для побудови комбiнаторних кон-
фiгурацiї, що мають фрактальнi властивостi.

Алгоритм побудови предфрактальних переставних конфiгурацiй.
Задається переставлення ⇡.
В якостi вихiдного графа вибираємо граф �

⇤
(⇡), iзоморфний за Бовманом пере-

ставлення ⇡ = (⇡1, ..., ⇡k

) 2 E
k

(J
k

).
В якостi затравки вибираємо граф, iзоморфний за Бовманом деякому перестав-

ленню ⇡
z

2 E
m

(J
m

).

Зауваження. Кiлькiсть елементiв в ⇡ (число k) та ⇡
z

(число m) є не залежними
один вiд одної величинами.

Правило замiщення вершини затравкою.
1. Кожен елемент ⇡z

i

переставлення ⇡
z

= (⇡z

1, ..., ⇡z

i

, ..., ⇡z

m

) перетворюємо в чис-
ло ⇡z

i

+ k, позначивши, переставлення, що утворилося ⇡+k

z

. (Це переставлення
з множини E

m

(J
m+k

\J
k

)).
2. Вибираємо (фiксуємо) вершину i⇤, з зовнiшнiм рангом ⇡

i

⇤ , яка замiщується
затравкою.

3. Утворюється граф, що має k + m � 1 вершин з номерами
1, 2, ..., k, k + 1, ..., k +m� 1.

4. Вершинам 1, 2, ..., k , крiм вершинi i⇤, привласнюють тi ж зовнiшнi ранги, що
були у вершин з такими ж номерами в графi �⇤

(⇡).
5. Вершинi i⇤ привласнюється зовнiшнiй ранг N (i⇤) = ⇡z

m

+ k � 1.
6. Вершинам j 2 {k + 1, k + 2, ..., k +m� 1} привласнюють зовнiшнiй ранг

N (j) 2
�

⇡z

1 + k � 1, ⇡z

2 + k � 1, ..., ⇡z

m�1 + k � 1

 

вiдповiдно до правила:
N (k + i) = ⇡z

i

+ k � 1 8i 2 J
m�1.

7. У вершини, ранг якої рiвний числу k +m � 1 (згiдно п.6), замiнюємо ранг на
ранг вершини i⇤, тобто на число ⇡

i

⇤ � 1.
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Приклад 8. Вихiдний граф на рис. 8. Йому вiдповiдає переставлення ⇡ = (3, 2, 4, 1).
Затравка ⇡

z

= (2, 3, 1). Вибрана для замiщення вершина i⇤ = 1 з зовнiшнiм ран-
гом ⇡

i

⇤
= 3.

Розв’язок . Застосуємо правило замiни вершини затравкою.
Крок 1. Кожен елемент переставлення ⇡

z

= (2, 3, 1) перетворимо додавши k = 4,
одержимо z+4

z

= (6, 7, 5) 2 E3 ({5, 6, 7}).
Крок 2. i⇤ = 1; ⇡

i

⇤
= ⇡1 = 3

Крок 3. Утворюємо граф, що має k + m � 1 = 4 + 3 � 1 = 6 вершин з номера-
ми 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Крок 4. Вершинам 2, 3, 4 (крiм вершини 1) привласнюємо тi ж зовнiшнi ранги,
що були: N (2) = 1; N (3) = 3; N (4) = 0.

Крок 5. Вершинi i⇤ = 1 привласнюють зовнiшнi ранги N (1) = ⇡z

3 + 4� 1 =

= 1 + 4� 1 = 4.
Крок 6. Вершинам k + 1, ..., k +m� 1 (тобто 5, 6) привласнюють зовнiшнi ран-

ги N (k + i) = ⇡z

i

+ k � 1, тобто N (k + 1) = N (5) = ⇡z

1 + 4 � 1 = 2 + 4 � 1 = 5;
N (k + 2) = N (6) = ⇡z

2 + 4� 1 = 3 + 4� 1 = 6.
Крок 7. Рангу вершинi i, що рiвний k+m� 1 = 4+3� 1 = 6, тобто вершинi i = 6

привласнюємо нове значення N (6) = ⇡
i

⇤ � 1 = 3� 1 = 2.
Граф побудовано. Маємо такi зовнiшнi ранги N (1) = 4; N (2) = 1; N (3) = 3;

N (4) = 0; N (5) = 5; N (6) = 2. Вiдповiдне йому переставлення (5, 2, 4, 1, 6, 3).
Результат дiї алгоритму замiщення вершини затравкою на рис. 9.

1

3

2

4

5

6

 

Рис. 9. Приклад замiщення вершини i⇤ = 3 затравкою ⇡z

= (2, 3, 1).

Звертаємо увагу, що ребра графа на рис. 8 збереглися на рис. 9, крiм ребра (3, 1)

яке змiнилося на (1, 3).
Граф, що отримується в результатi викладеного алгоритму будемо називати

предфрактальним переставним графом другого поколiння. Вихiдний граф назива-
ти iнiцiатором.
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При повтореннi цiєї процедури l раз отримаємо предфрактальний переставний
граф (l + 1)-го поколiння. Цей алгоритм можна викласти в термiнах переставлен-
ня ⇡ 2 E

k

(J
k

) та ⇡
z

2 E
m

(J
m

).

Висновок

Запропоновано пiдхiд до введення предфрактальних комбiнаторних (перестав-
них) конфiгурацiй. Доцiльно дослiдити це i для розмiщень.
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