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Abstract. In article is proposed the maximum flow problem with additional combinatorial
restrictions. This problem is generalization of the classical maximum flow problem. In article NP-hard of
a problem is proved.

Введение

В статье рассматривается задача нахождения максимального потока с дополни-
тельными комбинаторными ограничениями и анализируется ее сложность.

Задача нахождения максимального потока хорошо известна [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7] и яв-
ляется полиномиальной, для ее решения, в частности, используются методы Форда
и Фалкерсона [1], Эдмондса и Карпа [4], Диница [5], Карзанова [6] и др. Рассмат-
риваемая задача является обобщением задачи нахождения максимального потока и
впервые была рассмотрена в [8]. Задачу можно свести к евклидовой комбинаторной
задаче оптимизации на размещениях [9], для решения которой известны неполиноми-
альные алгоритмы. Поэтому вопрос о сложности задачи нахождения максимального
потока с дополнительными комбинаторными ограничениями является актуальным.

В работе доказана NP-трудность рассматриваемой задачи и NP-полнота в силь-
ном смысле соответственной задачи распознавания.

1. Задачи евклидовой комбинаторной оптимизации

Рассмотрим основные понятия евклидовой комбинаторной оптимизации [9]. Под
мультимножеством будем понимать совокупность элементов, среди которых могут
быть и одинаковые. Всякое мультимножество G = {g1, g2, . . . , g⌘} можно представить
его основой S (G) = (e1, e2, . . . , en), то есть кортежем всех его разных элементов, и
первичной спецификацией [G] = (⌘1, ⌘2, . . . , ⌘n), где ⌘i � кратность соответственно-
го элемента основы ei в мультимножестве. Множество Ak

⌘n (G), элементами которого
являются разные упорядоченные наборы k элементов из мультимножества G, назы-
вают евклидовым комбинаторным множеством размещений.

Евклидовые комбинаторные множества допускают погружение в арифметиче-
ское евклидовое пространство, то есть рассмотрение элементов Ak

⌘n (G) как точек
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k-мерного пространства [9]. Погруженное евклидово комбинаторное множество раз-
мещений обозначают Ek

⌘n.
Линейной задачей евклидовой комбинаторной оптимизации на размещениях на-

зывают [10, 9] следующую задачу: найти упорядоченную пару hy⇤, f (y⇤)i,

f (y⇤) = max

x2Ek

⌘n

f (y) ; y

⇤
= arg max

x2Ek

⌘n

f (y) , (1)

где y = (x1, x2, . . . , xk, yk+1, ..., ym), x = (x1, x2, . . . , xk), f (y) � линейная функция, при
линейных ограничениях:

m
X

j=1

aijyj  ai0(i = 1, 2, . . . , r). (2)

При m = k задачу (2)-(3) называют полностью комбинаторной, при m > k �
частично комбинаторной.

Разработке методов решения задач комбинаторной оптимизации, исследованию
свойств выпуклых оболочек комбинаторных множеств посвящено много работ (см.,
в частности, [9, 11, 10, 12]). Методы решения комбинаторных задач на размещениях
предложены, например, в [10] и [12]; все они являются неполиномиальными. Заметим,
что при ⌘ = k множество размещений Ek

⌘n является множеством перестановок.

2. Задача нахождения максимального потока с

дополнительными комбинаторными ограничениями

Пусть дан ориентированный граф � = (V, U), где V � множество вершин, U

� множество дуг. Дугу, соединяющую вершины vi и vj, обозначим uij. Граф может
иметь кратные дуги. В таком случае будем обозначать дуги uij(1), uij(2), . . . , uij(p),
где p � количество дуг, соединяющих вершины vi и vj.

Определение 1. [7] Транспортной сетью называют ориентированный граф
� = (V, U), в котором каждой из дуг uij(l) присвоено неотрицательное число bij(l) � 0,
которое называют пропускной способностью дуги. Хотя бы одна из вершин име-
ет только исходящие дуги. Такую вершину называют источником и обозначают vs.
Вершину, имеющую только входящие дуги, называют стоком и обозначают vt.

Дальше будем рассматривать транспортные сети с одним источником и одним
стоком. Все остальные вершины лежат на пути из vs в vt.

Определение 2. [7] Потоком называют функцию w : U ! R со следующими свой-
ствами:
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1. Значение функции w на дуге uij(l) не может превышать пропускную способ-
ность дуги, то есть w

�

uij(l)

�

 bij(l).
2. Сохранение баланса во всех вершинах, кроме стока и источника, то есть

P

u
iz(l)2U w

�

uiz(l)

�

=

P

u
zj(t)2U w

�

uzj(t)

�

8z, z 6= s, z 6= t.

Определение 3. Величиною потока |w| будем называть сумму значений функции
w по исходящим из источника дугам:

X

u
si(l)2U

w
�

usi(l)

�

= |w| .

Величина потока |w| также равна сумме значений функции w по входящим в
сток дугам.

Задача нахождения максимального потока формулируется так: найти поток w,
для которого величина потока |w| является максимальной.

Потоком по дуге uij(l) будем называть w
�

uij(l)

�

.
Наложим дополнительные ограничения. Пусть поток по дугам uij(l) 2 U 0 ✓ U

может принимать значения, которые не превышают число xij(l) = gl 2 G, то есть
w
�

uij(l)

�

 xij(l), где G = {g1, g2, ..., g⌘}; причем вектор из xij(l) является размещением
элементов из G, то есть x = (xi1j1 , xi2j2 , ..., xi

k

j
k

) 2 Ek
⌘n (G). Будем называть данную

задачу комбинаторной задачей нахождения максимального потока.
Рассмотрим математическую модель задачи. Пусть поток по дуге uij(l), равен

yij(l), то есть yij(l) = w
�

uij(l)

�

.
Задача состоит в отыскании максимального значения функции f (y) и соответ-

ствующих значений xij(l), yij(l):

f (y) =
X

u
jt(l)2U

yjt(l) ! max, (3)

при выполнении следующих условий:
сохранение баланса в вершинах

X

u
iz(l)2U

yiz(l) =
X

u
zj(l)2U

yzj(l), z 6= t, z 6= s, (4)

ограничения на пропускную способность дуг

0  yij(l)  bij(l)8uij(l) 2 U, (5)

дополнительные комбинаторные ограничения

yij(l)  xij(l)8uij(l) 2 U, (6)

x = (xi1j1 , xi2j2 , ..., xi
k

j
k

) 2 Ek
⌘n (G) . (7)
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Задача (4)-(8) является частным случаем линейной задачи евклидовой частично
комбинаторной оптимизации на размещениях (2)-(3).

Пример 1. Система трубопроводов задана графом (рис. 1). Каждая из труб (дуга
графа) имеет ограниченную пропускную способность (число возле дуги). На каждой
из труб необходимо построить насосную станцию. В распоряжение имеются мате-
риалы для создания шести насосных станций с пропускной способностью 4, 4, 5, 5,
7, 7 единиц соответственно. Задача состоит в том, что бы найти такое размещение
насосных станций, которое позволит максимизировать величину потока из Vs в Vt, и
найти этот максимальный поток.

Рис. 1. Транспортная сеть

Построим математическую модель задачи:

f (y) = y1t + y2t ! max

при ограничениях:
ys1 + y21 = y1t,

ys2 = y21 + y2t,

0  ys1  5,

0  ys2  9,

0  y21  7,

0  y1t  8,

0  y2t  3,

ys1  xs1, ys2  xs2, y21  x21, y1t  x1t, y2t  x2t,

где x = (xs1, xs2, x21, x1t, x2t) 2 E5
63 (G), G = {42, 52, 72}.
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Отметим, что задача (4)–(6) при отсутствии кратных дуг является моделью клас-
сической задачи нахождения максимального потока. В случае кратных дуг, их можно
заменить одной, при этом пропускная способность будет равна bij =

Pp
l=1 bij(l).

Аналогично можно наложить комбинаторные ограничения и на другие потоковые
задачи. Присвоим каждой дуге uij(l) стоимость пересылки единицы потока cij(l) и
рассмотрим задачу нахождения потока минимальной стоимости, величина которого
не меньше заданного числа W , W > 0. Тогда целевой функцией будет

f (y) =
X

u
ij(l)2U

cij(l)yij(l) ! min, (8)

ограничение на величину потока:

f (y) =
X

u
ij(l)2U

yjt(l) � W,W > 0. (9)

В [13] рассматривается задача оптимального размещения производства, моделью
которой является задача (5)-(10).

В [14] рассматривается комбинаторная транспортная задача на перестановках.
Отличие от классической транспортной задачи в том, что вектор количеств переве-
зенных ресурсов может быть только перестановкой или размещением элементов из
некоторого мультимножества G. С помощью ввода фиктивных источника и стока,
которые соединены со всеми пунктами отправления и потребления соответственно,
задача может быть сведена к задаче нахождения потока заданной величины мини-
мальной стоимости.

Задача (5)-(10) является обобщением задачи нахождения потока минимальной
стоимости [2].

3. Оценка сложности задачи

Перейдем от задачи оптимизации к задаче распознавания [15] , заменив усло-
вие (4) следующим: найти значения функции f (y) и соответственных значений xij(l),
yij(l), для которых выполняется условие (10).

То есть, задача состоит в том, чтобы отыскать поток не меньше указанной вели-
чины.

Напомним вспомогательную NP-полную в сильном смысле задачу �3-разбие-
ние� [15].

Задача 3-разбиение. Условие. Заданы множество A, состоящее из 3m элементов,
граница B 2 Z+ и �размеры� s (a) 2 Z+ всех элементов a 2 A, причем B

4 < s (a) < B
2

и
P

a2A s (a) = mB.
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Вопрос. Можно ли A так разбить на m непересекающихся подмножеств
S1, S2 . . . , Sm, что для 1  i  m выполняется

P

a2S
i

s (a) = B.

Теорема 1. Задача (10), (5)–(8) нахождения потока не меньше указанной величины
с дополнительными комбинаторными условиями является NP-полной в сильном
смысле.

Доказательство. Задача, очевидно, принадлежит классу NP.
Рассмотрим частный случай задачи. Пусть транспортная сеть задана графом

следующей структуры (рис. 2): имеется m+1 вершина (учитывая источник и сток),
поочередно соединена дугами кратности 3 (всего 3m дуг).

Рис. 2. Структура графа

Пусть пропускная способность каждой из дуг неограниченна, bij(l) = 1 (или
достаточно взять bij(l) � max (s (a)), 8i, j, l), то есть в задаче будут учиты-
ваться только дополнительные комбинаторные ограничения. А мультимножество
G = {s (a1) , s (a2) , ..., s (a3m)}, причем

B

4

< s (a) <
B

2

. Таким образом, на значение
потока по каждой из дуг будет наложено ограничение w

�

uij(k)

�

 xij(l), причем век-
тор x =

�

xs1(1), xs1(2), ..., xij(k), ..., xm�1,t(3)

�

2 E3m (G), где E3m (G) � множество пере-
становок из 3m элементов [9] (частный случай множества размещений при k = ⌘).
Пусть нужно найти поток, величина которого не меньше W = B.

Величина потока не может превышать пропускную способность минимального
разреза [1]. Граф имеет m разных разрезов. Очевидно, что максимальное значение
мощности минимального разреза достигается в случае равности мощностей всех раз-
резов и равно

mB

m
= B. То есть максимальное значение величины потока не может

превышать B.
Если решение задачи будет найдено, то легко получить решение задачи

3-разбиение. Тогда S1 =

�

xs1(1), xs1(2), xs1(3)

 

, S2 =

�

x12(1), x12(2), x12(3)

 

, . . . ,
Si =

�

xi�1,i(1), xi�1,i(2), xi�1,i(3)

 

, . . . , Sm =

�

xm�1,t(1), xm�1,t(2), xm�1,t(3)

 

. Не трудно
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убедиться, что сведение задачи 3-разбиение к рассматриваемой задаче осуществля-
ется за полиномиальное время.

Таким образом, задача нахождения потока не меньше указанной величины с до-
полнительными комбинаторными условиями является NP-полной.

NP-полнота задачи в сильном смысле следует из того, что NP-полная в сильном
смысле задача 3-разбиение была сведена к частному случаю задачи: с ограничеными
числовыми значениями и графом особой структуры. ⇤

Замечание 1. Условие допустимости кратных дуг, которое использовалось при до-
казательстве, на самом деле не является обязательным. Каждую из дуг графа (рис. 2)
можно разбить новой вершиной на две. В результате получим граф с 4m+1 вершиной
и 6m дугами (рис. 3). Дополнительные комбинаторные условия следует наложить в
каждой паре на одну из двух полученных дуг. Все остальные рассуждения остаются
без изменений.

Рис. 3. Структура графа без кратных дуг

Следствие 1. Задача (4)–(8) нахождения потока максимальной величины с допол-
нительными комбинаторными условиями является NP-трудной.

Доказательство. Решив оптимизационную задачу, можно получить решение задачи
распознавания. Если величина максимального потока не меньше W , то это решение
и будет решением задачи нахождения потока не меньше указанной величины с до-
полнительными комбинаторными ограничениями; иначе задача не имеет решения.

Таким образом, оптимизационная задача не проще задачи распознавания. Из
этого можно сделать вывод, что задача нахождения потока максимальной величины
с дополнительными комбинаторными условиями является NP-трудной. ⇤
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Заключение

В работе рассмотрена задача нахождения потока максимальной величины с
дополнительными комбинаторными условиями. Доказана NP-трудность задачи и
NP-полнота в сильном смысле задачи нахождения потока не меньше указанной вели-
чины с дополнительными комбинаторными условиями. Сложность задачи подтвер-
ждает применимость методов решения ее, как задачи комбинаторной оптимизации
на размещениях. Актуальной остается задача выделения полиномиальных случаев и
разработка соответсвующих методов.
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