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Abstract. In this paper dynamical system with fixed switching points is considered. Existence
conditions for a solution of a structural and parametric optimization problem in a class of structural
controls and sufficient conditions for optimality are proved. A numerical method for structural
optimization of linear system with quadratic functional is created.

Вступ

При оптимiзацiї складних технiчних систем функцiї керування, як правило, за-
даються у структурно-параметричнiй формi. Задачi структурно-параметричної оп-
тимiзацiї вивчалися iз застосуванням варiацiйного методу, зокрема, в працi [3] були
побудованi алгоритми типу градiєнтного спуску. Важливим випадком структурного
представлення керування є випадок релейних керувань, або, бiльш широко, керувань,
що вибираються з дискретної множини. В [5, 6] описано алгоритми, якi використо-
вують структуризацiю фазового простору, при цьому керування вибирається в класi
кусково-постiйних. У роботi [1] обгрунтований принцип оптимальностi Беллмана для
задачi вибору оптимальної структури, одержано рiвняння Беллмана у iнтегральнiй
та диференцiальнiй формах. Випадок структур керування, що мiстять фазову змiн-
ну, був розглянутий у статтi [7]. Для задачi з фiксованими точками перемикання
був доведений принцип оптимальностi Беллмана та одержано рiвняння Беллмана в
iнтегральнiй та iнтегро-диференцiальнiй формах.

У статтi отриманi достатнi умови оптимальностi в задачi структурно-
параметричної оптимiзацiї з фiксованими точками перемикання. Для випадку лiнiй-
ної системи керування доведенi умови iснування та єдиностi розв’язку. Запропонова-
ний чисельний алгоритм оптимiзацiї за параметрами лiнiйної системи з квадратич-
ним критерiєм якостi.
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1. Достатнi умови оптимальностi в задачi
структурно-параметричної оптимiзацiї з фiксованими точками

перемикання

Розглянемо задачу оптимального керування

J (x, u) =

T
Z

t0

f
0

(x (t) , u (t) , t) dt+ � (x (T )) ! inf (1)

за умов
dx

dt
= f (x, u, t) , x (t

0

) = x
0

. (2)

Тут x � вектор фазових координат розмiрностi n, x (t) 2 X (t) ✓ Rn, t 2 [t
0

, T ] �
фазовi обмеження, u � вектор керування розмiрностi m, f

0

(x, u, t) , � (x) � непере-
рвнi функцiї, f (x, u, t) � n-вимiрна вектор-функцiя така, що справджуються умо-
ви: для будь-якого фiксованого t 2 [t

0

, T ] функцiя f (x, u, t) є неперервною за x;
для будь-яких фiксованих x 2 X та u функцiя f (x, u, t) є вимiрною за t; iснує та-
ка iнтегрована функцiя p (t), що kf (x, u, t) k  p (t), t 2 [t

0

, T ]; на промiжку [t
0

, T ]

виконується умова Лiпшиця за керуванням i за фазовою змiнною.
Нехай керування в задачi (1)–(2) задано в структурнiй формi

u (t) =  i (t, bi, x (t)) , t 2 [ti, ti+1

) . (3)

де t
0

< t
1

< ... < tN = T � точки перемикання, bi 2 Ri � числовi параметри,
Ri ⇢ Rki , i = 0, ... , N � 1, ki � натуральнi числа. Функцiї  i (t, bi, x) , t 2 [ti, ti+1

)

є такими, що: на кожному з вiдрiзкiв [ti, ti+1

) функцiї  i (t, bi, x) є неперервними
за t i bi; на промiжку [t

0

, T ] виконується умова Лiпшиця за фазовою змiнною. Точ-
ки перемикання t

0

< t
1

< ... < tN = T є фiксованими. Умови на праву частину
системи (2) i функцiю керування (3) дозволяють задовольнити умови iснування та
єдиностi розв’язку задачi Кошi у формi Каратеодорi [9]. Крiм того, мають викону-
ватись умови продовжуваностi розв’язку на iнтервал t 2 [t

0

, T ] 1.
Задача (1)–(3) є задачею структурно-параметричної оптимiзацiї з керуванням,

заданим в структурному класi (3). Припустимо, що розв’язок задачi (1)–(3) iснує,
u⇤

(t) =  i (t, b⇤i , x
⇤
(t)), t 2 [ti, ti+1

) � оптимальне керування в класi (3), x⇤
(t) �

оптимальна траєкторiя, {b⇤i } , i = 0, ..., N � 1 � оптимальний набiр параметрiв. Роз-
глянемо допомiжну задачу. Зафiксуємо ts 2 {t

1

, ... , tN�1

}. Задача полягає в тому,

1Продовжуванiсть розв’язку на довiльний iнтервал забезпечує, наприклад, умова квазiлiнiйностi
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щоб мiнiмiзувати функцiонал

Js (x, u) =

T
Z

ts

f
0

(x (t) , u (t) , t) dt+ � (x (T ))

за умов
dx

dt
= f (x, u, t) , x (ts) = x⇤

(ts) ,

u (t) =  i (t, bi, x (t)) , t 2 [ti, ti+1

) ⇢ [ts, T ] , bi 2 Ri.

Для задачi (1)–(3) справедливий принцип оптимальностi Беллмана [7].

Теорема 1. Якщо набiр параметрiв
n

˜bi
oN�1

i=0

та траєкторiя x̃ (t) є оптимальними у
допомiжнiй задачi, то на вiдрiзку t 2 [ts, T ] вони спiвпадають з оптимальним набором
параметрiв та оптимальною траєкторiєю задачi (1)–(3).
Означення 1. [7] Функцiя

B (z, ts) = inf

bj2Rj

8

>

<

>

:

N�1

X

j=s

tj+1
Z

tj

f
0

(x (t) ,  j (t, bj, x (t)) , t) dt+ � (x (T ))

9

>

=

>

;

, (4)

що визначена на розв’язках системи (2) при початковiй умовi x (ts) = z, називаєть-
ся функцiєю Беллмана задачi (1)–(3). Тут z 2 X (ts), x (·) � розв’язок системи (2)
при допустимому керуваннi u (t) =  (t, bi, x (t)) , t 2 [ts, T ] , ts 2 {t

0

, ... , tN}, iнфi-
нум в правiй частинi спiввiдношення (4) береться за допустимими керуваннями при
t 2 [ts, T ].

За означенням функцiї Беллмана B (x
0

, t
0

) дорiвнює оптимальному значенню
функцiоналу (1) для задачi (1)–(3) з фiксованим лiвим кiнцем x (t

0

) = x
0

, тобто

B (x
0

, t
0

) = J (x⇤, u⇤
) .

Рiвняння Беллмана для задачi (1)–(3) в iнтегральнiй формi має вигляд

B (z, ts) = inf

bs2Rs

8

<

:

ts+1
Z

ts

f
0

(x (⌧) ,  s (⌧, bs, x (⌧)) , ⌧) d⌧ + B (x (ts+1

) , ts+1

)

9

=

;

.

Iнтегро-диференцiальне рiвняння Беллмана задачi (1)–(3) має вигляд

inf

bs2Rs

8

<

:

ts+1
Z

ts



f
0

(x (⌧) ,  s (⌧, bs, x (⌧)) , ⌧) +

@B (x (⌧) , ⌧)

@⌧
+

+ hgradxB (x (⌧) , ⌧) , f (x (⌧) ,  s (⌧, bs, x (⌧)) , ⌧)i] d⌧} = 0. (5)

Має мiсце така теорема.

�Таврiйський вiсник iнформатики та математики�, №1 (20)’ 2012



80 В.В.Пiчкур, Є.М.Страхов

Теорема 2 (достатнi умови оптимальностi). Нехай функцiя B(z, t) є кусково непере-
рвно диференцiйованим розв’язком рiвняння (5) з граничною умовою B(z, T ) = �(z).
Параметри b⇤s, s = 0, ..., N � 1, знайденi з умов

ts+1
Z

ts



f
0

(x (⌧) ,  s (⌧, b
⇤
s, x (⌧)) , ⌧) +

@B (x (⌧) , ⌧)

@⌧
+

+ hgradxB (x (⌧) , ⌧) , f (x (⌧) ,  s (⌧, b
⇤
s, x (⌧)) , ⌧)i] d⌧ =

= inf

bs2Rs

8

<

:

ts+1
Z

ts



f
0

(x (⌧) ,  s (⌧, bs, x (⌧)) , ⌧) +

@B (x (⌧) , ⌧)

@⌧
+

+ hgradxB (x (⌧) , ⌧) , f (x (⌧) ,  s (⌧, bs, x (⌧)) , ⌧)i] d⌧} , s = 0, ..., N � 1, (6)

при пiдстановцi у функцiї керування

u⇤
s (z, t) =  s (t, b

⇤
s, z) , s = 0, ... , N � 1

породжують при z = x єдиний розв’язок x⇤
(·) системи (2). Тодi набiр параметрiв

b⇤s, s = 0, ..., N � 1 є оптимальним у задачi (1)–(3).

Доведення. Оскiльки вектори b⇤s, s = 0, ..., N � 1 є розв’язком задачi (6) i для B(z, t)

має мiсце (5), то
ts+1
Z

ts



f
0

(x⇤
(⌧) ,  s (⌧, b

⇤
s, x

⇤
(⌧)) , ⌧) +

@B (x⇤
(⌧) , ⌧)

@⌧
+

+ hgradxB (x⇤
(⌧) , ⌧) , f (x⇤

(⌧) ,  s (⌧, b
⇤
s, x

⇤
(⌧)) , ⌧)i] d⌧ = 0.

Звiдси
ts+1
Z

ts

f
0

(x⇤
(⌧) ,  s (⌧, b

⇤
s, x

⇤
(⌧)) , ⌧) d⌧ = �

ts+1
Z

ts



@B (x⇤
(⌧) , ⌧)

@⌧
+

+ hgradxB (x⇤
(⌧) , ⌧) , f (x⇤

(⌧) ,  s (⌧, b
⇤
s, x

⇤
(⌧)) , ⌧)i] d⌧ =

= �
ts+1
Z

ts

dB (x⇤
(⌧), ⌧)

d⌧
d⌧ = B (x⇤

(ts) , ts)� B (x⇤
(ts+1

) , ts+1

) .

Тодi, з урахуванням останньої рiвностi, оптимальне значення функцiоналу дорiвнює

J (u⇤, x⇤
) =

T
Z

t0

f
0

(x⇤
(⌧), u⇤

(⌧), ⌧) d⌧ + � (x(T )) =
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=

N�1

X

s=0

ts+1
Z

ts

f
0

(x⇤
(⌧), s (⌧, b

⇤
s, x

⇤
(⌧)) , ⌧) d⌧ + � (x(T )) =

=

N�1

X

s=0

[B (x⇤
(ts) , ts)� B (x⇤

(ts+1

) , ts+1

)] + �(x(T )).

Враховуючи, що B (x⇤
(T ) , T ) = � (x(T )), отримуємо

J (u⇤, x⇤
) = B (x⇤

(t
0

) , t
0

) = B(x
0

, t
0

). (7)

При довiльних значеннях bs, s = 0, ..., N � 1 з (10) та (9) маємо

ts+1
Z

ts

f
0

(x (⌧) ,  s (⌧, bs, x (⌧)) , ⌧) d⌧ � �
ts+1
Z

ts



@B (x (⌧) , ⌧)

@⌧
+

+ hgradxB (x (⌧) , ⌧) , f (x (⌧) ,  s (⌧, bs, x (⌧)) , ⌧)i] d⌧ =

= �
ts+1
Z

ts

dB (x(⌧), ⌧)

d⌧
d⌧ = B (x (ts) , ts)� B (x (ts+1

) , ts+1

) .

Тодi, аналогiчно до попереднiх мiркувань, отримаємо нерiвнiсть

J (u, x) � B (x (t
0

) , t
0

) . (8)

З (7) та (8) випливає, що J (u, x) � J (u⇤, x⇤
). ⇤

2. Умови iснування та єдиностi розв’язку для задачi
структурно-параметричної оптимiзацiї лiнiйної системи

керування

Розглянемо лiнiйну систему

dx (t)

dt
= A (t) x (t) + C (t) u (t) , x (t

0

) = x
0

, (9)

де x � вектор фазових координат розмiрностi n, x (t) 2 X (t) ✓ Rn, t 2 [t
0

, T ] �
фазовi обмеження, u � вектор керування розмiрностi m, A (t) � матриця розмiрностi
n⇥ n з неперервними компонентами, C (t) � матриця розмiрностi n⇥m з неперерв-
ними компонентами. Нехай керування задано у виглядi

u (t) = Mi(t)x(t) +Ni(t)bi + qi(t), t 2 [ti, ti+1

) , i = 0, ... , N � 1, (10)
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де bi 2 Ri ⇢ Rki � невiдомi числовi параметри, Mi(t), Ni(t) � матрицi з неперервними
компонентами розмiрностей m⇥n та m⇥ki вiдповiдно, qi(t) � вектори розмiрностi m
з неперервними компонентами. Критерiй якостi має вигляд

J (x, u) = � (x (T )) . (11)

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 3. Якщо у задачi (9)–(11) множина X є опуклою, функцiя �(·) є стро-
го опуклою на множинi X, а множини Ri для всiх i = 0, ..., N � 1 є опуклими
та компактними, то iснує точка екстремуму функцiоналу J (x, u) за параметрами
bi 2 Ri, i = 0, ..., N � 1, причому ця точка єдина.

Доведення. Пiдставимо вираз (10) у систему (9). В результатi на кожному з промiж-
кiв часу t 2 [ti, ti+1

) , i = 0, ... , N � 1 отримаємо таку систему

dx (t)

dt
= A (t) x (t) + C (t) [Mi(t)x(t) +Ni(t)bi + qi(t)] .

Перепишемо її у виглядi

dx (t)

dt
= [A (t) + C(t)Mi(t)] x (t) + C (t)Ni(t)bi + C(t)qi(t),

t 2 [ti, ti+1

) , i = 0, ... , N � 1. (12)

Запишемо розв’язок системи (12) за допомогою формули Кошi. При t 2 [t
0

, t
1

] вiн
має вигляд

x(t) = ⇥
0

(t, t
0

)x
0

+

t
Z

t0

⇥

0

(t, s) [C(s)N
0

(s)b
0

+ C(s)q
0

(s)] ds. (13)

Тут ⇥
0

(t, t
0

) � нормована за моментом t
0

фундаментальна матриця системи (12)
при i = 0. Далi, при t 2 [t

1

, t
2

] розв’язок системи має вигляд

x(t) = ⇥
1

(t, t
1

)x(t
1

) +

t
Z

t1

⇥

1

(t, s) [C(s)N
1

(s)b
1

+ C(s)q
1

(s)] ds. (14)

Тут ⇥
1

(t, t
1

) � нормована за моментом t
1

фундаментальна матриця системи (12)
при i = 1. З (13) отримаємо вираз для x(t

1

)

x(t
1

) = ⇥

0

(t
1

, t
0

)x
0

+

t1
Z

t0

⇥

0

(t
1

, s) [C(s)N
0

(s)b
0

+ C(s)q
0

(s)] ds.
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Пiдставимо цей вираз у (14). Маємо при t 2 [t
1

, t
2

]

x(t) = ⇥
1

(t, t
1

)⇥

0

(t
1

, t
0

)x
0

+ b
0

⇥

1

(t, t
1

)

t1
Z

t0

⇥

0

(t
1

, s)C(s)N
0

(s)ds+

+⇥

1

(t, t
1

)

t1
Z

t0

⇥

0

(t
1

, s)C(s)q
0

(s)ds+ b
1

t
Z

t1

⇥

1

(t, s)C(s)N
1

(s)ds+

t
Z

t1

⇥

1

(t, s)C(s)q
1

(s)ds.

Тодi

x(t
2

) = ⇥

1

(t
2

, t
1

)⇥

0

(t
1

, t
0

)x
0

+ b
0

⇥

1

(t
2

, t
1

)

t1
Z

t0

⇥

0

(t
1

, s)C(s)N
0

(s)ds+

+⇥

1

(t
2

, t
1

)

t1
Z

t0

⇥

0

(t
1

, s)C(s)q
0

(s)ds+ b
1

t2
Z

t1

⇥

1

(t
2

, s)C(s)N
1

(s)ds+

t2
Z

t1

⇥

1

(t
2

, s)C(s)q
1

(s)ds.

Останнiй вираз показує, що x(t
2

) є лiнiйним за b
0

та b
1

. Продовжуючи цей процес
далi для i = 2, 3, ..., N � 1, можна показати, що x(ti) лiнiйно залежить вiд пара-
метрiв b

0

, b
1

, ..., bi�1

. Це означає, що x(T ) лiнiйно залежить вiд усiх параметрiв за-
дачi b

0

, b
1

, ..., bN�1

. Враховуючи строгу опуклiсть функцiї �(·), отримуємо, що функ-
цiя � (x (T )) є строго опуклою на всiх множинах Ri, i = 0, ..., N � 1 як суперпозицiя
лiнiйної та строго опуклої функцiй. А це означає, з урахуванням опуклостi та ком-
пактностi множин Ri, що функцiонал J (x, u) = � (x (T )) має екстремум за парамет-
рами bi, i = 0, ..., N � 1, причому цей екстремум єдиний [4]. ⇤

Нехай тепер критерiй якостi в задачi (9)–(10) має вигляд

J (x, u) =

T
Z

t0

f
0

(x (t) , u (t) , t) dt+ � (x (T )) ! inf . (15)

Для задачi (9), (10), (15) справедлива теорема, аналогiчна теоремi 3.

Теорема 4. Якщо у задачi (9), (10), (15) множина X є опуклою, функцiя f
0

(x, u, t)

є опуклою за x та строго опуклою за u, функцiя �(·) є опуклою за x, а множини Ri

для всiх i = 0, ..., N � 1 є опуклими та компактними, то iснує точка екстремуму
функцiоналу J (x, u) за параметрами bi 2 Ri, i = 0, ..., N � 1, причому ця точка
єдина.

Доведення проводиться аналогiчно до попередньої теореми.
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3. Побудова оптимальної структури лiнiйної системи з
квадратичним критерiєм якостi

Розглянемо лiнiйну систему (9) з керуванням вигляду (10). Нехай критерiй якостi
має вигляд

J(x, u) =

T
Z

t0

(hD(⌧)x(⌧), x(⌧)i+ hE(⌧)u(⌧), u(⌧)i) d⌧ + hP
0

x(T ), x(T )i , (16)

де D(⌧), P
0

� невiд’ємновизначенi симетричнi матрицi розмiрностi n ⇥ n, E(⌧) �
додатновизначена симетрична матриця розмiрностi n⇥m. Будемо шукати функцiю
Беллмана у виглядi квадратичної форми

B (z, t) = hP (t) z, zi ,

де P (t) � невiдома матриця розмiрностi n⇥n з абсолютно неперервними компонен-
тами. При цьому

@B (z, ⌧)

@⌧
=

⌧

dP (⌧)

d⌧
z, z

�

, gradzB (z, ⌧) =
�

P (⌧) + P T
(⌧)

�

z.

З означення функцiї Беллмана випливає, що P (T ) = P
0

. Запишемо рiвняння (5) для
цього випадку. Одержуємо

inf

bs2Rs

8

<

:

ts+1
Z

ts



hD(⌧)x(⌧), x(⌧)i+ hE(⌧)u(⌧), u(⌧)i+
⌧

dP (⌧)

d⌧
x (⌧) , x (⌧)

�

+

+

⌦�

P (⌧) + P T
(⌧)

�

x (⌧) , A (⌧) x (⌧) + C (⌧) u (⌧)
↵ ⇤

d⌧
 

= 0.

Пiдставимо у останнiй вираз замiсть u(⌧) вираз (10), зробимо перетворення та
згрупуємо подiбнi члени

inf

bs2Rs

8

<

:

ts+1
Z

ts

⌧

dP (⌧)

d⌧
x (⌧) , x (⌧)

�

+ hD(⌧)x(⌧), x(⌧)i+

+ hE(⌧)Ms(⌧)x(⌧) + E(⌧)Ns(⌧)bs + E(⌧)qs(⌧),Ms(⌧)x(⌧) +Ns(⌧)bs + qs(⌧)i+

+

D

(A(⌧) + C(⌧)Ms(⌧))
T P (⌧)x(⌧), x(⌧)

E

+

D

(A(⌧) + C(⌧)Ms(⌧))
T P T

(⌧)x(⌧), x(⌧)
E

+

+

⌦�

P (⌧) + P T
(⌧)

�

x(⌧), qs(⌧)
↵

+

⌦

NT
s (⌧)C

T
(⌧)

�

P (⌧) + P T
(⌧)

�

x(⌧), bs
↵⇤

d⌧
 

=

= inf

bs2Rs

8

<

:

ts+1
Z

ts

⌧✓

dP (⌧)

d⌧
+D(⌧) +MT

s (⌧)E(⌧)Ms(⌧)+

+ (A(⌧) + C(⌧)Ms(⌧))
T P (⌧) + P (⌧) (A(⌧) + C(⌧)Ms(⌧))

⌘

x(⌧), x(⌧)
E

+
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+

⌦�

E(⌧)Ms(⌧) + ET
(⌧)Ms(⌧) + P (⌧) + P T

(⌧)
�

x(⌧) + ET
(⌧)qs(⌧), qs(⌧)

↵

+

+

⌦�

NT
s (⌧)E(⌧)Ms(⌧) +NT

s (⌧)E
T
(⌧)Ms(⌧) +NT

s (⌧)C
T
(⌧)

�

P (⌧) + P T
(⌧)

��

x(⌧)+

+NT
s (⌧)E

T
(⌧)qs(⌧) +NT

s (⌧)E(⌧)qs(⌧), bs
↵

+

⌦

NT
s (⌧)E(⌧)Ns(⌧)bs, bs

↵⇤

d⌧
 

= 0.

Введемо позначення

Qs
1

(⌧) =
dP (⌧)

d⌧
+D(⌧) +MT

s (⌧)E(⌧)Ms(⌧)+

+ (A(⌧) + C(⌧)Ms(⌧))
T P (⌧) + P (⌧) (A(⌧) + C(⌧)Ms(⌧)) ,

Qs
2

(⌧) = E(⌧)Ms(⌧) + ET
(⌧)Ms(⌧) + P (⌧) + P T

(⌧),

Qs
3

(⌧) = ET
(⌧)qs(⌧),

Qs
4

(⌧) = NT
s (⌧)E(⌧)Ms(⌧) +NT

s (⌧)E
T
(⌧)Ms(⌧) +NT

s (⌧)C
T
(⌧)

�

P (⌧) + P T
(⌧)

�

,

Qs
5

(⌧) = NT
s (⌧)E

T
(⌧)qs(⌧) +NT

s (⌧)E(⌧)qs(⌧),

Qs
6

(⌧) = NT
s (⌧)E(⌧)Ns(⌧)

та перепишемо останню рiвнiсть у виглядi

inf

bs2Rs

8

<

:

ts+1
Z

ts

[hQs
1

(⌧)x(⌧), x(⌧)i+ hQs
2

(⌧)x(⌧) +Qs
3

(⌧), qs(⌧)i+

+ hQs
4

(⌧)x(⌧) +Qs
5

(⌧), bsi+ hQs
6

(⌧)bs, bsi] d⌧} = 0.

Нехай матриця P (t) є такою, що Qs
1

(t) = 0, тобто

dP (t)

dt
= �D(t)�MT

s (t)E(t)Ms(t)�(A(t) + C(t)Ms(t))
T P (t)�P (t) (A(t) + C(t)Ms(t)) ,

t 2 [ts, ts+1

), P (T ) = P
0

. (17)

Розв’яжемо задачу inf

bs2Rs

I = 0, де

I =

ts+1
Z

ts

[hQs
2

(⌧)x(⌧) +Qs
3

(⌧), qs(⌧)i+ hQs
4

(⌧)x(⌧) +Qs
5

(⌧), bsi+ hQs
6

(⌧)bs, bsi] d⌧.

Запишемо похiдну

dI

dbs
=

ts+1
Z

ts

⌧

Qs
2

(⌧)
@x (⌧)

@bs
, qs(⌧)

�

+

⌧

Qs
4

(⌧)
@x (⌧)

@bs
, bs

�

+

+Qs
4

(⌧)x(⌧) +Qs
5

(⌧) +
⇣

Qs
6

(⌧) + (Qs
6

)

T
(⌧)

⌘

bs
i

d⌧.

�Таврiйський вiсник iнформатики та математики�, №1 (20)’ 2012



86 В.В.Пiчкур, Є.М.Страхов

Позначимо Us (t) =

@x(t)
@bs

. Матрицi чутливостi Us (t), s = 0, ..., N � 1 задовольняють
системам лiнiйних диференцiальних рiвнянь

dUs (t)

dt
= [A(t) + C(t)Ms(t)]Us (t) + C(t)Ns(t) , Us (ts) = 0, t 2 [ts, ts+1

] . (18)

З умови dI
dbs

= 0 випливає система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно вектору
параметрiв bs

0

@

ts+1
Z

ts

h

(Us(⌧))
T
(Qs

4

(⌧))T +Qs
6

(⌧) + (Qs
6

(⌧))T
i

d⌧

1

A bs =

=

ts+1
Z

ts

[hQs
2

(⌧)Us(⌧), qs(⌧)i+Qs
4

(⌧)x(⌧) +Qs
5

(⌧)] d⌧. (19)

Запишемо псевдорозв’язок системи (19)

bs =

0

@

ts+1
Z

ts

h

(Us(⌧))
T
(Qs

4

(⌧))T +Qs
6

(⌧) + (Qs
6

(⌧))T
i

d⌧

1

A

+

⇥

⇥

0

@

ts+1
Z

ts

[hQs
2

(⌧)Us(⌧), qs(⌧)i+Qs
4

(⌧)x(⌧) +Qs
5

(⌧)] d⌧

1

A , (20)

де W+ � псевдообернена матриця до матрицi W [2].
Тепер, переписуючи систему (9) з урахуванням структури керування (10) та фор-

мули (20), отримуємо, що на кожному вiдрiзковi часу [ts, ts+1

] оптимальна траєкторiя
задовольняє iнтегро-диференцiальному рiвнянню. Пiдставляючи оптимальну треєк-
торiю у (20), знаходимо оптимальну структуру системи.

Висновки

Отже, в роботi одержано достатнi умови оптимальностi для задачi структурно-
параметричної оптимiзацiї з фiксованими точками перемикання, в якiй структура
мiстить фазову змiнну. Для лiнiйної системи керування доведено умови iснування та
єдиностi розв’язку задачi структурно-параметричної оптимiзацiї, отримано алгоритм
знаходження оптимальної структури у випадку квадратичного критерiю якостi.
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