
УДК 621.391:517.518:510.52

НАБЛИЖЕНЕ ОБЧИСЛЕННЯ ПОДВIЙНИХ IНТЕГРАЛIВ

З ВИКОРИСТАННЯМ ЛАГРАНЖЕВОЇ ПОЛIНОМIАЛЬНОЇ

IНТЕРЛIНАЦIЇ

c� О. М. Литвин, О. П. Нечуйвiтер

Українська iнженерно-педагогiчна академiя
кафедра вищої та прикладної математики

вул. Унiверситетська 16, м. Харкiв, 61003, Україна
e-mail: olesya@email.com

Abstract. Formula of the evaluating of multiple integrals with using Lagrange polynomial
interlineation was submitted. Cubature formula is investigated in the case when information
about function is set of values on lines in G = [�1, 1]2 on the class of functions with
condition

�

�f (p1,p2)(x, y)
�

� 6 M . The estimation of error of approaching of the cubature formula is presented.

Вступ

Задача наближеного обчислення кратних iнтегралiв є однiєю з найбiльш важ-
ливих задач обчислювальної математики. Однак на цей час виникає необхiднiсть
наближеного обчислення iнтегралiв вiд функцiй багатьох змiнних за допомогою iн-
формацiйних операторiв рiзних типiв. В якостi даних можуть бути значення функцiї
у вузлових точках, слiди функцiй на системi взаємноперпендикулярних лiнiй або пло-
щин. Таку задачу ефективно дозволяє розв’язувати апарат iнтерлiнацiї функцiй [1].
В роботах [1], [2] у випадку, коли iнформацiя про функцiю задана у вузлових точках,
проведено порiвняння наближеного обчислення iнтегралу вiд функцiї двох змiнних за
кубатурою формулою центральних прямокутникiв та мiшаною кубатурною форму-
лою центральних прямокутникiв за точнiстю та кiлькiстю використаної iнформацiї.
В цих же роботах наведений алгоритм розв’язання задачi наближеного обчислення
iнтегралу вiд функцiї двох змiнних з використанням класичних базисних сплайнiв, а
також з використанням сплайн-iнтерлiнацiї функцiй. Доведено, що для досягнення
однiєї i тiєї ж точностi кубатурнi формули, що використовують сплайн-iнтерлiнацiю
використовують на порядок меншу кiлькiсть значень пiдiнтегральної функцiї порiв-
няно з класичними кубатурними формулами. Не дослiдженим залишилось питання
побудови кубатурних формул з використанням лагранжевої полiномiальної iнтерлi-
нацiї. Це питання є важливим i актуальним, оскiльки пiднiмає питання оптимального
вибору вузлiв або лiнiй, при побудовi кубатурних формул обчислення iнтегралу вiд
функцiї двох змiнних.
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Постановка задачi: побудувати кубатурну формулу наближеного обчислення iн-
тегралу вiд функцiй двох змiнних з використанням лагранжевої полiномiальної iн-
терлiнацiї функцiй на класi дiйсних функцiй, визначених на G = [�1, 1]2 i таких,
що

�

�f (p1,p2)
(x, y)

�

� 6 M , у випадку, коли iнформацiя про функцiю задана на лiнiях.
Отримати оцiнку похибки кубатурної формули.

1. Найкраща в Lq[�1, 1]2, q = 1, 1, 2 лагранжева полiномiальна
iнтерлiнацiя

Наведемо деякi теореми.

Теорема 1. [3] Нехай g(t) 2 Cr
(I), I = [0, 1], 1 6 r 6 n, Ln�1

g(t) � iнтерполяцiй-
ний полiном Лагранжа степеня n� 1 функцiї g(t), iз властивостями

Ln�1

g(t) =
n
X

k=1

g(tk)`n�1,k(t), `n�1,k(t) =
n
Y

i=1,i 6=k

t� ti
tk � ti

, k = 1, n.

Тодi для залишку Rng(t) := g(t)� Ln�1

g(t) справедливе iнтегральне зображення

Rng(t) =
n
X

k=1

`n�1,k(t)

t
Z

tk

g(r)(⌧)
(tk � ⌧)r�1

(r � 1)!

d⌧.

При знаходженнi найкращої в Lq[�1, 1]2, q = 1, 1, 2 лагранжевої полiномiальної
iнтерлiнацiї на системi взаємно перпендикулярних прямих слiд враховувати, що:

1) залишок iнтерлiнацiї дорiвнює операторному добутковi залишкiв по кожнiй
змiннiй окремо;

2) полiноми степеня n з найменшим вiдхиленням вiд нуля в метрицi Lq[�1, 1] �
це полiноми з коефiцiєнтом одиниця при старшому степенi, що є розв’язком
екстремальної задачi

max

t2[�1,1]

�

�

�

�

�

tn �
n�1

X

k=0

ckt
k

�

�

�

�

�

! min

c0,...,cn�1

, q = 1,

1

Z

�1

�

�

�

�

�

tn �
n�1

X

k=0

ckt
k

�

�

�

�

�

q

dt ! min

c0,...,cn�1

, 1 6 q < 1.

Для них справедлива наступна теорема.
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Теорема 2. [2] При q = 1, 1, 2 полiномами найкращого наближення є вiдповiдно
полiноми Чебишова 1-го роду

Tn,(t) =
cos(n⇥ arccos t)

2

n�1

,

полiноми Чебишова 2-го роду

Tn,1(t) =
sin ((n+ 1) arccos t)

2

n
p
1� t2

,

полiноми Лежандра

Tn,2(t) =
n!

(2n)!

dn

dtn
(t2 � 1)

n.

Це означає, що при побудовi полiномiальних iнтерлiнантiв треба вибирати прямi
iнтерлiнацiї x = xi, i = 1,m; y = yj, j = 1, n, так, щоб числа xi, i = 1,m; yj, j = 1, n,
були коренями вiдповiдних полiномiв з найменшим вiдхиленням. Зокрема, при q = 1

справедлива наступна теорема.

Теорема 3. [1] Нехай p = (p
1

, p
2

), f(x
1

, x
2

) 2 Cp
(J2

), J = [�1, 1], Dp
=

@p1+p2

@xp1
1

@xp2
2

,

Bp
=

�

g(x)|g 2 Cp
(J2

), Dpg = 0

 

, E(f) � величина найкращого наближення функцiї
множиною Bp за нормою k · k=k · kL1(J2

)

; g⇤ 2 Bp � елемент найкращого набли-
ження; x

1i1 = cos(i
1

⇡/(p
1

+ 1)), i
1

= 1, p
1

, x
2i2 = cos(i

2

⇡/(p
2

+ 1)), i
2

= 1, p
2

� нулi
полiномiв Чебишова 2-го роду вiдповiдно степеня p

1

та p
2

:

Um(t) =
sin(m+ 1)✓

sin ✓
, cos ✓ = t, m = 0, 1, . . . ,

lkpkik � базиснi полiноми Лагранжа, lkpkik(xki0k
) = �iki0k ,

g⇤(x) =
p1
X

i1=1

f(x
1i1 , x2

)l
1p1i1(x1

) +

p2
X

i2=1

f(x
1

, x
2i2)l2p2i2(x2

)� (1)

�
p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

f(x
1i1 , x2i2)l1p1i1(x1

)l
2p2i2(x2

).

Для f(x) iснує єдиний найближчий до f(x) за нормою k · k елемент g⇤ 2 Bp i
цей елемент має вигляд (1) тобто є iнтерлiнантом, який iнтерлiнує f(x) на лiнiях
xk = xkik , ik = 1, pk; k = 1, 2. Залишок наближення функцiї f(x) найкращим елемен-
том, має наступний вид.

f(x)� g⇤(x) =
Up1(x1

)Up2(x2

)

2

p1+p2p
1

!p
2

!

f (p1,p2)
(⇠

1

, ⇠
2

), (⇠
1

, ⇠
2

) 2 J2, (2)
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де (⇠
1

, ⇠
2

) � деяка точка, що залежить вiд (x
1

, x
2

) 2 J2. Тому найменше значення ве-

личини k f(x)�g⇤(x) k досягається на тих g⇤, для яких величина
�

�

�

�

2

Q

k=1

pk
Q

ik=1

(xk � xkik)

�

�

�

�

є найменшою. Цю умову задовольняють полiноми, вузли яких є нулями полiномiв Че-
бишова 2-го роду.

2. Кубатурна формула наближеного обчислення кратного
iнтегралу з використанням лагранжевої полiномiальної

iнтерлiнацiї функцiй

Для наближеного обчислення iнтегралу

I (f) =

1

Z

�1

1

Z

�1

f (x
1

, x
2

)dx
1

dx
2

пропонується кубатурна формула

˜I (f) =

1

Z

�1

1

Z

�1

Lf (x
1

, x
2

)dx
1

dx
2

,

де

Lf(x
1

, x
2

) =

p1
X

i1=1

f(x
1i1 , x2

)l
1p1i1(x1

) +

p2
X

i2=1

f(x
1

, x
2i2)l2p2i2(x2

)�

�
p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

f(x
1i1 , x2i2)l1p1i1(x1

)l
2p2i2(x2

).

В розгорнутому виглядi кубатурна формула має вид:

˜I (f)=
p1
X

i1=1

x1i1+1
Z

x1i1

l
1p1i1(x1

)dx
1

x2i2+1
Z

x2i2

f(x
1i1 , x2

)dx
2

+

+

p2
X

i2=1

x2i2+1
Z

x2i2

l
2p2i2(x2

)dx
2

x1i1+1
Z

x1i1

f(x
1

, x
2i2)dx1

�

�
p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

f(x
1i1 , x2i2)

x1i1+1
Z

x1i1

l
1p1i1(x1

)dx
1

x2i2+1
Z

x2i2

l
2p2i2(x2

)dx
2

.
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Теорема 4. Справедлива наступна оцiнка похибки наближення iнтегралу I(f) ку-
батурою формулою ˜I (f)

�

�

�

I (f)� ˜I (f)
�

�

�

6 Mp
1

p
2

⇡2

2

p1+p2
(p

1

+ 1)!(p
2

+ 1)!

.

Доведення. Знайдемо оцiнку похибки наближення. Маємо
�

�

�

I (f)� ˜I (f)
�

�

�

6

6
1

Z

�1

1

Z

�1

|f (x
1

, x
2

)� Lf (x
1

, x
2

)|dx
1

dx
2

=

=

p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

x1i1+1
Z

x1i1

x2i2+1
Z

x2i2

�

�

�

�

Up1(x1

)Up2(x2

)

2

p1+p2p
1

!p
2

!

f (p1,p2)
(⇠

1

, ⇠
2

)

�

�

�

�

dx
1

dx
2

6

6 M
p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

x1i1+1
Z

x1i1

x2i2+1
Z

x2i2

|Up1(x1

)| |Up2(x2

)|
2

p1+p2p
1

!p
2

!

dx
1

dx
2

=

=

M

2

p1+p2p
1

!p
2

!

p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

x1i1+1
Z

x1i1

|Up1(x1

)| dx
1

x2i2+1
Z

x2i2

|Up2(x2

)|dx
2

=

M

2

p1+p2p
1

!p
2

!

⇥

⇥
p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

x1i1+1
Z

x1i1

�

�

�

�

�

sin ((p
1

+ 1) arccosx
1

)

p

1� x2

1

�

�

�

�

�

dx
1

x2i2+1
Z

x2i2

�

�

�

�

�

sin ((p
2

+ 1) arccosx
2

)

p

1� x2

2

�

�

�

�

�

dx
2

6

6 M

2

p1+p2p
1

!p
2

!

p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

x1i1+1
Z

x1i1

dx
1

p

1� x2

1

x2i2+1
Z

x2i2

dx
2

p

1� x2

2

=

=

M

2

p1+p2p
1

!p
2

!

p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

⇣⇡

2

� arccosx
1

⌘

�

�

�

�

x1i1+1

x1i1

⇣⇡

2

� arccosx
2

⌘

�

�

�

�

x2i2+1

x2i2

=

=

M

2

p1+p2p
1

!p
2

!

p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

(arccos x
1i1 � arccosx

1i1+1

) (arccos x
2i2 � arccosx

2i2+1

) =

=

M

2

p1+p2p
1

!p
2

!

p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

✓

⇡i
1

p
1

+ 1

� ⇡ (i
1

+ 1)

p
1

+ 1

◆✓

⇡i
2

p
2

+ 1

� ⇡ (i
2

+ 1)

p
2

+ 1

◆

=

=

M

2

p1+p2p
1

!p
2

!

p1
X

i1=1

p2
X

i2=1

⇡

p
1

+ 1

⇡

p
2

+ 1

=

Mp
1

p
2

⇡2

2

p1+p2
(p

1

+ 1)!(p
2

+ 1)!

.

Теорема доведена. ⇤
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3. Чисельний експеримент

Для функцiї
f (x

1

, x
2

) = cos (x
1

+ x
2

) ,

у якої
�

�f (p1,p2)
(x

1

, x
2

)

�

� 6 1,

наведемо в таблицi наближенi значення iнтегралiв за кубатурною формулою ˜I (f).

Точне значення

I (f) =

1

Z

�1

1

Z

�1

f (x
1

, x
2

)dx
1

dx
2

= 2.83229367309428.

Оцiнку похибки наближення iнтегралу I(f) кубатурою формулою ˜I (f), знайдену
теоретично позначимо, через

" =
p
1

p
2

⇡2

2

p1+p2
(p

1

+ 1)!(p
2

+ 1)!

.

Таблица 1. Наближене обчислення iнтегралу I(f) за кубатурою фор-
мулою ˜I (f).

p
1

= p
2

= ` ˜I (f)
�

�

�

I (f)� ˜I (f)
�

�

�

"

2 2.82707748909675 0.005216183997534 0.068538919452009
3 2.83228683047443 0.000006842619856 0.002409571386985
4 2.83229271424136 0.000000958852927 0.000042836824658
5 2.83229367288868 0.000000000205606 0.000000464809295
6 2.83229367305887 0.000000000035412 0.000000003414925
7 2.83229367309428 1.3 · 10�15 0.000000000018157

Заключення

На цей час актуальною є задача наближеного обчислення iнтегралiв вiд функцiй
багатьох змiнних у випадку, коли в якостi даних можуть бути слiди функцiй на си-
стемi взаємноперпендикулярних лiнiй. Таку задачу ефективно дозволяє розв’язувати
апарат iнтерлiнацiї функцiй. В роботi розглянута кубатурна формула наближеного
обчислення iнтегралу вiд функцiй двох змiнних з використанням лагранжевої полi-
номiальної iнтерлiнацiї функцiй на класi дiйсних функцiй, визначених на G = [�1, 1]2

i таких, що
�

�f (p1,p2)
(x, y)

�

� 6 M. Отримана оцiнка похибки кубатурної формули. Чи-
сельний експеримент пiдтверджує теоретичний результат.
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Побудована кубатурна формула є першим кроком в дослiдженнi питання опти-
мального вибору вузлiв, лiнiй, площин при побудовi кубатурних формул наближеного
обчислення, як кратних iнтегралiв, так i iнтегралiв вiд швидкоосцилюючих функцiй
багатьох змiнних.
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