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Abstract. In work the general method of construction explosive a spline-interlination for rectangular

element having the trapeze form for the purpose of their use for approach of explosive functions of two

variables is o�ered, which too can have (and can and not have) ruptures of the �rst sort on the lines forming

rectangular elements having the trapeze form. The constructed splines as a special case, explosive splines

and continuous splines include. Are formulated and proved interlinational properties of such explosive

designs.

Âñòóï

Íà äàíèé ÷àñ îñíîâíà óâàãà â òåîði¨ íàáëèæåííÿ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ ñïëàé-

íàìè ïðèäiëåíà íàáëèæåííþ íåïåðåðâíèõ i äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié íåïåðåðâíèìè

òà äèôåðåíöiéîâíèìè ñïëàéíàìè [1-4]. Â òîé æå ÷àñ ïðàêòèêà ïîêàçó¹, ùî ñåðåä

áàãàòîâèìiðíèõ îá'¹êòiâ, ÿêi ïîòðiáíî äîñëiäæóâàòè, çíà÷íî áiëüøà ¨õ êiëüêiñòü îïè-

ñó¹òüñÿ ðîçðèâíèìè ôóíêöiÿìè. Íàïðèêëàä, â ìåòîäàõ êîìï'þòåðíî¨ òîìîãðàôi¨ íà

äàíèé ÷àñ íå äîñòàòíüî ¹ äîñëiäæåíèì âèêîðèñòàííÿ iíôîðìàöi¨ ïðî òå, ùî âíóòðiø-

íÿ ñòðóêòóðà òiëà ëþäèíè ñêëàäà¹òüñÿ ç îðãàíiâ ðiçíî¨ ôîðìè òà ðiçíî¨ ùiëüíîñòi,

òîáòî ìè ìà¹ìî ðîçðèâíó ôóíêöiþ. Ïðè äîñëiäæåííi êîðè Çåìëi çà äîïîìîãîþ äàíèõ

ç êåðíiâ ñâåðäëîâèííîãî áóðiííÿ âèíèêà¹ çàäà÷à âiäíîâëåííÿ âíóòðiøíüî¨ ñòðóêòóðè

ìiæ ñâåðäëîâèíàìè. Ïðè öüîìó î÷åâèäíèì ¹ òîé ôàêò, ùî ùiëüíiñòü  ðóíòó â ðiçíèõ

òî÷êàõ êîðè ¹ íåîäíîðiäíîþ i íàé÷àñòiøå ìà¹ ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó ïðè ïåðåõîäi âiä

îäíi¹¨ ñêëàäîâî¨ êîðè äî iíøî¨ (÷îðíîçåì, ïiñîê, ãëèíà, ãðàíiò òîùî. Òîìó àêòóàëüíîþ

¹ ðîçðîáêà ìåòîäiâ íàáëèæåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêöié.

Âåñü ðîçâèòîê îá÷èñëþâàëüíî¨ òà ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè ãîâîðèòü ïðî òå, ùî âè-

êîðèñòàííÿ êîæíî¨ äîäàòêîâî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî äîñëiäæóâàíèé îá'¹êò ìîæå ïðèâåñòè

äî áiëüø òî÷íîãî i ÿêiñíîãî âiäíîâëåííÿ öüîãî îá'¹êòó. Íàïðèêëàä, â ðîáîòi [5] ïðî-

ïîíó¹òüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ÷åðåïà ëþäèíè i, òàêèì ÷èíîì, áiëüø

òî÷íî âiäíîâëþâàòè âíóòðiøíþ ñòðóêòóð òiëà.

Â ñòàòòi [6] àâòîðàìè áóëè ïîáóäîâàíi ðîçðèâíi ëiíiéíi iíòåðïîëÿöiéíi ñïëàéíè

äëÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨, ùî ìîæå ìàòè ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó. Â
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ðîáîòi [7] áóâ çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä íàáëèæåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêöié äâîõ çìiííèõ

ç ðåêòàíãóëüîâàíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ðîçðèâíèìè iíòåðïîëÿöiéíèìè áiëiíiéíèìè

ñïëàéíàìè.

Ðîçðîáëåíi ìåòîäè â ïîäàëüøîìó áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ

ïëîñêî¨ çàäà÷i ðàäîíiâñüêî¨ êîìï'þòåðíî¨ òîìîãðàôi¨. Äëÿ öüîãî äîöiëüíiøå âèêî-

ðèñòîâóâàòè îïåðàòîðè iíòåðëiíàöi¨ ôóíêöié, îñêiëüêè öi îïåðàòîðè âiäíîâëþþòü

ôóíêöi¨ (ìîæëèâî, íàáëèæåíî) çà âiäîìèìè ¨õ ñëiäàìè íà äàíié ñèñòåìi ëiíié. Òîáòî,

âîíè íàäàþòü ìîæëèâiñòü áóäóâàòè îïåðàòîðè, iíòåãðàëè âiä ÿêèõ ïî âêàçàíèõ ëiíiÿõ

(ëiíiéíi iíòåãðàëè) áóäóòü äîðiâíþâàòè iíòåãðàëàì âiä ñàìî¨ âiäíîâëþâàíî¨ ôóíêöi¨.

Çâiäñè âèòiêà¹, ùî iíòåðëiíàöiÿ ¹ ìàòåìàòè÷íèì àïàðàòîì, ïðèðîäíî ïîâ'ÿçàíèì iç

çàäà÷åþ âiäíîâëåííÿ õàðàêòåðèñòèê îá'¹êòiâ çà âiäîìèìè ¨õ ïðîåêöiÿìè. Â ðîáîòi [8]

áóâ çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä íàáëèæåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêöié äâîõ çìiííèõ ç ðåêòàíãó-

ëüîâàíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ðîçðèâíèìè iíòåðëiíàöiéíèìè ñïëàéíàìè. Áóëè òàêîæ

ïîáóäîâàíi ðîçðèâíi iíòåðëiíàöiéíi ñïëàéíè äëÿ íàáëèæåííÿ ôóíêöié äâîõ çìiííèõ,

îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ÿêèõ ðîçáèâà¹òüñÿ íà ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè [9].

Â äàíié ðîáîòi áóäóþòüñÿ òà äîñëiäæóþòüñÿ iíòåðëiíàöiéíi ðîçðèâíi ñïëàéíè äëÿ

íàáëèæåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêöié ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ, ùî ðîçáèâà¹òüñÿ íà ïðÿìî-

êóòíi òðàïåöi¨ òà ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé çàäàíà ðîçðèâíà ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ f(x, y)

â îáëàñòi D = [0, 1]2. Áóäåìî ââàæàòè, ùî îáëàñòü D ðîçáèâà¹òüñÿ ïðÿìèìè

x0 = 0 < x1 < x2 < ... < xm = 1, y0 = 0 < y1 < y2 < ... < yn = 1 íà ïðÿìî-

êóòíi åëåìåíòè, à êîæíèé ïðÿìîêóòíèê ðîçáèâà¹òüñÿ ïîõèëîþ ëiíi¹þ íà ïðÿìîêóòíó

òðàïåöiþ òà ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê. Òðàïåöi¨ òà òðèêóòíèêè íå âêëàäàþòüñÿ îäèí

â îäèí, à ¨õ ñòîðîíè íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ôóíêöiÿ f(x, y) ìà¹ ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó íà

ãðàíèöÿõ ìiæ öèìè òðàïåöiÿìè òà òðèêóòíèêàìè (íå îáîâ'ÿçêîâî ìiæ âñiìà).

Ìåòîþ ðîáîòè ¹ ïîáóäóâà òà äîñëiäæåííÿ îïåðàòîðiâ ðîçðèâíî¨ ñïëàéí-

iíòåðëiíàöi¨ òàêèõ, ÿêi â êîæíié òðàïåöi¨ ¹ îïåðàòîðàìè ñïëàéí-iíòåðëiíàöi¨ ôóíê-

öi¨ f(x, y).

1. Ìåòîä ïîáóäîâè íàáëèæóþ÷îãî ðîçðèâíîãî

ñïëàéí-iíòåðëiíàíòà

ßêùî (xi, yj) � âóçîë, â ÿêîìó çíàõîäèòüñÿ ïðÿìèé êóò ïðÿìîêóòíèêà, òî ìîæå

çóñòðiòèñÿ ÷îòèðè òèïè òðàïåöié (ðèñ. 1):

TP
(1)
ij = {xi < x < xi+1, yj < y < g

(1)
j+1(x)},TP

(2)
ij = {xi−1 < x < xi, yj < y < g

(2)
j+1(x)},

TP
(3)
ij = {xi < x < xi+1, g

(3)
j−1(x) < y < yj},TP(4)

ij = {xi < x < xi+1, g
(4)
j−1(x) < y < yj},
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TP
(5)
ij = {xi < x < q

(5)
i+1(y), yj < y < yj+1},TP(6)

ij = {q(6)i−1(y) < x < xi, yj < y < yj+1},

TP
(7)
ij = {q(7)i−1(y) < x < xi, yj−1 < y < yj},TP(8)

ij = {xi < x < q
(8)
i+1(y), yj−1 < y < yj},

Ðèñ. 1. Çîáðàæåííÿ ìîæëèâèõ òðàïåöåâèäíèõ åëåìåíòiâ ç ïðÿìèì êó-

òîì ó âóçëi (xi, yj)

Ââàæà¹ìî, ùî íà êîæíié iç ñòîðií çàäàíèõ òðàïåöié ôóíêöiÿ f(x, y) ìîæå ìàòè

(à ìîæå i íå ìàòè) ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó. Ðîçãëÿíåìî òðàïåöiþ òèïó TP
(1)
ij .

Ââàæà¹ìî çàäàíèìè:

1. Ñëiäè ôóíêöi¨ f(x, y) íà ïðÿìié x = xi (ñïðàâà òà çëiâà ïðÿìî¨ âiäïîâiäíî):

φpi(y) = lim
x→xi+0

f(x, y) = f(xi + 0, y),

φmi(y) = lim
x→xi−0

f(x, y) = f(xi − 0, y).

Çíà÷åííÿ â êóòîâèõ òî÷êàõ (xi, yj) òà (xi, g
(1)
j+1(xi)) âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì

÷èíîì:

φppij = φpi(yj) = f(xi + 0, yj + 0),

φpmi,j+1 = φpi(g
(1)
j+1(xi)) = f(xi + 0, g

(1)
j+1(xi)− 0).

2. Ñëiäè ôóíêöi¨ f(x, y) íà ïðÿìié x = xi+1 (ñïðàâà òà çëiâà ïðÿìî¨ âiäïîâiäíî):

φpi+1(y) = lim
x→xi+1+0

f(x, y) = f(xi+1 + 0, y),

φmi+1(y) = lim
x→xi+1−0

f(x, y) = f(xi+1 − 0, y).
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Çíà÷åííÿ â êóòîâèõ òî÷êàõ (xi+1, yj) òà (xi+1, g
(1)
j+1(xi+1)) âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóï-

íèì ÷èíîì:

φmpi+1,j = φpi+1(yj) = f(xi+1 − 0, yj + 0),

φmmi+1,j+1 = φmi+1(g
(1)
j+1(xi+1)) = f(xi+1 − 0, g

(1)
j+1(xi+1)− 0).

3. Ñëiäè ôóíêöi¨ f(x, y) íà ïðÿìié y = yj (íàä òà ïiä ïðÿìîþ âiäïîâiäíî):

ψpj(x) = lim
y→yj+0

f(x, y) = f(x, yj + 0),

ψmj(x) = lim
y→yj−0

f(x, y) = f(x, yj − 0),

òà çíà÷åííÿ ó âiäïîâiäíèõ êóòîâèõ òî÷êàõ:

ψppi,j = ψpj(xi) = f(xi + 0, yj + 0),

ψmpi+1,j = ψpj(xi+1) = f(xi+1 − 0, yj + 0).

4. Ñëiäè ôóíêöi¨ f(x, y) íà ïðÿìié y = g
(1)
j+1(x) (ïiä òà íàä ïðÿìîþ âiäïîâiäíî):

ψmj+1(x) = f(x, g
(1)
j+1(x)− 0),

ψpj+1(x) = f(x, g
(1)
j+1 + 0)

òà çíà÷åííÿ ó âiäïîâiäíèõ êóòîâèõ òî÷êàõ:

ψpmi,j+1 = ψmj+1(xi) = f(xi + 0, g
(1)
j+1(xi)− 0),

ψmmi+1,j+1 = ψmj+1(xi+1) = f(xi+1 − 0, g
(1)
j+1(xi+1)− 0).

Îçíà÷åííÿ. Áóäåìî íàçèâàòè ðîçðèâíèì iíòåðëiíàöiéíèì ïîëiíîìiàëüíèì ñïëàéíîì

â òðàïåöåâèäíîìó åëåìåíòi TP
(1)
ij íàñòóïíó ôóíêöiþ:

Lf(x, y) = (L1 + L2 − L2L1)f(x, y), (1)

äå

L1f(x, y) =
x− xi+1

xi − xi+1

φpi(y) +
x− xi
xi+1 − xi

φmi+1(y),
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L2f(x, y) =
y − yj

g
(1)
j+1(x)− yj

ψmj+1(x) +
y − g

(1)
j+1(x)

yj − g
(1)
j+1(x)

ψpj(x).

Òåîðåìà 1. ßêùî ñëiäè ôóíêöi¨ f(x, y) çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿì:

φppij = ψppij, φmpi+1,j = ψmpi+1,j,

φpmi,j+1 = ψpmi,j+1, φmmi+1,j+1 = ψmmi+1,j+1,

òî îïåðàòîð (1) iíòåðëiíó¹ f(x, y) íà ∂TP
(1)
ij : Lf(x, y)|∂TP

(1)
ij

= f(x, y)|
∂TP

(1)
ij
, òîáòî

Lf(xi, y) = φpi(y), Lf(xi+1, y) = φmi+1(y), (2)

Lf(x, yj) = ψpj(x), Lf(x, g
(1)
j+1(x)) = ψmj+1(x). (3)

Äîâåäåííÿ. Ùîá ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ öèõ óìîâ, çíàéäåìî

L2L1f(x, y) = L2

(
x− xi+1

xi − xi+1

φpi(y) +
x− xi
xi+1 − xi

φmi+1(y)

)
=

=
y − yj

g
(1)
j+1(x)− yj

[
x− xi+1

xi − xi+1

φpmi+1,j +
x− xi
xi+1 − xi

φmmi+1,j+1

]
+ (4)

+
y − g

(1)
j+1(x)

yj − g
(1)
j+1(x)

[
x− xi+1

xi − xi+1

φppi,j +
x− xi
xi+1 − xi

φmpi+1,j

]
.

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ (2), (3):

Lf(xi, y) = L1f(xi, y) + L2f(xi, y)− L2L1f(xi, y) =

= φpi(y) +
y − yj

g
(1)
j+1(xi)− yj

ψmj+1(xi) +
y − g

(1)
j+1(xi)

yj − g
(1)
j+1(xi)

ψpj(xi)−

− y − yj

g
(1)
j+1(xi)− yj

φpmi+1,j −
y − g

(1)
j+1(xi)

yj − g
(1)
j+1(xi)

φppi,j = φpi(y),

îñêiëüêè ç óìîâè òåîðåìè ìà¹ìî, ùî ψmj+1(xi) = ψpmi,j+1 = φpmi,j+1 òà

ψpj(xi) = ψppi,j = φppi,j.

Lf(xi+1, y) = L1f(xi+1, y) + L2f(xi+1, y)− L2L1f(xi+1, y) =

= φmi+1(y) +
y − yj

g
(1)
j+1(xi+1)− yj

ψmj+1(xi+1) +
y − g

(1)
j+1(xj+1)

yj − g
(1)
j+1(xi+1)

ψpj(xi+1)−
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− y − yj

g
(1)
j+1(xi+1)− yj

φmmi+1,j+1 −
y − g

(1)
j+1(xi+1)

yj − g
(1)
j+1(xi+1)

φmpi+1,j = φmi+1(y),

îñêiëüêè ç óìîâè òåîðåìè ìà¹ìî, ùî ψmj+1(xi+1) = ψmmi+1,j+1 = φmmi,j+1 òà

ψpj(xi+1) = ψmpi+1,j = φmpi+1,j.

Lf(x, yj) = L1f(x, yj) + L2f(x, yj)− L2L1f(x, yj) =

=
x− xi+1

xi − xi+1

φpi(yj) +
x− xi
xi+1 − xi

φmi+1(yj)+

+ψpj(x)−
x− xi+1

xi − xi+1

φppi,j −
x− xi
xi+1 − xi

φmpi+1,j = ψpj(x).

Lf(x, gj((1))(x)) = L1f(x, g
(1)
j (x)) + L2f(x, g

(1)
j (x))− L2L1f(x, g

(1)
j (x)) =

=
x− xi+1

xi − xi+1

φpi(g
(1)
j+1(x)) +

x− xi
xi+1 − xi

φmi+1(g
(1)
j+1(x))+

+ψmj+1(x)−
x− xi+1

xi − xi+1

φpmi+1,j −
x− xi
xi+1 − xi

φmmi+1,j+1] = ψmj+1(x).

Òàêèì ÷èíîì, ïåðåâiðåíî âèêîíàííÿ iíòåðëiíàöiéíèõ âëàñòèâîñòåé (2),(3) îïåðàòî-

ðà (1).

Òåîðåìà 1 äîâåäåíà. �

Çàóâàæåííÿ. Ïåðåñòàíîâíiñòü îïåðàòîðiâ âiäñóòíÿ, òîáòî L1L2 ̸= L2L1.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ çàãàëüíîãî âèãëÿäó çàëèøêîâîãî ÷ëåíà òà éîãî îöiíêè ñêî-

ðèñòà¹ìîñÿ ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [10], â ÿêié ïðåäñòàâëåíèé çàëèøêîâèé ÷ëåí äëÿ

íàáëèæåííÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ òðüîõ çìiííèõ îïåðàòîðîì iíòåðôëåòàöi¨ íà ïàðà-

ëåëåïiïåäi ç êðèâîëiíiéíîþ ãðàííþ.

Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1, òîäi äëÿ çàëèøêîâîãî ÷ëåíà

Rf(x, y) = (I − L)f(x, y) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Rf(x, y) =
2∑

k=1

2∑
m=1

P1,k(x)P2,m(x, y)

x∫
xk

y∫
ym(x)

f (p,q)(ξ, η)
(xk − ξ)p−1(ym − η)q−1

(p− 1)!(q − 1)!
dξdη, (5)

1 ≤ p, q ≤ 2, y1(x) = yj, y2(x) = g
(1)
j+1(x), à ïîëiíîìè P1,k(x), P2,m(x, y) ìàþòü

âèãëÿä

P1,1(x) =
x− xi+1

xi − xi+1

, P1,2(x) =
x− xi
xi+1 − xi

,
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P2,1(x, y) =
y − yj

g
(1)
j+1(x)− yj

, P2,2(x, y) =
y − g

(1)
j+1(x)

yj − g
(1)
j+1(x)

.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè îäíà iç ñòîðií òðàïåöi¨ TP
(1)
ij çàäàíà

ôóíêöi¹þ âiä çìiííî¨ x, òî L1L2 ̸= L2L1.

Âèêîðèñòà¹ìî ðiâíiñòü

1− (1− l1)(1− l2) = l1 + l2 − l2l2,

äå l1, l2-äåÿêi äiéñíi ÷èñëà.

Ïiäñòàâèìî çàìiñòü 1 òîòîæíié îïåðàòîð I, à çàìiñòü ÷èñåë l1, l2 îïåðàòîðè L1, L2

âiäïîâiäíî.

I − (I − L1)(I − L2) = L1 + L2 − L2L1 = L,

òîáòî îòðèìàëè îïåðàòîð Lf(x, y).

Òîäi äëÿ çàëèøêó Rf(x, y) çàïèøåìî ðiâíiñòü

Rf(x, y) = (I − L)f(x, y) = (I − L2)(I − L1)f(x, y). (6)

Äëÿ äîâåäåííÿ ôîðìóëè (5) ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì ôàêòîì, ùî çàëèøêîâi ÷ëåíè

ôîðìóëè Ëàãðàíæà â iíòåãðàëüíié ôîðìi çà êîæíîþ iç çìiííèõ ìàþòü âèãëÿä

(I − L1)f(x, y) =
x− xi+1

xi − xi+1

x∫
xi

∂pf(ξ, y)

∂ξp
(xi − ξ)p−1

(p− 1)!
dξ+

+
x− xi
xi+1 − xi

x∫
xi+1

∂pf(ξ, y)

∂ξp
(xi+1 − ξ)p−1

(p− 1)!
dξ,

(I − L2)f(x, y) =
y − g

(1)
j+1(x)

yj − g
(1)
j+1(x)

y∫
yj

∂qf(x, η)

∂ηq
(yj − η)q−1

(q − 1)!
dη+

+
x− yj

g
(1)
j+1(x)− yj

y∫
g
(1)
j+1(x)

∂qf(x, η)

∂ηq
(g

(1)
j+1(x)− η)q−1

(q − 1)!
dη.

Ïiäñòàâèìî öi ðiâíîñòi ó ôîðìóëó (6)

Rf(x, y) = (I − L2)(I − L1)f(x, y) =
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=
y − g

(1)
j+1(x)

yj − g
(1)
j+1(x)

(

y∫
yj

∂qf(x, η)

∂ηq
(yj − η)q−1

(q − 1)!
dη+

+
x− yj

g
(1)
j+1(x)− yj

y∫
g
(1)
j+1(x)

∂qf(x, η)

∂ηq
(g

(1)
j+1(x)− η)q−1

(q − 1)!
dη)×

× x− xi+1

xi − xi+1

(

x∫
xi

∂pf(ξ, y)

∂ξp
(xi − ξ)p−1

(p− 1)!
dξ +

x− xi
xi+1 − xi

x∫
xi+1

∂pf(ξ, y)

∂ξp
(xi+1 − ξ)p−1

(p− 1)!
dξ)

Ïiñëÿ ðîçêðèòòÿ ñêîáîê îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü (5).

Òåîðåìà 2 äîâåäåíà. �

Îöiíèìî ïîõèáêó íàáëèæåííÿ ðîçðèâíî¨ ôóíêöi¨ f(x, y) ïîáóäîâàíèì ðîçðèâíèì

iíòåðëiíàíòîì Lf(x, y), âèçíà÷åíèì ôîðìóëîþ (1) â òðàïåöåâèäíîìó åëåìåíòi TP
(1)
ij .

Òåîðåìà 3. Íåõàé f(x, y) ∈ Cp,q(TP
(1)
ij ), p = 1, 2, q = 1, 2 òà âèêîíóþòüñÿ óìîâè

òåîðåìè 1, òîäi äëÿ çàëèøêîâîãî ÷ëåíà Rf(x, y) ìà¹ ìiñöå îöiíêà

∥Rf(x, y)∥
C(TP

(1)
ij )

≤M

xi+1∫
xi

g
(1)
j+1(x)∫
yj

|G1(x, ξ)G2(x, y, η)|dξdη, (7)

äå

M = max
(x,y)∈TP

(1)
ij

|f (p,q)(x, y)|,

G1(x, ξ) =

{
x−xi+1

xi−xi+1

(xi−ξ)p−1

(p−1)!
, xi ≤ ξ < x;

− x−xi

xi+1−xi

(xi+1−ξ)p−1

(p−1)!
, x ≤ ξ ≤ xi+1,

G2(x, y, η) =


y−g

(1)
i+1(x)

yj−g
(1)
i+1(x)

(yj−η)q−1

(q−1)!
, yj ≤ η < y;

− y−yj

g
(1)
i+1(x)−yj

(g
(1)
i+1(x)−η)q−1

(q−1)!
, y ≤ η ≤ g

(1)
i+1(x).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî òåîðåìè 2, ôîðìóëó äëÿ çàëèøêîâîãî ÷ëåíà ìîæíà çàïèñàòè ó

âèãëÿäi

Rf(x, y) =

xi+1∫
xi

g
(1)
j+1(x)∫
yj

f (p,q)(ξ, η)G1(x, ξ)G2(x, y, η)dξdη.

¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �2' 2011



Íàáëèæåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêöié äâîõ çìiííèõ ðîçðèâíèìè ñïëàéí. . . 67

Çàñòîñîâóþ÷è äëÿ öüîãî iíòåãðàëà íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, îäåðæó¹ìî

|Rf(x, y)| ≤ |f (p,q)(x, y)∥
Lµ(TP

(1)
ij )

[

xi+1∫
xi

g
(1)
j+1(x)∫
yj

(G1(x, ξ)G2(x, y, η))
νdξdη]

1
ν ,

µ ≥ 1, ν ≥ 1,
1

µ
+

1

ν
= 1.

Òîìó äëÿ ïîõèáêè íàáëèæåííÿ îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (7).

Òåîðåìà 3 äîâåäåíà. �

Çàóâàæåííÿ. ßêùî îäíîñòîðîííi ñëiäè ôóíêöi¨ íà âiäïîâiäíèõ ëiíiÿõ, ùî óòâî-

ðþþòü ãðàíèöi òðàïåöåâèäíèõ åëåìåíòiâ, çáiãàþòüñÿ, òî ðîçðèâíà ôóíêöiÿ ïåðåòâî-

ðþ¹òüñÿ â íåïåðåðâíó.

2. Ïðèêëàä

Íåõàé ôóíêöiÿ f(x, y) çàäàíà â îäèíè÷íîìó êâàäðàòi [0, 1]2 òàêèì ÷èíîì (ðèñ. 2):

f(x, y) =



x+ y, 0.5 < x < 1, 0.5 < y < 0.5 +
√
0.09[1− (x−0.5)2

0.49
];

x2 + y, 0 < x < 0.5, 0.5 < y < 0.5 +
√
0.09[1− (x−0.5)2

0.49
];

x+ y2, 0 < x < 0.5, 0.5−
√

0.09[1− (x−0.5)2

0.49
] < y < 0.5;

x2 + y2, 0.5 < x < 1, 0.5−
√

0.09[1− (x−0.5)2

0.49
] < y < 0.5.

Ðèñ. 2. Ãðàôi÷íå çîáðàæåííÿ: à) îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(x, y); á)

ôóíêöi¨ f(x, y)
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Òîáòî íà ëiíi¨ åëiïñà (x−0.5)2

0.49
+ (y−0.5)2

0.09
= 1 ôóíêöiÿ f(x, y) ìà¹ ðîçðèâè ïåðøîãî

ðîäó. Íåõàé çàäàíi ëiíi¨:

x1 = 0, x2 = 0.5, x3 = 1,

y1 = 0.5−
√

0.09[1− (x− 0.5)2

0.49
],

y2 = 0.5 +

√
0.09[1− (x− 0.5)2

0.49
].

Âîíè ðîçáèâàþòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(x, y) íà âiñiì òðàïåöåâèäíèõ åëå-

ìåíòiâ ç îäíi¹þ êðèâîëiíiéíîþ ñòîðîíîþ â êîæíîìó åëåìåíòi.

Ñïî÷àòêó ïîáóäó¹ìî ðîçðèâíèé iíòåðïîëÿöiéíèé ñïëàéí íà çàäàíié ñiòöi, ÿêèé,

íàïðèêëàä, äëÿ òðàïåöi¨ TP
(1)
ij çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

S(x, y) = L1L2f(x, y) = φppij
x− xi+1

xi − xi+1

y − g
(1)
j+1(x)

yj − g
(1)
j+1(x)

+ φmpi+1,j
x− xi
xi+1 − xi

y − g
(1)
j+1(x)

yj − g
(1)
j+1(x)

+

+φpmi,j+1
x− xi+1

xi − xi+1

y − yj

g
(1)
j+1(x)− yj

+ φmmi+1,j+1
x− xi
xi+1 − xi

y − yj

g
(1)
j+1(x)− yj

,

ïðè óìîâi, ùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi φpmi,j+1 = ψpmi,j+1, φppi,j = ψppi,j,

φmmi+1,j+1 = ψmmi+1,j+1, φmpi+1,j = ψmpi+1,j.

Ãðàôi÷íèé âèãëÿä òàêîãî iíòåðïîëÿöiéíîãî ñïëàéíà íàâåäåíèé íà ðèñ. 3.

Ðèñ. 3. Ãðàôi÷íèé âèãëÿä ðîçðèâíîãî ñïëàéí-iíòåðïîëÿíòà äëÿ ôóíêöi¨ f(x, y)
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Çíàéäåìî îöiíêó ïîõèáêè íàáëèæåííÿ ðîçðèâíî¨ ôóíêöi¨ f(x, y) ïîáóäîâàíîþ ðî-

çðèâíîþ êîíñòðóêöi¹þ S(x, y)

max |f(x, y)− S(x, y)| ≃ 0.025

Òåïåð ïîáóäó¹ìî íà çàäàíié ñiòöi ðîçðèâíèé iíòåðëiíàöiéíèé ñïëàéí Lf(x, y) çà

ôîðìóëîþ (1). Ïiñëÿ ïåðåòâîðåíü ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî àíàëiòè÷íî öåé ñïëàéí ïî-

âíiñòþ çáiãà¹òüñÿ iç çàäàíîþ ôóíêöi¹þ f(x, y), òîáòî Lf(x, y) = f(x, y).

Ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî iíòåðëiíàöiéíèé ðîçðèâíèé ñïëàéí òî÷íî âiäíîâ-

ëþ¹ çàäàíó ðîçðèâíó ôóíêöiþ íà çàäàíié ñiòöi âóçëiâ.

Âèñíîâêè

Òàêèì ÷èíîì, â äàíié ñòàòòi çàïðîïîíîâàíî çàãàëüíèé ìåòîä ïîáóäîâè ðîçðèâíèõ

ñïëàéí-iíòåðëiíàíòiâ äëÿ òðàïåöåâèäíèõ åëåìåíòiâ. Öi ñïëàéíè, ÿê ÷àñòèííèé âèïà-

äîê, âêëþ÷àþòü â ñåáå ðîçðèâíi ñïëàéíè òà íåïåðåðâíi ñïëàéíè. Ñôîðìóëüîâàíî i äî-

âåäåíî òåîðåìè ïðî iíòåðëiíàöiéíi âëàñòèâîñòi òàêèõ ðîçðèâíèõ êîíñòðóêöié. Çîêðå-

ìà, ç öèõ âëàñòèâîñòåé âèòiêà¹ íàñòóïíà òî÷êà çîðó àâòîðiâ: ðîçðèâíi â äåÿêèõ òî÷-

êàõ àáî íà äåÿêèõ ëiíiÿõ ôóíêöi¨ âiä äâîõ çìiííèõ êðàùå íàáëèæóâàòè ðîçðèâíèìè

ñïëàéí-iíòåðëiíàíòàìè. Ïðè öüîìó ìîæíà îòðèìàòè îäíàêîâî âèñîêi îöiíêè ïîõèáêè

íàáëèæåííÿ â êîæíîìó åëåìåíòi ðîçáèòòÿ, ïðèòàìàííi íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèì

ñïëàéí-iíòåðëiíàíòàì.

Íàñòóïíèì êðîêîì àâòîðè ïëàíóþòü çàñòîñóâàòè ðîçðîáëåíó òåîðiþ íàáëèæåííÿ

ðîçðèâíèõ ôóíêöié ðîçðèâíèìè ñïëàéí-iíòåðëiíàíòàìè äî ðîçâ'ÿçàííÿ äâîâèìiðíî¨

çàäà÷i êîìï'þòåðíî¨ òîìîãðàôi¨.
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