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The inverse problem for the hyperbolic Fredholm integro-differen-

tial equations.
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Abstract. It is studied one value solvability of nonlinear inverse problem for hyperbolic
Fredholm integro-differential equation. It is used the method of integral transformation and the
method of successive approximation.
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где f(t, x,�(t)) 2 C 0,2,0

(⌦⇥⌦

T

), '
i

(x) 2 C 2

(<), K(t, s) = a(t) · b(s), a(t), b(s) 2 C(⌦

T

),
�(t) � восстанавливаемая функция, N

i

� заданные постоянные, i = 1, 2, ⌦
T

⌘ [0, T ],
0 < T < 1, < ⌘ (�1,1).

Отметим, что изучению дифференциальных уравнений гиперболического типа
посвящено много работ. Но, изучению интегро-дифференциальных уравнений гипер-
болического типа посвящено сравнительно мало. Интегро-дифференциальные урав-
нения имеют особенностей в вопросе однозначной разрешимости [1], [2]. Изучению
разрешимости обратных задач для линейных дифференциальных уравнений в част-
ных производных посвящено большое количество работ. Библиографию многих пуб-
ликаций, посвященных теории линейных обратных задач, можно найти, например
в [3]–[5].

В настоящей работе изучается обратная задача, где восстанавливаемая функ-
ция �(t) нелинейно входит в уравнение. Задание условия (6) при интегральном пре-
образовании обеспечивает единственность решения нелинейного интегрального урав-
нения первого рода и определяет значение неизвестной функции в начальной точ-
ке t = 0.

Основная идея, на которой основан развиваемый в данной работе подход, со-
стоит в том, что при решении обратной задачи относительно восстанавливаемой
функции получается нелинейное интегральное уравнение первого рода, которое при
условии (6) с помощью неклассического интегрального преобразования сводится к
нелинейному интегральному уравнению второго рода.

Определение 1. Решением обратной задачи (1)–(6) называется пара функций
�

u(t, x) 2 C 2,2

(⌦), �(t) 2 C(⌦

T

)

 

, удовлетворяющая уравнению (1) и услови-
ям (2)–(6).

1. Начальная задача (1)–(4)

Используется метод интегральных уравнений Фредгольма с вырожденным яд-
ром. При помощи обозначения

c(x) =

T

Z

0

b(s)
@ 2u(s, x)

@ x2

ds (7)

интегро-дифференциальное уравнение Фредгольма (1) перепишется в виде

@ 2 u(t, x)

@ t2
= a(t)c(x) + f(t, x,�(t)).
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С учетом условия (2) двукратное интегрирование последнего равенства по t дает
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Решая дифференциальное уравнение (13) методом вариации произвольных по-
стоянных, получаем

c(x) = D
1

ch ⌫x+D
2

sh ⌫x+

1

⌫

x

Z

0

F (y)Q(x, y)dy, (14)

где Q(x, y) = sh ⌫(x+ y) + sh ⌫(x� y), ⌫ =

p
B, коэффициенты D

i

подлежат опреде-
лению, i = 1, 2.

Из (14) имеем
c(0) = D

1

, c0(0) = ⌫D
2

. (15)

С учетом (15) из (8) и (9) получаем, что

u(t, 0) = '
1

(0) + '
2

(0)t+D
1

t

Z

0

(t� s)a(s)ds+

t

Z

0

(t� s)f(s, 0, �(s))ds, (16)

u
x

(t, 0) = '0
1

(0) + '0
2

(0)t+ ⌫D
2

t

Z

0

(t� s)a(s)ds+

t

Z

0

(t� s)f(s, 0, �(s))ds. (17)

Сравнение соотношений (16) и (17) с заданными условиями (3) и (4) дает

D
1

= N
1

, D
2

=

N
2

⌫
,

т.е. (14) принимает вид

c(x) = N
1

ch ⌫x+

N
2

⌫
sh ⌫x+

1

⌫

x

Z

0

F (y)Q(x, y)dy. (18)

Подстановка (18) в (8) дает

u(t, x) = '
1

(x) + '
2

(x)t+

t

Z

0

(t� s)f(s, x, �(s))ds+

+q(t)
n

N
1

ch ⌫x+

N
2

⌫
sh ⌫x� ⌫

T

Z

0

b(s)

x

Z

0

Q(x, y)
h

'00
1

(y) + '00
2

(y)s
i

dsdy�

�⌫
x

Z

0

Q(x, y)

T

Z

0

b(s)

s

Z

0

(s� ✓)f
yy

(✓, y, �(✓))d✓dsdy
o

. (19)

�Таврический вестник информатики и математики�, №1 (24)’ 2014



Обратная задача для гиперболического интегро-дифференциального уравнения 77

2. Восстанавливаемая функция

В силу условия (5), из (19) получаем
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Нелинейное интегральное уравнение первого рода (20) при начальном усло-
вии (6)эквивалентно следующему интегральному уравнению второго рода (см.,
напр. [6]–[8]):
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где µ(t) =
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Тогда нелинейное интегральное уравнение (21) имеет единственное решение на
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T

.

Доказательство. Используем метод последовательных приближений. Рассмотрим
следующий итерационный процесс Пикара:
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Из оценок (24) и (25) следует, что оператор в правой части (21) является сжима-
ющим. Следовательно, интегральное уравнение (21) имеет единственное решение на
отрезке ⌦

T

. ⇤

3. Разрешимость начальной задачи (1) – (4) и основная теорема

Теорема 2. Пусть:
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Тогда в области ⌦ существует единственное решение начальной задачи (1)–(4).

Доказательство теоремы 2 следует из того, что подставляя в (19) решение инте-
грального уравнения (21), получаем искомую функцию u(t, x).

Из справедливости приведенных выше двух теорем следует, что справедлива

Теорема 3. Пусть выполняются все условия теоремы 2. Тогда существует един-
ственная пара решений
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Заключение

Изучается однозначная разрешимость нелинейной обратной задачи для гипербо-
лического интегро-дифференциального уравнения Фредгольма. При решении обрат-
ной задачи относительно восстанавливаемой функции получается нелинейное инте-
гральное уравнение первого рода, которое с помощью неклассического интегрального
преобразования сводится к нелинейному интегральному уравнению второго рода. По-
скольку восстанавливаемая функция нелинейно входит в уравнение, задание началь-
ного условия (6) при интегральном преобразовании обеспечивает единственность ре-
шения нелинейного интегрального уравнения первого рода и определяет значение
неизвестной функции в начальной точке.
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