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Convolution of symmetric spaces.

Pavlov E. A.

Abstract. In this article we discuss a problem of finding the most restricted Marcinkiewicz
space that containing а convolution of given Marcinkiewicz spaces.

Введение

Классическое неравенство Юнга (см. [2]) на языке теорем вложения означает
вложение

L
p

⇤ L
q

⇢ L
r

, (1)

где 1/p+ 1/q = 1 + 1/r, p, q, r � 1.

Из результата О’Нейла (см. [2]) следует вложение

L
p

⇤ L
q

⇢ L
r,s

, (2)

где

1/p+ 1/q = 1 + 1/r; 1/p+ 1/q � 1/s; s � 1.

Справедливо вложение (см. [1], [2])

L
r,s

⇢ L
r

.

Таким образом, вложение (2) является более "сильным" , чем вложение (1). Воз-
никает задача нахождения самого "узкого" банахова пространства, в которое вложе-
но множество L

p

⇤L
q

, которое, вообще говоря, не является линейным многообразием.

Целью данной работы является определение свертки симметричных банаховых
пространств измеримых функций.
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Основные определения

Определение 1. Функциональное банахово пространство на полуоси (0,+1) с ме-
рой Лебега называется симметричным, если:

1) из того, что y 2 E и |x(t)|  |y(t)| почти всюду на (0,+1), вытекает, что x 2 E

и kxk
E

 kyk
E

;
2) из того, что y 2 E и функция |x(t)| равноизмерима с функцией |y(t)|, следует,

что x 2 E и kxk
E

= kyk
E

.

Определение 2. Пусть  (t) � квазивогнутая функция на (0,+1). Пространством
Марцинкевича M

 

называется множество измеримых функций f таких, что

sup

0<h<1

1

 (h)

h

Z

0

f ⇤
(s)ds < 1, (3)

где f ⇤
(s) � перестановка (см. [1], [2]) функции |f(s)|.

Определение 3. Фундаментальной функцией симметричного пространства E на-
зывается функция

'
E

(t) = k�
0,t

(s)k
E

.

Определение 4. Пусть '(t) � квазивогнутая функция на (0,+1). Пространством
Лоренца ⇤

'

называется множество функций y(t) таких, что

1
Z

0

y⇤(t)d'(t) < 1,

где y⇤(t) � перестановка (см. [2]) функции |y(t)|.

Предложение 1. (Обобщенное неравенство Минковского). Справедливо неравен-
ство

�

�

�

�

�

�

Z

⌦

F (s, t)ds

�

�

�

�

�

�

E

11


Z

⌦

kF (s, t)k
E

ds,

где E11

= (E1

)

1 , где E1 � ассоциировано с E пространство.

Предложение 2. Из соотношения E
1

⇤ E
2

⇢ E
3

следует неравенство

t · '
E3(t)  c · '

E1(t) · 'E2(t).

�Таврiйський вiсник iнформатики та математики�, №1 (24)’ 2014



52 Е. А. Павлов

Теорема 1. Пусть '
1

(t) и '
2

(t) – квазивогнутые функции, определенные на (0,+1)

(см. [2]) и обладающие свойствами:

1) '
1

(t) · '
2

(t)/t– квазивогнута на (0,+1),
2) �

'1 + �
'2 > 1.

Тогда для того, чтобы выполнялось соотношение

M
'

⇤
1
⇤M

'

⇤
2
⇢ M

'

⇤
3
,

где  ⇤
(t) = t/ (t), необходимо и достаточно выполнение неравенства

t · '
3

(t)  c · '
1

(t) · '
2

(t).

Доказательство. Необходимость следует из теоремы 3.1 (см. [4]).
Достаточность. Известно (см. [4], [5]) классическое неравенство О’Нейла

(f ⇤ g)⇤⇤ (t)  t · f ⇤⇤
(t)g⇤⇤(t) +

1
Z

0

f ⇤
(s)g⇤(s)ds. (4)

Далее получаем

(f ⇤ g)⇤⇤ (t) · '
3

(t)  c · (f ⇤ g)⇤⇤ (t)'1

(t) · '
2

(t)

t
.

Пользуясь неравенством О’Нейла, получаем

(f ⇤ g)⇤⇤ (t) · '
3

(t) 

 c

2

4f ⇤⇤
(t)'

1

(t) · g⇤⇤(t)'
2

(t) +
'
1

(t) · '
2

(t)

t
·

1
Z

t

f ⇤
(s)g⇤(s)ds

3

5 

 c

2

4kfk
M

'

⇤
1
· kgk

M

'

⇤
2
+

1
Z

t

f ⇤⇤
(t · ⌧)'

1

(t) · g⇤⇤(t · ⌧)'
2

(t)d⌧

3

5 

 c

2

4kfk
M

'

⇤
1
· kgk

M

'

⇤
2
+

1
Z

t

kf(t · ⌧)k
M

'

⇤
1
kg(t · ⌧)k

M

'

⇤
2
d⌧

3

5 

 c

2

4kfk
M

'

⇤
1
· kgk

M

'

⇤
2

0

@

1 +

1
Z

t

M
'

⇤
1

✓

1

⌧

◆

M
'

⇤
2

✓

1

⌧

◆

d⌧

1

A

3

5 . (5)

Покажем конечность интеграла в правой части неравенства (5).
Из свойств полумультипликативных функций (см. [1]) получаем неравенства
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M
'

⇤
1

✓

1

⌧

◆


✓

1

⌧

◆

�

'1�"

, (6)

M
'

⇤
2

✓

1

⌧

◆


✓

1

⌧

◆

�

'2�"

, (7)

для достаточно больших ⌧ > N .
Неравенства (6) и (7) равносильны неравенствам

M
'1

✓

1

⌧

◆

 ⌧ "��'1 ,

M
'2

✓

1

⌧

◆

 ⌧ "��'2 ,

для достаточно больших ⌧ > N .
Следовательно, справедливо неравенство

M
'1

✓

1

⌧

◆

M
'2

✓

1

⌧

◆

 ⌧ 2"��'1��'2

для достаточно малых " > 0 и достаточно больших ⌧ > N .
Далее, с учетом условия �

'1 + �
'2 > 1, получаем

1
Z

N

⌧ 2"��'1��'2d⌧ = ⌧ 2"+1��
'1��'2 |1

N

= A < 1. (8)

Наконец, учитывая неравенство (8), получаем конечность интеграла в правой части
неравенства (5). Теорема доказана. ⇤

Теорема 2. Пусть M
'

⇤
1

и M
'

⇤
2

– пространства Марцинкевича, где '
1

(t) и
'
2

(t) – квазивогнутые функции, определенные на (0,+1). Пространство Мар-
цинкевича M

'

⇤
3

является самым "узким" из всех пространств Марцинкевича, где
'
3

(t) = '
1

(t)'
2

(t)/t, в которое вложено множество M
'

⇤
1
⇤M

'

⇤
2
, если �

'1 + �
'2 > 1.

Доказательство. Пусть имеет место вложение

M
'

⇤
1
⇤M

'

⇤
2
⇢ M

 

⇤ . (9)

Тогда из теоремы 3.1 (см. [4]) следует неравенство

t ·  (t)  c · '
1

(t) · '
2

(t), (10)

которое равносильно неравенству

 (t)  c · '
1

(t) · '
2

(t)/t.
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Как и в теореме 1 обозначим

'
3

(t) = c · '
1

(t) · '
2

(t)/t.

Из соотношений (9) и (10) получаем неравенство

 (t)  c · '
3

(t).

Следовательно, (см. [1]) имеет место вложение

M
'

⇤
3(t)

✓ M
 

⇤
(t)

.

Далее, с учетом вложения
M

'

⇤
1
⇤M

'

⇤
2
✓ M

'

⇤
3
,

получаем утверждение теоремы. Теорема доказана. ⇤

Определение 5. Сверткой двух симметричных пространств E
1

и E
2

называется
самое �узкое� симметричное пространство, содержащее множество E

1

⇤ E
2

.

Замечание 1. Если рассмотреть только класс пространств Марцинкевича, то как
следует из теоремы 2, сверткой пространств Марцинкевича M

'

⇤
1
⇤M

'

⇤
2

в классе про-
странств Марцинкевича является пространство Марцинкевича M

'

⇤
3

при дополни-
тельных условиях:

1) '
3

(t) – квазивогнута на (0,+1),
2) �

'1 + �
'2 > 1.

Вопрос о самом �узком� симметричном (не только пространстве Марцинкевича)
пространстве E, содержащем множество M

'

⇤
1
⇤M

'

⇤
2

остается открытым. На основа-
нии теоремы 3.1 (см. [4]) можно лишь утверждать, что фундаментальная функция
пространства E удовлетворяет неравенству

'
E

(t)  c · '
1

(t) · '
2

(t)/t.

Учитывая теорему 2, можно лишь утверждать, что справедливо вложение

M
'

⇤
1
⇤M

'

⇤
2
✓ M

'

⇤
E

. (11)

Вложение (11) еще не гарантирует справедливости вложения

M
'

⇤
1
⇤M

'

⇤
2
⇢ E,

так как (см. [1]) имеет место вложение

E ⇢ M
'

⇤
E

.
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Заключение

Таким образом, в данной работе в классе пространств Марцинкевича найдено
самое �узкое� пространство, содержащее свертку двух фиксированных пространств
Марцинкевича.
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