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Abstract. Combinatorial optimization problems of the gaming type in which combinatorial
restrictions are imposed on the strategies of the players are an important class of combinatorial
optimization problems. For solving this class of problems iterative methods were previously
developed such as game-playing and those similar to the method of Brown - Robinson in matrix
games . These methods are implemented in software. Numerical experiments conducted on it
show that the iterative algorithm is convergent. It’s also proved through theoretical study of
convergence. The purpose of this publication is to define the a priori estimate of the convergence
rate of the iterative method for solving combinatorial optimization problems of the gaming
type with restrictions and permutations on the strategy of one player, as well as to spread
this estimate on problems of the same class with other combinatorial restrictions. Using the
developed software implementation, the theoretical estimate of the convergence rate of the
method was compared to the results obtained experimentally. According to the results, the
theoretical estimate of the rate of convergence was confirmed experimentally. In particular, the
problems with a square matrix of order A that is equal to 10, it was found that the rate of
convergence does not exceed its theoretical estimate at the 5th iteration already. This article
examines the proof of convergence, the estimate of the convergence rate of the iterative method
for solving combinatorial optimization problems with restrictions and permutations that are
imposed on the strategies of one player. Since combinatorial restrictions on strategies of players
can be represented as different combinatorial sets, we carried out a synthesis of the estimate of
the convergence rate of iterative methods for solving combinatorial optimization problems of the
gaming type with different types of combinatorial restrictions.

Вступ

У роботах [1-9] введено до розгляду новий клас задачi комбiнаторної оптимiза-
цiї iгрового типу у яких на стратегiї гравцiв накладаються комбiнаторнi обмеження.
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Даний клас задач є актуальним та певним реальнi задачi конкуренцiї виробникiв [3].
Для розв’язування даного класу задач розроблено iтерацiйнi методи, якi є розiгру-
ванням гри та подiбнi до методу Брауна-Робiнсон в матричних iграх. Розробленi
методи реалiзованi у програмному комплексi. Числовi експерименти проведенi за йо-
го допомогою показують, що iтерацiйний алгоритм показав має збiжнiсть по цiнi гри.
Метою даної публiкацiї є визначення апрiорної оцiнки швидкостi збiжностi iтерацiй-
ного методу розв’язування задач комбiнаторної оптимiзацiї iгрового типу з обмежен-
нями–переставленнями на стратегiї одного гравця, а також поширення цiєї оцiнки на
задачi даного класу з iншими комбiнаторними обмеженнями.

Постановка задачi комбiнаторної оптимiзацiї iгрового типу на

переставленнях

Розглянемо задачу комбiнаторної оптимiзацiї iгрового типу на переставленнях [5].
Введемо позначення. Нехай P x

i

� елемент мультимножини Px

= {P x

1

, P x

2

, ..., P x

m

}, що
складається з m дiйсних чисел, серед яких v рiзних. Позначимо її основу S (P x

), а
первинну специфiкацiю – [P x

] = (⌘
1

, ..., ⌘
v

). Нехай 0  P
i

x  1, i 2 J
m

= {1, 2, ...,m},
m

P

i=1

P x

i

= 1. Тут i далi J
m

� множина m перших натуральних чисел. Позначимо

X = (x
1

, x
2

, ..., x
m

) � вектор-переставлення, елемент x
i

� ймовiрнiсть застосування
стратегiї i � належить P x,xi 2 P x, а сам вектор належить множинi E

m⌫

(P x

) m-
переставлень з елементiв мультимножини P x, тобто X = (x

1

, x
2

, ..., x
m

) 2 E
m⌫

(P x

).

Очевидно, що
m

P

i=1

x
i

= 1.

Гра полягає в тому, що перший гравець вибирає стратегiю-
вектор X = (x

1

, x
2

, ..., x
m

) 2 E
mv

(P x

), а другий вибирає стратегiю-число j 2 J
n

; i при
цьому перший гравець платить другому платежi a0

1j

, ..., a0
mj

з ймовiрностями x
1

, ..., x
m

вiдповiдно, де a0
ij

� заданi дiйснi числа 8i 2 J
m

8j 2 J
n

.
Якщо при реалiзацiї гри виконується рiвнiсть

max

j2J
n

min

X

i

2E
mv

(P

x

)

a
ij

= min

X

i

2E
mv

(P

x

)

max

j2J
n

a
ij

= v, то досягаються оптимальнi страте-

гiями першого та другого гравцiв вiдповiдно та цiна гри, якщо ж нi то ставиться
задача пошуку мiшаних стратегiй.

Для пошуку розв’язку гри введемо поняття мiшаних стратегiї

для такої гри. Позначимо S
k

=

(

p = (p
1

, p
2

, ..., p
k

),
k

X

i=1

p
i

= 1, p
i

� 0

)

;

S
n

=

(

q = (q
1

, ..., q
n

),
n

P

j=1

q
j

= 1, q
j

� 0

)

.
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Мiшаною стратегiєю першого гравця є елемент p 2 S
k

. Це век-

тор p = (p
1

, p
2

, ..., p
k

), де p
i

� 0,
k

P

i=1

p
i

= 1. Тут k � кiлькiсть елементiв

в E
Mv

(P x

). Аналогiчно мiшаною стратегiєю гравця 2 є елемент q 2 S
n

. Тобто

вектор q = (q
1

, ..., q
n

), такий, що q
j

� 0 ,
n

P

j=1

q
j

= 1.

Числа p
i

, q
j

є ймовiрностями застосування стратегiй xi та j першого та другого
гравцiв вiдповiдно. Якщо p

e

= 1 (q
e

= 1), а отже p
i

= 0 8i 6= e ( q
j

= 0, 8j 6= e),
то мiшана стратегiя (p

1

, ..., p
k

) означає, що з ймовiрнiстю 1 застосовується чиста
стратегiя e гравця 1, а мiшана стратегiя (q

1

, ..., q
n

) � означає, що з ймовiрнiстю 1
застосовується чиста стратегiя xe � гравця 2 вiдповiдно.

Якщо гравець 1 застосовує свою мiшану стратегiю p = (p
1

, ..., p
k

), а 2-й �
q = (q

1

, ..., q
n

), то платою гравця 1 гравцю 2 є величина F (p, q), яка являється ма-
тематичним сподiванням випадкової величини, яка полягає в реалiзацiї випадкової
величини � платежу a

ij

одночасному настаннi випадкових подiй: вибiр стратегiї xi

першим гравцем та вибiр стратегiї j � другим. Ця випадкова величина значення a
ij

,
8i 2 J

k

, 8j 2 J
n

, приймає з ймовiрнiстю p
i

q
j

(добуток p
i

та q
j

):

F (p, q) =
n

X

j=1

k

X

i=1

m

X

t=1

a0
tj

x
it

p
i

q
j

=

n

X

j=1

k

X

i=1

a
ij

p
i

q
j

, (1)

де p
i

� ймовiрнiсть вибору xi, а q
j

� ймовiрнiсть вибору j.

Природно, що очiкуваний виграш другого гравця також обчислюється за фор-
мулою (1), оскiльки гра є грою з нульовою сумою.

Нескладнi мiркування показують, що гравець 1 може забезпечити собi програш

не бiльше min

p2S
k

max

q2S
n

n

P

j=1

k

P

i=1

a
ij

p
i

q
j

, а гравець 2 може забезпечити собi виграш не менше

max

q2S
n

min

p2S
k

n

P

j=1

k

P

i=1

a
ij

p
i

q
j

.

Якщо(p⇤, q⇤) � сiдлова точка функцiї F (p, q), що визначається (2), тобто вико-
нуються нерiвностi F (p⇤, q)  F (p⇤, q⇤)  F (p, q⇤), то p⇤, q⇤ називають оптимальни-
ми мiшаними стратегiями гравцiв 1 та 2 вiдповiдно. В цьому випадку, як вiдомо:
F (p⇤, q⇤) = max

q2S
n

min

p2S
k

F (p, q) = min

p2S
k

max

q2S
n

F (p, q).

При цьому будемо казати, що задача комбiнаторної оптимiзацiї iгрового типу на
переставленнях має розв’язок в мiшаних стратегiях, а F (p⇤, q⇤) � цiна гри.
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Векторна система iтерацiйного методу

Позначимо A0 матрицю, з елементами a0
ij

. Середнiй платiж (математичне сподi-
вання) першого гравця другому (при виборi стратегiї xi

= (x
1i

, ..., x
mi

) 2 E
mv

(P x

), i
стратегiї j 2 J

n

вiдповiдно 1-м i 2-м гравцям, i 2 J
k

) виражається функцiєю

F (xi , j) =
m

X

t=1

a0
tj

x
it

= a
ij

, (2)

де k = |E
Mv

(P x

)| = m!

⌘!, ..., ⌘
v

!

.

Розглянемо k ⇥ n матрицю A = (a
ij

), де a
ij

обчислюється за (2). Нехай
ймовiрнiсть вибору першим гравцем i-го рядка матрицi A (тобто переставлен-
ня xi 2 E

mv

(P x

)) дорiвнює p
i

, а ймовiрнiсть обрати другим гравцем її j-й стовпчик �

q
j

, де p
i

� 0,
k

P

i=1

p
i

= 1, q
j

� 0

n

P

j=1

q
j

= 1. Математичне сподiвання платежу першого

гравця за (2) дорiвнює
k

P

i=1

n

P

j=1

a
ij

p
i

q
j

.

Представимо
k

P

i=1

n

P

j=1

a
ij

p
i

q
j

, як p
1

n

P

j=1

a
ij

q
j

+ ...+ p
m

n

P

j=1

a
ij

q
j

=

k

P

i=1

n

P

j=1

a
ij

p
i

q
j

=

= q
1

k

P

i=1

a
ij

p
i

+...+q
n

k

P

i=1

a
ij

p
i

, замiнивши
n

P

j=1

a
ij

q
j

на min

i

n

P

j=1

a
ij

q
j

з лiвого боку в останнiй

рiвностi на max

j

k

P

i=1

a
ij

p
i

з правого боку та врахувавши, що суми
k

P

i=1

p
i

= 1 та
n

P

j=1

q
j

= 1

одержимо: min

1ik

n

P

j=1

a
ij

q
j


k

P

i=1

n

P

j=1

a
ij

p
i

q
j

 max

1jn

k

P

i=1

a
ij

p
i

, або

min

i

n

X

j=1

a
ij

q
j

 max

j

k

X

i=1

a
ij

p
i

. (3)

З основної теореми теорiї iгор [10] випливає, що iснують деякi векто-
ри p⇤ 2 S

k

, q⇤ 2 S
n

, що в (3) досягається рiвнiсть, а значення � цiни гри таке:

� = min

1ik

m

P

j=1

a
ij

q⇤
i

= max

1jn

k

P

i=1

a
ij

p⇤
i

, де (p⇤, q⇤) � оптимальнi мiшанi стратегiї.

Для розв’язування задач комбiнаторної оптимiзацiї iгрового типу на переставлен-
нях запропоновано iтерацiйний метод [5]. Iдея iтерацiйного методу така. Розiгрується
гра, в якiй супротивники застосовують свої стратегiї. Експеримент складається з по-
слiдовностi ходiв. Гра починається з того, що один з гравцiв вибирає довiльно одну зi
своїх стратегiй, iнший на це вiдповiдає своєю стратегiєю, котра йому найбiльш вигiд-
на (отже найменш вигiдна супротивнику) i т. д. У кожнiй партiї, коли настає черга
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гравця вибирати стратегiю, iнший вiдповiдає своєму противнику тiєї своєю чистою
стратегiєю, яка є найгiршою для противника з урахуванням усiх його попереднiх
виборiв. Сукупнiсть ходiв розглядаються, як своєрiдна �мiшана стратегiя�, де чи-
стi стратегiї змiшанi у пропорцiях, вiдповiдних частотi їх застосування в минулому.
Такий спосiб є моделлю реального практичного �взаємного навчання� гравцiв, коли
кожен з них на досвiдi дослiджує спосiб поведiнки супротивника.

Нагадаємо позначення та формули iтерацiйного методу з [5, 8], якi використо-
вуються i далi. Позначатимемо A матрицю, яка складається з елементiв a

ij

за (2).
Нехай B

j

� стовпцi матрицi A j 2 J
n

, а xi

= (x
1i

, ..., x
mi

) та j � стратегiї 1-го i 2-го
гравцям вiдповiдно xi 2 E

mv

(P x

), i 2 J
k

, j 2 J
n

. Тут як i далi, N � кiлькiсть iтерацiй
методу.

При реалiзацiї алгоритму методу з [5] утворюються послiдовнiсть n-
вимiрних векторiв чисел SUM

L

(0), SUM
L

(1), . . . та послiдовностi k-вимiрних
векторiв чисел SUM

R

(0), SUM
R

(1), . . . . На нульовiй iтерацiї цi вектори ну-
льовi: SUM

L

(0) =

¯

0

L

, SUM
R

(0) =

¯

0

R

, де ¯

0

L

, ¯

0

R

� вiдповiдної до-
вжини нульовi вектори. На N + 1 кроцi алгоритму вектор SUM

L

(N + 1)

є сумою вектора SUM
L

(N) на кроцi N та вектора скалярних добуткiв
sum

L

(N + 1) = ((B
1

, xi⇤
(N)) , (B

2

, xi⇤
(N)) , ..., (B

j

, xi⇤
(N)) , ..., (B

n

, xi⇤
(N))) на кро-

цi N +1, тобто SUM
L

(N + 1) = SUM
L

(N)+ sum
L

(N + 1), де (B
j

, xi

(N)) � скаляр-
ний добуток векторiв B

j

та xi⇤, а xi⇤
= arg min

x

i2E
m⌫

(P

x

)

(x;SUM
R

(N)).

На N+1 кроцi алгоритму вектор SUM
R

(N + 1) є сумою векторiв B
j

та SUM
R

(N)

на кроцi N , тобто SUM
R

(N + 1) = SUM
R

(N)+B
j

, де номер j стовпця B
j

знаходить-
ся з умови: (SUM

L

(N))

j

= max

1tn

{(SUM
L

(N))

1

, ..., (SUM
L

(N))

t

, ..., (SUM
L

(N))

n

},
а (SUM

L

(N))

t

� це -та координата вектора SUM
L

(N), t 2 J
n

.

Оскiльки
k

P

i=1

a
ij

p
i

� � виконується для 8j 2 J
n

, в тому числi й для того на якому

досягається максимум в лiвiй частинi
k

P

i=1

a
ij

p
i

� �, а
n

P

i=1

a
ij

q
j

 � виконується для

8i 2 J
k

в тому числi i для того i, для якого досягається мiнiмум в правiй частинi то
цiна гри задовольняє нерiвнiсть:

min

i

n

X

j=1

a
ij

q
j


min

x

i2E
M⌫

(P

x

)

(SUM
R

(N), xi

)

N
 � 

max

j

(SUM
L

(N))

j

N
 max

j

k

X

i=1

a
ij

p
i

.

(4)

Введемо в розгляд означення векторної системи.
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Означення векторної системи. Система (SUM
L

(N) , SUM
R

(N)), яка складається
з послiдовностi n-вимiрних векторiв чисел SUM

L

(0), SUM
L

(1), . . . та послiдовностi
k-вимiрних векторiв чисел SUM

R

(0), SUM
R

(1), . . . називається векторною системою
для матрицi A, якщо виконуються такi умови:

1. SUM
L

(0) =

¯

0

L

, SUM
R

(0) =

¯

0

R

, де ¯

0

L

, ¯0
R

- вiдповiдної довжини нульовi векто-
ри.

2. Вектор SUM
L

(N + 1) є сумою вектора SUM
L

(N)

на кроцi N та вектора скалярних добуткiв
sum

L

(N + 1) = ((B
1

, xi⇤
(N)) , (B

2

, xi⇤
(N)) , ..., (B

j

, xi⇤
(N)) , ..., (B

n

, xi⇤
(N)))

на кроцi N + 1: SUM
L

(N + 1) = SUM
L

(N) + sum
L

(N + 1), де (B
j

, xi

(N))-
скалярний добуток векторiв B

j

та xi⇤, а

xi⇤
= arg min

x

i2E
m⌫

(P

x

)

(x;SUM
R

(N)) . (5)

3. Вектор SUM
R

(N + 1) є сумою векторiв B
j

та SUM
R

(N) на кроцi N :
SUM

R

(N + 1) = SUM
R

(N) + B
j

, де номер j стовпця B
j

знаходиться з умо-
ви: (SUM

L

(N))

j

= max

1tn

{(SUM
L

(N))

1

, ..., (SUM
L

(N))

t

, ..., (SUM
L

(N))

n

}, а

(SUM
L

(N))

t

- це t-та координата вектора SUM
L

(N), t 2 J
n

.

Вектори SUM
L

(N) та SUM
R

(N) назвемо векторами накопичених сум.

Зауваження 1. Мiнiмум в (5) знаходиться вiдповiдно теореми 3.1 з [11].

Зауваження 2. Максимальний елемент вектора SUM
L

(0) дорiвнює мiнiмаль-
ному елементу вектора SUM

R

(0), тому що вони нульовi вектори, тобто:
max

1jn

SUM
L

(0) = min

1ik

SUM
R

(0) = 0.

Очевидно, що у випадку коли гра має розв’язок у мi-

шаних стратегiях i min

i

n

P

j=1

a
ij

q
j

= max

j

k

P

i=1

a
ij

p
i

= � то i t

lim

N!1

min

x

i2E

M⌫

(Px)
(

SUM

R

(N),x

i

)

N

= lim

N!1

max

j

(SUM

L

(N))

j

N

= �.

Про збiжнiсть та оцiнку швидкостi iтерацiйного методу

Доведемо, що
max

j

(SUM

L

(N))

j

N

при будь-якiй стратегiї не може бути менша
min

x

i2E

M⌫

(Px)
(

SUM

R

(N),x

i

)

N

при оптимальнiй стратегiї, тобто менша �, а також вiдсутня

така стратегiя для якої б виконувалося: � >
max

j

(SUM

L

(N))

j

N

.
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Доведення даного факту проводиться вiдповiдно тереми 2.8 з [12, с.52]. Нехай ве-
личина F (p, q) – математичне сподiвання виграшу в прямокутнiй матрицi розмiрностi
m ⇥ n та цiною гри �. Тодi, для того щоб елемент p⇤ множини S

k

був оптимальною
стратегiєю для p необхiдно та достатньо, щоб для кожного елементу q множини S

n

мала мiсце нерiвнiсть: �  F (p⇤, q).
Аналогiчно, для того, щоб елемент q⇤ множини S

n

був оптимальною стратегiєю
для q необхiдно та достатньо, щоб для кожного елементу p множини S

k

мала мiсце
нерiвнiсть: F (p, q⇤)  �.

Доведення цього факту розглянуто в [12, с.53].
Вибiр xi в (4) означає вибiр i -го рядка в матрицi вимiрностi k ⇥ n A = (a

ij

),
де a

ij

обчислюється за (2), що зводить векторну систему (SUM
L

(N) , SUM
R

(N)) до
векторної системи (U, V ) з [12]. Утворена векторна система (SUM

L

(N) , SUM
R

(N)) в
методi для розв’язування ЗКОIТП аналогiчно утворюється векторна система (U, V )

для метода Брауна-Робiнсон. Доведення збiжностi iтерацiйного методу розв’язування
iгрових задач з обмеженнями, що визначаються переставленнями на стратегiї одного
гравця є аналогiчним доведення збiжностi методу Брауна-Робiнсон для матричної
гри з матрицею A викладене в [12].

В роботi [13] дана оцiнка швидкостi збiжностi методу Брауна-Робiнсон для мат-
ричної гри, яка базується на доведеннi того, наскiльки швидко maxU(N)�minV (N)

N

наб-
лижається до нуля при збiльшеннi кiлькостi iтерацiй.

Для оцiнки швидкостi збiжностi iтерацiйного методу з [13] для розв’язування
iгрових комбiнаторних оптимiзацiйних задач розглядається слiдкуючий факт.

Теорема. Якщо max

1jn

SUM
L

(0) = min

1ik

SUM
R

(0) = 0, то

lim

N!1

min

x

i2E

M⌫

(Px)
(

SUM

R

(N),x

i

)

�max

j

(SUM

L

(N))

j

N

 a
ij

2

k+nN� 1
k+n�2 .

Доведення даного факту здiйснюється iндуктивно та є аналогiчним доведенню
з [13]. Тобто оцiнка швидкостi збiжностi iтерацiйного методу розв’язування комбi-
наторних оптимiзацiйних задач з обмеженнями–переставленнями на стратегiї од-
ного гравця рiвна O

⇣

N� 1
k+n�2

⌘

. Оскiльки, k = |E
Mv

(P x

)| =

m!

⌘1!,...,⌘v !
, то запише-

мо O

✓

N
� 1

m!
⌘!,...,⌘

v

! +n�2

◆

.

За допомогою розробленої програмної реалiзацiї було порiвняно отриману теоре-
тичну оцiнку швидкостi збiжностi методу з результатами, отриманими експеримен-
тально (рис. 1).
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Рис. 1. Залежнiсть швидкостi збiжностi вiд номеру iтерацiї

Вiдповiдно до отриманих результатiв, отримана теоретична оцiнка швидкостi
збiжностi пiдтвердилась експериментально. Так, зокрема, на задачах порядком квад-
ратної матрицi A, рiвнiй 10, було виявлено, що швидкiсть збiжностi не перевищує її
теоретичну оцiнку вже на 5-й iтерацiї (рис. 1).

Комбiнаторнi обмеження на стратегiї гравця можуть бути представленi рiз-
ними комбiнаторними множинами. У [4, 8] розглянутi математичнi моделi задач,
у якiй комбiнаторнi обмеження накладаються на стратегiї другого гравця [4] та
на обох гравцiв [8] i визначаються переставленнями. Введемо необхiднi позначан-
ня. P y

j

� елемент мультимножини Py

= {P y

1

, P y

2

, ..., P y

l

}, що складається з l дiйс-
них чисел, серед яких µ рiзних. Позначимо її основу S (P y

), а первинну специ-
фiкацiю – [P y

] = (�
1

, ...,�
µ

). Тодi Y = (y
1

, y
2

, ..., y
l

) � вектор-переставлення, еле-
мент y

j

� ймовiрнiсть застосування стратегiї j � належить P y,yj 2 P y, а сам вектор
належить множинi E

lµ

(P y

) l-переставлень з елементiв мультимножини P y, тобто
Y = (y

1

, y
2

, ..., y
l

) 2 E
lµ

(P y

). При реалiзацiї матричної гри мiшана стратегiя другого

гравця це вектор q = (q
1

, ..., q
h

), де q
j

� 0 ,
h

P

j=1

q
j

= 1. Тут h � кiлькiсть елементiв

в E
nµ

(P y

), h = |E
nµ

(P y

)| = l!

�1!,...,�µ

!

.
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Розглянутi також задачi комбiнаторної оптимiзацiї у яких на стратегiї грав-
цiв накладаються обмеження, що визначенi розмiщеннями [7]. За такої математич-
ної постановки задачi позначимо X = (x

1

, x
2

, ..., x
m

) � вектор-розмiщень, елемент
x
i

� ймовiрнiсть застосування стратегiї i першого гравця � належить P x,xi 2 P x,
а сам вектор належить множинi Em

Mv

(P x

) множина m- розмiщень з M елементiв
вектора P x, тобто X = (x

1

, x
2

, ..., x
m

) 2 Em

M⌫

(P x

). Тодi при реалiзацiї матрич-
ної гри мiшана стратегiя першого гравця це вектор p = (p

1

, ..., p
k

), де p
i

� 0 ,
k

P

j=1

p
i

= 1. Тут d - кiлькiсть елементiв у Em

M⌫

(P x

), яка дорiвнює вiдповiдно [14]

d = |Em

M⌫

(P x

)| =
P

V1+V2+...+V

v

=m

0V

i

⌘

i

m!

V1!,...,Vv

!

, де (V
1

, ..., V
v

) � кiлькiсть використаних еле-

ментiв з множини розмiщення.
Якщо комбiнаторнi обмеження накладаються на стратегiї другого гравця

то позначимо Y = (y
1

, y
2

, ..., y
l

) – вектор-переставлення, елемент y
j

- ймовiр-
нiсть застосування стратегiї j - належить P y,yj 2 P y, а сам вектор належить
множинi El

Lµ

(P y

) � множина l-розмiщень з L елементiв множини P y, тобто
Y = (y

1

, y
2

, ..., y
l

) 2 El

Lµ

(P y

). При реалiзацiї матричної гри мiшана стратегiя другого

гравця це вектор q = (q
1

, ..., q
r

), де q
j

� 0 ,
r

P

j=1

q
j

= 1. Тут r � кiлькiсть елементiв в

El

Lµ

(P y

), яка за [14] дорiвнює r =

�

�El

Lµ

(P y

)

�

�

=

P

V1+V2+...+V

µ

=l

0V

j

µ

j

l!

V1!,...,Vµ

!

, де (V
1

, ..., V
µ

) �

кiлькiсть використаних елементiв з множини розмiщення.

Доведення швидкостi збiжностi iтерацiйного методу розв’язування цих класiв
задач є аналогiчним розглянутим для переставлень. У таблицi 1 представлена оцiнки
швидкостi збiжностi для задач iз рiзними типами комбiнаторних обмежень.

Таблиця 1. Зведена таблиця оцiнки швидкостi збiжностi iтерацiйних
методiв розв’язування ЗКОIТ з рiзними типами комбiнаторних обме-
жень

Обмеження на стра-
тегiї першого гравця

Комбiнаторне обмеження на стратегiї другого гравця
Переставлення Розмiщення Вiдсутнє

Переставлення за формулою (6) за формулою (7) за формулою (8)
Розмiщення за формулою (9) за формулою (10) за формулою (11)
Вiдсутнє за формулою (12) за формулою (13) за формулою (14) [13]
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Формули, вiдповiдно до яких визначається оцiнка швидкостi збiжностi iтерацiй-
них методiв:

O

✓

N
� 1

m!
⌘!,...,⌘

v

! +
n!

�1!,...,�µ!�2

◆

(6)

O

0

B

B

@

N

� 1
m!

⌘!,...,⌘
v

! +
P

V1+V2+...+V

µ

=l

0V

j

µ

j

l!
V1!,...,Vµ!�2

1

C

C

A

(7)

O

✓

N
� 1

m!
⌘!,...,⌘

v

! +n�2

◆

(8)

O

0

B

B

@

N

� 1P

V1+V2+...+V

v

=m

0V

i

⌘

i

m!
V1!,...,Vv !

+ l!
�1!,...,�µ!�2

1

C

C

A

(9)

O

0

B

B

@

N

� 1P

V1+V2+...+V

v

=m

0V

i

⌘

i

m!
V1!,...,Vv !

+
P

V1+V2+...+V

µ

=l

0V

j

µ

j

l!
V1!,...,Vµ!�2

1

C

C

A

(10)

O

0

B

B

@

N

� 1P

V1+V2+...+V

v

=m

0V

i

⌘

i

m!
V1!,...,Vv !

+n�2

1

C

C

A

(11)

O

✓

N
� 1

m+ l!
�1!,...,�µ!�2

◆

(12)

O

0

B

B

@

N

� 1

k+
P

V1+V2+...+V

µ

=l

0V

j

µ

j

l!
V1!,...,Vµ!�2

1

C

C

A

(13)

O
⇣

N� 1
k+n�2

⌘

(14)

Висновки

У роботi розглянуто доведення збiжностi, оцiнки швидкостi збiжностi iтерацiй-
ного методу розв’язування комбiнаторних оптимiзацiйних задач з обмеженнями-
переставленнями, що накладаються на стратегiї одного гравця. Узагальнена оцiнка
швидкостi збiжностi iтерацiйних методiв розв’язування задач комбiнаторної оптимi-
зацiї iгрового типу з рiзними типами комбiнаторних обмежень.
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