
ÓÄÊ 519.8ÂÅ�ÕÍßß ÎÖÅÍÊÀ ×ÈÑËÀ ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÂÊÂÀÇÈ�Å�ÓËß�ÍÛÕ ��ÀÔÀÕÑàïîæåíêî À.À.Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì.Ì.Â.ËîìîíîñîâàAbstrat New upper bounds of the independent set number in graphs with great minimal degree areobtained. ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå1 ïîëó÷åíû íîâûå âåðõíèå îöåíêè ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòââ ãðà�àõ. Òàêèå îöåíêè ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè ïåðå÷èñëèòåëüíûõ çà-äà÷ òåîðèè ãðóïï è òåîðèè ÷èñåë (ñì., íàïðèìåð, [3℄ è [4℄). ÏîäìíîæåñòâîA âåðøèí ãðà�à G íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì, åñëè â ãðà�å îòñóòñòâóþòðåáðà, îáà êîíöà êîòîðûõ ëåæàò â À. Ñåìåéñòâî âñåõ íåçàâèñèìûõ ìíî-æåñòâ ãðà�à G îáîçíà÷èì ÷åðåç I(G) è ïîëîæèì i(G) = |I(G)|. �ðà� ñ nâåðøèíàìè, â êîòîðîì ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû ðàâíà k, à ìàêñè-ìàëüíàÿ íå ïðåâîñõîäèò k+θ , íàçîâåì (n, k, θ)-ãðà�îì. Âåçäå â äàëüíåé-øåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî n è k äîñòàòî÷íî âåëèêè, à θ = o(k) ïðè k → ∞.Ïðè âûïîëíåíèè ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ (n, k, θ)-ãðà� íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ðå-ãóëÿðíûì. Ïóñòü l ≤ k− θ ≤ k + θ ≤ m. �ðà� ñ n âåðøèíàìè, â êîòîðîììèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû ðàâíà l, ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèíûðàâíà m, äîëÿ âåðøèí, ñòåïåíü êîòîðûõ áîëüøå k+θ, ðàâíà ∆, äîëÿ âåð-øèí, ñòåïåíü êîòîðûõ ìåíüøå k − θ, ðàâíà δ, íàçîâåì (n, l, k, m, δ, ∆, θ)-ãðà�îì. Åñëè θ = o(k) ïðè k → ∞ è δ → 0, ∆ → 0 ïðè n → ∞ , òî
(n, l, k, m, δ, ∆, θ) -ãðà� íàçîâåì êâàçèðåãóëÿðíûì. Ïóñòü G = (V ; E) -ãðà� ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è ìíîæåñòâîì ðåáåð Å , a v∈ V . Íàçîâåìãðàíèöåé âåðøèíû v â ãðà�å G ìíîæåñòâî ∂v = u : (u, v) ∈ E. ßñíî, ÷òî
σ(v) = |∂v| åñòü ñòåïåíü âåðøèíû v. �ðàíèöó ïîäìíîæåñòâà À âåðøèíãðà�à G, îïðåäåëèì êàê ìíîæåñòâî ∂A = (

⋃v∈A ∂v) A. Ïóñòü 0 ≤ δ < 1.�ðà� G = (V ; E) íàçîâåì ǫ - ðàñøèðèòåëåì, åñëè |A| ≤ |∂A(1 − ǫ)| äëÿâñåõ A ∈ I(G). Öåëüþ ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå âåðõíåé îöåíêè äëÿ÷èñëà êâàçèðåãóëÿðíûõ ãðà�îâ.1Ïîääåðæàíî ãðàíòîì �ÔÔÈ No 04-01-00359



Âåðõíÿÿ îöåíêà ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ . . . 511. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ÷èñëå íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâÏîëó÷åíèþ îöåíîê äëÿ ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ïîñâÿùåí öå-ëûé ðÿä ñòàòåé ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ. Ìû óïîìèíàåì çäåñü òîëüêî ðå-çóëüòàòû, íàèáîëåå áëèçêèå ê îñíîâíîìó óòâåðæäåíèþ äàííîé ðàáîòû.Èìåííî, èçëàãàþòñÿ �îðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ, êàñàþùèõñÿ ãðà�îâ ñäîñòàòî÷íî áîëüøîé ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ âåðøèíû. Äëÿ ðåãóëÿðíûõè ïî÷òè ðåãóëÿðíûõ ãðà�îâ èçâåñòíî ñëåäóþùåå. Í. Àëîíîì [6℄ äîêàçàíà.Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî k-ðåãóëÿðíîãî ãðà�à � íà n âåðøèíàõI(�) ≤ 2n(1/2+O(k−0.1)). (1)�ðàíèöà (1) äîñòèæèìà íà ãðà�å Hn,k, ïðåäñòàâëÿþùåì ñîáîé îáú-åäèíåíèå n/2k ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðà�îâñòåïåíè k, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò 2k âåðøèí. Äëÿ òàêîãî ãðà�à
I(Hn,k) = (2k+1 − 1)n/2k = 2n(1/2+O(k−1)) (2)À.À. Ñàïîæåíêî [2℄. äîêàçàë ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ.Òåîðåìà 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî (n, k, θ)-ãðà�à �I(�) ≤ 2

n
2
(1+O(θ/k+

√
(logk)/k)). (3)Ýòîò ðåçóëüòàò óëó÷øàåò îñòàòî÷íûé ÷ëåí â îöåíêå Àëîíà èç [6℄ èîáîáùàåò åå íà ïî÷òè ðåãóëÿðíûå ãðà�û. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Iβ(�) ÷èñëîïîäìíîæåñòâ A ∈ I(�), òàêèõ, ÷òî ||A| − n/4| ≥ βn/4Òåîðåìà 3. Ïóñòü �=(V;E) ÿâëÿåòñÿ (n, k, θ)-ãðà�îì è 0 < β < 1.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Iβ(�) ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ A ∈ I(�) òàêèõ,÷òî ||A| − n/4| ≥ βn/4. ÒîãäàI(�) ≤ 2
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2
(1− β

2ln2
+O( θ

k
+
√

logk
k

)). (4)Òåîðåìà 4. Ïóñòü (n, k, θ)-ãðà� � = (V ; E) ÿâëÿåòñÿ δ-ðàñøèðèòåëåìäëÿ íåêîòîðîãî 0 ≤ δ < 1. Òîãäà22Çäåñü è äàëåå logn = log2n¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �1 2006



52 Ñàïîæåíêî À.À.I(�) ≤ 2
n
2
(1−δ/7+O(θ/k+

√
(logk)/k)). (5)Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î äâóäîëüíûõ ãðà�àõ. Í.Àëîí [6℄ äî-êàçàë ñëåäóþùóþ îöåíêó.Òåîðåìà 5. Ïóñòü � - äâóäîëüíûé ãðà� íà n âåðøèíàõ, òàêîé, ÷òî

|σ(υ) − k| ≤ k5/8 äëÿ âñÿêîé âåðøèíû υ. Òîãäà
I(�) ≤ 2n(1/2+O(k−0.1)). (6)Äâóäîëüíûé ãðà� � = (X, Y ; E) ñ äîëÿìè âåðøèí X è Y íàçîâåìäâóäîëüíûì (ǫ, δ)-ðàñøèðèòåëåì, åñëè |A| ≤ |∂A|(1−δ) äëÿ âñåõ A ⊆ X,òàêèõ, ÷òî |A| ≤ ǫ|X| äëÿ âñåõA ⊆ Z, òàêèõ, ÷òî |A| ≤ ǫ|Z|. Â [7℄ ïîëó÷åíñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 6. Ïóñòü (n, k, θ)-ãðà� � = (X, Y ; E) ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì

(1/2, δ)-ðàñøèðèòåëåì, n è k äîñòàòî÷íî âåëèêè. Êðîìå òîãî ïóñòü
z-íàèáîëüøåå èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x = log(2ex/cδ). Òîãäà

2|X| + 2|Z| − 1 ≤ I(�) ≤ (2|X| + 2|Z|)(1 + 2−kδ/z+O(
√

klogk+θ)). (7)×èñëî íåçàâèñèìîñòè ãðà�à G åñòü ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð åãî íåçà-âèñèìîãî ìíîæåñòâà. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç α(G). Â. Å. Àëåêñååâ [1℄äîêàçàë ñëåäóþùóþ âåðõíþþ îöåíêó.Òåîðåìà 7. Äëÿ âñÿêîãî ãðà�à G íà n âåðøèíàõ, òàêîãî, ÷òî α(G) = µ

i(G) ≤
(n

µ
+ 1

)µ

. (8)2. Íîâûå îöåíêè ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâÇäåñü óñèëèâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ î ÷èñëå íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ãðà-�àõ, äîêàçàííûå â [2℄.Òåîðåìà 8. Ïóñòü ãðà� G íà n âåðøèíàõ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ñòå-ïåíè k, α(G) = µ. Òîãäà¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1 2006



Âåðõíÿÿ îöåíêà ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ . . . 53
i(G) ≤ 2µlog(1+ n

2µ
)+O(n

√
k−1logk) (9)Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâàíà íà ñîîáðàæåíèÿõ èçñòàòåé àâòîðà [2℄ è [4℄ è ðåçóëüòàòà Â. Å. Àëåêñååâà [1℄. Ïóñòü 0 < ϕ ≤ k.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà A ãðà�à G ïîñòðîèì ìíî-æåñòâî Ò ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ïîøàãîâîé ïðîöåäóðû. Øàã 1. Ïóñòü

u1- ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà èç À. Ïîëîæèì T1 = u1. Ïóñòü ñäåëàíî m øà-ãîâ è ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî Tm = u1, ..., um. Øàã m+1. Åñëè ñóùåñòâóåò
um+1 ∈ A òàêàÿ, ÷òî |∂um+1 ∂Tm| ≥ ϕ , òî ïîëàãàåì Tm+1 = Tm ∪um+1. Âïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ è ïîëàãàåì T = Tm. Çàìåòèì,÷òî äëÿ òàê ïîñòðîåííîãî Ò

|T | ≤ |∂A|/ϕ ≤ n/ϕ (10)Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî T ⊆ V ìíîæåñòâî
D = D(T, ϕ) = υ ∈ V ∂T : |∂υ \ ∂T | < ϕÏîëîæèì i(G, T ) = |I(G, T )|. Îöåíèì ñâåðõó |D(T, ϕ)|. Çàìåòèì, ÷òî

|∂υ ∩ ∂T | ≥ k − ϕ. �àññìîòðèì äâóäîëüíûé ïîäãðà� ãðà�à G ñ äîëÿìèâåðøèí D = D(T, ϕ) è ∂T . Ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû èç D = D(T, ϕ) âýòîì äâóäîëüíîì ïîäãðà�å íå ìåíüøå k−ϕ, à ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíûèç ∂T íå áîëüøå k. Ïîýòîìó
|D|(k − ϕ) ≤ |∂T |k ≤ (n − |D|)k. Ïóñòü T ⊆ V, D = D(T, ϕ). �àññìîòðèì ïîäãðà� H(T ) = (D, E ′) ãðà�à

G = (V, E), ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì D. Çàìåòèì, ÷òî A ∈ I(G, T )òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ∈ I(H(T ), T ). Èç íåðàâåíñòâà (8) ñëåäóåò,÷òî
i(G, T ) = i(H(T )) ≤

(

n
(

0.5 + O(ϕ/k)
)

µ
+ 1

)µ (11)¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, �1 2006



54 Ñàïîæåíêî À.À.Èç îïðåäåëåíèé ñ ó÷åòîì (10) è (11) ñëåäóåò, ÷òî
i(G) ≤

∑

T⊆V,|T |≤n/ϕ

i(G, T ) ≤
∑

i≤n/ϕ

(

n

0

)

(

n

(

0.5+O(ϕ/k)

)

µ + 1

)µ

≤

≤ (eϕ)n/ϕ

(

n

(

0.5+O(ϕ/k)

)

µ + 1

)µ

.

(12)
Ïîëîæèâ ϕ =

√
klogk â (12), ïîëó÷àåì (9). ¤Òåîðåìà 9. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ (n, l, k, m, δ, ∆, θ)-ãðà�îì, α(G) = µ, à

n è k - äîñòàòî÷íî âåëèêè. Òîãäà
i(G) ≤ 2µlog(1+ n

2µ
)+n(δ(1−l/k)+∆(m/k−1)+O((θ+

√
klogk)/k)) (13)Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òåîðåìû 2 èç [4℄ è äîêàçà-òåëüñòâà òåîðåìû 8. Â [4℄ äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî 0 < ϕ < l è ëþáîãîíåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà A â (n, l, k, m, δ, ∆, θ)-ãðà�å ñóùåñòâóåò ïîäìíî-æåñòâî T , òàêîå, ÷òî |T | ≤ n/ϕ è òàêîå, ÷òî A ∈ D(T, ϕ), ãäå D(T, ϕ)îïðåäåëåíî êàê â òåîðåìå 8. Ïðè ýòîì

|D| ≤ n
k + θ + δ(k − θ − l) + ∆(m − k − θ)

2k − ϕ
(14)Äàëüíåéøèé õîä äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷åí çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè äî-êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8. ¤Êàê ñëåäñòâèå îòñþäà âûòåêàåòÒåîðåìà 10. Ïóñòü G ÿâëÿåòñÿ (n, l, k, m, δ, ∆, θ)-ãðà�îì è ǫ-ðàñøèðèòåëåì, à n è k - äîñòàòî÷íî âåëèêè. Òîãäà

i(G) ≤ 2
n
2
( 2−2ǫ

2−ǫ
log 4−3ǫ

2−2ǫ
+δ(1−l/k)+∆(m/k−1)+O((θ+

√
klogk)/k)) (15)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ãðà� G ÿâëÿåòñÿ ǫ-ðàñøèðèòåëåì. Ïóñòü

α(G) = µ. Òîãäà µ ≤ n(1 − ǫ)/(2 − ǫ). Òåïåðü (15) âûòåêàåò èç (13). ¤Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè -ïîëó÷åíû íîâûå âåðõíèå îöåíêè äëÿ ÷èñëàíåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ãðà�àõ áîëüøîé ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ âåðøè-íû. ¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, �1 2006
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