
ÓÄÊ 519.68: 681.513.7Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÛÕ Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÉÑ ÌÍÅ�ÖÈÅÉ Ê �ÅØÅÍÈÞ ÇÀÄÀ×È 3-SATÔàéçóëëèí �.Ò., Ñàëàåâ Å.Â.Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ô.Ì.Äîñòîåâñêîãî,�àêóëüòåò êîìïüþòåðíûõ íàóêïð-ò Ìèðà, 55, ã. Îìñê, �îññèÿ, 644077e-mail: RTF�UNIVER.OMSK.SUAbstratIn this paper we onsider general SAT problem as a problem of global optimization for assoiatedfuntional. Without loss of generality it an be onsidered for 3-SAT problem too. Our aim was not loalsearh but applying Newton's methods and Newton-like proedures for diret solution. We show so forthe naive Newton method has a nontrivial kernel and there are no any kind of onvergene. But, we havesuess on the way of modi�ation for simple iteration method with 'inertia'.Îäíîé èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïî-èñêà ðåøàþùåãî íàáîðà â çàäà÷å ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ [1℄. Ïîñëå êëàññè÷åñêîé ðàáîòûÊóêà [2℄ óñèëèÿ ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé áûëè íàïðàâ-ëåíû íà ïîñòðîåíèå ïðÿìûõýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ÊÍÔ [3℄. Íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûì ïîäõîäîìïðåäñòàâëÿåòñÿ ñâåäåíèå SAT ê íåïðåðûâíîìó àíàëîãó,� ê çàäà÷å ïîèñêà òî÷åê ãëî-áàëüíîãî ìèíèìóìà àññîöèèðîâàííîãî �óíêöèîíàëà. Â äàííîé ðàáîòå îáîñíîâûâà-åòñÿ âûáîð �óíêöèîíàëà ñïåöèàëüíîãî âèäà è ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíèòü ê ðåøåíèþñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùèõ ñòàöèîíàðíûå òî÷êè �óíêöèîíàëà, ìî-äè�èöèðîâàííûé ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.�àññìîòðèì ïåðåõîä îò çàäà÷è ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ (SAT):
L = C1 ∧ C2 ∧ . . . ∧ CM ,
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Ξ ⊂ 2N , ζ ∈ Bξ(0, 1)
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i = xi)ê çàäà÷å ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà âèäà:
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min
y∈EN

F (y)Çäåñü qi,j ðàâíî |yi ∓ 1|p åñëè ëèòåðàë xi, èëè åãî äîïîëíåíèå ïðèíàäëåæèò ñêîáêå
Cj è åäèíèöå â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó áóëåâûìè è âåùåñòâåííû-ìè ïåðåìåííûìè ñëåäóþùåå: áóëåâîé ïåðåìåííîé 1 îòâå÷àåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî 1,áóëåâîé ïåðåìåíîé 0 îòâå÷àåò âåùåñòâåííîå çíà÷åíèå -1. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ìèíè-ìóì ðàâåí 0, è äîñòèãàåòñÿ íà íàáîðå, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû è ñîîòâåòñòâóåòäîñòèæåíèþ çíà÷åíèÿ ÈÑÒÈÍÀ íà èñõîäíîé ÊÍÔ. Â ðàáîòàõ [4℄, [5℄ ðàññìîòðåíïîäõîä, îñíîâàííûé íà ëîêàëüíîì ïîèñêå ýêñòðåìóìà, íî êàê ïîêàçàë îïûò, íàëè÷èåëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò äàííóþ ìåòîäèêó.�àññìîòðèì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿþùóþ ñòàöèîíàðíûå òî÷êèïðè p = 2 :

∂F

∂yi

= 0 (1)èëè
A(y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . , yN)yi = B(y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . , yN)Êîý��èöèåíòû À è Â ïîëó÷àþòñÿ ñóììèðîâàíèåì âêëàäîâ ïî âñåì ñêîáêàì ñî-äåðæàùèì ói. Íî îòìåòèì òî, ÷òî òîãäà êàê âêëàäû â êîý��èöèåíò À âñåãäà ïîëî-æèòåëüíû, âêëàäû â êîý��èöèåíò Â çàâèñÿò îò çíàêà ∓1, ò.å. ïðè ñóììèðîâàíèèáîëüøîãî ÷èñëà âêëàäîâ ïðàâàÿ ÷àñòü áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, íàïðèìåð íà ïðî-èçâîëüíîì âåêòîðå y0, êîòîðûé ìû âûáèðàåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå (1) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ íå ïðåä-ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.×òîáû îáîéòè äàííóþ òåõíè÷åñêóþ òðóäíîñòü ðàññìîòðèì äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå:

xi ∨ xj −→ yi + yj

xi ∧ xj −→ y2
i y

2
j

xi −→ (1 − yi)
2Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèé �óíêöèîíàë:
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∏
ξ

z2
i z

2
j z

2
kãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì M òðèïëåòàì ñîñòàâëÿþùèì 3-ÄÍÔ è èíäåêñ

ξ ðàâåí (i, j, k, 1, 1, 1) ïðè âõîæäåíèè xi, xj, xk â êàêîé-ëèáî òðèïëåò áåç îòðèöàíèÿ,ïðè ýòîì zi = yi, zj = yj, zk = yk,ñîîòâåòñòâåííî ξ = (i, j, k,−1, 1, 1) è zi = (1 − yi)åñëè â èñõîäíîé 3-ÄÍÔ èìååòñÿ òðèïëåò xixjxk è ò.ä.¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, � 1 2006



46 Ôàéçóëëèí �.Ò., Ñàëàåâ Å.Â.Äè��åðåíöèðóÿ J ïî ïåðåìåííûì yi ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ àëãåáðà-è÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà: ∑
ξ∈ Ξ

z2
j z

2
kyi =

∑
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z2
j z
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k (2)

i = 1, 2, . . . , Nãäå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ îïðåäåëÿþòñÿ, êàê Ξ = (ξ, i ∈ ξ), Λ = (ξ, i ∈ ξ, ξi+3 = −1)Â äàííîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóþùèå êîý��èöèåíòû òàêæå ñâÿçàíû ñîîò-íîøåíèåì A(y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . , yN)yi = B(y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . , yN) , íî â îòëè÷èåîò (1) âêëàäû â ïðàâóþ ÷àñòü óæå íå ñîêðàùàþòñÿ, à ñóììèðóþòñÿ. Òàêæå, ñëåäóåòïîÿñíèòü âûáîð ïðåäñòàâëåíèÿ èñõîäíîé ÊÍÔ èìåííî â âèäå ýêâèâàëåíòíîé 3-ÄÍÔ.Äåëî â òîì, ÷òî ïðè ïîïûòêå ðåøåíèÿ (??), êàêèì óãîäíî ñïîñîáîì, ìû áóäåì âûíóæ-äåíû ïðîâîäèòü àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ âêëàäàìè â îáå ÷àñòè (??), èìåþùèìèìàíòèññó �èêñèðîâàííîé äëèíû, íî ïðè ïðîèçâîëüíîé äëèíå ñêîáîê, ýòà ïðîöåäóðàáóäåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäèòü ê áîëüøèì îøèáêàì îêðóãëåíèÿ. Îãðàíè÷è-âàÿ ÷èñëî ïåðåìåííûõ â ñêîáêàõ, ìû èñêëþ÷àåì è ýòó òåõíè÷åñêóþ òðóäíîñòü.�àññìîòðèì ñèñòåìó (2), êàê íåëèíåéíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå:
Φ(y) = 0è ïîïûòàåìñÿ ïðèìåíèòü ê åãî ðåøåíèþ ìåòîä Íüþòîíà. Ïðîèçâîäíàÿ îïåðàòîðàâû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî �îðìóëå:

lim
t→0

Φ(y + th) − Φ(y)

t
= Φ

′

y(h)à èòåðàöèþ ìåòîäà Íüþòîíà ïðîâîäÿòñÿ ñîãëàñíî:
yp+1 = yp − Φ

′
−1

yp
(Φ(yp))Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè êðàéíþþ íåóñòîé÷èâîñòü äàííîé èòåðà-öèîííîé ïðîöåäóðû, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ âûðîæäåííîñòüþ ïðîèçâîäíîãî îïåðàòîðà íàðåøåíèè, íàïðèìåð, ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñàìî ðåøåíèå âõîäèò â ÿäðî ïðîèçâîä-íîãî îïåðàòîðà:

(
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n)zlÁîëåå òîãî, ðåøåíèÿ âõîäèò è â ÿäðî âòîðîé ïðîèçâîäíîé îïåðàòîðà:
(
∑
ξ∈ Ξ

zmzn)zl = 0Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî äåëàåò ïðàêòè÷åñêè íåïðèìåíèìûìè ëîêàëüíûå ãðàäèåíò-íûå ìåòîäû. Êàê àëüòåðíàòèâà ìåòîäó Íüþòîíà ìîæåò áûòü ïðåäëîæåí ìåòîä ïî-ñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé:∑
ξ∈ Ξ
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k(t)¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, � 1 2006



Ïðèìåíåíèå ìåîäà ïîñë. ïðèáë. ñ èíåðöèåé ê ðåøåíèþ çàäà÷è 3-SAT 47ãäå ïîñëå íåñêîëüêèõ çåéäåëåâñêèõ èòåðàöèé ïðîèñõîäèò ïðîåêöèÿ âåêòîðà y(t) íà
BN(0, 1) è îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîâåðêà íàáîðà x1, . . . , xN íà âûïîëíèìîñòü äëÿ èñõîäíîéÊÍÔ.Ñõîäèìîñòü â ýòîì ñëó÷àå ãàðàíòèðîâàíà îãðàíè÷åííîñòüþ ðåøåíèÿ è åñòåñòâåííîâûïîëíÿþùèìñÿ óñëîâèåì ‖ ∇B

A
‖≤ 1. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, ïðîâîäèâøè-åñÿ äëÿ ñëó÷àéíîãî íàïîëíåíèÿ íàáîðîâ ñêîáîê SAT è 3-SAT, ïîêàçàëè, ÷òî ïðèñîîòíîøåíèè ϑ = N

M
≤ 0.01 , ãäå N ýòî ÷èñëî ïåðåìåííûõ, Ì ÷èñëî ñêîáîê â 3-SAT,èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà âñåãäà ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ. Íî òàêæå áûëî âûÿñíåíî, ÷òîïðè óâåëè÷åíèè ϑ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðåçêî ïàäàåò è, õîòÿ áîëüøèíñòâî êîìïîíåíòðåøåíèÿ �îðìèðóåòñÿ âåðíî, è áûñòðî, îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü îêàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêèíåäîñòèæèìîé â ñèëó íàêîïëåíèÿ îøèáîê îêðóãëåíèÿ. Äëÿ èñïðàâëåíèÿ äàííîãîîáñòîÿòåëüñòâà áûëà ïðåäëîæåíà ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-æåíèé, òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñ èíåðöèåé, õîðîøîçàðåêîìåíäîâàâøèé ñåáÿ ïðè ðåøåíèè ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ãèäðàâëèêè [6℄:

∑
ξ∈ Ξ

(
K∑

p=0

αpz
2
j (t − p)z2

k(t − p))yi(t + 1) =
∑
ξ∈ Ξ

z2
j (t)z

2
k(t) (3)

K∑
p=0

αp = 1Ñìûñë ìîäè�èêàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî �îðìèðîâàíèå ïðèáëèæåíèé ïðî-èñõîäèò íå òàê áûñòðî, êàê â èñõîäíîì ìåòîäå, è ìû èçáåãàåì îáëàñòåé ïðèòÿæå-íèÿ ïàðàçèòíûõ àòòðàêòîðîâ. Êàê ïîêàçàëè ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû íàèëó÷øèåðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ ïðè âûáîðå â êà÷åñòâå αi ñâåðõóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè (êàæäûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áîëüøå ÷åì ñóììà âñåõ ïîñëåäóþùèõ). Îòìå-òèì, ÷òî ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àïïðîêñèìàöèþ ñèñòåìûèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ñ ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùåé ìåðîé.
(
∑
ξ∈ Ξ

1

T

t∫

t−T

φ(u)y2
m(u)y2

n(u)yi(t + 1) =
∑
ξ∈ Ξ

y2
m(t)y2

n(t)×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñî ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûìè ÊÍÔ (âïëîòü äî
N ∼ 106,M ∼ 106, ϑ ≈ 1/2) ïîêàçàëè ïðàêòè÷åñêóþ ý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìà èïðàêòè÷åñêè ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü âðåìåíè âûïîëíåíèÿ, êàê îò ÷èñëà ñêîáîê, òàêè îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ. �àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà íåñïåöèàëèçèðîâàííîì êîìïüþòåðåÏåíòèóì 4 ñ òàêòîâîé ÷àñòîòîé Ç��ö, îáúåìîì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè 1�Á, è, íàïðè-ìåð, âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà äëÿ M = 2 ∗ 106, N = 106 ðàâíÿëîñü 40 ìèíóòàì.Òàêæå, áûëî ïðîäåìîíñòèðîâàíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíûõ ÊÍÔ èìåþùèõ ðåøåíèå, âñåãäàóäàåòñÿ íàéòè ðåøåíèå è îòêëîíåíèé ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðîñòîì âðåìåíè âûïîëíå-íèÿ àëãîðèòìà íå íàáëþäàåòñÿ.¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, � 1 2006



48 Ôàéçóëëèí �.Ò., Ñàëàåâ Å.Â.Áûëè ïðåäïðèíÿòû ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ê ðåøåíèþ ÊÍÔ, àññîöèèðî-âàííûõ ñ çàäà÷åé �àêòîðèçàöèè. Ïðè ýòîì çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïðîñòûõ ñîìíîæèòå-ëåé p è q äëÿ n = pq ïðåäâàðèòåëüíî ñâîäèëàñü ê çàäà÷å ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÜ äëÿñïåöèàëüíîé 3-ÊÍÔ (Â.È.Äóëüêåéò, ÷àñòíîå ñîîáùåíèå) Äëÿ äëèíû ïðåäñòàâëåíèÿ ïðàâíîé 1024 áèò ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè: M ≈ 1.2∗107, N ≈ 5∗105. Ñè-òóàöèÿ îêàçàëîñü îáðàòíîé ïðåäûäóùåé, ò.å. äëÿ ìàëûõ îòâå÷àþùèõ îáùåé çàäà÷åðåøåíèå íàéòè íå óäàåòñÿ ïðè ëþáîì îáîçðèìîì ÷èñëå ðåñòàðòîâ, íî ïðè îïðåäå-ëåííûõ óñëîâèÿõ, ò.å. êîãäà ìû áåðåì âñåãî ÷àñòü ñêîáîê ÊÍÔ è ϑ ≥ 1/6, ÷àñòíîåðåøåíèå ëåãêî íàõîäèòñÿ. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ, ÷òî ðàñïàðàë-ëåëèâàíèå èñõîäíîé ïðîöåäóðû ïîçâîëèò â äàëüíåéøåì äîáèòüñÿ íåêîòîðîãî óñïåõàè â ýòîé âàæíîé äëÿ ïðèëîæåíèé çàäà÷å.Åñëè ðàññìàòðèâàòü èñõîäíóþ ëîãè÷åñêóþ �îðìó L êàê ñîâîêóïíîñòü ëè-íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, íàïðèìåð, àññîöèèðóÿ ñ Cj óðàâíåíèå∑
xi = lj, ãäå lj ≥ 1, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ïåðåìåæàþùèéñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ,ò.å. ïîñëå íåñêîëüêèõ èòåðàöèé (3) ìû ïîäñòàâëÿåì õ àññîöèèðîâàííûå ñ ó â ëè-íåéíûå óðàâíåíèÿ è êîððåêòèðóåì ïðàâûå ÷àñòè òàê, ÷òîáû âñå êîìïîíåíòû ïðàâîé÷àñòè áûëè íåíóëåâûìè. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèéðåøàåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîâîãî çíà÷åíèÿ ó0. Ýòî íå ðåøàåò çàäà÷ó �àêòîðèçàöèèïðèíöèïèàëüíî, íî ïîçâîëÿåò íåñêîëüêî ïðîäâèíóòüñÿ â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ ϑ.Îòìåòèì, ÷òî çäåñü íàáëþäàåòñÿ íåêîòîðàÿ àíàëîãèÿ ñ çàäà÷àìè ãèäðàâëèêè äëÿñåòåé, òàê ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, êàê óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ¾ïåðâîãî çàêîíà Êèðõãî�à¿, à ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êàê àíàëîã àïïðîê-ñèìàöèè ¾âòîðîãî çàêîíà Êèðõãî�à¿ñ ¾íàïîðàìè¿(ïðàâûìè ÷àñòÿìè), çàâèñÿùèìèîò ¾ðàñõîäîâ¿(êîìïîíåíò âåêòîðà ó).Çàêëþ÷åíèåÎñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå èòåðàöèîííîé ïðî-öåäóðû, ïîçâîëÿþùåé ðåøàòü áîëüøèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, àññîöèèðî-âàííûå ñî ñëó÷àéíî ñãåíåðèðîâàííûìè ÊÍÔ.Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì äàëüíåéøåå èçó÷åíèå è ðàçðàáîòêà àíàëîãè÷-íûõ ïðîöåäóð, ñ ó÷åòîì ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëåíèé è ïðèìåíèòåëüíî ê ÊÍÔ,îòâå÷àþùèõ ëîãè÷åñêîé �îðìå çàäà÷è �àêòîðèçàöèè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ñòàéãëèö, Ïàïàäìèòðèó À.ß. Êîìáèíàòîðíàÿ îïòèìèçàöèÿ. - Ì.: Íàóêà, 1974. - 432 ñ.2. Êóê Ñ. À. Ñëîæíîñòü ïðîöåäðó âûâîäà òåîðåì. Êèáåðíåòè÷åñêèé ñáîðíèê: Íîâàÿ ñåðèÿ,- 1975.- Âûï. 12.- Ñ. 5-15.3. Gu J., Purdom P.W., Frano J., Wah Â. Algorithms for the Satis�ability problem: A surveyDIM ACS Series on Disrete Mathematis and Theoretial Computer Siene. V.35. - AmerianMathematial Soiety, 1997. - P. 19-151.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, � 1 2006
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