
ÓÄÊ 519.8Î ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ È ÀÏÏ�ÎÊÑÈÌÀÖÈÎÍÍÎÉÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÇÀÄÀ×È Î ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÌ ÀÔÔÈÍÍÎÌ�ÀÇÄÅËßÞÙÅÌ ÊÎÌÈÒÅÒÅÕà÷àé Ì.Þ.Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ �ÀÍ,óë.Ñ.Êîâàëåâñêîé,16, ã.Åêàòêðèíáóðã, �îññèÿ, 620219e-mail: mkhahay�.uran.ruAbstratTwo ombinatorial problems, Three-elements a�ne separating ommittee (3-ASC) and Minimal a�neseparating ommittee (MASC), whih are losely onneted with a training problem in the speial aseof pereptrons, are onsidered. It is proven that the former problem is NP -omplete and the later is
NP -hard and does not belong to Apx. Also some approximation algorithm for the MASC problem isdisussed. ÂâåäåíèåÂû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü çàäà÷è îáó÷åíèÿ îïòèìàëüíîé ïî òîìó èëè èíîìó êðè-òåðèþ íåéðîííîé ñåòè èíòåðåñóåò èññëåäîâàòåëåé ñ êîíöà 80-õ ãã. ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ.Îñîáûé èíòåðåñ âûçûâàþò ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ îöåíîê âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-íîñòè çàäà÷è îáó÷åíèÿ ïðîñòåéøèõ ñåòåé � êëàññè÷åñêèõ ïåðñåïòðîíîâ, ïðåäñòàâëÿ-þùèõ ñîáîé 2-ñëîéíóþ ñåòü áåç ñêðûòûõ ñëîåâ ñ q âõîäíûìè íåéðîíàìè è îäíèìâûõîäíûì. Ôóíêöèÿ àêòèâàöèè i-ãî íåéðîíà èìååò êëàññè÷åñêóþ �îðìó:

f i(a) =

{

1, (βi, a) + γi > 0,

−1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àåÒàêèì îáðàçîì, ïåðñåïòðîí ðåàëèçóåò ðåøàþùåå ïðàâèëî
F (z|(β1, γ1), . . . , (βq+1, γq+1)) : Qn → {−1, 1}.Çàäàâøèñü âûáîðêîé (a1, a2, . . . , am1

, b1, b2, . . . , bm2
), â êîòîðîé ai ∈ A, bj ∈ B, è êî-íå÷íûå ìíîæåñòâà A,B ∈ Qn ñîñòàâëåíû èç ïðåäñòàâèòåëåé, ñîîòâåòñòâåííî, 1-ãî è2-ãî êëàññîâ, ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó îáó÷åíèÿ ïåðñåïòðîíà, ò.å. ïîäáîðà çíà÷åíèéïàðàìåòðîâ β è γ òàê, ÷òîáû

F (ai) = 1 (i ∈ {1, 2, . . . ,m1} = Nm1
)

F (bj) = −1 (j ∈ Nm2
).¾Îáó÷åííûé¿ ïåðñåïòðîí, ïàðàìåòðû êîòîðîãî íàñòðîåíû â ðåçóëüòàòå óñïåøíîãîðåøåíèÿ çàäà÷è îáó÷åíèÿ, ïðèíÿòî íàçûâàòü êîððåêòíûì.Ñ ïðîöåäóðîé îáó÷åíèÿñâÿçàíû ïîñòàíîâêè äâóõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷.



Î âû÷èñëèòåëüíîé è àïïðîìàêñèìàöèîííîé ñëîæíîñòè çàäà÷è MASC 35ÇÀÄÀ×À ¾ÎÁÓ×ÀÅÌÎÑÒÜ¿ [1℄Çàäàíû íàòóðàëüíîå ÷èñëî q è âûáîðêà (a1, a2, . . . , am1
, b1, b2, . . . , bm2

). Ñóùåñòâóåò ëèêîððåêòíûé ïåðñåïòðîí ñ íå áîëåå ÷åì q âõîäíûìè íåéðîíàìè?ÇÀÄÀ×À ¾ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÉ ÊÎ��ÅÊÒÍÛÉ ÏÅ�ÑÅÏÒ�ÎÍ¿ [2℄Çàäàíà âûáîðêà (a1, a2, . . . , am1
, b1, b2, . . . , bm2

). Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû êîð-ðåêòíîãî ïåðñåïòðîíà ñ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì ÷èñëîì q.Èçâåñòíî [3℄, ÷òî çàäà÷à ÎÁÓ×ÀÅÌÎÑÒÜ â îáùåì ñëó÷àå NP -ïîëíà è îñòàåòñÿòàêîé ïðè q=2 (â òî âðåìÿ êàê ïðè q=1 çàäà÷à ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà), à çàäà÷àÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÉ ÊÎ��ÅÊÒÍÛÉ ÏÅ�ÑÅÏÒ�ÎÍ NP -òðóäíà [2℄. Äîêàçàòåëüñòâîòðóäíîðåøàåìîñòè îáåèõ çàäà÷ áûëî â ñâîå âðåìÿ ïîëó÷åíî â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿòåîðåìû îá NP -ïîëíîòå çàäà÷è ¾Quadrant¿ [3℄. Èçâåñòíû [2℄ àíàëîãè÷íûå ðåçóëü-òàòû, îáîñíîâûâàþùèå òðóäíîðåøàåìîñòü çàäà÷ îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé ñ áîëååñëîæíîé àðõèòåêòóðîé, òàêæå îïèðàþùèåñÿ íà ýòîò ðåçóëüòàò.Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à îáó÷åíèÿ ïåðñåïòðîíà îñòàåòñÿ òðóäíî-ðåøàåìîé äàæå ïðè íàëîæåíèè äîñòàòî÷íî ñèëüíûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íàåãî àðõèòåêòóðó. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îáó÷åíèÿ â êëàññå ïåðñåïòðîíîâ, ó êîòîðûõ
q�íå÷åòíî, à ïàðàìåòðû âûõîäíîãî íåéðîíà��èêñèðîâàíû: β = [1, 1, . . . , 1]T è γ = 0÷òî ñîîòâåòñòâóåò ãîëîñîâàíèþ ñîãëàñíî ïðàâèëó ïðîñòîãî áîëüøèíñòâà. Âîïðîñûîáó÷åíèÿ òàêèõ ñåòåé óäîáíî �îðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ ò.í. à��èííûõ ðàçäåëÿþ-ùèõ êîìèòåòîâ è êîìèòåòíûõ ðåøåíèé ïîäõîäÿùèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.Îïðåäåëåíèå 1. [4℄ À��èííûì ðàçäåëÿþùèì êîìèòåòîì äëÿ ìíîæåñòâA,B ⊂ Qníàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Q = (f 1, . . . , f q) �óíêöèé
f i(z) = sign((βi, z) + γi)) òàêàÿ ÷òî

q
∑

i=1

f i(a) ≥ 1, (a ∈ A)

q
∑

i=1

f i(b) ≤ −1, (b ∈ B).Ïîíÿòèå à��èííîãî ðàçäåëÿþùåãî êîìèòåòà òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì êîìèòåò-íîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.Îïðåäåëåíèå 2. [5℄ Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Q′ = (x1, . . . , xq), xi ∈ Qn íàçûâàåòñÿêîìèòåòíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
(aj, x) > bj (i ∈ Nm), (1)åñëè ñïðàâåäëèâî óñëîâèå

|{i ∈ Nq|(aj, x
i) > bj}| >

q

2
(j ∈ Nm)Âèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Q = (f 1, . . . , f q) ÿâëÿåòñÿ à��èííûì ðàçäåëÿþ-ùèì êîìèòåòîì ìíîæåñòâ A è B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, � 1 2006
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Q′ = ((β1, γ1), . . . , (βq, γq)) ÿâëÿåòñÿ êîìèòåòíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

{

(β, a) + γ > 0, (a ∈ A),

(β, b) + γ < 0, (b ∈ B).è îïðåäåëÿåò âåñà âõîäíîãî ñëîÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êîððåêòíîãî ïåðñåïòðîíà. Èç-âåñòíî [6℄, ÷òî çàäà÷à MCLE ïîèñêà êîìèòåòíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ñ íàèìåíüøèìâîçìîæíûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ (ìèíèìàëüíîãî êîìèòåòà) NP-òðóäíà.Íèæå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî- çàäà÷à ïðîâåðêè, ñóùåñòâóåò ëè äëÿ çàäàííûõ ìíîæåñòâ A è B à��èííûéðàçäåëÿþùèé êîìèòåò èç 3-õ ýëåìåíòîâ (3-ASC) NP-ïîëíà;- çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ à��èííîãî ðàçäå ëÿþ-ùåãî êîìèòåòà äëÿ ìíîæåñòâ A è B (MASC) NP -òðóäíà è íå ïðèíàäëåæèòêëàññó Àðõ.Çàâåðøàåò ðàáîòó îáñóæäåíèå ïðèáëèæåííîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ çà-äà÷è MASC.1. À�èííûé ðàçäåëÿþùèé êîìèòåò èç òðåõ ýëåìåíòîâ�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó.ÇÀÄÀ×À ¾ÀÔÔÈÍÍÛÉ �ÀÇÄÅËßÞÙÈÉ ÊÎÌÈÒÅÒ ÈÇ 3-Õ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ¿(3-ASC) Çàäàíû ìíîæåñòâà A,B ⊂ Qn, A = {a1, . . . , am1
} è B = {b1, . . . , bm2

}. Ñóùå-ñòâóåò ëè à��èííûé ðàçäåëÿþùèé êîìèòåò èç 3-õ ýëåìåíòîâ äëÿ ýòèõ ìíîæåñòâ?Òåîðåìà 1. Çàäà÷à 3-ASC NP-ïîëíàÄîêàçàòåëüñòâî1. Çàäà÷à 3-ASC, î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæèò êëàññó NP , ïîñêîëüêó ïðîâåðêà òîãî,÷òî çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé Q = (f 1, f 2, f 3) ÿâëÿåòñÿ à��èííûì ðàç-äåëÿþùèì êîìèòåòîì ìíîæåñòâ A b B ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíà çà ïîëèíîìèàëüíîåâðåìÿ îò ðàçìåðà çàïèñè óñëîâèÿ çàäà÷è.2. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ NP-ïîëíîòû äîêàæåì ïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäèìîñòü ê çàäà÷å 3-ASC èçâåñòíîé NP -ïîëíîé çàäà÷è î ðàñêðàñêå ãðà�à â 3 öâåòà (3- COLORABILITY).ÇÀÄÀ×À ¾�ÀÑÊ�ÀÑÊÀ ��ÀÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀ¿ (3-COLORABILITY) Çàäàí êî-íå÷íûé ãðà� G = (V,E). �àñêðàøèâàåì ëè îí â 3 öâåòà, äðóãèìè ñëîâà-ìè, ñóùåñòâóåò ëè �óíêöèÿ ϕ : V → 1, 2, 3 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
u, v ∈ V, ({u, v} ∈ E) ⇒ (ϕ(u) 6= ϕ(v))?¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, � 1 2006



Î âû÷èñëèòåëüíîé è àïïðîìàêñèìàöèîííîé ñëîæíîñòè çàäà÷è MASC 37Â ñàìîì äåëå, ïóñòü çàäàí ãðà� G = (V,E) îïðåäåëÿþùèé óñëîâèå çàäà÷è 3-COLORABILITY. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî V = Nn. Ñîïî-ñòàâèì ãðà�ó G ìíîæåñòâà A è B â Qn ñëåäóþùèì îáðàçîì:
A = {2ei}n

i=1 ãäå ei
j = δij =

{

1, i = j

0, i 6= j

B = {ei + ej| {i, j} ∈ E}.

(2)è ïîêàæåì, ÷òî ãðà� ðàñêðàøèâàåì â 3 öâåòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿìíîæåñòâ A è B ñóùåñòâóåò à��èííûé ðàçäåëÿþùèé êîìèòåò èç 3-õ ýëåìåí-òîâ, ò.å. íàéäóòñÿ ïàðû (x1, y1), (x2, y2) è (x3, y3) òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Q = ((x1, y1), (x2, y2), (x3, y3)) - êîìèòåòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

{

2xi + y < 0, (i ∈ V )

xi + xj + y > 0, ({i, j} ∈ E)
(3)Ïóñòü ðàçáèåíèå V1∪̇V2∪̇V3 çàäàåò ðàñêðàñêó ãðà�à G â òðè öâåòà. Ëåãêî ïðîâåðèòü,÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ((x1, 0), (x2, 0), (x3, 0)) â êîòîðîé

xi
k =

{

2, k ∈ Vi

−1, k /∈ Vi

(i ∈ N3)ÿâëÿåòñÿ êîìèòåòíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (3).Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü Q = ((x1, y1), (x2, y2), (x3, y3)) - ïðîèçâîëüíîå êîìèòåòíîåðåøåíèå ñèñòåìû (3). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
Vk = {i ∈ V | 2xp

i + yp < 0(p ∈ N3)\{k})} (k ∈ N3).Òàê êàê Q êîìèòåòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî V1 ∪V2 ∪V3 = V .Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî Vk 6= Ø è Vk1
∩ Vk2

= Ø äëÿ ïðîèç-âîëüíûõ k è k1 6= k2 èç N3 Ïîñòðîåííîå ðàçáèåíèå çàäàåò èñêîìóþ ðàñêðàñêó ãðà�à
G. Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèì, îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ðåáðî {i, j} ⊂ V1 (ñëó÷àè ñ V2 è V3ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû ïî àíàëîãèè). Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà V1, ñïðàâåäëèâûíåðàâåíñòâà

2x2
i + y2 < 0, 2x3

i + y3 < 0,

2x2
j + y2 < 0, 2x3

j + y3 < 0,ñëåäîâàòåëüíî, è
x2

i + x2

j + y2 < 0 è x3

i + x3

j + y3 < 0,â òî âðåìÿ êàê ñ íåîáõîäèìîñòüþ, â ñèëó òîãî, ÷òî Q êîìèòåòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3),ñïðàâåäëèâî õîòÿ îäíî èç íåðàâåíñòâ:
x2

i + x2

j + y2 > 0 èëè x3

i + x3

j + y3 > 0,Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.Çàìå÷àíèå 1. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî çàäà÷à 3-ASC îñòàåòñÿ NP -ïîëíîé,åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ìíîæåñòâA ∪ B ⊂ {z ∈ {0, 1, 2}n : |z| ≤ 2}.¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, � 1 2006



38 Õà÷àé Ì.Þ.2. Çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì à��èííîì ðàçäåëÿþùåì êîìèòåòåÏåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è îá îáó÷åíèè â êëàññå à��èííûõ ðàçäåëÿþùèõêîìèòåòîâ, çàäàííóþ â îïòèìèçàöèîííîé ïîñòàíîâêå.¾ÇÀÄÀ×À ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÉ ÏÎ ×ÈÑËÓ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÀÔÔÈÍÍÛÉ �ÀÇ-ÄÅËßÞÙÈÉ ÊÎÌÈÒÅÒ¿(MASC).Çàäàíû ìíîæåñòâà A,B ⊂ Qn, A = {a1, . . . , am1
}, B = {b1, . . . , bm2

}, ïðè÷åì A∩B = Ø.Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü à��èííûé ðàçäåëÿþùèé êîìèòåò äëÿ ìíîæåñòâ A è B ñ íàè-ìåíüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ.Òåîðåìà 2. Çàäà÷à MASC NP-òðóäíà.Äîêàçàòåëüñòâî Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 ââè-äó ëåãêî ïðîâåðÿåìîé ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè (ïî Òüþðèíãó) çàäà÷è 3-ASC êçàäà÷å MASC.Òðàäèöèîííûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ NP -òðóäíûõ çàäà÷ ïðåäïîëàãàåò ðàññìîò-ðåíèå ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ ïîäêëàññîâ NP -òðóäíîé çàäà÷è, àíàëèç àïïðîê-ñèìàöèîííûé ñâîéñòâ çàäà÷è è ðàçðàáîòêó ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ. Êàê îáû÷íî,ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìîì (ñ òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìàöèè r) äëÿ çàäà÷è êîìáèíà-òîðíîé ìèíèìèçàöèè íàçîâåì àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ êàæäîé åå êîíêðåòíîéïîñòàíîâêè
f ∗ = min{f(x)|x ∈ M}çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íàõîäèòü äîïóñòèìîå ðåøåíèå xapp ∈ M ñ óñëîâèåì

f(xapp)

f ∗
≤ rÊëàññ Àðõ ñîñòàâëÿþò çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, îáëàäàþùèå ïðèáëè-æåííûì àëãîðèòìîì ñ �èêñèðîâàííîé òî÷íîñòüþ r. Ìíîãèå NP -òðóäíûå çàäà÷è,íàïðèìåð, çàäà÷à êîììèâîÿæåðà (TSP), ïðèíàäëåæàò ýòîìó êëàññó. Ê ñîæàëåíèþ,èçâåñòíû è ïðèìåðû çàäà÷, íå ïðèíàäëåæàùèõ ýòîìó êëàññó. Âåðîÿòíî, íàèáîëååèçâåñòíîé ñðåäè òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î íàèáîëüøåé êëèêå (CLIQUE), äëÿêîòîðîé ïîêàçàíî [7℄, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî-ãî ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà ñ òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìàöèè n1−ε. Óáåäèìñÿ, ÷òî îïè-ñàííàÿ âûøå çàäà÷à MASC òàêæå íå ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðèáëèæåííî íè ñ êàêîé�èêñèðîâàííîé òî÷íîñòüþ.Òåîðåìà 3. Çàäà÷à MASC íå ïðèíàäëåæèò êëàññó Àðõ.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèèÇÀÄÀ×À ¾�ÀÑÊ�ÀÑÊÀ 3-ÎÄÍÎ�ÎÄÍÎ�Î 2-ÖÂÅÒÍÎ�Î �ÈÏÅ���ÀÔÀ Â kÖÂÅÒÎÂ¿> (3-UHC)¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, � 1 2006



Î âû÷èñëèòåëüíîé è àïïðîìàêñèìàöèîííîé ñëîæíîñòè çàäà÷è MASC 39Çàäàíû êîíå÷íûé îäíîðîäíûé ãèïåðãðà� � = (V,H), |h| = 3, h ∈ H è íàòóðàëüíîå÷èñëî k ≥ 3. Èçâåñòíî, ÷òî � ðàñêðàøèâàåì â 2 öâåòà. Òðåáóåòñÿ óêàçàòü ðàñêðàñêóãèïåðãðà�à � â k öâåòîâ, ò.å. òàêóþ �óíêöèþ ϕ : V → Nk, ÷òî
({u, v, w} ∈ H) ⇒ (|{ϕ(u)ϕ(v)ϕ(w)}| > 1).Èçâåñòíî [8℄, ÷òî çàäà÷à 3-UHC NP -òðóäíà, è îñòàåòñÿ NP -òðóäíîé ïðè ïðîèçâîëü-íîì �èêñèðîâàííîì k ≥ 3. Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à 3-UHC ïðè k =

(

2s+1

s+1

) äëÿ ïðî-èçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî s ñâîäèòñÿ ïî Òüþðèíãó ê çàäà÷å ïîèñêà à��èííîãî ðàç-äåëÿþùåãî êîìèòåòà èç2s + 1 ýëåìåíòà äëÿ ïîäõîäÿùèõ ìíîæåñòâ. Â ñàìîì äåëå,ïóñòü çàäàíû îäíîðîäíûé ãèïåðãðà� � = (V,H), â êîòîðîì V = Nn, H 6= Ø è |h| = 3äëÿ êàæäîãî ðåáðà h ∈ H è ÷èñëî s ∈ N . Ïóñòü ðàçáèåíèå V1∪̇V2 = V îïðåäåëÿåòðàñêðàñêó � â 2 öâåòà. Òðåáóåòñÿ óêàçàòü ðàñêðàñêó � â (

2s+1

s+1

) öâåòîâ. Àíàëîãè÷íîäîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1, ñîïîñòàâèì ãèïåðãðà�ó � òàêèå ïîäìíîæåñòâà A,B ⊂ Qn,÷òî
A = {3ei}n

i=1, ãäå ei
j = δij,

B = {ei + ej + ek|{i, j, k} ∈ H}è ñèñòåìó íåðàâåíñòâ
{

3xi + y < 0 (i ∈ V )

xi + xj + xk + y > 0 ({i, j, k} ∈ H)
(4)Î÷åâèäíî, ýòè ïîñòðîåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò ðàç-ìåðà çàïèñè �. Óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùèõ ïðåäëîæåíèé.a) Ñèñòåìà (4) íåñîâìåñòíà è îáëàäàåò êîìèòåòíûì ðåøåíèåì èç 3-õ ýëåìåíòîâ.b) Ïðîèçâîëüíîå êîìèòåòíîå ðåøåíèå Q = ((x1, y1), . . . , (x2s+1, y2s+1)) ñèñòåìû 4èíäóöèðóåò ðàñêðàñêó ãèïåðãðà�à � â (

2s+1

s+1

) öâåòîâ.a). Ïîñêîëüêó H 6= Ø, ñèñòåìà (4) íåñîâìåñòíà, ïî òåîðåìå Êàðâåðà. Äàëåå, íåòðóäíîóáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ((x1, 0), (x2, 0), (x3, 0)), â êîòîðîé
x1

i =

{

−1, i ∈ V1

3, i ∈ V2

x2

i =

{

3, i ∈ V1

−1, i ∈ V2

è x3 = [−1,−1, . . . ,−1]T ,ÿâëÿåòñÿ åå êîìèòåòíûì ðåøåíèåì. Â ñàìîì äåëå, íåðàâåíñòâó 3xi +y < 0 ïðè ïðîèç-âîëüíîì i ∈ V1 (ñëó÷àè V2 è V3 ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû ïî àíàëîãèè)óäîâëåòâîðÿþò
(x1, 0) è (x3, 0), à ïðîèçâîëüíîìó íåðàâåíñòâó xi + xj + xk + y > 0 óäîâëåòâîðÿþò
(x1, 0) è (x2, 0).b). Ïóñòü Q = ((x1, y1), . . . , (x2s+1, y2s+1)) - êîìèòåòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4). Êàæäîìóïîäìíîæåñòâó P ⊂ N2s+1, |P | = s + 1 ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî

VP = {i ∈ V | 3xp
i + yp < 0 (p ∈ P )}.×åðåç P îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî {P ⊂ N2s|1|P | = 2s+1} Ïî ïîñòðîåíèþ, |P | =

(

2s+1

s+1

) è
⋃

P∈ P VP = V . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïîëàãàåì, ÷òî VP 6= ∅ äëÿ êàæäîãî P ∈ P¾Òàâðiéñüêèé âiñíèê ií�îðìàòèêè i ìàòåìàòèêè¿, � 1 2006



40 Õà÷àé Ì.Þ.è (P1 6= P2) ⇒ (VP1
∩ VP2

= ∅). �àçáèåíèå
VP1

∪̇ VP2
∪̇ . . . ∪̇ VP

( 2s+1
s+1 )

= Vçàäàåò èñêîìóþ ðàñêðàñêó ãèïåðãðà�à �. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, îò ïðîòèâíî-ãî, ÷òî ðåáðî {i, j, k} ⊂ VP äëÿ íåêîòîðîãî P ∈ P . Ïî âûáîðó ðåáðà, ñïðàâåäëèâûíåðàâåíñòâà:






3xp
i + yp < 0

3xp
j + yp < 0

3xp

k + yp < 0

(p ∈ P ),ñëåäîâàòåëüíî,
xp

i + xp
j + xp

k + yp < 0 (p ∈ P )Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó Q�êîìèòåòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4), ñ íåîáõîäèìî-ñòüþ íàéäåòñÿ íîìåð p0 ∈ P òàêîé, ÷òî xp0

i + xp0

j + xp0

k + yp0 > 0. Íàéäåííîå ïðîòèâî-ðå÷èå ïîäòâåðæäàåò êîððåêòíîñòü ðàñêðàñêè.Ïðåäïîëîæèì, îò ïðîòèâíîãî, ÷òî çàäà÷à MASC ïðèíàäëåæèò êëàññó Àðõ, è ñó-ùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ñ �èêñèðîâàííîé îöåíêîé òî÷-íîñòè r. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ï. a), àëãîðèòì ïîñòðîèò êîìèòåòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4),ñîîòâåòñòâóþùåé ãèïåðãðà�ó �, ñîñòîÿùåå èç 2s + 1 ýëåìåíòà, ãäå 2s + 1 ≤ 3r, óêà-çàâ òåì ñàìûì (ñîãëàñíî ï. b)) ðàñêðàñêó ãèïåðãðà�à â (

2s+1

s+1

) öâåòîâ. Íàéäåííîåïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.3. Ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è MASC�àññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèáëèæåííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷èî ìèíèìàëüíîì à��èííîì ðàçäåëÿþùåì êîìèòåòå (MASC). Ñîãëàñíî ïðîâåäåí-íûì âûøå ðàññóæäåíèÿì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü äëÿ îáó÷àþùèõ ìíîæåñòâ
A = {a1, . . . , am1

} è B = {b1, . . . , bm2
} à��èííûé ðàçäåëÿþùèé êîìèòåò íåîáõîäè-ìî è äîñòàòî÷íî íàéòè êîìèòåòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

{

(ai, x) + y > 0, (i ∈ Nm1
)

(−bj, x) − y > 0, (j ∈ Nm2
)èëè (â áîëåå êðàòêîé �îðìå)

(ck, z) > 0 (k ∈ Nm) (5)Ââåäåì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ñèñòåìó (5)1) m > n + 1 > 2 ,è êàæäàÿ ïîäñèñòåìà èç n + 1 íåðàâåíñòâà ñîâìåñòíà;2) | ck| = 1 äëÿ êàæäîãî k ∈ Nm;3) m = 2t + n äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî t.¾Òàâðè÷åñêèé âåñòíèê èí�îðìàòèêè è ìàòåìàòèêè¿, � 1 2006



Î âû÷èñëèòåëüíîé è àïïðîìàêñèìàöèîííîé ñëîæíîñòè çàäà÷è MASC 41Ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì è ââåäåíî òîëüêî äëÿ óäîáñòâàäàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé. Ñîïîñòàâèì âåêòîðó z ∈ Qn+1 ñëåäóþùèå êîíå÷íûå ìíîæå-ñòâà:
K>(z) = {k ∈ Nm} : (ck, z) > 0},

K<(z) = {k ∈ Nm} : (ck, z) < 0},

K=(z) = {k ∈ Nm} : (ck, z) = 0}.Àëãîðèòì.Øàã 1. Íàéòè ïðîèçâîëüíîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ζ1 ïîäñèñòåìû
(ck, z) = 0 (k ∈ Nm)è ìíîæåñòâà K>(ζ1),K<(ζ1) è K=(ζ1) . Â êà÷åñòâå z1 âûáðàòü ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèåïîäñèñòåìû K1 ñèñòåìû (5), ãäå

K1 =

{

K>(ζ1) ∪ K=(ζ1), if |K>(ζ1)| ≥ |K<(ζ1)|

K<(ζ1) ∪ K=(ζ1), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Ïîëîæèòü K = Nm \ K1 è i = 1.Øàã 2. Åñëè K = ∅, çàâåðøèòü ïðîöåäóðó, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (z1, z2, . . . , zi) � èñêî-ìîå êîìèòåòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (5).Øàã 3. Âûáðàòü ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî
L′ ⊆ K : |L′| = min{|K|, n},íàéòè íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ïîäñèñòåìû

(ck, z) = 0 (k ∈ L′).Ïîëîæèòü L = K=(ζ i=1) è íàéòè ðåøåíèÿ zi+1, zi+2 ïîäñèñòåì ñèñòåìû( 5) ñ èíäåê-ñàìè K>(ζ i+1) ∪ L è, K<(ζ i+1) ∪ L ñîîòâåòñòâåííî.Øàã 4. Ïåðåîïðåäåëèòü K = K \ L, i = i + 2 è âåðíóòüñÿ íà Øàã 2.Äîãîâîðèìñÿ íàçûâàòü èòåðàöèåé ïðèâåäåííîãî âûøå àëãîðèòìà ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü øàãîâ 2-4 (ïðè ýòîì ïåðâàÿ èòåðàöèÿ âêëþ÷àåò òàêæå Øàã 1) è ñ�îðìóëèðóåìòåîðåìó, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ïðèâåäåíî â [9℄Òåîðåìà 4. 1. Îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì êîððåêòåí è èìååò íå áîëåå ÷åì
⌈

t

n

⌉èòåðàöèé.2. Ïóñòü ìîùíîñòü íàèáîëüøåé ïî ÷èñëó íåðàâåíñòâ ìàêñèìàëüíîé ñîâìåñòíîéïîäñèñòåìû ñèñòåìû (5) íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà t+n+p äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî
p. Òîãäà òî÷íîñòü r àïïðîêñèìàöèè àëãîðèòìà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

1 ≤ r ≤
2 +

⌈

t
n

⌉

+ 1

2
⌈

t−p

2p+n

⌉

+ 1
≈ 1 +

2p

n
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42 Õà÷àé Ì.Þ.Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ñèñòåìà (5) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà ïî �åéëó [10℄, òî àëãîðèòìíàéäåò åå ìèíèìàëüíîå êîìèòåòíîå ðåøåíèå, ò.å. çàäà÷à MASC ïðè ýòîì óñëîâèèïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà. Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå îáîñíîâàíà òðóäíîðåøàåìîñòü äâóõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷, 3-ASC èMASC, òåñíî ñâÿçàííûõ ñ çàäà÷åé ëèíåéíîãî äèñêðèìèíàíòíîãî àíàëèçà. Ïîêàçàíî,÷òî çàäà÷à 3-ASC NP -ïîëíà, à çàäà÷à MASC NP -òðóäíà è íå ïðèíàäëåæèò êëàññóÀðõ. Äàëåå, ïðåäëîæåí ïðèáëèæåííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷èMASC, óêàçàíû îöåíêè åãî òî÷íîñòè è âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, à òàêæå ïîä-êëàññ çàäà÷è MASC, äëÿ êîòîðîãî îí ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Èíòåðåñ âûçûâàåò èññëåäîâà-íèå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè çàäà÷ ïðè �èêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè n. Èçâåñòíî,÷òî ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèè çàäà÷à 3-ASC ñòàíîâèòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé.Âîïðîñ æå îöåíêè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè (è ïîðîãà ý��åêòèâíîé àïïðîêñèìè-ðóåìîñòè) çàäà÷è MASC â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñòàåòñÿ îòêðûòûì. �àáîòà âûïîëíåíàïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ Ïðåçèäåíòà �Ô ÍØ-5595.2006.1 è ÌÄ-6768.2006.1 è �ÔÔÈ04-01-00108-à. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Judd J.S. Neural Network Design and Complexity of Learning. - MIT Press, 1990.2. Lin J.H., Vitter J.S. Complexity Results on Learning by Neural Nets. Mahine Learning. 1991, vol6., pp. 211-230.3. Blum A.L., Rivest R.L. Training a 3-node Neural Network is NP-omplete. Neural Networks. 1992.vol.5, pp. 117-127.4. Ìàçóðîâ Âë.Ä. Êîìèòåòû ñèñòåì íåðàâåíñòâ è çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ. Êèáåðíåòèêà. 1971. �3.Ñ. 140-146.5. Ablow C.M., Kaylor D.J. Inonsistent Homogeneous Linear Inequalities. Bull. Amer. Math. So.,1965, vol. 71, no. 5, p. 724.6. Khahai M.Yu. Computational omplexity of the Minimum ommittee problem and relatedproblems. Doklady Mathematis. 2006, Vol. 73, no. 1, pp. 138-141.7. Hastad J. Clique is hard to approximate within n
1−ε. Ata Mathematia. Vol. 182, 1999, 105-142.138. Dinur I., Regev 0. and Smyth C. The hardness of 3-uniform hypergraph oloring. In: Pro. of the43rd Annual IEEE Symposium on Foundations of Computer Siene, November 2002.9. Khahay M.Yu. On Approximate Algorithm of a Minimal Committee of a Linear InequalitiesSystem// Pattern Reognition and Image Analysis. 2003, vol. 13, no 3. pp. 459-464.10. Gale D. Neighboring verties on a onvex polyhedron. In: Linear inequalities and related systems,edited by H.W.Kuhn and A.W.Tuker, Prineton, 1956 pp. 255-263.
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